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SVAZEK 5(1960) A P LI K AC E M ATE M ATI K Y ČÍSLO 1 

P Ř Í S P Ě V E K K A L G E B Ř E I S O B A R I C K É H O S P I N U 

J O S E F STRAKA 

(Došlo dne 25. září 1958.) 

Jsou nalezeny všechny irreducibilní representace maticové algebry, 
která sjednocuje algebry obvykle používané pro popis částic sespinem 
\, 1 a 0. Této maticové algebry bylo užito v práci [1] pro jednotný 
popis isobarických vlastností částic se silnou interakcí. 

I. Ú V O D 

Isobarický (i obyčejný) spin. elementárních částic lze representovat hermi-
tovskými operátory Xó (j ~ 1, 2, 3), jež splňují relace 

(1) Xjkk — ?vkXj = isjklÁl , 

kde £m je jednotkový antisymetrický tensor (£123 = 1 ) . Operátor Á2 = A2 pak 

komutuje se všemi třemi \ h a tedy v irreducibilní representaci matic A3- jest 
násobkem jednotkového operátoru. Píšeme-li I 2 = 1(1. + 1), pak pro / — 0, 
i , 1, f, atd., dostaneme vždy jedno irreducibilní řešení, jež je řádu N = 21 + 1. 
Veličina / se označuje jako velikost spinu. 

Z dosavadních experimentálních údajů o elementárních částicích však vy­
plývá, že se u nich vyskytují pouze (obyčejné i isobarické) spiny velikosti 
7 — 0, | a I. VOTRUBA a L O K A J Í Č E K [1] ukázali, že representace, odpovídající 
těmto třem hodnotám, lze sjednotit do jediné algebry, které lze použít pro 
jednotný popis isobarických vlastností částic, vykazujících silnou interakci 
(baryonů, mesonů). 

Zavedeme-li totiž tři hermitovské matice oy} relacemi 

(2) [coj, 4 ] = isjkl(úl , 

tvoří pro / = i též matice ojj irreducibilní systém řádu 2. Spojíme-li pak matice 
Áj, odpovídající celistvým hodnotám spinu I = 1 a I = 0, v jeden reducibilní 
systém, jest známo, že existují matice (oh splňující relace (2), jež tvoří irreduci­
bilní systém řádu 4. 
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V obou uvedených případech splňují pak matice OJ, relace 

(3) C0jCOkCOl + COiCOkCOj + CO^tOJj + OJjCOlO)k + OJlOJjO)k + OJkCOjCOl = 

= 2((53fcft>í + <\i<»j + <5l3-«fc) , 

(4) A3-co7c + A7co3- = c5i7c«7 , 

kde U je hermitovská matice, pro kterou z rovnice (4) plyne 

(5) U = |A,co3. . 

Takové sjednocení může však míti skutečný význam jen tehdy, jestliže i obrá­
ceně rovnice (1), (2), (3) a (4) připouštějí pouze takové representace matic 
Xj a coj5 jež odpovídají uvedeným t řem hodnotám velikosti spinu. 

II. IRREDUCIBILNÍ HERMITOVSKÁ ŘEŠENÍ ROVNIC (l)-(4) 

Pokusíme se nyní nalézti všechny irreducibilní hermitovské maticové repre­
sentace algebry, definované základními prvky COJ, Xt a U, jež splňují relace 
(1) —(4). Př i tom budeme postupovat způsobem, použitým v práci [2]. 

Vypišme nejprve relace, v nichž se vyskytují pouze matice cox a co2: 

(3x) {OJ\ ~ 1) oh = 0 , 
(32) co\co2 + CO1CO2OJ1 + co2co\ = co2 , 

(3.,) CJJ^I + co2co1co2 + co2cot -- cox , 

( 3 4 ) {col - 1) (o2 = 0 . 

Jo vidět, že ty to relace jsou identické s relacemi v práci [21 pro případ n — 2. 
Všechny irreducibilní representace prvků o>t, co2, splňujících relace (3X) — (34), 
lze tedy psáti ve tvaru (viz [2]) 

(o o o \ / o_ yí ± i\jv 

<6) coi == 0 1 0 , co2= yv 0 
\o o -i/ \ + 4 ^ yr 

kde 0 <j 33 fS I, přičemž pro ^ = § jsou obě representace s +a" navzájem ekvi­
valentní a pro p — 0 se representace rozpadá na representaci triviální a dvoj-
řádkovou. 

Připojíme nyní další nezávislé relace, v nichž se vyskytují ostatní prvky: 

(3 5 ) CO1CO3 + cOiCOgCOi + CO3CO1 = co3, 

( 3 6 ) o)2
2oj3 + OJ2OJ3O)2 + OJ3OJ\ = OJ3 , 

( 3 7 ) COjCOg + C03C01COZ + COgCO! = OJl , 

( 3 8 ) C02C03 + C03C02C03 + COgC02 = 0)2 , 

( 3 9 ) COjCOgCOg + OJ3())20)x + CO^aCOj + COjCOgCOa + OJ3OJXOJ2 + COgCOjCOg = 0 , 

(3 1 0) {<4 - 1) OH = 0 , 
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(l i, 2 , 3 ) hh — V - = ih (cykl. 1, 2, 3) , 
( 2 l 2 3) ft>2A3 — A3ft>2 == i(x>x (cykl. 1, 2, 3) , 

(2^ 2 > 3) A2ft>3 — ft>322 = ift»i (cykl. 1, 2, 3) , 
( 2 1 2 ) 3 ) eojAi — A ^ = 0 (cykl. I, 2, 3) , 

( 4 1 > 2 3 ) A2ft>3 + A3ft>2 = 0 (cykl. 1, 2, 3) , 

(44) AjCOj -- A2ft>2 = A3fí>3 . 

Abychom určili matice ft>3 a A3-, jest vhodné psáti (obdobně jako v práci [2]) 
matice a)1} ft>2 obecně ve tvaru 

,0 0 0 0 . „ ( I , 0 0 0 0 . . . x M 
0 r± 0 0 . . . 

| 0 0 co 0 . . . 
0 0 0 o) . . . 

2N0 / 0 т 2 0 0 .. • \ 2N0 

ЗiV, , o>2 = 0 0 r}s 0 .. • ЗNS. , 

ЗNЃ \ 0 0 0 r]t .. • / ЗNř 

kde 
1 0\N0 /O 1\N0 

l / N o ' T a \1 O/No 

a co je matice ft)x z relací (6), jejíž elementy jsou nyní násobky jednotkových 
matic o Ns, Nř, . . . řádcích. Rovněž elementy matic rjs,r)t)... jsou násobky 
jednotkových matic o Ns, N(, . . . řádcích, přičemž 

f <J_ ÍPs h]/ps \N„ 
(8) rjs = l ]/ps ^ 0 ^ fl-^2ps\Ns, atd., 

kde 
ps, pt, ... 4= 0 , ÍS, it, ... = ±i. 

Matice lx, A2 zvolíme pak ve tvaru 

Я9 = 

kde prvky každé z matic jso\i opět matice. Tak pro matici Ax (a zcela obdobně 
pro A2) platí např. 

i N / ^ 61 2 6 1 3 \ N 
.5-=- U,x 6 M 6 M -V, 

\&31 &32 & 3 3 / ^ 

(kde u /5, 6;/c, N vynecháváme indexy s, l, ...). Mají-li být matice Ax, A2 hermi-
tovské, musí platit též ajk = akj, bjk — fc^-, . . . . 

05 

,öí fl vs vt . . м 
/ Џ+ Q Уs Уt •• . \ 2N0 

(9) A , = ̂  K yf ß, ůsi •• . ЗNS. 

Wt Уt ůţ ßt .. .yзNř 

(%' fl' v, vt .. . Лf 
' 4 - ' 

fЛ + Q Уs Уt •• • \ 2N0 

v[+

 ľ ; + Ä *;*.. . ЗNS 

v't+ Уt + 
*.«+.Ä •• • yзNř 



Matice [i, v, y, . . . pišme pak ve tvaru 

NNN -Vo-Vo NNN 

[i = ( W l T O í ) M , v = ( Í I X W 2 % ) J f , y __ ( c nCi a c 1 3 Wo _ 
\ C 2 1 C 2 2 C 2 3 / - ^ 0 

(opět vynecháváme indexy 5, t, ... u N, », % , y, Cj fc, . . . ) . Podobně lze rozepsat 
i matice #. 

Potom z rovnic (2 1 2 ) a (43) plyne 

(10) / , = / / = 0 , v = (Wloo) , v' = (%^X) , 

w ; = - Í]/Í - 2<p%, w2 = — y - ^ . n 3 = t y p % , 
f5 = /.' = 0 , y =-= / = o , 0 = ů' = 0 , 

a12 — a21 = a l x = a 2 2 = 0 , 
a n = — «22 = ffi2 = «<2i = \a , 

kde v posledním řádku místo matice an byl zaveden nový symbol \a. Matici 
rij, pomocí které jsme vyjádřili matice %', budeme v dalším označovat prostě n. 
Jsou tedy v maticích (9) matice Q a Q rovny 

Užijeme-li nyní vztahů (10), obdržíme z rovnic (23), resp. (23) matici to3 ve 
tvaru 

0 0 aK at 

0 T8 0 0 
(Ts

+ 0 0 0 
<r+ 0 0 0 

ж 
2 N 0 

З Җ , 
ЗNť 

kde 
0 - ѓ a \ N 

ia 0 N r
°, c s = (0 — i\/psna — ih]/psns) M , atd. 

Z rovnic (22), (2Í) vycházejí potom další podmínky: 

11 a2 — 1 , w + ?гř = ðs ť , 

ocns = яw ť - = - . . . = 0 , л ' n s = a/ftť = ., 

l/i - 2 P s =- yг=-~_ï; = . . . = 0 

0 , 

1 
tt„ rva — — — , iit ni — — — , . . . 

2p s
 ť ř 2|>ť 

J e patrno, že všechny ty to rovnice mohou být splněny pouze pro 

p a -= P ť = 
1 

— 2 

(H) 



P a k ovšem z druhého řádku v relacích (10) plyne 

n'x~ 0 . 

Protože v případě p = \ jsou obě representace, lišící se znaménkemu i, ekvi­
valentní, můžeme v wh X, všude klást 

Ps = Pt = • - • = \ , Ns = Nt = . . . = N , rjH = -7, = . . . = 7) , 

i8 = it = - . . . = -f i , va = )'ř = . . . = v , n, =. %ť = . . . = n , 

as = at = ... = a , 

a t a k lze matice <x>h Xó psát ve tvaru 

l0 0 0\Jf lO 0 0\M lO 0 a\M 
(12) a>j = 0 T3 0 2 N 0 , OJ2 = 10 T 2 0 2N0 , co3 = 0 T 3 0 2N0 , 

\o 0 co/3N \() 0 Í7/3N \a+ 0 0 / 3 N 

I a 0 v\M lV 0 v ' \ J ř 
A- = 0 g 0 2 N 0 , A 2 = 0 Q' 0 2 N 0 . 

\v+ 0 0/3N \/+ 0 0/3N 

Z rovnice (13) můžeme pak určit ještě matici A3. TJžijeme-li ihned vztahů 

(11a) a 2 = 1 , n+n = 1 , a n = 0 , oc'n = 0 , 
dostaneme 

lot' 0 0\M 

(12a) A3 = 0 p" 0 2N0 , 
0 0 ß"JзN 

]џџ N 

- ť W - ot'ot) , p" = I . , ß" = I - Д= 0 0 |N . 

kde 

,-L o o / N 
1/2 

Snadno se můžeme přesvědčit, že matice 00j} Xj} určené vztahy (12), (12a), vy­
hovují všem relacím (1) —(4), splňují-li matice a, ot, ot', n relace ( H a ) a jsou-Ji 
splněny též relace 

ot = — i(ot'ot" — OÍ"OÍ') , ot' = — Í(OÍ"OC — OCOÍ") . 

Z n+n = 1 plyne, že hermitovská matice nn+ má za charakteristické hodnoty 
jen 0 a 1, a tedy unitární transformací ucojU+, kde 

lep 0 0\ Jtf 
u = 0 I 0 2N0 , 

\o o 1/3N 
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lze nn+ uvést na tvar 

(13) nn+ = í°n f\f' , (M' + M" = M) . 
\0 \}M' 

Z rovnice (13) pak plyne, že novou matici n lze psáti ve tvaru 

N 
10\M' 

71 =
 [Q)M- • 

Z rovnice (13) je dále patrno, že QQ+ = 1, avšak z podmínky w+w = ] plyne, 
že také <2+O, = 1; tedy <Q je unitární a M" — N. Hermitovskou matici oc lze nyní 
psát ve tvaru 

\«í SI/JV • 

Z rovnice «» = 0 obdržíme axQ = 0, o č ^ = 0, a protože Q je unitární, jest 

OÍX = ~OÍX = 0 . 

Obdobné výsledky vyjdou také pro a', <%", takže můžeme psáti: 

_ K 0\M' , _ U2 0\M' „ _ I<x3 0\M' 
a ~~ \0 0/N ' a ~~~ \0 0/AT ' ^ ~~ \() 0/N ' 

kde 
« 8 = — *(*i*« — «2*i) (cykl. 1, 2, 3) . 

Jest ihned patrno, že matice «3- a /l3- jsou reducibilní. Existují tedy tři různá 
řešení: 

1) Řešení 
Wj =3 0 , A3 ==. č%3 , 

kde a 3 splňují relace 

<*i<*2 — ( X 2
í % i = ^ 3 (cykl. 1, 2, 3) ; 

matice oc) mají tedy nekonečný počet irreducibilních řešení pro velikosti spinu 
0, -!, 1, | , atd. 

2) Řešení 

/l 0\N0 /O 1\N0 /() - i a \ N 0 
( 1 4 ) , ^ = (o-i)N 0 ' ^ ( H K ' »• = (* o )N0' 

2 /" ° \̂ o ; 1 /O «Wo 3 1 /O - A - V 0 X l - 2 \0 « / N c ' / a " 2 \a ())N0 ' / 3 ~ 2 \ i 0 / N 0 ' 

Lze se snadno přesvědčit, že matice OJ,- splňují v tomto případě též jednodušší 
relace 

o)jO)k + o)k(j), = 2ó j f c . 

Zvolíme nyní unitární matici w = r °. Unitární transformace, vy-
\0 ipj N0 
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tvořená touto maticí, ponechává tvar matic (14) beze změny, nahradíme-li 
matici a maticí a' — ipaip+. J e zřejmé, že lze zvolit y> tak, aby hermitovská ma­
tice a' byJa diagonální. Protože matice a má charakteristické hodnoty -j- 1, lze 
psát 

f l 0 \N0 , - __ 
[0 ^1/N'ó' ° ' ° °' 

Lze se snadno přesvědčit, že matice (14) představují dvě různá irreducibiiní 
řešení pouze v případech 

a) N; = i, N;-o, 

b) N0 = o, N; = i . 

Tato řešení jsou navzájem neekvivalentní. Platí pak k) = 1(1 -|- 1), kde i = 
— | , takže obě representace odpovídají spinu J. 

Jest splněna též relace 

h = ± \<o, , 
přičemž horní znaménko platí v případě a) a dolní v případě b). 

3) Řešení 

(15) 
!0 0 0 0 \ N /O 0 0 0\ N I o o - iQ Q\ N 

0 0 0 o \N p / o o i i \N 1/2/ o o o o \N 
0 0 1 o 1N ' ah =' ~T\ o 1 o o IN ' Wn'''" T i iQ+ o o o IN ' 

\o o o — i / N \o - i o o/N \ Q + O O o / N 

/ o g 0 0\ N / 0 0 —Q iQ\ N / o o o 0\ N 
/ Q+ OOO N p / 0 0 0 0 \ N _ 1/2 / 0 0 ř 1 \ N 

1 ~ I o o o o IN' l í ^ T I -<9+ 0 0 o IN' ^3 = " TI o - i o o j N' 
\ o o o o/N \—iO+O o o / N \o 1 o o/N 

V tomto případě splňují matice o>; jednodušší rovnice 

(16) cojCOfcO), -f (úiQitfOi = <5J]fctt>i + <5fclco; . 

Unitární transformací, vytvořenou maticí 

ÍO/h 0 \ N 
1 0 1/3N' 

lze matice (15) převést na tvar, kde matice Q jest nahrazena maticí jednotkovou. 

Irreducibiiní řešení dostaneme zase pouze pro N = 1, což jest známá čtyř­
řádková representace rovnic (16). 

Matice Xj jsou reducibilní. Rozpadají se na dvě irreducibiiní části, jimž odpo­
vídá I — 1 a / = 0. Jest splněna též relace 

h = — -CitlW*0>. • 
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III. 2АУЁВ 

Ву1о икагапо, ге рго со} Ф 0 ойроуМа]! гевет ГОУШС (1) — (4) зкиЪебпё 
арти 0, \ а 1. ТеггЬо тузЬсЬк ]е тёак перпяшуё отЦупёп вклгЬеспозУ, 2-е тео11е 
тёсЫю гергеаеп^ас! ]евЪ V а!§еЪге оЪваяеп пекопеспу росет. гергевепЬас! в со -̂̂ О, 
\т& токои ос1роуЫаг, узесппу тогпё уекковИ врти. V ргаш [1] а [3] ве герге-
вепЪас! 8 ю} Ф О рогтуа к рор18и Ъагуопй а тевопй V 1воЪалскёт. рговкхга. 
«1е8Ъ рак ргаУс1ёрос1оЪпё, ге акззрой пёкЪегусЬ. 1Гге61ис1Ы1ш'ск гергезеп^ас! 
8 а>; = 0 ЪисЬ Ш02ПО роиыг. рго рор!8 овйатаисЪ, е1етеп1загтсп базис. ТаЪо 
ойагка Ъпс1е у§ак уугаскэтат. ]ез!;ё ро(коЪпё]81По гогЪоги. 

Рго[. с1г. V. УоЬгиЬогп а йг. М. ^ока^^скоV^ а'екщг га сеЫе гас1у V ргйЫКи 
Шо ргасе а ргь щгт веръвоьап**. 

1/ИегаШга 

[1] Vо^^иЬа V., ^ока^^сек М.: Ап А1^еЪга1с ВуаЪет 01 Г и п а а т е п Ш РагЫс1е8. РиЪНкасе 
8ро]епёЬо йайауи ]ааегпуск у у г к и т й , ЮиЬпа 1958. 

[2] СкггаШ Ск. ^.^ УоЬгиЬа V.: Св. саз. Гун. 4 (1954), 383. 
[3] ^ока^^6вк М.: 1Тшуег8а1п{ ро1е рго сазЪкзе не нПпои тЬегакс! (Ъиае риЬНкоуапо). 

Резюме 

ВКЛАД В АЛЬГЕБРУ ИЗОБАРИЧЕСКОГО СПИНА 

ИОСЕФ СТРАНА (Лозе! 8Ъгака) 

Вотруба и Локайчек [1] показали, что представления, соответствующие 
значениям спина I = 0, \ и 1. можно соединить в единую алгебру, которую 
можно использовать для единого описания изобарических свойств частиц, 
между которыми имеется сильное взаимодействие. Эта алгебра выполняет 
уравнения (1)—(4). 

Такое соединение имеет смысл, если также наоборот уравнения (1)—(4) 
допускают только такие представления матриц Х$ и ш3-, которые соответству­
ют выше указанным значениям спина. 

В предлагаемой статье с помощью метода, использованного в работе [2], 
показано, что неприводимые представления уравнений (1) -(4) можно 
разделить па две группы. Одну из них образуют представления, для 
которых ш,' ф 0. Эти представления действительно соответствуют значе­
ниям спина 0, | и 1. Помимо этой группы существует бесконечное число 
дальнейших неприводимых представлений, для которых о>$ = 0. В этом 
случае уравнения (2)—(4) выполнены тождественно; матрицы Я, опреде­
ляются только уравнениями (I) и могут им отвечать всевозможные значе­
ния спина. 
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Z u s a m m e n f a s s u n g 

BEITRAG ZUR ALGEBRA DES ISOBARISCHEN SPINS 

JOSEF STRAKA 

VOTRUBA und LOKAJICEK [I] haben gezeigt, dass man die Repräsentationen, 

die der Grösse des Spins I — 0, \ und I entsprechen, in eine Algebra vereinigen 
kann, welche man für eine einheitliche Beschreibung der isobarischen Eigen­
schaften der Partikeln mit starker Interaktion benützen kann. Diese Algebra 
erfüllt die Relationen (1) —(4), 

So eine Vereinigung hat einen Sinn, wenn die Relationen (1) — (4) auch umge­
kehrt nur solche Repräsentationen der Matrizen A3- und Wj gestatten, welche 
den Werten des Spins 0, \ und 1 entsprechen. 

In dieser Arbeit (mit Hilfe der in der Arbeit [2] benutzten Methode) wurde 
gezeigt, dass man die irreduziblen Repräsentationen der Relationen (1) — (4) in 
zwei Gruppen verteilen kann. Die eine besteht aus Repräsentationen, für welche 
Wj =f= 0. Diese Repräsentationen entsprechen wirklich den Werten 0, \ und 1 
des Spins. Ausser dieser Gruppe der Repräsentationen existiert noch eine un­
endliche Anzahl weiterer irreduziblen Repräsentationen, für welche to3- = 0 ist. 
In diesem Falle sind die Relationen (2) — (4) identisch erfüllt; die Matrizen Xj 
werden dann nur durch die Gleichungen (1) bestimmt und alle möglichen 
Werte des Spins können ihnen entsprechen. 
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