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SYAZEK 5 (1960) APLIKACE MATEMATIKY CisLo 1

PRISPEVEK K ALGEBRE TSOBARICKIZHO SPINU

JOSEF STRAKA
(Doslo dne 25. zdri 1958.)

Jgou nalezeny vSechny irreducibilni representaco maticové algebry,
kterd sjednocuje algebry obvykle pouZivané pro popis ¢dstic sespinem
1, 1 a 0. Této maticové algebry bylo uiito v prédei [1] pro jednotny
popis isobarickych vlastnosti ¢dstic se silnou interakef.

I. UVOD

Isobaricky (i obydejny) spin elementarnich astic lze representovat hermi-
tovskymi operatory 4; (7 = 1, 2, 3), jez splnuji relace

(1) Ljha — Mph; = Ly

kde &1, je jednotkovy antisymetricky tensor (e,5, = 1). Operator 72 = 43 pak
komutuje se véemi t¥femi 1, a tedy v irreducibilni representaci matic 2, jest
nasobkem jednotkového operatoru. Piseme-li Tr=1 (I + 1), pak pro I =0,
1,1, 3, atd., dostaneme vidy jedno irreducibilni feseni, jez je fadu N = 2I 4 1.
Velidina [ se oznacuje jako velikost spinu.

7 dosavadnich experimentalnich ddajt o elementaruich éasticich vsak vy-
plyva, Ze se u nich vyskytuji pouze (obylejné i isobarické) spiny velikosti
I =0, }al Vorrusa a LoxaJi¢exk [1] ukdzali, Ze representace, odpovidajici
témto tfem hodnotam, lze sjednotit do jediné algebry, které lze pouiit pro
jednotny popis isobarickych vlastnosti ¢dstic, vykazujicich silnou interakei
(baryont, mesoni).

Zavedeme-li totiZ tii hermitovské matice w; relacemi
¢ i S
(2) [wy, 4] = te5,0,,

tvoli pro I =: 3 té7 matice w, irreducibilni systém fddu 2. Spojime-li pak matice
A;, odpovidajici celistvym hodnotam spinu [ = 1 a I = 0, v jeden reducibilni
systém, jest zndmo, ze existuji matice w;, splhiujici relace (2), jez tvoli irreduci-
bilni systém Fadu 4.
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V obou uvedenych piipadech spliuji pak matice w; relace
(3) @ ;00 + 0w ; - ;4 w0, + 0o, + oo, =

= 2(d 0, + ‘Slczwj + Bi0) 5

(4) ljwk + ]'ka)]' = (S]'I‘;{] 3
kde U je hermitovska matice, pro kterou z rovnice (4) plyne
(5) U =3%m,.

Takové sjednoceni muze viak miti skuteény vyznam jen tehdy, jestlize i obra-
cené rovnice (1), (2), (3) a (4) pripoustsji pouze takové representace matic
A; a wy, je% odpovidaji uvedenym tfem hodnotdm velikosti spinu.

II. IRREDUCIBILNI HERMITOVSKA RESENI ROVNIC (1)—(4)

Pokusime se nyni nalézti viechny irreducibilni hermitovské maticové repre-
sentace algebry, definované zakladnimi prvky w;, 4; a U, jei spliuji relace
(1)—(4). Pritom budeme postupovat zplsobem, pouzitym v praci [2].

Vypis&me nejprve relace, v nich se vyskytuji pouze matice w; a w,:

(3y) (@} — Doy =0,
(32) Wimy 1 wymamy - Wt ==y,
(34) 0,05 - ©mw, - 030, = o,
(34) (0 — Dy, = 0.

Je vidét, Ze tyto relace jsou identické s relacemi v praci [2] pro pripad » = 2.
Vsechny irreducibilni representace prvki w,, w,, spliiujicich relace (3,)—(3,),
Ize tedy psati ve tvaru (viz [2])

0 0 0 / 0 'l/l;g i 1,]/,?;_
® o= |0 1 0 |, wy=]| p 0 Vi—2p],
\0 0 —1 ? ZL’(?[_? V]—:-Qp 0

kde 0 = p =< 1, ptidemZ pro p = 4 jsou obd representace s -4 navzajem ckvi-
3 2> 3] f

valentni a pro p = 0 se representace rozpadad na representaci trividlni a dvoj-
tadkovou.

Pripojime nynf dalsi nezdvislé relace, v nichz so vyskytuji ostatni prvky:

(35) D0, T 0w, - w07 = wy,

(3¢) Wiy - Wy - WwE = oy,

(3,) 0,02 + Wm0, + 0io, = o, ,

(3s) 6020)3 - wywymg - wng == Wy,

(35) @y | Wm0y - @m0, - 1030, - Gy 0, F Wymywy = 0,
(310) (@} — Doy =0,




(1y0.5) Agdy — Aghy = ik (cykl. 1,2, 3),

(21,.5) Wyhy — Aywy = 1wy (cykl. 1,2, 3),
25 04) sy — w3y — 4w, (cykl 1, 2, 3),
(21 5.5) w A — Ao, =0 (oykl 1,2, 3),
(41,2,3) Agwy + Agwy = 0 (eykl. 1, 2, 3),

(44) Ao = Agy == Aawy .

Abychom ur¢ili matice w, a 1;, jest vhodné psdti (obdobné jako v praci [2])
matice w;, w, obeend ve tvaru

00 00 .. M 6 0 00 .... M

07,00 ...\ 2N, 0 7, 00 ...\ 2N,
(N o,=[00 w 0 ...]|3N,, w, = 0 0 n, 0 ... |3N,,

00 0 w .../ 3N, 00 0% .../ 3N,

C(t 0\, {0 1\N,
7o 1y, 2 o),

a o je matice w, z relaci (6), jejiz elementy jsou nyni nasobky jednotkovych

kde

matic o N N,, ... fadeich. Rovnéi elementy matic #,, 7, ... jsou nasobky
jednotkovych matic o N, N, ... Fadecich, pfidems

o Ip ulp \N
(8) =1\ 1p 0 Jr="2p,|N,, atd,

— LQV;OS VT — Zps 0 N,
kde

psaph"':t:(): Ls7tt’--':;:]:i‘

Matice 41, 4, zvolime pak ve tvaru

o uovy vy o.M R VS |
ey ve -\ 2N, wr oo ye ve ...\ 2N,
9 A =" 95 B Ou ... |8N, do= | v." y.7 B Dy... |3N,
W ye 0% Bo .. BN, vyt 0 L 3N,

kde prvky kaZdé z matic jsou opét matice. Tak pro matici A, (a zcela obdobng
pro 4,) plati napt.
N by biz bis N
N LV ATIRAN =t bua b N
= N N f= {0y by by |V,
o byy sz byy/ N

(kde u 8, by, N vynechdviame indexy s, £, ...). Maji-li byt matice 4,, 1, hernu-
tovské, musi platit té% ay = af, by, = b, ...,



Matice y, v, y, ... piSme pak ve tvaru

Ny N, NNN NNN
== (mygmy) M, v = (nynyns) M| y = (011612613)1\70,
€21C22C23] N

(opét vynechivame indexy S, t,...u N, Ry Yy Cips « o -)- Podobné lze rozepsat
i matice 9.

Potom z rovnic (27,) a (4;) plyne

(10) T Vo= (m00), v — (gl
ny = — /T —2pn,, n),= — Vpn,, ni=dpn,,
ﬂ:“-/j/zoy Y ::'J",:O, q?:—’g?’:(),

r
g = Ay == Uyy = @y = 0,

14
’
(yy = — gy = (g = ay; = 3,

kde v poslednim Fidku misto matice a;; byl zaveden novy symbol ia. Matici

z , » DS RS 54 . ’ . v v .
ny, pomoci které jsme vyjadtili matice 7, budeme v dalgfm oznadovat prosté .
Jsou tedy v maticich (9) matice ¢ a ¢’ rOVny

:l_aONo s 1 [0 @\N,
¢ 2(0 —a)NO’ &=z a O/N,’

Uzijeme-li nyni vztaht (10), obdriime z rovnic (2,), resp. (2;) matici w, ve
tvaru

0 0 o, o M

0 7, 0 0 2N,
wg=| 0670 0 0 3N,,

a0 0 0 3N,

kde

0 —ia\N, Re .= ' _
T, = (ia 0 )Nn’ o, = (0 72Vpsns --uJ/psns) M, atd.

Z rovnic (2,), (2;) vychizeji potom dalsi podminky: '

(11) at=1, nin, = 0y,
amg = iy == ...o= 0, a'n,=an =.. =0,
VT =2p, =1 =2p,=... =0,

ning = -—— nin, = —
s vs 5 H t v ¢
2ps 2pq

Je patrno, ze véechny tyto rovnice mohou byt splnény pouze pro

’

i
I . 1
Py == Pyp= ... = }.
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Pak oviem z druhého ¥adku v relacich (10) plyne
ny=0.

Protoze v p¥ipadé p = 1 jsou obé representace, lisici se znaménkemu ¢, ekvi-
valentni, mizeme v w;, 4; vSude klast

. — — 1 . 7 — J — - — an
Po=pi=..=%, N.=Ny—. =N, poo=n=.. =1,
by ==ty == o.om= b0, v ==y, =L =, NNy = ... =N,
Oy =0, = ... =0,

a tak lze matice w;, 1; psét ve tvaru
00 0\M 0 0 0\M 0 0 o\M
(12) @, =0 7, 0]2N,, w,={0 7, 0|2N,, w;=1| 0 7, 02N,
0 0 /3N 0 0 5n/3N ot 0 0/3N
x 0 v\ M o 0 Wv\M
=10 p0]2N,, A,=1|0 o 0|2N,.
vt 0 0/3N 't 0 0/3N

Z rovnice (1,) miZeme pak uréit jesté matici ;. UZijeme-li ihned vztaht

(11a) a*=1, ntn=1, an=0, oa'n=20,
dostaneme
x” 0 0\M
(12a) do=1{0 o" 0|2N,,
0 0 p"/3N
kde
1 1
0 —-——= N
0 — "\ N, AN AP
. ” 2 " v -
Dt” — 1(0€0£I _ 0(,0() , P 1/ y ﬂ — Vr () 0 1\
3 0 N,
— 0 0/ N

Snadno se miZeme presvéddit, Ze matice w;, 4;, uréené vatahy (12), (12a), vy-
hovuji viem relacim (1)—(4), spliiuji-li matice «, x, «’, n rvelace (11a) a jsou-li
‘spinény téz relace
o= —i{a’a" — o'y, & = —ia"a — ax).
7 nin = 1 plyne, ze hermitovskd matice nnt mé za charakteristické hodnoty
jen 0 a 1, a tedy unitdrni transformaci uem ut, kde
‘o 0 0O\ M
w=|[010]|2N,,
0 01/3N



Ize ant uvést na tvar

, L foo\m .
(13) nn? ‘(u l)M,,, (M 4+ M" = M).

Z rovnice (13) pak plyne, Ze novou matici » lze psati ve tvaru

N

o\
" \olar

7% rovnico (13) jo dile patro, fe Q@< — 1, aviak 2 podminky 7t — 1 plyne,
7e také @1Q == 1; tedy @ je unitdrni a M" = N. Hermitovskou matici « lzo nyni

psat ve tvaru
oy o\ M’
" — (4 1) .
x7 )N

Z rovnice an = 0 obdriime x,Q == 0, 5,0 = 0, a protoZe @ je unitdrni, jest

Obdobné vysledky vyjdou také pro «’, o, takZe mitZeme psati:
x, O\ M’ , xy O\’ " xy O\M’
X == , & = s X = s
0 0/N 0 0N 0 oJN
kde
g = — t{ogxy — xgny)  (eykl. 1,2, 3) .
Jest ihned patrno, Ze matice w; a 4; jsou reducibilni. Existuji tedy t¥i rizn4
FeSeni: .
1) Reseni
w;==0, A;==«a;,
kde o, spliluji relace
' ‘ XXy — gy = 1y (oykl. 1, 2, 3);
matice «; maji tedy nekoneény podet irreducibilnich Feseni pro velikosti spinu
0,41, 2, atd.
2) Reteni

) - (1 0\N, {0 1\N, [0 —id\N,
(14 R (VIR loN’ @ = \ia o )N,

P 1 fa O0\N, P 1 {0 a\N, P 10— N,
200 —ofN, TP 2 e o/Nyg P 2\ 0N,

Lze se snadno piesvéddit, Ze matice w; sphiujl v tomto pripadé téz jednodussi
relace

)y T O T ‘MM .

; , .. y O\ IV, I
Zvolime nyni unitdrni matici w« = (Z )NO . Unitdrai transformace, vy-
’1/) o
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tvoFend touto matici, ponechdva tvar matic (14) beze zmény, nahradime-li
matici @ matici @’ = yay*. Je ziejmé, Ze lze zvolit v tak, aby hermitovska ma-
tice ¢ byla diagonalni. ProtoZe matice ¢ ma charakteristické hodnoty -1, lze
psat
1 0 \N; iy "
T -, Ny - Ny = N,.
(0 k] Z\':-’, > [ (i 9

Lze se snadno piesveddit, Ze matice (14) pledstavuji dvé riznd irreducibilni
FeSeni pouze v piipadech : .

a) No= 1, Ny =0,

b) Ng=0, Ny = 1.

Tato Foseni jsou navzajem neckvivalentni. Plati pak 27 = I(I + 1), kde I =
==}, takZe obé representace odpovidaji spina 4. :

Jest splnéna téz relace

‘2._,,' — j": 5!_'1” 5

pri¢emz horni znaménko plati v piipadé a) a dolni v pripadé b).

3) Resent

(15)
000 0\N 00 00\N 0 0 -3 Q\ N
(000 0 \N J2{0 01 \N Vzf 0 0 0 0\N
Y o01 0 N2 gloroo]Ne T Sligro 0 o N
000 —1/ N 0 30 0/ N Q+0 6 0/ N

0Q 00\N 0 0 —QiQ\ N 0000WN

L [@roo0 0N Awl/;i 00 0 0N )ﬁv"-j 0 0il\N
v 0 000N " 3l —@+r0 0 0 [N B 9 0—i00]|N"
0000/ N \—i@*0 0 0/ N 0100/N

yyr

V tomto piipadé splituji matice o; jednodudst rovnice
(16) W00, - 0w = 60, + 0o, .

Unitarni transformaci, vytvofenou matici

_{Qr 0\ N
w 0 1)3N’

Ize matice (15) pPevést na tvar, kde matice ¢ jest nahrazena maticf jednotkovou.
Irreducibilni fefeni dostaneme zase pouze pro N == 1, coz jest znami &tyi-
radkovs, representace rovnic (16).
Matice 4; jsou reducibilni. Rozpadaji se na dvé irreducibilni éisti, jimz odpo-

vida [ = 1 a Il = 0. Jest splnéna téz relace

Ay == — V€00 .
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III. ZAVER

Bylo ukéazano, Ze pro w; # 0 odpovidaji fefen{ rovnic (1)—(4) skutednd
spinu 0, 3 a 1. Tento vysledek je v8ak neptizniveé ovlivnén skutednosti, ze vedle
téchto representaci jest v algebfe obsazen nekonedény podet representaci s w;=0,
jimz mohou odpovidat viechny mozné velikosti spinu. V praci [1] a [3] se repre-
gsentaci s @, #+ 0 pouZiva k popisu baryond a mesondl v isobarickém prostoru.
Jest pak pravdépodobné, Ze alesponn nékterych irreducibilnich representaci
s w; = 0 bude moZno pouzit pro popis ostatnich elementirnich &astic. Tato
otazka bude vSak vyZadovat jesté podrobnéjsiho rozboru.

Prof. dr. V. Votrubovi a dr. M. Lokajiékovi dékuji za Eetné rady v prabéhu
této prdce a pFi jejim sepisovin’.

Lateratura

{11 Votruba V., Lokajidele M.: An Algebraic System of Fundamental Particles. Publikace
Spojeného ustavu jadernych vyzkumt, Dubna 1958.

[2] Christov Ch. J., Votruba V.: Os. das. fys. 4 (1954), 383.

{31 Lokagidek M.: Universilni pole pro édstice se silnou interakei (bude publikovéno).

Pesome
BHJAIL B AJLIEBPY N30BAPUYECKOI'O CIINMHA
NOCE® CTPARKA (Josef Straka)

Borpy6a u Jloxkaituer [1] nokasasn, 4ro npeferaBienns, cOOTBETCTBYONIAC
sHaveHnsm cnupa [ = 0, § 1 1, MOKHO COEIMHUTH B ANHYI0 aareGpy, KOTOPYIO
MOMGHO HMCIOIIB30BATH JUIS 6HHOTO OIIUCAHUA n300apUIECKIX CBOHCTB YacTHUI,
MEKIY KOTOPEIMH UMeeTcs CHIBIOe B3anMoeiicreue. Jra alredpa BHILOJIHSET
ypasHenus (1)—(4).

Taroe coefmuenye MMEET CMBICH, ocJiM Takike Haobopor ypasuenns (1)—(4)
AOTYCKAIOT TOXBKO TAKAE IPeCTaBICHUA MATPUI 4; M w;, KOTOPLIE COOTBETCTRY-
IOT BBIOIC YKABAHHEIM 3HAYCHUAM CHUHA.

B npepmraraeMoit crathe ¢ IOMOIIBIO METOJIA, MCIOIb30BAHHOIO B padore [2],
N0OKA3aHO, YTO HEUPUBOJUMEIE IpelcTaBienvs ypaBHeHuil (1)—-(4) MomHO
paspeaute Ha jAse rpyunsl. OpAy m3 mux ofpasyior 1pelcraBlCHMsd, A
ROTODBIX o; + 0. Jti mpejcTaBledna ACHCTBUTCALHO COOTBETCTBYIOT 3Hade-
nusiM comaa 0, + w 1. [lomumo a10lt rpynnsl cymecrsyer GecKOHEYHOE YHCIIO
TANbHCHMITX HENPHUBOAMMAIX lIpefcTaBieHnil, st KOTOPHIX w; = 0. B sroM
caydae ypaBrenus (2)—(4) BEITOMHEHB! TOMIECTBEHIO; Manme A; oupene-
AAOTCHA TONMBKO ypaBHeHUAME (1) U MOTYT UM OTBEYATH BCCBOBMOKHBIC BHAYUEG-
HHsT CIIMHA.
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-Zusaummnfaswng
BEITRAG ZUR ALGEBRA DES ISOBARISCHEN SPINS

JOSEF STRAKA

Vorrupa nnd Lokasiéek [1] haben gezeigt, dass man die Reprisentationen,
die der Grésse des Spins [ == 0, } und 1 entsprechen, in eine Algebra vereinigen
kann, welche man fiir eine einheitliche Beschreibung der isobarischen Eigen-
schaften der Partikeln mit starker Interaktion beniitzen kann. Diese Algebra
erfiilllt die Relationen (1)—(4).

So eine Vereinigung hat einen Sinn, wenn die Relationen (1)—(4) auch umge-
kehrt nur solche Reprisentationen der Matrizen 4; und w; gestatten, welche
den Werten des Spins 0, § und 1 entsprechen.

In dieser Arbeit (mit Hilfe der in der Arbeit [2] benutzten Methode) wurde
gezeigt, dass man die irreduziblen Reprisentationen der Relationen (1)—(4) in
zwei Gruppen verteilen kann. Die eine besteht aus Reprisentationen, fiir welche
w; + 0. Diese Repriasentationen entsprechen wirklich den Werten 0,  und 1
des Spins. Ausser dieser Gruppe der Repriisentationen existiert noch eine un-
endliche Anzahl weiterer irreduziblen Reprisentationen, fiir welche w; = 0 ist.
In diesem Falle sind die Relationen (2)—(4) identisch erfiillt; die Matrizen A,
werden dann nur durch die Gleichungen (1) bestimmt und alle moglichen
Werte des Spins konnen ihnen entsprechen.
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