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SVAZEK 4 (1959) APLIKACE MATEMATIKY CisLo 3

CLANKY

O NEKTERYCH VLASTNOSTECH LINEARNICH
DIFERENCIALNICH ROVNIC

VAcLAV DOLEZAL, JAROSLAV KURZWEIL

(Doslo dne 7. ¢ervence 1958.) DT:517.94

Clanek je vénovan nékterym vlastnostem FeSen{ linedrnich dife-
rencidlnich rovnice, jsou-li jejich koeficienty a pravé strany integro-
vatelné funkce. Zejména je stanoven odhad pro odchylku feSeni
dvou rovnie, jsou-li si koeficienty a pravé strany obou vovnie blizké
v metrice prostoru L; mimo to je ukdzdno, jak Feseni zdvisi na pri-
mitivn{ funkei pravé strany.

Pouiit{ piisluiné teorie je ilustrovdno feSenim nékterych tech-

nickych problémi.

Ukolem tohoto &lanku je sezndmit Stendfe s nékterymi pro aplikaci dilezi-
tymi vlastnostmi feSenf soustavy linedrnich diferencidlnich rovnic v pripadé,
kdy o koeficientech a pravych stranidch soustavy se nepredpokladd, Ze jsou
spojitymi funkcemi nezdvisle proménné.

UvaZujme systém

B0) = Sanll) o) + ), i=1,2 .0 (1)

8 podateénimi podminkami x,(0) =¢;, ¢+ = 1,2, ..., n. Jak znamo, klasické
pojeti soustavy (1) pozaduje, aby a,(t), w,(t), 1 =i, k <n byly spojitymi
funkecemi ¢ na néjakém intervalu (0, 7. Tento rdmec je vSak pomérné tzky
a technicka praxe d¢asto piinasi problémy vedouci na soustavu (1), kdy né-
které koeficienty a,,(t) nebo funkee w;(f) nejsou spojité. V dal§im naznadime,
* kterak je moZno pojeti (1) jednodue roz§ifit na pripad, kdy «a,.(t), w,(t) jsou
libovolnymi integrovatelnymi funkcemi.

Aby dalsi avahy byly piehlednéjsi, zavedeme maticovou symboliku. Pritom
budeme matice oznacovat veikymi, vektory malymi pismeny.

Zavedeme-li ¢tvercovou matici n-tého fadu A(t) = [a,(8)] a vektory z(t) =
= [x;(t)], w(t) = [w,t)], ¢ = [¢;] téhoZ Fadu, zicjmé miZzeme (1) psat ve tvaru

x(t) = A() 2(t) +.t), a0) =c. (2)
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Ponévadz hodldme odvodit riizné odhady, bude ti¢elné zavést pojem normy

vektoru a normy matice. (Viz na p¥. | 5], str. 50.) Je-li ¢ néjaky vektor, H matice,
n

muzeme normu definovat napfiklad vatahy ||| = max |c,|, |[H|| = max Z]h
i=1 LR =1, m5=1

Pov&imnéme si, Ze je |h,;| = [|H| pro viechna 1, j.

|-

Snadno zjistime, Ze pro takto zavedenon normu matice plati | H|| = max ||Hc||.
=1

Odtud ihned vyplyva, Ze pro libovolné matice M, N téhoz ¥adu plati

JMN| < [[M].||NV]]. Dale lze jednoduse dokazat, Ze pro normu plati obdobna

pravidla, jako pro nerovnosti, napi.:

1M + NI < [[M|] + INY, M|l = (1M - el

B B 8 B
[ dell £ fla@)lde, [[M@)de]) < [IM@)]dr, (x = f)

o

a pod.
Zavedme jesté tuto terminologii: ¥fekneme, Ze vektor [matice] x{t), [A(t)],
definovany na {0, T je integrovatelny, jsou-li jeho prvky métitelné funkce
T T

a konverguje-li (Lebesguetiv) integral [Hx(r)ﬂ dr, [[||4(z))| dz).
0 o

Regeni rovnice (2) definujme takto: jsou-li A(t), w(t) integrovatelné, nazveme
vektor z(f) FeSenim (2), spliiuje-li rovnici

a(t) = ¢ + [A(zr) z(r) de +Ofw(r) dr pro te{0,T>. (3)

Z této definice je vidét, Ze a(f) je spojity (dokonce absolutné) vektor. Ma
tedy x(t) derivaci skoro véude a (2) je rovnéz splnéna skoro viude. D4 se do-
kdzat (Carathéodoryho véta), Ze (3) ma pii libovolném vektoru ¢ vidy jediné
Feleni. (Viz [1], str. 43.)

V&imnéme si pii této piilezitosti ptpadu, kdy A(f), w(t) jsou spojité v né-
kterém bodg ¢, ¢ (0, T". Ztejmé potom x(t) ma v ¢, derivaci a v tomto bodé je
splnéna rovnice (2). To znamend, Ze jsou-li A(f), w(t) spojité na néjakém
intervalu (7T,, T,> c <0, T, 7e nami definované feSeni je tam fotozné s FeSe-
nim v klasickém pojeti. ‘

Nez se budeme zevrubnéji zabyvat vlastnostmi feSeni rovnice (3), povézme
8i néco blizsiho o jednodudsi maticové rovnici

X-(t) = A@) X(t), X(0)=1. (4)
(I je jednotkova matice.)

Podle definice jejim feSenim je matice X(t), spliiujici rovnici

X(t)y=1+ 0fA(f) X(r)dr. (5)
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Lze dokazat (viz [2]), Ze pro X (t) plati rozvoj
] i
X(t)=SAt), Ao) =1, Af)= [A(r)A;4(x)dr, i=1,2,..., (6)
i-0 0

piitemz pro viechna ¢ e {0, T existuje inversni matice [X(¢)]-! = Y (¢), ktera
je FeSenim rovnice

Y(0) = — Y()) A@), Y(0)=1. (1)
~ Pomoci matic X(t), Y(#) je pak mozno jednoduse vyjadtit Fefeni rovnice (2).
Plati totiz vzorec

x(t) = X(t){e + on(t) w(zr) dt} . (8)

(Dikaz moino provést prostym dosazenim do (2).)

Piistupme nyni k prvé otdzce, kterou se hodldme zabyvat, tj. jak zdvisi
feseni rovnice (2) na ¢, A(f), w(t) a zejména k odvozeni p¥islusného odhadu.

Bude nam uzitetné nasledujici

Lemma. Budte u(t), v(t) = 0 v 0, T) integrovatelné funkce, p(t) > 0 nekle-
sajict funkce v {0, T>. Je-li pro ka#dé t « <O T>

u(t) < p(t) + fu v(t) dr, (9)
pak plati
u(t) = @(t) exp (fv(v:) dr), te0,T). (10)
0
Dikaz: Zvolme te (0, T>. Pak podle (9) zfejmé plati pro kaidé & e (0, 1),
Ze u(f) = —l—fu ) v{o) do, takze
“(f) O < v(é) . (11)
o(t) + Ju(a) v(o) do
Diéle snadno nahlédneme, Ze funkce In (p(f) -+ fu o) v(o) do) ma v <0,

derivaci podle & skoro viude, kterd je rovna leve strané (11) Plyne tedy
integraci (11) v mezich 0, &

&
In (¢(t) +fua)v ) do) — In g(t) = fO)da,

takze
3 ¢
w) = 9) + [u(0) v(o) do = ¢) exp ([(o) do),

odkud dosazenim & = ¢ plyne tvrzeni.
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Nyni miizeme vyslovit vétu:

Véta 1. Budie A\(t), Ayl), w,(t), wy(t) integrovatelné na (0, T, x,(t), xs(t)
Fefent rovnic
ay(t) = A() 2, (t) + wi(t) . 2,(0) = ¢,

Xa(t) = Ay(t) a(t) - walt), 25(0) = ¢, .
Je-li oy(t) = exp (f||[4,(v)]| dz), B:(t) = le | + [|lw(x)|dz, i = 1,2, pak pro
te (0, T plati

¢
||x](t) — Xy = (lleg — cof| + f“wl(f) — wy(7)|| d7) 0‘1,2(’5) +
0 (12)

+ (OfHAl(T) — Ayl dr) oy (8) o(t) ﬁ2,1(t) .

Dukaz: Pro vektbry x,(t), z4(t) podle definice feseni plati
i
xy(t) — ayt) = ¢y — ¢y + of(A](T) (1) — Ay(7) To(7)) dv +
t

+ éf(‘wl(f) — wy(7)) dT = ¢; — ¢y + Of(un(f) — wy(7)) dv +

+ ﬁf(Al(T) — A1) y(7) dr | [A,(7) (25(7) — 2,(7)) dr .

0

Prejdeme-li v této rovnici k normam a pouzijeme-li pravidel o normé souétu a

integralu, dostaneme
t

ly(t) — oDl < Jey — ol + [lwy — wyl| dr +
t t 0 (13)
o+ Jlldy — Al e dr + [, o — ) dr

Je zfejmé, Ze soudet prvych tii ¢lent na pravé strané nerovnosti (13) je v {0, T
nezaporna neklesajici funkee, takze pomoci lemmatu muzeme psat

la(®) — a0 = (ley — eall + [liwy — waf dr +

: . (14)
"]"OIHAI = Ayl [lay]| dr) exp (UfMAxif dr) .
Pro normu ||z,)| vak podle (3) plati
lea®)] = lea +0ft;;w2ndr + f 14, - | dv
odkud pomoci lemmatu mame
llea (Ol = (lieall + Oft\iwzli! dr) exp (UfL!lAzH dr). ‘ (15)
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1

¢
Dale je fHA] — Ayl . |y dr = max lzy(o)]] [Il4; — A, dz, eoZ pomoci (15) dd
(0,1 i
% t

t
NA — Al ] dr = (lleoll + [llwyl d7) . [Il4, — ALl dv . exp (f1,4,] d7) .
0 ¢ O
J)omzemm do (14) a zaménou indexu 1,2 obdrzime nerovnost (12).

7 pravé dokdzané V(ty vyplyva, 7e je-li ¢, — C A () — A1), w,(t) — (1)

v prostoru L1), . }HA,,,( 1) — A(r)|| dr - 0, ﬂ{w,, — w(7)|| dv — 0, kon-
0
verguji Fefeni rovnic x,(f) = A,(t) x,(t) + w,( ) x,(0) = ¢, k Teseni rovnice

() = A(l) x(t) -+ w(t), ©(0) = ¢ stejnomérné na ¢ 0, T.
Hustrujme si pouziti téchto
vysledki na jednoduchych pii- It
kladech.
Pi‘ilrrla-d l;. Naé/im l'fkolem R olh)
stanovit v dasovém intervalu
€0, 2ty> prabéh proudu v mo- L
dulatoru, jehoz ndhradni sche-
ma je na obr. 1. Piitom necht
odpor obvodu E(t) je periodic- T
kou funkei dasu, kterd ma pri- ¢ -
b&h patrny z obr. 2, a o které V
vime jen to, jakd je jeji ,,od-
chylka‘ od funkece g(t) = o, > 0 1.

Obr. 1.

R ( \ Rt
\

G | ]
pro b e <0,y o(t) = 0, > 0 pro | - _ ¢
Le (o, 2ty), tj. jakd je hodnota 0 o 2te 3t
2t, .
integrélux = [ |R(r) — p(z)| dr. Obr. 2.
0

Modulator je buzen napétim e(t) = E sin of, potatedni hodnota proudu bud
1(0) = 0.

Hledanv prubéh proudu I(f) je dan feSenim rovnice
1

dalt) 1 .
= = R() I(t) - e(t 1(0) = 0. 16
4 T ROTQ) A ey, 10) (16)
Jak vime, bude funkee I(t) blizka funkei K(t), kterd je Tefenim rovnice
dK(t) 1 1 .
rmn = = o(8) K(8) -+ - e(t) K(0) = 0. 17
- 7o) K@) - e, K(0) (1)
1y Prostorem I rozumime mnozinu viech na <0, I integrovatelnych vektorti, kde
T
metrika je definovédna vatahem o(w,, w,) = _fffzt'l(r) Sy ()i dTs ey, wy € Lo Konvergence
0

w, —w v L pak znadi, Ze p(w,, w) - 0. Podobné prostor (! je mnoZina viech na (0, T

spojitych vektortt s metrikou p(uwy, w,) = max fu (r) — w
ve(0,t)

w,, — w v ( pak ziejmeé znadi, Ze w, — w stejnomérnd na (0, T,

2(7)", ey, wy e C. Konvergence
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Stadi tedy feit (17) a urdit piislufnou odchylku. K nalezeni feseni (17) mohli
bychom postupovat podle vzorct (6) a (8), jednodu$si viak bude vyuiit té
okolnosti, Ze K(t) je viude spojitd a mé derivaci ve viech bodech, kde o(f) je

spojita. To znamend, Ze funkce K(f) je na intervalu <0, ¢,> Fe$enim rovnice

z(t) = — ,LL o,(t) + ,FZ; sinwt, 2(0)=0, (18)

na intervalu (¢,, 2t,> pak fesenim rovnice

) = — o) + 2 sinwt, ylt) = ) (19

Znamymi metodami nalezneme snadno

] o
K{t) = —,- hé sin wt — ol cos wt 4+ wle ! pro 0 <t <t,,
0f + Liw? €1
E Qe
= 2 T Lo — {02 sin ol — wl cos wt + «e L} pro b, =t = 2t),
kde
R
o = o + P iy ) {(o1 — 02)(LP*w? — py0,) 8in wty — Lw(p} — pf) cos wt, 4

e

+ Lo(L2w?® + %) e I 0}
Zbyva stanovit odehylku funkef I(¢) a K(t) na <0, 2¢,>. Klademe-li ve vété 1

E
A (t) = — 1 R(t), Ay(t) = — 1 o(t), wi(t) = wy(t) = = sin i, ¢, = ¢; = 0
L L L

F (RO — o] + o), takie a,(2t) =

1 _
nalezneme  ||4,(t)]] = I |[R(#)| = A

= eXp[ f(|R(r) — o()] + |o(®)]) dr] = exp — L [ “+ to(0y + 02)]- Podobns

1 o 2Et
og(2t4) = exp (L tolo, + @2)). Dale je f..(2t,) f-m Jsin o7| dr <

Viimneme-li si, Ze prava strana nerovnosti (12) je rosboucl funkei t, mizeme

2% Bt 1 . .
konetné dosazenim psat: |I{t) — K@) < }224’ exp {E [ + 2t,(0, + Qz)]}

pro £ e {0, 2>,

Ptiklad 2. Vysetfovani kmitavych obvoda vede dasto na feSeni rovnice

PO e ew = o, (20)
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kde funkce G(¢) je ,dosti hladka*. Ma-li G/(1) druhou derivaci, pak podle
Brillouin-Wentzel-Kramerovy metody (srv. [3], str. 93) je piiblizné reseni

(20) dano vztahem
t

{K; cos D(t) + K,sin @(t)}, D) = fG(r) dr. (21)

0

"=y
Nasim tikolem bude stanovit chybu, které se dopustime, kdy? feseni (20) na-
hradime na néjakém intervalu {0, T funkei y(¢).
Necht tedy na <0, 7" plati:
a) G(t) > 0

b) existuje G''(f) a < &, anecht £(0) = ¢,, £(0) = ¢,.

oL

G (t) 3(0‘(;) )2
2G(t) 4\ G)

Polozme &(f) = &(f), &3() == mi(f), 2,(t) = Ei(g]

(20) je ekvivalentni rovnici xy(f) = A,(1) 2y(t), 2,(0

Bk
I O

Snadno se presvédéime, Ze p(f) je feSenim rovnice
d2y(t) R a0 J B
’Tiié'/ [02(0 + 2(‘1(” (Y(t) W(f) =0. (22)
Uvazujme tedy rovnici z;(t) = As(f) @o(t), x4(0) = ¢,
kde

] . Pak ziejmé
2
¢, kde 4,t) =

0; 1

RN &)
- G (1 3 (Gt » Eoft) = [ ( ] ,
A=y - T 43 () o) =0~ L

Na zékladé (21) a (22) lehko vidime, Ze jejim feSenim je

&) = T/"IT (K, cos D) + Kosin OO} 5 7a(t) = &(0) =

]& K, 2. 1
_ { W G + K G’} cos D(t) — 22 G G- Kl(}z} sin @(t) ,

kde
1 _G(0) 1

K, = @0)c,, K.= “Teor T Tas

Stanovme nyni odhad pro [[ni(f) — ()]l Ziejmé je |4l = 1 4 G(),

e 3(0‘)2[
02— + =) | <1+ G2 -
@55 +ilg) (0) + e

4yl =1
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Oznadime-li ¢(t) = [G2(z) dr, bude v symbolice véty 1: o, (t) < exp [t + ¢(i)],
0

xolt) < exp [(1 + &)t + ¢()]. Dile je p, (1) = max [le,], [e,]]a |4, — A,lf < &,

takze dosazenim do (12) mdme koneiné [ (f) — wy(f)i << et max [|e,], [co]].

cexp [(2 ++ &)t - 2¢(8)] pro te<0,T>. Ponévadi |&(1) — Eft)| = la,(l) —

— ao(t)l], je tim hledany odhad stanoven.

Vratme se nyni opét k rovnici (2) a podivejme se jesté z jiné stranky na to,
jak feSeni p¥i pevnych ¢, A(f) zavisi na w(t). UvaZujme rovnice

alt) = AW m,(0) + wilt) . 7(0) = ¢,

2y(l) = A(t) 2y(t) - 10,(1) , x,(0) =c¢. (23)

t
Oznadime-li !l V() = [wr)dr, i=1,2, mizeme psat x,(l) — () =
1 0
= [A(r)ay(r) — xy(7)) dr + w§ V() — wi V(f). ZapiSeme-li tuto rovnici ve tvaru
9 t
2y(8) — ay(f) — (7"(171)(’(‘) - w(u “(i)) = fA[-Tl — Xy — (w(lﬁ]) - u(zl))] dr |-
0

¢
- f A — wd V) dr, mame pfechodem k normam
(1]

13
ey — 2y — (w( P — 'w(z’l)i] < fHA} s n_— wf[l)H dr +
0
t
- [IAl ey — 2y — ()Y — @l V) dr .
0
Pomoci lemmatu plyne odtud
¢ t
oy — oy — (i Y — D) = [AN el — wh V) de . exp (f(lA] ) -
0 0
(24)
Tato nerovnost ukazuje, ze budou-li blizké primitivni funkece w$~"(t) pravych
stran w,(l), ¢ = 1, 2 rovnic (23) v metrice prostoru [, pak funkce z,(t) —

—wi (t), ¢ = 1, 2 budou stejnomérné blizké (tj. v metrice prostoru O).

Dokazme nyni nasledujici vétu:
Véta 2. Nechd w(t), w(t) jsow integrovatelné, A(t) je spojitd na (0, T>. Je-li
vektor z{t) Fedenim rovnice
2(t) = A(t) z(t) + Ay w(E), =(0)=c,
pak pro Fedentsrovnice
x(t) = A(t) z(t) + w(), x(0)=c
platé x(t) = wH(t) - z(t) 4 r(t), pFidems

CHO = (xl0) exp (2[1A@)] A} . [la(e) — w(E)] de (25)
0 0

pro kaidé te <0, T ), kde x(t) = max [|A(7)||.
e (0,1)
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Dikaz: Na zakiadé rovnice (8) mUZeme psat

2(t) = X(t){c |- f) ) w(r) dr} (26)
x(t) = X(b){e -+ _[tY(T) w(t) dr} . (27)

]

Integrujeme-H ve (27) po ¢astech, nalezneme s ohledem na (7):
a(l) — X(t)e + wi vt f Y (1) A(r)wD(r) dr .
To moino pomoci (26) psat x(f) = wCH(E) 4 2(t) + r(t), kde
r(t) = X(l")dfty(f) A()[reh(r) — w(r)] dv. (28)
Z (5) a (7) viak na zaklad¢ lemmatu vyplyva, Ze je
X0 = exp fHA Nde), Y] = exp (OftHA(T)U dr) . (29)
Prejdeme-li ve (28) k normé a uzijeme-li (29), dostaneme ihned pro ||r(t)]

odhad (25).

Z praveé dokazané véty plyne, %e kdy% pro posloupnost w,(t) konverguje
poslonpnost wi V() k w(t) (v metrice prostoru L), pak posloupnost vektori
x,(f) — wi,""l’(t) (x,(1) je feleni (2) pro w(t) = w,(t)) konverguje k vektoru z(f)
stejnomérné.

V&imnéme si nynf toho, co nam véta 2 dovoluje Fici o specidlnim pfipadu,
kdy prvky vektoru w(t) jsou ,,blizké Diracové funkei®.

Necht tedy w(t) je integrovatelny a existuje &islo ¢, 0 << ¢ < T tak, Ze
w(t) = 0 pro ¢ > ¢. Oznaéme féw dr = h*; bude tedy w' () = h¥ prot = e,
a kladme w(t) = h*,

Zde je z(l) = X(t){c + (fY(r) A(r) dr . A* = X(t){c + (Y(0) — Y () h*} =

= X(t)(c + h*) — h*, takie a(t) = X(t)(c + h*) + u'( D) — h*F - r(), te

€ {0, T>. Oznadime-li jesté f = max |jwY(7){|, bude f\w - wCh(r)| dr =
Te{0, )
= e(ff -+ [h*¥]) pro kazdé + = 0. Zejména tedy na 1ntuw alu (e, T plati

le(t) — X(O)(c -+ PF)| = e{(T) exp ('—’fHA(T)H dr)}(p -1 A7)

Budeme-li nyni za w(t) pofadé brat vektory, pro které ¢ — 0 pii pevnych
h*, f (coz odpovida ,inZenyrské predstavé o Diracoveé funkei), budou pii-
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slusna Feseni x(t) — X (f)(c + A*) stejnomérné na kazdém intervalu {6, T c
c (0, 1.

Tlustrujme nyni pouziti véty 2 na ndsledujicim piikladé:

Piiklad 3. Pii vySetfovani superregenerativniho ptijimade se ukazuje, 7e

pomery v jeho ladéném okruhu jsou tytez jako poméry v redukovaném obvo-

¢, ktery jeuveden naobr. 3a. Pritom

Rit) L c(t) znadl napdti privedené z antény,

¢asovy prubéh odporu E(f) je urden

vedlejiimi okruhy nezavisle na e(t). Na-

elt) (¥ §im tkolem je stanovit chovani obvodu,

T mé-lie(t) tvar impulsu o ,,vydatnosti®“ 1,

ptivedeného v dase £, > 0 (viz obr. 3b),

Obr. 3a. je-li podatedni stav uréen niabojem na

kondenséitoru g, a proudem i,.

’
|
i

!

elt)

0 fo t 0 t, r
Obr. 3b. Obr. 3c.

Oznatime-li ¢(t) ndboj na kondensatoru, plati rovnice
R(t 1 1 ) i
) M—-) ¢() + 55 90) = et), 9(0) =g, ¢(0) =1,.  (30)
Necht &,(t), £5(t) jsou Feeni rovnice
. . R(¢) 1
14 t) - 2E(8) = e 2 2 — . ‘
EN(t) + r(t) E(t) + 02%() =0, ) 70 O =g (31)
spliiujici pocatetni podminky &(0) = 1, &(0) = 0; £,(0) = 0, £(0) = 1. (Re-

presentuji tedy funkee &,(t), &,5(¢) ,,volné kmity obvoda. O tom, kterak lze
nalézti &,(f), &q(t) pro razné piipady (), viz [4]).

0 :
smoddi 2(0) — q(t)] (0 — : :[ 0; 1
Oznadime-li  x(f) [q'(t) , o w(t) %e(t) , At e —
c = [z“] , mlZeme (30) zapsat ve tvaru a'(f) = A(f) z(t) + w(t), x(0) = c.
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(¢), X(0) = I v nafem pii-

)

Snadno zjistime, Ze fefenim rovnice X'(i)
£,(8); §2(t):|
5 &(1)

padé je
X(t) =]
0=
. 0 _
Polozme w(t [O] 0=t =t
} pro ¢ > t, a stanovme vektor z(f) podle véty 2: z(f) =

[i’

t){c+fY(r A7) w(r

ol

)dz}.
_ £,(8) 90 2t
= de= [an% i

Pro 0 =t < t, mame z(t) g ))
( 0
Pro t > t, plati 2(f) = (t)ic + (J Y () A(z) d1)) [lJ} Ponévadz Y (¢) A(t) =
L
0
]ﬁxm(m+nmk4)—
L.

= —Y'(t),jez(t) = X(t)e + X)X (t,) — Y (¢ {

S

0
— | 11.
L 7
Dosadime-li sem za Y = [X]-!, nalezneme snadnym vypodétem
a0 (o — 59 4 e s, + 5)
©= 5() RO Rl
s 5490+ o+ 20) 1
Podle véty 2 bude vektor «(t) stejnomérns
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ﬂn(-—%%§+@wbw+%%)

funkei

pro ¢ > i,



Jak ukazuje odhad podle véty 2, bude p¥i pevné zvoleném T odchylka na
-

intervalu {0, 7 umérnd integralu f[lw(r) — wC(z)|l dz, tj. v nasem piipadd

1
I -krat (Srafovana plocha z obr. 3¢).

J
Na zdvér pripojme jedté pozndmku o zobeenéni véty 2. Je-liw(i) integrova-
14
telny vektor, definujme indukei vektory w(=9(t) = [wC*iO(r) dr, k=1, 2,
0

wO(t) = w(t). Ma-li nyni matice 4() na <0, 7" dostatetny podet derivaci a
konverguje-li pro néjaké k posloupnost w{, " (t) -> @(t) v metrice prostoru L, pak
Ize snadno dokazat, e posloupnost af, " V(1) — wl (t) (x,() je Feleni rovnice
Za(t) = A@t) 2,(1) + w,(t), x,(0) = ¢) konverguje stejnomérné na {0, T>. To
je vysledek, ke kterému lze dojit jinou cestou pomoci teorie distribuci.
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Pesome

O MEKOTOPLIX CBOMCTBAX JIMITEATTHIX
JUGOEPEHUVAALIILIX VPABIEIMA

BAILIAB JOJERAJ, APOCTAR RYPUBEWI (Viclav Dolefal, Jaroslav Kurzweil)

(Hocrymmto n peasiuno 7/VIL 1958 1))

I3 ¢ratee pacevarpupalorest gunciinie AugeperniyaibHeie ypasielus, Ko-
HOOUUICHTRL ROTOPLIX B OTIMUAC 0T IIIACCAUCCKOrO HOHATH ABIAIOTCH 11PO-
UBBOJABILIMY UHTeTpUpyeMbiMu (B embledne Jlebera) @ynrmusvu.
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Hoxassisacres reopema, uro jyuisi (BCKYOPHBIX) peimenuii () ypanncumit
a,(t) = A;(t) x(t) + w,(t), 2(0) = ¢, ¢ = 1, 2 cupaseyiBa olenka

fli(2) — @o(t)]] = (ler — eall A [lley — wy

4

[ dr) oy o(t) -

-+ (fUAl e Al ATy oq () o) Ban(E)

¢

lw,;

t
upudem «,(l) = exp (fl|4,] dr), f.t) = [lell + [l dz.
] o

Hasnee jokasaua reopeMa 0 TOM, KAK 3aBUCUT PCHICHUE OT HPAROIT wacTu
YPaBHCHWsI, B IPCAIOIOMCHIE, NT0 ROIPPUIHCHTH CYTH HCHPepHBHLIC {YyNK-
HUIL; CCAU BeRTOPLL (1), 2(¢) ABIAIOTCA PCLICHUAMI

() = At =(t) + A1) By, #(0) =c,
COOTB.
a7 (t) = A@) 2() + w(t), «(0)=c,
TO UMEeT MecTO PAaBeHCTBO X(f) == wi=1(f) - 2(t) -|- r({), rme mua r(f) Bepna
OIICHKA
|

3 t
[r(t)] = max [|[A(0)] . (exp 2[}|4]|d7) . [llw — wED] dr .
ae{0,t) 0 0

ITpumeneme o1uxX Te0peM HOKABAHO 1A TPUMEPC UCCIICHOBATIUSL SIBIICHUH B MO-
AYISrOpe, Ma ONPejiecJeHAN TOYHOCTH TIPUOIIVMKCHHOTO PCIIeHUs  yPaBHCeHIL
E7(8) + GAL) £(@F) == 0w OKROMYATCALITO A TPUMEPC CYLEPPCICHEPATHBIOTO 11 -
CMIMKA, KOTOPBHT HAXOJMUTCH 1O JACHCTBUEM MMILY/ILCA HATPSIZREHNS.

B sarmouenue artops saimmaores oGoGIeneM Hoceei TeopeMnl, T. .
3aBUCUMOCTBIO PELICHIST 0T A-TOH HPIUMHTUBHOIT $yHKRIII BerTopa io(l).

Summary

ON CERTAIN PROPERTIES OF LINEAR DIFFERENTIAL
EQUATIONS

VAicrav DoLEZAL, JAROSLAYV KURZWEIL

(Received July 7th 1958.)

Linear differential equations whose coefficients and right-hand sides are
merely Lebesgue-integrable are the main objects of this article.

It is first shown that the solutions x,(f) of the two systems

wi(l) = A1) () -Fawt), 2 (0) = ¢



(x4, w;, ¢; vectors, A; matrices; 7 = 1, 2) satisfy
t

lley(f) — @] = (lley — call + 6f|§w1 — wyl| dr) oy o(F) +
+ (ofHAl — Ayl dv) &, (t) xa(t) Buaf)
where

¢ ¢
a(t) = exp OfHAI:H dr, B,(t) = lledl + Ji|wi'] dr.

A second theorem treats the dependence of solutions on the right-hand sides
if the coefficients are continuous. Namely, that the vector-solutions of

Z(t) = A(t) 2(t) + A(w(t), 2(0)=c¢c,
a(t) = A()a(l) + w(t) , x(0) = ¢,
are connected by x(t) = w(-(t) + 2(¢) + r(¢), where

Ir(t)]] = max [ A(a)]| . (exp 2 ([“An de) . [l — et dv

ae(0, t)l
i
(D) = [wdr).
0

These theorems are applied to the examination of a modulator, to the
error estimation of approximate solution of the equation of £'(¢) + G*() .
. £(t) = 0, and to a superregenerative receiver to which a voltage impulse
is applied.

Finally a generalisation of the second theorem is indicated; viz., the de-
pendence of a solution on the k-th primitive of w(?).
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