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SVAZEK4(1959) A P LI K A C E M ATE M ATI K Y ČÍSLO 3 

Č L Á N K Y 

0 N Ě K T E R Ý C H VLASTNOSTECH L I N E Á R N Í C H 
D I F E R E N C I Á L N Í C H ROVNIC 

VÁCLAV DOLEŽAL, JAROSLAV KURZWELL 
(Došlo dne 7. července 1958.) DT:5L7.94 

Článek je věnován některým vlastnostem řešení lineárních dife­
renciálních rovnic, jsou-li jejich koeficienty a pravé strany integro-
vatelné funkce. Zejména je stanoven odhad pro odchylku řešení 
dvou rovnic, jsou-li si koeficienty a pravé strany obou rovnic blízké 
v metrice prostoru L; mimo to je ukázáno, jak řešení závisí na pri­
mitivní funkci pravé strany. 

Použití příslušné teorie je ilustrováno řešením některých tech­
nických problémů. 

Úkolem tohoto Článku je seznámit čtenáře & některými pro aplikaci důleži­
tými vlastnostmi řešení soustavy lineárních diferenciálních rovnic v případě, 
kdy o koeficientech a pravých stranách soustavy se nepředpokládá, že jsou 
spojitými funkcemi nezávisle proměnné. 

Uvažujme systém 
n 

x'i(t) = 2>«(.) xk(t) + Wi(t) , i = 1, 2, . . . , n (1) 

s počátečními podmínkami x^O) = ci} i = 1, 2, . . . , n. J a k známo, klasické 
pojetí soustavy (I) požaduje, aby aa(t), w^t), 1 fS i, k fg n byly spojitými 
funkcemi t na nějakém intervalu (0, T>. Tento rámec je však poměrně úzký 
a technická praxe často přináší problémy vedoucí na soustavu (1), kdy ně­
které koeficienty aik(t) nebo funkce w^t) nejsou spojité. V dalším naznačíme, 
kterak je možno pojetí (1) jednoduše rozšířit na případ, kdy aik(t), w^t) jsou 
libovolnými integrovatelnými funkcemi. 

Aby další úvahy byly přehlednější, zavedeme maticovou symboliku. Přitom 
budeme matice označovat velkými, vektory malými písmeny. 

Zavedeme-li čtvercovou matici n-tého řádu A(t) = [aik(t)] a vektory x(t) = 
— \xi(t)\, w(t) = \wi(t)\> c = \CÍ\ téhož řádu, zřejmě můžeme (1) psát ve tvaru 

x-(t) = A(t) x(t) +w(t) , x(0) = c . (2) 
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Poněvadž hodláme odvodit různé odhady, bude účelné zavést pojem normy 
vektoru a normy matice. (Viz na př. [5], str. 50.) Je-li c nějaký vektor, H matice, 

n 
můžeme normu definovat například vztahy ||e|| = max |c ť | , | |H | | = max 2|A,-j|. 

ť = l,...,j» i = l,...,n}--l 
Povšimněme si, že je \hH\ sS [|II(| pro všechna i, j . 

Snadno zjistíme, že pro takto zavedenou normu matice platí | |B | | = max ||IIc||. 
IMI£i 

Odtud ihned vyplývá, že pro libovolné matice M, N téhož řádu platí 
||.MN | | £S \\M\\ . UNII. Dále lze jednoduše dokázat, že pro normu platí obdobná 
pravidla, jako pro nerovnosti, např.: 

\\M + N|| £ ||Jf|| + UNII , \\Mc\\ á ll-MH . ||c|| , 

||/a(T) dr|| rg /| |Í5(T)| | ár , \\{M(r) dr|| á / | | J f (T) | | d r , (« = fi) 
a a a a 

a pod. 

Zaveďme ještě t u t o terminologii: řekneme, že vektor [matice] x(t), [A(t)], 
definovaný na (0, Ty je integrovatelný, jsou-li jeho prvky měřitelné funkce 

x T 
a konverguje-li (Lebesgueův) integrál (\\x(r)\\ ár, [ / | | . 4 ( T ) | | dT]. 

ó o 
ílešení rovnice (2) definujme t a k t o : jsou-li A(t), w(t) integrovatelné, nazveme 

vektor x(ť) řešením (2), splňuje-li rovnici 
ť ť 

x(t) = c + fA(r) x(r) ár + jw(r) ár pro t e <0, T> . (3) 
o o 

Z této definice je vidět, že x(t) je spojitý (dokonce absolutně) vektor. Má 
tedy x(t) derivaci skoro všude a (2) je rovněž splněna skoro všude. Dá se do­
kázat (Carathéodoryho věta), že (3) má při libovolném vektoru c vždy jediné 
řešení. (Viz [1], str. 43.) 

Všimněme si při této příležitosti případu, kdy A(i), w(t) jsou spojité v ně­
kterém bodě t0 e (0, Ty. Zřejmě potom x(t) má v t0 derivaci a v tomto bodě je 
splněna rovnice (2). To znamená, že jsou-li A(t), w(t) spojité na nějakém 
intervalu (Tx, T2y c <0, Ty, že námi definované řešení je t a m totožné s řeše­
ním v klasickém pojetí. 

Než se budeme zevrubněji zabývat vlastnostmi řešení rovnice (3), povězme 
si něco bližšího o jednodušší maticové rovnici 

X-(t) = A(t) X(t), X(0) = 7 . (4) 

(/ je jednotková matice.) 

Podle definice jejím řešením je matice X(t), splňující rovnici 
ť 

X(t) = I + fA(r)X(r)ár. (5) 
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Lze dokázat (viz [2]), že pro X(t) platí rozvoj 

X(t) = 2.A#), AQ(t) = I, A,(t) = }A(X) A^X) dT , i = 1, 2, . . . , (6) 
i = 0 0 

přičemž pro všechna t e <0, T) existuje inversní matice [X(t)Yx — Y(t), která 
je řešením rovnice 

Y-(t) = -Y(t)A(t), .7(0) = / . (7) 

Pomocí matic X(t), Y(t) je pak možno jednoduše vyjádřit řešení rovnice (2). 
Platí totiž vzorec 

x(t) = X(t){c + }Y(x) w(x) dT} . (8) 
o 

(Důkaz možno provést prostým dosazením do (2).) 
Přistupme nyní k prvé otázce, kterou se hodláme zabývat, t j . jak závisí 

řešení rovnice (2) na c, A(t), w(t) a zejména k odvození příslušného odhadu. 
Bude nám užitečné následující 

Lemma. Budte u(t), v(t) Ss 0 v <0, T) integrovatelné funkce, <p(t) > 0 nekle­
sající funkce v <0, T). Je-li pro každé t e <0, T) 

t 

. u(t) fS <p(t) + fu(x) v(x) dx , (9) 
o 

pak platí 
t 

u(t) ^ <p(t) exp (fv(x) dx) , te <0, T) . (10) 
o 

D ů k a z : Zvolme t e <0, T). P a k podle (9) zřejmě platí pro každé £ e <0, t), 
í 

že w(£) ÍS cp(t) + fu(a) v(a) da, takže 

- ^ > - S - í f ) . (11) 

9?(í) + fu(a) v(a) da 
o 

i 
Dále snadno nahlédneme, že funkce In (<p(t) + fu(a) v(a) da) má v <0, t) 

o 
derivaci podle £ skoro všude, která je rovna levé straně (11). Plyne tedy 
integrací (11) v mezích 0, £ 

í f 
ln (^(í) + fw(cr) v(cr) der) — ln <p(t) ^ fv(a) da , 

o o 

takže 
í 

w(£) ^ <?(«) + fu(a) v(a) da £ cp(t) exp (fv(a) da) , 
o o 

odkud dosazením £ = t plyne tvrzení. 
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Nyní můžeme vyslovit větu: 

Věta 1. Buďte Ax(t), A2(t), wL(t), io2(t) integrovatelné na (0, T), xx(t), x2(t) 
řešení rovnic 

x\(t) = A,(t) xAt) + w,(t) , xx(0) = cx , 

x2(t) - A2(t) x2(t) + w2(t) , x2(0) = c2 . 

Je-Zi <x,.(í) = exp (/||A.:(T)|| d T ), &(*) = | |c ť | | + / | K ( T ) | | dT, i = 1, 2, ^ j;ro 
o 

ř c <0, T> ptoM 

IK(0 - x*{t)\\ -s (IK - c-|| + / I K ( T ) - U>,(T)|| dT) « l t2(ť) + 

(12) 
+ (/ll^x(T) - 4 a(T)| | dT) a i ( ř ) «a(í) /S2>1(0 . 

0 

U ů k a z ; Pro vektory x±(t), x2(t) podle definice řešení platí 
t 

x±(t) — x2(t) = cx — c2 + / ( - 4 X ( T ) ^ ( T ) — 4 2 ( T ) x2(r)) dT + 
o 

ť t 

+ /(WX(T) — wa(r)) ár = cl — c2 + /(W X (T) - w2(z)) ár + 
o o 

* ť 

+ f(^,(T) - A2(r)) x2(r) dT + / ^ X ( T ) (x2(r) - xA{r)) ár . 
o ó 

Přejdeme-li v této rovnici k normám a použijeme-li pravidel o normě součtu a 
integrálu, dostaneme 

í 

IK(0 ^ za(OII ^ HCj — c2 | | + / | K — w8 | | dT + 

+ / P , - 4 , | | . ||X8|| dT + /Ikhjl . | K - Xt|| dT . 
(13) 

J e zřejmé, že součet prvých tří členů na pravé straně nerovnosti (13) je v <0, T> 
nezáporná neklesající funkce, takže pomocí lemmatu můžeme psát 

(14) 
ll*i(-) - ^(011 ^ (licí - c2 | | + / | K - w,|| dT + 

o 
+ / P , - 4 , | | . Ha,,!! dT) exp ( / | U U dT) . 

o o 

Pro normu ||ÍC2|| však podle (3) platí 

í í 

IWOII ^ !|c2 | | + /||w2 | |dT + / | |A 2 | | . Itali dT , 
o o 

odkud pomocí lemmatu máme 

ll-*i(0ll £ (INI + / IKII dT) exp (J\\A2\\ ár) . (15 
o o 
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Ut) 

Dále je f\\At — A2\\ . \\xz\\ ár < max l!o â(cr)l| f\\A1 — At\\ dT, což pomocí (15) dá 
0 a s (O, i ) 0 

}\\AX - Az\\ . | N | | dT < (Udí + /IKII dT) . f | | ^ x - 4 8 | | dT . exp (/|L4a | | dr) . 
0 0 0 o 

Dosazením do (14) a záměnou indexů 1,2 obdržíme nerovnost (12). 

Z právě dokázané věty vyplývá, že jedi cn -> c, An(t) -> A(t), wn(ť)^> w(t) 
r' T 

v prostoru L1), t j . f\\An(r) — A{x)\\ dT -> 0, /*||WW(T) - w>(r)|| dT -» 0, kon-
0 ó 

vergují řešení rovnic x'n(t) = An(t) xn(t) + wn(t), xn(0) — cn k řešení rovnice 
x-(t) •= A(t) x(t) + w(t), x(0) = c stejnoměrně na <0, T>. 

Ilustrujme si použití těchto 
výsledků na jednoduchých pří­
kladech. 

P ř í k l a d 1. Naším úkolem je 
stanovit v časovém intervalu 
(0, 2toy průběh proudu v mo­
dulátoru, jehož náhradní sché­
ma je na obr. 1, Přitom necht 
odpor obvodu R(t) je periodic­
kou funkcí času, která má prů- (p, -j---, 
bčb patrný z obr. 2, a o které 
víme jen to, jaká je její „od­
chylka" od funkce g(t) = QL > 0 ^ 
pro t € <0, í0>, g(t) = Q2 > 0 pro 

t e (t0, 2t0), t j . jaká je hodnota 
Oř 

Obr. 2. 

e(i) 
/ 

V 
Rľt) 

Obг, 1. 

Г 

0 

integrálům = f \R(r) — Q(X)\ ár. 
o 

Modulátor je buzen napětím e(t) — E sin mt, počáteční hodnota proudu bud 
7(0) = 0. 

Hledaný průběh proudu I(t) je dán řešením rovnice 

^ = - ~ R(t) I(t) + I e(t) , 1(0) =.0. (16) 

J a k víme, bude funkce I(t) blízká funkci K(t), která je řešením rovnice 

~ - = - ± Q(t) K(t) + ± e ( f ) , K(0) = 0. (17) 

x) Prostorem L rozumíme množinu všech na < 0, T> integrovatelných vektoru, kde 
T 

metrika je definována vztahem Q(WL, w2) = J !|M'I(T) — K'2(T)Í! OIT, wL, IV2 e L. Konvergence 
o" 

wn —>• w v L pak značí, že Q(WU, w) —> 0. Podobně prostor C je množina všech na <0, T> 
spojitých vektorů s metrikou Q(WV w2) = max !;íť1(r) — ?#2(T)!I, WL, W2 e G. Konvergence 

<«<°' ť > v wn —> w v C pak zřejmě značí, že wn —> w stejnoměrně na <0, Ty. 
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Stačí tedy řešit (17) a určit příslušnou odchylku. K nalezení řešení (17) mohli 
bychom postupovat podle vzorců (6) a (8), jednodušší však bude využít té 
okolnosti, že K[t) je všude spojitá a má derivaci ve všech bodech, kde Q(t) je 
spojitá. To znamená, že funkce K(t) je na intervalu <0, ř0> řešením rovnice 

1 W 
x>(t) = — — Qxx(t) + j - sin cot, x(0) ~= 0 , (18) 

na intervalu <ř0, 2ř0> pak řešením rovnice 

1 W 
y(t) = — j - Q2y(t) + j - sin cot, y(t0) = x(t0) . (19) 

Známými metodami nalezneme snadno 

E - y- í 
K(t) = —5 r 5 ~ ^ (fi sin coř — tyL cos což + coLe L } pro 0 < t < t0 , 

QÍ + L^co4 

= g r 2 2- {̂ 2 sin eof — coL cos cot -\- oce L } pro ř0 ^ í sS 2!;0 , 
@2 + L CO 

kde 
e-t 

~Lh 

a = ™2~, aTT {(^i — ea)(L2<*>2 — eiets) sin coř0 — LCO(Q\ — Q\) cos cot0 + . 
£ x -p- CO Li 

+ Lw(L2co2 + o i ) e " ~ r ť o } . 

Zbývá stanovit odchylku funkcí I(t) a K(í) na <0, 2ř0>. Klademe-li ve větě 1 
1 1 TP 

Ai(0 = ~" j ; i ž ( í ) ' ^ 2 ( í ) = ~~ L e ( í ) ' W l ( ř ) = ^ ^ = L S Í n ^ C l = °2 = °' 

nalezneme P x ( í ) | | -= - i |-5(í)| ^ y- ( W _ <?(0| + (e(ř)|) > t a k ž e <*i(2řo) < L L 
2ť 0 

~exp [i/(,iž(T)~ ť?(T)1 + lí?(T),) d A = exp r [* + ío(í?1 + u ° 2 ) ] ' Podobně 

0 2 í 0 

( 1 \ f W 2,Wt 

£ řo(či + Qz)l D á l e J e &.a(2ío) = J Tj l s i n W T I d r < "X" 2 ' 
o 

VšimnemeTi si, že pravá s t rana nerovnosti (12) je rostoucí funkcí t, můžeme 

konečně dosazením psát: \I(t) — K(t)\ < ~ ~ exp jy- \x + 2Í0(Q1 + Q^)]} 

pro te <0, 2í0>. 

P ř í k l a d 2. Vyšetřování kmitávých obvodů vede často na řešení rovnice 

¥M + Gř2(ř) ř ( ř ) = o , (20) 
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kde funkce G(t) je „dosti h ladká" . M á l i G(i) druhou derivaci, pak podle 
Brillouin-Wentzel-Kramerovy metody (srv. [3], str, 93) je přibližné řešení 
(20) dáno vztahem 

t 

W(t) =-• y^=r {Kx cos 0(t) + K2 sin 0(t)} , &(t)= f O ( T ) d r . (21) 

o 
Naším úkolem bude stanovit chybu, které se dopustíme, když řešení (20) na­
hradíme na nějakém intervalu <(0, T)> funkcí ip(t). 

Nechť tedy na <0, T) platí: 

a) G(t) > 0, 

b) existuje G"(t) a | ^ | - 1 1 - | ^ - | < e, a nechť f(0) = c., f (0) = c2. 

Položme !(!;) == Št(t), £(*) = .Viíř), ^ ( 0 = ^ J , c = | ^ J . P a k zřejmě 

(20) je ekvivalentní rovnici xx(t) = Ax(t) xx(t), xx(0) = c, kde Ax(t) — 

\ 0; 1J 
L - ^ 2 ( 0 ; oj • 

Snadno se přesvědčíme, že ip(t) je řešením rovnice 

đ w + [вчt) + £"(0 3 ІG 
?(0/J 2<?(í) 4 \O ( Í ) 

Uvažujme tedy rovnici o;2(í) = ^12(0 #a(0> ^2(°) = c> 

kde 

0 ; 1 

гp(t) = 0 . (22) 

A2(t) -= 6П0 , З / Ö - ( Í ) \ 2 . 0 

- ^ 2 ( 0 - 177577V + ï \ £ p - ' 
, æ2(í) = 

20(0 M O ( j ) / 

Na základě (21) a (22) lehko vidíme, že jejím řešením je 

p 2 (0 l 
ыoJ • 

| a ( 0 = - - = - { j ^ cos Ф(0 + Kг sin Ф(0} ; îfrí?) - fi(ř) -

- Ş ö ^ ö Ч KéĄ cos Ф(0 - |-f- G^G'+ KxcЛ sin Ф(ř) , 

kde 

K^l/адc.., K2 = Ьi * " ( 0 ) + C - , - 1 

2 yO(o)r 

Stanovme nyní odhad pro ( M 0 ~ ^(011' Zřejmě je P J I < 1 -f G*(t), 

II-4.Ü ^ 1 + O2 
(T 3/(Tx 2 

2O + 4\G < 1 + GҢt) + £ . 

169 



Označíme-li cp(t) = fG2(r) dT, bude v symbolice věty 1: oct(ť) < exp [t + q\t)], 
6 

x2(t) < exp [(1 + e) t + cp(t)]. Dále je /5li2(ř) = max [|Cl|, |c2 |] a \\AX - A2\\ < s, 
takže dosazením do (12) máme konečně Wx^t) — x2(t)\\ < et max [|c,J, |c2 |] . 
, exp [(2 + e) £ + 2cp(t)] pro í e <0, T). Poněvadž | | x( l) - £2(í)| ^ ^ ( í ) -

—" ̂ (OIIJ ,)e t ím hledaný odhad stanoven. 

Vraťme se nyní opět k rovnici (2) a podívejme se ještě z jiné stránky na to, 
jak řešení při pevných c, A(t) závisí na w(t). Uvažujme rovnice 

x\(t) = A(t) xS) -I- y\(t), x,(0) = c , 
x2(t) = A(t) x2(t) +w2(t), x2(0) = c. 

t 

Označíme-li ?/;+1)(/) = /*M\(T) dT , i = l, 2, můžeme psát xx(t) — x2(t) = 
t ó 

= fA(T)(x1(r) — x2(r)) dr + w{ 1](t) — w(f1)(t). Zapíšeme-li t u t o rovnici ve tvaru 

xx(t) - x2(t) - (w[ *\t) w2-
 1](t)) = fA[x, - x, - (u*- 1 ' - tó,"1))] dT + 

í o 
+ [A(w[^1) — w4_1)) dT, máme přechodem k normám 

o 
| b x - x2 - (w^ - w2-^\\ <: / P I I . H-4"1) - ?4-X ) | | dT + 

o 

+ f\\A\\.\\x1-x2-(w[-1>-wí-1))\\dT. 
i) 

r Pomocí lemmatu plyne odtud 

II*! - ~t - (w[~X) - 4- 1 ) ) l l ž / P I I • ! K 1 } - u4-1}ll dT . exp ( / p | | dT) . 
o o 

(24) 
Tato nerovnost ukazuje, že budou-li blízké primitivní funkce w[~1](t)pravých 

stran wt(t), i = 1, 2 rovnic (23) v metrice prostoru L, pak funkce xAj) — 
— w\ 1](t), i = 1, 2 budou stejnoměrně blízké (tj. v metrice prostoru C). 

Dokažme nyní následující větu: 

Věta 2. Nechť w(t), w(t) jsou integrovatelné, A(t) je spojitá na (0, T). Je-li 
vektor s(T) řešením rovnice 

z\t) = A(t) z(t) +A(t)w(t), 2(0) = c, 

pak pro řešenu rovnice 

x\t) = A(t) x(t) + w(t) , x(0) = c 

platí x(t) = w(~l\t) + 2(l) + r(l), přičemž 
,* t t 

'\\r(t)\\ ^ {*(*) exp ( 2 / | | ^ ( T ) | | dT)} . / | |W(T) - ttrf-^TjU dT (25) 
o o 

pro každé t e <0, T>, fafe «(£) = max | |A(T) | | . 
T€<0,í) 
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D ů k a z : N a základě rovnice (8) můžeme psát 

z(t) - X(t){c + /Y(T) A(x) W(T) ÚT} , (26) 
o 

x(t) = X(t){c + fY(r) W(T) dx} . (27) 
ó 

Integruj emedi ve (27) po částech, nalezneme s ohledem na (7): 

t 

x(t) = X(t)c + «*-->($) + X(t) f Y(T)A(T)W(-^(T) áx . 
o 

To možno pomocí (26) psát x(t) = wK-1)(ř) + z(l) + r(£), kde 

r(t) = X(r)/7(T) ^ ( T ) [ ^ ( - X ) ( T ) - W(T)] dT . (28) 
o 

Z (5) a (7) však na základě lemmatu vyplývá, že je 

|jX(í)|| < exp ( / | | ^ ( T ) | | dT) , | |Z(ř)|| < exp (}\\A(T)\\ dx) . (29) 
o o 

Přejdeme-li ve (28) k normě a užijeme-li (29), dostaneme ihned pro ||r(í)]| 
odhad (25). 

Z právě dokázané věty plyne, že když pro posloupnost wn(t) konverguje 
posloupnost w4_1)(ř) k w(t) (v metrice prostoru L), pak posloupnost vektorů 
xn(t) — wn'~

l)(t) (xn(t) je řešení (2) pro w(t) = wn(t)) konverguje k vektoru z(t) 
stejnoměrně. 

Všimněme si nyní toho, co nám věta 2 dovoluje říci o speciálním případu, 
kdy prvky vektoru iv(t) jsou „blízké Diracově funkci". 

Nechť tedy w(t) je integrovatelný a existuje číslo e, 0 < e < T tak, že 
E 

w(t) = 0 pro t > e. Označme fw(x) dT = h*; bude tedy uf~1}(t) = h* pro t ^ e, 
o 

a klaďme w(t) = /i*. 
t 

Zde je 2(í) = X(t){c + / T ( T ) ,4(T) dT . h*} = X(í){c + (7(0) - Y(č)) /&*} = 
o 

= X(t)(c + fc*) - h*, takže r(č) = X(t)(c + /%*) + MJC"1)^) - h* + r(č), ! e 
ť 

e <0, T>. Označíme-li ještě /S = max i]^- 1)^)]], bude | | | W ( T ) — W^-1>(TT)|| dT ^ 
T £ < 0 , E > o 

í í F(fí + ||^*||) pro každé t ~2i 0. Zejména tedy na intervalu (e, T> platí 

\\x(t) - X(í)(e + A*)|| ^ ^ ( T 7 ) exp (2/||.4(r)|| dr)}(0 + \\h*\\) . 
o 

Budeme-li nyní za w(ť) poradě brát vektory, pro které s -> 0 při pevných 
/̂ *, /? (což odpovídá „inženýrské" představě o Diracově funkci), budou pří-
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slušná řešení x(t) -> X(t)(c + h*) stejnoměrně na každém intervalu <<3, T> c 
c (0, T>. 

Ilustrujme nyní použití věty 2 n a následujícím příkladě: 

P ř í k l a d 3. Při vyšetřování superregenerativního přijímače se ukazuje, že 
poměry v jeho laděném okruhu jsou tytéž, jako poměry v redukovaném obvo­

dě, který je uveden na obr. 3a. Př i tom 
e(t) značí napětí přivedené z antény, 
časový průběh odporu R(t) je určen 
vedlejšími okruhy nezávisle nae(r). Na-

C == y(t) ším úkolem je stanovit chování obvodu, 
má-lie(l) tvar impulsu o „vydatnos t i " 1, 
přivedeného v čase t0 > 0 (viz obr. 3b), 
je-li počáteční stav určen nábojem na 
kondensátoru q0 a proudem Í0. 

R(ŕ) 
Z. r z f ] ЛЛЛЛP-п 

Obг. Зa. 

1 

t 

0 u т 
Obr. Зb. Obг. Зc. 

Označíme-li q(t) náboj na kondensátoru, platí rovnice 

q-(t) + ^ q-(t) + ~ 9(0 -=- i e(t) , q(0) =- í o , q(0) - t 0 . (30) 

Nechť ^(t), Í2(t) jsou řešení rovnice 

r\t) + r(0 f (t) + w2|(l) = 0 , -V) = ад 
L 

eo^ = LC ' (31] 

splňující počáteční podmínky | x ( 0 ) = 1, £ (0 ) = 0; £2(0) -= 0, f2(0) =- 1. (Re­
presentují tedy funkce ix(t), | a( í) „volné kmi ty" obvodu. O tom, kterak lze 
nalézti £x(t), | 2 (ř) pro různé případy r(t), viz [4]). 

0 

Označíme-li x(t) = 

M> 
Г<ľ(0І 
ІY(*)J ' rø(ř) = 

L e(-) 
Л(ř) = 

0 ; l 1 
L- oñ -r(t)\ ' 

můžeme (30) zapsat ve tvaru x(t) — J4(Í) #(í) + w(í), x(0) = c. 
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Snadno zjistíme, že řešením rovnice X'(t) = A(t) X(t), X(0) — I v našem pří­
padě je 

Položme w(ť) — 

Mt)-k(ty,at)\-
pro 0 ^ t < t0, 

1 
pro t > t0 a stanovme vektor z(t) podle věty 2: z(t) 

= X(t){c + / F ( T ) A(r) w(r) ár} . 
o 

Pro 0 ^ í ^ ř0 máme z(t) = X(ř) c (ł) <7o + f •(*) »ol 
(0 ?o + £(*)' *oJ ' 

Pro t > ř0 platí z(t) = X(í)jc + (jY(r)A(r)ár)) 

= - Г ( ř ) , j z(í) = X(t)c+X(t)(Y(t0) - F(í)) 

. Poněvadž Y(t) A(t) = 

0 

o 
i 
L 

Dosadíme-li sem za 7 = [X]~ x, nalezneme snadným výpočtem 

2(í) = 
f,(0 lï. - - ^ ) + f.(0 (н + ^ 

íi(0 ( Í Й « І , - # 1 H ; ( « ) І „ І » І ' 
, kde 

> ' LA / L 

A = ři(^o) £2(̂ 0) — £2(̂ 0) <ři(ř0)- Podle věty 2 bude vektor críč) stejnoměrně 

0 

blízký vektoru z(t) + 
г 

* • / • 
-g- i e(т) dт 

0 

, takže také hledané řešení q(t) bude 

blízké funkci £t(t) q0 + f2(ř) *0 na <0, í0> 

funkci í-(i) ( í 0 - - j ^ ) + f,(*)(*'. + ^ ) 

pro í > í0. 
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J a k ukazuje odhad podle věty 2, bude při pevně zvoleném T odchylka n a 
r 

intervalu (0, T) úměrná integrálu J\\w(r) — wrt-1>(T)!| dr, t j . v našem případě 

— -krát (šrafovaná plocha z obr. 3c). 
L 

Na závěr připojme ještě poznámku o zobecnění věty 2. Je-Ii w(t) integrova-
t 

telný vektor, definujme indukcí vektory iv("k)(t) — [w<-~k'] X ) (T) dr, k = 1, 2, . . . , 
b 

«;(0)(f) — w(č). Má-li nyní matice A(t) na <(0, T) dostatečný počet derivací a 
konverguje-li pro nějaké & posloupnost w(

n
k)(t) -> «;(/;) v metrice prostoru L, pak 

lze snadno dokázat, že posloupnost x(
n

kJl)(t) — w(
n

k)(t) (xn(t) je řešení rovnice 
x'n(t) = A(t) xn(t) + wn(t), xn(0) = c) konverguje stejnoměrně na <0, T). To 
je výsledek, ke kterému lze dojít jinou cestou pomocí teorie distribucí. 
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Р е з ю м е 

О 11ЕКОТОРЫХ СВОЙ( 1ТВЛХ Л И Н Е Й И ЫХ 

Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л Ь Н Ы Х У Р А В Н Е Н И Й 

ВАЦЛАВ ДОЛЕЖАЛ, ЯРОСЛАВ КУРЦВЕЙЛ (УАс1ау Оо1ега1, ^а^о81аV КиггтоеП) 

(Поступило 1! редакцию 7/VII 1958 г.) 

В статье рассматриваются линейные дифференциальные уравнении, ко­

эффициенты которых в отличие от классического понятия являются про­

извольными интегрируемыми (в смысле Лебега) функциями. 
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Доказывается теорема, что для (векторных) решений хг(Ь) уравнений 

х\(1) = А{(1) хг(1) + и<;(1), хг(0) = сг, г = 1, 2 справедлива оценка 

г 

11*1(0 - ХАЩ ^ (Цсх — сг\\ + / ! К — м?8|| их) ос1г2(г) + 
о 

+ ( / И 1 --42||с1т) «1(<) ««(<)/52.г(0 , 
о 

причем «,(*) - ехр (/|р4<|| с!г), &(1) = \\с)\\ + / | |и; ( | | оТт. 
о о 

Далее доказана теорема о том, как зависит решение от правой части 

уравнения, в предположении, что коэффициенты суть непрерывные функ­

ции; если векторы х(1), г(1) являются решениями 

г(Ц = А(1) г(1) + А(1) го(1) , г(0) = с , 

соотв. 

х(1) = А(1) х(1) + ю(1) , х(0) = с , 

то имеет место равенство х(1) = го^~1)(1) + г(1) + г(1), где для г(1) верна 

оценка 

'\г(Щ ^ т а х \\А(а)\\ . (ехр 2}\\А\\ с1т) . {\\ги — гс(~Щ с1т . 
(Те(0, * ) О О 

Применение этих теорем показано па примере исследования явлений в мо­

дуляторе, па определении точности приближенного решения уравнения 

$"(1) + 02(1) %(1) = 0 и окончательпо па примере суперрегенеративного при­

емника, который находится под действием импульса напряжения. 

В заключение авторы занимаются обобщением последней теоремы, т. с. 

зависимостью решения от &-той примитивной функции вектора ш(1). 

8 и г а т а г у 

ОN С Е К Т А Ш Р Е О Р Е К Т 1 Е 8 ОЕ Т Ш Е А К Ш Е Е Е К Е О Т 1 А Ь 

ЕО,ТТАТКЖ8 

УАСХАУ I)о^Е2А^, ТАКОЗЬАУ КГГВУЛУЬЛЬ 

(Веселей ЛиГу 7Ш 1958.) 

Е т е а г сиН"егептла1 едиатлопв луйозе еоеШЫеп!» апс1 п§пЪ-папс1 8к1ек аге 

теге1у ТеЪе8§ие-тт;е§гаЫе аге Ьке т а т оЪ]естз8 о! тзЫа агысю, 

I I 18 Нгат; 8ПО\УП тзЬат; ЬЪ.е 8о1иыош хс(1) о1 Ше ТЛУО вуайета 

х\(1) = Аг(1) хгЦ) + щ(1) , хг(0) = с, 
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(x€, wt, d vectors, A{ matrices; i = 1,2) satisfy 
t 

\\xt(t) - X2(t)\\ -S (IK - ca|| + / | K - wa|| dT) «lt8(*) + 
o 

t 

+ ( / p . - A2\\ dT) «x(«) *,(*) /?a<1(0 , 
0 

where 

«i(t) = exp /H.4,11 dT , fit{t) -=- Hell + }\\Wi\\ dT . 
0 0 

A second theorem treats the dependence of solutions on the right-hand sides 
if the coefficients are continuous. Namely, t ha t the vector-solutions of 

z(t) = A(t) z(t) + A(t)w(t) , ,2(0) = c , 

x(t) = -4(*)a;(0 + w?(r) , «(0) = c , 

are connected by #(£) = w(~x)(t) + 2(r) + r(t), where 
* t 

\\r(t)\\ ^ max \\A(a)\\ . (exp 2j\\A\\ dr) . f\\w — wi^W dr 
ac(0,i) 0 0 

t 

(w(-x)(t) = fw dT). 
0 

These theorems are applied to the examination of a modulator, to the 
error estimation of approximate solution of the equation of £"(t) + 02(t) . 
. £(t) = 0, and to a superregenerative receiver to which a voltage impulse 
is applied. 

Finally a generalisation of the second theorem is indicated; viz., the de­
pendence of a solution on the k-th primitive of w(t). 
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