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SVAZEK 3 (1958) A P LI K AC E M AT E M AT I K Y ČÍSLO 6 

Č L Á N K Y 

N Ě K T E R É METODY P R O U R Č E N Í N U M E R I C K É H O D N O T Y 
F U N K C E m(uk) 

M I R K O NOVÁK 

(Došlo dne 28. srpna 1957.) DT: 517.727: 518.12 

Článek obsahuje přehled některých metod určení numerické hodnoty 
eliptických funkcí Jacobiho, speciálně funkce sn (u, Je), Tato funkce má 
značnou důležitost v řade oborů sdělovací elektrotechniky, zvláště pak 
v teorii elektrických frekvenčních filtrů. Diskutována je otázka přes­
nosti. Výsledky jsou shrnuty do řady diagramů. 

Úvod 

Při mnohých úlohách z teorie elektrických lineárních obvodů (speciálně 
při řešení otázek synthesy elektrických frekvenčních filtrů a korektorů apro­
ximací ve smyslu Cebyševově) vyskytují se v celé řadě výrazů, důležitých 
pro výsledek, eliptické funkce Jacobiho. Z nich nejčastější je eliptický sinus, 
označovaný obvykle jako sn (u, k). Ostatní eliptické funkce Jacobiho, které 
též ve zmíněných aplikacích přicházejí v úvahu, jmenovitě eliptický cosinus 
(obvykle označovaný jako cn(u, k)) a tzv. delta amplitudinis (obvykle ozna­
čovaná jako dn (u, k)) je možno na funkci sn (u, k) snadno převésti pomocí 
dobře známých jednoduchých vztahů 

sn 2 (u, k) + cn 2 (u, k) = 1 
(1) 

dn 2 (u, k) + k2 sn2 (u, k) = 1 . 

Př i konkrétním technickém řešení výše zmíněných úloh je pochopitelně 
nutno vyrovnati se s otázkou, jakým způsobem lze pro dané hodnoty argu­
mentu u a modulu k stanovit numerickou hodnotu příslušné funkce (respektive 
funkce sn (u, k))> J a k je známo, je eliptický sinus sn (u, k) inversní funkcí 
k eliptickému integrálu prvního druhu (Legendrova). Tento integrál nelze 
integrovati elementárně a nelze tudíž také elementárně určiti hodnotu funkce 
sn (u, k). 
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V dalším budou proto rozvedeny detaily problému určení numerické hod­
noty funkce sn (u, k). To je v zásadě možno provést těmito způsoby: 

a) odečtením hodnoty funkce sn (u, k) z diagramů, 

b) odečtením hodnoty funkce sn (u, k) z tabulek, 

c) výpočtem z hodnot jiných, lépe tabelovaných funkcí, 

d) výpočtem na základě rozvoje v některou nekonečnou řadu. 

Pro technickou aplikaci má hlavní význam funkce sn (u, k) pro reálné 
hodnoty argumentu u a reálné hodnoty modulu k. Budeme se proto také 
v dalším zabývati výhradně těmito případy. Pro reálné hodnoty u a reálné 
hodnoty k je funkce sn (u, k) všude spojitá —neobsahuje žádných singulárních 
bodů a pro O ^ i t ^ c o a O s S & s S l j e také 0 ^ sn (u, k) ^ 1. Pro praxi bude 
tudíž závažnou otázka, s jakou přesností dokážeme hodnotu funkce t ím kterým 
způsobem stanovit, respektive jaké se asi při tom dopustíme relativní chyby 1). 

V literatuře není však obvykle' ta to otázka zevrubněji sledována. To může 
vésti v určitých případech k nesprávnému názoru na užitečnou dotyčného 
způsobu výpočtu. Budou proto v dalším jednotlivé možnosti určení numerické 
hodnoty funkce sn (u, k) posuzovány především z tohoto hlediska. 

Nejprve bude uveden přehled použitých symbolů, pak bude následovat 
shrnutí základních známých vlastností funkce sn (u, k) a posléze budou zevrub­
něji rozvedeny některé metody určení hodnoty této funkce způsoby a) až d). 
Na závěr je pak uveden obsažnější seznam literatury. 

Přehled použitých symbolů 

úplný eliptický integrál prvního druhu (Legendrova), 
doplněk tohoto integrálu, 

eliptický integrál prvního druhu (Legendrova), 

Jacobiho eliptické funkce 

argument Jacobiho eliptických funkcí, 
modul Jacobiho eliptických funkcí, 
doplněk modulu Jacobiho eliptických funkci, 

x) Tato otázka se jeví zvláště důležitou pro synthesu filtrů podle Čebyševovy aproxima­
ce, kde např. pro filtry navrhované podle provozních parametrů o zužitkovatelné šířce 
propustného pásma « — 0,9801 a s tupni složitosti Q ~ 4 n á m chyba + 1 % v určení 
hodnot funkce sn (u, k) v jednom z obou bodů, nutných pro návrh filtru, způsobí chybu 
funkce filtrace až o 30%. 
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Jacobiho eliptické funkce t h e t a (ů), 

q = e n K eliptická modulární funkce, 

#o 

# 3 
lg a .' přirozený logaritmus čísla a, 
log a dekadický logaritmus čísla a. 

I. Základní vlastnosti funkce sn (u, k) 

Obecně lze eliptickou funkci definovat jako takovou analytickou 2) funkci 
g(u, k), k terá je: 

1) meromorfní3); 

2) dvojperiodická s periodami co1 a a>2, jejichž poměr — není reálný (viz 
eo2 

na př. [9], [12], [23] atd.) . 

Pro mnohá použití jest účelné zavésti tzv. Jacobiho funkce, označené jako 

sin am (u, k) , 

cos am (u, k) , 

A am (u, k) 
(sinus amplitudinis, cosinus amplitudinis a delta amplitudinis), nebo, jak 
zavedl G U D E R M A N , kratČeji sn (u, k), cn (u, k), dn (u, k), respektive pouze 
sn (u), cn (u), dn (u), či, jak se též často v l iteratuře píše s (u), c(u) a ct(tt). 
V následujícím se podržíme nejobvyklejšího označování, t j . sn (u, k) a td. 

Je-li 

u=f fe_„ (2) J ]/l - &2sin2<p 
o 

eliptickým integrálem prvního druhu, ke cp je zváno amplitudou a k modulem 
argumentu u, píšeme, že 

- cp = am (u, k) = am u 
a 

A am u — A93 = (1 — k2 sin2 9?)* 

2) Podle [3] a [11] jest funkce analytickou v určité oblasti tehdy, je-li v této oblasti 
jednoznačná a diferencovatelná. 

3) Meromorfní funkcí rozumíme takovou analytickou funkci, jejíž všechny v konečnu 
ležící singularity jsou póly. Vymezené části roviny m á meromorfní funkce pouze konečný 
počet pólů. 
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a tedy sin cp = sin am u = sn (ii, k) je pak definován jako inversní funkce 
k eliptickému integrálu (2). Lze dokázat (viz [11], [12] atd.), že ta to funkce 
je inversní funkcí k funkci F(u, k), kterou obdržíme při hledání konformního 
zobrazení horní poloroviny (z) na rovnoběžník v rovině (u) (zobrazení je dáno 
integrálem Christoffela — Schwarze). Funkce sn (u, k) tudíž zprostředkuje 

zobrazení opačné. 
Periodicita funkce sn (u, k): Lze 

dokázat, že funkce sn (u, k) je dvoj-
periodickou funkcí o periodách 
4a>x = 4K a 2cu2 = j 2K\ V periodo-
vém rovnoběžníku áco1} 2co2 má nuly 
a póly rozloženy podle obr. 1. Bude 
tedy funkce sn (u, k) mít hodnotu 
sn (u, k) = 0 pro u = 2mcox + 2nco2, 
hodnotu sn (u, k) = oo pak pro 
u = 2mcox + (2n + 1) co2. 

pól funkce $ri(u,k) 

nula funkce SD(«,<0 

Obr. 1. Periodový rovnoběžník funkce sn (u, k). 

Dále lze dokázat, že platí 

sn (u + 2cox, k) = — sn (u, k) , 

sn (u + 2co2, k) = sn (u, k) , (3) 

sn (u + 2cox + 2eo2, k) = — sn (u, k) . 

Vztahy mezi funkcemi sn (u, k), cn (u, k) a dn (u, k) byly již uvedeny v úvodu. 
Pro aplikace mají však význam ještě vztahy: 

Sn (u + co2, k) = k'1 s n - 1 (u, k) ,4) 

cn (u, k) 
sn (u + cox, k) = 

d n (гt, 7Í) ' 
(4) 

7 . dn (гt, k) 

Adiční teorém: J a k je dokázáno např. v [12], str. 218, lze psáti 

sn (M, yb) . cn (v, k) . dn (w, k) + sn (v, /c) . cn (u, k) . dn (u, k) 
sn (м + v, k) = 

1 — Zc2 sn 2 (гt, /Í) . sn 2 (v, k) 

sn (u + v, /ű) sn (u — v, k) = 
sn 2 (гt, /Í) — sn 2 (v, k) 

(5) 1 — k2 sn 2 (w, /i) . sn 2 (v, k)' 

Zvláštní případy funkce sn (u, k): luze dokázat (viz např. [12], str. 219), že 
pro modul k == 1 přejdou Jacobiho eliptické funkce na funkce hyperbolické 
a pro modul k = 0 na funkce trigonometrické. 
Jest pak sn (u, 0) = sin u , 

sn (u, 1) = tgh u . 

1 
4) Symbol s n - 1 (u, k) zde znamená 

sn (u, k) 
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Souvislost eliptické funkce Jacobiho sn (u, k) s jinými eliptickými funkcemi: 
Souvislost s Weierstrassovou funkcí p(u) je dána vztahem sn (u, k) — 

= (p(u) — e 3 ) _ 2 s kde e3 je hodnota funkce p(u) v bodě u = 0,5co2, při Čemž cox 

a ČO2 jsou periodami funkce p(u). (Viz též např. [12], str. 215, [1], str. 81.) 
Souvislost s funkcí # se uvádí ve tvaru 

, ,. 7 „ i #i(t>) . . u 
ы(u,k) = k * _ , kde , , - = . — . (6) 

II . Průběh funkce sn (w, &) pro reálné u a, k a, možnosti určení její numerické 
hodnoty přímým odečtením z diagramů 

V předchozí s tat i byly uvedeny základní poznatky o periodicitě a rozložení 
nul a pólů funkce sn(u, Je). Zde bude pro názornost naznačen celý její průběh 
pro reálné hodnoty argumentu u a různé hodnoty (reálné) modulu k. Napřed 

SЛ(u,*) mЛ^i 
sniu,*) 1-1 ŕ , ф -^ ^* 

Ђ ̂  >^ ̂  
Y/i 
'4L 0 

Obr. 2. Průběh funkce sn (w, h) pro reálná «. Obr. 3. Průběh funkce sn (u, tc) pro reálná u 
v redukovaném měřítku. 

však je ještě dlužno se zmínit o rozložení hodnot u, při nichž jest absolutní 
hodnota funkce sn (u, k) rovna jedné.5) Tyto jsou při u = (2nx — 1) K + 
-f jn2K', kde ±nx — 1, 2, 3, . . . a ±n2 — 0, 2, 4, 6, Uvažujeme-li pouze 
reálné hodnoty argumentu u, přechází funkce sn (u, k), jak již bylo též uve­
deno, pro modul k měnící se v mezích 0 < k < 1 z trigonometrického sinu 
na hyperbolickou tangentu argumentu u. Dostaneme t a k diagram, naznačený 
na obr. 2. (uvedený též v [ I I ] , str. 336 a v [18], str. 1), či, jak se též často uvádí 
v redukovaném měřítku pro argument u diagram obr. 3 (viz též [14], [3], [10]). 

Je zřejmé, že přesnost odečtení numerické hodnoty sn (u, k) pro dané u 
a k z takového diagramu nebude příliš veliká a že bude vždy záviset na volbě 
měřítka diagramu a pečlivosti jeho narýsování. Jsme zde rovněž odkázáni 
pouze na zakreslené průběhy pro jednotlivé hodnoty modulu Je, neboť inter­
polace hodnot sn (u, Je) pro některé jiné k mezi zakreslenými křivkami je velmi 
problematická. 

5) Zde jsou uvažovány kromě" obou os komplexní roviny u ještě body, kde u je celo­
číselným násobkem ii respektive /2K'. Ve skutečnosti tvoří však spojnice jednotkových 
míst funkce sn (u, k) v komplexní rovině uzavřené křivky. 
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I I I . Tabulky Jacobiho eliptické funkce sn (u, k) 

Nejrychlejším a přitom ještě obvykle dostatečně přesným způsobem stano­
vení hodnoty určité funkce je pochopitelně její přímé odečtení z tabulek. 
V této stati jsou proto uvedeny některé snáze dostupné tabulky funkce sn (u, k) 
a je posouzen jejich význam pro dříve již uvedené aplikace. 

1. Použití tabulek eliptických integrálů 

Vzhledem k tomu, že funkce sn (u, k) = z je definována jako inversní funkce 
k eliptickému integrálu prvního (Legendrova) druhu, je zřejmě možno její 
hodnoty přímo odečísti z tabulek pro tento integrál (viz např. [7], [14] atd). 
Podstatnou nevýhodou je zde ovšem skutečnost, že: 

a) t a k t o hledáme hodnotu u = F(cp, k) mezi neokrouhlými hodnotami, což 
ve většině případů vede k interpolaci, 

b) většina tabulek funkce F(cp, k) je sestavena pro argument <p = are sin z, 
a je tedy nutno k nalezenému <p určiti ještě z = sin cp. 

Z uvedeného a z rozsahu zmíněných tabulek plyne, že to to rychlé určení 
numerické hodnoty funkce sn (u, k) má význam spíše informativní a nehodí 
se pro přesnější výpočty. 

2. Tabulky Jacobiho eliptické funkce sn (u, k) 

V dostupné literatuře jsou tabulky pro přímé odečtení hodnot sn (u, k) 
zastoupeny poměrně velmi málo. Obvykle bývá citován [18], z novějších pak 
[20], [21] a [25]. 

Tabulky [18] obsahují pětimístné hodnoty všech tří zmíněných Jacobiho 
eliptických funkcí, a to pro modul k% = m odstupňovaný po 1/10 v rozsahu 0 
až 1,0 a pro reálný argument u, odstupňovaný v rozsahu u = 0 až u = 3,00 
po 1/100 a v rozsahu u = 3,00 až u = 6,5 po 1/10. Od hodnoty u = 2,00 do 
u = 2,50 je pak rozsah modulu m — k2 omezen na m = 0,6 až 1,0, od u = 2,50 
do u = 3,00 na m = 0,9 a m = 1,0 a konečně pro u = 3,00 až u — 6,5 pouze 
na m = 1,0. Jsou zde uvedeny rovněž příslušné diference mezi sousedními 
hodnotami sn (u, k) ve směru argumentu u. 

Novější tabulky [20] uvádějí na str. 159 všechny tř i zmíněné Jacobiho 
eliptické funkce a to ve tvaru 

1 sn (u, k) , cn (u, k) . , . 7 . . . 
l g — ) L lg — ^ j _ l i g d n (u, k)e), 

& • sin x & cos x & 

6) V těchto tabulkách je symbolem lg a míněn dekadický logaritmus čísla a, na rozdíl 
od zde j inak užitého označení log a. 
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jednak v závislosti na argumentu z = cos 2x = cos -=- 7 ) P r o r u z n e hodnoty 
K 

_ K ' 
modulu q = e K , jednak v závislosti na modulu q pro různé hodnoty argu­
mentu z. Argument z je zde v rozsahu — 1 < z < + 1 měněn po 5/100, 
modul q-v rozsahu 0 < q < 0,55 po 1/100. Tyto značně rozsáhlé tabulky jsou 
devítimístné a uvádějí příslušné diference dvou sousedních hodnot funkce. 
Jejich předností je velká přesnost i značný rozsah, podstatnou nevýhodou je 
však nutnost převádění získaných hodnot na skutečný sn (u, k), respektive 
na ostatní požadované funkce. 

Tabulky [25] jsou jedenáctimístné. Hodnoty sn (u, k), cn (u, k) a dn (u, k) 
je zde nutno určiti jako podíl dvou ze čtyř funkcí A (r), B (r), C (r), D (r) 
(což jsou Jacobiho funkce ů). Potřebné vztahy jsou uvedeny tamtéž na 
str. 248. Funkce A (r), B (r), C (r), D (r) jsou zde uvedeny v závislosti na 
argumentu r, kde platí, že 

a na modulu 0 k terý je dán vztahem k = sin 0. Argument r je odstupňován 
po 1° v rozsahu 0 až 89°, modul 0 po 5° v rozsahu 0 až 80° a po 1° v rozsahu 
80° až 89°. 

3 . Příklady použití uvedených tabulek 

Jest nalézti numerickou hodnotu funkce sn (u, k) pro u = 2,1 a k = 0,9. 

Řešení: 

a) Pomocí tabulek F(<p, k), např. tabulek [14], str. 62 a další: 

zx = sn (u, k) = sn (2,1; 0,9)8) 

určíme a = are sin k = are sin 0,9 === 1,12 ==, 64° 10'. Hledáme tedy v slou­
pečku (x = 65° hodnotu u = 2,1 a určíme přibližně cp = 85° a tedy zx = sin <p = 
= 0,99619. Lineární interpolací pak docílíme určitého zlepšení. 

b) Pomocí tabulek [18] určíme m = k2 = 0,92 = 0,81. Vezmeme přibližně 
m = 0,8 a pro u = 2,1 nalezneme zx = sn (2,1 ; |/0,8) = 0,9975. Interpolujeme 
lineárně mezi m = 0,8 a m = 0,9 pro m — 0,81 a dostaneme sx = 0,99654. 

c) Pomocí tabulek [20] stanovíme K pro k = 0,9 na K = 2,2805491 a k tomu 
příslušné q = 0,10235242. Dále (např. z tabulek [18]) určíme 

nu JÍ . 2,1 
2K 2.2,2805491 = 1,446 

7 ) V těchto tabulkách má symbol z j iný význam nežli v předchozím textu. 
8) Zde označíme pro vyloučení záměny symbolem zx veličinu z, uvažovanou jako argu­

ment funkce F{z, Je), t j . eliptického integrálu prvního druhu. 

407 



a z — cos 2x = cos 2,892 = cos 184,110-' = — 0,997917. Pro t y t o hodnoty 
nalezneme v [20], str. 171 a 172 pro 

q = 0,10 a z = - 1,00 lg S n 4 ^ - = 0,0 , 
sin a; 

z = - 0,95 lg Eli___*L. = 0,00321758 . b s i n x 

Po lineární interpolaci mezi těmito hodnotami dostaneme 

pro q = 0,10 a z = - 0,9979 lg — ^-—- -= 0,0001351371 . 
° sin a? 

P r o g = 0 , l l a z = - 1,00 je lg S n ¥- k)- - 0,0, 
SUT oo 

pro z = - 0,95 je lg snJ^kl = 0,00343335 , 
1 J & s m x 

což po lineární interpolaci dá pro 

q — 0,11 a z = — 0,9979 lg !LÍ-Í--J. = 0,00014126007 . 
sin x 

Konečně po interpolaci pro q = 0,10235 dostaneme 

l g 8 1 1 ^ = 0,1365759 . 10"» a tedy S n i* ' k) = 1,000315. 
sin x J sin x 

Protože sin z = srn 1,446 = sin 92,05529 = 0,9822229, je konečně sn (u, k) = 
= 1,000315 . 0,9922229 = 0,9925354. 

d) Pomocí tabulek [25] nalezneme pro u — 2,1 a k = 0,9 hodnotu 
90° u 2 1 

r° = - - - = 90° 2 ? 2 ^ 5 4 9 1 = 82,8747° = 82°52'29". Dále je 0 = 

= are sin k = are sin 0,9 = 64°10'. Z tabulek [25], str. 285 odečteme pro 
0 - 65° a r = 83° 

1 / r 7 , T, A(r) 0,9918900707 
V*' - C -) = B M = 1,5802145848 = °'6482°5U-

Dále platí výraz k2 + k'2 = 1 a tedy /V = y i — k2 = ]/í-- 0,81 = 0,4356, 
yjfc' = 0,66. 

0 6482 
J e tedy sn (2,1: 0,9) = - ^ - — = 0,98212. 

J e zřéjmo, že pro zpřesnění výsledku bychom musili celkem 4 x interpolovat 
(vzhledem k neukrouhlým hodnotám 0 a r). 

Z uvedeného příkladu je zřejmo, že: ,, 

a) Použitím tabulek F(cp, k) podle předchozího lze ve většině případů určiti 
numerickou hodnotu sn (u, k) pouze informativně. 
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b) Použití tabulek [18] dává rychle pětimístnou hodnotu sn (u, k); otevřenou 
otázkou je zde ovšem, jaká je Číselná velikost případné chyby, zaviněné až 
dvojí interpolací při takových hodnotách argumentu u a modulu k2 — m, 
které nejsou přímo uvedeny v těchto tabulkách. 

c) Použití tabulek [20] je dosti obtížné a zdlouhavé, zejména, vycházíme-li 
od obvyklé formy zadání v argumentu u a modulu k. Několikanásobnou 
interpolací (v uvedeném příkladě bylo interpolováno celkem 6 x ) nedosáhneme 
však výsledků, vyvažujících poětářskou námahu. Rychlost a pohotovost 
k použití je též značně snížena jednak několika (v uvedeném příkladě pěti) 
početními úkony, nutnými k vyčíslení výsledku (kromě početních úkonů, nut­
ných při interpolacích) a nutností použíti kromě uvedených ještě troje jiné 
tabulky (tj. tabulky K a q, které bývají obvykle sloučeny, tabulky trigono­
metrických funkcí a tabulky dekadických logaritmů). Ještě větší obtíže nasta­
nou, není-li daná hodnota modulu k (respektive Je2, = m) obsažena v tabulkách K 
respektive q a hodnota získaná interpolací nedostačuje. Pak nezbude, než 
užíti pro určení numerické hodnoty K respektive q některého ze způsobů, uve­
dených např. v [10] Či [33]. 

d) Konečně při použití jinak velmi přesných tabulek [25] je zřejmo, že kromě 
případné čtyřnásobné interpolace musíme ještě dvakrát odmocňovat a dvakrát 
dělit. Situace se poněkud zjednoduší v případech řešení úloh ze synthesy 
elektrických frekvenčních filtrů, užívajících Čebyševovské aproximace (ve 
smyslu řešení tzv. I I I . úlohy Zolotarevovy), kdy, jak je zřejmo např. ze vzorců 
uváděných v [3], [10], [15], [26], [38] atd., přicházejí v úvahu pouze argu­
menty u typu 

u~ — K, 
n 

kde m, n jsou kladná a celá čísla. Tím se sice poněkud urychlí postup výpočtu, 
hlavní těžkosti však zůstanou. 

IV. Výpočet numerických hodnot funkce sn (u, k) na základě jiných, lepe 
tabelovaných funkcí, respektive rozvojem v nekonečnou řadu 

1. Výpočet pomocí funkcí ů 

J a k bylo již uvedeno dříve (a jak je též odvozeno na př. v [19], str. 17, 18, 
[1], str. 80, 88, 91 a [12], str. 215), lze Jakobiho funkci sn (u, k) vyjádřit na 
podkladě funkcí & následujícím vztahem 

m(«'*)=ji£!. (0) 

IÁJ 

kde d\ a ů0 jsou eliptické funkce theta (&), a v = —- , při čemž K je úplný 
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eliptický integrál prvního druhu. Provedeme-li rozvoj funkcí ů0 a ůx podle 
vzorců, uvedených např. v [12], dostaneme pro sn (u, k) vztah 

JLí?l 
] / k S 2 ' 

2 qi sin nv — tf" sin Snv + . . . 
sn (__, k) = —= (7) 

1/jfc 1 — 2g cos 2TT,V + . . . 

který přivádí problém určení liodnoty eliptické funkce sn (u, k) na otázku 
určení hodnoty eliptické modulární funkce q a obvyklých trigonometrických 
funkcí. Protože funkce q má význam též v dalším, všimneme si nyní blíže 
jednotlivých možností určení její numerické hodnoty. 

K' 

Metody pro určeni numerické hodnoty eliptické modulární funkce q(k) = e 

Pro informaci o průběhu funkce q pro hodnoty modulu k v rozmezí 0 < /. < 1 
byl sestaven diagram obr. 4. Vidíme, že funkce q roste v oblasti 0 < k < 0,8 

poměrně pomalu a ve zbývající 
oblasti 0,8 < k < 1 poměrně vel­
mi prudce. 

Tabulky funkce q, uvedené na­
př. v [19], str. 114-116 a v [18]; 
str. 66—69, podávají rovněž zá­
vislost hodnot funkce q na modulu 
m = k2 (odstupňovaném po 0,01 
v [18] a v [19] pak ještě kromě 
toho jemněji v rozmezí 0,8 < 
< m < 1,0 po 0,001). Tabulky 
[14], str. 50 a 51 jsou sestaveny 
v hodnotách log q pro modul oc = 
= are sin k odstupňovaný v roz­

mezí 0 až 89°55' po 5'. V tabulkách [20] jsou na str. 282 uvedeny hodnoty 

v závislosti na modulu — log k', odstupňovaném v rozmezí 0 — 3,0 po 

0,005. 
Pokud je třeba určiti hodnotu funkce q pro nějakou neokrouhlou hodnotu 

modulu k, která není obsažena v tabulkách, lze použít rozvoje 

q =- e + 2£5 + 15£9 + 150£13 + 1707£
17 + . . . , (8) 

1-P 

Â-
1,0 
Â-
1,0 

N II !| | s 

\ I 
\ f ІA 

0,5 
\ 

0,5 

j \ ÏГŰ k~o 
i ' i* г^=ð-

I \ 
j 

0 9 
% °'S 5 4 3 < ïo" 65< ' n ' re 3 í J 

1І 
3 ; ş 5 1 I , 

10 

Obr. 4. Diagram průběhu funkce q pro hodnoty 
modulu 0 < k < 1. 

kde £ = (viz též [10], str. 395, nebo [14], str. 44) a/.'2 = 1 — k2 

2 . ( 1 + ]/k') 
Je zřejmo, že pro 0 < k < 1,0 bude 0 < s < 0,5. R a d a (8) konverguje pro 
každé 0 < k < 1,0 a to poměrně velmi rychle. 

Otázky konvergence rozvoje (7) pro funkci sn (u, k) 

Nejprve si všimněme otázky konvergence rozvojů pro funkce ů0 a _>l5 obsa­
žených v rov. (7). Postačující podmínkou pro jejich konvergenci je, aby kon-
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vergovaly řady sestavené z absolutních hodnot jejich členů. Aby tyto řady, 
které označíme jako S'x a S2 konvergovaly, postačí, budou-li konvergovati 
řady 

- = _ í ( " + i ) \ _ - _ _ • " • 
n = 0 n=0 

Zřejmě platí, že \Slt2\ _s S'12 __i $ 1 2 . Použijeme-li pro vyšetření konvergence 
řad S'í>2 ďAlembertova kriteria, dostaneme pro řadu S_ 

lim ^ ± 1 = lim --—*w = lim g 2 í l + 2 = 0 pro 0 < q < 1 
n->oo (%n n ^ c o q\n + t) n—>co 

a pro řadu >S_ 

lim — ± _ ___ lim L - =_ lim q2n+l = 0 pro 0 < g < 1 . 
n—>oo —7Í n—>oo 2 n—. co 

Obě limity jsou menší než jedna , řady Sx i S2 tedy konvergují a tedy kon­
vergují i řady Sx a S2 pro funkce ů0 a ť. x. Za předpokladu, že ů0 se neblíží nule, 
konverguje i výraz (7). 

Pro posouzení rychlosti konvergence tohoto rozvoje zjistíme, pro které 
hodnoty argumentu u a modulu k nepřekročí absolutní hodnota w-tého členu 
rozvoje (7) zvolenou hodnotu á. Celkový tvar rozvoje (7) lze psát i t a k t o 

00 

ST1 (v j,\ _ _ L A° ~~ _____ + A* ~ __, + ••• - ___ w = 0 ' /7n _ 
ba^k)-1p£-B.-Bi+B,-B, + ... " .^-„(- l / < 7 a > 

n = 0 

2 A 
Pro % = 0 je sn (u, k) _= —= . ~ = a0 a dále pro ?. = 1, 2, 3, . . . je postupně 

™ = o ]/k ^0 • 

, i\ 2 / A o A l \ 

__>• *>=p (-.-_-:+_, - - , - Ž + B , + <7b» 
+ _^4r+-B;) = a S^ a ; + a2' atd-

kde snm („, _) značí přibližnou hodnotu funkce sn („, „), vypočtenou z rozvoje 
(7) při uvažování n jeho členů. Dále je pro n = l 

s (u, k) 
2 _á0 - Aг + _42 - ... + ( - l ) w _ г _ x + ( - 1 ) - _ ř 

]//. Bo - I_ + H2 - . . . ' + ( - l ) ' " 1 2? l_1 + (-_)>_*, 

a tedy 
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+ 

----- sn (u k) - él - - 4 -+ -4 - - . . . + Ь ł t L ^ , 
2 SПг (w'/й) " TV= BГ+ B2 - ... "+Fï)Гвг + 

(-1УA ]/k вщ.г(u,k) 
в 0 - в г + в,-... + (-iyвг 2 1 + (-iyьг ^ k } l í 

kde B, 
(7c) 

^ - B0-Bx+B2- ... + (-1)*-- j?,_i ' ( 7 d ) 

Nyní provedeme rozbor závislosti velikosti w-tých Členů rozvoje (7b) na 
velikosti argumentu u a modulu k. 

Pro w = 0 je 
qr 

sn (u, k) = k"1!* 2q1!* sin n —- — a0 . 
n = 0 2 & 

Položíme podmínku, aby \a0 — s i r ( u , k)\ <í |zl0], kde Zl0 je předem stanovená 
odchylka skutečné a t a k t o vypočtené hodnoty funkce sn (u, k). Pak je 

2 H. + 
Я»=£ 

— 
"S - v {»*<. 

>м* s —— / \ /> 
m« 0,3 •̂ m fĄf 

T l 1 
/ / /! ï/ 
/ f" )=0, 

\ \ \ 
\ 

Obr. 5. Diagram závislosti |A 0 | na argu- Obr. 6. Diagram závislosti a rgumentu u a modulu fc 
men tu u pro různé h o d n o t y modulu m = pro různé h o d n o t y | / 1 0 | př i výpočtu pomocí, funkcí &. 

== &2 př i výpočtu pomocí funkcí # . 

Po vyčíslení tohoto vztahu pro různé hodnoty argumentu u a modulu k dosta­
neme diagramy obr. 5 a obr. 6. Prvý z nich podává závislost mezi argumentem u 
a veličinou \A0\ pro různé hodnoty modulu k2 — m, druhý pak závislost 
argumentu u a modulu & pro určité, předem zvolené \A0\. Průběh hodnot a0 

je pro různá k v závislosti na u vynesen informativně v obr. 7. (čárkovaně). 
Odtud je zřejmo, že s rostoucím modulem k roste i velikost odchylky \A0\ 

při všech hodnotách argumentu u. TA diagramu obr. 6. lze pak pro danou 
hodnotu modulu k přibližně určiti, při kterých hodnotách argumentu u nepře­
stoupí odchylka \A0\ přípustnou velikost. 
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Pro n = 1 vyjádříme na rozdíl od předchozího podmínku, aby \ax\ íS \A1\, 
t j . aby absolutní hodnota n + 1-ho členu rozvoje (7) byla menší nebo nanejvýše 
rovna danému kladnému číslu A„, 

Je tedy 

q u sin 
/, . Ълu 

K 

V* 1 - 2 g cos 
ӮШ 

Kľ 
O d t u d 

Označíme-li 

^ |Дil • 

2 ,i . Ълu . , _ ягt 

] f ' s l n ж á l - 2 ^ o s т г -

— = ÍTO jako ft 

2 V. ł. 

a 2q jako Z2, 

lze předchozí vztah psát i jako 

lx sin 3(3 ^ 1 - 12 cos 2/J . u 

(8) 

ąo 

II / 
ţ / r 

1 ţ / 
1 t // / 

ţ // / ł 

ţ / 
. ţ 1 

ł 

ţ —* Y\ ҺVK 
1 / 

ţ / 
// / 

/ 
ţ /V /y Ж,\ ť ' 

I L ' . ' - Ѓ,|- )ì. / 
-/'}' ŕ-% *я / 
/ s w ' ł 

/ J''Г /Ч Ж1 } 

/ i 1 • ' 

ÍШ u •ł ш ŕ 
đ \ \ 

s 
Jji шf 

ШfH. -'44 " í̂. «S' ? í i ( 3 2 _гl/Є>*3 2 - i î / З S + í г -37ti*3 2 -* 
Ю* *f ю3 

40 

1-k 

Obr. 7. Diagram závislosti a r g u m e n t u u Obr. 8. Diagram závislosti a rgumentu u a modulu & 
a modulu & pro různé h o d n o t y \/\x\ př i pro různé h o d n o t y \AX\ př i výpočtu pomocí funkcí # 
výpočtu pomocí funkcí # (v l ineárním (v logaritmickém měřítku), 

měř í tku) . 
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Grafické znázornění řešení vztahu (8) nám dá závislost argumentu u a modulu k 
pro různé hodnoty \AX\. Toto je znázorněno v diagramu obr. 7 v lineárním 
a v diagramu obr. 8 v logaritmickém měřítku pro modul k (respektive 1 — k). 

Dále je 

V* / i* 
]fk 2 S n° {U' ] a 
-L- m1 (u, k) = - — a x = y : z

£ y - - «! , N (8a) 

kde 

bx = 2q cos 2TTÍ; = 2q cos -rr- . (8b), 

Průběh křivek b± = konst v prvním kvadrantu roviny u, k je informativně 
zakreslen rovněž v obr. 8. 

Pro n = 2 je opět podmínka \a2\ 5g \A2\ formulována v témže smyslu j ako 
pro n = 1. 

P a k jest 
2 g"'* gin 5?m O^K" 1 

Уlcl — 2q cos 2тra O^ðK"1 + 2g4 cos 4srø 0,5K- á И 
Ol 

Položíme-li opět v = —— a nv = (5, 
2K 

25. 

-Дт~ = Z3 , 2ç = l2 , a 2ç4 = Z4 , 

bude podobně jako dříve platit výгaz 

t3 sin 5/5 = 1 --12 cos 2/5 + lŁ cos 4/5 . 

Podo bně ;jako dříví ì je zd 

y& 
T 1 

e 

sn2 (%, &) = 

y& 
2 ' 

snx (u, k) 

+ a2, 

bně ;jako dříví ì je zd 

y& 
T 1 

e 

sn2 (%, &) = 
1 ~ ъ 2 

+ a2, 

kde 

ь2 = 
2#4 cos 

2лu 
2g4cc 

1 -

2лu 
> s тr ь2 = л;% 

1 — 2q cos — 
K 

2g4cc 

1 -- Ь i 

(9) 

(9a) 

(9b> 

Grafické znázornění řešení vztahů (9) a (9b) je uvedeno v diagramu obr. 9,, 
který informativně udává závislost argumentu u a modulu k pro různé hodnoty 
\A2\ a b2 (opět v logaritmickém měřítku pro modul k, respektive 1 — k ) , Ze 
srovnání diagramů obr. 8 a obr. 9 je zřejmo, že rozvoj (7) konverguje značně 
rychle v široké oblasti argumentu u i při velkých hodnotách modulu k (0 < 
<k< 1). 

414 



Všimneme si ještě blíže vrcholů křivek v diagramech obr. 8 a obr. 9 (tj. 
těch bodů, v nichž příslušné vztahy přestanou mít řešení a [A«| j e pro všechna u 
menší nežli zvolená hodnota). Přibližně zjistíme: 
pгo n = 1 \ЛX\ = 10~* Æ = 0,99 

\Лг\ -=- Ю- 2 k = 0,88 

Иil = ю~a Љ = 0,63 

\лг\ = ю-* ifc = 0,42 

pгo n — 2 1-4.1 =- Ю" 1 Jfc-> 1,0 

Иž | = ю-2 ŻŁ =.- 0,9999 

Иi| = ю- 3 & = 0,999 

M-| = ю-* & = 0,99 

И-| = ю-5 Jfc = 0,95 

\л2\ = ю-6 k = 0,9 

1.4,1 = 10- Jfc = 0,85 

И-l = ю-8 żc == 0,8 

Tyto dvě tabulky a předchozí diagramy nám vymezují použitelnost roz­
voje (7). 

Nutno ještě podotknouti, že vzhledem 
k tomu, že vztahy (8), (8b) a (9), (9b) 
jsou periodické pro u, vyskytnou se ve 
skutečnosti při případném rozšíření zob­
razeného argumentu u ještě další větve 
křivek \An\. Pro jednoduchost nebyly však 
tyto další větve v obr. 7, 8 a 9 kresleny. 

2. Výpočet pomocí potenční řady 

Potencní řadu pro funkci sn (u, k) lze 
odvodit několika způsoby. V [10], str. 
395, [6], str. 81, [4], str. 56 atd. jsou 
uvedeny některé z nich (např. pomocí 
věty Colin MacLaiirinovy nebo pomocí 
binomické věty). 

Tak jako předešle zde bude zkoumána nejprve otázka konvergence, její 
rychlost a posléze budou uvedeny některé diagramy, usnadňující praktické 
použití této řady pro výpočet funkce sn (u, k). 

Potencní řadu pro funkci sn (u, k) lze psáti ve tvaru 

, , , y j . US U5 U1 

sn (u, k) == C±u — C8 37 + Í5 -TJ- — £7 TJ + • •• = 
00 CO 

2
/fiZn—l -*—«, 

(-1)"+1^-(2^T)! = 20»' 

Obr. 9. Diagram závislosti argumentu u 
a modulu h pro různé hodnoty \A%\ při 
výpočtu pomocí funkcí & (v logaritmic­

kém měřítku). 

(10) 

4 1 5 



kde Czn-i jsou následující funkce modulu k: 

d = 
C3 - 1 + k*, 

+ 14/Í2 + ¥ , 
+ 135/í2 + 135F + k6, 

+ 122S/í2 + 5478/í4 + 1228/í6 + A;8 , 
+ 11069 / Í 2 + 1 6 5 8 2 6 / Í 4 + 165826&6 + 11069&8 + Je10 atd. , 

c5 = 
c7 = 
c9 -
Cn = .11) 

Pro různé hodnoty modulu k jsou velikosti koeficientů sestaveny v následují­
cí tabulce na obr. 10 nebo pro neokrouhlé hodnoty modulu k v diagramu obr. 11. 

\í«--l 
k \ 

C3 -35 £7 C9 Cn 

0,99 1,9801 15,68199601 263,935441 7623,7681109 336478,173513 

0,95 1,9025 14,44950625 233,5309356 5474,491499 274298,433253 

0,9 1,81 12,9961 199,454941 5197,83581521 198299,6056992 

0,8 1,64 10,3696 142,958144 3352,78940416 120343,9569572 

0,5 1,25 4,5625 42,203125 669,56640625 15766,6455078 

0,2 1,04 1,5616 6,61664 59,67072256 815,23857674 

Obr. 10. Tabulka velikosti koeficientů Can-i potenční řady pro sn (u, k) pro různé hodnoty 
modulu k a n — 2, ..., 6. 

Z rovnic (11) je zřejmo, že v krajním případě pro k = 0 přejde řada (10) na 
obvyklou potenční řadu pro trigonometrický 
sinus. 

Otázky konvergence rozvoje (10) pro funkci 
sn (u, k) 

Ř a d u (10) je možno odvodit z MacLaurinova 
rozvoje funkce sn (u, k) (viz např. [33]). Polo­
měr konvergence té to řady je pak r = (p), kde 
p je pól funkce sn (u, k) nejbližší k bodu u — 0. 

Ř a d a (10) konverguje též absolutně. Pro 
dostatečně malá u bude t a t o konvergence stej­
noměrná (prakticky pro u = 1,5). P a k platí, že 

Obr. 11. Diagram závislosti koeficientů £2n-i potenční řady 
pro sn (u, k) pro různé hodnoty modulu k a n = 1, ..., 4. 
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Obr. 12. Diagram závislosti An = 10_ 1 na 
argumentu w a modulu k při výpočtu pomocí 

potencní řady. 

Obr. 13. Diagram závislosti An = 10~2 na 
argumentu u a modulu A; při výpočtu pomocí 

potencní řady. 

0,5 

ш 
tìл 

: Д-ð uд 
' Ï 4 Д V 4-+Ů в '->1ІЇ J 

ЃД 
4 -G V 
4 Л N v ] 

V \ -± \ ч —t— 

0,5-

0,5 1,5 2,0 2,5 

\ w 
\ \ <\ +A 

f -*r 
4 

\ î \ 5 V \ \ 
\ \ 
\ . v X 

\ 
0 Ofi i 0 1,5 2,0 2,5 

Obr. 14. Diagram závislosti An — 10 - 3 na 
argumentu u a modulu k při výpočtu pomocí 

potencní řady. 

Obr. 15. Diagram závislosti An ~ 10 - 4 na 
argumentu u a modulu k při výpočtu pomocí 

potencní řady. 

k 
1,0-

i 
\ \ 
\ \ 45 -4 ) = 10 f 

\ \ ь \ff 

\ \ \ 
ч \ s 

0 i 0 -л 

Obr. 16. Diagram závislosti /ln = 10~5 na~fŤj Obr. 17. Diagram závislosti Zln = 10~6 na 
argumentu u a modulu k při výpočtu pomocí 

potencní řady. 
argumentu u a modulu k při výpočtu pomocí 

potencní řady. 

4 1 7 



\Rn+i\ < | a n | j k d e R n + 1 je zbytek řady (10) od n + 1 ho členu a an je n-tj člen. 
Abychom zjistili, jak rychle bude řada (10) konvergovat, položíme podmínku, 

aby \an\ < ZJra. J inými slovy, bude nás zajímat, pro které hodnoty u a k nepře­
stoupí velikost n-tého Členu rozvoje požadovanou velikost zJra. Bude tedy pft> 
n = 2 

< zJ2 čili k-Ěl < ZJ3, 

pro n = 3 
4 / 0 

| a 3 | < ZJ3 čili Č s 1 ^ - = A 5 > 

atd. 

Grafické znázorněni těchto vztahů je pro n = 2 — 6 při různých hodnotách 
argumentu w a modulu & provedeno v následujícím diagramech: 

obr. 12prozJ r a = 1 0 " 1 , 
obr. 13prozJ n = 10~ 2, 
obr. 14prozJ n = 1 0 - 3 , 
obr. 15prozJ r a = 10~4 , 
obr. 1 6 p r o z l n = 10~5 

obr. 17prozJ r a = 10~6 , 
obr. 18proZJ ra = 10~7 . 

Pomocí těchto diagramů je možno posoudit, až do jaké hodnoty n je nutno 
počítat pomocí tohoto rozvoje pro dané u a k, chceme-li docílit požadované 
přesnosti. 

Pro usnadnění konkrétního výpočtu ještě uvedeme hodnoty (2n — 1)1 
a [(2n — l)!]™1 pro n = 1, ..., 6, uspořádané do tabulky na obr. 19 a diagramy 
závislosti přibližných hodnot výrazu £ 2«-i[( 2^ — l ) ! ] " 1 jednak na modulu k 
pro určitá ?i, jednak na n při určitých k (viz obr. 20 a 21). Prodloužení vypočte­
ných křivek v posledním diagramu umožní dosti dobrý odhad těchto součini­
telů pro n nepříliš větší než n = 6. 

3. Výpočet pomocí Fourierova rozvoje 

Provedeme-li Fourierův rozvoj pro funkci sn (u, k), dostaneme řadu 

n = 0 a L -J 

K' 

kde q = e~nK je opět eliptická modulární funkce. Odvození tohoto rozvoje 
je uvedeno např. v [1], str. 249. Zde si všimneme otázky konvergence této řady, 
rychlosti konvergence při různých hodnotách argumentu u a modulu k a úpravy 
té to řady pro použití v teorii filtrů, uvedené též V. F E T Z E R E M v [10]. 
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V řadě (12) položíme nyní 

2я _ u 
Ш " ' 2K ~ v ' v%n+l = T 

łИ+V í 

, 2 n + l * (13) 

Pak bude 

sn (u, h) = P }Г p2n+1 s in (2те + 1) vл == J a« = Ä ' (14) 

k 

1,0-

0,5-

I 
4, \ '10 * 

\ I 
\ \ 

\ 
Ч 

0,5 < 0 

Obr. 18. D i a g r a m závislosti án — 10~7 n a 
a rgumentu u a modulu k p ř i výpočtu pomocí 

p o t e n č m řady . 

те (2те - 1)! 
1 

те (2те - 1)! 
(2те - 1)! 

1 1 1 

2 6 0,16 

3 120 0,0073 

4 5040 0,0001984126984 

5 362880 0,000002755731922 

6 39916800 0,00000002505210838 

Obr. 19. Tabulka hodnot (2n - 1)! 
a [(2n — l ) ! ] - 1 pro n — 1, . . ., 6, 

1 2 3 4 5 r a 9 ю 

Obr. 20. Diagram h o d n o t C 2 « - i t ( 2 n — l)]]~1 

p r o n = 2, . . . , 6 v závislosti na k. 
Obr. 21. Diagram hodnot C2n_i[(2n — 1)!]~E 

pro k = 0,5; 0,8;" 1,0. 

419* 



Postačující podmínkou pro konvergenci řady (12), resp. (14) je, aby konver­
govala řada 

«' = Î Һ I = Í>2 ч n+lU 

1 - g -
- sin (2n + 1) nv (14a) 

n = 0 « = 0 

sestavená z absolutních hodnot jejích Členů. Pro všechna n pak platí, že $ < $'. 

Ř a d a $ ' bude konvergovat vždy, bude-li 
konvergovat též řada 

S" = P 2 ï П+Vг 

protože je 

£ < £ ' <S" . 

(14b) 

(14c) 

-0,0* 

Pro vyšetření konvergence řady S" lze po­
užíti některého z kriterií pro řady s kladnými 
členy. Podle ďAlembertova kriteria konver­
gence řady s kladnými Členy stačí, aby řada 
konvergovala, je-li 

lim ^ ± 1 ^ Q < i . 
n - * o o a n 

Obr. 22. Diagram hodnot é0 v závis­
losti na argumentu u pro určité hod- P o u ž i j e m e - l i t o h o t o k r i t e r i a n a ř a d u (14b), 

noty modulu k. b u d e 

ч 
n+'/3 

hm -—ti = h m X77 = hm q -= ~zz — ? 
o / 7 n + x / 2 •» 1 i 7 2 n + 3 ^ 

n-s-oo t*7} n~>oo q n - * o o x </ 
1 _ g2n+l 

1,0 V // 
\ v r; ЛŐ* 

ïï 
\ \ ш í п n .Г. 

\ „=-.iõг ň\ -*. V řтVУ-

\ / \ \ŕ- «" 
06 Vj У * 

A *_ 
*1l 

ґ I I »l 
—v Jð ' 

0,5 W 20 

. "" k .—-„_-..—• ^ S-s в и 

\ -\l =fÕ I 4 / * 
\ í 
\ / f 

\[. V-ю2 
/ 
/ 
/ 

l-% =ю V IЛ н г / / 
0,5 ţ ö 3 0 £ 5 3,0 

Obr. 23. Diagram hodnot /10 = konst. Obr. 24. Diagram hodnot \AX\ — konst. v rovině u, k. 
v rovině u, k. 
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protože pro všechna 0 < k < 1 je též 0 < q < 1, konverguje tedy řada (14b) 
a podle vztahu (14c) tedy i řady (14a) a (14), resp. (12). 

Pro posouzení rychlosti konvergence řady (12) v závislosti na různých hod­
notách argumentu u a modulu k vyjádříme nejprve odchylku správné hodnoty 
funkce sn (u, k) od hodnoty prvního členu rozvoje (12) 

1,0 

0,5 

nu A0 _= sn (u, k) — a0 = sn (u, k) — Pp± sin —— , 
_5t\ 

Grafické znázornění závislosti hodnoty A 0 na argumentu u pro určité hodnoty 
modulu k je provedeno v diagramu 
obr. 22 a opačně křivky A0 = konst. 
jsou v rovině u, k uvedeny v diagra­
mu obr. 23. 

l_-2 -І f v s 

л |Л_ \-1 ď 
ч • ^ 

iň И o4 

, 
2,0 2,5 

Obr. 25. Diagram hodnot |zl2| = konst. 
v rovině u, k. 

Obr. 26, Diagram hodnot |__3| = konst. 
v rovině u, k. 

Tak jako předešle určíme pro další členy rozvoje pouze závislost jejich abso­
lutní velikosti na hodnotách argumentu u a modulu k a sestavíme do přísluš­
ných diagramů (viz obr. 24, 25 a 26). Snadno totiž nahlédneme, že pro zbytek 

Pžn+3 řady (14) platí odhad Rn = £ a{\ < P p ^ - - . Vskutku, platí Rn < P 

+ ř W s + •••)• Poněvadž 0 < q < 1, je q*n+^ < g2«+3 p r o k a ž d é jfc __; 1, 

< 
1 

(Pln+3 + 

a tedy 
J \ QÍn+3+Jc l «„.. 

gi(l -_ g2n+3) 
- J W s TTT^iá+lH^ < ?*.+• S* P r o 

< PÍWs.l + q + ? 2 + •••) = PÍW, 

Avšak p 2 ( n + ť ) + 3 

Г Ì + . + » / 2 

v_(n+_)+3 1 - í -

. = 1, 2, . . . . Platí tedy Rn 

, čímž je tvrzeni dokázáno. Ч 

Pro usnadnění praktického výpočtu je dále uveden ještě v obr. 27 diagram 
závislosti hodnot P [viz rov. (13)] na modulu k, umožňující ovšem pouze při­
bližně jejich určení. Podobně jsou hodnoty p%n+1 [viz opět rov, (13)] pro n = 
= 1, ..., 4 v závislosti na modulu k sestaveny do diagramu obr. 2S a hodnoty 
v [viz rov. (13)] pro různé hodnoty modulu k v závislosti na argumentu u 
v diagramu obr. 29. 
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Při synthese elektrických frekvenčních filtrů podle Čebyševovy aproximace 
Cauerovou metodou přicházejí v úvahu hlavně eliptické funkce sn (u, k), 

jejichž argument u je typu u = — , kde l = 1 — (Q — 1) a Q je stupen tzv. 
Q 

funkce filtrace 0 v Q2, (Q je celé kladné číslo). />** 

Pak je v u 
2K 

ПC 

2gK 
1 
2p 

\ 
\ 

\ 
, _ _ ^ _ 

10 
1-k 

Obr. 27. Diagram hodnot P v závislosti 
na modulu k. 

Obr. 28. Diagram hodnot pZn+t pr° 
n = 1, ..., 4 v závislosti na modulu k. 

Protože pro prakt ický výpočet filtrů touto metodou vystačíme s Q = 2, ..., 12, 
lze pro různé hodnoty Q a l podstatně zjednodušit výrazy (12) a (14). 

Tak pro 
1̂  

Q _= 2 bude sn {—-, k 
1 

Pro Q = 3 bude sn (—, k Piъ 

]/i + ]/0~ " 

= PíUPi +VS~VI- VXI + Pia + Pii 

+ (PS-P9 +PlS~P21 + •••)] 

atd. Výrazy P a p2n+i jsou podle (13) pouze funkcí modulu k. V. Fetzer uvádí 
v [10] v dodatku celou tabulku t a k t o sestavených výrazů pro Q = 2, ..., 12. 

Za zmínku pak stojí ještě vztah 

1 — cn (u, k) 
I 9.' */ - I + dn (u, k) 

~ú který usnadní výpočet v případech, že 

Obr. 29. Diagram hodnot v v závislosti >u -— (kde V = 1 2 3, o). 
na argumentu M pro různá A. 2r 
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Závěr 

Provedeme-li srovnání uvedených tří metod výpočtu numerické hodnoty 
eliptické funkce sn (u, k), je z příslušných diagramů zřejmo, že v největším 
rozsahu argumentu u a modulu k lze při témže poctu členů rozvoje a téže 
přesnosti použít rozvoje pomocí funkcí •&. Nevýhodou tohoto rozvoje je 
však nutnost použíti kromě obvyklých trigonometrických funkcí ještě 
eliptické modulární funkce q. Tato nevýhoda je společná také Fourierovu 
rozvoji. Jeho předností však je jednodušší postup při výpočtu. Při použití 
potencní řady pro sn (u, k) nepotřebujeme na rozdíl od předchozích postupů, 
žádných tabulek ani jiných funkcí a vystačíme pouze s původně danými 
hodnotami u a, k & základními algebraickými operacemi. V určitých případech 
vede ovšem k cíli tento rozvoj jen velmi pomalu. 

Závěrem celého tohoto pojednání lze pak říci, že výpočet numerické hodnoty 
Jacobiho eliptické funkce sn (u, k), pokud nelze ovšem šťastnou okolností 
použíti přímo tabulek, je vždy poměrně pracnou záležitostí, jejíž složitost 
pochopitelně roste s požadovanou přesností. To je jedna z příčin potíží při 
praktické synthese elektrických filtrů podle Čebyševovy aproximace, kterou 
ovšem nelze žádným jednoduchým způsobem odstranit. Tyto obtíže nejsou 
příliš závažné u jednoduchých filtrů, avšak rostou s nároky, kladenými na 
vlastnosti filtru a v krajních případech mohou technika zcela odradit od použití 
této metody synthesy. Značně přesné výpočty zde nutné vyžadují pak použití 
mechanických počítacích strojů a t y nebývají vždy k disposici. Proto se též 
v poslední době věnuje zvýšená pozornost grafickým a analogickým metodám, 
umožňujícím rychlé řešení těchto otázek s přesností postačující v běžných 
případech. 
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Резюме 

НЕКОТОРЫЕ МЕТОДЫ ДЛЯ ОПРЕДЕЛЕНИЯ 
ЧИСЛЕННОГО ЗНАЧЕНИЯ ФУНКЦИИ 

зп (и, к) 

МИРНО НОВАК (Мггко Моуак) 

(Поступило в редакцию 28^111 1957 г.) 

Эллиптические функции Якоби, в особенности эллиптический синус 
вп (и, к), имеют большое значение во многих приложениях в технической 
практике. Без них нельзя также обойтись при решении задач из теории 
электрических линейных цепей, когда требуется найти численное значение 
нескольких выражений, содержащих эти функции. При этом обычно 
возлагаются значительные требования на точность. Итак, мы часто встре­
чаемся с задачей определить численное значение функции зп (и, к) с пред­
писанной точностью. Этим вопросам посвящена настоящая работа. Автор 
в ней ограничивается только значениями функции 8П (и, к) для действи­
тельных значений аргумента и и модуля к, имеющих для практики наиболее 
важное значение. 

В первой части приводятся в краткости некоторые важные свойства 
функции 8п (и, к), и указывается связь с другими эллиптическими функци­
ями. Затем показаны диаграммы для некоторых значений модуля к. В тре­
тьей части описаны некоторые, сравнительно доступные, таблицы, прово­
дится их анализ с указанием области, которую они охватывают, и с расчле­
нением параметров, и оценка с точки зрения их приложений. Дается 
несколько примеров их применения. Требованиям практики не удовле­
творяют никакие из описанных таблиц. Поэтому в статье уделяется большее 
внимание методам вычисления численного значения функции зп (и, к) при 
помощи других, лучше табелированных функций или при помощи разло­
жения в бесконечный ряд. Эти методы разработаны в следующей части 
работы. В первую очередь производится вычисление при помощи эллипти­
ческих функций #, Справсдлчво соотношение 

впО, к) =ъ=-« 
Џ Uv)' 
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и 
где # 0 и &1 — эллиптические функции тэта, V = , К — полный эллипти-

2К 
ческий интеграл первого рода. Функции # 0 и # х сравнительно хорошо 

табелированы. Кроме того, их можно разложить в бесконечные тригоно­

метрические, очень быстро сходящиеся ряды. Тогда 
. 7 , 2 д1!* 81П тгг? — о"^ &т %ш + . . . 

811 (и,К) — ггрг — — : 0 < • , > 
4 ' 1/& • 1 — 2д соз 2яг> + . . . 

Символом с[(к) здесь обозначена эллиптическая модулярная функция мо­

дуля к. Возможности определения ее численного значения как по таблицам, 

так и для незакругленных значений модуля к путем разложения в беско­

нечный ряд, описаны в, последующем отделе работы. Д л я усмотрения ско­

р о с т и сходимости этого разложения вп (и, к) проводится несколько рас-

суждений и приводится несколько диаграмм. 

Затем описывается метод вычисления, опирающийся на степенной ряд. 

Этот ряд является знакопеременным, и скорость сходимости можно, сле­

довательно, усмотреть, зная абсолютные величины его отдельных членов. 

Приводится целый ряд диаграмм, показывающих, для каких и и к это значе­

ние меньше данного значения. 

Последним из приведенных методов является вычисление при помощи 

разложения Фурье. И здесь приводится несколько диаграмм, облегчаю­

щих определить число членов ряда, необходимых для получения требуе­

мой точности значения 8п (и, к). 

В заключение дается краткая оценка описанных методов и список со­

ответствующей литературы. 

S u m m a r y 

A DISCUSSION OF SOME METHODS OF CALCULATION 

OF T H E FUNCTION sn (u, k) 

M I R K O NOVAK 

(Received August 28th 1957.) 

Elliptic functions and the elliptic sine sn (u, k) in particular have become 

important in a number of branches of technology. E. g., some parts of advanced 

network theory require the numerical calculation of large numbers of values 

of these functions, and with a considerable degree of accuracy. The present 

article discusses these questions, at least for real u, k. 

After a concise exposition of the main properties of sn (u, k), some tables 
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are discussed, their range and applicability. None of these appear to be com­
pletely suitable for practical requirements. 

In the direct computation of sn (u, k) we make use either of its relation to 
functions for which more suitable tables are available, or of its expansions 
in infinite series. Thus 

I. ti^v) 
sn (u, k) 

\lk Uv) 
11 

where §0, &1 are the elliptic the ta functions, v = — - and K is the complete 
2K 

elliptic integral of the first kind. Using the rapidly converging series of the 
theta functions, we may even write 

2 a1!* sin nv — qu sin Snv + . . . 
sn (u, k) = Ti~ — , 

• ; ]//c 1 — 2q cos 2nv + . . . 

where q(k) is the elliptic modular function of modulus k. The use of these 
expressions for computational work is discussed. 

In the power series for sn (u, k) which is alternating, the degree of appro­
ximation is shown by the absolute values of individual terms in the series; 
graphs are constructed, determining values of for which these terms are less 
than a given constant and thus t h e number of terms necessary t o obtain an}^ 
required accuracy. Graphs with a similar purpose are constructed for the 
expansion of sn (u, k) into a trigonometrical series. 
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