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SVAZEK 3 (1956) APLIKACE MATEMATIKY : CiSLO 6

CLANKY

NEKTERE METODY PRO URCENI NUMERICKE HODNOTY
FUNKCE sn (uk)

MIRKO NOVAK

(Doslo dne 28. Srpna'1957.) DT: 517.727: 518.12

Clanek obsahuje prehled nkterych metod urfeni numerické hodnoty
eliptickych funkei Jacobiho, specidlng funkee sn (u, k). Tato funkce ma
znaténou duleZitost v iadg obort sdlovaci elektrotechniky, zv1asté pak
v teorii elektrickych frekvendnich filtrii. Diskutovdna je otdzka pfes-
nosti. Vysledky jsou shrnuty do fady diagrami.

Uvod

Pfi mnohych tlohdch z teorie elektrickych linedrnich obvodil (specidlng
pH Fefeni otdzek synthesy elektrickych frekvenénich filtrG a korektort apro-
ximaci ve smyslu CebySevove) vyskytuji se v celé vads vyrazi, dilezitych
pro vysledek, eliptické funkece Jacobiho. Z nich nejdéastéjsi je elipticky sinus,
oznadovany obvykle jako sn (u, k). Ostatni eliptické funkce Jacobiho, které
téz ve zminénych aplikacich ptichdzeji v Wivahu, jmenovité elipticky cosinus
(obvykle oznadovany jako en (u, £)) a tzv. delta amplitudinis (obvykle ozna-
¢ovand jako dn (u, k)) je mozno na funkei sn (u, k) snadno pitevésti pomoci
dobfe znamych jednoduchych vztaht

sn? (u, k) + en?(u, k) = 1

a o (1)
dn? (u, k) -| k*sn? (u, k) =1,

Pfi konkrétnim technickém Yefeni vySe zminényeh tloh je pochopitelnd
nutno vyrovnati se ¢ otizkou, jakym zplsobem lze pro dané hodnoty argu-
mentu % a modulu k stanovit numerickou hodnotu pislugné funkece (vespektive
funkee sn (u, k)). Jak je zndmo, je elipticky sinus sn (u, k) inversni funkei
k eliptickému integralu prvniho druhu (Legendrova). Tento integral nelze
integrovati elementarné a nelze tudiz také elementarné uréiti hodnotu funkce
sn (u, k).
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V dal§im budou proto rozvedeny detaily problému uréeni numerické hod-
noty funkee sn (u, k). To je v zdsadé moZno provést t€mito zphsoby:

a) odedtenim hodrfoty funkce sn (u, k) z diagram,

b) odedétenim hodnoty funkee sn (u, k) z tabulek,

¢) vypoétem z hodnot jinych, lépe tabelovanych funkei,

d) vypodtem na zakladé rozvoje v nékterou nekonecénou fadu.

Pro technickou aplikaci ma hlavni vyznam funkce sn (u, k) pro realné
hodnoty argumentu % a redlné hodnoty modulu k2. Budeme se proto také
v dal§im zabyvati vyhradné témito pfipady. Pro realné hodnoty « a redlné
hodnoty % je funkee sn (%, k) viude spojitd — neobsahuje Zadnych singuldrnich
bodiapro0 Su = wal0=k=<1jetaké 0 < sn(u,k) = 1. Pro praxi bude
tudiz zdvaZnou otizka, s jakou presnosti dokdzeme hodnotu funkee tim kterym
zpusobem stanovit, respektive jaké se asi pk tom dopustime relativni chyby?).

V literatuie neni viak obvykle tato otizka zevrubnéji sledovana. To mive
vésti v uréitych piipadech k nesprivnému ndzoru na uZiteénou dotyéného
zplisobu vypodétu. Budou proto v daldim jednotlivé moznosti uréeni numerické
hodnoty funkce sn (u, k) posuzovany predeviim z tohoto hlediska.

Nejprve bude uveden prehled pouzitych symbola, pak bude nésledovat
shrnuti zdkladnfch zndmych vlastnost{ funkee sn (u, k) a posléze budou zevrub-
néji rozvedeny nékteré metody uréeni hodnoty této funkee zpisoby a) az d).
Na zavér je pak uveden obsaznéj$i seznam literatury.

Prehled pouZifych symbola

K plny elipticky integral prvniho druhu (Legendrova),
K’ ~ doplnék tohoto integralu,

5(76’ ?) elipticky integral prvniho druhu (Legendrova),

sn (u, k)

en (u, k) » Jacobiho eliptické funkece

dn (u, k)

U argument Jacobiho eliptickych funkei,

k modul Jacobiho eliptickych funkei,

K doplnék modulu Jacobiho eliptickyeh funkef,

1) Tato otézka se jevi zv1a5ts duleZitou pro synthesu filtra podle CebySevovy aproxima-
ce, kde napt. pro filtry navrhované podle provoznich parametr o zuZitkovatelné itce
propustného pdsma » = 0,9801 a stupni sloZitosti ¢ = 4 ndm chyba +19% v urdenf
hodnot funkce sn (1, k) v jednom z obou bodt, nutnych pro névrh filtru, zpisobi chybu
funkee filtrace aZ o 30%,.
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K,
q = e "K eliptickd modulérni funkce,

o0

31 Jacobiho eliptické funkece theta (9),
2

thy

Iga . pfirozeny logaritmus &isla a,

loga dekadicky logaritmus ¢isla a.

I. Zakladni vlastnosti funkee sn (u, k)

Obecens lze eliptickou funkei definovat jako takovou analytickou?) funkei
g(u, k), ktera je:
1) meromorfni3);
2) dvojperiodicka s periodami w, a w,, jejichz pomér % neni realny (viz
na pi. [9], [12], [23] atd.). :
Pro mnohd pou#iti jest udelné zavésti tzv. Jacobiho funkee, oznaéené jako
sin am (u, k) ,
cos am (u, k) ,
Aam (u, k)
(sinus amplitudinis, coginus amplitudinis a delta amplitudinis), nebo, jak
zavedl GUDERMAN, kratdeji sn (u, k), en (w, k), dn (u, k), respektive pouze

sn (u), en (u), dn (u), 6, jak se téZ dasto v literatuie pile s (u), c(u) a d (u).
V nasledujicim se podrzime nejobvyklej$iho oznadovani, tj. sn (u, &) atd.

,J e-li

“ ~—‘[1/1 — kuz sin? @ @

eliptickym integrdlem prvnfho druhu, ke ¢ je zvano amplztudou a k modulem
arguwmenty u, piseme, Ze
p=am (u, k) = amu
a
Aamu = Ap = (1 — k2 gin? qy)%

2y Podle [3] & [11] jest funkece analytickou v urdité oblasti tehdy, je-li v této oblasti
jednoznatné a diferencovatelné.

3) Meromorfni funkei rozumime takovou analytickou funkei, jeji¥ viechny v konetnu
leZici singularity jsou poly. V'.omezené &asti roviny mé meromorfni funkee pouze koneény
podet polu.
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a tedy sin ¢ = sin am # = sn (¢, k) je pak definovin jako inversni funkcé
k eliptickému integralu (2). Lze dokdzat (viz [11], [12] atd.), Ze tato funkce
je inversni funkef k funkei F(u, k), kterou obdrzime p¥i hleddni konformnfho
zobrazeni hornf poloroviny (z) na rovnobéinik v roviné () (zobrazeni je ddno

integralem Christoffela — Schwarze). Funkee sn (u, k) tudiz zprostiedkuje -
zobrazeni opadné.
® ’ Periodicita funkce sn (u, k): Lze

dokazat, ze funkece sn (u, k) je dvoj-
. :;a"",: - j:g::; periodickou  funkef o perioddch
S+ w, 40, = 4K a 20, = j 2K'. V periodo-
vém rovnobézniku 4w,, 2w, ma nuly
a poly rozloZeny podle obr. 1. Bude
tedy funkce sn (#, £) mit hodnotu
sn (u, k) = 0 pro v = 2mw, + 2nw,,
hodnotu sn (u, k) = co pak pro
u = 2mw, + (2n + 1) w,.

Aw,+ Wy 4Lu+2w2 X

Obr. 1. Periodovy rovnobéZnik funkee sn (u, k).

Déle 1ze dokézat, Ze plati

sn (w4 2wy, k) = —sn (u, k),
sn (u + 2w, &) = sn (u, k), : (3)
sn (4 - 20, 4 20,, k) = —sn (u, k) . )

Vztahy mezi funkcemisn (u, £), cn (u, k) a dn (u, k) byly jiz uvedeny v uvodu.
Pro aplikace maji viak vyznam je$té vztahy:

sn (4 + g, k) = k1sn™ (u, k) ,4)

n (u 4 o, lc)—%gz g ' (4)
n(u + o, + w, k) =k~ iigzg

Adiéni teorém: Jak je dokdzano napi. v [12], str. 218, lze psati
n (u, k) .ot (v, k) .dn (v, k) +sn (v, k). cen (u, k) . do (u, k)
1 — k?sn? (u, k) . sn2 (v, k) ’
sn® (u, k) — sn? (v, k)
1 — k2sn® (u, k) . sn? (v, k)

n(u+1>,lc):S

n(uw 4+, k)sn(u— v, k) =

Zvlastni piipady funkce sn (u, k): Lze dokdzat (viz napf. [12], str. 219), Ze
pro modul k£ = 1 p¥ejdou Jacobiho eliptické funkce na funkce hyperbolické
a pro modul £ = 0 na funkce trigonometrické.

Jest pak sn (u, 0) = sin u,
sn (u, 1) = tgh u .

1
4) Symbol sn—t (u, k) zde znameng ————— .
n (u, k)
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Souvislost eliptické funkce Jacobiho sn (u, k) s jinymi eliptickymi funkcemni:
Souvislost s Weierstrassovou funkei p{u) je dina vztahem sn (u, k) ==
= (p(u) — ea)"%, kde e, je hodnota funkee p(u) v bodé u = 0,5w,, pii Semz w,
a w, jsou periodami funkce p(u). (Viz téz napt. [12], str. 215, [1], str. 81.)
Souvislost s funke{ & se uvadi ve tvaru

. o —3 i(v) o u
sn (u, k) = k 5.(0) kde, V=g

|

(6)

D

II. Prithéh funkee sn (u, £) pro realné » a k& a moznosti uréeni jeji numerické
hodnoty pfimym odeétenim z diagramit

V pfedchozi stati byly uvedeny zdkladni poznatky o periodicité a rozloZeni
nul a péla funkee sn(w, k). Zde bude pro ndzornost naznaéen cely jeji prubéh
pro redlné hodnoty argumentu » a rizné hodnoty (realné) modulu k. Napied

sh(uk) m=k%1
R — ‘ - ST
# \M05 e gt
Tt |
. L NN | #r| oK lax A
TIRK 2 N\ P o
m=0 \/ [ ﬁr
-1 L
2 a5 10
Obr. 2. Prubéh funkce sn (v, k) pro redlnd w. Obr. 3. Prubéh funkce sn (u, «) pro redlni

v redukovaném méiitku.

viak je je§té dluzno se zminit o rozloZeni hodnot %, p¥i nichz jest absolutni
hodnota funkce sn (u, k) rovna jedné.’) Tyto jsou p¥ % = (2n, — 1) K+
+ gn,K', kde +4n,=1,2,8,... a +n,—=0,2,4,6,.... Uvazujeme-li pouze
redlné hodnoty argumentu w, piechdzi funkee sn (u, k), jak jiz bylo téZ uve-
deno, pro modul £ ménici se v mezich 0 <<k < 1 z trigonometrického sinu
na hyperbolickou tangentu argumentu «. Dostaneme tak diagram, naznadeny
na obr. 2. (uvedeny té% v [11], str. 336 a v [18], str. 1), &, jak se t67 ¢asto uvadi
v redukovaném méfitku pro argument u diagram obr. 3 (viz téz [14], |3], [10]).

Je z¥ejmé, Ze piesnost odedteni numerické hodnoty sn (%, k) pro dané w
a k z takového diagramu nebude piili§ velikd a Ze bude vidy zavisel na volbé
méiitka diagramu a pedlivosti jeho narysovani. Jsme zde rovnéZ odkazdni
pouze na zakreslené pribéhy pro jeduotlivé hodnoty modulu &, ncbot inter-
polace hodnot sn (u, k) pro nékteré jiné k mezi zakreslenymi kiivkami je velmi
problematicka.

5) Zde jsou uvaZovéany kromé obou os komplexni roviny u jesté body, kde » je celo-
diselnym nasobkem K respektive j2K’. Ve skutefnosti tvoii viak spojnice jednotkovych
mist funkee sn (u, k) v komplexni roving uzaviené kiivky.
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II1. Tabulky Jacobiho eliptické funkece sn (u, k)

Nejrychlejsim a ptitom jesté obirykle dostatedéné presnym zplsobem stano-
veni hodnoty urdité funkce je pochopitelnd jeji ptimé odedteni z tabulek.
V této stati jsou proto uvedeny nékteré snize dostupné tabulky funkee sn (u, k)
a je posouzen jejich vyznam pro diive jiz uvedené aplikace.

1. PouZiti tabulek eliptickych integrala

Vzhledem k tomu, Ze funkce sn (u, k) = z je definovana jako inversni funkee
k eliptickému integrdlu prvniho (Legendrova) druhu, je zfejmé moZno jeji
hoduoty piimo odedisti z tabulek pro tento integral (viz napi. [7], [14] atd).
Podstatnou nevyhodou je zde oviem skutednost, ze:

a) takto hleddme hodnotu u = F(¢, k) mezi neokrouhlymi hodnotami, coz
ve vétsiné plipadd vede k interpolaci,
b) vétdina tabulek funkee F(p, k) je sestavena pro argument ¢ = arc sin z,

.....

a je tedy nutno k nalezenému ¢ urditi jedté z = sin ¢.

Z uvedeného a z rozsahu zmindnych tabulek plyne, Ze toto rychlé urdeni
numerické hodnoty funkee sn (u, k) mi vyznam spiSe informativni a nehod{
se pro plesnéjsi vypodty.

2. Tabulky Jacobiho eliptické funkee sn (u, &)

V dostupné literatufe jsou tabulky pro pi#{mé odeéteni hodnot sn (u, k)
zastoupeny pomérné velmi mélo. Obvykle byvd citovan [18], z novéjsich pak
[20], [21] a [25].

Tabulky [18] obsahuji pétimistné hodnoty viech t¥i zminénych Jacobiho
‘ eliptickych funkei, a to pro modul k? = m odstupiiovany po 1/10 v rozsahu 0
az 1,0 a pro redlny argument u, odstupfiovany v rozsahu « = 0 aZ % = 3,00
po 1/100 a v rozsahu w = 3,00 aZ » = 6,5 po 1/10. Od hodnoty » = 2,00 do
w = 2,50 je pak rozsah modulu m = k? omezen na m = 0,6 az 1,0, od v = 2,50
do v = 3,00 na m = 0,9 a m = 1,0 a koneéné pro » = 3,00 az v = 6,56 pouze
na m = 1,0. Jsou zde uvedeny rovnéz piislusné diference mezi sousednimi
hodnotami sn (u, k) ve sméru argumentu u. ‘

Novéjsi tabulky [20] uvadsji na str. 159 viechny t¥i zminéné Jacobiho
eliptické funkce a to ve tvaru

sn (u, k) lo 1 (u, k)
~ginz cos x

, lgdn (u, £)),

8) V t8chto tabulkdch je symbolem lg @ mindn dekadicky logaritmus &isla @, na rozdil
od zde jinak u%itého oznadeni log a.

406



jednak v zdvislosti na argumentu z = cos 22 = cos T7) pro ruzné hodnoty

P
T . 4 . - 2 z

modulu ¢ = K jednak v zdvislosti na modulu ¢ pro razné hodnoty argu-

mentu z. Argument z je zde v rozsahu — 1 <z <C 4+ 1 ménén po 5/100,

modul ¢.v rozsahu 0 << ¢ << 0,55 po 1/100. Tyto zna¢né rozsahlé tabulky jsou
devitimistné a uvadéji pifslusné diference dvou sousednich hodnot funkee.
Jejich pfednosti je velkad presnost i znadny rozsah, podstatnou nevyhodou je
viak nutnost prevadéni ziskanych hodnot na skutedny sn (u, k), respektive
na ostatni poZadované funkece.

Tabulky [25] jsou jedendctimistné. Hodnoty sn (u, k), en (%, k) a dn (u, k)
je zde nutno urditi jako podil dvou ze étyi funkel A (r), B (), C (), D (»)
(coz jsou Jacobiho funkce @#). Potfebné vztahy jsou uvedeny tamtéi na
str. 248. Funkce A (r), B (r), C(r), D (r) jsou zde uvedeny v zdvislosti na
argumentu 7, kde plati, Ze

TO o
U = /K = —
ERTIE |
a na modulu @ ktery je dan vztahem k = sin . Argument r je odstupiiovén
po 1° v rozsahu 0 az 89°, modul @ po 5° v rozsahu 0 aZ 80° a po 1° v rozsahu
80° az 89°.

3. Pfiklady poufZiti uvedenych tabulek

Jest nalézti numerickou hodnotu funkce sn (u, k) pro v = 2,1 a k£ = 0,9.

Resent:

a) Pomoci tabulek F(p, k), nap¥. tabulek [14], str. 62 a dalsi:

2y = sn (u, k) = sn (2,1; 0,9)8)
urdime o == arcsin k = arcsin 0,9 == 1,12 == 64°10’. Ileddme tedy v slou-
pecku o = 65° hodnotu » = 2,1 a urdime piiblizné ¢ = 85°atedyz, = sin ¢ =
== 0,99619. Linedrn{ interpolaci pak docilime urditého zlepSeni.

b) Pomoci tabulek [18] uréime m = k2 = 0,92 = 0,81. Vezmeme ptiblizné
m = 0,8 a pro u = 2,1 nalezneme z; = sn (2,1 ; |/6,8) = 0,9975. Interpolujeme
linedrné mezi m = 0,8 a m = 0,9 pro m = 0,81 a dostaneme z, = 0,99654.

¢) Pomoci tabulek [20] stanovime K pro £ = 0,9 na K = 2,2805491 a k tomu
piisluné g = 0,10235242. Dale (napi. z tabulek [18]) uréime

U . 2,1

— == ] 4406
2K 2. 2,2805491 1.4

€ =

7) V t&chto tabulkéch mé symbol z jiny vyznam ne¥li v ptedchozim textu.
8) Zde oznadime pro vyloudeni zamény symbolem z, velidinu z, uva¥ovanou jako argu-
ment funkee F(z, k), tj. eliptického integrdalu prvniho druhu.
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a 2z = cos 2z = cos 2,892 = cos 184,110 = — 0,997917. Pro tyto hodnoty
nalezneme v [20], str. 171 a 172 pro

I
g=010 a z= — 1,00 ]g?fn__@_’_) — 0,0,
sin &
3
e— — 0,05 g0 00321758 .
: s X

Po linearni interpolaci mezi témito hodnotami dostaneme

I
pro g — 0,108z — — 09979 1g 28 o a001351371.
s x
Prog — 0,11az = — 1,00 jo 1o 28 o4
) SN ¥
proz = — 0,05 je 1g 8 ¢ 00343335,
Sin X
coz po linedarni interpolaci da pro
g— 011 az=—09979 1g %5 _ 00014126007 .
sin x

1g 5B o 1565750 . 1070 a tedy S5 1 000315

Sin S X

Protoze sin = sm 1,446 = sin 92,05529 = 0,9822229, je konetng sn (u, k) =
= 1,000315 . 0,9922229 — 0,9925354.

d) Pomoci tabulek [25] nalezneme pro w = 2,1 a k = 0,9 hodnotu
o 90° u 2,1

o s

= e = 900 = 82,8747° = §2°52'20". Dile je O =

= arc sin k£ = arcsin 0,9 = 64°10’. Z tabulek [25], str. 285 odeéteme pro
O = 65°ar = 83° .
A(r)  0,9918900707

Vi sn (. 1) = Blr) ~ 1,5302145843

= 0,64820514.

Déle plati vyraz k* 4 k2= 1 a tedy k' = VT:_k‘é = Vli—i()ﬁ = 0,4356,
Ik = 0,66.

. 0,6482

Je t n (2,1:0,9) = 207 098212,

Je tedy sn (2,1; 0,9) 0.66 0,9821

Je zFejmo, Ze pro zptesnéni vysledku bychom musili celkem 4 % interpolovat
(vzhledem k neukrouhlym hodnotdm 6 a r).

Z uvedeného prikladu je ziejmo, ze:

®

a) Pouzitim tabulek F(gp, k) podle piedchoziho lze ve vét&ing pripadd urditi
numerickou hodnotu sn (u, k) pouze informativné.
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b) Pouziti tabulek [18] dava rychle pétimistnou hodnotu sn (u, k); otevienou
otdzkou je zde ov8em, jaka je ¢iselnd velikost piipadné chyby, zavinéné az
dvoji interpolaci p¥i takovych hodnotich argumentu u a modulu 4% = m,
které nejsou p¥imo uvedeny v téchto tabulkdch,

¢) Pouziti tabulek [20] je dosti obtiZné a zdlouhavé, zejména, vychazime-li -
od - obvyklé formy zadini v argumentu w a modulu k. Nékolikanisobnou
interpolaci (v uvedeném piikladé bylo interpolovino celkem 6 ) nedosahneme
viak vysledkt, vyvazujicich podtiiskou namahu. Rychlost a pohotovost
k pouziti je té% znaéné sniZena jednak nékolika (v uvedeném piikladé péti)
pocetnimi tkony, nutnymi k vydéisleni vysledku (kromé podetnich dikon, nut-
nych pfi interpolacich) a nutnost{ pouziti kromé uvedenych jesté troje jiné
tabulky (tj. tabulky K a g, které byvaji obvykle sloueny, tabulky trigono-
metrickych funkei a tabulky dekadickych logaritm). Jesté vétsi obtize nasta-
nou, neni-li dana hodnota modulu & (respektive &k? = m) obsazena v tabulkach K
respektive ¢ a hodnota ziskand interpolaci nedostaduje. Pak nezbude, nez
uz{ti pro uréeni numerické hodnoty K respektive q nékterého ze zpuasobi, uve-
denych napt. v [10] ¢i [33].

d) Konec¢né pri pouziti jinak velmi piesnych tabulek [25] je ziejmo, Ze kromé
piipadné ¢tyinasobné interpolace musime jesté dvakrat odmociiovat a dvakrat
délit. Situace se pondkud zjednodusi v pripadech FeSeni tloh ze synthesy
91ekt1‘ickyc'h frekvenénich filtra, uzivajicich CebySevovské aproximace (ve
smyslu Fedeni tzv. I1L. tlohy Zolotarevovy), kdy, jak je zFejmo napi. ze vzorei
uvadénych v [3], [10], [15], [26], [38] atd., piichdzeji v {vahu pouze argu-
menty u typu

kde m, n jsou kladnd a celd ¢isla. Tim se sice ponékud urychli postup vypoctu,
hlavni tézkosti v8ak zistanou.

IV. Vypolet numerickyech hodnot funkee sn (v, k) na zakladé jinych, lépe
tabelovanyeh funkeli, respektive rozvojem v nekoneénou fadu

1. Vypodet pomoei funkef &

Jak bylo jiz uvedeno d¥ive (a jak je téZ odvozeno na pi. v [19], str. 17, 18,
[1], str. 80, 88, 91 a [12], str. 215), Ize Jakobiho funkei sn (%, k) vyjadiit na
podkladé funkef ¥ nasledujicim vztahem

! 1 9,(v)
sn (u, k) = = ¢ 6
k)= Y Do) ©)
kde 9, a 9, jsou eliptické funkce theta (9), a v = —‘;L;(, pii ¢emz K je Gplny
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elipticky integrdl prvniho druhu. Provedeme-li rozvoj funkei &, a ¢, podle
vzored, uvedenych napt. v. [l‘)] dostaneme pro sn (u, k) vztah
2 g7 sin T — gt sin 370 4 . 2 8,
Vk 1 — 2q cos 270 |- . Vk S,
ktery privadi problém uréeni hodnoty ehptlcke ‘funkee sn (u, k) na otdzku
uréeni hodnoty eliptické moduldrni funkee ¢ a obvyklych trigonometrickych
funkei. ProtoZe funkee ¢ mé vyznam téz v dal§im, viimneme si nyni blize
jednotlivych moznosti uréeni jeji numerické hodnoty.

(7)

sn (u, k) =

Metody pro urdeni numerické hodnoty eliptické moduldrnd funkce q(k) = e €

Pro informaci o prabéhu funkce g pro hodnoty modulu & v rozmezi 0 << k < 1

byl sestaven diagram obr. 4. Vidime, Ze funkce ¢ roste v oblasti 0 < k£ << 0,8

& pomérné pomalu a ve zbyvajici

0 | oblasti 0,8 << k <C 1 pomé&rné vel-
mi prudce.

] | Tabulky funkce ¢, uvedené na-

i | pr. v [19], str. 114—116 a v [18];
str. 66—69, podavaji rovnéz za-

X projf =0 vislost hodnot funkee ¢ na modulu
i L S m = k* (odstupnovaném po 0,01
T~ I v [18] a v [19] pak jesté kroms
0 | TTT—ly toho jemngji v rozmezi 0,8 <
WO T g T g <m < 1,0 po 0,001). Tabulky
Obr. 4. Diagram prib&hu funkco g pro hodnoty [14], str. 50 a 51 jsou sestaveny
modula 0 < k < v hodnotach log ¢ pro modul &« =

= arc sin k& odstupnovany v roz-

mezi 0 aZz 89°55" po 5. V tabulkdch [20] jsou na str. 282 uvedeny hodnoty

0,51

1 - . - . .
TV zavislosti na modulu — log &', odstuptiovaném v rozmezi 0 — 3,0 po

0,005.
Pokud je tfeba uréiti hodnotu funkee ¢ pro néjakou neokrouhlou hodnotu

modulu £, kterd neni obsazena v tabulkach, lze pouZit rozvoje
=g |- 265 4 15e° + 1506'3 | 170717 + ..., ' (8)
kde ¢ = —ij_v (viz téz [10], str. 395, nebo [14], str. 44)a k'? = 1 — 2
2.1+ k)
Je ziejmo, e pro 0 < k£ =< 1,0 bude 0 < ¢ =< 0,5. Rada (8) konverguje pro
kazdé 0 = k =< 1,0 a to pomérné velmi rychle.
Otdzky konvergence rozvoje (7) pro funkei sn (u, k)

Nejprve si viimnéme otazky konvergence rozvojt. pro funkee 4, a 9, obsa-
zenych v rov. (7). Postadujici podminkou pro jejich konvergenci je, aby kon-
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vergovaly Fady sestavené z absolutnich hodnot jejich é&lenti. Aby tyto fady,
které oznaéime jako S; a S; konvergovaly, postadi, budou-li konvergovati
fady

feel @
” DAY ” e
317:29( e ’ SZ:‘Zqﬂ'
n=0 N=10
Ztejms plati, %e |S,,| = 812 =< 81, PouZijeme-li pro vysetieni konvergence
v " . . ’ v
fad 82 d’Alembertova kriteria, dostaneme pro fadu S

. Qg . (nr ) L
lim =lim - =limg™»2=0 pro 0<gqg<1
(n 4 ._[)2
N-—>00 an -0 q 2 H—>00
a pro fadu S,
.y . gD .
lim 2 — lim q'f =limg*+1 =0 pro 0<<qg<<1l.
a "
>0 n N—>c0 [ n—c0

Obg limity jsou men$i ne# jedna , fady 8; i S, tedy konverguji a tedy kon-
verguji i fady S, a 8, pro funkce 9, a . Za predpokladu, Ze ¥; se neblizi nule,
konverguje i vyraz (7).

Pro posouzeni rychlosti konvergence tohoto rozvoje zjistime, pro které
hodnoty argumentu » a modulu k& nep¥ekrodi absolutn{ hodnota n-tého ¢lenu
rozvoje (7) zvolenou hodnotu 4. Celkovy tvar rozvoje (7) lze psati takto

S A (1)
sn (u k):i.A"_Al“'"Az“Aﬁ“' = 2,_"————2“ - L (7a)
’ VE By — B, + By — B3 + ... VkiB(—l)”
n=0 "
2
Pron = 0je sn (u, k) = —“_:é"- —=a,adilepron =1,2,3,... je postupns
n="0 Vk Bo .
2 A A
sn (U, k) = 7= (525 — 1 = qay —a,,
ﬂ=1( ) V]c (Bo'“Bl } By — Bx) ¢ !
2 4 4 '
ST ,]C = = 0 —_ 1 7b
200 =5 (BO—BI+Bz By =B, 7B " (7b)
A2 —_— " ’ N
+Ej€1ﬁq) =y — a; + ay, abd.,

I ¥ v v *
kde sn, (u, k) znadi pfibliznou hodnotu funkee sn (u, k), vypoétenou z rozvoje
(7) pIi uvazovani n jeho ¢lend. Déle je pro n =1

ny (k) — 2 Ag— A, + Ay — .+ (=1 A (=14,
A Vk‘_ Bo - Bl +- Bz — ..t (v_“l)lgl Bl*l + (—1)LBZ
a tedy .

411



V_ u, k) = Ay — Ay + A, — ...+ (=11 A,

+— sn, (

By— B, +B,— ...+ (—1)' B,
(—4)’Az VR osn, (w, B)
+Bo—51 + B, — + (—=1)'B, T) 1 +(—1)lbl + (=D,
(70)
kde B,
b = By~ B, + B, — ...+ (=17 B,_, " (7d)

Nyn{ provedeme rozbor zivislogti velikosti n-tych élent rozvoje (7b) na.
velikosti argumentu % a modulu .

Pron = 0 je

sn (u, k) = k= 2¢" “smﬂ— = q, .
sn (v, £) 7 oK = %o

Poloiime podminku, aby |a, —sni(u, k)| = |4,), kde 4, je pfedem stanovend
odchylka skutené a takto vypoétené hodnoty funkee sn (u, k). Pak je

4] = ’ 2 o, . au .
0 = === S —— -
2 e ol = =9 ZK—sn('M,, ) -
_, it
fo | — =
; Tt
B d US LR A
‘ it 7 — k
2 / TN =03 %0
‘ WY/ 22N | - 4/
10° / oo W L L
=N H{ = _ / I l
st A Y 3,14 70 ‘
: B e
gl / s _A
= eI /
7 e / \a=10” |7/ i
(HF 1A 14d=1
s - ] 3
A = | %
A \ RN
%° \ L u ‘ u
0 10 20 0 10
Obr. 5. Diagram zévislosti |4,| na argu-  Obr.6. Diagram zavislosti argumentu % a modualu &
mentu # pro rizné hodnoty modulu m =  pro razné hodnoty [4,| pfi vypodtu pomoci funkei &.

= k? pfi vypodtu pomoci funkei #.

Po vydisleni tohoto vztahu pro rizné hodnoty argumentu u a modulu & dosta-
neme diagramy obr. 5 a obr. 6. Prvy z nich podévé zdvislost mezi argumentem u
a veli¢inou |4,| pro rizné hodnoty meduln %2 = m, druhy pak zévislost
argumentu % a modulu % pro uréité, predem zvolené |4,|. Pribéh hodnot a,
je pro riznd k v zavislosti na » vynesen informativné v obr. 7. (¢drkované).

Odtud je z¥ejmo, Ze s rostoucim modulem k roste i velikost odehylky |4,
pti viech hodnotdch argumentu ». Z diagramu obr. 6. Ize pak pro danou
hodnotu modulu % p¥iblizné urditi, p¥i kterych hodnotdch argumentu u nepte-
stoupi odchylka |4,| pFipustnou velikost.
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Pro n = 1 vyjadifme na rozdil od piedchoziho podminku, aby |a,| < |4,],
tj. aby absolutn{ hodnota » 4 1-ho ¢lenu rozvoje (7) byla mensi nebo nanejvyse
rovna danému kladnému dislu 4,

Je tedy
¢ sin 3nuw |
mly ‘)K
0] = (e (A
‘l/]L 1— ‘7gnosﬂ |
: Ko
Odtud
2 o, . dmu U
——q 't sin - = 1 — 2¢ cos —— -
A,k 2K ‘ K
Oznadime-li
TU .
= = aw jako
5K jako f,
2 .,
~ lo 2
=q"* jako [,
INE
a 2 jako 1,
Ize pFedchozi vztah psati jako
lisin38 =1 — 1,cos2f. Yo ! ~
|
(8) e
//4 A
(A s
A
u -
25 f l ki=0944 i 7.
N \ 1¥74
| / 1
ka4, | Ayl
A w2 i
\ | = 6\-‘\—\‘“_/‘% /’///) /(41]' 7:4
157 \\ A A -0t |
J T L - 7T s
/ T H ’71' ZM 4’”2
T 0 )l d - P .
! N 7 ;ﬂ' rb,l=10 q
- A 10 /" z
2\ P ’f
L HAJ=10, -z |
05 JIE X ] Al |
3 Z 53
| e2B o )ag-10 h. ™
< A= -

01 : Ry N T -
10 05 k 0 0 6543 2 ot X654 D 2-E~g755¢3 2 376543 2 -4
0 05 @ 10— 1 0 L 10 0

’ 1-k
Obr. 7. Diagram zdvislosti argumentu » Obr. 8. Diagram zdvislosti argumentu % a modulu &
a modulu k£ pro rézné hodnoty {d;| p¥i pro rizné hodnoty || pii vipottu pomoct funkei &
vypoétu pomoei funkei ¢ (v linedrnim (v logaritmickém métitku).
méfitku).
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Grafické zndzornéni feSeni vztahu (8) nam dé zavislost argumentu » a modulu k&
pro rtzné hodnoty |4,|. Toto je zndzornéno v diagramu obr. 7 v linedrnim
a v diagramu obr. 8 v logaritmickém mé¥itku pro modul % (respektive 1 — k).

Dale je
k
% ; —‘—ano (u, ]G), a .
5 S (u, k) T 1—b, YT 1—b8, L (8a)
kde
U ‘
b, = 2q cos 27w = 2q cos K : (8b).

Prabéh kiivek b, = konst v prvnim kvadrantu roviny », t je informativné
zakreslen rovnéZ v obr. 8. .

Pro n = 2 je opét podminka |a,| < |4,| formulovana v tém#e smyslu jake
pro n =

Pak jest
lag| = 2 q"" sin 5au 06K < 14,
e k1 — 2q cos 2au 0,5K-1 + 2¢* cos 4mu 0,6K1| = '7*
Polozime-li opét v = %(- a = f,
Qq“/a -
— =1y, 2¢=1,, a 2¢*=1,,
Azl/k 3 q 2 q 4
bude podobné jako diive platit vyraz
lysin 58 = 1 — 1, cos 28 + I, cos 45 (9)
Podobng jako difve je zde
k
A ) — \
5 Shy (u, k) =1, Fa,, (9a)
kde
2q* cos 2—:?1’ 2g* cos -Z-Iﬂ(—u
by = A - ) (9b)
1 — 2qcos 2% I=2
1 —2qcos

Grafické zndzornéni feseni vztaht (9) a (9b) je uvedeno v diagramu obr. 9,
ktery informativné udava zavislost argumentu » a modulu % pro rtzné hodnoty
|4,] a b, (opét v logaritmickém métitku pro modul %k, respektive 1 — k). Ze
srovnani diagrama obr. 8 a obr. 9 je zfejmo, Ze rozvoj (7) konverguje znaénd
rychle v 8iroké oblasti argumentu u i pii velkych hodnotdch modulu & (0 <
< k< 1).
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Viimneme si jeté blize vreholi kiivek v diagramech obr. 8 a obr. 9 (tj.
t&ch bodi, v nichz p¥isluné vztahy prestanou mit Yedeni a [44| je pro viechna w
men${ nezli zvolend hodnota). Piiblizné zjistime:
pron =1 |4,] = 101 Ik = 0,99

|4, = 10~2 k

[All = 10-3 k

IAII = 10-% k

pron = 2 |dg] = 1071 k
: [4,] = 10-2 k
|d,] = 10-3 k

[4,] = 10-* k

ldzl = 105 ok

|4y = 10-% &k

[4y] = 10-7 k

lAZI = 10-8% k

= 0,88
= 0,63
= 0,42
- 1,0
= 0,9999
= 0,999
= 0,99
— 0,95
— 0,9
— 0,85
= 0,8

Tyto dvé tabulky a predchosi diagramy ndm vymezuji pouZitelnost roz-

voje (7).

Nutno jedté podotknouti, ze vzhledem
k tomu, ze vztahy (8), (8b) a (9), (9b)
jsou periodické pro w, vyskytnou se ve
skutednosti p¥i piipadném rozsifeni zob-
razeného argumentu wu jesté daldi vétve
ktivek |4,]. Pro jednoduchost nebyly viak

tyto dalsi vétve v obr. 7, 8 a 9 kresleny.

2. Vypoéet pomoei potenéni Fady

Potendni fadu pro funkei sn (u, k) lze
odvodit nékolika zptsoby. V [10], str.
395, [6], str. 81, [4], str. 56 atd. jsou
uvedeny nékteré z nich (napf. pomoct
véty Colin MacLaurinovy nebo pomom
binomické véty).

Tak jako predesle zde bude zkoumédna

"{ ! A s 1T
7 1 1
L ki Al il /55
// =10 L yu
| A
} ‘ l‘ iV PPN, |
T & 7 Op=TI0
| i ARVANrES
‘ //// / Sl ]
i g 4 ) LA
iVeE (/ BT NadH 10
L1 WL
! = £S5 Y
’Azlw?{lffm N N
E I~ Tt —
'15) T I I |
% ”’ 7654 3 2 la‘? Fes54 3 2 163 7654 3 2 fé‘

. Tk

Obr. 9. Diagram zdvislosti argumentu u

a modulu & pro rizné hodnoty |A,| p#i

vypoétu pomoci funkei # (v logaritmic-
kém moritku).

~r

nejprve otazka konvergence, jeji

rychlost a posléze budou uvedeny nékterd diagramy, usnaditujici praktické
pouziti této Ffady pro vypodet funkce sn (u, k).
Potenéni fadu pro funkei sn (u, k) 1ze psti ve tvaru

u? us u’ :
sn (u,k) = LU — Q;EST + s 5T 57'7),* 4. =

«©0

' Z (— 1" Loy oy = i

o

(10)

n=1
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kde {an-1 jsou nasledujicl funkee modulu k:

51 =1,

C:; =14 2 s

Ly =14 14k2 | I*
§7 =

Cg =

Cu =

1+ 135k + 135kt + °,
1 1228k2 4 5478k% -+ 12288 + k3,
= 1 4 11069%2 - 165826%* + 165826k6 -1 11069%8 + k'° atd. , (11)

Pro rtzné hodnoty modulu % jsou velikosti koeficientl sestaveny v nasleduji-
ci tabulee na obr. 10 nebo pro neokrouhlé hodnoty modulu k v diagramu obr. 11.

v

N |

I R S
0,99 1,9801 15,68199601 263,935441 7623,7681109 336478,173513
0,95 1,9025 14,44950625 233,5309356 5474,491499 274298,433253
0,9 1,81 12,9961 199,454941 5197,83581521 198299,6056992 |
0,8 1,64 | 10,3696 142,958144 3352,78940416 120343,9569572 |
0,5 1,25 4,562 42,203125 | 669,56640625 15766,6455078
0,2 1,04 1,6616 6,61664 ! 59,67072256 ‘ 815,23857674

Obr. 10. Tabulka velikosti

koeficienttt {y,_, poten¢ni fady pro sn (u, k) pro ruzné hodnoty
modulak an = 2,...,6.

Z rovnic (11) je ziejmo, Ze v krajnim piipadé pro £ = 0 p¥ejde Fada (10) na

fons :

0* 7

4 3 — a
s / [ e o
M 7 7Z

N Eo

/L v

%0 / LA
7

s

N /

2 / /

z
p ===

5 I

p I[

3 [,
i d

/“

10" ol

, ]

e

3

!

- %L | T m T

0 o5 10

obvyklou potenéni fadu pro trigonometricky
sinus. '

Otdzky konvergence rozvoje (10) pro funkci
sn (u, k)

Radu (10) je mozno odvodit z MacLaurinova
rozvoje funkce sn (%, k) (viz napt. [33)]). Polo-
mér konvergence této Fady je pak r» = (p), kde
p je pdl funkee sn (u, k) nejblizéi k bodu u = 0.

Rada (10) konverguje téz absolutnd. Pro
dostateéné mala u bude tato konvergence stej-
nomérnd (prakticky pro w = 1,5). Pak plati, ze

Obr. 11. Diagram zdvislosti koeficientl (s, Potenéni Yady
pro sn (u, k) pro rtizné hodnoty modulu kan =1, ..., 4.
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Obr. 12. Diagram zavislosti 4, = 10-! na
argumentu v a modulu k pii vypodtu pomoci
potenéni Fady.

[

-
I
—

A

n VAR
,,,,,,\\\ .
N
0 05 10 15 20 25

Obr. 14. Diagram zdvislosti 4, = 10~% na
argumentu » a modulu & pfi vypodtu pomoci
potenéni Fady.

) G5 10 15 20 25 3,0

Obr. 13. Diagram zavislosti A4, = 10-2 na
argumentu « a modulu k pfi vypoétu pomoei
potenéni Fady. ;

X
; | T\
|
\
0l |
05 \\&{TM’A T0l |
i .-___,\\. _
. \}XE\ — L )

Obr. 15. Diagram zdvislosti 4, — 107* na
argumentu % a modulu & pfi vypodtu pomoei
potenéni fady.

k
10
| 4.8, 4107
—
05
\
s\ B
HEAYAN
N
\\ \\ o lu
0 05 10 15

k
401 \ e
\
I\ 1]
05 \\ | s g |
\ ;
ANAN
\\ \\
NN u
0 10 20

Obr. 16. Diagram zévislosti A, = 10-° na™¥
argumentu w a modulu k& pti vypodétu pomoci -

potenéni fady.

Obr. 17. Diagram zdvislosti 4, = 10-% na
argumentu « a modulu & p¥i vypoétu pomoei
potentni Fady.
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[ Ry ] <@g, kde R, 5 je zbytek Fady (10) od » + 1 ho &lenu a a, je n-ty élen.

Abychom zjistili, jak rychle bude ¥ada (10) konvergovat, polozime podminku,
aby la,| = 4,. Jinymi slovy, bude nds zajimat, pro které hodnoty » a k neple-
stoupi velikost n-tého &lenu rozvoje pozadovanou velikost A4,. Bude tedy p
n =2

3
iaz[ = 4, ¢l 53!%4 = 4,,
pron = 3
_ e . |ul®
|a31 = A4, ¢l g5l5—[! = 4,,
atd.

Grafické znazornéni téchto vztaht je pron = 2 — 6 pfi rznych hodnotich
argumentu « a modulu £ provedeno v nasledujicim diagramech:

obr. 12 pro 4, = 1071,
obr. 13 pro 4, = 102,
obr. 14 pro 4, = 10-3,
obr. 15 pro 4, = 10-%,
obr. 16 pro 4, = 10-5

obr. 17 pro 4, = 10-%,
obr. 18 pro 4, = 10-7.

Pomoci téchto diagrami je mozno posoudit, az do jaké hodnoty # je nutno
poditat pomoci tohoto rozvoje pro dané u a k, cheeme-li docilit pozadované
presnosti.

Pro usnadnéni konkrétniho vypodtu jesté uvedeme hodnoty (2n — 1)!
a[(2n —1)JTpron = 1, ..., 6, uspofadané do tabulky na obr. 19 a diagramy
zavislosti pribliznych hodnot vyrazu C,,—;[(2n — 1)!I]~ jednak na modulu %
pro urtita »n, jednak na n p¥i uréitych % (viz obr. 20 a 21). Prodlouzeni vypocte-
nych kfivek v poslednim diagramu umozni dosti dobry odhad téchto soudini-
telll pro n neptilid vSt&{ nez n = 6.

3. Vypodet pomoci Fourierova rozvoje

Provedeme-li Fourieriv rozvoj pro funkei sn (u, k), dostaneme fadu

207 & G . 2n + 1) nu |
s (u, k) = ;k Z : L g S0 [ ( ”;K ~A], (12)
n=0

kde ¢ = ¢k je opét eliptickd moduldrni funkce. Odvozeni tohoto rozvoje
je uvedeno napk. v [1], str. 249. Zde si véimneme otdzky konvergence této fady,
rychlosti konvergence pfiraznych hodnotach argumentu » a modulu £ a upravy
této fady pro pouziti v teorii filtrd, uvedené téz V. FErzEREM v [10].
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V fadé (12) polozime nyni

2n

qn+1/.

u .
R‘k :P, ﬁ =9, pZnJr.l :T.— q2'n+l . ‘ (13)
Pak bude )
° N oo N o0
S0 (u, k) = P > py,pqsin (20 + Vo= > a, = 9. (14)
n=0 n=0
k on — 11 Y 1
0 ) n (Zn — 1)! ] ——W ~y
11 1
4
A,]8.10 :
2186 0,16
054 \\ \ 3 | 120 0,0073
\L:\a 1] 4 | 5040 0,0001984126984
\ 5 | 362880 0,000002755731922
A | S
\ | e 6 | 39916800 0,00000002505210838
0 05 0 |

Obr. 18. Diagram zévislosti A, = 107 na
» argumentu v a modulu & pii vypodtu pomoei
potenéni rady.

{?n»f )
(20-1 , 0

10°= T
P =

N @A Oy

/=g

k

a 05

Obr. 20. Diagram hodnot {y,_,[(2n — 1)!]71

pro n = 2, ..., 6 v zévislosti na k.

40

2 gi pr—

Obr. 19, Tabulka

hodnot (2n ~ 1)!

al[(2n — )] lpron=1,...,6.

Jen-s

Obr. 21. Diagram hodnot {y,, [(2n — 1)1]~¥

pro k = 0,5; 0,8; 1,0.
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Postadujici podminkou pro konvergenci rady (12), resp. (14) je, aby konver-

govala Tada
8= la|=P>

n=10 N==0

(14a)

—_ an+1 ]

q'n) 1, . !
i geri S0 (2n + 1) n’u,

sestavens z absolutnich hodnot jejich &lent. Pro vSechna n pak plati, ze § < §'.

fﬁ Rada 8" bude konvergovat vidy, bude-li
' // N\m=4%a konvergovat té2 fada
, S g
§"=p > L 14b
/ mak2 \ ) ;) 1 — q2n+] ( )
+0,05 / 7 ™ . protoze je
] \ ' S =<8 <8". (14c)
y/’ 4 'kzlj \ \ Pro vysetfeni konvergence ¥ady S” lze po-
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il NG m‘* o | ¢leny. Podle d’Alembertova kriteria konver-
i W\ gence Fady s kladnymi éleny stadi, aby fada
R konvergovala, je-li
A\ @
a1 NI lim "8 s p <1,

n—c0 a’n

Obr. 22. Diagram hodnot 4, v zévis- .. . L .
losti na argumentu  pro ursité hod- PouZijeme-li tohoto kriteria na ¥adu (14b),

noty modulu %. bude
qﬂ +3[g
. Oy N . 1 — genil
lim 2 = lim —limg -1 _
n—sco P q"*‘/z wq 1 — g2n+3 q,
k k
10 _
" ) ] L
=4 72|
ISP/ a0l |
‘S =lZ//(IN® y/
— -, { VPR /
\A,az.m / /
S /‘} N\ 407 . 01/l ] N
05 /’ > \ \__‘ A
A=he I ] A‘ —
P T -
i AURNEY
| I\l A=10¢
lu u
° o5 o »” 20 05 10 5 20 25 - a0
Obr. 23. Diagram hodnot 4, = konst. Obr. 24. Diagram hodnot [4;] = konst. v rovind u, k.
v roviné u, k. .



protoZe pro viechna 0 < k < 1 je téz 0 << ¢ <C 1, konverguje tedy fada (14b)
a podle vztahu (14c) tedy i Yady (14a) a (14), resp. (12).

Pro posouzeni rychlosti konvergence fady (12) v zdvislosti na réiznych hod-
notéch argumentu » a modulu k vyjadifme nejprve odehylku spravné hodnoty
funkce sn (4, k) od hodnoty prvniho &lenu rozvoje (12)

Ay = sn (u, k) — ay = sn (u, k) — Pp, sin {}% .

Grafické zndzornéni z£\7islcsti hodnoty 4, na argumentu % pro uréité hodnoty

modulu % je provedeno v diagramu

ﬁck ~ e obr. 22 a opacné k¥ivky 4, = konst.
187 = . Ly . '
\ ™ 7 | jsou v roving u, k uvedeny v diagra-
N
A\ e V.Y P 73 mu obr. 23.
~N
™ 2
P k =
~ 1A)=10" | 144=10
” — N\ iag-14°
\ LA a4
— i 1a3=10
T 1A=167
| et
i u L
a5
2 05 0 15 20 25 0 03 10 15 an 25
Obr. 25. Diagram hodnot |A4,| = konst. Obr. 26. Diagram hodnot |4y] = konst.
v roving u, k. v roviné w, k.

Tak jako pfedesle uréime pro daldi éleny rozvoje pouze zavislost jejich abso-
lutni velikosti na hodnotdch argumentu % a modulu & a sestavime do piislus-
nych diagramii (viz obr. 24, 25 a 26). Snadno totiZz nahlédneme, %e pro zbytek
fady (14) plati odhad R, = [z a;| < P ?Ejf—:] Vskutku, plati R, < P

i=ni1
(Pansa T Ponis +...). Ponévad 0 < g <7 1, je ¢33k < g2ni3 prokazdé kb = 1,
1 B 1 gt

a tedy s AvBak Py = T gt
1’(1 e q20+3 . . ,
= p2n+3z — qé(ni»kmjg— < Panag ¢¢ pro v = 1, 2, ... Platf tedy R, <

< PPyl +q 42 +..) = szml—jq , ¥m% je tvrzeni dokdzéno.

Pro usnadnéni praktického vypodtu je dile uveden jeité v obr. 27 diagram
zédvislosti hodnot P [viz rov. (13)] na modulu k, umo#niujici oviem pouze pti-
blizné jejich uréeni. Podobné jsou hodnoty pg..; [viz opét rov. (13)] pro n =
=1, ..., 4 v zavislosti na modulu k sestaveny do diagramu obr. 28 a hodnoty
v [viz rov. (13)] pro rizné hodnoty modulu & v zavislosti na argumentu
v diagramu obr. 29.
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Pii synthese elektrickych frekvendnich filtrt podle Ceby$evovy aproximace
Cauerovou metodou pfichdzeji v dvahu hlavné eliptické funkee sn (u, k),

- . K . y
jejichz argument  je typu v = —, kde I = 1-— (o0 — 1) a ¢ Je stupen tzv.,

funkee filtrace @ v Q2, (p je celé kladné dislo).

FZ'M
10" - .
. w IK I ; = —
Pak jev= - = — = | ; &=
= .
4 | ’/,//’1
z < ; li
P : - I
0 - 2 Z Va
. L /‘ H
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L1
{
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!
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i
; \X | .
. i 3 Ps
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. - Z > i~ 7
[ H 7 11
| —— “ = a —
\:\“:-—2_ 2 4%f_
” k
0 — - P . 10
0° 3! 7 % 13 % 0 o5 10
1~k
Obr. 27. Diagram hodnot P v zdvislosti Obr. 28. Diagram hodnot p,,.; pro
na modulu k. n =1, ..., 4 v z4vislosti na modulu k.

Protoze pro prakticky vypocet filtra touto metodon vystadimes o = 2, ..., 12,
Ize pro rizné hodnoty ¢ a I podstatné zjednodusit vyrazy (12) a (14).
Tak pro

Q:Q bude ‘Sl’l (‘g‘,k)_—‘ ey

K
Pro ¢ = 3 bude sn (—5, k) = PL(p14 05— Pr— P+ Pra b Pra —Pro— ) F

+ Py — Py + Pis — P + -]
atd. Vyrazy P a py,; jsou podle (13) pouze funkei modulu k. V. Fetzer uvadi
v [10] v dodatku celou tabulku takto sestavenych vyrazi pro ¢ = 2, ..., 12,

v _ Za zminku pak stoji jesté vztah
:j k=o_h-04 a2 (2 5] = 1 —cn(u, k)
05 L Log 2’ I -+ dn (u, k)
e s =009
| F k=hes , PR ye y
7 7 > 3 p @z  ktery usnadni vypodet v piipadech, #e
Obr. 29. Diagram hodnot v v z4vislosti g = _Ii (kde y=1,2,3, ..., 1))_
na argumentu % pro ruznd k. 2y h
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Zaver

Provedeme-li srovnani uvedenych t¥i metod vypoétu numerické hodnoty
eliptické funkee sn (u, k), je z piislusnych diagramit ziejmo, Ze v nejvétdim
rozsahu argumentu « a modulu £ lze pfi témze pocdtu ¢lent rozvoje a téze
pfesnosti pouZit rozvoje pomoci funkel & Nevyhodou tohoto rozvoje je
viak nutnost pouziti kromé& obvyklych trigonometrickych funkef je$té
eliptické modularni funkee ¢. Tato nevyhoda je spoleéna také Fourierovu
rozvoji. Jeho pFednosti vSak je jednoduss$i postup pfi vypodtn. Pii pouziti
potenéni Yady pro sn (u, k) nepotfebujeme na rozdil od predchozich postupi,
zadnych tabulek ani jinych funkel a vystadime pouze s phvodné danymi
hodnotami « a k a zdkladnimi algebraickymi operacemi. V uréitych piipadech
vede oviem k cili tento rozvoj jen velmi pomalu.

Zivérem celého tohoto pojednani lze pak fici, Ze vypodet numerické hodnoty
Jacobiho eliptické funkce sn (u, k), pokud nelze oviem Sfastnou okolnosti
pouziti ptimo tabulek, je vidy pomérné pracnou zdleZitosti, jejiz slozitost
pochopitelné roste s pozadovanou piesnosti. To je jedna z piiéin potizi pii
praktické synthese elektrickych filtri podle Ceby¥evovy aproximace, kterou
oviem nelze Zidnym jednoduchym zpiisobem odstranit. Tyto obtiZe nejsou
piili§ zadvazné u jednoduchych filtra, avsak rostou s naroky, kladenymi na
vlastnosti filtru a v krajnich p¥ipadech mohou technika zeela odradit od pouziti
této metody synthesy. Znatné ptesné vypolty zde nutné vyzaduji pak pouziti
mechanickych poditacich stroji a ty nebyvaji vidy k disposici. Proto se téz
v posledni dobé vénuje zvysend pozornost grafickym a analogickym metodam,
umoZiujicim rychlé FeSeni t&chto otazek s piesnost! postadujici v bézinych
piipadech.
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Peswme

HEHKOTOPBLIE METOILI JUJIf ONIPEAEJIEHNA
UNCJEHHOIO sHAYEHUA ©YHRINN
sn (u, k)

MUPHKO HOBAR (Mirko Novak)
(Ioctynmito B penaxuuio 28/ VIII 1957 r.)

dumuntuueckue Qynxuan fAkoGu, B 0C0GEHHOCT NIMNTHYECKHH CHAYC
sn (#, k), nMeroT GONBINOe 3HAYEHUE BO MHOTHMX ITPWJIOKEHHAX B TEXHUYCCKON
npakrure. Bes HEX Henhsg rake O0OHTHCH UpU PeIlleHMH 3afay M3 TEOPUN
DIIEKTPUYCCKNX JIMHEMHBIX Iellell, Korma Tpedyerca HaUTH YMC/IeHHOC 3HAUCHIMe
HECKOJILKUX BHpaskeHull, copepskamux atm dyurnuu. IIpw srom ofsrauo
BOBJIAralOTCA 3HAUNTEIBRLIE TPeGoBanuA HA TOYHOCTL. MTar, MEL 9acTo Berpe-
yaeMcd ¢ 3ajiavell olpeennTh YMcIeHHoe 3HaueHme QyHrmuy sn (u, k) ¢ mpej-
HWCAHHOH TOUHOCTBIO. JTHM BOHPOCAM TMOCBAINEHA HacTosimas padbora. ABrop
B Hell orpanuuuBaeTcHd TOJALKO 3HaveHuaMn Qynwiym sn (u, k) ana geificrnu-
TEJIBHBIX BHAYEHUIT APIYMEHTA % ¥ MOLYJIA K, AMCIOITUX JITTfA IPaKTUKY nauboee
BaMIOC 3HAYEHUE. ‘

B ncpBoit wacTM UpMBOJATCH B KPATKOCTH HEKOTOPHIC BasKHbBE CBONCTBA
Gyurmum sn (¥, k), ¥ yKasEBACTCA CBA3D ¢ APYTHMU BITUITHICCKIMY QYHRI[U- '
AMH. 3aTeéM UMOKAZAHFL IMarpaMMbl JJIT HeKOTOPHX 3HaYeHUN MOXYad k. B tpe-
TheH FaCTH OMMCAHLI HEROTOPHE, CPARHUTENBHO NOCTyIHLIe, TalIuIbl, TPOBO-
JATCS NX QHAJKA ¢ yKABAHIEM 00JIacTH, KOTOPYIO OMH OXBATHIBAIOT, M ¢ PACUIIe-
HEHHEeM I11apaMeTpoB, M OUEHKA ¢ TOUKM 3peHus nX upmmaoyrennit. Haercs
HECKROIBKO NPUMEpPOB ux upumctcnus. TpefoBaHusM LpakTHKM He YIOBIC-
TBOPAIT HUKAKNE U3 OUMCAHHBIX TaOIINII. HOQTOMy B ¢TAThC YHEIACTCA poubiice
BHUMAHIE METOJAM BHMMCACHWH YHCIEHHOTO 3HaYeHusi QYHRIMI sn (v, k) upu
HOMOINY HPYIUX, JIydnie TabejupOBAHELIX QYHRITHI WJIM IPH HOMOILE Pasiio-
MeHUA B BeCKOHEYHLIT PAJ. OTH METONbI paspadorTanbl B clemylonieil gacrtu
paGurs. B nepsyio ouepenn npmmsoumrjﬂ BBIUMCIICHUE TIPH IOMOIHM JLTHITH-
yecrnx Pywrnmi J. CopaBepidBo cOOTHOMEHUEC

71‘ d,(v)
sn (u, k) = ]/E IXOR




U

rie ¢y u ¢y ~~ pImMnTHYecKue PYHRINK 1918, ¥ = K K — mommbit simnntu-

deckuil uprerpasx mepnoro pofa. Oymrmuu ¢, w Py cpaBHUTETLHO XOPOHIO

rabesmpoBaHE. Hpome 1070, MX MOYKHO PasioKUTL B GeCKOLCUHLIE TPHTOHO-

METPUUCCKPE, 0OUeHb OLcTpo cxopaimecs pagol. Torma :
2 ¢'lisin o — g'hgin 3w 4 . ..

s (%,k) = = : z
. s (u,F) Vk : 1 — 2qcos 270 + ... ’

Cumsonom ¢(k) apees obo3HAYCHA DINTUTITHYCCKAN MOAYATpHAs (YHRINT MO-
nyata k. BosMomkuHOCTH 01ipe/Tesenis ee YMCIeHHOr0 sHATeHIA KAK 110 TalIiiaM,
TAK ¥ I He3aKPyrJIeHHHIX 3HAUeHnmii MoTynsa k niyrem pasiomenns B 0CCKO-
HCYHBIA PAI, OTHCAUBI B, IOCHGAYIONEeM oTjcic padorst. s yemorpeHus cro-
.POCTHE CXOIMMOCTH HTOT0 pasyioykervst sn (u, k) 1poBOIUTCS MECKOILKO pac-
CYIRIEHNR 1 IPIWBOINTCH HECKOJBRO JHArpaMM.

3aTeM OnMCHBAETCS METOJ BRYHCICHWs, ORMpaiomnilcss Ha cTeJIeHHOM pPAX.
ITOT AN ABIAETCSH BMAKOTCPEMCHHBIM, M CKOPOCTH CXORUMOCTH MORHO, Cile-
JAOBATENBHO, YECMOTPeTh, 30ass abCcOIOTHLIE BeIUUMHILL €T0 OTIC/ABHEIX WIEHOB.
IMpuBopuTea measlil pax nuarpaMm, NOKA3LIBAKNINX, JUIS KAKUX ¥ i £ 5TO 3HaTe-
HIf¢ MEHBIIEC JAHHOTO BHAYEHMUS.

Hocmeanny u3 NpuBeOeHHEIX ;VIG’I‘(‘)I[OB SIBJISIeTCA BBIMKCIICHIe IIPU TTOMOINHA
pasmoscenust Dypee. W1 3meck mpuBoMTca HECKONLKO AmarpamM, o0erdao-
MuX OOPCIeTNTE YMCI0 WICHOB pAnfa, HeoOXOAMMBIX [uid HodydeHns tpebye-
MOH TOYHOCTH 3HadueHws sn (u, k).

B sawmouenne gaercsa KpaTkas ONENKa ONHCAHHEIX METOJOB M CHHCOK €O-
OTBETCTBYIONEH JHTepaTypHl.

Summary

A DISCUSSION OF SOME METHODS OF CALCULATION
OF THE FUNCTION sn (u, k)

MIRKO NOVAK
(Received August 28th 1957.)

Elliptic functions and the elliptic sine sn (%, k) in particular have become
important in a number of branches of technology. E. g., some parts of advanced
network theory require the numerical calculation of large numbers of values
of these functions, and with a considerable degree of accuracy. The present
article discusses these questions, at least for real u, k.

After a concise exposition of the main properties of sn (u, k), some tables
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are discussed, their range and applicability. None of these appear to be com-
pletely suitable for practical requirements.

In the direct computation of sn (u, k) we make use either of its relation to
functions for which more suitable tables are available, or of its expansions

in infinite series. Thus

L di(v)
sn (u, k) = = o+
sn (u, k) = 1/ 190(17) s
where ¢, ¢, are the elliptic theta functions, v = TI( and K is the complete

elliptic integral of the first kind. Using the rapidly converging series of the
theta functions, we may even write
sn (u, k) = %_ g sin 2w — g sin 3w .. ,
V] 1 — 2¢ cos 2av + ...
where (k) is the elliptic modular function of modulus k. The use of these
expressions for computational work is discussed.

In the power series for sn (u, k) which is alternating, the degree of appro-
ximation is shown by the absolute values of individual terms in the series;
graphs are constructed, determining values of for which these terms are less
than a given constant and thus the number of terms necessary to obtain any
required accuracy. Graphs with a similar purpose are constructed for the
expansion of sn (u, k) into a trigonometrical series. )
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