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SVAZEK 2 (1957) APLIKACE MATEMATIKY ' EISLO 4

CLANKY

O USEKNUTEM MAXWELLOVE ROZDELENI

VLADIMIR KLEGA

(Doslo dne 23. dubna 1956.) DT:519.24: 330,655

-V ¢&lanku jsou stanoveny maximdlng vérohodné odhady parametru
oboustranné a jednostranné useknutého Maxwellova rozdéleni
a jejich asymptotické rozptyly. V piipadé levostranné useknutého
Maxwellova rozdéleni je odvozeno rozdéleni piisluiného odhadu.

i

1. Uvod

Problém odhadu parametrit useknutého rozdsleni p¥i daném bod¢ useknuti
fedil po prvé R. A. Fisuer [1] pro normaini rozdéleni. V &lanku je Felden
tyZ problém pro parametr m t. zv. Maxwellova rozdélen{ (dale jen M -rozdéleni),
které v posledni dob& nachdzi vyznamné uplatnéni v technice (viz na pt.
A. K. Kuras [2]). Timto rozdélenim se totiz tspéiné aproximuje rozdéleni
tchylek geometrického tvaru souddsti (na pr. ovalita, hranatost). KdyZ maji
souddsti drsny povreh (p¥i soustruZeni, brouSeni pred kalenim) nenamétime
pii zjistovani dchylky geometrického tvaru zadnou hodnotu v jistém inter-
valu (0, y). Kdy# zjistujeme tchylku geometrického tvaru u souboru souddsti,
které jiz profly stoprocentni piejimkou, nenaméiime zadnou hodnotu v jistém
intervalu (2, o). To znamend, %e se setkdvdme p¥i odhadu parametru m
s oboustranné useknutym M-rozdélenim i jeho specidlnimi pripady.

Pri tom se vychazi z maximalné vérohodného odhadu parametru oboustranné
useknutého M-rozdéleni, kdyZ oba body useknuti jsou dany. Pripad pravo-
stranné a levostrannd useknutého M-rozdéleni pak vyplyne jako specidlni.
Pro odhad parametru levostranné useknutého M-rozdéleni je odvozeno jeho
rozdéleni, coZ je predeviim umoZnéno tim, Ze odhad lze vyjadiit explicitng.
Konetné je presnost odhadd charakterisovdna jejich asymptotickym roz-
ptylem.
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2. Odhady parametru m -

M-rozdéleni mé tvar
w?

f(x):/;%e’m, x>0, m>0, (1)

kde m’ je parametr. Distribuéni funkce ndhodné proménné, kterd ma M-roz-

déleni, je pak

23

Flx)=1—¢ 2n, ‘ (2)

Jestlize jsou dany levy bod useknuti ya pravy bod useknuti 2, potom obou-
stranng useknuté M-rozdéleni je

x 2

) == —e 2m, y<ax<z, ) 3
= i)~ Fl yers @
’ =0 s X g Yy, X ;; Z,
a oboustranné useknuty nahodny vybér (z,, «,, ... z,) mé rozdéleni
MMz, L I%%

g(xla ‘7’.2) .CC,]) W)Jn € am )

kde soudet resp. soudin se vidy provadi pro k=1, 2, ... n. Pro stanoveni
maximalné vérohodného odhadu parametru m (dale jen m. v. odhadu) vyjdeme
od funkce maximalni vérohodnosti, kterd je v nasem piipadé

Zal
L =lgg@, 2, ... x,) = Zlgxk~~2~—'“*n1g (m[F(z) — F(y)]) .

Polozime-li
A ‘ :
h=g- 2=Y+7, (4)
- 1ze rozdil distribuéni funkce (2) v bodech y a z upravit tak, Ze
F(z) — Fly) = e 51 — e™h),
kde
o 2r 0
y v
Nahradime-li parametr m parametrem ¢, podle vztahu (4), destaneme m. v,

o . Ly . 0L
odhad parametru ¢; fefenim rovnice maximalni vérohodnosti =—— = 0 pro ¢,.

oty
Po Gpravé miZeme tuto rovnici psat ve tvaru - , /
" Af, A -
Lo =B 41, (5)

- eAtl — 1
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kde
Xt
ny*’

B=1—

A o . A A
a t, zna®i m. v. odhad parametru ;. Redenim rovnice (5) pro t, a dosazenim #,
do rovnice (4) pro t, a m ziskdme m. v. odhad m,, pmame’cru m oboustranné
useknutého M -rozdéleni ze vztahu

A
My, = =5,
2ty

Rovnice (5) nemé vSak pro t > 0 vidy feSeni. Predeviim funkce hl(gl) =

= Agl(e"Ql — 1)~ je ryze konvexm a klesajici v intervalu (0, o), #,(0) =
a hy(0) = — 5 < 0. Ponévadz pak pro smérnici piimky hz(gl) = B/t\1 -1

plyne z nerovnosti x;, > ¥y, Ze B << 0 a h,(0) = 1, md rovnice (5) v intervalu

(0, c0) jediny realny kofen jen kdyz

e -~ 2 C a2 2
3 < B resp. Yy + 22 > P Exk .

Uvazujme nyni jednostranné useknuté M -rozdéleni. Jestlize v rozdéleni (3)
je y = 0, potom pravostranné useknuté M-rozdéleni je

z =
= —— 2m 0
9:(@) mF(z) © ’

=0 , X

x <z,

(6)

A A

0, z==z,
a jestlize v témze rozdéleni (3) je z = oo, potom levostranné useknuté M-roz-
déleni je

x _ e
e @ 2m, x>t,
zO L, r=Ey. g

M. v. odhad parametru m pravostranné resp. levostranng useknutého M-roz-
déleni muZeme ziskat bud pomoci pislusnych rozdéleni ndhodného vybéru
Go(@1, gy ... Ty) TESP. Jo(@1, Ty, ... @), NEbO snadnéji piimo z rovnice maximilni
vérohodnosti (5) s ohledem na uvedené podminky. Budeme z¥ejmé postupovat
druhym zptsobem; predevsim

r 2
Aty m? + 2m’
a
Y Xag

fy = 35—, (8)
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déle y = 0, tak¥e z = r, pak je

2
Aty =1, Bt1:—% 2
a rovnice (5) ma tvar
A
s ty
- ;;Aa_:‘i Ct —i~?1 : (9)
kde
O e Yok

nz*’
A
a , znadi m. v. odhad parametru ¢,. Rovnici (9) obdrzel v ponékud j ]1118 formsé

rovnéz A. C. CoHEN [‘3] Resenim uvedené rovnice pro t a dosazenim t do (8),
ziskime m. v. odhad m, parametru m pravostranné useknutého M-rozdgleni
ze vztahu

V tomto pripadé ma rovnice (9) pro ¢, > 0 jediny redlny kofen jen kdyz

1 2
¢ > — 5 Tesp. 22 > " Zap .
Polozime-li v pripadé levustmnne useknutého M-rozdéleni z = r = oo,
je At, = 0 a

A
. At
; lim =0,
AQ,»CXJ eAtI — 1
Potom m4 rovnice (5) tvar
A
B, +1=0,

takze po dosazeni za B a t a tpravé je m. v. odhad m, parametru m tohoto
rozdéleni roven g
A 1 .
. my, = 5 [Zaf — ny?] . - (10)

3. Rozd¥leni odhadu m,

Nyni dokaZeme nasledujici vétu. .

Vita. Rozdélent m. v. odhadu m, parametru m levosiranné useknuteho M-roz-
déleni nezdvisi na bodu useknut! y a md tvar (11).

Diakaz. Rozdéleni (7) pidme ve tvaru

x ¥
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(S

Jestlize vzajemné nezaVlsle ndhodné proménné &k =1,2,...,n) maji

1 .
viechny rozdélenf (7 ), pak ndhodné proménné ¢, = 5 (22 — ¥*) maji roz-

déleni
o) = -0 m, >0, k=120,

Distribuéni funkei F;, (z) odhadu my, pro ktery jako nahodnou proménnou
zfejmé plati podle (10)

) 1
=S = 5 (26 — ],

1ze psat
nxuy,

Fh(x) = — f fe Tm duy du, ... du, .

’ T omn vuk -
Transformaci
U, = ® CO8% &, €082 oy ... COS% &,

Uy = v OS2 oy CO82 oy ... COS% x, o 8IN2 &,

u, = v sin? &,

upravime F;, (z) na tvar

A e e
T DT A

a tedy rozd&leni odhadu m, je

N n" \ Lo
fu®@) = & e e # >0, (11)
¢im# je véta dokdzana. Z ni pak plyne nasledujioi

o A v 4 I's ’
Disledek. M. v. odhady m, parametru m levostranné useknutého M-rozdélent

A v . - ’ ’

a m parametru m M-rozdélent jsou ekvivalentni a nestranné.

Dtkaz. Z (1) a (7) je zfejmo, Ze rozdéleni g,(x) pfechizi v rozddleni f(x)
pro y = 0. Podle (10) je tedy m. v. odhad m parametru m v M-rozdéleni
) A 1

77&:'2—7’02%%,

kdyz (zy, 2y, - o ) ]e nahodny Vyber Na, zékladé uvedené véty pak pro roz-
déleni fm(z) odhadu m plyne, ze]

Jsou tedy odhady #, a # ekvivalentni.
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Konedné pro matematickou nadéji uvazovanych odhadi plati

E(’/;’Ly) = E(m) = m,
.takze oba odhady jsou nestranné; jejich rozptyl pak je
A me

D(m,) = D(m) = —

4. Asymptoticky rozptyl odhadii

'V obeeném pifpads oboustmnne useknutého Maxwellova rozdelem kdy
neznéme rozdéleni m. v. odhadu m,,, a tedy nemuzeme vypoutat piimo E(m 2)
a D(m v:), odvodime alespoli asymptoticky rozptyl D( ,,z) m. v. odhadu mw,
pro ktery plati

6(”%1&) == : Z ! .
02 lg g(x
— nf Fi—zi() g(x) da

Yy
Pro druhou parcidlni derivaci dostaneme
*lgglx) - 2*

om? ms -
kde
1 1 b2 Y24z
o ] 2 — 22 e 2m T Tem
@ m2 2 m‘F (yFe o ¢ ) + m“F%Ze e

kdyz

, " Ay®

.m:ﬁ@ﬂﬁm,bzv—g.
Dile

1 2 1 K
2o ),

— == =g —— — — (Y% 0
nD(m,,) m:  miF,,

a tedy asymptoticky rozptyl odhadu m,,
m

6(,'%“) = b2 yiizh] "
n[mz— —e 2m]

Rozptyl odhadt 7% a 792 muzeme ziskat ze vztahu (12), pondvads plati
— o s A

D(in,) = D(m,.),.,,.., D(m,) = D(y),_, o Proy =0 a z=1r asympto-
ticky rozptyl odhadu m,, nabude tvaru

(12)
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Jestlize z = r = o0, pak

. _yidat
lim b2e "8m =0, !

Z="1-—>w0

a tedy asymptoticky rozptyl odhadu m, (v tomto p¥padé platny pro kazdé n) je

~ A m2
D(my) - 7 .
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Pesome
Ob YCEYEHHOM PACIIPEOAEJEHWNA MAKCBEJIJIA

BIIAIUMMP HKJIETA (Vladimir Klega)
(Mocrynnmno B pepakuuio 23/1V 1956 r.)

Ecmu Mbl yceuem @3BecTHOe pactpesesenue MaKkcseima B Toukax y nz (¥ << z),
Oyner uMeTh paclipejleieHue, YCedeHHoe ¢ ABYX CTOPOH, BUJL,

2

X - .
e am, 9y <x-<%, !

g@) = —m——ar—s
m[F(z) — F(y)]
=0 , ey, x>z
A
Onenry HauGosnbniero mpasjoHofgobus m,, IapaMerpa m JTOI0 pacrhperede-
. g A
Hus TOJYYAM M3 paBeHcTBa (5); ee acUMITOTHYeCKAs Aucrepeus D (m,,) naza

poipakenueM (12). Onenru HamGosbIEro NpaBROHOROGHH 7Anq, unn ﬁz mapa-
MeTpa 7 B pacmpefenennu MaKcBenma, yCeUeHHOM ¢ JIeBOH wiiM ¢ IPaBON
CTOPOHEI, BRIT@KAIOT U3 (5) Kak JacTHBe cryvanm. Tarme mX acHMOTOTHYCCKEE
AUCIEePCHY ABIAIOTCH JACTHBIM ciydaem muciepenu (12).

A
Jiis oneHKM M, mOKA3aHA CIEIYIOIAH TeopeMa:

A
PacnupesgencHane oneHKE Han6oIbINETO IpaBRonoKolisa m, DapaMerpa 7 B pac-
npepeneinuu MaxcBensa, ycedeHHOro ¢ JeBOH CTOPOMLI, HE 3aBHCHT OT TOUKY
yeedgenusa y u umeer Buf (11). -
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Summary
ON THE TRUNCATED MAXWELL’S DISTRIBUTION

VLADIMIR KLEGA
(Received April 23, 1956.)

When the well known Maxwell’s distribution is truncated at the points y
and z (y < z), then this distribution truncated on both sides is given by the
expression o

. x @

g) = - T o, g w< s,
@) = i ey = Fiy)) y |
=10 ' S, =y, =2,

The maximum likelihood estimate m,, of the parameter m of this distribu-
tion is obtained by solving the equation (5) and the asymptotical variance
D(,,) is given by (12). Then the maximum likelihood estimates m, and m,
of the parameter m of Maxwell’s distribution truncated on the left or on the
right side respectively follow immediately from (5) as special cases. Also their
asymptotical variances are special cases of variance (12).

For the estimate 7, the proof of the following theorem is given: The distri-
bution of the maximum likelihood estimate m, of the parameter m of Maxwell’s
distribution truncated on the left side does not depend on the point of trun-
cation y and has the form (11). '
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