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SVAZEK 2 (1957) APLIKACE MATEMATIKY &IsLo 3

CLANKY

VLIV FORMULACE OKRAJOVYCH PODMINEK
NA RYCHLOST KONVERGENCE
PRI RESENT PARCIALNICH DIFERENCIALNICH ROVNIC
METODOU ST

EMIL VITASEK

(Doslo dne 31. srpna 1956.) DT:517.944

Piedmétem préce je formulace okrajovych podminek obsahujicich
derivace pii ¥Fefeni parcidlnich diferencidlnich rovnic metodou siti
s hledigka zvyseni asymptotické presnosti.

Pi#i Yefeni parcidlnich diferencidlnich rovnic eliptického a parabolického
typu metodou siti se pfi prepisu okrajovych podminek obsahujicich derivace
obvykle postupuje tak, Ze derivace se prosté nahradi piisluinymi diferencemi.
(Viz na pt. [1], [2], [3].) Pokldddme tento postup za nevhodny a sice z tohoto
déivodu: Je znamo, Ze pii fedeni Dirichletova problému pro Laplaceovu rovniet,
nebo pfi FeSeni prvni okrajové tlohy rovnice pro vedeni tepla metodou sitf,
dostaneme, za predpokladu dostateéné hladkosti Feeni, rychlost konvergence
aproximativniho feseni k presnému tadu A%, kde % je velikost prostorového
oka sité¢ (viz na pt. [1], [4]). P#i fedeni okrajovyceh tloh, kde okrajové podminky
obsahuji derivace, se v8ak pfi obvyklém postupu dopoustime jisté nehomo-
genity co se tyCe stupné piesnosti aproximace derivaci. Diferencialni operator
uvniti oblasti nahrazujeme totiz diferenénim s piesnosti A2, kdezto okrajové
podminky aproximujeme diferencemi s ptesnosti . V 1. ukdZeme na piikladé
druhé okrajové tlohy rovnice pro vedeni tepla, Ze tento postup, i za piedpo-
kladu dostateéné hladkosti feseni, d4 rychlost konvergence aproximativniho
feSeni k piesnému nanejvys fadu A (véta 1 a 2). Dale v tomto paragrafu uka-
Zeme, Ze interpolovat prvni derivace v okrajovych podminkach parabolou
(6imZ by byly aproximovany s pfesnosti A%) je rovnéz nevhodné, protoze sitové
feleni potom ztrici jisté nazorné vlastnosti, ptesné fedeno je moiny piipad,
7e konetna tyé na krajich tepelné isolovand s kladnou podatedéni teplotou
nabude po uréitém Case zaporné teploty (véta 3). V 2. a 3. ukideme, jak lze
piirozenym zpusobem formulovat okrajové podminky p¥i druhé a tieti okra-
jové tloze rovnice pro vedeni tepla v jedné a dvou dimensich tak, abychom

163



dostali rychlost konvergence fadu A®. Ve 4. je tentyZ problém feSen pro tfeti
okrajovou tlohu Laplaceovy rovnice. Konetné v 5. je uveden numericky
pfiklad, ktery ilustruje rozdily v chyhé pfi rizné formulaci okrajovych pod-
minek.

1. Formulace okrajovych podminek pomoei diferenci
*

V tomto paragrafu se budeme zabyvat feSenim rovnice
Y

0% cu
D 1
ox? ct (1)

v oblasti B: (0 << 2 < a, 0 <t < T, pFi po¢steéni podmince

u(x, 0) = pz) pro O<ar <a (2)
a okrajovych podminkdch
%oty — oty = < :
fan (Oa t) - Ql(t) ’ 911 ({I’a t) - Qz(t) ki 0 << I T~ [ ’ ((})

kde 7 je vn&jsi normala. V daldim budeme piedpoklidat, Ze funkce p(x),
Q,(t), @,(¢) sphiuji takové podminky, e hledana funkce u existuje a ma spojité
derivace do étvrtého Yadu voblasti R: (0 < x < a, 0 <t < THY).

. 2 , 1
Zvolme nyni pfirozené p a poloime h = %, T = fh?, kde 0 < f < g @ Ppo-

kryjme rovinu (x, t), ve které lezi oblast R, systémem piimek x = mh, { = n,
kde m a n jsou celd &isla. Prisetiky téchto pfimek nazveme uzly sité a &islo A
resp. v prostorovym resp. asovym okem sitd. Resit rovnici (1) metodou siti
znadi nalézt funkei Uz, t) definovanou v uzlech sité lezicich v R, pro kterou
v kazdém uzlu (z, t + 7) lezicim v R, plati rovnice:

U@+ h, t) — 2U(, ) + Ux — b t) _ U, t 4 7) — Ul, 1)

AR s 4
h? T ’ (4)
pro uzly na ptimee / = 0 plati
U, 0) =px), 0ax=a, (5)

a v podminkich (3) nahradime derivace diferencemi, t. j.
Uh, t) — U(0, ¢ Ua,t) — Ula — h, t
U=V _ o Ve —Ua—ht o0 o
h h
Je ihned vidét, Ze systém linedrnich rovnic (4), (3), (6) ma ¥FeSeni pro kazdé
p(@), Qi(t), @a(t).
Polozme ddle
e(x, t) = Uz, t) — u(z, t), (7)

takie &(, t) je definovana v kazdém uzlu z R.

1) Zkouméni otdzky, jaké jsou to podminky, neni piedmsétem této prace.
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Nyni plati
Vita 1. Funkce e(x, t) splituje v R odhad
le(x, )] < Mh, (8)
kde M z2dvist pouze na oblasti R, na funkci w a jejich derivacich do &tvrtého fddu,
ale nezdvist (pro dostateéné mald h) na h.

Véta 2. Ewistuje funkce u(x,t) splivwjici predpoklady definice na zaldtku
paragrafu, pro kterow pro t = t, > 0 je rychlost konvergence s(x, t) k nule Fddu
pravé k.

Dakaz véty 1. Sitovd funkee &(z, t) spliiuje v kazdém uzlu (z,t + 7)€ R,
jak se ihned zjisti pouZitim Taylorovy véty, rovnici

gx + h, t) — 2¢(x,t) + el — b, t) el t + ¥) — e, §)
' h? - T

— R(x, t) b2,
neboli

elw, t + 1) = Be(x + A, t) + (1 — 2P) e(z, t) | Pe(x — h, t) + TRz, t) R?, (9)
kde

R(z, t) :{2—14221“( 1O, )+ )]4 gx";‘ (@ — @uh,t) - /j S @t + 031')}
0<6,<1, i—=1,23
a dale podminky
ex,0) =0 pro 0=Zcr=a, (10)
?(?fz.’f);},;f;(o’ﬁ _ ; 22@2‘ (O, t)h, 0< 6, <1
ela, ) — ela — hyt) 1 2 t=0. (1)
B : 35%—2(@—@5}&,”/», 0< O, < 1.

e(z, t) budeme hledat ve tvaru souétu &, + ¢, + &, kde &, spliiuje systém

ey, 0 + 1) = Be(e + 1y 1) + (1 — 26) &,(@, 1) + (@ — by 1),

gz, 0) =0,
flht) — e0.0) _ o 12
h
g(a,t) — e(@ — h,t) 1 o
-+ 7 =5 3 (@ — 6sh, ),
£, Systém
e, b+ 1) = fey(e + h, 1) + (1 — 28) gy(x, t) + Pegx — A, 1),
go(2, 0) =0,
eo(h, 1) — e5(0, ¢ 1 o2 .
C%(,J,h (0.0 _ =~ 55 (Od ), (13)
ela,t) — e —hit)
Lol 7 == 0



a konedné &,

« ey(x, 0) = 0,
ealh, t) — &0, 8) _ 0
h/ 3
g(a, t) — eyla — h,t)
BN THETRY .,
h
Z rovnic (14) snadno zjistime, ze v R plati
leg(e, 8)] = TMh*, kde M, = Max |R(z,t)|.
(@, t)er
Polozme nyni
A 2 —hayh, kde A — Max - 2% (0 — @.n1)
g, t) = A(x? +- 2t — ha) b, kde = ’E‘LX da | 5 (@ — O, b,t)‘_.

£, spliiuje zfejmé prvni rovniei (12) a déle

ez, 0) = A(2? — ha)h =0 pro uzly, pro které 0=z = a,
alh 1) — &0, 1)
h

a@t) —ale —ht)y o,
h '

=0,

Polozme ¢, — & = v. Pro funkeci v(x, ) nyni plati

v, t + 1) = pox 4+ h t) + (1 — 28) v(x, t) + Bv(z — h, 1),
v(x, 0) = 0,
v(h, t) — v(0,8) = 0,
v(a, t) — vi@a — h,t) = 0.

i1

Odtud plyne, %e v R plati v = 0, a tedy

ez, 1) = gz, ) .

Analogicky se dokéze

- 34(55, t) é 81(.'277 t) >
a tedy celkem

ley(, 1)) < A(a® + 2T) b .

Stejné se dokdze podobna nerovnost pro ¢, a véta 1 je Gplné dokazana.

ey, b+ 1) = Begx + hy t) + (1 — 2B) gy, ) + Peglw — b, t) + 7Rz, t) b2,

(1.4)

Obratme se nyni k dtkazu véty 2. Zvolme u(z, t) = e*+*. Chybu ¢(z, t)
budeme zase hledat jako v dikaze véty 1. ve tvaru soudtu e -+ &, + &.

Nyni stadi zfejmé dokazat

ey + 4] = K
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alesponi v jednom bodé, protoze je
le] = |ey + & -+ 5] = |y + &y — [&5) = Kh — TMh* = K'h
pro dostateéné mald A.
Vzhledem k rovnicim (12) a (13) a k specialni volbé funkce u(z, {) je vidét,

Ze ez, t) =2 0, g(x,t) = 0, a tedy nerovnost (15) stadi dokazat na pf. pro
funkei &, (x, t).
Spocitejme k tomu cili vyraz:

'S alli D) A0 = 2000 + o~ D0
=1 b

a
-1

:h}j (‘?n((?f,.j;})ﬂ,_’% ) — &b, 1) &b, 1) — e :f‘})ﬁ'a")) _
h h
gla, t) — ela —ht) (k1) — (0,8

£
1 ¢ .
— = am— — G, ) = MR >
i 5 5 B (@ — Ozh, 1) b Z2mh > 0,
kde m > 0 je konstanta, protoZe druhé derivace funkce wu(x,!) jsou zdola
omezend. PiepiSeme-li prvni rovnici (12), dostaneme

el +Dht) — 2e(jh, ) 4 &(G— D A, 1) &y(jh,t + 7) — &,(jh, 1)

h? T ’
a tedy celkem
29
h . . .
g bt A1) = a(ht)
=1 T
odkud
‘Z TR ) . : 1
2 Z ‘6:717(?}1'! (k+ 1)7') — &,(jh, k1) ht = Z mht = mht ,
PR S} T k=0
neboli '
5L
>, e1(jh, t) b = mht
. g1
a protoZe ¢; = 0, plati také
-
z &(th, t) b = mht .
3=0

Diéle z rovnic (12) je ihned vidét, Ze plati

g, t) = e+, ty, 0wz a-—h.
]')f'(:‘vdek]é;dejlne nyni’ 7e }

|
s (a, ) < — mhit .
Gl t) < «

167



Potom

1 -1

h W n
mht << Z £,(jh, t) b < _ £(a, ) b < Z i mht . h = mht

=0 ji=0 j=0
a to je spor, protoze m > 0.
Tedy
1
&(a, t) = . mith
a véta 2 je dokazana.

Vita 3. Existuje sitovd funkce U, (x,t) definovand v R, kterd spliiuje ve vdech
vnat¥nich uzlech rovnici (4) pFi podminkdch

Uyx,0) =0,

oy =0,

3U,(a, t) — 4U,(h, t) + U,(2h, 1)
2h =0,

a pro kterow plati
U.(0,7) < 0.
Poznamka: Tato véta ukazuje nevhodnost interpolovani okrajovych
podminek parabolou.

Dikaz: Snadno se zjisti pfimym vypodétem, Ze uvedené tvrzeni je spravné
pro funkei U,(z, t), pro kterou plati

Ufx,0) =2 pro 0=zrx=a.

2. Jednodimensionalni vedeni tepla

V tomto paragrafu se budeme zabyvat druhou a tieti okrajovou tlohou
rovnice pro vedeni tepla v jedné dimensi, t. j. feSenim rovnice (1) v oblasti R,
pii potatedni podmince

u(x, 0) = p(x), (16)
a pii okrajovych podminkach
ou du
DO =G, 5 (@) = Q) ()
(druha okrajova tloha), resp.
ou . ou . , o
-a—,r; (O: t) = 8(7’(’(0! t) - ﬁl(t)) » é;b (”/9 t) - S(u(a’ t) ﬁz(f')) ’ (18)

(tfeti okrajova uloha).

n je vnéjsi normala, s je konstanta, s > 0.
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V dalsim budeme zase predpoklidat, Ze funkee p(x), Q,(t), Q.(t), F,(t), Fy(t)
jsou takové, ze Yefeni této tilohy existuje a %e m4 spojité derivace do étvrtého
Fadu v R.

Provedme si nyni heuristickou dvahu, kterd vede piirozenym zptisobem
k formulaci okrajovych podminek pfi fefeni téchto tiloh. Budiz funkece u,(x, )
definovand timto piedpisem:

uy(x, 1) = ulx, t) pro x =0

Uz, t) = u(-— x, 1) pro <0

Funkee u,(x, t) pak ptedstavuje v okoli piimky x == 0 feSeni rovnice pro vedeni
tepla s vnitfnimi zdroji o intensité 2Q;(f) podél ptimky x = 0. To nas vede
k tomu, abychom v hrani¢nim uzlu (0, ¢ 4 7) pozadovali platnost rovnice
Uyh, t) — 2U,(0, 1) + Uy(— h,t) U0, t + 7) — U(0,¢)
h? T
kde A je n&jaka dosud blize neuréena kombinace z hodnot Q,(#) a @,(t + 7).
Tuto uréime z toho, aby pro chybu e(@, t) = U(x, t) — u(x, t) platila v bodé
(0,t 4 7) rovnice:
2e(h, b) — 2e(0, 1) (0,8 F 1) — 2(0, 1)
e = i

— A,

— s, ) b,

kde s(x, t) zavisi pouze na funkei « resp. jejich derivacich v R. Pak totiz snadno
dostaneme pro funkei e(z,f) odhad |e(x, t)] = MA2 Shora popsani metoda
nas vede v p¥ipadé druhé okrajové tlohy k podminkém:

V(0,0 1 ) == 20U, 1) + (1 26) U(0,8) + 26 ("/’ g GO r>)
Ua, t -+ 1) = 28U(u -~ h, t) +

) -1 o1
L e A R L B
v pFipadé tieti okrajové dlohy k podminkam:
AT
c)p» (1 "‘ﬁ) + ’3‘ ( 6/})
lr(oa . ‘l T) = - ’-\v (h ’) -+ hjv ) lj(O) t) "l"
Ly L4 5
INB (65 — 1 A
I (Tt g e 7).
L+
3
28 (r— Zﬂ) + (1 — 6)-
Ulat + 1) = = Ula — Iy )+~ = S Ul 1) +
I+ ) 1+ 3

169



aNp (6 —1 . 1
S e a0 g e ),

N = sh. (20)
Nyni plati
Véta 4. Pro sitovou funkci e(x,t) = Ulx, t) — u(z, t), kde u(z, t) je Fefenim
rovnice (1) pfi podminkdch (16) a (17) resp. (16) a (18) @ Uz, t) je Fesenim systému
(4) p#i podm. (16) a (19) resp. (16) @ (20), platt v B stejnomérné odhad:
le(z, 1)) =< Mh2.
Dukaz: DokaZme vétu na pr. pro tieti okrajovou dlohu (pro druhou okra-

jovou tulohu je postup zcela analogicky). Funkce z(x,t) spliiuje v kazdém
vniténim uzlu (x, ¢ 4- 1), jak se snadno zjisti z Taylorovy véty, rovnici

e(e, b+ 1) = pe(x -+ R, t) + (1 — 26) e(x, t) + Pe(x — h, t) 4 tR(x, t) A%, (21)
kde

L It f 0% |
)= { e T oagap @ O l) G e (it e)ﬂ)}_

Podivejme se nyni na poddtedni a okrajové podminky, které splituje funkece
e(x, t). Tak predné je

&x,0) =0 pro 0 =2 s a. v (22)

Prvni podminku (20) prepi§me ve tvaru:

L0, 1) +

2 U t) — U©,8) U014 1) — U0,t) _ 25 (6 —
Y R ( 68
=1L
+ (f;U(O t 1) — 65 [ (8 (ﬁl W r)) .

Provedme nyni operator na levé strané posledné napsané rovnosti, oznadme
jej A{[U], na funkei e(z, £):

o (2 A ) — w0, ) (0, 4 7) — u(0, 1)) _
Aule] = — (7i -k T 7 ) + A [U] =

2 (ou 1 2% 1 0% 1 o4
=—3 {ax (0,8) +, =3 o 0,0k + 5 550 ty he + 91 Tt (@,h, t)},}

g 2u

-5 (0,t - O57) b2 + A [U].

du ‘
Podle predpokladu o hladkosti funkee u, je

Bu ou Pu cu oF,
Lo - Gon=0, Sren=s(Fon-Ze),



a tedy

Afe] = — —if{u(o, £) — Fy(t) - 2;” 0, £) bt — % LiFJ o) b +
1 a
o T Oty } BTN O B AU =

=3l

-z {u(o, 0 = F0) + o0t 4 1) = o w0,0) = g )

. sf sp el 1 2
—ﬁlf ({)} 6 atz——((),tf{ OsT) I3 — ‘r,.tzl(t—; O,7)hd - ST (O, t) b2 -
. i 2 . 25 (6 — 1 i B
5 (0001 O R+ A U] = k{ 0/)’ e0,) + g e (0, r)}

— s(x, t) b2,

kde s(z, t) mé smysl zfejmy shora. Poslednd napsanou rovnost maZeme ptepsat
ve tvaru:

‘ (12— s — )
R R e T CURIa
1 -

1+ 5 147
T3 +3 3

Analogickd rovnice platf na druhém kraji:

25 (1 —26) - (ﬂ T
olat 4 )=~ 6@ — h,0) + - ,,N.,_,,,,, - g(a, £) 4 (@ ) 2
1L 3 14 3

(28)
ProtoZe vSechny koeficienty v rovnicich (21) a (23) jsou, aspoii pro dostateéns
mald h, nezdporné a jejich soudet je nejvys jedna, dostaneme, poloime-li

sz, B},

M, = Max {|R(z, t)| , |s(z, t)|,

vzhledem k rovnieci (22)
le(, tY] = T'Mh?

coi dokazuje vétu.

3. Dvojdimensionalni vedeni tepla

V tomto paragrafu se budeme zabyvat formulaci okrajovych podminek

pii Yfefeni druhé a tieti okrajové tlohy rovnice pro vedeni tepla ve dvou
dimensich ve &tvercové oblasti. Zde jiz budeme postupovat ponékud rychleji,
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protoZze poméry jsou zcela analogické jako v. jednodimensionalnim piipadé.
Druhou resp. tieti okrajovou dlohou budeme zde rozumét fesenf rovnice

o2 02
ox? oy? ot
v oblasti E:

O<x<a, 0<y<<a, 0<<t<<T),
pii podatedni podmince
w(@, y, 0) = px, y) (25)

a okrajovych podminkach

u tu ou
N (07 Y, l) - Ql(y) t) 5 57% (‘/E’ Of t) = QZ(‘:C’ d) H é% ((1, Y, t) - Q3(ya t) ’
on ] .
E (:L‘, a,t) = Q4({E, 1)) (Z())
(druhé okrajova dloha),

cu . .

';\'r} (01 Y, t) - S(u((), s ,) - ﬁl(y? ,)) ’

R

;Z (@, 0,0) = — s(u(x, 0,1) — F.(x, 1)), atd. (27)

(tteti okrajova uloha).

n je opdt vné&jii normala a s je kladnd konstanta.

y . a ‘ I P . .
Polozme opét h = -, v = ph% kde p je ptirozené a fi spliiuje nerovnosti
P

1 . , " . .
0<p< e Sestrojme zase v prostoru (z, y, t) pravouhlou sit analogicky jako
difve. Piislugné sitové reseni U(z, y, t) bude nyni spliovat systém:

v kazdém vnitfnim uvzlu (x, y,t + ) e B

U+ h,y, t) - Ul — b,y t) +Ule, y + ht) + Ulx, y — b, t) — 4U(x, y. t)

neboli
I”T(xa y!l + T) - ﬂl’v(x ’% h,ﬂ Y. t) ‘JF /3[/“1' - ha Y, t) “I"
FAU@, y + b, t) + pU, y — h, t) + (1 — 48) U, y, 1), (28)
podatedéni podminku

U,y,0) = p@,y) Pro 0=xz=<a, 0

IIA
<
1A
s
o
=



a okrajové podminky
U0, 5.t + 7) = 28U(h, y, t) + BUO, 5 4 h, ) U0, y — h,t) -+

(1L — 48) U(0, y, 1) +mﬂﬁﬂlouw+ﬂQMtwﬂ

— U+ + %Q@(?/J)M%Ql(y—h,t)}
pro 0 <<y < a,
Uz, 0,t + 1) = 28U(x, h, t) + Uz + h, 0,8) + U@ — h, 0, ) 4

+ (1—4p) U, 0, ) + 2ph {6" g @@ +»673.@2(x,t + 1)~

1 1
w6@w+hn+g%mw—g%uAmﬂ

pro 0 <x < a,

(30)
U("’) y)t + T) = ')/f;’U(a - h7 y’ ) + ﬁU(a /’/ '+' ]"s l) {” IBU(“: 1/ - hr t) ’F
FO =4 Uy 2 Y Qdy,/)—-(;iQAy,t4~r)—-

1 2
Y Qs(?/ 7F h’) t) 'JT_ " Qij(y! t) Y Qd(y - h’: t)
6 6 6 7
pro 0 <<y < a,

Ux,a, t + 1) = 28U(x, 0 — h,t) + pU(x + h, a,t) 4 pU@ — h, a,t) +

F (= 4B) U, a, t) | 2/371{6{))6/3—«— Qu(w, 1) - EB(A( +) -

~%@m+mn+6@mn~g&m—h%

pro 0 <z < a,

U0, 0,t + 7) = 28U(h, 0, t) + 28U(0, h, t) + (1 — 48) U(0, 0, 1) -+

% @O0 Q00 + @08 1) 0t

7
~@W%w+%%m+§@mm5%mm—éwWﬁ+%wm}

(31)

a analogicky v ostatnich rozich (druhd okrajova tloha),

IJ(O: ‘Z/,t ’{" T) - vzﬂlv -
Ly

t) + ﬁU(O’ .'1/ '}’" h’: t) '}" ﬂlj(oy [/ ka t) "\L"
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A.'
14— 3 (85 1)
.;N U,y t) + -?M?N
Ly L

_}_

(648 — 1
{iéﬁﬁ Fiy, 1) -+

. ! 2 1
g BT R 0 R~ Fy =], (2)
pro

a analogicky na ostatnich strandch,

2 2
U0,0,8 4 1) = —ﬁN Uh, 0,t) 4 -~ EN U0, h, t) +
Py Pty

(L—ap) 5 zg - 1)

, 2Ng (68 —1,,, )
: et V0,0, ‘; {'Eé’{r (10, ) 4 Fy(0,)) +
1+ 1o 5
3
1 , 1 '
+ 58 (40,8 4 7) = Fo(0, 8+ 7)) — o (F(2h, 1) + Fy(2h, 1)) +
2 1
A Falhs O 4 Folhy £) — 0 (F1(0, 1) -+ F,(0, t))}, (33)

a analogicky v ostatnich rozich (tfeti okrajova tiloha). Uplné analogickym
postupem jako v predeslém paragrafu se dokaze:

Véta b. Budif e(x, y, 1) = w(x, y, t) — Ux, y, t). Je-li u takové Fefeni rovnice
(24) pfi podminkdch (25) a (26) resp. (27), Ze md spojité derivace do Etvrtého
Fadu v R, pak v R stejnomé&rné platt

e,y D] = MA2,

kde M je konstanta zdvisici na oblasti R, Fefeni w a jeho derivacich do étvrtého
Fadu, ale nezdvisejici pro dostateéné mald h na h.

4. Treti okrajova uloha pro Laplaceovu rovniei

Nyni se obratme k feSeni tieti okrajové tdlohy pro Laplaceovu rovnici
ve &tverci, t. j. k TeSeni v oblasti R:

O<xr<<a, 0<y<a)
rovnice
oty 02

oa? oy

(34)
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pii okrajovych podminkach

S_Z (0,9) = — s(u(0,y) — F,(y)),

2

ETZ (a, y) = — s(u{a, y) — Fy(v)),

Z: (%, 0) = — s(ufz, 0) — Fu(2)),

?Z (x, a) = — s(u(x, a) — Fy(x)). (35)

V dal§im budeme zase pfedpokladat, Ze funkce I'\(y), F3(y), Fy(x), Fy(z)
jsou takové, Ze feSen{ shora formulovaného problému existuje a Ze md spojité
derivace do ¢étvrtého fadu v R.

Sestrojme v roviné (z, y) &étvercovou sit o oku k. Sifovym fefenim tfeti
okrajové ulohy Laplaceovy rovnice nazveme sitovou funkei U(z, y) defino-
vanou ve vech uzlech z R, pro kterou plati v kazdém vnitinim uzlu (a2, y)
oblasti R:

L][U]m, =
Ve thy) U@ —hy + U(Q;;?y th) F U@y —h) = dU@y) g
ve vnitfnich bodech stran étverce R:
LU, , =
2U(h,y) + (1 + %V—) U,y + h)+(1 + {;) U0,y —h) (4 + ?7) U0, y)
= = g (R — iy + 1) — Fyly ~ 1),
LofUlyo =
2U (x, b)) + (1 + %r) U+ h, 0) + (1 %) Ux —h, 0) — (4 + %ZY) Uz, 0)
— 3 - T
— — o (BFy@) — Fyw £ 1) — Fofw — 1),

T,[Ul-0 :T“

N N 8N
2(](& 7 hay)+ (] +’§) (‘T(as y+ h) "i" (1 | ‘;) LT((I, y— k) - (4'{ ?) Lr(aa ?/)

= — —



= — o (8Fy(y) — By + 1) — Foly — h),

Ly[U)=p =
2U(x,a—~h)—|—<l+ )U(x+h a,H—(l +5 )U(x ~ h,a) — (4 - _*Y) Uz, a)
T . e . B A
- 3h (8F (x) — Fo(x + h) — Fya — b)) (37)
a konedéné v rozich:
U(h, 0) 2U0h——4—4NUOO

5(F(0) + Fu(0) -+ 2(£1(R) - Fy(h)) — (F1(2h) + Fy(2R)),

LT], = 20U (h, a) + 2U(0, a —hl ) — (4 +4N) U(0, @) _

—s;l(

= = 57 (B(Fy(0) + Fy(0)) -+ 2(Fy(R) + Fy(h)) — (F\(2h) 4 Fy(2R))),

2U(a — h,a) + 2U(a, @ — k) — (4 -+ 4N) U(a, @)
b AL A . -

F( ) + Fy(0)) + 2(Fy(h) + Fy(h)) — (Fy(2h) + Fy(2R))),

Ls[U]a,o = "’U(a — }l., 0) +- 2U(a’h}:) - (4_“} 4N) U(a, 02 __‘

I
\

&
g, (BF(0) 4 F5(0)) 4 2(Fo(h) + Fylh)) — (Fo(2h) + Fy(2R)))

N = sh. (38)
Lemma L. Budif w sitovd funkce definovand ve vdech uzlech z R, pro kterow

v kaZdém vnitfnim wzlu platt Li[u] = «(z, y), kde « = 0 (resp. < 0). Pak
u nabyvd svého maxima (resp. minima) na hranici oblasti R.

Dukaz: Budiz

w® = Max u(z, y) = u(w, ¥o) -
(*.y)ek

Je-li (zy, ¥y) hraniénim uzlem, jsme hotovi. Pfedpokladejme tedy, Ze (x,, ¥,)
je vnitinim uzlem. Pak podle (36) plati

w(xy + by ) + wlxy — b, yo) + w(@g, yo + h) + w(@g, yo — h) — 4u* =0,
t. j. na pr.
w(xy + kb, yy) = du* — wl(xy — h, yy) — w(Tg, Yo + R) — ulg, yo — h) = u*,
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tedy
w(xy 4+ b yy) = u*

a podobné pro ostatni sousedni uzly. Tedy ve viech sousednich uzlech je «
také rovna svému maximu. Pokratujeme-li timto zplisobem dile, dospéjeme
do uzlu (2', '), ktery uz lei na hranici a ve kterém je

w(x’, y') = u*.

Lemma 2. Sysiém 1,[u] = o(z, y), LyJu] = Bz, y), Ly[u] = v(z, y) ma pro
kaZdow pravou stramu pravé jedno fesent.

Diuakaz: Stadi ziejmé dokazat, ze piislusny homogeni systém, t. j. systém
L;[v] = 0, ¢ = 1, 2, 3, m& pouze trivialn{ fedeni. Budiz tedy » fefenim tohoto
systému. Polozme

v* = Max v(x, y) = v(xy, ¥y)
(ru)er
a predpokladejme, Ze v* > 0. Uzel (z,, y,) muZeme zvolit podle lemmatu 1.
na hranici. BudiZ nejprve (w,, y,) hrani¢ni uzel rizny od rohového, t. j. na pf.
(0, 4y), 0 < gy << a. Pak plati podle (37)

N N 8]
200, o) -+ (1 + 3) o0, o+ H) + (1 )0 (4 + ¥) o0, %) =0,
neboli
AT
9 T+ 3
v =v(0,50) = gy vl ve) b gy 000, %0 + A -
4 4+ = 4 =
3
T ON
14 iz 4 - :é!
. _ . < .- ——— %
} ) 8Nv((),y0 h)=4 v vt
b 3

a to je spor. Analogicky dojdeme ke sporu v piipadé rohového uzlu. Tedy
celkem dostdvame v* < 0. Podobné dostaneme v = 0, kde »' = Min »(z, y),
(r,u)eR
coz dokazuje lemma.
Lemma 3. Budif u veSenim systému L,[u]l = ~;, 1 =1,2,3, kde x; = 0,
i=1,2,3 Paku=0vR.

Diikaz: BudiZz u* = Max u(x, y) = u(xy, ¥o). Podle lemmatu 1. mdaZeme
(Z.y)ek

predpoklddat, Ze (x,,1,) je hraniéni uzel. Piedpoklidejme »* > 0. Budiz
nejprve (%, ¥,) hranidni uzel riizny od rohu, na pf. (0, y,), 0 < y, << a.
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N N

> bty Pty
LR QN w(h, yo) + - s]\ u(0, 4y +h) + TGN MOy — by <t

5 LS R 4t Y

a to je spor. Analogicky dojdeme ke sporu v piipadé, Ze (x,, y,) je rohovym
uzlem. Tedy skuteéns u* =< 0.

Lemma 4. Budle uw a v dvé sitové funkee, pro které platt T, (v) < _ L[]
t=1,2,3. Pak [u] < v.

Dukaz: Polome t, — — w — v, t,=u—v; pak LJ[t,] =0, Lit,] =
pro ¢ = 1, 2, 3 a lemma plyne z lemmatu 3.

Lemma 5. Budif u fesentm systému L fu] = 0, Ljfu] = — M , t=23
kde M == konst. > 0. Pak 0 < u < M pro dostatené mald k.

Diikaz: Budiz M, = Max u(¥, y) = u(%,, %), a predpoklédejme nejprve

(2,%)eR
Z6e (%, ¥,) je hraniéni uzel rizny od rohu. Pak plati

2u(l, y,) +(1 . )u(o w1 (1 2 ) (o,yo—h)—(4 + SN) 0, 0

5 _ R W -
- - M,
odtud
N 8N
2Ml+2(l+“%)M1~~(4+-3)M1 0
- M= o — =5 M,

t. §. M, ;’% M << M pro h < 2s. K analogickému zavéru dojdeme piti

rohovém hraniénim uzlu.
V&ta 6. Pro chybu e(x, y) = u(x, y) — Ulx, y) plati stejnomérné v R odhad

: e, y)| = M2 .
Diakaz: Pouzitim Taylorovy véty snadno zjistime, Ze chyba splituje systém
Ll = — Rfa,y)
kde
R ) = gy (7 0 + O D)+ G (0 = O y) + ot ey + O)
o'u

oy o),

0% ~a,
Ry(e,y) = — 55 (2 T Ody) + (1 + ‘f) (“yﬁ (0,5 + Oh) +
chu

g I\/Y v 18
+ 51 00— @Jw) -3 (F W + Oh) + Fy — @gh)) :



1 (c*u PN L -
R3(Q?, ?/) = sz 5‘;/1 ((')mh’ O) o ;7174 (0» 611;') - 9 (1'1 (@12}’) + Fz (@13h)) ‘{‘

e ‘: (FUY(26,,0) | F(26 4h)) .

(Vzoree pro R; jsou psany pro stranu z = 0, 0 <<y < a, a pro roh (0, 0);
na ostatnich straniach a v ostatnich rozich plati analogické vztahy.) Budiz

M = Max |R,(x, y)| & &, budiZ YeSenim systému L[¢] = — Mh?, i = 1,2, 3.
i=1,2,3
R
Z¥ejmé plati Lje] =< — [Lfe]|, ¢ = 1,2,3 a tedy podle lemmatu 4. je
e(x, y)| =< ¢, takie stadi odhadnout ¢,. Budte déile ¢, a ¢ YeSenimi systému
Life,] = — Mh2, Le,] = 0, i = 2, 3; Li[e] = 0, Li[eg] = — Mh2, i = 2, 3,
takie e, = &, -}- &. Polozme dale
L
gz, y) = M’(x(u —x) - Cz) h2.
Jak se snadno zjisti piimym vypoltem, plati L] = — Mh2, Le,] = 0,

t = 2, 3. Polozme § = ¢, — ¢;. Pak pro ¢ plati Ly[¢] = 0, L,jt] =20, i = 2,3
a tedy podle lemmatu 3. je ¢ = 0 a ¢, = g,. Pro ¢ plati podle lemmatu 5.
odhad e, = Mh2, takie celkem

)

1 2 t ;
e, )| < & + ey < MA + = M(%L . i;) e = Khe,
kde K nezdvisi na k, coZ dokazuje vétu.

5. Numericky piiklad
Je feSena rovnice pro vedeni tepla (1) v oblasti {0, 1> x {0; 0,24> pii
’\/
potatedni podmince wu(z, 0) = e* a okrajovych podminkach %% (0,2) = e,

0 ; . o aw . .
%Z (1,2) = e!*1. Pfesné YeSeni je v tomto pripadé e#'!. Vysledky jsou uspo-
(&

fadany v nasledujici tabulce:

. 0 0,2 i 0,4 0,6 ; 0.8 1,0 i

Lo b 3 | o ]
; i ; |

1,0209 ’ 12371 1,5008 | 18441 2,2549 ] 27734 |

0,012 1,0120 ‘ 1,2361 ; 1,509 ; 1,8440 2,2523 2,7510 |

OLOIZL L2361 LS098 | 1sddl 2,2524 i 27511 |

i _ R _ o o — l

1,059 | 1,2540 1,5284 | 1,8673 |  2,2872 2,8139 ’

0,024 1,0242 1,2510 | 1,5280 | 1,8662 ‘ 2,2794 2,7841 |

L0243 L2511 LE21 L8664 22796 27843 |

- - -~ - — i
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, - 1 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 i
1,0505 1,2709 1.5479 1,8917 23192 | 2.8531
0,036 1,0365 1,2660 1,5464 1,8887 2,3068 ; 2,8177
1,0367 1,2662 1.5465 1.8889 23071 | 2.8179
1,2898 1,5541 1,8886 2,3067 2,8259 3,4671
0,216 1,2403 11,5150 1,8505 2,2603 2,7609 3,3723
1,2411 1,5159 1,8515 2,2614 2,7621 3.3737
1,3077 1,5752 1,9137 2,3371 2,8626 3,5116
0,228 1.2552 1,532 1.8728 2.2875 2,7941 34130
; 12561 1.5342 1.8739 29387 2.7955 34144
[ _ - e . _ N _ t
1,3258 1,9392 2,367 2,8997 3,55645 ‘
0,240 1,2703 ; 1.8953 | 23151 2,8278 3,4541 |
12712 552 | 1,8965 i 2.3164 2,8292 34556 |
’ ‘ [

kde vidy v prvém tadku je ptiblizné ¥efeni s okrajovymi podminkami (6)
z 1. spoditané ze sité o parametrech £ = 0,1; g = 0,3, ve druhém Fadku je
piiblizné refeni s okrajovymi podminkami (19) z 2. spocitané ze sité h = 0,2;
p = 0,3, ve tretim Fadku je presné feseni. Z tabulky je vidét, Ze i p¥ipoditani
piiblizného fefeni pfi okrajovych podminkdch (6) ze zjemméné sité, kde za
prostorovy resp. Gasovy interval bereme polovinu resp. ¢tvrtinu plvodnich,
dostavame hordi vysledky neZ pii daleko méné pracném numerickém vypodtu
priblizného fefeni z ptivodni sité a okrajovych podminek (19).
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Peaowme

BJIMAHUE ®OPMVJIMPOBKU KHPAEBBLIX VCJIOBUN
HA BBLICTPOTY CXOJUMOCTH
OPY PEUHIEHUU IUOOEPEHIIMAIBHBIX YVPABHEHWA
B YACTHBIX TTPOM3BOI1BIX METOJOM CETOR

AMUJIb BUTACE H;(Emil Vitasek)

(Mocrynuio ¢ pegawuio 31/VIII 1956 r.)

IIpn pemenmm pmpdepennumaIbHLIX ypPaBHEHWNH B YACTHHX TPOW3IBOTUEIX
BINIMTITHYECKOTO M Mapabosnueckoro Tulla MeTo/[OM ¢eTOK O0GBIIHO, TTePETTHCHIBA I
KpaeBBle YCIOBHUA, cOfepiKaniie NPOW3BOJHBE, MOCTYHAT TakmM ofpasom,
4TO NPOUBBOJAHEIE HPOCTO 3aMEHSIIOT COOTBETCTBYIOIMMA pasHocTaMH. Taroi
cnoco0 Mbl He cuuraeM MOAXOMALIAM, TTOTOMY TTO 11PH HeM BO3HHKAeT HeRoTopas
HEOJHOPOJHOCTE II0 OTHOMENWI) K CTEHeHH alNpOKCUMalUM TIPOU3BOIIBIX.
Huddepenmumaapnnii onepaTop BHYTPH 0GIACTH 3aMEHHEM PABHOCTHHIM OTe-
paTOPOM ¢ TOYHOCTELIO A%, TrHe h — BelawuMHa 1JIa3a CCTKU, B TO BpeMs Kak
epPBBI¢ IIPOMBBOJHLIE B KPAEBLIX YCJIOBUAX AlMNPOKCUMUPYEM DASHOCTAMU
¢ TOYHOCTRIO f. dTAM c1ocoGOM MOIRHO B JOHCTBHTCABHOCTH — U TIPH YCIOBAYU
JOCTATOYHOM I'JIafKOCTH PpeIleHnus -— IONYJIHTh OBICTPOTY CXOMUMOCTH INpHU-
GIMKEHHOTO peIIeHnsa K TOYHOMY pemICHHI0 TopAgxa A (reopema 1. m 2.).
WHrepnonnpoBanme IepBOil HPOUBBOJHON B KPAGBHX YC/A0BUAX uHapabomoi
SIBJISIOTCH TaKie HeyHMOOHBIM, Mo KpaillHeH Mepe B cJIydae YDaBHEHUS TCIJIO-
TPOBOTHOCTH, IOTOMY 9YTO TOTHA CTAHOBUTCA BO3MOAKHBIM TAaKOW ciydaii:
mMeeTcs KOHeYHBIA cTepsykeHb, Ha KOWNaX U30TAPOBAHHKI OT Tema, ¢ MO0 -
TeJIbHOH HavalILHOI TeMIepaTypoil, a COOTBETCTRYIOILEe pPelleHue, IMOJIyUYeHHoe
METOJOM CeTOK, JOCTHIHeT NPH J1000M A M0 MCTeYCHAN ONpPEACiICHIOI0 BPeMCHR
oTpUUATeNLHBIX 3Hadenni (teopema 3.). Gopmyans (19), coors. (20) wpexcranis-
0T KpaeBble YCIOBHA MJIsI PAa3HOCTHOrO ypaBHeHHA (4), pellleHme KOTOPOro
ABIgeTCA UpUGNMMKEHHBIM pellleHneM ypaeHenns (1) mpm yemoBusax (17),
coors. (18), h, T cyTB, COOTB., HPOCTPAHCTBEHHHH WMHTEpBaJl M WHTCPBAJI

T 1
BPEMCHH CeTRU, f§ = 78 9

Hpu  YCJIOBUM [OCTATOYHOHR TIJIAJKOCTH peHleHnd CTPeMATeH K HYJI0 Taw
ke, wax A% @opwmynpr (30), (31), coorBercrBenso (32), (33) mpencrasisor
KpaeBHe YCJIOBUS PA3HOCTHOIO ypaBHEHMA (28), anmpoRCHMUpYIONero ypasne-
Aue (24) ¢ kpaeswmMu yaosmamu (26), coorercrBenno (27), a gopmyas (37)
-~ KpaeBble YCIOBHA PaBHOCTHOrO ypaBHenus (36), anrpoxcuMUPYIOUIErO
ypasHenue (34) ¢ xpaeBsiMH ycdoBusaMu (35), olajgaoniyie raiske TeM CBOIi-
CTBOM, YTO OMUOKA, OUATHL-TAKU IPY VCIOBUH KOCTATOYHOIT TIIAMKOCTN PeIlCHNI,
nmeer mopsior A% Hakomen, upuBoguTca YWCICHHLIT ITpUMED, & HMEHHO

0 << TaK#Ue, 9YT0 COOTBEeTCTBYIOHIAA omunbka
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pemenne ypasuenus (1) B unrepsane (0,15 x{0; 0,24> npu HaYaNALHOM YCJO-
. » , e du ;o 1
v w(r, 0) == 6% 11 KPACBLIX YCJAOBIAX P (0, 1) = e, P {1,t) = e, Tounnm

|

|

pelenyteM sipaAercsa e*t Pesyabrarhl neieceHsl B taldiute B oTfene bl B
HEPBOIT CTPOUKE HPUBOARTCH  Beerla  BpROIAKEeNH0e DEelICHNe ¢ KPACBLIMU
vernosuamu (6),( 1. . ¢ UPeHIUCaHIbIMKY HCPRLIMU PA3HOCTHME 110 KPAAM), BEIIH-
CHEHNOC 110 ¢eTRe ¢ napamerpamn A == 0,1; f = 0,3, Bo BTOPOIl ¢TpPOYKe TPHBeE-
AGHO HpHOIMIRETTHOe petleine ¢ KpacnMi yeaoBwaMn (19), pelMuciaeHHoe 110
cerre b == 0,2: f = 0,3, B TpPerbeil ¢TPOUKe -— TOYHOoe pewmelne. M3 rabinin
BMIO, 4TO HPU BEMUCACTUA NPUOARIKCHIOT0 PeTIeHI 1PH KPAaeRbIX YCIOBAAX
(6) M 110 YUIOTHCHHON CeTKe, IJ¢ B Ka¥ecTBe HPOCTPAHCTBEHHOTO WHTEPBAla,
¢OOTBETCTBOHIO, UHTEPBATIA BPOMEIH (epeTcH HOJIOBMHA, COOTB. JaM#e UeTBepTh
HePBOHAYAJILUBIX UHTCPBAJIOR, HOJYUACM PE3YIbTATH TOPA30 XYiKe, YeM NpU
SHAUMTCIALHO MeHee TPeboBarteiblioM BHYACAeIHN UPAGITIKeHIOTO PCITEHUS
HO UePBOHAUYANBIOI COTKE W KpacssiM yesaoBusM (19).

Zusammenfassung

EINFLUSS DER FORMULIERUNG DER RANDBEDINGUNGEN
AUF DIE KONVERGENZGESCHWINDIGKEIT BEI DER LOSUNG
VON PARTIELLEN DIFFERENTIALGLEICHUNGEN
MITTELS DER DIFFERENZENMETHODE

IMIL VITASER
(Eingegangen am 31. August 1956.)°

Bei der Losung von partiellen Differentialgleichungen des elliptischen und
parabolischen Types mittels der Differenzenmethode geht man gewdéhnlich
bei der Formulierung der Randbedingungen so vor, dass man einfach die
Ableitungen durch die zugehorigen Differenzen ersetzt. Wir halten diesen
Verlauf fiir unzweckmiissig, und zwar desswegen, weil wir dabei eine gewisse
Unhomogenitit beziiglich des Grades der Ableitungsapproximation begehen.
Wir ersetzen namlich den Differentialoperator innerhalb des Gebietes durch
den Differenzenoperator mit der Genauigkeit A%, wo h die Grosse der Masche
ist, wogegen wir die ersten Ableitungen in den Randbedingungen durch die
Differenzen mit der Genauigkeit # approximieren. Dieser Verlauf kann wirklich,
auch bei der Voraussetzung der geniigenden Glétte der Lisung, die Geschwin-
digkeit der Konvergenz der Approximationslosung zu der genauen Losung
wie & geben. (Satz 1. und 2.) Is ist ebenfalls unzweckméssig die erste Ableitung
in den Randbedingungen durch eine Parabel zu interpolieren, zu mindenstens
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bei der Warmeleitungsgleichung, weil dann der Fall des endlichen Stabes
mit den wirmisolierenden Randern und mit der positiven Anfangstemperatur
eintreten kann, wobei die zugehorige Differenzenlésung bei jedem h nach
gewisser Zeit negative Werte erreicht. (Satz 3.) Die Losung der Differenzen-
gleichung (4) mit den Randbedingungen (19) resp. (20) stelit die annihernde
Losung der Gleichung (1) mit den Bedingungen (17) resp. (18) vor. (k, 7 sind
die Raum bzw. Zeitintervalle des Netrzes 7 == fh2, 0 << < 1), Diese an-
nahernde Losung konvergiert bei der Voraussetzung von geniigender Glitte
zu der genaven Losung wie k2. Die Formeln (30), (31) bzw. (32), (33) sind die
Randbedingungen der Differenzengleichung (28), die die Gleichung (24) fiir
die Randbedingungen (26) bzw. (27) approximiert und die Formeln (37)
sind die Randbedingungen der Differenzengleichung (36), die die Gleichung (34)
fiir die Bedingungen (35) approximiert, wobei sie solche Eigenschaften be-
sitzen, dass der I'ehler, unter der Voraussctzung der geniigenden Glitte,
von der Orduung A* ist.

In dem letzten Paragraphen fithren wir ein numerisches Beispiel - die
Losung der Gleichung (1) im Intervalle {0,1> < {0; 0,24> mit den Anfangs-
bedingung w(x, 0) = ¢® und den Randbedingungen

w1 tu )
o (0’ t) = ’ Pjr(hl) == el

— an. Die Hrgebnisse sind in der Tabelle in 5. aufgestellt. In der ersten Zeile
steht die annidhernde, aus dem Netze mit den Parametern b = 0,1; § = 0,3
berechnete Losung mit den Randbedingungen (6) (d. i. mit den am Rande
vorgeschriebenen ersten Differenzen). In der zweiten Zeile steht die anna-
hernde aus dem Netze & = 0,2; # = 0,3 berechnete Losung mit den Rand-
bedingungen (19), in der dritten Zeile dic genaue Ldsung. Man sieht aus der
Tabelle, dass wir beim Berechnen der annahernden Lésung mit den Randbedin-
gungen (19) bessere Resultate erhalten, als bei der viel miithsameren Berech-
nung der anndhernden Losung mit den Randbedingungen (6) und bei Beniit-
zung des verfeinerten Netzes, wo man fiir das Raum — resp. Zeitintervall
die Hilfte resp. das Viertel des urspringlichen Intervalles nimmst.
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