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SVAZEK 2 (1957) APLIKACE MATEMATIKY Clsto 2

PRISPEVEK K THEORII SMISENYCH SYSTEMU
HROMADNE OBSLUHY

FRANTIREK ZITEK

(Doslo dne 28. dubna 1956.) DT:519.21:621.395.34

V ¢lanku je Fefen znamy Frlanguv problém theorie hromadné obsluhy
v pifpad® smifeného systému (s ¢ekanim i se ztrdtami), kde podet
dekajicfch je omezen. Vysledky jsou piimym zobecndnim vysledka
zndmych pro oba jednotlivé typy systému.
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1. V monografii [1] vénované problémum systémi hromadné obsluhy
studuje CHINCIN systémy se ztrdtami a systémy s dekanim, a to oba typy
oddélené; soudasné viak upozorfiuje na moznost existence systémi smifeného
typu ([1], str. 56). Zatim co theorie systému ,,éistych¢ typh — zejména eka-
cich — je dnes jiZ% vice nez bohaté rozvinuta, nebyla studiu smiSenych systémit
dosud vénovana takova pozornost.)

V celém ¢&lanku budeme uZivati pojmi, termint, symbold a oznadeni za-
vedenych v [1], kde ¢tendt najde viechny potiebné definice a vysvétleni.

vvr

2. Budeme uvaZovati nejjednodussi systém s » navzajem rovnocennymi
linkami (momHOROCTYIHEI Ty90K 7 JuHuUi), charakterisovany exponencidlnim
rozloZzenim délek intervali mezi volanimi (s parametrem 1), exponencidlnim
rozlofenim délek hovord (s parametrem f) a touto tekaci disciplinou: p¥i
obsazeni viech linek tekaji dal§f volani v jednoduché fronté, aviak nejvyse
v podtu 7. Jakmile ve fronté dek4 jiz r volani, jsou daldi odmitina, aniz by byla
obslouzena. Cekajici voldni obsazuji uvolnéné linky v potadi pfichodu do
fronty ihned po skonéeni pfedchézejiciho hovoru.

3. Prvym na&im tdkolem bude fedeni Erlangova problému pfo nas systém.
Zékladni Erlangovu soustavu diferencidlnich rovnic pro pravdépodobnosti P,(t)
si sestavime snadno; bude to

) Na existenci préce [2] byl autor upozornén teprve recensentem po odevzdéni ru-
kopisu redakei. :
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Polt) = — APy(t) + BPy(t)
Pilt) = APy(t) — (A + B) Pu(t) + 2/3P2(t)

Po1(t) = APy g(t) — [A -+ (0 — 1) B] Pa_s(t) 4+ nfPu(t)
Pa(t) = APu_y(t) — (A + nP) Pp(t) + npPpys(t) (1)

Pn+r 1) = AP, (¢ ) (A + nP) Pypy_1(8) 4 nBP,.,(F)
n+r(t) == "{Pnir—l n[)’PM, ( )

V disledku Markovovy véty, kterd zfejmé plati i v naSem ptipads, dostaneme
odtud pro limitni pravdépodobnosti p;, soustavu algebraickych linedrnich
rovnie

Nﬂpﬂ+ﬁp1:0’
App-y — A+ EkB) pr + (b + 1) fppy =0, 0k <m,
Apk“l_(l+nﬂ)pk+nﬂpk+1=o, 'n\k<n.+-r (2)

}‘pn+r-1 - n’ﬁPvH»r =0,

spolu s normovaci podminkou

ntr

Sp=1. ’ (3)

K fefieni soustavy (2) pouzijeme stejného obratu jako v [1] a dostaneme tak
pro p; vyrazy

Ak
M '
Pk———W'-pu, nskhk=ntr. (5)
Posledni vzorec 1ze psati téz ve tvaru
= AV 0k=r 5
plﬁn — pn nﬂ ’ = = ( )
“Ptitom p, urdime z (3) jako
1
= — . 6
ke O k ﬁ" .nl r—1 ”Lﬂ
Odtud pak ihned plyne:
1. Pravdépodobnost odmitnuti volani je p¥imo
Antr ’ )
5 (M)

Prir="Po: ﬂn+r '
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2. Pravdépodobnost okamZitého hovoru bez &ekini je rovna

n-1 &

Z Pe= B0 2 gy ‘ (8)
3. Pravdépodobnost ¢ekani vibec je dina soudtem
, (;. )
T n-1 I3 — =
k;z_o Prir = Pn .IGZO (EB) = Py . T:z . | (9)
nf

4. Dal$im nadim tkolem bude odvozen{ zdkona rozlofent délky doby Sekdns y.
Stejnym postupem jako v [1], § 35, dostaneme i v nafem piipads

r-1

F’{j/ >t} = Z Pk Pn{-lc('}} > 1), (10)
k=0

kde P, x(y > &),k = 0,1, ..., — 1 je, jako v [1], podminénd pravdépodobnost
jevu {y > t} za ptedpokladu, Ze volani je (k -+ 1)-vé vefronté. Pravdépodobnosti
Poxly = t) jsou, jak vyplyva z pfedpokladu exponencialniho zdkona rozlozeni
délek hovort, dany vyrazy

o] - «©

3
£y _
Poiily > 1) = goe‘"’“ @ﬁ f ﬂﬂ)’“‘ G‘”ﬂ" 77 dz = f 2 dy (11)
nfit ‘
Odtud pak
-1 7 -‘ ‘ r-1
A 2" g | < (AR)F
P{y >t} :kgo Po g ( f (np)E+1 e—"ﬁzﬂdz) .nf f o4 (2 )dz
t

(12)
P#i 7 — co dostavame limitnim p¥echodem, ktery je opravnény za pied-
pokladu 4 < np,

‘ np . e~ (ni=Nt ) 1
ImP{y >t} =p,.nf. | e dz =p, ————=1p, . e~ —— .
np— 7 2
nfs
(13)

tedy vysledek shodny s Vysledkem na str. 101 v [1], platnym pro p¥ipad ne-
omezené fronty.

Pti konetném r a ¢t = 0 dostdvame z (12)

P{’}J > 0} = Pn ké:() [(ni) f Z| dy] = Pn 'k 0(7@ ) g p71+k ’ (14)
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t. j. pravdépodobnost ekdni vibec. JeZtc pak kroms toho je

71

Ply =0} = > m, (15)
k=0
je vzhledem k (7), (8) a (9) distribudni funkce éekaci doby y (za predpokladu,

ze voldni skuteéné ¢ekalo) dana vyrazem

Py—1—"r=>8 oy ' (16)

anw

Distribuéni funkei (16) odpovidé frekvenéni funkee

7.1
ARtk
,?::0 k!
10 = e nh (a7

pE

jeZ po transformaci z = npf, niﬂ = § pfejde na jednodussi tvar
Lo1l—07d o2k
g(z) =e T lzﬂ W (18)
5. Urdime si ddle stifedni dobu Cekdni. Bude to
Ey = mt Aty de —= g dz 19)
y= [tfera =5 [z an, (1
0 0
takZe podle (18) mame
1 1-—6" - 1 1-6 ¢, .
= — Hlevdz = — . —- . . (20
Ey R 1—ar2 26+l e dz v R g go(lc+1)6 (20)

V piipadé neomezend fronty md, jak zndmo z [1], y rozloZeni exponencialni
s frekvenéni funkei (nf — 1) e~4-2! a tedy stfedni hodnotu (nf — 2)-%,
plati ov8em & < 1. Za stejného predpokladu, t. j. opét 1 < nf, mame pak
z (20) ‘

lim B = h]ﬂ (1= 0). 3 8k + 1) = (nf — 3, e

vysledky se tedy shoduji.

6. Abychom mohli 1épe porovnati, jak se navzajem li¥i systémy s omezenou
frontou a s neomezenou frontou, byly napodéteny nékteré numerické hodnoty,
a to jednak stfedni doby éekani, jednak pravdépodobnosti- odmitnuti. Jsou
uvedeny v plipojenych tabulkdch pro tyto hodnoty parametri: » = 10,

157



=1 A=1,2..9 r=0,2,5 10,15, 20, co.

Tabulky II (resp. ana-

logickych tabulek pro jiné hodnoty =) lze m. j. pouiti na pt. k urdeni maxi-
malni p¥ipustné koneéné délky fronty pro dané A a danou pravdépodobnost
odmitnuti.

Jak vyplyvé z obou tabulek, postadi k dosaZeni vlastnosti blizkych vlast-
nostech systémi s neomezenou frontou pfi ,st¥ednich hodnotdch A-(t. j. 1 == 4
a% 6) jiz r = 10.

1. Tabulka stfednich dob &ekéni.

N 10 1 20
™ 2 5 15 A 0
2N
1 0,109 091 0,111 106 0,111 111 0,111 111 0,111 111 0,111 111
2 0,116 667 0,124 840 0,125 000 0,125 000 0,125 000 0,125 000
3 0,123 077 0,141 639 0,142 851 0,142 857 0,142 857 0,142 857
4 0,128 571 0,161 494 0,166 562 0,166 665 0,166 667 0,166 667
5 0,133 333 0,183 871 0,199 022 0,199 954 0,199 998 0,200 000
6 0,137 500 0,207 842 0,243 917 0,249 294 0,249 927 0,250 000
7 0,141 176 0,232 321 0,304 265 0,326 178 0,331 736 0,333 333
8 0,144 444 0,256 307 0,379 710 0,445 299 0,476 673 0,500 000
9 0,147 368 0,279 029 0,464 660 0,611 090 0,723 193 1,000 000
Pror = 0 je ovem Ey stéle rovno nule.
II. Tabulka pravdépodobnosti odmitnuti.
G R -
~UT 0 2 5 10 15 20
A \\
1 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
2 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
3 0,0008 0,0001 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
4 0,0053 0,0008 0,0001 0,0000 0,0000 0,0000
5 0,0184 0,0045 0,0006 0,0000 0,0000 0,0000
6 0,0431 0,0149 0,0032 0,0002 0,0000 0,0000
7 0,0787 0,0353 0,0115 0,0019 0,0003 0,0001
8 0,1217 0,0663 0,0300 0,0091 0,0029 0,0009
9 0,1680 0,1057 0,0613 0,0295 0,0157 0,0088

Pror = w je pmvdépodobnost: odmitnuti vidy rovna nule.
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Peswome

K TEOPUM CMEIMNAHHBIX CUCTEM MACCOBOI'O OBCIYHUBAHUA

OPAHTUIIER 3UTOH (FrantiSek Zitek)
(ITocryruio B pepaxumio 28/1V 1956 r))

B pabore pemena safawa Jpianra Jjs cMemaHHOH cucTemsl (cM. [1], crp. 56)
B cJydae npocTeiilmero mOTOKA BEHB0BOB W MOJHONOCTYMIHOTO NIYYKA 7 JIMHUH,
opuieM 9ucyio oRugaIuX orparuyeno (< 7). [ony4eHH BepOATHOCTH IOTePH
(7) n pacupenenenme BpemMern oxxugannA (16)—(18). B rabnupmax pars: I cpen-
pee Bpems oxxmpanusa u II BeposatHocTH moTepH, B ciyuae » == 10, f# = 1 s
HEKOTOPHX 3HAYCHMI 7 ¥ A. '

Zusammenfassung

ZUR THEORIE DER GEMISCHTEN WARTESYSTEME

FRANTISEK ZITEK
(Eingegangen am 28. April 1956.)

In dieser Arbeit wird das Erlangsche Problem fiir den Fall eines gemischten
Wartesystems geldst (s. {1], S. 56), in welchem die Anzahl der Wartenden
begrenzt (=< r) ist. Es werden die Verlustwahrscheinlichkeiten (7) und die
Wartezeitverteilung (16)—(18) abgeleitet. Numerische Werte der mittleren
Wartezeiten (I) und der Verlustwahrscheinlichkeiten (IT) sind fiir den Fall
- n =10, § = 1 fir einige Werte der Parameter A und r in zwei Tabellen ange-
geben.
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