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SVAZEK 2 (1957) APLIKACE MATEMATIKY ClsLo 1

NEKTERE ANALOGIE NECENTRALNTHO (-TRESTU

FRANTISEK ZITEK |

(Doslo dne 27, bierna 1956.) DT:519.271

(lanck pojednava o analogiich necentralniho ¢ zaloZenych na jinych
statistikach, neZ je obvykle pouzivana smérodatng odchylka. Je obeend
odvozeno rozloZeni téchto modifikovanych t-statistik a jsou ukdzdny
moznosti aplikaci. Kromé toho jsou uvedeny kritické hodnoty pro
test pouzivajici pramémé odchylky.

1. Uvod

Klasicky Studentiiv ¢-test byl nékolikrate modifikovan. Jednak jiz v roce
1939 JounsoN a Werch [4] prostudovali jeho necentralni analogii, jednak
K. Lorp [6], [7] v roce 1947 nahradil v centralnim f-testu vybérovou sméro-
datnou odchylku s vybérovym rozpétim K. Byla tu tedy celkem nasnadé
myslenka obé tyto modifikace spojit a nahradit s rozpétim i v necentralnim
t-testu; to se mi podafilo v podstaté vytesit v [10]. Kromé toho se timto problé-
mem zabyvali u nds hloubdji té2 pracovnici statistického oddéleni VUTT [1].
Utelem tohoto &lanku je, podat zcela obecnou formulaci a feseni zakladniho
problému a soudasné ukizat nékteré znamé i méné zndmé moznosti pouziti
testl takto vytvoienych.

Zékladni problém, z néhoz se tu obvykle vychazi, lze formulovati asi takto:
je dan normalni N(u, o) zdkladni soubor s frekvenéni funke{

1 L F? 11
T
S -
s neznamymi parametry x4 a o a dale konstanty T (— oo < T < w)a

p (0 << p < 1), Mame pak rozhodnouti, zda je spravnd hypothesa H, vyjadiena
nerovnosti '

@(x; 1, o) =

o

[ola; w, 0)de < p. (1.2)

T

Jedno z moznych feSeni tohoto tikolu vede pravé k pouziti necentralniho ¢ a jeho
modifikaei.
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2. Obeené U-rozloZeni

Budi# &, ndhodnd prom&nna normalni s frekvenént funkei ¢(x; @, 1). Budiz 5
nezdpornd ndhodnd proménnd, stochasticky nezavisla na &, se spojitou distri-
buéni funkei F(x). Distribuéni funkei podilu

& (2.1)
1
oznatme obecné K(z; a, #).

Pou ivajice zndmého obratu (viz na pt. [2]), odvodime snadno vyraz pro K:
Kz, a,n) =1 — x]F y) - pley — a; 0, 1) dy (2.2)

pro z > 0, kdezto pro @ << 0 bude -

K(x; a,n) = — .z[[’ ) ey — a2 0, 1) dy (2.3)
a dale ovéem
0
K(0;a, ) = [@(x; a, 1) da. (2.4)

Jak se snadno presvédéime, je distribu¢ni funkce K(x;«, y) pii daném »
monotonni — a to nerostouci — funkei argumentu «; tato vlastnost je ostatné
ziejma jiz z (2.1).

RozloZent s touto distribuéni funkct K budeme obecné v dal$im nazijoati U-roz-
loZent.

3. Nékteré piiklady U-rozioicni

Oznaéme z,, Z,, ..., ¥, prvky prostého nahodného vybéru o rozsahu n z nor-
mélniho N(u, o) zakladniho souboru; ddle budiz

-1 o Loy
r=-- Z x;, vybérovy priunér,

§ = ]/ Z a; — x)  vybérova smérodatnd odchyvlka ,

=— Z |z, — x| vybérova pramérnd odchylka
= :

R = max x;, — minx; vybérové rozpéti .

1<i=n 1=

Obecné oznadime pak Slibovolnou vybérovou statistiku S = S(a,, v, ..., 2,),
ktera vyhovuje témto podminkam:
a) je nezapornd pro libovolné vybérové hodnoty x;;
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b) ma spojitou distribudni funkei;
¢) pro libovolné redlné a plati
S@, +a, x5+ a, ..., 2z, + @)= S(x;, %y, ..., 2,) .

Ze znamé véty Dalyovy [3] vyplyva pak specielnd stochastickd nezavislost
statistik S a .

Je ziejmé, Ze viechny tii uvedené vybérové statistiky s, m, B a pravé tak
i tetné dalsi statistiky pouZivané pro odhad parametru o, jako na pf. Giniho
sttednf diference g a pod., spliiuji uvedené podminky a) a% c).

BudiZ dano realné ¢islo p (0 < p < 1); definujme si pak novou statistiku U,
jako

e — i
U, — . i‘,,,i:;;’,,_,l , (3.1)
kde 1, je redlné ¢&islo spliujici
p= [g 0,1)dx. (3.2)
]ﬁ

Vyjadiime-li nyni U, ve tvaru
Vo L2 )
S E

o2

U, = (3.3)

vidime ihned, Ze U, ma U-rozloZeni s distribuéni funkei K (x; lml/n, ~]. Volime-li
I

pak za S rizné vybérové statistiky, spliiujici podminky a) a# ¢), dostaneme
rizné konkretni tvary statistiky U, s distribudnimi funkcemi danymi vyrazy
(2.2), (2.3), (2.4), kde za F je vzata pislusnd distribuéni funkee. Tak na piiklad
pii § = s dostaneme klasické necentralni ¢ Johnsona a Welche; pfi S = R
dostaneme jako U, necentralni analogii Lordova u. Ve specidlnim piipads
p = 0,5, kdy l, = 0, bude oviem

Ups = 122

= (3.4)

s distribu¢ni funkei K(m; 0, ;—). Jsou to pak zndmé centralni statistiky: pii

S == g je U, ;, — aZ na nendhodny faktor zavisly jen na n — p¥imo Studento-
vym ¢ pfi S = R dostaneme jako U, ; Lordovo w [6]. PouZiti statistik m ag
nebylo, zd4 se, dosud prostvudova’mo ani v tomto centralnim tvaru.

Kromé uvedenych jednoduchych statistik miZeme za S brati téz aritmeticky
prumér resp. souéet nebo jinou vhodnou funkei hodnot statistik ziskanych
z nékolika vybéra z téhoz zakladniho souboru. Oznacéime-li obecné

13
_:_Eg(i) ,

i=1
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kde 8 je statistika S urend z hodnot i-tého z k danych nezavislyeh vybérh
o stejném rozsahu », bude distribuéni funkee proménné S, k-ndsobnou konvo-
luct F® distribudni funkee F statistiky S. Tak na piiklad v ptipadé vybérového
rozpéti R (vezmeme piitom aritmeticky priamér misto prostého souétu), bude

14
R, = 1 > R®
k=
a odtud utvoiené U,

Uy = it b

R,

5

(kde x je celkovy vybérovy primér), ma opét U-rozloZeni. V centralnim pii-
pads bylo U, ; tohoto typu studovéno jiz Lordem [6] a RADEM [8], necentral-
nim pipadem se zabyval M. BinwacHs [1].

Postup, ktery jsme si pravé ukazali, ma vdak jesté jiny vyznam neZ je zlep-
$eni vysledku zptisobené sniZenim rozptylu odhadu parametru ¢. V dasledku
podminky ¢) je rozloZeni statistiky § nezavislé na populaénim priméru u.
Budiz tedy dan vybér x, z, ..., z, ze zdkladniho souboru N(g, ¢) a druhy
vybér (nezdvisly na prvnim) y,, ¥, ..., ¥, ze zakladniho souboru N(u -+ ao, o).

Potom statistika
Vﬁ y—x
2" S(y) + S(x)
mé, jak se snadno pfesvédéime, opét U-rozloZeni, a to s distribudni funkel

2 3
na prikladu testi.

K (w; a Vﬁ %) Vyznam této skuteénosti pozname 1épe v daldim paragrafu

4. Testy s pouZitim statistik U,

V tomto paragrafu si nejprve provedeme Yefeni zakladniho problému formu-
lovaného v 1. Test hypothesy H, provedeme obvyklym zptisobem, bude zaloZen
na statistice

WJZ%E; (4.1)

pHisludny «-procentni kriticky obor bude pak dén mnoZinou hodnot mensich
nez je kofen " rovnice (v )

x =K (’1‘ Ln, g) . (4.2)
Skutedns, je-li

f'P(x;/"’ o) dx g P,

r
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pak plati

a tedy také

T —@ o+ le—=
N , » ,
n 7;?” - 1/ (2 AS' - = 111,

Jestlize viak

=T —z

r = |/n —g

pak tim spise

e = U,

& Tz » >

avSak pravdépodobnost splnéni této nerovnosti je praveé x.

Mgjme nyni dany dva normalnf zakladni soubory N(x', o) a N(u”, o). Hod-
noty parametrit p', u” a o nejsou znamé. Hypothesa, kterou miame ovetiti,

budiz ddna nerovnosti

w—u" a0 > 0.

K testu pouzijeme statistiky

(4.3)

(4.4)

kde 2’ resp. x” je aritmeticky primér z vybéru o rozsahu » z prvého resp. z dru-
hého zdkladniho souboru a obdobng S" a S” jsou piislusné S-statistiky. Statis-
tika (4.4) mé opét U-rozlozeni. Kriticky «-procentni obor je pak opét ddn mno-

7inou hodnot mensich neZ kofen 2 rovnice (v x)

n S,
’\’K(x;“l/f’;)'
27 o

’ "

w—n"=b.o, b=a>0,

Skutecné, je-li

n S
pak (4.4) ma distribuéni funkei K (x; b -‘/ Z— , bﬁ) , aviak z nerovnosti
< (¢

K(x;b Tl,A—SE <K x;a—\ z,é—g—
2’7 ¢ 2% o

vidime, Ze pravdépodobnost splnéni nerovnosti
n o —x
= e W
DR
je nejvyse rovna «.
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5. Mohutnost testa

K zhodnoceni praktické pouritelnosti statistickych testt se v klasické theorii
pouziva pojmu t. zv. mohutnosti testu, pripadné OC-kiivek. Operatni charak-
teristika (OC) udava pravdépodobnost prijeti testované hypothesy jako funkei
skutecné hodnoty testovaného parametru — v nasem pifpadé p (resp. a).

Oznadime-li v ,,skuteénou hodnotu'* parametru p, t. j. ¢isto uréené vztahem

T=u+1, .0, (5.1)

pak pravdépodobnost piijeti hypothesy (1.2), kterou mtizeme nyni vyjadiiti
t6Z ve tvaru v << p, je dana vyrazem

p {V;? s l;(r - - mg:)} = P{U, > a»} .
A
OC-kiivka je tedy v intervalu 0 <2 7 < 1 dana rovniei
S
y(r) =1 — K (;1:‘;”; l,]/n, ;) . (5.2)

Obdobné& v piipadsé testu hypothesy (4.3) bude piisluind OC-ktivka dana rov-

niei
, n S,
gy =1 — K (ic;;“; b]/% , —Gé) (5.3)

V obou ptipadech lze soutadnice OC-kiivky snadno vyjidtiti ve tvaru integralit
(2.2) resp. (2.3).

6. Test s pouZitim primérné odehylky m

V tomto odstavei si provedeme podrobné YeSeni zdkladniho problému testu
hypothesy (1.2) v tom piipadé, kdy za § bereme vybérovou pramérnou od-
chylku m. Test je zaloZen na statistice

T — %
[ —— 6.1
Jn-—- (6.1)
Distribuéni funkece F v integralech (2.2) a (2.3) je v tomto p¥ipadé dina na p¥.
tabulkami [5]. Kritické hodnoty testu, t. j. kofeny rovnice

A= K(x; L) n, ’g) , (6.2)

byly vypodéteny pro tyto hodnoty parametri:
l, = 1,645 a 1,960 (t. j. p asi 0,05 a 0,025);
x == 0,05; 0,025; 0,01;

n=2>5,0,..., 10
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a jsou uvedeny v piipojené tabulce, pfepodteny jiz vzhledem k praktickému
pouzivani pro jednodudsi statistiku

r-= (6.3)

m

Reeni rovnice (6.2) bylo provedeno tak, e pro piedem vhodné zvolené hod-
noty z byly numerickou integraci (Booleovym pravidlem) napoéitany p¥isluiné

Tabulke kritickych hodnot statistiky (6.3)

, ' ) 1,645 ’ 1,960
« 0,01 0,025 ) 0,05 0,01 0,025 0,05
n J l f
5 0,709 ! 0,895 | 1,069 1,005 1,200 1,385
6 0,795 0,971 1,130 1,097 1,277 1,448
7 0,870 1,033 1,181 | 1,167 1,339 1,500
8 0,928 1,084 1,225 | 1,225 1,390 1,544
9 0,977 1,126 1,262 1,276 | 1,434 1,582
10 1,020 | 1,161 | 1,293 1,320 1,478 1,616
. . )

hodnoty funkce K pro dand I, a n. Vzhledem k uvazovanym hodnotdm p a «
bylo piitom mo#no omeziti se na formuli (2.2). Kofeny z!” byly pak urdeny
zpétnou interpolaci (Aitkenovou methodou). K numerické integraci bylo po-
uzito tabulek [5] distribuéni funkce F a tabulek [9] funkee v:

p(x) = 2|2 g2 0, 1),
takZze K byla poditina ze vztahu (x > 0):

o)

AeVz iy ™ =1 % — |/
K (wl/z, l,,l/n, a) =1 2»fF(y) Y (xy l,)l/é_) dy .
0

Za petlivé provedeni numerickych vypodti je autor zavézan sl. M. MARKOVE
z oddéleni matematické statistiky MU CSAV.

7. Priklad

Na zvér uvedeme si jeden konkretni pitklad pro osvétleni praktického po-
stupu pii testovani hypothesy (1.2) pomoci statistiky (6.3). PouZijeme pfitom
dat klasického prikladu Studentova citovaného téz Lordem v [6]: skuping
deseti pacientd byly poddviny dva uspavaci prostiedky A a B a bylo méfeno,
o kolik hodin se tim prodlouzil jejich spanek. Byly zjidtény tyto hodnoty:
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pacient ¢, . ... ... 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

A—o ... .. 19 08 1,1 01 —01 44 55 16 46 3,4
B—y ......... 0,7 —16 —02 —12 —0,1 34 37 08 0,0 20
rozdil z . ..... ... L2 24 13 1,3 0,0 1,0 1,8 08 46 1,4

Ukolem bude ovetiti, zda

a) prostiedek A zpisobuje prodlouzeni doby spanku alespoii o piil hodiny
v alesponl 959, plipadi;

b) prodlouieni spanku zptsobené prostiedkem A je v alesponl 95 pripadech
ze sta asponl 0 3 hodiny delsf nez pti pouziti prostiedku B.

Hranici vyznamnosti zvolme x = 0,025.

Pritom éinime zdkladni predpoklad, Ze uvedené hodnoty prodlouZeni doby
spanku lze povazovati za prvky ndhodného vybéru z normdlnich zakladnich
soubora. Ozna¢me u a ¢ parametry piisluiné ndhodné proménné x a u' a o
parametry rozloZenf ndhodné proménné z = x — y. Hypothesy a) a b) mizeme
pak formulovati ve tvaru (1.2) jako

f(p —u, o) dt < 0,05

—0,5
b) f(p(t Wy a’)dt < 0,05 .
—0,75
Vypotitame nyni priméry a primérné odchylky:
x =233, m,=1716; z=1,58, m, = 0,812,

Pro a) mame tak

T— (=)  —05+233
= e e NIL = 1,066
a pro b)
T —(—3%) — 0,75 + 1,58 ‘
o om, - 0,812 = 1,022.

Jak vidime z pFipojené tabulky, jsou obé hodnoty vyznamné. Obé hypothesy
a) i b) miZeme tedy (na hranici vyznamnosti 2,5%) zamitnouti.
(PHi volb& « == 0,01 by tyto hodnoty nebyly vyznamné.)
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Pesome
HERKOTOPKLIE AITAJIOTUN HEUENTPAJILHOTO -TECTA

OPAUTUHIENR 3WTIK (Frantisck Zitek)

(Mocrynuao B pejaknmio 27/111 1956 r.)

B pabore jnaerca reHepanbHas AHCKYCCHA HCLCITPAILHOTO £-TeCcTa, B ROTO-
POM €TATHAPTIOC OTKIOHEHUC § 3aMEHCNO HeROTOPLIMH P YTUMYI CTATHCTIRAMIL,
rar, manpusep, K, m umt g. Moerpoenwr tecrnr jum rwirores (1.2) 1w (4.3).
B rabnumne pauwsl kpnrudeckue 3nadvcnus jua teera rinoresnt (1.2), noxssyo-
nierocst Bbl()()p()‘ll]lﬂ.‘\l (',[)(‘][HI'IM OTKJIIOHeHnueM m, Ui HGK()T()[)BIX XHU‘IC]“I]L"[
n, P U A

Summary
ON CERTAIN ANALOGUES OF THE NON-CENTRAL ¢-TEST

FRANTISEK zITEK
(Received March 27, 1956.)

The paper gives a general discussion of the non central ¢-test modified by
substituting some less efficient statistics as e. g. R, m or ¢ to the sample stan-
dard deviation s. Tests for the hypotheses (1.2) and (4.3) are then constructed.
Critical values of the statistic (6.3) for a test of (1.2) are given in the Table for
some values of n, p and «.
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