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SVAZEK 1 (1956) APLIKACE MATEMATIKY CisLo 6

CLANKY

APLIKACIA METODY SIETI NA RIESENIE PROBLEMOV PRUDENIA
PODZEMNEJ VODY POD HYDROTECHNICKYMI STAVBAMI

LADISLAV MIsJZLIK

(Doglo done 13, timora 1956.) DT: 621.131.6:627.3

Aplikaeia metody sicti na rieSenie rovinného permanentného lami-
narneho prudenia podzemnej vody v réznych prostrediach (homogénne,
nehomogénne, izotropné, anizotropné). Ciselny priklad gravitaény mur
8 poprsnym murom na nehomogdénnom podloZi).
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Uvod

Pradenie podzemnej vody pod hydrotechnickymi stavbami sa v poslednef
dobe u nids aj v cudzine stdva predmetom stale starostlivejsiecho skiimania.
Zatial ¢o eSte koncom minulého storoc¢ia sa napriklad vztlakové téinky vody
presakujicej pod prichradami nebrali vébee do uvahy a ¢asto sa o ich existencii
nevedelo, mame dnes uz pocetné teorctické spisy ako aj vysledky rozsiahlych
merani spravenych pre tento téel. V' poslednych rokoch nastiva v skimani
pohybu podzemnych véd novy velky rozmach najmé zasluhou velkych uspe-
chov sovietskych badatelov.

Je to preto, Ze Géinky presakujicej vody maja velky vplyv na hlavné dimen-
zie vodnych diel a Ze stavebne-technické opatrenia majice za el tieto ne-
priaznivé Géinky paralyzovat byvaji velmi nakladné. Je preto snahou projek-
tantov poznat vopred priebeh vztlaku, hydraulickych spadov, priesakovych
rychlosti a mnozstiev pri navrhu vodného diela. Pridenie podzemnej vody
podlieha uréitym fyzikalnym zdkonom a déd sa po istych zjednodufeniach
abstrahovat na matematicky problém rieSenia parcidlnych diferencidlnych
roviic alebo previest na rieSenie na zaklade fyzikalne] analégie.

Predlozené pojednanie sa zaobera pribliZnym riefenim diferencialnych
rovnie, ktorym pridenie podzemnej vody podlieha, a to tzv. metddou sieti.
Tato metéda ma oproti inym matematickym cestam niektoré podstatné vy-
hody:

a) presnost dd sa Tubovolne stupfiovat (ov8em len za cenu poétarskej prace),

b) nie je ndro¢nd na odborni kvalifikaciu riesitela,

c) je univerzalna a daji sa fiou s rovnakymi teoretickymi tazkostmi riesit aj

velmi zlozité problémy pridenia,

d) zna¢na castl prace sa dé ,,zmechanizovat, takze ju mozu prevadzat aj malo

kvalifikované sily, ktoré vlastnej problematike nemusia ani rozumiet.

Ako nevyhodu treba uviest mnozstvo poctarskej prace. Priklad uvedeny
v oddiele VII. si vyziadal na 350 pracovnych hodin. Na omluvu uvedme, ze
aj iné matematické cesty st Casove naroéné a ze pochybujeme, ze by ktord-
kolvek z nich bola shodnejsia. Takisto v tomto pripade mézeme povedat, Ze
aj riefenie analdogiami by bolo obtiazné vzhladom na nehomogenitu v priepust-
nosti v pomere az 1 : 7500,

Autor tohoto ¢lanku chee podat prakticky a konkrétny navod na rieenie
problémov, ktoré sa v praxi skutoéne vyskytuji. Nezaobera sa preto odvode-
nim a kritikou rovnic pre pohyb podzemnej vody, presnostou prevodu diferen-
cidlnej rovnice na diferenény tvar, konvergenénymi otdzkami a najmi opomija
odhad chyby. O tychto otizkach sa laskavy ¢itatel dozvie viac od povolanej-
§ich autorov uvedenych na konei ¢lanku. Ak bude ditatel postupovat podla
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dalej uvedenych smernic, moze si byt isty, ze chyba v jeho riefeni bude hlboko
pod presnostou dosazitelnou v predpokladoch, najmé v koeficiente priepust-
nosti. '

1. Definicia podzemnej vody

Vodou v pode rozumieme vodu v kvapalnom stave nachadzajicu sa pod
zemskym povrchom, v priestorach hornin; a to vodu, ktora nie je krystalicky
ani chemicky viazand.

Vodu v pdde delime na vodu viazanti povrchovym napitim a vodu podlie-
hajdcu gravitacii.

V nafom pojednani budeme sa zaoberat vyhradne vodou podliehajicou
gravitdcii, ktord sa obycajne nazyva podzemnou alebo spodnou vodou. Tato
mdoze byt stojatd alebo tedtca, s volnou hladinou alebo napita.

IL. Predpeklady o priideni podzemnej vody

Pri na8ich dvahach budeme sa zaoberat vyhradne pridenim lamindrnym,
ktoré nastava vo velkej vicsine pripadov v podzakladiu vodnych stavieb.
Ak totizto horniny maji lasy a trhliny, v ktorych by pri odakivanych spadoch
mohol nastat turbulentny tok, snazime sa ich technickymi opatreniami utes-
nit. Lamindrny priesak moéze byt rovinny alebo priestorovy. V dalsom budeme
sa zaoberat viédinou len priesakom rovinnym. Taky druh pradenia nastiva
povadsine pod najvyssimi dastami vodnych stavieb, ktoré st pre stanovenie
charakteristickych rozmerov kon$trukcie smerodajné. Ak sa u zakladovej
horniny vyskytne vrstevnatost nerovnobeznd s normalou na vodné dielo,
moZeme priesak taktieZ povazovat za rovinny, ovSem v smere vrstevnatosti.

Dalej este predpokladame, ze prostredie, ktorym sa priesak deje sa nedefor-
muje a ze teda nemeni v désledku sil presakovanim vyvolanych svoju prie-
pustnost. Taktiez predpokladame, Ze presakujica voda je nestlacitelnd a ma
stdlu viskozitu. Budeme sa takisto zaoberat len permanentnym pridenim,
nakolko za tohoto stavu byva konstrukeia vodnej stavby najnebezpecnejsie
namdhand (vynimlu tvoria zemné hradze). Vo svojich tvahdch budeme dalej
predpokladat platnost Dareyho zdakona

v=k..J,
v == priesakovd rychlogt,
k = koeficient priepustnosti prostredia,

J = hydraulicky spad.
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ILL. Rovniee pre rovinné, permanentné a laminarne pridenie podzemnej vody
v rdéznych prostrediach

V tejto casti uvedieme diferencialne rovnice pre rovinné, permanentné a la-
minarne pradenie podzemnej vody, a to v tvaroch vhodnych pre prevod na
rieSenie metdédou sicti.

Os X budeme predpokladat horizontdlnu, os Y zvisla, jej kladny smer
zdola nahor.

a) Homogénne izotropné prostredie.

Homogénnym prostredim pre pridenie podzemnej vody nazyvame prostre-

die, ktoré ma v kazdom mieste rovnaké vlastnosti ¢o do priepustnosti.

Tzotropné prostredie pre pridenie podzemnej vody je také, ktoré ma v danom
mieste vo vietkych smeroch rovnakia priepustnost.

Homogenita a izotropnost st teda dve vlastnosti vzdjomne neodvislé.

Rovnice pre zlozky v, a », priesakovej rychlosti a rovnica kontinuity st:

L op
N 1
- (1)
v, = — = Lk, (2)
e 0y
v, o, (3)
or "ay' - ‘

vy, () — zlozka rovnobeina s osou X (Y) priesakovej rychlosti », ktord je
kladné, ak sa voda pohybuje kladnym smerom stiradnej osi,

7y — objemova vaha presakujucej vody,
7 J 3 . 3
P — tlak presakujicej vody.

Dosadenim (1) a (2) do (3) s ohladom na to, e k = konst. (homogenita) je:

(4)
Ak zavedieme potencidlnu funkciu v tvare
B = —F (7) +g/>, : (5)
je
v, =22 (6)
ox !
&b
v, = g (7
Y
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Potencialna funkeia @ musi takisto vyhovovat rovnici

0P oD

b) Nehomogénne izotropné prostredie s hladko premennou prie-
pustnostou.

Nehomogénnym prostredim pre pridenie podzemnej vody nazyvame pro-
stredie v ktorom sa priepustnost miestne meni.

Hladkou premennostou priepustnosti rozumieme okolnost, ze funkcia
urcéujica koeficient priepustnosti ako aj jej prvé derivicie (vo vietkych sme-
roch) st v celej oblasti, ktorou sa priesak deje, spojité.

Premenny koeficient priepustnosti oznac¢me tu k,,. Rovnice pre zlozky prie-
sakovej rychlosti sa

p — — K D (9)
Vo 0F
k,, 0

v, = — - P _ ke, - (10)

Yo OY
Rovnica kontinuity ma tvar (3).
Dosadenim (9) a (10) do (3) dostavame

o[, ep\ , 9 {, | Okwy
J(ly 7”v) | 0_?/(]777) Py =0 (1)

Prevedenim naznadenych tkonov dostavame:

ro, o an 5 -
T {22 + 7p + 2hey 2P Py, oy 4. (12)
Ylea® oy v o oy ¢y Y oy
Zavedenim
)
(I)” [ vz,, ﬁ}, Y (13)
v
mézeme rovnicu (11) alebo (12) pisat takto:
ob 9 2
i: n) 4 L (]k-” f_;,'_ﬁ.) == () (14)
o ey cy
a zlozky priesakovej rychlosti sa
27.)? - I‘:r!/ - nf'l“ (lr;) H 'p!/ = ]“.w (,\ . (IG)
o Yooy \

¢) Izotropné prostredie ¢ pretrzite premennou pricpustnostou.
Tu predpokladame, ze prostredie, ktorym sa priesak deje, jo rozilenend

na rad dielé¢ich homogénnych oblasti na sebe navazujicich. V diel¢ich oblastiach

platia rovnice (1) az (8). Na hraniciach diel¢ich oblasti musi bvt v obidvoch
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pripadoch splnena podmienka spojitosti zloziek », pricsaljovej rychlosti nor-
malnych k hraniei:
Vor = Uyar+ (17)
Ide vlastne o vzdjomne zavislé urdenie okrajovych podmienok stykajucich
sa diel¢ich oblasti.
Potencialna funkcia @ sa viak nemdze pouzit v tvare danom rovnicou (5),
ale musi sa pouzit bud funkcia tlaku p, alebo funkeia y v tvare

)
Y= — (% -} j,‘,i).

Rovnice (6) a (7) pre zlozky priesakovej rychlosti v dieldich oblastiach sa:

oy oy
T 18), =k, "~ 1¢
v, =k (13), o =hiy (19)
a roviica (8) prejde na tvar
oy oy .
At == 0. 20
ox? { oyt (20)

d) Anizotropné homogénne prostredie so stalymivzajomnenaseba
kolmymi osami anizotropie.

Anizotropiou (vzhladom k priepustnosti) volame
vlastnost podloZia, kedy jeho priepustnost je v roz-
nych smeroch rézna. Osami anizotropie volime smery,
v ktorych v danom mieste je priepustnost maximélna
a minimalna. Stalymi s tieto osi vtedy, ak v kaz-
dom mieste oblasti maji ticto osi rovnaky smer.
Pouzijeme nasledovné oznadenie:

Y

e SUFOCNS OSi
—-——— osi anizotropie X,, Y, — stradné osi rovnobezné s osami anizotropie,
Obr. 1. Osi anizotropie.  *v Y1 — sdradnice na osach X,V ,,

& — uhol medzi horizontdlou a osou X .
(Pozri obr. 1.)
Zlozky v, a v,,, priesakove] rychlosti si:

1 ¢ .
Vg == — Ky ( v 4- 81N 1'), (21)

Vv é)x.!.
1 op
v,y = — ky |— ! Locosel. (22)
,
Vv €Yy

Dosadenim (21) a (22) do (3) dostavame

2m ¢i2
o7 , P — 0. (2_))

I - o
1 72 Yyl e
dxl oy
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PoloZenim

D, = — (fl + @, sine 4 y; cos ¢ (24)
v
mdzeme zlozky priesakovej rychlosti pisat v tvare
o, od, ,
Vpy = kiyy it (25), Oy == Ky o (26)
o, Yy
a rovnicu (23) v tvare
20 a2
kwl “"—(; +’ 1‘”’1/1 2 ‘;’ = 0. (247)
2 RV

e) Anizotropné nehomogénne prostredie s hladko premennou
priepustnostou s premennymi, ale vidy vzajomne na seba kol-
mymi osami anizotropie.

Osi anizotropie tvoria ststavu vzajomne na seba kolmych diar & = konst.

a 7 = kont., kde

=i, y): oy = Ll y).

(Pozri obr. 2.) %
Koeficienty priepustnosti k; a k, v smere tytnic k ¢iaram ~

& = kon$t. a n = konSt. nech s oxtrémne a uréuji mieru %

anizotropie.

Oznalme ds, a ds, prvky dlzky uva tychto osach a dalej

lox\2 | (773 d/1ox\2 S\ 2
H, — ) I e ][2 - , +1==1 . (28) Obr. 2, Premenna
a& ci ) Co\o¢ anizotropnost.

Potom md rovnica kompatibility tvar:
oMy  o(Hv,)

LA 1 29
ao& oy (29)
Tu znadi

ah I ¢h
Ve m= — ke = e fp e 30
: £ 08, 1, o (30)

oh i ok
by = — kg — = — k, — —, 31
K " %8, T, o (31)
[ T (32)

Yo

Dosadenim (30) a (31) do (29) mame:

0 H, ¢h d H, eh
ok, S e L, S =0 :
ak ( *H, ("S) T E‘;}( "H, 6‘1/) (33)

% * * *

Tymto sme vycerpali vietky moznosti prostredi, ktoré sa mozu prakticky
vyskytnat.
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f) Zistenie priesakového mnozstva.
Priesakové mnozstvo ¢ teCuce cez volajakd hranicu ¢ = f(x, y) obdriime
integraciou zlozky priesakovej rychlosti », normdlnej k hranici c:

Q= §v,ds. (34)

Ak je hranica ¢ uzatvorena, potom mnozstvo ¢ musi byt nulové.
g) Vyslednd priesakové rychlost.

Vyslednou priesakovou rychlostou menujeme maximdl-
nu priesakovit rychlost v danom mieste.

e Vyslednii priesakovu rychlost v Iubovolnom bode nele-
Obr. 3. Vslodns Ziacom na hranici dieléich oblasti (definovanych skorsie)
r. 3, Vysledns ) R
priesakova Tychlost. dostaneme podla vztahu

v = L'(ugip v2) (35)
a jej smer je
x = arc tg :” . (36)

(Pozri obr. 3.)
IV. Gkrajové podmienky

Utelom riesenia pridenia podzemnej vody je ndjst k danym okrajovym pod-
mienkam funkciu tlaku vody p v péroch zeminy, alebo potencidlnu funkeiu
D (Py; D, y)-

Tento problém moZno matematicky formulovat takto: riefit zmie$ant
okrajovi ulohu (s dostatoéne hladkymi okrajovymi podmienkami) pre rovnicu
eliptického typu v obmedzenej oblasti.

Bez dokazu (ktory sa vymykéd rdameu tohoto pojednania) uvadzame, ze
riesenia skor uvedenych diferencialnych rovnie st jediné.

Okrajové podmienky pre riefenic vySeuvedenych rovnic st v praksi najcas-
tejsie dané:

1. Potencidlom @, (@,, @,, y) alebo tlakom p na okrajoch oblasti (za okraj}
v tomto zmysle je treba povazovat aj singulirny bod).

2. Zlozkou priesakovej rychlosti na okraji oblasti normalneu k tomuto
okraju. (Tato zlozka moéze byt dana aj nepriamo ako na pr. na hranici diel¢ich
oblasti podmienkou roznej priepustnosti diel¢ich oblasti.)

3. Tak zvanou volnou hladinou, t. j. jednak nulovou poradnicou tlaku
na uréitej ¢iare a stcasne nulovou zlozkou priesakovej rychlosti kolmou k nej,
pricom poloha volnej hladiny je vopred nezndma.
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V. RieSenia pridenia podzemnej vody

Riedenia skor uvedenych diferencidlnych rovnic obvyklymi matematic-
kymi cestami nardzaji na znatné tazkosti a vyzaduji mimoriadne znalosti
v tomto obore, ktoré projektanti zamerani na §irSiu problematiku navrhovania
vodnych diel malokedy mévaji. S ohladom na zloZité pomery v podzikladi
vodnych stavieb je mozné len celkom vynimoéne najst explicitni formulku,
ktord by riesila vyssie uvedeni dlohu. Pre numerické vyrielenie danej kon-
krétnej sustavy je pre projektantov velmi vyhodné ak sa podari riesenie
bud grafické alebo pomocou fyzikdlnej analdgie.

U nag sa grafickymi metédami zaoberal najmé prof. Bazaxt ml.; podrobné
pojednania najdeme v jeho dielach ,,Proudéni podzemni vody a jeho vliv na
navrhovani zdkladd staveb, zvlagté jezt*, ,,Kresleni proudovych siti*. Tieto
dicla st u nas snadno dostupné. Poskytuja rychle a spolahlivé vysledky v pri-
padoch, ked podloZie je homogénne alebo zloZené z niekolkych oblasti s po-
merne malo rozdielnou priepustnostou. Daji sa taktiez pouzif v jednoduchsich
pripadoch anizotropnych podlozi.

Taktiez metdda analdgil je dostatodne prepracovand a Citatel najde podrobné
navody v dielach Aravina, Herinvivo atd. Analégia elektrického pola sa
moze uzif v pripadoch homogénnych a aj nehomogénnych a izotropnych
podlozi, analégia elektrickej siete vo vietkych pripadoch.

VI. Aproximativne rieSenia metodou sieti

1. V8eobecne.

V nafom pojednani budeme sa podrobnejsic zaoberat pribliznymi riefeniami
poctarskymi, kedy sa riefenie zikladnej diferencidlnej rovnice prevedie tak
zvanou metédon siete na systém algebraickych simultannych linearnych
rovnic.

Metdéda spodiva v tom, Ze hladand funkein (nech uz ide o tlak p, alebo
potencialne funkcie @, ®,, @,, v) nahradime v uréitom rozsahu (danom zvole-
nou siefou) funkeiou jednoduchou. V pripade rieSenia parcidlnych diferencidl-
nych rovnie druhého radu, aké sa pri priadeni podzemnych vod vyskyvtujd,
postadi, ak nahradnou funkeiou # bude polynom druhého stupna. tedy

I == ay + ax + ayy + agey - auo? - azy® . (37)
Nahradnd funkeiu F vyjadrime pomocou jej (zatial neznimyeh) poradnic
v uzloch siete, ktort vhodne zvolime a ktorou pokryjeme oblast priesaku,
pricom polozime podmienku dant zikladnou diferencidlnou rovnicou. tedy
napriklad
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Derivécie vyjadrime pomocou skor zmienenych poradnic v uzloch siete. Tak
dostaneme pre kazdy wzol siete jednu linedrnu algebraickit rovnicu. Sthrn
tychto rovnie vytvorl systém, ktorého vyrieSenim dospejeme k hladanym
poradniciam v uzloch siete. Z takto ziskanych poradnic vytvorime si uz snadno

prehlad o priadeni podzemnej vody a odvodime z

T 47 94 nich vietky priesakové rychlosti, hydraulické spi-
,;1 S— dy, priesakové mnozstva atd.
1 + X e
‘ 2. Volba siete.

Riefenie je tym presnejiie, ¢im je siet hustiia.
S hustotou siete rastie viak tie#, a to velmi rychle
‘fi;";]i-\,%"tl"%‘”_.‘3&“[}“‘ (najmenej s kvadratom), rozsah poctarskej prace.
nepravieeius st Je tedy nutné uréit mieru a spdsob ako siet volit.

Na ziaklade prevedenyeh vypodtov konkrétnych pripadov, ktoré boli zrov-
nané s riefeniami presnymi, alebo s rieSeniami na zdklade analdgii, je mozné
siet povazovat za dostatoént vtedy, ak pri zikladovej Skare stavebného
objektu mé okolo 7 az 9 uzlov. V okoli objektu je treba oka siete asi v troch
radoch pod, pred a za nim ponechat v rozmeroch danym poc¢tom 0k pri zdkla-
dovej gkire. Dalej sa mdse siet zredovat tak rychlo ako je to len mozné.
Postup pri zredovani siete bude osvetleny neskorSie. Je takticz vyhodné
{ackol'vek nie nutné) aby uzly siete lezali na lomoch zakladovej skary. Je viak
treba, aby na kazdy pad sa uzly umiestnili na rozhranie oblasti s rdéznou prie-
pustnostou a na okraj oblasti, ktorou sa priesak deje vibec.

Zo vietkych druhov sicte sa za najvhodnejiic povazuje sief pravothla
a Stvorcova. Okrem vyhod pomerne dobrej presnosti umoziuje jednoduché
a rychle zostavenie rovnic. Pre jednoduché pripady vystaéime so 60—70 uzla-
mi. pripady dost zloZité si vyziadaji aj 150 uzlov.

3. Prevod diferencidlnych rovanic na diferenény tvar,

Nizdie uvedieme prevody diferencidlnyeh rovnic oddielu IIT na diferenény
tvar. Budeme bratf zretel len na ortogonalne siete (okrem jedného pripadu),
pricom odvodime rovnice pre nerovnostranné siete. Rovnice pre siete $tvorcové
si laskavy Citatel napife lahko sam, ked poloit fi =y — nu = v a prevedie
elementarne dpravy. Oznadenie uzlov siete a jej stran je zrejmé z obrazku 4.
a) Homogénne izotropné prostredie.

Rovnice (1) a (2) pre zlozky priesakovej rychlosti v bode k siete (pozri obr. 4)

v diferencnom tvare sa:

k (y* — %) p, *‘7’277_{ i: 1327_9:

(), = — L@ =PV e —yp , (38)
' Vo Br(f -+ )
k(v — 1) pr. — v2p,, + p2p
(0,), = — = ) P = VP P 39
e Vo p(p + v) 49
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Rovnica (4) sa prevedie takto:

(R VR TR VR L N 1 VAR
BTN Ty Tt T (B? +/w)”" =0 0

Zhodne mozno previest aj rovnicu (8).

Zlozky priesakovej rychlosti ako funkeic poradnic potencidlnej funkcie @
{pozri rovnicu 5):
o), — OB By,
w7 . - - N
py(B -+ )
(7‘2 - /”2) (DA: - ?"z(ljm '[’ /(’Z(f)n

() = — (1) . (+2)

(41)

b) Izotropné prostredie s hladko premeunnou priepustnostou.
Rovnice (9) a (10) pre zlozky priesakovej rychlosti v bode & sicte (pozri
obr. 4) s:

Fuw (2 — B2 1, — 929, -+ [B2p,
(0)e — — Lo 22 ) = D oy (43)
Vo Py + )
(o), — — Ko 0% =12 pu — o b pipy (44)
Vo v+ v)
Rovniea (11) v diferendnom tvare znie:
ap, -+ bp; + cpo +dp, +ep + f = 0. (45)

Tua znadi:

1 71 y —f 1 »? T
= e 2 — A . R —
“ S| B ( Y ) vl By (/;3 ky /')> ’
1
+

b = o

d == — -1 , (46)

Rovnica (12) v diferenénom tvare je:
(i(q)wz)l *]— b((pn)t "l" C‘(([)n)m _]_ (l((r)u)n A'}" P’((i)n)k == 0. (47)

Koeficienty a az e st rovnaké ako je udané vo vzorcoch (46).
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Zlozky priesakovej rychlosti ako derivacie potencidlnej funkeie @, st (pozri
rovnice (15) a (16)):

= D) — @)+ B, ‘

ek = Ky ﬁy(/f =) : (45)
oy g = ) @) — (D) - (P )
(i’y)k - l‘/.ry N /“/(/l »}‘ 1’) . (4,))

¢) Izotropné prostredie s pretrzito premennou priepustnostou.

V tomto pripade je treba siet usporiadat tak,
Y aby:

cl) jej uzly lezali na hranici dieléich oblasti,

2) alebo uzly leZali na prieseéiku hranic via-
cerych dielich oblasti.

V dieléich oblastiach, ktoré s samy o sebe

homogénne, sa pouziju vztahy (38) az (42); zby-
Obr. 5. Izotropné prostredic s V& tedy uviest rovnice, ktoré platia na rozhrani
pretrZito premennou priepust-  dieléich oblasti.
nostou, rozhranie dieléich ol- . 4. . . ,
lasti jo zvislé. ad cl) Uvedieme rovnice pre tri pripady po-
lohy rozhrania:
cla) Rozhranie je zvislé (pozri obr. 5).
Zloiky priesakovej rychlosti si:

V dieléej oblasti I:

@)y = (0)is = ]y 0= ﬂ;;”ﬁjr”yf)’l nai (50)
(0)e = — /ﬁ’ 02— p )/17:'( ““Jr’f; Ry 1)
v diel¢ej oblasti IT:

Tu znadi:

k.. (k,,) — koeficient priepustnosti diel¢ej oblasti T(1I).

, ] 42 2 . 52 _
P = Pl/,. B '}/l , [ '}’ & (/" - ]J") P -+ (/ + ')/) klpl + /;(ku — ]‘1'1) Pa] ) (”4)
iy iy

, 1 2 52 o
Py /’jflff;i;]; [' /), f (kyy — k) p, * / (/‘ — k) p 4 (f A y) kupz]' (55)
Y1 g
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Zlozky priesakove] rychlosti ako derivédcie potencidlnej funkeie  st:

(00 s = (0)egy = Ty V2 O e = e Py
wlic,r = \Yulh,n — Wy

Br(f -+ 7)
(VF — p®) pi — vy b Py,
=k,
(V)rs 1 wrlpe + v) ’
(U::J)L' = (Um)/c 17 kII '2}:-_*_/} (‘] )_- ‘y y’ - /3 ’q‘
: , pr(p+ )

(1) == oy, VT W 2
e ) 11 17 ’([’l)(l[[, _J! 1') -

vr

T'u znadi:

. ! pE—=y?
o Bk - V];u . v

- (P’ - )/) ]".17/)1 +& (/"Vu - ]‘71) 7/)1] ) (60)
Y

2 g2
: [y ) K}’ (kyy — k) yp

(ky — k) py -

Ll il

je vodorovné,
Pre uzol k pouZije sa nasledovnd rovnica:

Vyjadrenie v terminoch funkecie p:

k, /r,, 1 1
—/? Py + = ; -t (/))l( u) (/LZ + /”‘ Pm + ré'T?{'}] })n) —
_fmg‘ﬂh+ﬂiiﬂ@ghzo.
. By oy

Funkeia  musi takiiez vyhovovat rovnici (62) namiesto p sa pise .
c1b) Rozhranie je vodorovné (pozri obr. 6).
Zlozky priesakovej rychlosti v terminoch tlaku p s
v dieléej oblasti TT1:
O pg e o GEZ ) Py = T Py
e o By(B 4 ) ’
k (’VZ )p iy 4T + ” )n
(”1/)#,111 = (vu)/.-,lr T ﬁ - . 'L”{(“ %’*1”)*' } ]‘111 )
v dieldej oblasti IV:
Ry O = ) P — PP PP
(e = P Y B
Vv By(B =+ )
Kay (0% = 02 P = 720, £ 1P

(vu)h',l;' = (V)00 == = Ve Jv(p 4 v)

- ]\ﬂn' .

premennou priepustnostou, rozhranie

. y_“ (ky — k) vy = (B -+ 9) ku’f’"a‘] . (61) Obr. 6. Tzotropné prostredie s protriito

(62)

(63)

(64)



Tu znadi:

1 12— vt
[ ik, — k) m, . N e -
P /‘]fm T vky [ " ((zu ](n) ™ (/’ + ) ]IIJ)m -
. /’r“ (ko — kyzg) Po 1 yout(pe 4+ v) by — ]ﬁ,,,)] s (67)
1 p2 — ? p2
g e oA — ol e (b — ) 4
Py Py — [ I (%, krer) D i (kyry — ko) oo -
b (e A ) kype oy 0k — ]“111)] . (63)

Zlozky priesakovej rychlosti ako derivicie potencidlnej funkeie y sd:
v dielc¢ej oblasti I1L:
(7 — Py — v+ PPy
RSy (A L . A 69
( )/‘ 1 /)}’(P) T '}/) ( )

(% — 1) i — V2 1 1Py,

(vu)k,ln - ('Uy)lr,lr = ]Jul — ‘u’"(lu T 1’) 5 (7())
v dieléej oblasti LV:
vE— Ay — yhy 2y,
('Uw)k,w =k ‘(, ﬁ ) ¥ UL /‘I["l'; (71)

Br(p -+ y)
(* — 1®) pi — vy, + Wi,

@)k = (O == kyy (i T ) (72)
Tu znaci:
, 1 u2 =t u?
%:ﬁMﬁjﬁ[wf*“fWM%+W+MhmﬁﬁﬂM*MMW}
(73)
pr = R e ) e P ey — K)o - () e
Y Y N e 111) Wi 1 111 v) Y T W
(74)

Pre uzol k pouZije sa nasledovna rovnica (vyjadrenie v terminoch funkcie p):
14 Pi /‘5‘111 ](‘IV
(i k) Vo s P P —
Sl VT R Rl )] I v
_ (‘{-Lk.’ﬂ_* vhip VR gk

—_
-
Tt

=

03 i ) Pr == 7’1?(/{111 - /‘A’IV) .
iy n
Ak pouzijeme pre ricdenie funkeiu y, nahradime (75) rovnicou:
P Vi kg kyy
wk,,, - vk, ke e — P = Y —
(/ s vk [/L;(ﬁ i }") I V(/j 4+ ?’)] + 1 P T " Y

e vk, ke, -1k,
. /"/111 ) fl‘][ - 71?111 ! /’/f“l_f we = 0. (76)
Y

v

cle) Rozhranie je Sikmé.
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Zostavenie rovnic ozrejmime na priklade (pozri obr. 7). V takom pripade
je treba, volit sict tak, aby hranica prechadzala uzlami sicte.
Rovnica pre uzol k znie:

2 ])2

k, o (pr — 1) A ko P (p: — p1) + ki (P — pi) +

+ k(P — pi) = pblk, — ky) (77)
Ak zavedieme funkeiu p musi pre uzol k& platit:
b2 b2 _
k, P (e — pi) + ko P (pr = y) + ky — i) + kuly, — i) = 0. (78}
m
: 1
S~ T T ' I ”|
4+ 4 1T 3
€ ¥ e T . z -
RN Y
I s !
m T m -

]:
1
.
1
-
&)
<
b

Obr. 7. Izotropné prostredie s pre- Obr, 8. Izotropné prostredie s pre-
trzito premennou priepustnostou, trzito premennou priepustnostou,
rozhranie je Sikmdé. rozhranie je Silané a lomend.

Vypotet zloziek priesakovej rychlosti v uzle & je zdihavy a zlozity; bude
preto vhodnejsie na tieto usudzovat zo zlozick, ktoré mozeme priamo a jedno-
ducho vypocitat u stredobodoch p, ¢, », s (pozri obr. 7).

Podobne postupujeme aj ked Sikmé rozhranie ide v smere drubej uhlo-
priecky Ok siete (pozri obr. 7), pravidlo je, ze pre koeficienty nezndmych
Dy Pi - sa pouzije koeficient priepustnosti v tom istom uzle.

ad ¢2) Zostavenie rovnic pre izotropnit nehomogénnu oblast zlozend z via-
cerych homogénnych oblasti. Tu zbyva odvodit rovnicu pre uzol, v ktorom
sa:

¢2a) hranica lomi,

¢2b) stykaji hranice viacerych dieléich oblasti.

¢2a) Lom hranice.

Zostavenie rovnice ukdZeme na priklade (pozri obr. 8). Podla skdér uvede-
nych pravidiel, je treba siet volit tak, aby uzly lezali na lomenej hranici.

Pre uzol & musi platit:

kb, by

}}G}_f 7;) Py D) + T

by oy . ] . -
,(/l~ ),) (P i) = ‘“ 1 W (b, — k). (79)



Ak pouzijeme funkeiu y, rovnica znie:

k, I, I
i e (ly -— Py ] — LA W, — W) + - A W — Wi _
ﬁ({’j _E‘ ,},) F'l '!1) y(/)) jL 'V) (/ I/}I) -l “(/—‘/ _|_ ) (1/1 ,l/]) _‘
k
4 T (w, — ) = 0. 80
) (P — 1) (80)
a O vypocte priesakovych zloziek plati to isté ako
7 v odstavei ele, prave tak ako o zostaveni rovnice
I ol pre iny smer lomenej hranice,
1
¢ £ ¢2b) V uzle sa styka viac hranic diel¢ich ob-
/ o R lasti.
VA 4 Ak hranice dieléich oblasti prechadzaji uzlami
m

siete podobne ako na pr. v obrazku 9, rovnica pre

Obr. §. Tzotropné prostredie  uzol & ma tvar:
8 pretrzito premennou prie-

pustnosfouz stylk \'i;}neryoh ]"l N ki ( ) :
diel¢ich oblasti. /_SK/T'F/;) (P — pi) }’(ﬂ- I ’}’) Pi— P
e e ) = Tk — k) (S1)
wlpd vy H U (e 4 ) " M e
kde indexy 1, ¢ ... koeficientu priepustnosti & uddvaji, Ze ide o koeficienty
tej oblasti, v ktorej lezia uzly 1, ¢ .... Pri pouZiti funkcie y je rovnica:
1.", k; ]“‘m
a0 T (l‘ Py + ! e A\ — Y ’%A YR P = Wi +
A+ W T T gy U Vel ey e )
k
e (p, — ) = 0. 32
+ T(/L + ')') ((/n %) ( )

O zlozkach priesakovej rychlosti plati to isté, ako bolo zmienené v odstavei cle).

Casto sa vyskytne uzol, v ktorom sa hranice stykaji podobne ako je to
naznacené na obr. 10, t. j. pripad kedy sa hranice stotoznuji s okami siete.
Vtedy sa pouzije rovnica (81) lebo (82), ale s tym rozdielom, %e namiesto koefi-
cientov priepustnosti k,, k,,, k, (vztahuje sa len na obr. 10) sa pouziji priemerné
koeficienty k,, k., k, podla rovnice:

k’//’, jik”"'

=
Ko— kil + Koy (83)
’ m /)) + ,y ?
LT
U R
Pri stanoveni priemernych koeficientov sa postupuje tak, Ze sa vedi symetrily
medzi uzlami I, k; k, ¢; k, m; k, n. T'ym vznikne rovnobeznik p, ¢, r, s. Dlzky

1 )
k . =
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tsekov napr. p, I'; », I ... (pozri obr. 10) udavaji potom vihu koeficientov
priepustnosti dieléich oblasti I a II, akou sa ztc¢astiiuji na priemernom koefi-

ciente k) (pozri rovnice (83)).

d) Anizotropné homogénne prostredie so stialymi vzdjomne na
seba kolmymi osami anizotropie.

Ir
m 2 &
A >
.
2 t’ I i %t I
: Yo
N T g ] !
5, ’ Lo —
€+_‘§, Z_ i g Y
£ 7

X

Obr. 10, Izotropné prostredic s pretr-
Zito premennou pricpustnostou, styk
viacerych diel&ich oblasti.

Obr. 11. Anizotropné homogénne prostre-

die so stalymi vzajomne na seba kolmymi

ogami anizotropie; ncrovnostranna orto-
gonalna sict.

V tomto pripade je nutné volit siet rovnobeZne s osami anizotropie.

Rovnice pre zlozky priesakovej rychlosti st (pozri obr. 11):

() = by | - I TP PR (84)
Vo P+ )
1 (2 — — 4
(1) = — hyy | —- (‘]— e ) D -~L£"L~i£ P + cosef. (85)
Vo (= 7)
Dosadenim (84) a (85) do rovnice kompat ibility (3) mdame:
| I
s ) B i |_ ut m T
B e
k k k
e ot ety Mt =0, 2
T ( ! ) I (56)

Ak pouzijeme potencialnu funkein @, v tvare (24), piSemo zlozky priesakovej
rychlosti v uzle k takto:

(y* — f)) )(p«zl -y (])ul + /i ‘[)u,
7, =k " — - ST TE s ( 87
(2a1) 1 BT 3 7)

v g?) Dy — 2D, A D )
, e In, _(_ 3 A 1m i an i SS
( Il)/ ul /“(“ ’l' 4") ( )



Rovniea pre uzol & v terminoch potencialnej funkeic ¢, je (pozri rovnicu 24):

los foa F
o e (I)a {_ o R 111 N (7)um T
R R A T o) T [
I k. I
o vl I | — 0 89)
»(p o) Pas (,”;‘;/ lu.) ar == (89)

¢) Anizotropné nehomogénne prostredie.
¢1) Ost anizotropie maja staly smer, koeficienty k,,, k,, st hladko premenné.
Diferencidlne rovnice pre zlozky priesakovej rychlosti (pouZivame oznadenie
rovnaké ako v obr. 11) st revnaké ako rovnice (21) a (22) s tym, %e &, a k,, st
funkeiou polohy. Teh dosadenim do rovnice kompatibility (3) dostivame:

¢ apy @ op
k o e ]\t B e HO
o 1( S 11) &y, ( ut (’?yl) (410)
Diferenéné rovnice pre zloziky priesakovej rychlosti si:
VOGP =B et P
v ) = — (b)) b 2L AR AP ki e, O1)
(n)e == = (), ( i sin (o1)

1 (2y~ — )7) - 1’2]97)) J\

. 2. )‘a
(0,00 = — (k) ( D,

-+ cog 1?) . (92)

Vv IU’(/I ‘fﬁ 1')
Ak rovnice (91) a (92) dosadime do rovuice kompatibility (3), dostaneme
diferencna rovnicu pre uzol £ v tvare:
ap, -~ bp; i APy +oep, = 0. (93)
Tu znadi:
I ;( .r'l)l.t 5 '}/)/; l 2 —‘]
PR R AL S S ) NI ey — (o), |
t /), Ly l /; /—j T /)) + / (/\:/I)I ( ml)) _l s
1 l(/f'u)zs N #=y 1 s hl
I e et J e P — B [ e — = lx',, ;T k_, s
b B l » " i PR by (Fy) (fear) I
] I, yo— | 1,'2 )
¢ == - — J(”L 2 — - / ’&* **** Y (l"’lﬂ)m, - (/‘ul) 11~
p|op iz pobv | Jl
(N L — [ /02 ]
¥ I IRy 7SR MR | SRCY
S v potv ] e !
o Uedi [ =) _) . ,{l‘if,l,’t 0" =) gi I
iy iy Hy Hy
I et KPR LS I e KD P N I
e A A o
(v ” Iz
f P COS & l '/”, /‘zll)ﬂ" - ‘II(‘II . ) (I‘ /x) 1’(‘11 ! ) (]‘1/1)71]
Yo y /* )
osin e |7 AN P s k., i , ke,
: [ P R L ]>J
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Ak pouzijeme potencidlnu funkciu @, v tvare (24), st zlozky priesakovej

rychlosti:

2 b 9 23]
(y* — 12y @ — D, (D,

iy (p -1 )

(vacl)l\' = (,“'11)1\' -

2 ] 2
(V o ‘”g) ([}M.- - 1.2(])(”)1 | //,(l}"u

(Ryadr = (kyp)y -

. (95)

(96)

(e -1y

Obr. 12. Anizotropnd¢ nehomoginne pros-

tredie s pretriitoupriepustnostou, rozhrea-

nie medzi dieldimi oblastami prechiddza
tblopriedne coz polia siete.

Obr. 13, Anizotropné nehomogénne

prostrodio s protrzitou priopustnos-

tou, rozhranic sa stotoZiuje so stra-
nami sicte.

Dosadenim (95) a (96) do rovnice
kompatibility (3) piseme:

u(‘bul 'i‘ ])("I)ni _1\- c([)u/u + d([)u/z -+
e, =0, (97)

e2) Osi anizotropie majii stdly
smer, koeficienty £,,, &k, sa menia

pretrzite. Je treba volit siet rovno-

bezne s osami anizotropie a tak, aby

A=
\/‘J’s i

Obr. 14. Anizotropné nehomogénne prostre-

dios pretriitou priepustnostou, rozhranie ide

Ciastoéne uhlopricéne a ¢lastoéne sa stotoz-
fuje so stranami sicte.

hranica pretrzitosti prechadzala wz-
lami siete. V' dieldich oblastiach sa
koeficienty k,,, &, koustantné. Mézu
tedy nastat pripady:

c2a) Rozhranie preehadza hlo-
prie¢ne cez polia siete (priklad pozri na obr. 12) je priame, alebo sa lomi,

¢2b) rozhranie sa stotoZiluje s okami sicte (priklad pozri na obr. 13). je pria-
me, alebo sa lomi,

e2e) rozhranie ide Ciastodne uhlopriecne a Clastocne sa stotoiinje = okami
siete (priklad pozei na obr. 14).

Pri zostavovani rovnice pre uzol & postupujeme vo vietkyceh pripadoch
v zasade rovnako.
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Rovnica v obecnom tvare znie:

(ka)r (Fgy)
BB 4y Py — Pi) S (e )
s - y) v )
(]‘Av/ ) ! (/ ) !
1/m Yl )n "
S P — ) e T (= )
e P Wit 4 1)
¥, COS & sy SN &
;b Yo - 5
= PO ) () 7T ) — () 08
" 7‘17 ot wl/m ( !/l)n, ﬁ ]L 3 [ u Ji)z,l ( )
s Koeficienty (kz1)y, (ke)y ... v rovnici (98) ozna-
fe T 4 tuju priemerné koeficienty priepustnosti v smere
i - , - . ) .
y R X,, pripadne Y| v pomocnych bodoch I, i ... le-
| S, B SN .- N .y . . . . .
’ a R ziacich na polovitnej vzdialenosti medzi okrajo-
i vymi bodmi schémy [, ... a stredobodom £k.
— . . v
aeb Ticto koeficienty sa urdia nasledovne:
Obr. 15, Oznalenie pre vy- Vedicme symetraly 6k siete, ktoré na sebe vyti-
podet nahradného koeficien- v, B . . . v
ta pricpustnosti. najliseky pr,py, . ... Ak zavedieme oznadenie podla,

obr. 15 oznaduje bod j Iubovolny okrajovy uzol
schémy, Ciara (u symetrdlu, bj; «, b s tseky vytnuté na symetrale tu symetra-
lami sisednych 6k; bod j° oznacuje bod na ubovolnej symetrile v prislusnom
oku; k;; a ky, st koeficienty priepustnosti (a to bud v smere tu alebo jk — podla
toho, ktory koeficient potrebujeme) platné pre tsek 1j° a j'uw, ktoré musia
byt konstantné na dizku & a j'u.

Priemerny koeficient priepustnosti kj" je potom

P ak; + bk;,

s Wb (89)

v

Ak pouzijeme potencidlnu funkeiu v tvare (24), rovnica (98) sa zjednodusi
takto:

(l“:l'])l' q (/C'T'])i
A ) b (@, — @) 4
pip ) P P S ¢ o
L g (100)

Zistenie zloziek pricsakovej rychlosti v uzle k je zdlhavé a obtazné; je preto
vhodnejéie tieto uréit v hodochl',4" ... (pozri obr. 14) a z nich potom usudzovat
na zlozky rychlosti v uzle k.

e3) Osi anizotropie maji premenny smer, ale si stile vzajomne na seba kol-
mé.

V tomto pripade je vyhodné volit nepravidelnd siet tak, aby jedna sistava
Ok sledovala smer maximilneho koceficienta priepustnosti (pozri obr. 16).
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Na obrdzku ¢. 16 sd to sledy Ok oznadené pismenami A, B, C. Tvar siete
je este dalej obmedzeny podmienkou, aby vzniklé trojiholniky boli ostroahle.

Diferencnd rovnice pre uzol £ sa potom s vyhodou zostavuje pre funkeiu
D, v tvare (24) a je:

< Fio : .
Dk, I (D, —@,) =0, (101)

pricom za 7 dosadzujeme rad radom vietky uzly stsediace priamo s uzlom
k. (k;), oznatuje koeficient priepustnosti v smere ik a v bode e.

Zlozky priesakovej rychlosti v
uzle k je zdihavé vypoditat, mo-
zeme na ne viak usudzovat ze
zloziek, ktoré zistime pre body e.

1]

Obr. 16. Anizotropné nehomogénne pro-
stredie s premennymi, ale stilo vzajomne
na seba kolmymi osami anizotropie.

Obr. 17. Okrajové podmienky dané
zloZkou priesakove] rychlosti normal-
nou k okraju.

4. Okrajové podmienky.
O mornostiach okrajovych podmienok sme hovorili v oddieli 1V, a teraz
ukdzeme, ako sa zaved do vypoltu prevadzanom metédou sieti.

4a) Okrajové podmienky st dané potencidlom @, (D, @,, y) alebo tlakom p
na okrajoch oblasti.

Zavedenie tychto okrajovych podmienok do vypodétu je jednoduché. Znime
poradnice v uzloch siete, ktoré padni na okraj vytvoria vynasobenim prislus-
nym koeficientom rovnice pisanej pro posledny uzol leziaci este vo vnitri
oblasti absolutny ¢len.

Pre uzly na okraji oviem rovnice nepiseme.

4b) Okrajové podmienky st dané normdalnou zozkou priesakovej rychlosti
na okraji.

Uzlové rovnice sa v tomto pripade musia pisal aj pre body na okraji, kde je
dund normalna zlozka priesakovej rychlosti.

V tomto pripade sa najvhodnejiic postupuje nasledovne: Sief sa predizi za
okraj podla obr. 17,
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Dand normalna zlozka (v,), priesakovej rychlosti v uzle k na okraji sa vy-
vk 1 J .y . v
jadri nasledovne:
(?"r)lc = ]('(7)““ P> ]i"s Vs 1“) - (102)
Namiesto p mozno pouzit aj potencidlne funkeie.

Rovniea (102) sa usporiada podla p,, takze
Pn — F((”u)k: Puns ka Vs .“) - (103)

Za p, sa potom dosadi do rovnice pisanej pre uzol & podla skor uvedenych
smernic a podla vlastnosti oblasti, ktorou sa priesak deje.

Uvedeny postup vlastue znadi, ze fiktivny tlak p, je uréeny tak, aby pri-
slusny interpola¢ny polynom pri odvodzovani diferen¢nych rovnic mal v uzle
k predpisanu dotycnicu.

4c) Okrajovd podmienka v dasti oblasti je dand tzv. volnou hladinou.
Na volnej hladine o musia byt stcasne splnené nasledovné podmienky:

P, =0 (104)
(2,), = 0. (105)
Pri stanoveni priebehu volnej hladiny postupujeme nasledovne:

a) Odhadneme jej priebeh a navrhneme diferendni siet, pritom na volnej
hladine polozime podmienku (105).

) Takto dany problém vyriedime a zistime priebeh p (v uzloch na odhad-
nutej volnej hladine). Ak je p, << 0 a ak v uzloch bezprostredne s volnou
hladinou stsediacich a leZiacich vo vzdialenosti 1 oka siete smerom do oblasti
je p > 0, riedenic je v rameci moznosti docielenia presnosti metddou sieti
spravne a volna hiadina lezi zhruba v mieste, kde p = 0.

y) Ak podmienky uvedené v odstavei § splnené nie st, treba odhad priebehu
volnej hladiny opravit a rieSenie podla f# opakovat.

4d) Vo velmi mnohych pripadoch je oblast, ktorou sa priesak deje, polorovi-
nou. Takto dané okrajové podmicnky neide dobre zachytil metddou sieti.
Mohli byvsme sfce vytvorit sief s okami rastiicimi smerom do poloroviny
a v urcitej vzdialenosti do objektu zvolit oka smerom do poloroviny nekonedéne
dihé, tym by sa viak do vypodltu vniesla znacnd nepresnost, nakolko taky
postup vedie na kondtantna priesakovi rychlost v smere 6k kolmych k neko-
necnym okam siete v uzloch, kde tieto nekonedné okd zadinaji.

Doporucuja sa preto pouzit podla povahy problému nasledovné dva spo-
soby:

V' dostatocnej vzdialenosti od objektu odhadne sa priebeh krajnej pradnice
a odhadne sa na nej priebeh potencidlu alebo tlaku p. K odhadu poslizi v ho-
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mogénnych oblastiach skutoénost, Ze pridnice v dostatoénej vzdialenosti
od objektu st prakticky kruznicami a potencialu po nich ubyva takmer rovno-
merne. V inych pripadoch poslizi literatira zaoberajtica sa riefenim priesa-
ku grafickymi metédami, kedy je taktiez treba krajui prdideicu urdéovat
odhadom.

Vo vidsine pripadov postadi efte jednoduchdi postup, ktory sa praktikuje
pri riefeni pradenia analégiami (na pr. analégiou elektrického pola). V dosta-
toénych vzdialenostiach od objektu zvolia sa hranice rovnobezné se suradnymi
osanii, na ktorych sa bud predpokladd znamy potencidl (alebo tlak p) alebo
nulova normilna zlozka priesakovej rychlosti.

(Takto sme postupovali aj v konkrétnych prikladoch, dalej riefenych).
5. Zhustenie a zredenie siete a styk roznych typov sieti.

Zhustenie sieti previdza sa za Gle-

lom zvysenia presnosti rieSenia v mie-
stach, kde potrebujeme podrobne Byé—i; T
poznat priebeh hladanej funkcie a 8 y 7
zredenie sa uZiva k vél zniZeniu

poctu neznamych, t. j. za tudcelom g 7
-znizenia pracnosti riclenia. Zredenie ) (
Jje na mieste v tych Castiach oblasti, $

IS

a
&
e

kde nas priebeh pridenia menej za-

ujima, alebo kde st nedostatotne 4 a
zndme vlastnosti podloZia, takze pri ‘ 7
jeho charakterizovani sme sa museli
dopustit uréitych pribliznosti, a dalej
v blizkosti okrajov, kde sme zaviedli

priblizné okrajové podmienky (pozri
odstavec 4e).

5a) Zhustenie a zredenie $tvorco- 7 7]
vych sieti. b a

1

Priklad je uvedeny na obr. 18,
) ,‘] _Y. ) . Obr. 18. Zhustenie a zredenie sieti.

kde sa uvadza zhustenie stvorcovej Stvorcova sict.

siete v obidvoch smeroch az na 1/8

hustoty zikladnej sicte.

V uzloch typu A pouZivame normdlnyeh vrovnic ako boli odvodend v skorsich
oddieloch. Sostaveunie rovnic v uzloch typu ¥ rovnako neposobi tazkosti,
nakolko uhloprictne okd zvieraji vzajomne pravé ahly, takZe aj tu moZeme
pouzit normalnyeh rovnic pre osi pootocené o 45°,

5b) Zhustenie a zredenie obdlznikovych sieti.
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Také siete je mozné zhustit vloZzenim radu $tvorcov, alebo, pokial oka siete
maji pomer max. 1 : 2, tiez podla obrazku 19. Podmienkou je & < .

Tento spdsob zhustenia siete je vhodny najmé pri anizotropnej oblasti.
Pri uzloch typu A pouzivame normalnych rovuic pre ortogonalnu siet, pri
uzloch typu B pouzijeme rovnice (101).

5¢) Siete lubovolného tvaru moézeme zhustit alebo zredit vloZenim pruhu
nepravidelnej siete zloZenej z ostrouhlych trojiholnikov.

) 5d) Nadviazanie dvoch typov sieti

7 na seba prevedie sa podobne ako v od-
B stavei Sc. Priklad pozri na obr. 20,
a > . kde je zakresleny prechod z Stvorco-
"y vej sietc v homogénnej a izotropnej
g 4 4 oblagti T na ortogondlnu siet v anizo-
3 B tropnej oblasti 1I.
4 s
7 7] A
A4
B
8
7 y €)=
@ o
o o
ags N
7] 7 b N
7N °
8 N N ci\%
4 s o $°
a &0
p /! oo
- dieicia oblasf 1 W
S
Obr. 19. Zhugtenie a zredenie sioti. Obr. 20. Nadviazanie dvoch typov
Obdlznikova siet. sieti na scba.

Pre zostavenie rovnice v uzle typu n pouzivaja sa poradnice v uzloch », a,
d, e, ¢, i, pre uzol typu ¢ poradnice v a, e, b, n, i, k, a pre uzol k poradnice
vl ommn, k.

6. Vypodet priesakového mnozstva.

Priesakové mnoZstvo tecice oblastou zistime integraciou zlozky priesakovej
rychlosti normélnej k rezu, v ktorom priesakové mnozstvo zistujeme. Pri
pouziti metidy sieti je vyhodné viest taky rez bud uzlami siete (po okach)
alebo stredom medzi uzlami siete (taktiez po okach). Zistené normalne zloiky
vynest sa potom najlepsie graficky vo vhodnom meritku a plocha uddvajica
priesakové mnozstvo teduce kolmo na rez sa zisti planimetrovanim.

7. Vykreslenie hydrodynamickej sietky.

Vyriefenim systému linedrnych rovnic vzniklého z uzlovych rovnic sicte

obdrzime poradnice tlaku p alebo potencidlnej funkcie @, (D, @,, ) v uzloch
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siete. Ekvipotencidly zistime interpoldciou (najlepsic grafickou) z vypocitanych
poradnic.

Pradnice k danym ekvipotencidlam zistime najrychlejdie z podmienky ich
ortogonality s ekvipotencidlami (ak sa jednd o podlozie homogénne). Mozno
oviem tiez postupovaf polopoctarsky a to tak, ze sa zistia priesakové rychlosti
v nickolkyeh vhodne zvolenych rezoch a integriciou dalej sudtova diara,
ktorej posledna poradnice da priesakové munozstvo tedice rezom. Nad zaklad-
fou sictovej Ciary vedieme potom priamky (rovnobeiné so zikladiiou), kto-
rych vzajomna vzdialenost sa rovna k nisobnému rozdielu dvoch stsednych
ekvipotencial (na pr. potencidly st kreslené po 109, celkového rozdielu, to je
napr. 5 m; poradnice suctovej Ciary maji rozmer km — % jo koeficient pric-
pustnosti, a vzdialenost vodorovnych priamok potom bude 54&m, oviem
v meritku nikresu).

Tieto priamky vytinaji na stuétovej diare tseky; ak ich prenesieme do skor
zmieneného rezu, urcuji polohu pradnic. (Rezy ovSsem mozu byt aj zalomend).
8. Riefenie systémov linedrnych algebraickych rovniec.

Vznikly systém rovaic je mozné riesit nasledovnymi sposobmi:

a) iterdciou,

b) relaxaciou,

¢) niektorou priamou metdédou.

ad a) Nakolko jednotlivé uzlové rovnice nemaji (okrem rovnic pri okrajoch
oblasti) prevladajici diagondlny ¢len (sGcet absolitnych hodndt vietkych
nediagondlnych koeficientov je prave rovny koeficientu v diagondle systému),
vyhliadky iterdcie si vobec neisté a pripadnd konvergencia velmi pomald.
Tento sposob je preto najnevyhodnej$i z troch uvedenych a v praxi sa nepou-
Ziva.

ad b) Relaxdcia, ktord je vlastne cielavedomou iteraciou, je vhodnd:

a) ak pouzita siet je iplne pravidelna,

£) ak v danej oblasti plati len jeden typ, alebo nanajvys dva typy uzlovych
roviic,

y) ak sa dany problém riesi len pre jeden druh okrajovyeh podmicnok.

Vtedy nie je obycajne potreba k rieSeni politacieho stroja, nakolko jedno-
duché podetné ikony sa robia naspamit a vypocet postupuje rychle vopred.
Nadviizovanie jednotlivych dieldich oblasti a nepravidelna siet spomaluji
poletny postup velmi dékladne a ak k tomu pristapi nutnost riesit problém
pre dva alebo viae druhov okrajovyeh podmienok (na pr. pre réznu polohu
drénov atd.), relaxicia je nevyhodna.

Relaxadny postup je podrobne popisany v literatire (pozri [44)).

ad ¢) Priamy spdsob ricSenia systému linedrnych rovnie.

Z niekolkych spdsobov priamecho rieSenia osvedcia sa najlepiie metdda
skratenej elimindcie popisand v literatirve v diele [38].
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VII. Priklady

V tejto dasti ukdZeme vysledky rieSenia jedného konkrétneho pripadu
pridenia podzemnej vody. Podobné priklady ndjde &itatel v dielach uvedenych
na konei v literattre pod éslami 1], [35], [36], [42], [44], [45].

Gravita¢ny mirna priepustnej vrstve.

V tomto priklade sa rieSi pradenie podzemnej vody pod gravitaénou prie-
hradou. Mir je zaloZeny na velmi moenej vrstve silno rozpukanej, zvetralej
a priepustnej vyvrelej horniny podlozenej masivom sprehybanych a pold-
manych bridlic, Na styku hornin nachddza sa vrstva silno porusenych kontak-
tov.

Priepustnd vrstva je prerazena beténovym poprsnym mirom oddilatovanym
od telesa hradze. Prislusnd $kara je starostlivo utesnend. Poprsny mur je za-
pusteny asi 1 m do bridlic a nadstaveny injekénou clonou. Pod muarom je
prevedend dvojstupliova plosna injektaz, z ktorej spodny stupenn zasahuje
do bridlic.

Na vzdudnej strane poprsného muru v jeho spodnej tretine sa umiestiiuje
priebezny drén a odvodiiuje sa do reviznej chodby v poprsnom mire. Dalif
priebezny drén je usporiadany pri vzdusnej pitte priehrady. Drén za poprsnym
mirom udrziava tlak vody na vy¥ke 1 m vodného stlpea, zatial ¢o drén na
strane vzduinej znizuje tlak na nulovi hodnotu. Priehrada je z vzdusnej
strany zasypand. Nakolko by zdsyp mohol pésobit nepriaznivé zvysenie
vztlaku pod mdrom, podkladd sa pod ncho plosny drén. Pre rieSenie boli
zavedené relativne koeficienty priepustnosti, ktoré sa uvadzaji na obr. 21.
Okrajové podmienky na vodorovnej spodnej hranici sa zaviedli tym, Ze sa
za touto hranicou predpokladala nepriepustnd hornina. Na zvislom ohrani-
¢eni pred a za miurom sa predpokladal zndmy potencial. Takto priblizne zave-
dené podmienky znechodnocuji riefenie v prilahlej ¢asti; no tieto okrajové
podmienky maji zanedbatelny vplyv na pridenie pri objekte, ktoré nds
zaujima. Riefenic tohoto zlozitého pripadu priadenia podzemnej vody si vyZia-
dalo siet o 141 vnutornych uzloch. Siet je vykreslena na obr. 21.

Problém sa vyriedil pre nasledovné tri eventuality:

1. Drén aj tesnenie medzi poprsnym murom a priehradou spravne funguji.

2. Drény st upchaté, tesnenie medzi poprsnym miarom a prichradou spravne
funguje.

3. Drény st upchaté, tesnenia medzi poprsnym mirom a priehradou je
porudené a porudenie je tak velké, Ze v trhline je plny hydrostaticky tlak dany
hibkou pod hladinou.

Pre nedostatok miesta tu uvadzame len hydrodynamickit sietku pre prvia
eventualitu funkeje siustavy (obr. 22).
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7 vysledkov mozno spravit tieto uzdvery:

a) Poprsny mir branil velmi (iéinne vzniku vztlaku pod hridzou a podstatne
predlzuje priesakovii drahu a znizuje priesakové mnozstvo.

b) Drén za poprsnym mirom je velmi Gdinny a ak sa podari zaistif, aby
udrziaval tlak vody na 1 m vodného stipea, zbavi zéklad prichrady vztlaku
vObec. Oddéerpa prakticky vietku presiaknuttt vodu.

¢) Drén na vzdusnej pite zdi postrada pri spravnej funkeii drénu za poprs-
nym murom opravnenie, nakolko voda dofiho sa dostavsia bude presakovat
do drénu za poprsnym murom.

d) Je treba storostlivo previest tesnenie medzi priehradou a poprsnym mi-
rom. Ak sa porusi, priehrada sa vystavi vysokému vztlaku a to najmé ak drén
za poprsnym mirom bude zle fungovat.

¢) Plonu injektaz podlozia je treba previest a to preto, ze v pripade poru-
Senia tesnenia by nastal hydraulicky spdd cca 1,0 medzi porusenym tesnenim
a drénom za poprsnym mirom, ¢o je hodnota pre neofetrent velmi rozpukani
skalu nepripustnd. Podinjektovanie takticz znizuje spad v podloznych brid-
liciach.

f) Vytvorenic injekénej clony pod poprsnym muirom je nutné, nakolko roz-
pukand skala prakticky priesaku nebrani, takZe pri pomerne malom zapusteni
popreného miru by okolo jejho konca nastalo zvysené pradenie.

g) Nepreinjektovand skala sa vzhladom k vysokej rvelativiej priepustnosti
nezudastni na deformacii potencidlového pola. Poprsny mir je namdhany
takmer plnym vodnym tlakom. Preto bolo opravnené nebrat vo vypodlte
zretel na eSte pricpustnejdiu vrstvu kontaktov medzi skalou a bridlicami. Tato
vodonosnd vrstva nema v danych pomeroch priepustnosti bridly a skaly na
potencialové pole Ziadny vplyv.

h) Pod zésypom na vzdudnej strane priehrady je treba aspoll na urcitom
useku zriadit plosny drén ako poistku proti zlyhaniu drénov.

Z0OZNAM LITERATURY

Literatdra zaoberajuea sa pradenim podzemnej vody je vel'mi rozsiahla a nemézeme
Ju tu celt uvidzat. Ohladne sovietskej literatiry, z ktorej uvidzame len najznamejsie
diela, odkazujeme na aplny zoznam v knihe [42]. Podrobny zoznam diel zaoberajiieich
sa metodou sieti uvadza praca [5].

[1] Apasure, Hysepos: Teopust jinkends wirocreil 11 razos » ne;ehopynpyenoii 1mo-
pucroii epee, 1953,

[2] Bafant mi.: Prondéni podzemni vody a jeho viiv na navrhovani ziklada staveb,
72vIaStS jestt, 1938.

[3] Bazant: Kresleni proudovych siti. Vodni hospoddabstvi, 1954,

[4] Bazant: Stabilita nekohesnich zemin v kfivodarém vzestupném prouddéni, 1954,

427



(5] Babuska-Mejzlik: O Fefeni parcialnich diferencialnich rovnic metodou siti. Gasop.
pro péstovani matematiky, ro¢, 80 (1950).
[6] Bezd{dek: Lios souspressions dans un barrage en terre. 111, pr. kongres, 1948,
[7] Casagrande: Seepage through dams. Journ, New Engl. Wat. Wks. Assoc., 1937, 131.
[8] Duchler: Grundwasserstrémung, 1936.
[9] deopawur: O HopMax Ha rpapuTanuonibie miorums, Mmjpor. Crpour., 1936, VII, 12,
[10] J{eopawuie: Pacuer rpaBUTAionublx wioTui, 1938,
[11] IFloris: Uplift pressurve in gravity dams. Western Construction News, 1928, IT,
112} Forchheimer: Hydraulik, 1914,
[13] Duawsnaros-Ilannuaeun: 1Tpudop st neenepopanns Guaprpupar o Meropy LUJTA.
1949,
[14] Ipuwun: I'mjporexHndccrue coopymenns, 1954.
[15] Hinds: Upward pressures under dams. Trans: Am. Soc. Civ. Engnrs, 1929, 1527.
{161 Houk: Uplift pressure in gravity dams. Western Construction News, 1930, 344,
[17) Houk: Uplift pressures in masonry dams. Civil Enginecring, 1932, 578.
[18] Houk: Dams and uplift. Xngrs. Nows. Rec., 1932, TI, 52.
[19] Henry: Stability of straight gravity dams. Trans. Am. Soc. Civ. Engnrs., 1934, 1641.
[20] Hoffmann: Permeazioni d’aqua e loro effeti nei muri di ritenuta, 1928,
[21] Jezdik: Statické fefeni, 1946.
[22] Jezdik: Technicky slovnik nauény — heslo vztlak.
[23] Kelen: Gewichtsstaumauern und massive Wehre, 1933.
[24} Kratochvil: Vztlak a prisek betonovou zdi, Techn. obzor, 1940, 259. .
[25] Kratochvil: Meracie pristroje a metddy pre stustavny vyskum priehrad. Technik,
1946/47, 240,
[261 Kratochvil: Souspressions sur les fondations du barrage de Kninicky. 111, pr. kongres,
1948, :
[27] Kratochvil: Hydraulika, 1951.
(28] Kratochvil: Gdolné prichrady, 1954. .
[29] Kratochvil: M&feni na betonové prehrads, 1949.
[30] Kuchar: Vztlak gravitatnich zdi adolnich piehrad. Techn. obzor, 1944, 265.
[31] Jlomuse: DuiapTpanud B TPECYHHOBATHX mopopax, 1951.
[32] Lossmann: Zakladani tiZnych piehrad, 1950.
[33] Link: Ueber Sohlenwasserdruck bei Staumauern mit entwiisserten Grindungssohle.
Zeitschrift fur Bauwesen, 1919, 517.
[34] Lane: Flow net and electric analogy. Civ. Engineering, 1934.
[35] Mejzlik: Utinnost drénov v zakladove] Skare hydrocentrily. Vodni hospoddfstyi,
1954.
[36] Mejzlik: Vplyv ploSnej injektdaZe na vztlak a priesak. Vodni hospodaistvi, 1955.
[37] Mejzlik: Metéda sieti. Stavebnicky ¢asopis, 1954.
[38] M
1954.
[39] Pagliaro: Sulle sottopressioni nelle dighe. L’energia elettrica, 1932,
[40] Pursons: Hydrostatic uplift in pervious soils. Trans. Am. Soe, Civ. Engnrs., 1928,
13117.
[4Y] Husaoscruii: Toopmi ABUKEIINA TPYHTOBLIX B0 110, PMADOTCXUMUCCKUME COOPY e
HUSIMH M €€ OCHOBALIC NpUiroskens, 1922,

e . - . . : . Cor
liefenie systémov linedrnych rovnic priamymi metédami. InZ. stavby,

[42] Hoaydapunosa-Kowuna: Teopus aniamenys rpyuroBux 5o, 1952,
[43) Prokes-Hdlel-Rybnikdr: Elektrickd analogic v hydrodynamice podzemni vody,
proudici pod zaklady staveb, Vodni hospodaistvi, 1954.

[44] Southwell: Relaxation methods in theoretical physies.

428



[45] Shaw, Southwell: Rolaxation methods applied to engineering problems. Problems
relating to the perlocation of fluids through porous materials. Proc. Roy. soc. London,
1941,

[46] Schéifer: Unterdruck bel Staumauern. Zeitschrift fiic Bauwesen, 1913, 101.

[47] Soldan: Die Berticksichtung des Unterdrucks bei Talsperren. Zentralblatt der Bau-
verwaltung, 1812, 134.

[48] Schafenalk: Versachstechnische Losung von Grundwasserproblemen. Wasserwirtschaft,
1931, 1.

[49] Selirn : Dams on porous media. Proc. Am. Soc. Civ. Engnrs., 1945, 1518.

[60] Terzaghi: Auftrieb und Kapillardruck an betonierten Talsperren. IL. p. kongres,
1933, V, 5,

[61] Terzaghi: Beanspruchung von Clewichtsstaumauern ducch das stromende Sicker-
wasser, Bautechnik, 1934, 379.

[62] Télke: Deor Kinfluss der Durchstréomung von Betonstaumauern auf die Stabilitit.
Ing. Arch., 1931, 291.

[63] T'olke: Wasserkraftanlagen, 1938.

[44] Samapun: Rypc rugporexunyeciux coopycuuii, 1940,

[55] Samapun: Pacuer ppuskenst rpyuToBLIX BO7, 1928,

[566] /yroseruti: Teoperwyeckoe Mecaejl0Bamne 0 ABMKEHHH TOJIOUBCHHBIX 10, 1909,

[87] JetiGenson: [IBuikenne Npupojublx HUAKOCTENH M rasos b HOpuCToil cpejpe, 1947,

[58] Ilanos: Cupanowinii IO YUCIACIIOMY WMITCTPHPOBAUMIO JUGOEPCMULYILILX ypaB-
HCHWIT B YaCTHBEIX UPOM3BOLNLY, 1951,

Peswowme

HPUMEITEINTNE METOJIA CETOK IK PEHTEITHID ITPOBJIEM
HPOTERANMST TIOASEMITON BOJILI
o4 '’MAPOTEXTIMYECKUM COOPYEHWIMIN

JALUCIAB MENBIUR (Ladislav Mejzlik)

(IToctymio B pegaruuio 13/11 1596 r.)

ABrop paccMarpuBacr TJIOCKOCTHBIE 3aja¥u JIaMUIApNoil, IepManeuTHol
QHIBTPATIMY HOMBCMHOIT BOJBL 1O TEAPOTeNHUYCCKUME coopysrennsmu., O
UPeIONATraeT HACBILICIHIOCTh HOP, HCC/KHMACMOCTD FHIJULOCTIL 1T HOCTOHIIY IO
Ba3KOCT.

ITpusojnr coorsererpywnyte Tuddepeliuiaibible Ypanielis B YacTHBIX
UPOUBBOUHLIX JUEE OJIHOPOUILIX, HCOLHOPOABIX, HBOTPOILLIX 11 allH30TPOITIBIX
cpeit. Boenenyomem pasgene nsnaraet juddepenanomimne neperojint uiige-
PCHIIANTLHLIX Y PAaBICILIT JUTE OPTONOMAILILIX CCTOK 1 BMCCTC ¢ TCM 3allyMacTt-
¢t coeranicenueM JnQQepenHonnLX YPaBUCHHIT Ha Pas;ieye 0jHOPOILIX 301
¢ pasnoil nponniaemoctnio. Jlaer takike Kparkue nueTpyRILmn U npeiio-
FRCHISE COTOIR M OUCHHBACT PABHLIC BOZMOGKHLIC METOABL PCIHCHI CHETEAM ¢ i1-
MYJIBTAHIBIY QAreOpanucckuX Vpaslennil. SaniuMacTest H3MCICHIAMIL 1L1oT-
HOETH CCTOR H 0JPoBITO pasdupact pasibie KPAcBhe YCJAOBIS,
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B aawuovenun padotel HPHBOJNT aBrtop UPHMED pacucra HpPOTHBOJMABIICIUI
B 0CTOBAUWN TIOTHUBL ¢ JABYMsL JIDCHAMI Ha TICOJIHOPOIHOM OCHOBAHUM CK]PCM-
JCHHOM JIBYXOTAIKHON 1eMenraniei.

Zusammenfassung

DI ANWENDUNG DER METHODE DER NETZE ZUR LOSUNG
VON PROBLEMEN DER GRUNDWASSERSTROMUNG
UNTER WASSERBAUWERKEN

LADISLAV MEJZLIK

(Kingegangen am 13. Februar 1958.)

Der Autor beschiftigt sich mit der Losung ebener, laminarer, permanenter
Stromungen des Grundwassers unter Wasserbauwerken. Er setzt die voll-
kommene Sittigung der Poren, Unzusammendriickbarkeit der Fliigsigkeit
und konstante Viskositit voraus. Es werden die zugehérigen partiellen Diffe-
rentialgleichungen fiir homogene, unhomogene, isotrope und anisotrope Inte-
grationsgebiete angegeben.

Im néchsten Absatz werden vom Autor Differenzenumformungen der
Differentialgleichungen fiir orthogonale Netze angefiihrt. Besonders werden
auch die Zusammenstellungen von Differenzengleichungen an den Réndern
der homogenen Gebiete mit verschiedener Durchlassigkeit beriicksichtigt.
Eine kurze Anleitung fiir das Entwerfen von Netzen und die Auswertung
verschiedener Losungsmethoden der Systeme simultaner lincarer algebrai-
scher Gleichungen werden beschrieben, sowie auch die Anderungen der Dichte
des Netzes und besonders dic verschiedene Randbedingungen.

Am Ende der Arbeit ist ein Beispiel angefithrt und zwar die Berechnung
des Auftriches unter einer Talsperre mit zwei Entwésserungsdrinen auf nicht-
homogenem, durch zweistufige Flicheninjektage verfestigtem Grunde.
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