Aplikace matematiky

Jif{ Drasky
Pfispévek k theorii tvofeni virti v kapalindch
Aplikace matematiky, Vol. 1 (1956), No. 3, 216-236

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/102530

Terms of use:

© Institute of Mathematics AS CR, 1956

Institute of Mathematics of the Czech Academy of Sciences provides access to digitized documents
strictly for personal use. Each copy of any part of this document must contain these Terms of use.

This document has been digitized, optimized for electronic delivery and
stamped with digital signature within the project DML-CZ: The Czech Digital
Mathematics Library http://dml.cz



http://dml.cz/dmlcz/102530
http://dml.cz

SVAZEK 1 (1956) APLIKACE MATEMATIKY ClsLo 3

PRISPEVEK K THEORII TVORENI VIRU V KAPALINACH

JIRT DRASKY

(Doslo dne 6. Fijna 1955.) DT : 532,582 : 532.527

V préci jsou matematicky formuloviny obecné zékony, platné pii
rovinném prouddni dokonalé kapaliny a vyvozeny jejich dasledky
(na pi. trvaly potencidlni charakter rychlostnihe pole pifi proudéni
spojitém v eelém oboru). Dale je vySettovana rovnoviha oboru s dvou-
brehym zédfezem, vychdzejicim z kontury télesa. Tento zafez je pova-
Zovéan za nové ohraniéeni -— dvojitou hranici oblasti proudéni kapaliny.
Vysledkt je pouZito k matematické formulaci theorie tvoleni viri za
obtékanym télesem. Je ukazéno, Ze kombinace algebraické singularity
s logaritmickou vystihuje rychlostni pole pro uréitou fazi vyvoje
virt v okoli koncovych singularnich bodua sloZené hranice, kde diskon-
tinuitni édra ma tvar spirdly, jako¥ i v okoli vnitfnich singuldrnich
bodu, kde diskontinuitni éira mé tvar stfedové soumérné dvojspiraly.
Theoreticky odvozené vysledky byly porovniny s experimentalnimi
a zjig€téna dobra shoda po strance kvalitativni i kvantitativni.

Seznam pouZityeh oznaceni

i jednotkovy vektor ve sméru osy x C kontrolni éara, konstantni v prostoru
j  jednotkovy vektor ve sméru osy y K kontrolni ¢ara kapalinng
k jednotkovy vektor ve sméru osy z % kontrolni obor, omezeny éarou C
n  jednotkovy vektor ve sméru norméaly X, kontrolni obor, omezeny darou K
t  jednotkovy vektor ve sméru tetny I’ cirkulace rychlosti
p staticky tlak W komplexni potencial
r  polohovy vektor @ rychlostni potencial
w  vektor rychlosti proudéni ¥ funkce proudova
w komplexni vektor rychlosti proudéni p mérngd hmota
1. Uvod

Aerodynamicky odpor, ktery pusobi na téleso pohybujici se klidnou kapa-
linou, sestava, jak zndmo, z odporu tieciho a odporu tlakového. Odpor tfeci
znamend vyslednici elementirnich tfecich sil, které piisobi na povreh pohybu-

Vv -

jiciho se télesa. Tyvto sily jsou k povrchu teéné a jejich pridinou je vazkost
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prostiedi. Odpor tlakovy znamend vyslednici elelementdrnich sil tlakovych,
pusobicich na povreh télesa vidy ve sméru normdly. RozloZeni tlaku po po-
vrchu télesa je uréeno okamzitymi kinematickymi pomdéry rychlostniho pole.

Vzajemny pomér odporu tieciho a odporu tlakového je pro dané téleso za-
visly na Reynoldsové ¢isle obtékani Re. P¥i malych Reynoldsovych ¢islech
previdda odpor tieci, kdezto p¥i velkych Reynoldsovych &islech nabyvi
plevahy odpor tlakovy. V Cetnych pripadech, vyskytujicich se v technické
praxi, byva odpor tieci zanedbatelny. V limitnim piipadé pro Re - co (coz
odpovida » — 0) odpor treci vymizi a celkovy odpor sestivi pouze z odporu
tlakového, zavislého na okamzitém rychlostnim poli.

Vyslednice tlakovych sil ptisobicich na téleso nemiva vidy pouze smér proti
rychlosti pohybu, t. j. nebyvd vidy odporem. V obecném piipadé ma slozku
do sméru kolmého na smér pohybu télesa a tato slozka piedstavuje vztlak.
PFi obtékani s nestaciondrnim vytvarenim virt se velikost vztlaku a odporu
i plisobistd jejich vyslednice méni. Uplné ¥efeni téchto pochodi, které v praxi
maji znadny vyznam, nebylo dosud podano, Casteiné fedeni problému odporu
se podatilo IKArMANOvVI [1], ktery vySetfil — za predpokladu dokonalé kapa-
liny — na zakladé stabilitnich tvah rychlostni pole, odvozené z nekonedné
fady isolovanych potencidlnich virt. Tomuto polise blizi v dobré shodé s theorii
skutecéné pole, vytvatejici se v jisté vzdalenosti za obtékanymi télesy. Pouzitim
impulsové véty odvodil Karman theoreticky hodnotu soudinitele odporu.

Z uvedeného je patrno, Ze ma vyznam studovat nestacionarni ryechlostni
pole obsahujici vytvaieni vird, nebot tato pole plné uréuji zminéné silové
poméry na télese. PIi Feleni je nutno omezit se na ryvchlostni pole, kterd by
vznikla v dokonalé kapaliné. Témto polim se pole ve skuteénych (vazkych)
kapalinach budou blizit tim vice, ¢im kapalina bude mit mensi vazkost.

K pojmu dokonalé (nevazké) kapaliny lze dojit dvojim zpisobem. Je mozno
bud vyjit z kapaliny skutetné (vazké) a provést myslenkovy limitni piechod
pro v — 0, nebo je mozno piedpokladat kapalinu dokonalou jakozto takovou.
Zd4 se, ze v obou pripadech se v Setuych pripadech dojde k tymz matematic-
kym vysledkim a k tymZ fysikilnim ndzoram. Rozdil vice méné formalni
nastiva v tom, jak dochdzime k pojmu plochy nespojitosti. V prvém pripadsé
vznikne plocha nespojitosti z viFivé vrstvy vazké kapaliny, jejiz tloustka pii
v — 0 rovndz se blizi nule. V druhém piipadé mizeme predpokladat, jak to
¢inil jiz HermuoLtz [2], Ze plocha nespojitosti vznika soutokem dvou proudii
po poruseni (pfetrzeni) oblasti proudu. Upozoriiujeme na uplnou shodu jedné
slozky komplexniho potencialu pro okoli koncového bodu diskontinuitni dary
v piedlozeném teseni, provedeném za predpokladu » == 0, s vysledkem, ktery
uvadi PranprL [3] pit fedeni pro isolovanou spiralu v neomezené roviné.

Autor dékuje dr Lad. Spatkovi, lauredtu statni ceny. za jeho kritickou

pomoc a cenné rady pii vypracovani ¢lanku.
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2. Prehled uZityeh termind

Theorie proudéni v podstaté znamend mechaniku hmotného kontinua.
Plati tudiz pii proudéni tekutin v kazdém misté a v kazdém okamziku soudasné
zakladni zakony mechaniky:

zdkon zachovini hmoty,

zdkon zachovdné energie,

zdkony rovnovahy.

Tyto zikony jsou matematicky formulovany systémem diferencidlnich
rovnic, jejichz kazdé partikuldrni tefeni znamenad jedno mozné proudéni.
Piislusné feseni v jednotlivém pripadé je urdeno okrajovymi a poddtednimi

podminkami.

Dtive nez piikrodime k matematické formulaci jednotlivych zikonu, uve-
deme si nékteré terminy uzité v dalyim textu. Budeme uvazovat rovinné prou-
déni nestladitelné kapaliny v ploéné oblasti proudu ST, kterd mize byt jedno-
dufe nebo nékolikandsobné souvisld, t. j. ohranitend jednou nebo nékolika
hladkymi nebo po d&dstech hladkymi, vzdjemné se neprotinajicimi déarami
(konturami) H,, H,, ... H,, které tvoii myslené nebo skuteéné hranice oblasti
(na pi. stény téles). Do oblasti proudu §* mohou z uzavienych kontur (obryst
téles) vychazet oteviené zafezy znadené H, (obr. 1).
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O kontuie H, pfedpokladime, e obsahuje uvniti viechny ostatni kontury.
Je-li kontura H, oddilena do nekoneéna, dostdvame technicky dilezity pripad
neomezené rozsdhlé oblasti proudw, do niZ jsou vloZena pevna télesa. Prostor
(plogny), zaujimany k-tym télesem, oznadime S, prostor, zaujimany viemi
télesy spolu s prostorem 8, ozna¢ime souhrnné §-.

V dalsich tvahach se omezime na ptfipad jednoho télesa S;, ohranideného
konturou H;, z ného# do oblasti proudu $* vychazeji jeden nebo dva zafezy
H,. Oblast proudu S* necht je neomezend (t. j. kontura H, je odddlena do
nekonetna). Rovinu proudéni piedpoklidame vodorovnou.

e
_——-/-’_\h\m________._
—
e
o H,
—_—
SN
st
—

Ohr. 3. .

Obr. 2.

Proudové pole, charakterisované vektorovym polem rychlosti proudént,
budeme uvazovat ve dvou vztaznych systémech, a to

a) v absolutnim vztainém systému (obr. 2), v ném# pevné téleso se pohybuje
postupnou rychlosti — w,, a kapalina v nekoneénu je v klidu &ili oddélend
kontura H, stoji a oblast S;, ohranidend konturou H,, se pohybuje.

b) v relativnim vztainém systémuw (obr. 3), v ndémz téleso stoji a kapalina
v nekoneénu se pohybuje smérem k télesu postupnou rychlosti w., &ili oblast
S, stoji a oddalena kontura H, se pohybuje konstantni rychlosti.

V roviné proudéni volime uzaviené kontrolni &iry C resp. K, omezujici
kontrolni plochy (obory) Z resp. E,, které jsou bliZe urdeny takto:

Kontrolni ¢ira €, omezujici obor Z, je konstantni co do tvaru a polo-
hy v relativhim vztaZném systému, t. j. neméni tvar ani polohu vzhledem
k télesu.

Kontrolni ¢ara K, omezujici obor Z,, je tvofena stile z tychz Sastedek
kapaliny (t. zv. 8ara kapalinnd); pohybuje se spolu s hmotou, kterou uzavira,
prostorem a pii tom se piisluiné deformuje.
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3. Charakter rychlostnihe pole

Volme uvniti oblasti S* libovolny jednodufe souvisly obor &, omezeny
kontrolni daron C. Vztah, znamenajici zikon zachovani hmoty pii proudéni
nestlacitelného prostiedi, obdriime, vyjidiime-li matematicky skuteénost,
ze mnozstvi hmoty, vytékajict z oboru X je rovno mnozstvi, které do tohoto
oboru pravé vtéka (podminka kontinuity priatoku). Znadi-li n jednotkovy
vektor ve sméru vnéjsi normély ke k¥ivee C, znadi n ds elementérni pritoény
prifez, skalarni soud¢in w . n ds elementarni pratoény objem. Podminka kon-
nuity priutoku se vyjadii tim, Ze se polozi rovna nule hodnota kiivodarého
integralu podél kiivky C

N

m = ofw.nds = pf w,ds =0 (3,1)
& ¢

Ponévadz kontrolni plochu & muzeme volit libovolné rozsahlou, aniz tim
porusime spravnost hofejii Gvahy, plati i pro limitui obor & —» M (M znadi
libovolny bod v §*)

ofw, ds
lim ¢ =pdivw = 0. (3,2)
BECTRD
Ponévad? o + 0, vychdzi
divw =0 (3,3)

Zakon zachovdni kmoly pii proudéni mestladitelného prostfedi je vyjddien
nulovou divergenct vektoru rychlosti proudént w v libovolném misté proudu —
vektorové pole je v celé oteviené oblasti S+ solenoidalni.

Nyni dokazeme dalsi vlastnost rychlostniho pole, které se vytvaii pri
postupném pohybu kontury H, z piwodniho klidového stavu rozbéhem v neomezendé
rozsdhlé otevFené oblasti S+, totiz jeho trvaly potencidlni charakter. Tento piipad
pohybu odpovidd technicky dulezitému rozbshu téles z klidu v zemském gravi-
taénim poli.

VysSetiujeme-li v relativnim vztazném

B Dy systému hodnotu tasové zmény cirku-
= lace rychlosti
T, T'= [w.tds= [w,ds, (3.4)
A i i
L (t jednotkovy vektor ve sméru tecny,
Ohr. 4. w, pramét vektoru rychlosti do sméru

tetny)

podél lihovolné volenéd oteviené kapalinné ¢dry L, pohybujici se spolu
s proudem (obr. 4),
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obdrzime (viz [4])

d ) ow .
Eiif“’t ds == |w,[2 — |w,|? If( ar + rotw X wl.tds. (3,5}

I z
Indexy , resp. , se vztahuji ke koncovym bodtm 4 resp. B éary L.
Integral na pravé strané rovnice (3,5) upravime pouzitim vztahu pro uplnou
derivaci vektoru rychlosti w podle ¢asu (viz vztahy 4,3 a 4,4 v nasledujici
stati)

rotw X w.

Jak odvodime v dalsim, plati pii rozbéhu télesa za piijatych piedpokladi
v celé oblasti $* pohybovéa rovnice Eulerova (4,2)
dw  ow,,
E R
i W Ry
pii omd - 2= je nezavislé na poloze.

Po dosazeni do rovnice (3,5) dostavame postupné

d , Y dw |wi
(thw ds = |wy? — |w.[? —[--f(dt —grad o |.tds =
L

1.
1 R ‘w., 1
= (wal® — wa?) - 2= (s — 1) — (s — pa) - (3,6)
2 0
Volime-li ve zvlastnim piipadé kapalinnou éaru L uzavienou L = K, je
w,=w,, r,=r, p,=p,, tudiz

4 fﬁ w, ds = ar = 0. (3,7)
d¢ de
K

DosaZeny vysledek se vyjadiuje vétou Thomsonovou:

V dokonalé kapaling 2a pisobeni pouze potencidlnich sil md cirkulace rychlosti
podél libovolné wzaviené kvivky, jet se s proudem pohybuje, hodnotu stilow,
kterd se s dasem meméns.

Podle piedpokladu se vySettované rychlostni pole vytvati z poditedniho
klidového stavu, kdy patrné byla hodnota cirkulace rychlosti nulova podél
libovolné ¢dry K lezici v §*. Podle véty Thomsonovy zistava hodnota cirku-
lace podél K nulova trvale.

Obor Z,, omezeny kapalinnou darou K, mizeme volit libovolué rozsihly,
aniz tim porufime spravoost provedené tivahy. Plati tudiZ i pro limitni obor
Z — M (M znadi libovolny bed v .S*) trvale

$w, ds
k lim X —rotw == 0, (3,8)

2> ZK

1~
b
—



Ponévadz vztah (3,8) je nutnou a postadujici podminkou k tomu, aby vek-
torové pole w bylo potencidlni, je mozno vyjadtit v kazdém okamziku a v libo-
volném hodé oteviené oblasti S* vektor rychlosti w jako gradient skalarni
funkce — rychlostniho potencidlu @, t. j.

w = grad @ (3.9)

Tim je tvrzeni o potencialnim charakteru rychlostniho pole dokazano.

4. Zakon zachovani energie

Vztah, vyjadfujici zdkon zachovani energie, se odvodi z pohybového za-
kona Newtonova. Podle tohoto zdkona okamzity pohybovy stav volené Edstice
kapaliny, uréeny soucinem hmoly ddstice a jejtho zrychlent, lze wvyjddfit jako
vyslednyj 4cinek sil, které na &dstici pisobi. Znadi-li dV objem elementarni
i ol v o , dw C .
Castice, je zrychlujici sila ddstice rovna souéinu o dV T tlakova sila, kterd
na Gastici pasobi, je rovna — dV grad p, a vnéjsi hmotova sila, majici (podle
predpokladu) potencial U, je rovna p dV grad U. Tyto sily jsou vaziny pohy-
boveu rovnici Eulerovou

o dV (11—:, = pdVgrad U — dV grad p. (4,1)

Uréeme nyni integral této diferencidlni rovnice pro difve jiZ uvaZovany
pripad rozb&hu télesa z klidu ve vodorovné roving. Téleso necht méa okamzitou

o , Ow. . v
postupnou rychlost — w,, a okamzité zrychleni — ti V relativnim vztazném
K 0

systému, v némz je téleso trvale v klidu, pfidélime kazdému bodu neomezend

Ry . . il W
rozsahlé oblasti 8% okamzitou rychlost w., a okamzité zrychlent ——‘%«. Toto
¢

your . 0w,
vnéjsi zrychleni i
. [
a ponévad? je konstantou v celé oblasti $*, m4 tam potencidl. Lze tudiZ rovnici
(4,1) upravit na tvar

predstavuje vlastné vnéjsi jednotkovou hmotovou silu,

dw 3wm 1 ’ <
T = 0 grad p (4,2)

cdw oo, . o . " sy
Zrychleni o ¢ili aplnd zména vektoru rychlosti w v dase se skladé ze élenu

-

ow . ¥ v ] ;s ,
——, derivace vektoru w v pevném misté, a &lenu (w . grad) w, ktery je vy-

dt
sledkem pohybu samotné castice, t. j.

dw ow

+ (w.grad) w, (4,3)

a T a

bo
[
(5



r\ A

-+ w

pii demz znadi (w. grad) — w, 8 ‘ Druhy &len lze rozepsat na za-

o
Yoy
kladé vektorového vztahu
[w‘2
(w . grad) w = grad —'~§~ +rotw X w. (4.4)
Ponévadz v predchazejict stati bylo dovozeno, Ze v uvazovaném piipadé
trvale v kazdém misté oteviené oblasti $* plati rot w = 0, vychazi po dosazeni
pohybova diferencidlni rovnice ve tvaru
12 ‘W,

""t gtad D — = =0. (4,5)

, L lw
- gr ad p + grad - &

Vynésobimc—]i kazdy ¢len této rovnice skaldrné vektorem dr a integrujeme-li
mezi dvéma libovolnymi misty, obdrzime energetickou rovnici ve tvaru
k  w oD ow,

= + Sty T = konst = F() . (4,6)

Hodnota konstanty F(t), ktera je konstantou pouze co do polohy, nikoliv
viak v dase, se urdi ze stavu v nekoneénu, kde tlak mé trvale hodnotu p,,
a rychlest je co do velikosti rovna okam#ité skuteéné rychlosti télesa, aviak
mé opalny smysl.

Rychlostni potencial je realnou Gisti komplexniho potencidlu W(z), ktery
v uvazovaném piipadé rozbehu pevného télesa ma tvar

W(z) = w,[z + ()]

za piedpokladu, 7e osa x lezl ve sméru rychlosti w, . Pii pozdéjsim rozboru
viastnosti integralu typu Cauchyho bude ukazano, ze pfi oddalovini z do
nekonedna plati

lim w(z) = 0.

B

M4 tudiz ryehlostni potencial tvar

D = w, [x -+ @la, ],
Ppii Cemz

lim gz, g) =0, g=Relo], r=|eFy

Pty

Za téchto okoluosti se hodnota pravé strany F(t) energetické rovnice (4,6) urci

o 4%
z limity pro r — oo |-

; Iw predpokladame kone{?né)
a I

: . ) w? ¢ w dw ). Wy
F(¢) = lim P =+ 2wt — 5 x] R N %)
2 2
T o0 Q td Q
Ponévadz tlak v nckonednu p, je konstantou v Case a rychlost kapaliny
v nekoneénu w,, danou funkei dasu, uréuje vatah (4,7) hodnotu pravé strany
F(t) energetické rovnice jako funkei éasu.



5. Podminky rovnovihy

Ponévadz pro kaidou elementarni ¢astici oblasti plati rovnoviha mezi

silami tlakovymi, hmotovymi a inerénimi, jez je vyjadiena pohybovou
rovnici Eulerovon, je patrné v rovnovaze i libovolny koneény obor proudu.
Slozkové podminky rovnovahy pii rovinném proudéni, na néz jsme se omezili,
lze psit jedinou rovnici vektorovou. Znadi-li opét n jednotkovy vektor ve sméru
vt normaly (obr, 5), je tlakova sila pasobicl zvendi na element ds kontrolni
¢ary C rovna — pn ds. Skaldrni soufin gw . nds znadéi vtefinové mmnozstvi
hmoty, protékajici volenym elementem; znasoben rychlosti proudéni w udéva

vteFinovou hybnost ¢ili tok hybnosti elementem w(ew . n ds).

Obr. 5. Obr. 6.

Podminku rovnovahy vyjadiuje rovnice

ow ow.,
*~5{>‘lpn + wiow . n) ds — f 0 (t - wt) do
(44 ;

-0, (5,1)

v niz plodny integral v rozsahu celé kontrolni plochy Z je vysledniei ineréniho
t¢inku hmoty v uvazovaném oboru. Tato rovnice je patrné integralem Kule-
rovy pobybové rovnice (4,5) po plofe, o temz se snadno presvédéime, preve-

deme-li kiivkové integrdly v integraly plogné. Plati totiz

$pnds = [grad p do,
5 z

fwiw . n)ds = [[wdivw -}- (w.grad) w]do.

[0 X

Uvedeme struéné odvozeni tohoto vztahu: Ozna&ime-li w(w . n)
podle formule Gauss-Ostrogradského (viz [5])

oa da,
$ a, ds == _UE ,{, .?‘” da s
o o oy

I

o
[N
NN

s a

(5,2)

(3,5)

(obr. 6), plati

n

(5,4)



pti em?Z a, znadi hodnotu vektoru a, pro smér n = i, analogicky a, piislusi sméru n = j.
Tudiz

w . 1) oa, ow, ow
a, = w(w . = WW - = W w, —
7 e dx [a4 * o’

ow

a, == wiw .j) = w,w, P

Dosazenim do (5,4) vychéazi vztah (5,3).

Dosadime-li vztahy (5,2) a (5,3) do rovnice (5,1) a uvazime-li, Ze v naSem
piipadé trvale v celé oleviené oblasti $* je divw == 0, rot w = 0, vychdzi
za integraénim znaménkem zminénd Kulerova rovnice (4,5).

Odvodme nyni nutnou a postadujici podminku rovnovahy. Dosadime-li

do rovnice (5,1) za tlak p hodnotu, uddvanou energetickou rovnici (4,6), do-
staneme

7 o 0
— 36[(7)@ 0 T,“ — 9 ?12— B + or. (:vr) nds + w(ow . n) ds] —

Ponévadz plati

o & ow .
WP oas— [ 07 an = [ o Mdo, 6
f&g % nds f@ % grad @ do fg o do (5,6)
C X =
‘w 3w~7
—_ Kj. 82 o 7
SGQ(r. ,dt)nds f@glad( )1«7 f = (6,7)
¢ x
(m ewz“)sgnds:o,
b
vychazi
"fﬁ[ (ow . )*@wf ]ds:O:iPerij. (5,8)

Vyjadiime-li odtud slozky z-ovou a y-ovou a sloZime-li je ve vyslednou
sdruzenou stlu
* P S [
P¥ = P, — P, i1

dostaneme vyraz obdobny Blasius - Caplyginovu vztahu

pr—i2 4{ wrdz — 0, (5,9)

¢

]
(&
511



.y v Y . aw . u:
v némz w* znadi sdruzenou rychlost w* = w, — iw, = Iz - Ponsévad? v nagich
dz

uvahich ¢ #+ 0 a funkee w*? je spojitd, lze podle véty Morerovy [6] soudit,
ze funkece w*2 musi byt analytickou v oteviené oblasti §*, t. j. musf tam spliio-
vat Cauchy-Riemannovy rovnice. Da se ukéazat, ze této podmince je vy-
hovéno tehdy, je-li divw = 0 a rotw = 0 v kazdém bod¢ oteviené oblasti
8+, Dochdzime tudif & zdvéru, Ze prou-
déni dokonalé kapaliny je v rovnovdze
tehdy, je-li potencidini v otevfené ob-
lasti §*. Tento pozadavek se shodu:
je s diive jiz odvozenym. disledkem
véty Thomsonovy.

Soudasné se slozkovymi podmin-
kami rovnovdhy musi byt splnéna
i obecné platnd podminka momento-
va. Se¢teme-limomenty jednotlivych
elementarnich sil, plisobicich na libo-
volné voleny obor Z uvnitt §* (obr.
7), dostaneme vektorovou rovnici

| , ow  ow,
kM = ~‘q€[(r X nds)p -+ (r X w) (ew . nds)] ﬁfgl’r X (}v:_ f%_)]da,

[0 A

(5,10)
o niz se da obdobnym zptsobem jako v pifpadé slozkovych podminek rovno-
vahy dokdzat, ze je integrilem vektorového soudinu levé strany Kulerovy
pohybové rovnice (4,5) a polohového vektoru r po ploge &. Rovnice (5,10)
tvoli redlnou ¢ast vztahu
M 4 iN = Jp $w*2z dz, (5,11)
:

ktery vede ke stejnému dusledku jako vztah (5,9).

6. Rovnovaha oblasti se zifezem

Vysetiime podrobnéji jako zvlastni pfipad rovnovahu oblasti X, do niZ
zasahuje zvendi zafez. Tento zdfez je patrné plochou nespojitosti, kterd se
vytvali pii nestaciondrnim obtékdni téles, kdy za télesem vzniké turbulentni
uplav. Jako piiklad lze uvést obtékani rovinné desky kolmo k proudu posta-
vené v okamziku brzy po uvedeni do pohybu (obr. 8). Podle zkuSenosti z hran
desky vychazi plocha nespojitosti, na niz ma rychlost diskontinuitu. Tuto
plochu nespojitosti nelze poditat dovniti oblasti §*, nybrz tato plocha jest
novym ohranidenim oblasti §*. Lze predpokladat, Ze je sloZena ze dvou volnych
hranic téze oblasti 8%, stykajicich se v celé své délee a majicich spoleény kon-
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covy bod, ¢ili Ze tvoii dvoubiehy zdYez do oblasti proudu §*. Budeme tudiz
plochu nespojitosti nazyvat dale rovnéz dvojitou hranict a znacdit H, Tvar
dvojité hranice se v kazdém okamziku méni.

Obeené podminky rovnovahy musi byt splnény i pro obor se ziiezem.
Volme kontrolni obor £ ve tvaru elementdarniho obdélnika o rozmérech ds a
dh, pii demz dh necht je vzhledem k ds malé (obr. 9). Osou tohoto obdélnika,
rovnobéznou s delsim rozmérem ds, budiz dvojita hranice H,. Vektorova rov-
nice, vyjadiujici slozkové
podminky rovnovahy pro
uvazovany ohor, zni

Obr. 8. Obr. 9.

$lpnds 4 w(ew . nds)] = 0. (6,1)

Kfivodary integral nutno brat po obvodu obdélnika C. Oznadime-li velitiny
po riznych stranach H, indexem 1 resp. 2, obdrzime pro podminku rovno-
vahy ve sméru normély k H, rovnici

P ds - wy, (0w, ds) = p, ds + wy,(0w,, ds) . (6,2)

Z davodu kontinuity plati rovnost w, = w,,; z rovnice (6,2) pak vychazi
P1 = P,. Tento vysledek znamend, ze v libovolném misté dvojité hranice must
bajt po obou strandch H, rovnost statickyjch tlakd.

Volme kontrolni aru C tak, aby obsahovala koncovy bod sloZené hranice
(obr. 10). T pro takto vymezeny obor Z plati podminka momentové rovno-
vihy. Vyslednice elementdrnich tlakovych sil a pratokovych hybnosti tvofi
v tomto piipadé todivou dvojici, vyrovnavanou momentovym inerénim 0éin-
kem hmoty v ptislusném oboru Z. Aby kapalina v oboru Z mohla momentovy

ow . .
o plsobit po uzaviené

ineréni G8inek vyvozovat, musi lokalni slozka zrychleni

draze, t. j. kfivotary integral

ow ol”
o tds = ——
ot ot



podél libovolné dary C, kterd jednou pietind dvojitou hranici H, a je celd
obsazena v oboru Z (obr. 10), mé hodnotu nenulovou. Tento vysledek znamen4,
ze velikost cirkulace rychlosti podél gary C, se v ¢ase méni.

Uvahy o zméné cirkulace v dokonalé kapaliné nejsou nikterak v rozporu
s vétou Thomsonovou, jez byla odvozena pro uzavienou kapalinnou é&aru.
Kazda takovato éara K, volena v dobé pred potitkem pohybu nebo i v dobé
tvofeni viru tak, ze neprotind dvojitou hranici (obr. 11), se v dal§im dasovém
pribéhu stile sbaluje a cirkulace rychlosti podél ni zistava trvale nulova,

Obr. 10. Obr. 11.

Aviak kazdd kapalinnd ¢ira, volena v dobé tvofeni viru tak, Ze protind
dvojitou hranici a je pro voleny okamzik uzaviena, se v nasledujicim okamziku
otevie, nebot md na dvojité hranici diskontinuitu (obr. 12).

Pro takovouto éaru oviem véta Thomsonova neplati a ¢asovd zména cirku-
lace podél ni miize byt nenulova.

Diskontinuita rychlosti na dvojité hraniei vychdzi z jiz odvozené podminky

or é
(™ ras+o, (6,3)
ct 7t

(&

=
C

pii temz € znadi libovolnou uzavienou kiivku, konstantni v prostoru a jednou
pletinajici dvojitou hranici. Vytknéme si dva nekoneéné blizké body 1 a 2,
oba lezici nekoneéné blizko od dvojité hranice, aviak kazdy s jiné strany
(obr. 13), a spojme je libovolnou ¢arou C neprotinajici dvojitou hranici.
Body 1 a 2 patii do otevirené oblasti § a tudiz podle piedchozich dvah nust
v nich mit rychlost potencial. Napisme pro tyto body energetickou rovnici
(4,6)

Py w? oP, ow,, Py wi oD,  ow,
S et s — = S e - e T P 6,4
0 2 a T T ot iR (6,4)



Ponévadz r; = r,, p, = p,, rusi se dva a dva &leny rovnice (6,4).
Cirkulace rychlosti mezi body 1 a 2 podél ¢ary C je rovna
1 1
b
= Jw.tds = —ds =D, — D, . (6,5)
0s
cz

a2

1

I

2

Smysl postupu po &ife € volen proti smyslu obéhu hodinovych rudicek,
Hodnota I',[; je zavisld na volbé bodt 1 a 2 podél hranice. Jeji ¢asovs derivace
(lokélni, nebot C je konstantni v prostoru) vychdzi

o e
_—
>
Obr. 12, Obr. 13.
1
0 ! ow ob, oD,
—gipﬁ,,—f—gi‘.tdSﬁiﬁ_'at«' (6,6)
Po dosazeni do vztahu (6,4) obdriime .
o .t 1, ‘ o
7 I, ) =3 (w§ — wi) . (6,7)
7 1 . .
Ponévadz = Il # 0, je |wy| =+ [wy], t. j. rychlost proudéni po jedné strané

dvojité hranice je rtiznd od rychlosti proudéni po druhé strané hranice ¢ili
rychlost méa na hranici H, diskontinuitu.

, - . ” . by A
Vyrazy (6,6) a (6,7) moino povaZovat za definiéni vztahy pro e Tudiz:
C

Casovd zména cirkulace podél libovolné wzaviené &iry v prostoru pevné, preti-
najict jednow dvojitou hranici, je rovna rozdilu casovych zmén rychlostniho poten-
ctdlu v priseétlu édry s dvojitou hranict (vztah 6,6) nebo téf rozdilu kinetickijch
energit pro 1 kg hmoty tamtéz (vztah 6,7).



(asové zmeéné cirkulace mozno dat jesté jiny vyznam, myslime-li si lokalni

— .0 . . : 0 s
derivaci rychlosti —%’ vynasobenu 1kg hmoty. Pak 1. —v: znadi jednotkovou
¢ %

ow e L
f";’}'z- . t dS —_— _P_t F(;‘ lz

predstavuje praci jednotkové ineréni sily po draze C.

iner¢ni silu a

Integraci podle ¢asu uréime okamzitou hodnotu cirkulace rychlosti podél

dary C
} t ! 1
1 , P ‘1 ow
— - @ = e 1" t = t Y °
. D, 2 f(,i I 1, d fd f ot tds (6,8)
2 0 : 0 (2

Casovou zménu cirkulace rychlosti podél kapalinné éary K mezi tymiz body

r.

1 a 2 uréime ze vztahu (3,6) dosazenim r; = r,, p; = p,

1

d
de

r_d L 2
=ql"- tds — 5 (w? — w3) . (6,9)

K2

Iy

Volime-li pro jisty okamzik K = C, plati patrné
ar| __r
de ot

(6,10)

K (o]

Uplna zména cirkulace v ¢ase je rovna co do velikosti zméné lokalui, ma
viak opaéné znaménko.

7. Matematické zaklady FeSeni

Na zakladé dvah provedenych v predeslych statich se pokusime fesiti pochod
vytvateni vird véetné sbalovani dvojité hranice v rdmei theorie analytickych
funkei. Zakladem feSeni je pouziti integralu typu Cauchyho na problémy
proudéni. O tomto vyznadéném integralu, ktery nadel své uplatnéni v éetnych
oborech matematické fysiky, si nejprve uvedeme piehledné tyto skutecénosti
(viz [7]):

Necht na ¢afe L v komplexni z roviné je ddna funkee f(§) viude na L ohra-
ni¢end s moznou vyjimkou koneéného podtu bodd ¢,, v jejichz okoli muze byt
neohranic¢end, vyhovuje vak odhadu

O =
(€ — ¢
A, x kladné konstanty, « < 1.
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Necht kromé toho funkce /(&) vyhovuje na L Lipschitzové podmince
'I‘(C) - f@o” ;/\ B i§ - Co]ﬁ .

B, p kladné konstanty, 0 << § < 1.
7Za téchto podminek je integral typu Cauchyho urden kiivodarym integralem
podél L
1 1(®)
F(z) = —— 7

(2) = o e, (7.1)
pii éemz bod § = & - 4n leZi na L, bod 2 = x -+ iy lezi mimo L. f({) se na-
zyva obloZenim &ary L.

iy
oZ b
L
+
A M
“ z
H ozt x
¢ Obr. 14. Obr. 15.

Je-li L = H uzaviend kontura, uréuje vztah (7,1) dvé razné regularni
funkce uvniti a vné H. Je-li L neuzavienou konturou, je F(z) reguldrni vné L.
Pro bod v nekoneénu patrné plati

lim ¥(z) = F(w0) = 0,

Z->00

nebot L ma konednou délku.
Zvolime-li na L libovolny bod &, s oblozenim f(§,), mizeme vztah (7.1)

rozepsat
N, "1(8) — £(&)
£ "‘_é}i};—fg:"zdc omi| ¢z 9%
‘ 7 L
V piipadé, Ze L = H je uzaviend kontura (obr. 14), vychazi &
pro body lezici v oblasti S*
1 Q) —1
P = o [1 e (72)
H
pro body, leziei v oblasti §— pak
/&
() = fit) + f L= D g, (1)



V ptipadg, ze L je otevienou konturou s koncovymi body @ a b (obr. 15) plati

_ &), z—b 1 1) — [(%)
e = S My —a T 5 f g 9% (7.4)
L
kde pod In id : z = In (2 — b) — In (z — a) tleba rozumét urditou vétev,

z
jednoznaénou na roving roziiznuté podél L= ab.

Blizi-li se bod g bodu §,, di se dokazat [4], Ze nezdvisle na sméru bliZeni
plati pii oteviené i uzaviené kontuie

: 1(8) — 1(8) qp . [1&) — [(%) -
}12: f R dg = fﬁt:go—— dg . (7,5)

L

Rovnéi se da dokdzat existence tohoto singuldrniho integrilu, splituje-li
f(€) Lipschitzovu podminku, coz je v nafem piipadé predpokladino.

Ze vztahi (7,2) a (7,3) s piihlédnutim na (7,5) vyplyva, Ze f(€,) znamena
diskontinuitu funkee I'(z) ve vnittnim bodé g a soumérném vnéjiim bodé ¢,
hranice H, t. j.

1(G) = F~(G) — F*(&) . (7,6)

Vnitini bod &y hranice H lezi libovolng blizko hranice, lze jej viak vidy
obklopit uzavienou ¢arou, kterd celd lezi v $—. Obdobna podminka plati pro
vnéjsi bod §, .

Nyni preneseme uvedené matematické zavislosti na problémy proudéni.
Za funkci F(z) poloZzime komplexni potencidl W,(z) pro absolutni vztazny
systém, ¢imz je splnéna podminka F(o0) = 0.

Problém obtékani télesa ohranideného konturou H; tim previddime na okra-
jovy problém theorie analytickych funkei. Pfi feSeni vychdzime ze skutednosti,
ze zname hodnotu komplexniho potenciadlu uvniti télesa (t. j. v oblasti §7),
nebot tam je uréen ptimodarym pohybem télesa a je roven

W, (3) = —w, .2
Pro vnitini body hranice plati tudiz
¢ Wa(go):—woo'go

Dosadime-li tuto hodnotu do vztahu (7,3), psaného pro libovolné voleny
vnitfni bod hranice §, , dochazime k integralni rovnici

(i) — @) o
—w = f M8 Z e g+ i), (7,7)
11,

jejimz Fesenim ticba urédit veliginu f(%)-



Z rovnice (7,6) vyplyvé, Ze jadro f(§) integralni rovnice (7,7)
hodnotu diskontinuity komplexniho potencidlu na hranici télesa, t.

1€) = W, (&) — W, ().

Pro obtékani vélee vyhovuje integralni rovnici (7,7) jadro ve tvaru

1) = — ww(c + %) , (7,8)

predstavuje
j

jak se snadno presvéddime zpétnym dosazenim. Poéitame-li z tohoto jidra
komplexni potencidl pro obtékani valce pouzitim rovnice (7,2) resp. (7,3

1 | 2 I > ?
dostaneme

Wiz) = 1w ]z pro oblast S+,

W, (2) == —w, z pro oblast §—, (7.9)
¢ili v relativnim vztazném systému

WH(Z) = w,, (z -+ i) pro oblast S+,

W-(z) =0 pro oblast S—. (7.10)

Provedenym #eSenim okrajové tlohy isme obdrzeli zndmé ,potencidlni‘
obtékani vilee. Z teorie integralu typu Cauchyho vyplyvad jednoznacénost
fefeni, t. j. neexistuje zadné jiné FeSeni, které by spliiovalo tytéz podminky
a bylo v celé oblasti reguldrni.

Aviak danym pohybem télesa a tvarem jeho obrysu je urdeno jeho obté-
kani i béhem vytvaieni vira (turbulentniho aplavu) za télesem. Je patrno, ze
komplexni potencial popisujici toto proudéni nemiize jiz byt regularni funkef
v ceélé vnejii oblasti télesa. Ze zkufenosti vime, Ze v uvaZovaném piipads
z telesa vychéazi diskontinuitni plocha — nova &dst hranice oblasti S+, kterd
s matematického hlediska znamena dvoubfehy zifez do phavodni oblasti
proudu S*.

8. Stanoveni tlohy a okrajové podminky obecného Fefeni

Na zakladd ivahy, uvedené v zavéru predeslé stati se pokusime Fe§it i obté-
kani téles, obsahujici i nestacionarni vytvafeni vird, jakozto okrajovou tlohu.
V tomto piipadd za integratni ¢dru s oblozenim f(§) nestaéi vzit pouze konturu
télesa, nybrz nutno zahrnout celé ohranideni proudu véetné dvojité hranice H,.

V dalsim budeme vySetiovat obtékani vilce jednotkového poloméru v dobs
rozbShu. Budeme se snazit uréit komplexni potencial rychlostniho pole, jemuz
se rychlostni pole ve skuteéné (vazké) kapaliné asymptoticky blizi, blizi-li se
vazkost nule. Proto se budeme pii Fefeni opirat o experimentdlné zjisténé
vysledky. Podle zkugenosti se ihned po uvedeni do pohybu zéinaji za télesem
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vytvatet soumérné podle osy @ dvé diskontinuitni ¢ary tvaru spiral s vyraz-
nymi singularitami v koncovych bodech (obr. 16a). O tom, jak diskontinuitni
Sary navazuji na konturu télesa, nedi se z experimentalné ziskanych snimka
proudéni bezpeéné rozhodnout. Singularni body se vzdaluji od télesa (obr. 16b),
po urdité dobd se viak scumérnost porusi a zacnon se stiidavé nahote a dole
vytvatet mista zhuiténé vorticity, kterd se Yadi do 8achovité uspotadané sou-
stavy znamé pod jménem Kirmdinova Fada virt. Dvojité hranice mé tvar
asi podle obr. 17,

Obr. 106a. Obr. 16b.

V' blizkém okoli koncovyech bodit ma tvar jednoduché spirdly, v blizkém
okoli vnitinich singularnich bod@ diskontinuitni ¢ary, kde jakoby se vorti-
cita koncentrovala, ma tvar soumérné dvojspiraly.

Komplexni potencidl piislu$ny tomuto proudéni lze v kazdé dobé vyjadrit
integralem typu Cauchyho

(W)z — 2;1 .Cf(:c_% qaz, (8,1)
i

Obr. 17.

kde f(€) znad&i hodnotu diskontinuity komplexniho potencialu na kontuie
valee i na sloZené hranici. Integratni éarou je celé ohraniteni oblasti S7, t. j.
kontura valce i dvojita hranice. ObloZeni /(&) i tvar dvojité hranice H, jsou
funkcemi ¢asu. Vztah (8,1) pfedstavuje naznadené obecné fefeni problému.
Integraci viak nemfizeme provést, ponévadz tvar dvojité hranice ani piislu§né
oblozeni nejsou znamy.
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Dochdzime tudiz k tloze, kterou mozno formulovat takto:

Jest nalézti Ffadu analytickych funkct zdvislow na Ease jakofto paramelru,
kterd vyhovuje danygm okrajovym podminkdm a dd se vyjadiit integrdlem fypu
Cauchyho (vaah 8,1) s oblofenim na kontuie télesa i na dvojité hranici, t. . zd-
Fezu, ktery z télesa vychdzl. Tvar dvojité hrawice a velikost obloZeni, jef jsou funk-
cemi §asu, nejsou diny, nybri maji bijt urceny. ‘

V relativnim vztazném systému jsou okrajové podminky obecného FeSeni
tyto:

1. V libovolném bodé z, lezicim uvnit® télesa, t. j. v oblasti § , ma komplexni
potencial hodnotu

W-(z) =0,
nebot v relativnim vztainém systému je kazdy bod télesa v klidu.

2. Ve vnéjéi oblasti proudu 8% pro bod z— o se komplexni potencidl

asymptoticky blizi vyrazu
W(z) = w, % .

Zde znaci w,, = w,,(f) rychlost, jiz se kapalina v nekoneénu pohybuje smérem
k stojiciinu vélei. Touto podminkou je vyjidiena skuteénost, Ze poruseni
rychlostniho pole, zplsobené télesem koneénych rozmérii, se v nekoneénu
neprojevi.

3. Kontura vilce je trvale proudnici.

4. Osa 2 je proudnici, pokud neni porugena soumérnost proudéni.

5, Na dvojité hranici jsou normdlni slozky rychlosti shodné (podminky
kontinuity).

6. Na dvojité hranici je v kazdém misté splnéna rovnost statickych tlaki
po obou stranach dvojité rovnice.

Podminka rovnosti normalnich slozek rychlosti na hranicich vede k da-
sledku, Ze funkee proudova ¥ je na dvojité hranici spojita ¢ili Ze proudnice
se uzaviraji. Odtud viak primo vyplyva, Ze oblozeni integralu typu Cauchyho,
jez podle (7,6) je rovno rozdilu hodnot komplexniho potencidlu po obou stra-
nach hranice, musi byt redlnou funkei. V proudéni mé pak na hranicich dis-
kontinuitu pouze funkce @, t. j. rychlostni potencial.

Podminka stejného statického tlaku po obou stranach dvojité hranice je
vyjadrena vztahem (viz 6,4)

oD, oD, 1

PR 12 2y,
@ 5 (Wil = lwel)

Ponévadz na dvojité hranici mé skok pouze rychlostni potencial, plati
rovnost
oo, od, oW, W,

o oot ot
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Dale lze upravit
(wif® — [wu]?) = Hwy — wo)(wy - wy) = (W, — wy) w, =
= Re (w, — w,) w} .
Zde znadi (w, — w,) rychlostni skok v libovolném bodé dvojité hranice. Vekto-
rovy primér rychlosti bodi po obou strandch hranice jsme oznadili wy =
= §(w;, + w,) a nazveme jej rychlosti bodu hranice. Lze tudiz podminku
stejného tlaku vyjadiit rovnéz vztahem

0
= o = — (Wy — wy) wy = — Re (w; — w,) wi . (8.3)

Obecné fefeni problému, formulovaného vztahem (8,1) a uvedenymi okrajo-
vymi podminkami, dosud provedeno nebylo a bylo by asi velmi obtizné.

V nasledujicim se spokojime s tim, Ze si zvolime vhodnou fadu potencial-
nich poli s dasem jako parametrem a ukdZeme, ze tato pole hovi piiblizng
alespon v jistém Gasovém intervalu a v okoli singuldrniho bodu podminkam
tlohy. Konkretné si za komplexni potencidl tohoto pole zvolime linedrni
kombinaci potencidlu s algebraickou singularitou a logaritmického potencidlu,
pii Cemz koeficienty v této linearni kombinaci budou vhodnymi funkcemi

dasu.
(Pokradovani.)
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