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UBER PROJEKTIVE ERWEITERUNG AFFINER
KLINGENBERGSCHER EBENEN

FRANTISEK MACHALA, Olomouc

(Eingengangen am 7. Juni 1977)

Der Satz iiber die Erweiterung jeder affinen Ebene zur projektiven Ebene gehort
zu den klassischen Ergebnissen. Die Losung des Erweiterungsproblems fiir affine
und projektive Hjelmslev-Ebenen ist sehr schwierig, da sie eine Untersuchung
komplizierter kombinatorischer Beziehungen erfordert. In diesem Bereich wurden
jedoch einige bedeutende Teilergebnisse erzielt ([1]—[5]).

W. KLINGENBERG bewies schon in seiner Grundarbeit [5], daB3 jede desarguessche
affine Hjelmslev-Ebene zur projektiven Hjemslev-Ebene erweitert werden kann.
D. A. DRAKE bewies in [3], daB jede endliche uniforme Hjelmslev-Ebene projektiv
erweiterbar ist. Dieses Ergebnis verallgemeinerte er in [4] auf stark n-uniforme
affine Hjemslev-Ebenen mit gleichméBigem Parallelismus. Hierselbst wurde auch das
bedeutsame Beispiel einer affinen Hjemslev-Ebene, die man projektiv nicht erweitern
kann, angefiihrt. )

In der vorliegenden Arbeit werden notwendige und hinreichende Bedingungen zur
projektiven Erweiterung affiner Klingenbergscher Ebenen, welche eine Verallge-
meinerung der Hjemslev-Ebenen darstellen, gefunden. Diese Bedingungen beschrei-
ben die Problematik projektiver Erweiterung affiner Klingenbergscher Ebenen in
ihrer ganzen Breite und bestdtigen die Schwierigkeit einer globalen Ldsung dieses
Erweiterungsproblems. Im dritten Teil der Arbeit wird die Verwendung gefundener
Bedingungen auf einem speziellen Fall der desarguesschen Klingenbergschen Ebenen
vorgefiihrt.

I

Definition 1. Eine projektive Klingenbergsche Ebene (kurz PK-Ebene) ist definiert
als ein Tripel (m, 7', x), wo n = (2, &, 1) eine Inzidenzstruktur, n’ = (2, £',T)
eine projektive Ebene und % : 7 — n’ ein Epimorphismus sind ([8], Def. 1, 2, 3),
wobei

(1) X,y €P, xx +yx=>3NPe¥; x,yIP,
@) X,Ye?, Xu+Ye=3 pe?; pIX,Y.
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Unter einer PK-Ebene werden wir oft direkt die Inzidenzstruktur r verstehen. Die
durch die Punkte x, y nach (1) eindeutig bestimmte Gerade P bezeichnen wir mit
P =xy und mit p = X [ Y den nach (2) durch die Geraden X, Y eindeutig be-
stimmten Punkt p.

Es sei n = (2, £, 1) eine PK-Ebene und seien o, e, u, v solche Punkte aus 2, dal
keine drei von ox, ex, ux, vx auf einer Geraden aus 7’ liegen. Wir bezeichen E = oe,
X =o0u, Y=o0v, U=uv, ex=ve[]X und setzen 2 = {xeg’]xIX}, R =
={xe2|xx=ux}, Ry={xe2|xx=ou}, #=2\#, 2, ={(a,b)el x
X 2|beR >ach}, 2,={(a.b)e2 x 2|acR =>beR}.

Wir definieren eine Abbildung ¢ : 2, — £ durch folgende Vorschriften (P1)—(P3):

(P1) Fiir jedes Paar (x,y)e #Z x # setzen wir w =0y [1E, s =ox[]uw und
s = (x, y)2

(P2) Fiir jedes Paar (X, y)e %' x & setzen wir n = yw[1E, ny = nu[Jev, s =
=on, [ xv = (x,y)

(P3) Fiir jedes Paar (x, y)e %' x &' setzen wir h = xv[TE, w= yv[1E, w, =
=uwlev, s=ow, [Tuh=(x,y)

o ist eine bijektive Abbildung der Menge 2, auf die Menge £ [8]. Gilt s = (x, y)¢,
so folgt nach (P1)—(P3) sk nonI' Ux <> (x, y) € Z x R; sx1" Ux, sx + vx <> (x,y) €
ER X Ry sx=uvn<(x,y)eR x R.

Ferner definieren wir eine Abbildung o : 2, - % durch (L1)—(L3):

(L1) Fiir jedes Paar (m, k)€ Z x & setzen wir n = mv[1E, ny = nu[Jve, p=
=on MU, z=vk[1E q=uz[]Yund P = pg = (m, k)°.

(L2) Fiir jedes Paar (m,k)e Z€ R setzen wir h = kv [1E, w= hu[Tlev, q =
=ow[1U und P = mq = (m, k)°.

(L3) Fiir jedes Paar (m,k)e # x &' sezten wir h = kv[1E, ¢ = uh[]Y und
P =mq = (m, k).

o ist eine bijektive Abbildung von 2, auf &£ [8]. Ist P = (m, k)°, so Px + Ux,
vknonl' Px<>(m, k)€ # x &; Px + Ux, vx1' Px<>(x, y) € & x R'; Px = Ux <>
= (m, k) eER x R

Im folgenden setzen wir (x, y)° = [x, y] V(x, y) € 2;, (m, k)° = {m, k) ¥(m, k) €
€ 2,. Nach (L3) und (L2) ergibt sich U = <u, u), Y = <o, u) und nach (P2), (P3),
(L3) dann [x, y]IU < x = u.

Lemma 1. Setzt man [k", ex|1<o, k) fiir jedes Element k aus #', so ist n eine
bijektive Abbildung der Menge &' auf die Menge #, mit u" = o.

Beweis. a) 7 ist eine Abbildung von %’ in #,: Nach (L2) gilt <o, k) » = Y» und
wegen (eu) % =+ Yi schneiden sich die Geraden <o, k), eu in einem einzigen Punkt s
mit sx 1" Yx, s» # vx. Nach (P1) gilt s = [x, ex] mit x € %, und unserer Vorschrift
nach ist x = k".
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b) 7 ist eine Abbildung von £’ auf %,: Es sei k' ein beliebiges Element aus Z,,.
Wird s = [K', ex] gesetzt, so ist nach (P1) sx 1" Yx. Wegen s I eu folgt ox + sx und
mithin gibt es genau eine Gerade r = os. Wegen rx = Yx erhilt man nach (L2) r =
= <0, k) mit k € Z'. Unserer Vorschrift nach folgt daraus k' = k".

c) n ist eine bijektive Abbildung von #’ auf #,: Sind k;, k, aus #’ mit k; * k,,
so <0, ki) * <o, k,> und <o, k;) M eu * <o, k,> [ eu. Daraus folgt aber
[k, ex] * [k%, ex], also ki + kj.

d) Ist k = u,so Y = <o, k) und nach (P1) gilt k" = o.

Lemma 2. Es sei (x, k) aus ® x R. Durch die Vorschrift [x, m®*®]1 {m, k)
Vme 2 ist eine bijektive Abbildung w(x, k) der Menge R auf sich definiert, wobei gilt
(A1) mx = (m®>9) 5.

Beweis. a) w(x, k) ist eine die Bedingung (A1) erfiillende Abbildung von £ in 2:
Ist m ein beliebiges Element aus %, so gilt nach (L1) <m, k) » + Ux, vxnon I’
non I’ {m, k) ». Wegen x € &’ gilt (xv) x = Ux und die Geraden xv, {m, k) schnei-
den sich in einem einzigen Punkt s mit sx I’ Ux, sx # vx. Nach (P2) ergibt sich
s = [x, m'] mit m" € Z und wegen [x, m'] I {m, k) ist m" = m°>". Wird (m, k) [
MU = p gesetzt, so ist sx = px und durch Vergleich von (P2) und (L1) erhlt
man mx = (m°®®) x.

b) o(x, k) ist eine Abbildung von £ auf #: Es sei m’ ein Element aus #. Setzt
man s = [x, m'], so gilt nach (P2) s I' Ux, sx + vx. Bestimmen wir nach (L1) zum
gegebenen Punkt k den Punkt g auf der Geraden Y, so ist gx =+ vx. Wegen gx + sx
gibt es genau eine Gerade r = sq, wo rx =+ Ux, vx non I’ rx. Nach (L1) ist also
r = {m, k) mit me A&. Aus s I r folgt dann m’ = m®*»,

c) o(x, k) ist eine bijektive Abbildung: Sind my, m, € Z mit m; + m,, dann
{my, k) # {my, k) und xv [ <my, k) # xv ] {my, k). Nach a) erhdlt man
daraus m§®0 £ m3™0,

Durch (P1)—(P3) und (L1)—(L3) lassen sich die folgenden Lemmas #hnlich wie
die Lemmas 1 und 2 beweisen.

Lemma 3. Es sei (y, k) aus 2 x #'. Durch die Vorschrift [m*®®_ y]1 (m, k)
VmeR' ist eine bijektive Abbildung l//(y, k) der Menge R' auf sich definiert.
wobei gilt

(A2) u = u""" Vye A.

Lemma 4. Es sei (x,m)e ®' x RA. Durch die Vorschrift [x, k?™™]1 (m, k)
Vk € R ist eine bijektive Abbildung @(x, m) der Menge R’ auf sich definiert.

Lemma 5. Es sei (y, m)e & x #'. Durch die Vorschrift [k*¢™™, y]1{m, k)
Vke R’ ist eine bijektive Abbildung 6(y, m) der Menge R’ auf sich definiert, wobei gilt
(A3) u =u*"" VyeR'
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Fiir die in Lemmas 1—35 definierten Abbildungen n, w(x, k), ¥(y, k), o(x, m),
&(y, m) beweisen wir nun folgende Behauptungen (B1)—(B7) und (B).

(B) Fiir beliebige x{, y, € ® und x,,y, € #' gibt es genau ein Paar (m,k)e
eR x R mit [x;, y]11{m, k), y, = k*&>™.

Beweis. Setzt man s; = [x, y;], s, = [X2, ¥2], so s;%¢non 1’ Ux, s,% = vx und
daher gibt es genau eine Gerade P = (m, k) mit s, s, I P. Wegen Px =% Ux,
ox 1’ Px gilt (m,k)e Z x R'. Aus [x,, y,]I<{m, k) folgt nach Lemma 4 y, =

= k?Gz2m)

(B1) Fiir beliebige xy, y,, y, € & und x, € R gibt es genau ein Paar (m, k)e
ER X A mit [xl’ yl] I <m’ k>, Y2, = m"’("z"‘).

(B2) Fiir beliebige y, € R und x,, X,,y, € R gibt es genau ein Paar (m, k)e
eR x R mit x, = m'O1P x, = fEOzm)

(B3) Fiir beliebige x{, X, € R', y,, y» € # mit y;x + y,x gibt es genau ein Paar
(m, k) e R x R mit x; = m¥O1P, x, =m0,

Zum Beweis der Behauptungen (Bl)—(B3): Wir setzen s; = [x;, y{], s, =
= [x,, y,] und dhnlich wie im Beweis der Behauptung (B) beweisen wir, daB durch
die Punkte s,, s, genau eine Gerade {m, k) geht. Mit den Definitionen von w(x, k),
¥(, k), ¢(x, m) und &(y, m) beweisen wir dann (B1)—(B3).

(B4) Fiir beliebige my, m,, k, k, € Z mit m;x = myx, k% * k,% gibt es genau

ein x € B mit m™* = m5™*2) wobei x = u genau dann, wenn m, = m,.

Beweis. Setzt man P, = {m,, k;>, P, = {my,, k,», so vknonl Px%, P,x;
P;x% + P,x und die Geraden P,, P, schneiden sich in genau einem Punkt § =
=[x, y]. Wegen mx = m,x gilt sx I’ Ux und wegen sx = vx ergibt sich daher
(x,y)e R x R. Aus [x, y]1{my, k>, [x, y]1{my, k,> folgt nach Lemma 2
y=m¢&* = m§™* ) Aus m;, = m, folgt sIU und gemiB (P2) ergibt sich
x = u. Ist umgekehrt x = u, dann wegen y € #Z gilt s 1 U und daraus ist nach (Ll)
m; = m,.

(BS) Fiir beliebige m,, k; € R und my, k, € R gibt es genau ein Paar (x, y)e
€R x R mity = mP™) x = miok),

(B6) Fiir beliebige m, € # und m,, ky, k, € R gibt es genau ein Paar (x, y) €
eR x R mit y = k‘f(x,m;), x = kg(,v,m;)'

(B7) Fiir beliebige m;, m, e # und ki, ky € ® mit mx + m,x gibt es genau
ein x € &' mit k§&™ = k8&mD \obei x = u genau dann, wenn ky = k; ist.
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Zum Beweis der Behauptungen (BS5)—(B7): Wir setzen P, = (my, k;», P, =
= {m,, k,» und dhnlich wie im Bewies der Behauptung (B4) beweisen wir, daB sich
die Geraden P, P, in genau einem Punkt [x, y] schneiden. Mit den Definitionen
von o(x, k), ¥(y, k), &y, m), @(x, m) beweisen wir dann unsere Behauptungen
(B5)—(B7). ‘

II

Definition 2. Unter einer affinen Klingenbergschen Ebene (kurz AK-Ebene)
versteht man ein Tripel («, «, %), wo a = (2, £, 1) eine Inzidenzstruktur, o’ =
= (2, &', 1') eine affine Ebene, % : « — o ein. Epimorphismus sind, wobei

(1) x,ye?, xx + yx=>3! Pe ¥; x, y1 P.

(2) P,Qe &, Pe f Qx=3! xe?; xI1P, Q.

(3) Auf der Menge & ist eine Aquivalenzre]ation R erklart, so daB durch jeden
Punkt aus £ genau eine Gerade aus jeder Aquivalenzklasse von R geht.

Unter einer AK-Ebene werden wir oft die Inzidenzstruktur o verstehen. Zwei
Geraden aus & sind parallel genau dann, wenn sie derselben Aquivalenzklasse von R
angehdren. Den Parallelismus in « und auch in " werden wir mit dem Symbol ”
bezeichnen. Aus P || Q folgt nach Definition 2 Px | Qx. Die Parallele zu P durch p
bezeichnen wir mit L(p, P).

Es sei o = (2, &, 1) eine AK-Ebene. Das Tripel (X, Y, ¢), wo X, Ye %, e€ 2,
heiBt ein Koordinatensystem von &, wenn Xx J} Yx und ex non I’ X, Yx. Im folgen-
den nehmen wir an, daf3 (X, Y, e) ein festgewihltes Koordinatensystem von « ist.
Wirsetzeno = X [ Y,E = oe, E' = L(e, Y), E" = L(e, X)und Z = {x e 2 | x 1 X},
Ro = {xeR|xx = on}, & = {xx| xeR}. Wir definieren eine Abbildung f: % x
X R - P durch

(P'1) Fiir ein belicbiges Paar (x,y)e # x # setzen wir w = L(y, Y)[E, s =
= L(w, X) M L(x, Y) = (x, y)%.
B ist eine bijektive Abbildung von # x # auf 2 [9]. Wir definieren eine Abbil-
dung y, : Z x # - £ durch

(L'1) Fiir-ein beliebiges Paar (m, k) e # x & setzen wir p' = L(m, Y)[E, p =
=Lp,X)ME, ¢ =LkY)ME q=Lq,X)MY, P=Lg,op)=
= (m, k). :

Da pIE, gilt (op) % + Y% und Px f Yx. y, ist eine bijektive Abbildung der
Menge # x # auf die Menge aller Geraden P aus % mit Px } Y» [9]. Offenbar
(my, k)" || (my, ko) <> my = m,.

SchlieBlich definieren wir eine Abbildung 7, : Zo X # — £ durch

(L'2) Fiir ein belicbiges Paar (m, k)e %o x # setzen wir w = L(m, Y) [ E",
P = L(k, ow) = (m, k)™. ‘
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Wegen me %, gilt (ow)x = Yx und mithin Px | Yx. y, ist eine bijektive Ab-
bildung der Menge %, x £ auf die Menge aller Geraden P aus % mit Px || Y [9].
Aus (x, y)* 1 (m, k)" folgt nach (P'1) und (L'2) xx = kx. Offenbar (my, k)" H
[ (my, ky)'> < my = m,.

Setzt man (xx, yx)!" = (x, y)f  V(x, y) € Z x R, so ist f’ eine bijektive Abbil-
dung der Menge Z x # auf die Menge 2'; setzt man (mx, kx)"" = (m, k)’
Y(m,k)e Z x &, so ist y, eine bijektive Abbildung der Menge # x Z auf die
Menge aller Geraden aus %', die nicht parallel zu Yx sind. Setzt man schlieBlich
(mt, kx)'" = (m, k) x ¥(m, k) € Z, x R, so ist y, eine bijektive Abbildung der
Menge {ox} x Z auf die Menge aller Geraden aus %’, die zu Yx parallel sind.

Es sei (, ', %) eine PK-Ebene mit n = (2, £, 1) und n’ = (2, &', 1). Fiir eine
Gerade U aus & setzen wir # = {x € 2 | xx nonI' Ux}, £V = {Pe £ | Px + Ux}.
Ist 1Y eine Inzidenzrelation mit IV = I n (2Y x £Y), so bildet oV = (2Y, £V, 1Y)
eine Inzidenzstruktur. Bezeichnen wir mit o'V die durch die Gerade Ux aus £’
bestimmte affine Ebene in n’, dann induziert » einen Homomorphismus »' der
Inzidenzstruktur oV auf o«’V. Zwei Geraden von .#V nennt man parallel, wenn sie
einen Punkt auf U gemeinsam haben. Dann bildet (o, «’Y, ') eine AK-Ebene.
Wir sagen, daB = eine projektive Erweiterung von oV ist. Eine AK-Ebene (o, o', %)
148t sich zu einer PK-Ebene 7 erweitern, wenn es eine Gerade U in © derart gibt,
daB (a, o', %) = («, &'V, ') in der vorstehenden Art gilt und die Geraden aus a
genau dann parallel sind, wenn sie in 7 einen Punkt auf der Geraden U gemeinsam
haben.

Es seien o, e, u, v Punkte einer PK-Ebene (n, 7, x), wo keine drei von ox, ex, ux,
vx auf einer Geraden aus n’ liegen. Wir setzen X = ou, Y = ov, U = uv. Es sei
oV = (2Y, £V, ') die zu der Geraden U aus n gehérige AK-Ebene. Nach (P1)—(P3)
und (L1)—(L3) gilt 2Y = {[x, y] | (x,y)e2 x &}, LY = {(m, k> | (m, k)e R x
x &} v {{m, k) [ (m, k) e # x #'}. Das Tripel (X, Y, e) ist ein Koordinatensystem
von «. Durch Vergleich der Konstruktionen (P1) und (P'1) erhalten wir (x, y)* =
=[x,y] VY(x,y)e# x # und durch (L1) und (L'1l) dann (m, k)" = (m, k)
V(m, k) e Z x A. Es sei (m, k) eine Gerade aus 7 mit (m, k) e # x #'. Bestimmen
wir nach Lemma 1 das Element k", dann ist nach (L2) und (L'2) (k", m)"* = (m, k).

Satz. Es sei (a, o, %) eine AK-Ebene mit a = (2, £,1), o = (#', £, 1') und
(X, Y, e) sei ein Koordinatensystem von o. Wir setzen # = {x € P l x1X}, &y =
= {xeR|xx = ox}. R sei eine Menge mit #' ~ & = 0.

o It sich zu einer PK-Ebene erweitern, falls es bijektive Abbildungen

n:R >R, mit o" =u, .
o(x,k): # >R NxeR Yk e R,
V(y. k) : R >R NyeR Yk e R,
o(x,m): R >R NxeR NmeR,
Ey,m): R >R NyeR VmeR
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gibt, welche die Bedingungen (A1)—(A3), (B1)—(B7) und folgende (B8) befriedigen.
(B8) Fiir beliebige X1, 1 € #; X,, y, € &' gibt es genau ein Paar (m, k)€ & x R’
mit (x,, y, )P T(k", m)"%, y, = ko&2m,

Beweis. Wir setzen (x, y)! = [x, y]1¥(x, y) e Z x 2, (m, k)'* = {m, k) ¥(m, k) €
€R X R, (m, k)? =m, kY V(m, k)eRo x R, & ={xx|xeR}, (xx, yx)f' =
= [xx, yu] V(xx, yx) € R x R, (mn, k)’ = (mo, ko) ¥W(mx, k) € & x &. Ferner
setzen wir 2 =R U #, 2, = {(a,b)e 2 x .@lbe.@’ =aeR}, 2,={a,b)e

cax 2ac® =be®}, P ={[x)]|(xy)e2), L ={mk>|(m ke
€ 2,} und definieren eine Inzidenzrelation I, = 2, x %, durch

[ y1 L (my by < [x, y]1<m, k> fiir (x,y)e R x B, (m, k)eR x R,
[ y]11 <m, k) < [x, y] Ik, my fir (x,y)e® x R, (m,k)e R x &',

[x, y11, (m, k) <y = m°&H fir (x,y)e® x R, (m, k)eR x R,

[x ] 1, <m, kY < x = m¥Y&0 fir (x,y)e® x R, (m, k)eR x R,
[x y]11, <m, ky < y = ko™ fir (x,y)e® x &', (mk)eR x &,
[x, y]11; <m, k) <> x = k5O™ fir (x,y)e® x &, (mk)e® x & .

Das Tripel n = (2,, &,, 1,) ist eine Inzidenzstruktur.

Es sei @ ein Element mit # ¢ . Wir setzen 2 = Z U {#},2] = 2" U {[xx] | xx €
€@} v {[al}, £1 = & v {{mxy | mxeR} U {<ud} und definieren eine Inzidenz-
relation 1) = 2| x £} durch

[xx, yx] 17 <mse, kae) <> {xm, yey 1 {mne, kn)  fiir

(x%, y0) € R x &, (mx,kx)eR x &,

[xx, yx] Iy <xmd V(xx, yx) e R x &,

[mx] 1§ <mx, kxy V(mx, kx)e & x Z ,

[x#] 11 <a> VxxeZ, .

[a]1} <mx] VmxeZ,

[a] 11 <a> .
Das Tripel n' = (2, £1,1}) ist eine projektive Ebene. Ferner definieren wir eine
Abbildung %, : © - n’ durch

[x, y] =[x, yx] Y(x,y)eZ x &,

[x, ] = [ye] ¥(x,y)e® x Z,

()] —[E] Yey)ed x @,

{m, kY > {mx, kx) V(m, k)e Z x &,

{m, kY > {mx) V(m,k)eR x R,

{m, ky > iy  V(m, k)eR x R .

Wir zeigen, daB x; ein Homomorphismus von 7 auf n’ ist:

122 4



a) Gilt [x, y]T, (m, k) fiir (x,ye® x &, (m,k)e Z x #, dann ist [x, y]I
1{m, k). Da % ein Homomorphismus von « auf o’ ist, folgt daraus [x, y] % I' {m, k) »,
also [x%, yx] I' {mx, kx). Dies bedeutet aber [xx, yx] 1] {mx, kx) und [x, y]», I
1y {m, k) x,.

b) Gilt [x, y]I, <m, k) fir (x,y)e® x &, (m, k)e® x &', dann [x, y]l
1 k", m) und mithin x» = mx. Daraus ergibt sich [xsx, y%] I{ {mx) und [x, y] %, I}

1 <m, k) x»,.

¢) Gilt [x, y]T, <m, k) fiir (x, y)e # x R, (m,k)e Z x #, dann y = meER
und wegen (Al) folgt yx = mx. Daraus ergibt sich [yx] 17 {mx, kx) und [x, y] %, 1
1} <m, k) ;.

d) Es sei [x,y]I; <m, k) fir (x,y)e®R x R, (m k)eR x #. Wegen
[x7 y] Hy = [y“], <m» k> ®y = <ﬁ> fO]gt [x’ y] 31 I,l <m9 k> Ky

e) Essei[x, y] I, <m, k) fir (x, y)e &' x &', (m, k)e B x R'. Wegen [x, y] %, =
= [u] und {m, k) %, = {mx) folgt [x, y] »; I <m, k) %;.

g) Bs sei [x,y]I; (m, k) fir (x,y)e® x &', (m k)e R x #. Wegen
[x, y1%, = [@] und <x, y> », = <@ folgt [x, y] ;17 {x, y) #y.

Jetzt beweisen wir, daB fiir das Tripel (=, 7', %,) die Forderungen (1), (2) der
Definition 1 befriedigt sind.

Ad (1) Es seien zwei Punkte s; = [x, y,], 5, = [%5, ¥2] aus 2 mit s;%; =+ s5,%,
gegeben. Wir wollen beweisen, daB es genau eine durch s, s, gehende Gerade aus %,
gibt.

a) Es sei (x;, y1) € x &, (x5, y,) € R x R. Wegen s;x, + s,%, gilt entweder
X% * X% oder y;x % y,x. Nach (1) aus Definition 2 gibt es daher genau eine
Gerade P aus &, die sy, s, enthalt.

o) Gilt x,% * X,%, dann ist nach (L'1) P = {m, k). Wegen [x,, y,]1{m, k),
[x5, y2]1 1<m, k> folgt s, s, I, <m, k). Wir zeigen, daP {m, k) genau eine durch
die Punkte sy, s, gehende Gerade aus &, ist. Gilt s;, s, I; <my, k;)» mit (my, k,) €
€R x R',dann [xy, y, ]Ik, my), [x,, y,] I €k, m; und mithin x;%x = m;x =
= x,%, was der Gleichheit x,% = x,% widerspricht. Aus s, s, I, {mq, k;) mit
(my, k) e R x &' folgt z. B. s;%, 11 {my, ki) %y, also [xx, yx] I} <it), was wieder
ein Widerspruch ist.

B) Gilt x;% = x,%, y% # y,x, dann ist nach (L'2) P = {m, kY und somit
51,83 Iy Kk, m"™ 'y, Aus sy, 5, I {m, k) mit (m, k) e B x R ergibt sich [x, y,]1
1<m, k), [x,, y,]1<{m, k), was wegen (L'1) der Voraussetzung X,% = x,% wider-
spricht. Aus s, s, I; {m, k) mit (m,k)e® x &' folgt z.B. [x,x, y,x] I} <),
also ‘wieder ein Widerspruch. Durch die Punkte s, s, geht mithin genau eine Gerade
(k, m"™'y aus 2.

b) Es sei (x;, y1) € x R, (x,,y,) €R x A. GemidB (B1) gibt es genau ein
Paar (m, k)€ Z x Zmit s, I; {m, k), y, = m**»"_ Daraus folgt aber s, I, {m, k).
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Ahnlich wie in a) 1aBt sich zeigen, daB (m, k) genau eine Gerade aus &, mit s,, s, I;
1, <{m, k) ist.

c) Es sei (x;, ;) € R X R, (x5, ;)€ R x & mit yx + y,x. Nach (B3) gibt es
genau ein Paar (m,k)e # x #' mit x, = m"O"P, x, = m'O*Y was sy, 5,1,
I, {m, k) bedeutet. {m, k) ist genau eine Gerade aus £ mit s,, s, I; <{m, k).

d) Es sei (x;,y,)€Z x R, (x,,y,) € R x #'. Nach (B8) gibt es genau ein
Paar (m,k)e R x &' mit [x;, y,] 1K, mYy, y, = k?™, was s, I; (m, k),
s, I; {m, k) bedeutet.

e) Essei (x;, y;) € # x &, (x,,y,) € # x R'. Nach (B2) gibt es genau ein Paar
(m,k)e R x R mit x; = m'O"P x, = k*0>™ was s, 5, I; {m, k) bedeutet.

Ad (2) Es seien zwei Geraden P, = {(m, k;>, P, = {m3, k,> aus &£, mit
P,», + P,x, gegeben. Wir wollen beweisen, da P, P, genau einen Punkt aus 2,
gemeinsam haben.

a) Es sei (my, k)eR x R, (my, ky) e R X R. Wegen Px, & P,x, gilt ent-
weder m;x + myx oder k;x % k.

o) Gilt my% = myx, dann {mgx, kyx) J <myx, kx> und daher <my, ki) 3 ff
¥ {my, k,» %. Nach (2) aus Definition 2 gibt es also genau einen Punkt [x, y] aus 2
mit [x, y]I<{my, k,>, [x, y]11<{m,, k,», woraus [x, y]1, P,, P, folgt. Wir zeigen,
daB [x, y] der einzige auf den Geraden P;, P, liegende Punkt aus 2, ist. Gilt
[x1, y111; Py, P, fiir (x4, y,) € #' x R, dann ist y, = m$™*) y = my™r¥) ynd
wegen (A1) ergibt sich y,% = m % = myx, was ein Widerspruch ist. Gilt [x, y,]1,
Py, P, fiir (xy,y,)e®# x ®', dann z. B. [@] I, {m,%, k%), was aber wieder ein
Widerspruch ist.

B) Es sei myx = myx, kyx + k,x. Nach (B4) gibt es genau ein Element x € %’
mit y = mf™* ) = m§™*) und somit [x, y]1, Py, P,. Gilt [x,, y,]1; Py, P, fiir
(x1, 1) €Z x R, dann [x, yi]Imy, ki, {my, ky>. Wegen myx = myx gilt
dabei (mx, k%) || {myx, kyx), was ein Widerspruch ist. Aus [x;, y;11; Py, P,
fir (x;, y;) € 2 x R’ folgt [@] I} (my2, k,x), also wieder ein Widerspruch.

b) Es sei (my, k)€ R x & und (m,, k)€ # x #'. Nach (L'1) und (L2) gilt
<my, ki) %l Y und k3, my) x || Y. Daraus {my, ky» % § <k}, m,) x und die
Geraden <{my, k;», K%, m,)» schneiden sich in genau einem Punkt [x, y] mit

(x,y) e x R, was [x, y]1; {my, k,>, {m,, k,> bedeutet. [x, y] ist der einzige
auf P, P, enthaltene Punkt aus 2,.

¢) Gilt (my, ky) e # x &', (m,, k,) € Z x ®' mit m,x + m,x, dann gibt es nach
(B7) genau ein x € 2’ mit y = k§*™) = k3*") was [x, y] I, P,, P, bedeutet.

d) Gilt (my, k;) e # x R, (m,, k,)e B x &', dann gibt es nach (B5) genau ein
Paar (x, y) € ' x & mit y = m@™* x = mbO*) ywas [x, y] I, P,, P, bedeutet.

e) Gilt (my, k,) e # x #', (m,, k,) e B x &', dann gibt es nach (B6) genau ein
Paar (x, y) € &' x &' mit y = k{™™), x = k0™ was [x, y] 1, P, P, bedeutet.
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Das Tripel (m, 7', %,) ist also eine PK-Ebene. Wir zeigen, daB  in 7 eingebettet ist.
Wir betrachten die AK-Ebene (o, oY, %), die durch die Gerade U = (u, u aus ©
bestimmt ist. Wird o’ = (27, 27, 17) gesetzt, so 27 = {[x, y] e 2, | [x, ¥] %, non I’
nonl' Ux}. Ist (x,y)e® x R, so [x,y]x; = [x%, yx]non 1’ u, ud », = {it).
Gilt (x,y)e # x R, so [x, y]», = [y%]1} <@y und aus (x, y)e %' x &' ergibt
sich [x, y]», = [@] 1} <&). Somit erhilt man [x, y]e 2} < (x,y)e# x % und
2Y = 2. Ahnlich 148t sich £ = {Pe &, | Px, + <)} = {<m, k) | (m, k) e & X
x R} U {(m, k) | (m,k)e # x R'} zeigen. Nach der Identifikation {(m, k) :=
= k", my V(m,k)e R x R ergibt sich daraus £ = 2. Wegen [x,y]I;
I, {my k) < [x, y] T {m, k) VY(x,y)eR x # V(im, k)e® x # und [x, y]1,
I, <m, kY <= [x, y] I k", m)y V(x,y)e R x & V(m, k)e Z x & gilt 1{ =1 und
mithin oV = (27, #Y,1}) = (2, £,1) = a. Ist %; die Restriktion von x, auf die
Menge 2Y U £Y, dann ist %] = %, denn [x, y] %, = [x%, yx] = [x, y] % V(x, y) €
ER X R, {m,kyn, = {mu,kx) =m k)x V(m, k)e R x R, {m, k)x, =
= (mr)y = k", my x V¥(m, k) e R x R'. Wegen «'¥ = o ergibt sich also («”, o'",
%y) = (o, o, %).

Weiter wollen wir zeigen, daB zwei Geraden aus o genau dann parallel sind, wenn
sie in 7 einen Punkt auf der Geraden U gemeinsam haben.

1. Es seien (my, k;), {my, k,) zwei Geraden mit (mj, k) eR x R, (m,, k,) €
€ERX X A.

a) Wir nehmen {my, k;> | <m,, k,), also m; = m, = m an.

oc) Gilt k,x # k,%, dann schneiden sich die Geraden {m, k), {m,k,) nach
Ad (2), a), B) in einem einzigen Punkt [x, y] mit (x, y)e %' x #, wobei y =
= m®*) = p®*) Nach (B4) gilt dann x = u und nach (A2) u = u?®*, was
[x, y] = [u, y]11, <u, ud = U bedeutet.

B) Es sei kyx = ky%. Wahlt man eine Gerade {m, k> mit k € &, kx + k%, dann
schneiden sich <{m, k), {m, k) bzw. {m, k,», {(m, k) nach oc) im Punkt [u, y,]
bzw. [u, y,]. Da {m, k), U sich in genau einem Punkt schneiden, gilt [u, y,] =
= [u, y,] und die Geraden {m, k;», {m, k,» haben den Punkt [u, y,;] auf U ge-
meinsam.

b) Haben die Geraden {my, k), {m,, k,) einen Punkt [x, y] auf U gemeinsam,
so (x,y)e® x R Wegen [x,y]I; {u,u) ist x = u¥®* und nach (A2) folgt
daraus x = u. Wird m,% # m,x angenommen, so gilt nach Ad (2), a), @) (x, y) €
€R x R, also [x, y] non I {u, uy, was aber ein Widerspruch ist. Somit ist m;x =
= m,x.

o) Aus kyx # kyx folgt nach Ad(2), a), B) y = m{™* = m3®™*) nach (B4)
ergibt sich daraus m; = m, und die Geraden (m;, k), {m,, k,) sind daher parallel.

B) Es sei k;x = k,». Fithren wir durch den Punkt [x, y] eine Gerade (m, k)
mit ke B, kx * kyx, so gilt nach a) <{m, k) | <my, kD, <m, k) || {my, ky), also
auch {my, k> " {my, ky).
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2. Es seien (my, ki 1= KK}, my», <my, k3 = kS, myy zwei Geraden mit
(mi k) eR x &, (my k))e x R

a) Wir nehmen (k%, m;) | k3, m,) an. Dann ist k] = k% und daraus auch
k = k; = k.

a) Gilt m;x #+ m,x, dann schneiden sich die Geraden {(m,, k), (m,, k> nach
Ad (2), ¢) in einem einzigen Punkt [x, y] mit (x, y) € #' x %', wobei y = k?*™) =
= k?®™) Nach (B7) gilt dann x = u und nach (A3) u = u0% was [x, y] =
= [u, y]1; u, u) = U bedeutet. Die Geraden {my, k), {m,, k> schneiden sich
also im Punkt [u, y] auf U. A

B) Gilt myx = m,x, so 1aBt sich dhnlich wie im Falle 1a), B) zeigen, daB {m,, k),
{m,, k) wieder einen Punkt auf U gemeinsam haben.

b) Haben die Geraden {m;, k;», {m,, k> einen Punkt [x, y] auf U gemeinsam,
dann (x,y)e#' x #'. Aus [x, y]1, <u,u) folgt dann x = u’®*) und aus (A3)
X = u.

) Gilt myx # myx, so ist nach Ad (2) ¢) y = k§™™) = k5™, wegen (B7)
ergibt sich daraus k, = k,, was k] = k% bedeutet. Die Geraden k%, m,), k%, m,»
sind also parallel.

B) Gilt m;x = m,x, so 1aB sich dhnlich wie im Falle 1 b) B) zeigen, daB k7, m,) ||
| €K%, my)y ist.

Die PK-Ebene = ist also eine projektive Erweiterung der gegebenen AK-Ebene o

Bemerkung. Bei der Formulierung unseres Satzes wird ein festes Koordinatensystem
(X, Y, e) der AK-Ebene (=, o', %) angewandt. Sind alle Forderungen dieses Satzes
(im Hinblick auf (X, Y, )) befriedigt, so gibt es eine PK-Ebene (, ', %, ), die eine
Erweiterung von « ist. In © gibt es also eine Gerade U mit (&, o, %) = (a¥, «'Y, %').
Wir wihlen ein anderes Koordinatensystem (X', Y’, ¢') von o und bezeichnen o’ =
=X'MY,u=XTU, v =Y []U. Keine drei von den Punkten o'x%,, e'%,,
u'%,, v'%, liegen dann auf einer Geraden aus n’. Nach dem Teil I k6nnen wir also
durch die Lemmas 1 —5 bijektive Abbildungen #’, o'(x, k), ¥'(», k), ¢'(x, m), &(y, m)
erkliren. Diese Abbildungen befriedigen dabei die Forderungen (Al)—(A3), (B),
(B1)—(B7) und folglich auch (B8). Existieren also die Abbildungen 5, w(x, k),
Y(y, k), o(x, m), &(y, m),die (A1) —(A3), (B1)—(B8) im Hinblick auf ein Koordinaten-
system von q erfiillen, so existieren Abbildungen mit denselben Eigenschaften im
Hinblick auf ein beliebiges Koordinatensystem von a.

Wahlt man in 7 eine Gerade V mit Vx, = Ux,, dann 1Bt sich in o einen neuen
Parallelismus derart definieren, daB3 die Geraden aus « genau dann parallel sind,
wenn ihre projektiven Erweiterungen einen Punkt auf V gemeinsam haben. Betrach-
ten wir aber in « einen beliebigen die Forderung (3) aus Definition 2 erfiillenden
Parallelismus, dann soll schon keine diesen Parallelismus reproduzierende projektive
Erweiterung von a existieren (siche [4]).
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Bemerkung. Ist oV eine AK-Ebene, die durch eine Gerade U einer PK-Ebene
bestimmt ist, dann gibt es nach dem Teil I die Abbildungen 1, w(x, k), ¥(y, k),
o(x, ), &(y, m), welche die Bedingungen (A1)—(A3), (B1)—(B7) und wegen (B)
auch (B8) erfiillen. Nach unserem Satz 1aBt sich jede AK-Ebene, in welcher die an-
gefiithrten Abbildungen existieren, zu einer PK-Ebene erweitern. Eine AK-Ebene
148t sich also genau dann projektiv erweitern, wenn Abbildungen 7, o(x, k), v(y, k),
o(x, m), &(y, m) existieren, welche die Bedingungen (A1)—(A3), (B1)—(B8) befrie-
digen.

I

Es sei R ein lokaler (nicht notwendig kommutativer) Ring mit maximalem Ideal R,.
R, ist dann die Menge aller nichtinvertierbaren Elemente aus R und der Restklassen-
ring R = R/R, mit X = x + R, € R Vx € Rist ein Kérper ([6], Kap. III).

Setzen wir 2 = {[x, y]|(x,y)eR x R}, & = {<m, k) |(m,k)eR x R} u
U {&n, kY | (n, k)€ Ry x R} und definieren wir eine Inzidenzrelation 1 = # x &
durch

[x, Y] I<m, k) <y

[x, y]11<n, kY <> x
so ist « = (2, &, 1) eine Inzidenzstruktur.

Ferner setzen wir 2’ = {[X,7]|(x,y)eR x R}, &' = {<m, k)| (m, k)eR x
x R} v {o, kY | ke R} und definieren wir eine Inzidenzrelation 1’ = 2’ x &’
durch

Il

xm + k,

I

ym + k,

[x 71V G, ky <5 = xm + k,
[, 7115, ky < x =k.
Erklaren wir in der Inzidenzstruktur o = (2, £’,1') einen Parallelismus durch
<my, kyy || <y, k) <y = iy, 0, ki) || €0, k) VK, K, € R, dann ist o eine
affine Ebene. Die Abbildung x:
[x,y] —[%7] V(x,y) eRxR,
{m, ky — (m, k) VY(m,k)eR x R,
«n, kY = o,k V(n, k) eRo x R
ist ein Homomorphismus der Inzidenzstruktur o auf die -affine Ebene o'. Definiert
man einen Parallelismus in o durch {my, k;> | <my, ky) <o my = my, Kny, ke ||
| €na, kyy < ny = ny, so ist (o, o, x) eine AK-Ebene.
Ein Tripel (X, ¥, ¢) mit X = <o, 0), Y = €0, 0)), e = [1, 1] stellt ein Koordinaten-
system von a dar. Offenbar gilt X [ Y = [0, 0] und [x, y]1X <>y = 0. Wird # =
={[x,y1e?|[x,y]11X} und %, = {[x,y]€ 2 |[x y]l* = [5,5]} gesetzt, so
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erhilt man nach der Identifikation [x, 0] := x Vxe R die Gleichheiten # = R,
R, = R,. Nach weiterer Identifikation [X, 0] := X VX e R erhdlt man dann
[x,0] % = x.

Es sei R’ eine Menge mit R" n R = 0 und 7 eine bijektive Abbildung von R’
auf R,. Wir setzen 0" ' = u und

meeR = x'k + m VxeR' Vm,keR,
mtO = (yk" + m")""" VyeR Vm,keR’,
Ketm = (xm + k")"" VmeR Vx,k €R’,

KEm = (it + k) Yy, m,keR’ .

Es 148t sich zeigen, daB o(x, k) eine bijektive Abbildung der Menge R auf sich ist,
Y(y, k), ¢(x, m) und &(y, m) bijektive Abbildungen der Menge R’ auf sich sind,
welche die Forderungen (A1)—(A3) befriedigen.

Zur Ansicht beweisen wir z. B., daB y(y, k) eine bijektive Abbildung von R’ auf
sich fiir jedes Paar (y, k) € R x R’ ist, die (A2) erfiillt: Fiir ein beliebiges Element m’
aus R’ gilt m" — yk" € Ro, denn Ry ist ein Ideal in R. Setzt man m = (m'" — yk")"",
so m" = m'" — yk"und m¥O® = (yk" + m")""" = (yk" + m"—yk")""" = m'. Das
Element m ist das einzige aus R’ mit m*®® = m’. Fiir ein beliebiges y € R gilt
wo = (yu" + u" "= (yo + o)' ' = 0" = u und dadurch wird die Giiltigkeit
von (A2) gezeigt.

Die Abbildungen n, w(x, k), ¥(y, k), ¢(x, m), &(y, m) geniigen den Forderungen
(B1)—(B3): :

Wir beweisen z. B. die Giiltigkeit von (B1) und (B7).

Ad (B1) Wir zeigen, daB fiir x, y;, y, € R, x, € R’ die Gleichungen y, = x,m + k,
y, = x3k + m genau eine Losung (m, k) € R x R haben. Aus diesen Gleichungen
ergibt sich unmittelbark = y; — x,m, y, = x%(y, — x;m) + m = x4y, + (1 — x%x,).
. m. Wegen x% € R ist x3x; € Ry und 1 — x%x, ¢ Ry. Zu 1 — x%x; gibt es also ein
inverses Element in R und mithin m = (1 — x%x,)"" (y, — x%y,), k =y, —
— x,(1 = x%x,)"" (y, — x%y,). Das Paar (m, k)e R x R ist das einzige mit [x,,
Y] 1<m, kD, y, = m*e0,

Ad (B7) Es seien m;, m, € R und ky, k, € R’ mit m; + m,.

a) Wir zeigen, daB es genau ein w € Ry mit wm, + k] = wm, + kj gibt. Wegen
i, # M, ist my —m,¢R, und daher w = (kj — k%) (m; — m,;)”". Wegen
k1 — k] € R, gilt dabei w € R,,. Mithin gibt es ein x € R" mit w!' = x, also x" = w.
Daraus ergibt sich k§&™) = (x"'m; + KI)"™" = (x"m, + K" " = k=",

b) Nehmen wir k, =k, an, dann k] =k} und x"m; + k] = x"m, + ki,
x(my — m,) = o. Wegen m; — m, ¢ R, erhélt man daraus x" = ound x = 0" ! =
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= u. Gilt umgekehrt x = u, so x" = 0 und om, + k] = om, + k%, was jedoch
k% = k% und folglich k; = k, bedeutet.

Nach unserem Satz 148t sich « zu einer PK-Ebene erweitern, deren Konstruktion
im Beweis dieses Satzes angegeben wird.
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