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Czechoslovak Mathematical Journal, 25 (100) 1975, Praha

HOMOTOPIEN VON UNTERMANNIGFALTIGKEITEN
MIT NICHT AUSGEARTETER ZWEITER FUNDAMENTALFORM')

PETER WINTGEN, Berlin

(Eingegangen am 6. April 1974)

Wir betrachten in dieser Arbeit Immersionen in eine affin oder allgemeiner projek-
tiv zusammenhingende Mannigfaltigkeit, welche nicht ausgeartete zweite Funda-
mentalformen besitzen (vgl. § 1) und Homotopien, die ganz aus solchen Immersionen
bestehen. Die Frage nach der Existenz solcher Immersionen und Homotopien
scheint uns eine natiirliche Verallgemeinerung des Homotopieklassifikationsproblems
fiir nicht degenerierte Kurven in einer Riemannschen Mannigfaltigkeit zu sein,
welches vor allem von E. A. FELDMANN bearbeitet wurde. In &hnlicher Weise
verallgemeinerte er unlingst das Problem, indem er Homotopien von Unterman-
nigfaltigkeiten mit nicht verschwindendem mittleren Kriimmungsvektor unter-
suchte. (E. A. Feldmann [4]).

In §1 stellen wir einige Definitionen, Bezeichnungen und Beispiele zusammen.
In § 2 beweisen wir den Hauptsatz dieser Arbeit, durch den unser Problem zum Teil
auf die Homotopieklassifikation quadratischer Formen mit Werten in Vektor-
raumbiindeln zuriickgefithrt wird. Danach (§§ 3, 4) behandeln wir einige Spezial-
falle ausfiihrlicher (Hyperflichen, geschlossene Flachen).

1. DEFINITIONEN UND BEISPIELE

Die hier vorkommenden Mannigfaltigkeiten setzen wir als zusammenhéngend und
von der Klasse C, voraus. Differenzierbare Abbildungen sind ebenfalls von der
Klasse C,,. Wir betrachten im folgenden Immersionen f : M™ — N" einer kompakten
Mannigfaltigkeit M (mit oder ohne Rand) in eine Mannigfaltigkeit N, auf der ein
linearer Zusammenhang ohne Torsion gegeben sei. Diese Voraussetzungen werden
in der ganzen Arbeit beibehalten. (Sie lassen sich bei Bedarfleicht in verschiedenen
Richtungen abschwachen.)

1y Diese Arbeit wurde wihrend eines halbjihrigen Aufenthaltes am Math. Institut der Karls-
Universitdt Prag geschrieben.
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Die Immersion f induziert eine zweite Fundamentalform (vgl. R. HERMANN

[71§27)
(1) b(f): TM & TM — N,

welche ein Vektorbiindemorphismus iiber M mit Werten im Normalbiindel von f
ist. Thren Wert fiir zwei Tangentialvektoren g, t € T.(M) bekommt man, indem man
fiir zwei Vektorfelder X, Y auf N mit X(y) = g, Y(y) = t, y = f(x), die in einer Um-
gebung von y auf f(M) tangential sind, den Wert von VyY im Punkt y modulo
df(T(M)) nimmt. Man sieht sofort, dass b,(g, t) nicht von der speziellen Wahl der
Felder X, Y abhangt und in g,t symmetrisch ist. Ausserdem stimmt die zweite
Fundamentalform fiir projektiv verwandte Zusammenhénge iiberein. Die Defini-
tionen und Resultate dieser Arbeit bleiben daher giiltig, wenn wir die affin zusammen-
hingende Mannigfaltigkeit N durch eine Mannigfaltigkeit mit projektivem Zu-
sammenhang ersetzen (vgl. W. F. PoHL [12] Proposition 9).

Wir konnen die zweite Fundamentalform auch als einen Vektorbiindelmor-
phismus '

2) b:TM — Hom (TM, N,)

auffassen.

Definition 1.1. Die Immersion f: M — N heisst nicht degeneriert oder ND-
Immersion, wenn ihre zweite Fundamentalform in der Darstellung (2) faserinjek-
tiv ist.

Beispiel 1.2. Es sei f: M — A" eine Immersion in den n-dimensionalen affinen
Raum. A,, , sei die Mannigfaltigkeit der m-Ebenen des A" und G,,, sei die Grass-
mannsche Mannigfaltigkeit der m-Ebenen durch einen festen Punkt. Die Parallel-
verschiebung der Ebenen in diesen Punkt liefert eine Abbildung n: 4, , - G, .
Die Abbildung, welche jedem Punkt x € M die Tangentialebene df(T.(M))e€ 4,,,
zuordnet, bezeichnen wir mit ¢t und g = m o ¢ sei die Gaussche Abbildung von f.
Es sind dann die folgenden drei Eigenschaften dquivalent:

a) f ist eine N D-Immersion.
b) Die Tangentialabbildung t : M — 4,, , ist regular.
¢) Die Gaussche Abbildung g : M — G,, , ist reguldr.
Zum Beweis benutzen wir ein lokales begleitendes Repér y = f(x), a,(x) tangential,

a,(x) normal zu #(x), « = 1,...,m, ¥ = m + 1, ..., n. Wir haben dann die zugeho-
rigen Ableitungsgleichungen

dy = a,0'; da; = q0}.

J
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Offenbar gilt filr t € T,(M) mit x aus dem Definitionsbereich des lokalen Repers:

1. b(t) = a, @(t) mod g(x),
2. t e Ker (df) genau dann, wenn w*(t) = 0, wl(t) = 0,
3. te Ker (dg) genau dann, wenn wj(t) = 0.

Wegen der speziellen Wahl der Basis a; haben wir * = 0. Es iglt also Ker (b) =
= Ker (df) = Ker (dg), woraus die Behauptung folgt. Da die Eigenschaften a)
und b) zur projektiven Geometrie gehSheren, haben wir: Eine Immersion f : M™ —
— P" in den n-dimensionalen projektiven Raum ist genau dann eine ND-Immer-
sion, wenn die Tangentialabbildung, welche jedem Punkt x € M den projektiven
Tangentialraum an f(M) in f(x) zuordnet, reguldr ist.

Definition 1.3. f,, f; seien zwei ND-Immersionen von M in N. Eine regulire
Homotopie f,, 0 < t < 1, zwischen ihnen nennen wir eine ND-Homotopie, wenn
jedes f, eine N D-Immersion ist. f,, f; heissen-dann ND-homotop.

Beispiel 1.4. Es sei f: M™ — A™"! eine Immersion einer geschlossenen Mannig-
faltigkeit M in den affinen Raum mit der Kodimension 1. Es gilt dann nach dem be-
kannten Satz von S. S. CHERN und R. K. LasHOF [1]: M ist diffeomorph zur Sphire
S™ und f bettet S™ als konvexe Hyperfliche in A™*! ein. Offenbar gibt es genau
zwei N D-Homotopieklassen, die durch eine Spiegelung des A™*! an einer Hyper-
ebene ineinander iibergehen.

Beispiel 1.5. Es seien f, und f, zwei regular homotope Immersionen einer zwei-
dimensionalen Mannigfaltigkeit M in den affinen 43. Die Flichen seien hyperbolisch
gekrimmt. f, und f, induzieren dann zwei Felder von Asymptotenrichtungen auf M.
Eine notwendige Bedingung dafiir, dass f, und f; ND-homotop sind, ist, dass die
entsprechenden Felder homtop sind. (Wir werden in § 3 eine Umkehrung beweisen.)

Beispiel 1.6. Eine regulare Kurve in einer Riemannschen Mannigfaltigkeit ist genau
dann nicht degeneriert, wenn ihre geoditische Kriimmung von Null verschieden ist.
Zur N D-Homotopieklassifikation von Kurven auf der 2-Sphére und in dreidimensio-
nalen Riemannschen Mannigfaltigkeiten sieche J. A. LittLE [10], E. A. Feldmann
[3] (Ist die Kodimension grosser als 2, dann wird das Problem aus Transversalitats-
griinden trivial, siche zum Beispiel Satz 2.2). Ausserdem sei auf den Ubersichtsartikel
von W. F. Pohl [13] und den dort zitierten Satz iiber N D-Isotopien geschlossener
Kurven im E* von J. F. DiLLoN und W. F. Pohl hingewieseen.

Wir wollen nun einige Bezeichnungen zusammenstellen, wie wir sie im folgenden
mehrfach benutzen werden:

Es seien E, F zwei endlich dimensionale reelle Vektorraume. Hom (E, F) sei die
Menge der linearen Homomorphismen von E in F, R(E, F) sei die Teilmenge der
injektiven Homomorphismen.
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Q(E, F) sei die Menge der symmetrischen Bilinearformen von E mit Werten in F.
Es gilt Q(E,F) x (Eo E)*® F.

ND(E, F) sei die Teilmenge der nicht ausgearteten Elemente von Q(E, F) (d. h., aus
b(x, y) = 0 fiir alle y folge x = 0).

B(E, F) sei die Menge der Paare (i, j) mit i € R(E, F) und j € ND(E, F[iE).
Byp(E, F) sei die Menge der Paare (i, j) mit i € R(E, F) und j € ND(E, F[iE).

Diese Raume sind in naheliegender Weise differenzierbare Mannigfaltigkeiten.
Ausserdem ist B(E, F) ein Faserbiindel iiber R(E, F) mit der Faser Q(E, F/[iE)
iiber i und Byp(E, F) ist ein Faserbiindel iiber R(E, F) mit der Faser ND(E, F[iE)
iiber i € R(E, F).

Diese Konstruktionen lassen sich faserweise auf Vektorraumbiindel iibertragen.
Ist E ein Vektorraumbiindel iiber X und F eines iiber Y, dann bilden wir zum Beispiel

B[E,F]= U B(E,F)
(x,»)eX XY
und analog die Biindel Hom [E, F], R[E, F], Q[E, F], ND[E, F], NDI[E, F].
ByplE, F]. Im Fall X = Y kénnen wir auch die Biindel

B(E, F) = A*B[E,F] = U B(E,, F,) ;
xeX
4 Diagonalabbildung und analog Hom (E, F), R(E, F), u.s.w. bilden.

Die Raume Hom (E, F), R(E, F), ... und vermd&ge der ersten Projektion X x Y —» X
auch die Raume Hom [E, F], R[E, F], ... sind Faserbiindel iiber X. Die zugehorigen
Réume der globalen Schnitte werden mit Hom (E, F), R(E, F), ... bezeichnet. Diese
letzteren Rdume sind mit der kompakt-offen Topologie versehen.

Ein Element f € Hom [E, F] ist zum Beispiel im wesentlichen nichts weiter als ein
Vektorbiindelmorphismus f : E — F.

1=

o —

(mp(2)) = 7p f(2) .

e

N
7
Wir haben dann eine kanonische Faktorisierung von f = fo f.

EL7rLF

1 1 1

X3 X7 Y
Ist f faserinjektiv, dann wird oft f(E,) mit E, identifiziert, wie wir das schon am
Anfang von § 1 bei der Betrachtung der zweiten Fundamentalform stillschweigend

getan haben.
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2. DER RAUM DER ND-IMMERSIONEN

Es seien wieder M, N differenzierbare Mannigfaltigkeiten, m = dimM < n =
= dim N, M kompakt, mit oder ohne Rand und auf N sei ein torsionsfreier Zu-
sammenhang gegeben.

Wir geben nun zwei andere Beschreibungen der zweiten Fundamentalform einer
Immersion an. Eine in speziellen Koordinaten und eine invariante im Jet-Kalkiil.

Es sei f: M — N eine Immersion mit f(xo) = yo . x% o = 1, ..., m seien beliebige
lokale Koordinaten in einer Umgebung von x, und y, i = 1, ..., n seien Normal-
koordinaten mit dem Zentrum y,, wobei in y, dy/0y* = df(0x/0x™) gelten soll.
Eine leichte Rechnung zeigt dann, dass die zweite Fundamentalform von f in x,
durch
. " n aZyx ay
(1 b, (0x/0x*, dx[0x") x=zm:+1 o o Oy

mod T, (M)

gegeben wird.

Der Ausdruck (1) zeigt, dass b,, nur von dem 2-Jet j2(f) (und natiirlich dem
Zusammenhang auf N) abhingt. Diese Abhidngigkeit kann auch koordinatenfrei
beschrieben werden: Der Zusammenhang auf N gestattet eine Identifikation von
J*(M, N), dem Biindel der 2-Jets von lokalen Abbildungen von M in N, und
Hom [T?M, TN], indem j2(f) die zweite oskulierende Abbildung D2(f) : T2(M) —
— T;(N) zugeordner wird (vgl. W. F. Pohl [12], E. A. Feldmann [2]). Zum
zweiten Tangentialbiindel T?(M) von M gehért eine natiirliche kurze exakte Sequenz
von Vektorbiindeln

0 - T(M) - T*(M) > 2T(M) - 0

und es gilt D?f o i = df, dass heisst, die Einschrinkung der zweiten oskulierenden
Abbildung D?f auf das Tangentialbiindel ist das Differential von f. Die zweite
Fundamentalform von f kann dann dadurch charakterisiert werden, dass das folgende
Diagramm mit exakten Zeilen kommutativ ist:

0> T(M) 5> T M) 5 2T(M) - 0
@ lia bas Lbx
0= T(M) 22 f* T(N) > N, >0

(p bedeutet die natiirliche Projektion).

Wir haben eine natiirliche Projektion von J*(M, N) auf J'(M, N) = Hom [TM,
TN], die durch ji(f) = ji(f) = df definiert ist. J3(M, N) sei das Urbild von
R[TM, TN]. Die eingeschrinkte Projektion J3(M,N)— R[TM, TN] lasst sich
dann durch die Abbildung ¢ : J5(M, N) - B[TM, TN] faktorisieren, welche durch

e(G2(f) = (d.f, b(f)) definiert ist.
Der folgende Hilfssatz ist fiir die Beweise dieses Paragraphen grundlegend:
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Hilfssatz 2.1. ¢ : J3(M, N) - B[TM, TN] ist eine lokal triviale Faserung mit
der Faser R*, k = m?*(m = 1)/2.

Zum Beweis benutzen wir die Identifikation J*(M, N) ~ Hom [T*M, TN] und
beachten, dass sich dann ¢ durch das Diagramm (2) definieren lasst. Wenn wir auf
T?>M und TN Fasermetriken einfithren, dann wird ¢ sogar eine Vektorbiindel-
projektion und wir kénnen ¢~ }(p(j2f)) mit Hom (3Ty(M), T(M)) identifizieren.

Wir bezeichnen nun mit C,(M, N) den Raum der differenzierbaren Abbildungen
von M in N mit der C_-Topologie (Es sei daran erinnert, dass wir M als kompakt
voraussetzen und daher grobe und feine C -Topologie zusammenfallen). Cyp(M, N)
sei der offene Unterraum der N D-Immersionen von M in N.

Satz 2.2. Cyp(M,N) liegt in C,(M,N) dicht, wenn n = 2m + 1 gilt. Gilt
n = 2m + 2, dann liegen die ND-Homotopien dicht in C (M x I, N).

Beweis. Es sei also n = 2m + 1. Da die Immersionen in C_(M, N) dicht liegen,
brauchen wir nur zu zeigen, dass Cyp(M, N) im Raum Im (M, N) der Immersionen
dicht liegt. S sei die Teilmenge von Jg(M, N), welche aus den 2-Jets j2(f) besteht,
fiir die b(f) ausartet. S zerfillt in Teilmengen S;, i = 1,2,...,m — 1, die durch
dim Ker b(f) = i (in der Darstellung (2) 1) definiert sind. Die erste Behauptung
von Satz 2.1 folgt unmittelbar aus dem verallgemeinerten Thomschen Transversali-
tatssatz (vgl. R. THom, H. LEVINE [14]) und dem folgenden

Hilfssatz 2.3. S; ist eine Untermannigfaltigkeit von J*(M, N) mit einer Kodi-
mension = n — m.

Die Behauptung lasst sich mit Hilfe von Hilfssatz 2.1 leicht auf die folgende ele-
mentare Tatsache zuriickfithren: Durch Defekt (b) = i wird im Vektorraum der
reellen quadratischen Formen auf R™ eine Untermannigfaltigkeit L; der Kodimension
i(i + 1)/2 definiert. Ordnen wir namlich jeder quadratischen Form b e L; ihren
total isotropen Raum zu, dann erhalten wir eine differenzierbare Abbildung von L;
auf die Grassmannsche Mannigfaltigkeit G, ,, durch die L; zu einem Vektorraum-
biindel der Faserdimension (m — i) (m — i + 1)/2 iiber G;,, wird.

Ist Q,,; die Mannigfaltigkeit der quadratischen Formen auf R™ mit Werten in R,
dann wird durch Defekt (b) = i eine Untermannigfaltigkeit L; der Kodimension
ki(i + 1)/2 definiert, denn es gilt

Qm,k ~ Qm,l X ..o X Qm,l

k-mal
und es gilt Kodim L; < k, speziell Kodim L, = k.

Wir haben nun nach Hilfssatz 2.1 das kommutative Diagramm von Faserungen

JXM,N) 5 B[TM, TN]
N "4
JY(M, N)
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und die Fasern von ¢ sind gerade vom Typ Q,,,—,, woraus die Behauptung von
Hilfssatz 2.3 folgt.

Um die zweite Behauptung von Satz Satz 2.1 einzusehen, braucht man nur statt
S, = JXM,N) in JXM x I,N) die Teilmengen S; = Yy~ 1(S;) betrachten, wobei
¥ : JA(M x I, N) - JX(M, N) in naheliegender Weise durch die zweite Projektion
M x I - M induziert sei. Offenbar gilt Kodim S; = Kodim S;.

Wir wollen nun den schwachen Homotopietyp von Cyp(M, N) ,,berechnen®

Satz 2.4. Es sei M offen, d. h., OM = 0, dann ist die durch ¢(f) (x) = @.f, b.(f)
definierte Abbildung

¢ : Cyp(M, N) — Byp[TM, TN]
eine schwache Homotopiedquivalenz.

Beweis. Durch Einschrinkung der Abbildung ¢ aus Hilfssatz 2.1 auf J5,(M, N) =
= @~ Y(Byp[TM, TN]) erhalten wir die Abbildung

¢ JIZVD(M3 N) —* BND[TM, TN] .

Da wir ¢ als Vektorbiindelprojektion auffassen kdnnen, lasst sich eine fasertreue
Deformationsretraktion von J2,(M, N) auf einen zu Byp[TM, TN] diffeomorphen
Unterraum X finden. Durch Ubertragung dieser Retraktion auf die zugehdrigen
Riume der Schnitte iiber M erhalten wir eine Einbettung von By,[TM, TN] in den
Raum der Schnitte von 2-Jets iiber M als Deformationsvetrakt. Diesen beiden
Réume haben also denselben Homotopietyp. Andererseits besagt das Theorem
von M. L. GrRomov [5] (vgl. auch A. HAEFLIGER [6], V. POENARU [11]) in unserer
Situation gerade, dass die durch ¥(f) (x) = j2(f) definierte Abbildung

¥ : Cyp(M, N) » J3p(M, N)

eine schwache Homotopiedquivalenz ist. Folglich ist auch die Abbildung & eine
schwache Homotopiedquivalenz.

Bemerkung 2.5. Es sei f, : M — N eine reguldre Homotopie, 0 < ¢ < 1. Bekanntlich
sind dann die Normalbiindel N, und N, ispmorph und man kann eine bis auf
fasertreue Homotopie eindeutig bestimmte Isomorphie zwischen diesen Biindeln
auszeichnen. Genauer gilt: Es existiert eine Isomorphie ¢, : N, — N, iiber M, die
in folgenden Sinne stetig von ¢ abhéngt. Wir bezeichnen mit F die durch F(x, t) =
= f,(x) definierte Abbildung von M x I in N und mit E das Vektorraumbiindel
E = F* T(N)/JT(M) x I. Fiir jedes ¢ existiert dann eine kanonische Isomorphie
Y. :E|M x {t} > N,. Es hingt dann ¢, = ;' o, : N;, - E stetig von ¢ ab,
d. h., t - ¢, ist ein stetiger Weg in R[N/, E] (speziell gilt also ¢, = idy,). (Um das
einzusehen, vergleiche man zum Beispiel die Beweise in HUSEMOLLER [8] I 3 § 4).
Wir kénnen also von dem Normalbiindel einer reguliren Homotopieklasse von
Immersionen sprechen, wenn es uns nur bis auf Homotopie ankommt.
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Es sei nun eine Immersion f : M — N gegeben. Eine notwendige Bedingung dafiir,
dass zwei Immersionen f;, f,, die zur reguliren Homotopieklasse von f gehéren,
ND-homotop sind, ist, dass ihre zweiten Fundamentalformen, die wir jetzt als qua-
dratische Formen auf M mit Werten in N, auffassen, in derselben zusammenhan-
genden Komponente von Byp(TM, N ) liegen. Wir zeigen nun, dass unter der Vo-
raussetzung M =+ @ auch die Umkehrung gilt

Satz 2.6. (Voraussetzungen wie in Satz 2.5.) Es sei f: M — N eine Immersion.
Dann induziert die Abbildung, welche jeder zu f regulir homotopen Immersion
ihre zweite Fundamentalform zuordnet, eine Bijektion zwischen den ND-Homo-
topieklassen, die zur reguldren Homotopieklasse von f gehdren und den Homo-
topieklassen von nicht ausgearteten quadratischen Formen auf T(M) mit Werten
im Normalbiindel N ; von f.

Beweis. Wir haben das folgende kommutative Diagramm

Cap(M, N) 5 Byp[TM, TN]
L b
Im(M,N) — R[TM,TN]

@ ist wie in Satz 2.4 definiert, i ist die identische Einbettung, d ist die Abbildung,
welche jeder Immersion f ihr Differential df : TM — TN zurodnet und entsteht
durch Ubetragung der Biindelprojektion Byp[TM, TN] — R[TM, TN] auf Schnitte.
Wenn wir zu den Zusammenhangskomponenten iibergehen, erhalten wir das folgende
kommutative Diagramm:

1o(Cap(M, N)) 25 1o Byp[ TM, TNT)
lis lrs
mo(Im(M, N)) ©5 mo(R[TM, TNT)

Die obere Bijektion kommt von Satz 2.4 und die untere von der Hirsch-Smale-
Theorie der Immersionen (vgl. z. B. A. Haefliger [6], V. Poénaru [11]). Es sei o,
die zu df : TM — TN gehorende zusammenhingende Komponente in R[TM, TN].
Wir haben also eine Bijektion zwischen den zur reguliren Homotopieklasse von f
gehorenden N D-Homotopieklassen und p~!(a ). Diese letztere Menge kénnen wir
aber mit 7o(ND(TM, N)) identifizieren (vgl. die Bemerkung 2.5).

3. ND-HOMOTOPIEN VON HYPERFLACHEN
Wir wollen zunichst einige Bezeichnungen fiir Hyperflichen in einer affin zu-
sammenhéngenden Mannigfaltigkeit N mit symmetrischem Zusammenhang verein-

baren. Auf den Mannigfaltigkeiten M™, N™*1 seien feste Orientierungen vorgegeben.
Wir konnen dann jeder Immersion f: M — N eine feste Normalenrichtung zuord-
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nen. Wir benutzen eine Trivialisierung von N;, M x R =, N, so dass das Bild
von M x R™ in dieser ausgezeichneten Richtung liegt. Die zweite Fundamental-
form von f induziert dann eine reelle quadratische Form Q auf M, die nicht ausgeartet
ist, wenn f N D-Immersion ist. Wir wollen dann f elliptisch vom Typ + (vom Typ —)
nennen, wenn Q positiv definit (negativ definit) ist und f heisse hyperbolisch vom
Typ i, wenn Q nicht ausgeartet vom Index i ist. Es ist klar, dass diese Definitionen
nicht von der speziellen Wahl der Trivialisierung des Normalbiindels abhéngen.
Aus dem Klassifikationssatz 2.6 ergibt sich nun leicht

Satz 3.1. Es seien M™ N™*! orientierte Mannigfaltigkeiten, M kompakt zu-
sammenhdngend und OM = Q. Auf N sei ein symmetrischer Zusammenhang
gegeben. Dann gilt: In jeder reguldren Homotopieklasse von Immersionen von M
in N gibt es je eine N D-Homotopieklasse elliptischer Immersionen vom Typ + und
vom Typ —. Zwischen den ND-Homotopieklassen hyperbolischer Immersionen
vom Typ i, 1 £i < m — 1, in einer reguldren Homotopieklasse und den Homoto-
pieklassen i-dimensionaler Distributionen auf M gibt es eine natiirliche Bijektion.

Beweis. Auf Grund von Satz 2.6 lauft die Klassifikation der zu einer gegebenen
Immersion f reguldir homotopen Immersionen darauf hinaus, die Homotopieklassen
der nicht ausgearteten quadratischen Formen auf M zu bestimmen. Dies lasst sich °
in naheliegender Weise wie folgt durchfithren: Wir benutzen aus technischen Griin-
den eine Riemannsche Metrik auf M. Es sei G eine nicht ausgeartete quadratische
Form auf M. Das assoziierte Feld von Endomorphismen der Tangentialrdume
bezeichnen wir mit H. Die zu den negativen Eigenwerten Eigenwerten von G geho-
renden Unterrdume liefern eine i-dimensionale Distribution D auf M, wobei i der
Index von G ist. Mit D* werden die Distribution der orthogonalen Komplemente
von D, x € M, bezeichnet. Durch

GD(xa U) = —(xla I)l) + (xly l)2) > %L 1DE Tx(M) >

wobei x =%, + 1, y =1, + 1, die der direkten Summe T,(M) = D, @® Di
entsprechenden Zerlegungen von x und 1 sind, wird jeder Distribution D eine quadra-
tische Form G, zugeordnet. Offenbar ist G homotop zu G, (in der Menge der nicht
ausgearteten quadratischen Formen). Zum Beispiel liefert t - (1 — ) G + tGp,
0 <t £ 1, eine Homotopie zwischen ihnen. Sind andererseits zwei i-dimensionale
Distributionen Dy, D, geben, so sind die Formen G, und G, genau dann homotop,
wenn die Distributionen es sind. Auf diese Weise erhalten wir eine Bijektion zwischen
den Homotopiekeassen quadratischer Formen vom Index i und den Homotopie-
klassen i-dimensionaler Distributionen auf M. Sie hingt nicht von der benutzten
Riemannschen Metrik auf M ab.

Folgerung 3.2. Der Typ einer N D-Immersion ist die einzige lokale ND-Homoto-
pieinvariante. Es gilt: Die ND-Immersionen der (orientierten) m-dimensionalen

Vollkugel D™ werden bis auf ND-Homotopie durch ihren Typ (+, — 1,...,m — 1),
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klassifiziert. Es gibt also m + 1 ND-Hop,,

opi .
der D™ in eine zusammenhangende (m + edi Dieklassen von N D-Immersionen

Mensionale Mannigfaltigkeit N™* 1.

Bemerkuflg ‘3.3. Pie Orie':ntie-:rbarkeitsvorauSsetZungen sind hier ganz wesentlich.
Ist zum Beispiel N nicht orientierbar, dann gibt es nur eine elliptische N D-Homoto-
pieklasse von ND-Immersionen der D™ in Nm+1,

Wir wollen den Fall m = 2 noch etwas ausfiihrlicher betrachten. Die hyper-
bolischen Immersionen von M? in N3, welche zu einer festen regularen Homotopie-
klasse gehoren, werden durch die Homotopieklassen 1-dimensionaler Distributionen
klassifiziert. Mit Hilfe einer Parallelisierung von M?, die der Orientierung von M?>
angepasst sei (eine Parallelisierung existiert wegen der vorausgesetzten Orientier-
barkeit und 0M + @ immer) konnen wir den Distributionen Winkelfunktionen
x € M? - ¢(x) € [0, ) zuordnen und diesen die entsprechenden Elemente von
nl(M?) = [M?; S*] ~ H'(M?). Auf diese Weise ordnen wir jeder N D-Immersion f
eine ganzzahlige Kohomologieklasse y(f) zu. Da diese noch von der Wahl der Pa-
rallelisierung abhingt, definieren wir die Differenzklasse zweier N D-Immersionen

fl’fZ als
of1, f2) = y(fD) — 'Y(fz)EHI(M) .

Es zeigt sich, dass diese Kohomologieklasse nicht mehr von der Parallelisierung
auf M abhdngt. Sie hat die folgende einfache geometrische Bedeutung: Der Wert
von d(f;, f,) auf einem 1-Zyklus gibt die die Anzahl der vollen Umdrehungen der
Asymptotenrichtungsfelder von f, um die von f, an, gemessen in dem der Orientie-
rung von M entsprechendem Drehsinn.

Folgerung 3.4. Es sei M? orientiert, kompakt, zusammenhdngend und éM =+ 0.
Zwei hyperbolische Immersionen fy,f, von M in eine affin zusammenhdngende
Mannigfaltigkeit N* sind genau dann N D-homotop, wenn sie regulir homotop
sind und ihre Differenzklasse 6(f1, f,) verschwindet.

Wir bemerken schliesslich noch, dass die Zuordnung f — 8(f, f), bei einer festen
gegebenen hyperbolischen ND- Immersion f,, eine Bijektion zwischen den ND-
Homotopieklassen hyperbolischer Immersionen in der reguliren Homotopieklasse
von f, und der ersten Kohomologiegruppe H'(M) induziert.

4. ND-IMMERSIONEN GESCHLOSSENER MANNIGFALTIGKEITEN

Bei ND-Immersionen geschlossener Mannigfaltigkeiten haben wir eine ganz
andere Situation. Zum Beispiel hat die Existenz einer ND-Immersion f: M — N
in der Kodimension 1 im allgemeinen bereits weitreichende topologische Konse-
quenzen fiir M zur Folge. Ausserdem spielt hier die Art des Zusammenhangs auf N
eine grossere Rolle. Vergleiche dazu Beispiel 1.4 und die beiden folgende Beispiele.
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Beispiel 4.1. Es sei N eine 3-dimensionale Riemansche Mannigfaltigkeit mit nicht-
negativer Schnittkriimmung und M sei eine geschlossene 2-dimensionale Mannig-
faltigkeit. Ist die Eulersche Charakteristik von M negativ, dann gibt es keine ND-
Immersion von M in N. Wire ndmlich die Immersion hyperbolisch, dann gébe es
auf M ein stetiges Feld von Linienelementen und die Eulersche Charakteristik von M
miisste verschwinden. Im elliptischen Fall dagegen, wiare die Kriimmung der durch die
Immersion induzierten Metrik positiv (vgl. z. B. S. KoBasasHi, K. Nomizu [9], Chap.
VII, Prop. 4.5.) und damit auch die Eulersche Charakteristik von M.

Beispiel 4.2. Der im positiven Drehsinn einfach durchlaufene Einheitskreis in der
euklidischen Ebene besitzt nur eine N D-Homotopieklasse in seiner reguliren Homo-
topieklasse. Fithren wir aber in der Ebene die Metrik ein, welche durch die stereo-
graphische Projektion induziert wird (die zur Projektion benutzte Kugel habe den
Radius 1 und ihr ihr Siidpol liege im Kreismittelpunkt), dann sind die konzentrischen
Kreise, deren Radien 2 (in der alten Metrik) iiberschreiten, nicht mehr N D-homotop
zum Einheitskreis. Die Anzahl der ND-Homotopieklassen hat sich also gefindert.

Das Problem der N D-Homotopieklassifikation scheint in der Tat fiir geschlossene
Untermannigfaltigkeiten wesentlich komplizierter zu sein als fiir die nicht geschlosse-
nen. Man kann aber einige der fiir offene Untermannigfaltigkeiten gewonnenen
Ergebnisse auf geschlossene anwenden, indem man diese auf geeignete Weise in
offene einbettet. Darin liegt der Sinn der im folgenden betrachteten Hilfskonstruk-
tionen, die aber vielleicht auch fiir sich interessant sind.

Esseif: M — N eine Immersionund w : M — Nf ein Schnitt im Dual des Normal-
biindels von f, der iiberall von Null verschieden sein soll. Auf N sei wieder ein Zu-
sammenhang ohne Torsion gegeben. Durch Q.(x, 9) = {w, b,(x, 9)>; x, 1 € T(M);
wird auf M eine reelle quadratische Form definiert. Wir nennen (f, @) ein ND-Paar
vom Typ + (oder vom Typ —, 1,...,m — 1), wenn Q positiv definit (oder negativ
definit bzw. nicht ausgeartet und vom Index i = 1,..., m — 1) ist. Im folgenden
betrachten wir nur ND-Paare vom Typ +. Offenbar ist fiir jedes ND-Paar (f w)
die Abbildung f eine ND-Immersion. Weiter gilt: Ist N orientiert, dann kann die
Immersion f: M — N genau dann zu einer elliptischen Immersion F : H"~! - N"
vom Typ + fortgesetzt werden, wenn ein Schnitt w : M — N existiert, so dass
(f, ) ein ND-Paar vom Typ + ist. (Dies ergibt sich beim Beweis von Satz 4.3.)

Wir interessieren uns hier fiir Homotopieklassen von N D-Paaren des Typs +.
Genauer: Wir betrachten stetige Wege (f;, »,), 0 < t £ 1, so dass (f,, w,) fir jedes ¢
ein ND-Paar vom Typ + ist.

Satz 4.3. M™ sei kompakt, mit oder ohne Rand, N" sei orientiert und mit einem
Zusammenhang ohne Torsion versehen. Es gelte n = m + 2 und es sei eine Immer-
sion f: M — N gegeben. Dann existiert eine natiirliche Bijektion zwischen den
Homotopieklassen von ND-Paaren vom Typ + in der reguldren Homotopieklasse
von f und den Homotopieklassen nirgends verschwindender Schnitte im Normal-
biindel von f.
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Zum Beweis benutzen wir aus technischen Griinden eine Riemannsche Metrik
auf M (die nichts mit dem gegebenen Zusammenhang zu tun haben braucht). Ist
(h, ) ein N D-Paar, dann k&nnen wir @ mit einem Schnitt im Normalbiindel N, = N,
identifizieren, den wir ebenfalls mit w bezeichnen. Die spezielle Wahl der Metrik
und auch der Isomorphie N, & N, (vgl. Bemerkung 2.5) spielt keine Rolle, wenn wir
zu den Homotopieklassen iibergehen. Mit I' f bezeichnen wir den Raum der ND-
Paare vom Typ + in der reguliren Homotopieklasse von f und I'yN, sei der Raum
der nicht verschwindenden Schnitte in N, Wir haben also eine Abbildung & :
1o(lf) - 7ro(roNf)-

a) & ist surjektiv:

Ein Element von I',N, induziert ein eindimensionales Unterbiindel L' von f* T(N)
iiber M. E sei das Biindel der orthogonalen Komplemente von T(M) @ L' in
f* T(N). Die Abbildung

H:xeE, > exps,, (x)eN

ist auf einer geniigend kleinen Umgebung U von M (M identifiziert mit dem Null-
schnitt von E) wohldefiniert und regulir. (exp bezieht sich stets auf den vorgebenen
Zusammenhang auf N und nicht auf die Hilfsmetrik). Nach Satz 3.1 ist H regular
homotop zu einer elliptischen ND-Immersion F :U — N vom Typ +. Die Ein-
schrankung von F auf M zusammen mit der Linearform in (F* T(N))* die T(U) l M
in F* T(N) | M definiert und in der entsprechenden Richtung genommen wird, liefern
das gesuchte Urbild in 7y(If).

b) - ist injektiv:

Wir haben zu zeigen: Es seien (fy, @o) und (fy, @,) zwei ND-Paare vom Typ +,
so dass f, und f, reguldr homotop zu f sind und w,, w, dasselbe Element in 74(I'yN ;)
erzeugen. Dann existiert eine Homotopie von N D-Paaren (f,, ®,) vom Typ + zwi-
schen (fy, @) und (fy, @).

Es sei w ein Vertreter des entsprechenden Elements in 7o(I'oN ). Wir definieren
wieder E als Biindel der orthogonalen Komplemente von T(M) @ Z(w) in f* T(N)
und analog die Biindel E,, E, in f3 T(N) und f§ T(N). Wir haben dann bis auf eine
Homotopie von Vektorbiindelisomorphismen eindeutig bestimmte Isomorphismen
ho : E > Ey, hy : E - E,. Die Abbildung

@ :x€E, > expy o b + [¥)? 0(x)); «=0,1

ist in einer geniigend kleinen Umgebung U von M in E wohldefiniert (M wird wieder
mit dem Nullschnitt identifiziert). Ausserdem zeigt man leicht mit Hilfe von Formel
2(1), dass die zweite Fundamentalform von ¢, auf M positiv definit ist (bezogen auf
die Normalenrichtung von w). Wir kénnen also ohne Beschrankung der Allgemein-
heit ¢, als elliptisch vom Typ + annehmen. Ausserdem wahlen wir U so, dass M
ein Deformationsretrakt von U ist. Wenn wir zeigen konnen, dass ¢, und ¢,
regulir homotop sind, dann sind wir fertig, denn nach Satz 3.1 gibt es dann eine ND-
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Homotopie ¢, zwischen ¢, und ¢, und die Einschréinkung f, = @, | M mit dem ent-
sprechenden Normalenvektor von ¢, liefert die gewiinschte ND-Homotopie von
ND-Paaren des Typs +.

Nach Hirsch-Smale sind ¢, und ¢; genau dann reguldr homotop, wenn dg,
und d¢, in R[TU, TN] durch einen stetigen Weg verbunden werden kénnen. Da M
ein Deformationsretrakt von U ist, geniigt es zu zeigen, dass dg, | M und de, | M
in R[T(U) | M, TN] verbunden werden konnen. Es gilt aber T(U) I M=~TM)®E
wobei d¢, | M dem Vektorraumbiindelmorphismus (df,, h,) : T(M) @ E — TN ent-
spricht. Wir kénnen aber nach Voraussetzung h, mit h, in R[E, T(N)] verbinden
und zwischen f, und f, liefert die regulire Homotopie f, einen Weg.

Beispiel 4.4. Es sei f:S? —» A° eine Immersion in den S5-dimensionalen affinen
Raum. Bekanntlich ist N, trivial und es gibt nur eine regulire Homotopieklasse.
Wir haben also mo(IoN,) ~ [S?; S*] ~ n,(S?) ~ Z. Es gibt also eine Bijektion
zwischen den Klassen von ND-Paaren vom Typ + und den ganzen Zahlen.

Die Surjektivitiat der Abbildung @ aus dem Beweis von Satz 4.1 fiihrt zu einem
hinreichenden Kriterium fiir die Existenz einer N D-Immersion

Folgerung 4.5. Es sei f: M — N eine Immersion mit einer Kodimension = 2.
Wenn im Normalbiindel von f ein nirgends verschwindender Schnitt existiert, dann
ist f reguldr homotop zu einer N D-Immersion.

Analog bekommt man aus der Injektivitat von @ ein hinreichendes Kriterium fiir
die Existenz einer N D-Homotopie.

Im Fall geschlossener Kurven in einer dreidimensionalen affin zusammenhingen-
den Mannigfaltigkeit X gibt es offenbar eine natiirliche Bijektion zwischen den Ho-
motopieklassen von ND-Paaren des Typs + und 7o(Cyp(S*, X)). Daraus erhalten
wir eine leichte Verallgemeinerung eines Satzes von E. A. Feldmann iiber N D-Kurven
in einer Riemannschen Mannigfaltigkeit (E. A. Feldmann [3], vgl. auch [4] § 7):

Folgerung 4.6. Auf der orientierbaren Mannigfaltigkeit X® sei ein symmetri-
scher Zusammenhang gegeben. Die Abbildung, welche jeder geschlossenen Kurve
x:S' — X3 ihre ersten und zweiten Ableitungen t — (dx/dt, V*x/dt?) zuordnet,
induziert eine Bijektion zwischen den N D-Homotopieklassen geschlossener Kurven
und den freien Homotopien geschlossener Wege in der Tangential-Zweibeinmannig-
faltigkeit V,(X) von X.
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