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YexocaoBanknii MaTemaTnieckni aypuaia, 1. 10 (85) 1960, IIpara

SUR LES VARIETES REPRESENTANT UNE GENERALISATION
DES SURFACES REGLEES

MivLosLAV JUzA, Praha

(Recu le 29 septembre 1959)

Dans cet article, ’auteur étudie les variétés a (n + 1) dimensions qui
sont systémes & une parameétre d’espaces linéaires & n dimensions dans
I’espace projectif & (nk 4+ k& — 1) dimensions. Il démontre des théorémes
analogues & ceux valables pour les surfaces réglées. Pour terminer,
I’auteur envisage (pour k = 2) les déformations projectives de telles
variétés. ’

M. E. CecH a appliqué dans son travail [2] de nouvelles méthodes d’étude:
des surfaces réglées dans S;. Il a étudié en détail les surfaces réglées dans S
et leurs déformations projectives dans son travail [6]. Il a ensuite généralisé
ses résultats au cas des surfaces dans des espaces de dimension impaire ([3],.
[6], tome II., § 112, pp. 650—655), en se servant de la notion, due a E. Bom-
P1ANI, de quasiasymptotiques, introduite dans le travail [1]. Dans le résumé
francais au travail [2], il a généralisé quelques résultats au cas des systémes
de oo d’espaces S, dans I’espace S, ,,. M. A. SvEC a étudié, dans ses travaux
[71, [8], des transformations représentant une généralisation des déformations.
projectives, pour le cas des surfaces dans les espaces de dimension impaire.

Le présent travail a pour but de généraliser certains des résultats précités
au cas variétés formé par oo ! d’espaces S, dans des espaces S, ;_; et d’étudier-
des déformations projectives de telles variétés dans des espaces Sy, ;.

1. Supposons que nous ayons, dans un espace projectif & m dimensions, une
variété V, , formée par co! d’espaces projectifs S,(v) & n dimensions. Nous
appellerons les espaces S,(v) espaces générateurs. Une variété V, , pourra.
étre donnée par (n + 1) courbes yy(v), ..., ¥,(v) (telles que pour tout v les points.
Yo(?), ..., Yo(v) soient linéairement indépéndants) comme I’ensemble des.
points « que ’on peut écrire sous forme de x = tiy,(v). *) On a alors S,(v) =

1) On somme toujours par rapport & un indice figurant une fois comme supérieur et une:
fois comme inférieur, de zéro & n. Si la sommation doit se faire dans d’autres limites, nous
écrirons chaque fois le signe de sommation. Dans tout I’article, nous considérons unique-
ment des nombres réels et des fonctions réelles de variables réelles, admettant un nombre:
suffisant de dérivées.
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= [¢o(?), ..., Yn(v)]. Les courbes y,(v) seront appellées courbes directrices
de la variété V,, ,,.
Nous appellerons une variété V., ynix—1 non-dévéloppable si 'on a

(1) [yO’ e y?’l’ y(’)’ te y”"? M y(ok—l)’ M yglk—l)] :': 0 .
Dans ce qui quit, nous n’envisageons que les variétés non-développables
Vignan—1n =1,k = 2.

Ayons donc une telle variété V,, y,.x—; déterminée par les courbes directrices
Yo(V), .., Yn(v) et supposons que nous ayons sur cette variété une courbe x(v) =
= ti(v) y,(v) passant par le point z(v,). Tous les espaces p-osculateurs (1 = p <
= k — 1 de la courbe z(v) au point x(v,) sont situés dans I’espace

(2) Q(x(vy)) = [Yo(vo), + -5 Yn(Vg)s -+ ygc_z)('vo)» s ?/Snk_z)(vo)> ti(”o)ysk_l)(”o)] ,

que nous appellerons espace (k — 1)-osculateur de la variété V, y, x—y au point
Z(v,). L’union des espaces (k — 1)-osculateurs de tous les points d’un espace
générateur est, d’apres (1), ’espace Sy, .,_; entier. '

Si nous avons sur V,, ;,.z_, une courbe z(v), alors son espace (k — 1)-oscula-
teur en chacun de ses points sera situé dans 1’espace correspondant Q(x(v)); si
pour tout v c’est ’espace k-osculateur méme de cette courbe au point z(v) qui
est situé dans Q(x(v)), alors nous dirons de la courbe qu’elle est quasiasympto-

- tique.?) Pour qu’une courbe z(v) = t%(v) y;(v) soit quasiasymptotique, il faut
et il suffit en vertu de (2) que la matrice
T VR /e M T A L S Y U 2T )
soit de rang (n + 1)(k — 1) 4 1, car S
oD = iy D a0 = iy 4 Ry 4
il faut donc et il suffit que tous les déterminants

A= Yoy ooy Yy o Y60 e g, D
R, D, PR GED Y], <L,y
s’annulent. Or -
At = kit 4 i foi 4 titigl 4 tigy |
faﬁ — [?/o: ., ygc_z), gc-l), ygc—l)’ ygk_n’ e Aka‘l?: ggc_l)’ . yslk—l)] ,
07 = [ -+ 52, g0, g L g, L BED, G, L g

%) Dans le cas des variétés V , ,,.,, nous parlerons au lieu de courbes quasiasymptotiques
aussi tout simplement de courbes asymptotiques.

3) Le symbole y,;(*-1) ou d’autres symboles analogues signifient que la ligne correspondan-
te du déterminant fait défaut. 4 en P
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Si nous posons

== Wor oves Y ooer 0605 oo 902, 00, s 900,
1
hib = 7 g2t ,
alors pour j < I nous avons fi! = (—1)/*1-1 | f = — fli et nous voyons que la

courbe x = tiy; est quasiasymptotique si et seulement si les fonctions t* vérifient
le systéme d’équations différentielles

(3) Pt — ) = (— 1) ERdt - twhly <.

2. Dans ce paragraphe, nous allons démontrer que par chaque point de notre
variété il passe une et unme seule courbe quasiasymptotique. Dans ce but, nous
établirons tout d’abord deux lemmes.

_Lemme 1. Si le systéme (3) admet 1, ..., t» pour solution, il admet aussi
ot° ..., ot*, ot o est une fonction arbitraire.

La démonstration de ce lemme se fait par substitution directe.
Avant d’énoncer notre lemme 2 nous établissons les relations que voici:
Si « < B, alors

g:‘ﬂ = (_1)a+l[y0’ A y"’ * (k 2) e yslk_2) (k)’ M y(k) * y(ﬂk)]
si « > f, alors
aﬂ = (—1)“[?10, seey ym ey ?/ L8 Z/ ) ?/(k) ey @%k), sy y(nk)] .

Sil'onadonca < B,y < B, oubien x > B,y > f, on aura g¥ = (—1)=+rg}?,
donc aussi hf¥ = (—1)2+7 k¥#;sil'ona x < B < y, ou bien y < f < «, on aura
g:f = (—1)a+r+1 g7 donc aussi k¥ = (—1)a+r+1 72,

Choisissons maintenant un nombre entier ¢, 0 < q¢ < n, et considérons le
systéme d’équations différentielles:

(k— 2) (k-2)

(4a) T (_])j+q+l{titih::‘l + tih¥} pour j < q,
(4b) tV = (=1)+thd L+ thlY pour 1> q.

Lemme 2. Ayons—(n + 1) fonctions t° 81, ..., t*, ow t? = 1. Les fonctions
10, ..., t~ satisfont au systéme (3) si et seulement si les fonctions t°, ..., t7-1, g2+l |

..., t* vérifient le systéme (4).

Démonstration. I. Il est, évident que le systéme (4) est, sous I’hypothése
de 17 = 1,-conséquence du systéme (3).

II. Supposons que les fonctions ?, ..., fa-1, patl | gn vérifient le systémes
(4) et calculons ¢tV — %', j < 1.
_a) si j =g, ou bien ! = g, les équations correspondantes du systéme (3)
seront évidemment satisfaites. :

\
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b) Soit j < 1 < q. Alors d’aprés (4a) et en vertu des relations auxiliaires
établies ci-dessus, nous avons

Pt — 9 = (— 1) R - ORI 4 (— 1)t itR]T - thE ) =
— (——1)”“1{tlt7tih?’ + (—1)j+q+1t"t"kfl} + (—1)””{(—1)”%"#!"}1,5” +
(=) R = (— 1)+ itihlt - tuihly

et donc les équations correspondantes du systéme (3) sont vérifiées.

¢) D’une maniére analogue, nour trouvons que les équations en question
du systéme (3) sont vérifiées méme dans les cas de ] < g <let ¢ <j<;
la démonstration du lemme 2 sera par la achevée.

Choisissons maintenant un nombre vy; nous allons faire voir que par chaque
point tey,(v,) de Uespace [yy(vy), ..., Yn(v,)] il passe une et une seule courbe quasi-
asymptotique.

Es effet, soit {§ == 0. Nous multiplions les nombres #; par un facteur scalaire
de sorte que nous ayons tj = 1. Il existe alors une et une seule solution t°(v), .

., 1 Y(w), 19t (w), ..., t(v) du systéme (4) vérifiant les conditions initiales
ti(vg) =t 2 =0,...,4 — 1,9 + 1, ..., n. En vertu de nos lemmes, g(v) °(v), ...
.. 0(v) t97Y(v), o(v), o(v) t7(c), ..., o(v) t*(v) seront justement toutes les so-

lutions du systéme (3) qui passent par le point donné. Par chaque point de la
variété V, inn_1 *l passe donc en effet une et une seule courbe quasiasymptotique.

Il s’ensuit du théoréme démontré qu’il est possible de prendre les courbes
quasiasympltotiques pour courbes directrices ¥y, ..., Y.

3. Soit maintenant ¥, ..., ¥, un systéme arbitrairc de courbes directrices
de la variété V, ;... Comme nous supposons (1) satisfait, il faut que I'on
ait

(5) Yo = Za ey

Dans le cas ol les y, sont les courbes quasiasymptotiques, et dans ce cas seule-
ment, nous aurons

k-2
(6) Y = lZgai»,zyi-” + byY .

A présent, nous allons essayer de simplifier les équations (6) encore davantage
en choisissant d’une maniére convenable les facteurs scalaires des points y,.

Supposons que les courbes directrices ¥y, ..., ¥, de la variété ¥, 1, r—, soient
quasiasymptotiques et que nous ayons

T =5 @+ B
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Considérons un autre systéme de courbes directrices ¥; = 0,9, ot les fonctions 0;
vérifient les équations différéntielles

k% 4+ 5, =0,
Qi

b étant une fonction arbitraire. Alors nous trouvons aisément que
k-2 "

. k j 1 -1

) ¥ =2 aiy + by Y.
i

Nous appellerons systéme canontque tout systéme de courbes directrices qui
vérifie (7). Chaque variété V, .,,x—; admet donc un systéme canonique de
courbes directrices.

Pour les courbes directrices canoniques on a g3 = 0 pour 1 = g, g3 = — ¢4*
(ne pas sommer en «, ), donc aussi h¥ = 0 pour i %= g, hjf = — hf“" (ne pas
sommer), de sorte que les équations du systéme (3), dont la solution donne les
courbes quasiasymptotiques, deviennent

tit — i =0 .

Or, ce systéme a pour solution #¢ = const, et en vertu des lemmes 1 et 2, toutes
les autres solutions en dérivent par multiplication par un facteur. Si donc
le systéme des courbes directrices est canonique, la courbe x(v) = ti(v) y,(v)
sera quasiasymptotique si et seulement si les rapports des fonctions ti(v)
restent constants.

Supposons par contre que les courbes directrices de la variété V, i,z
soient telles que le courbe x(v) = t%,(v) soit quasiasymptotique dans le cas
des t¢ constants. Il es évident que les courbes ¥,(v) doivent étre dans ce cas
elles-mémes quasiasymptotiques, de sorte que (6) est nécéssairement vérifié.
Ensuite les courbes y;(v) + y,(v) sont aussi quasiasymptotiques, donc la
MAtTice  (Yos -ee Yoo oo Y5 25 ooy 42, 48D 4 40 4 4 4 doit étre de
rang (n + 1)(k — 1) 4 1. Or, cela signifie que I’on doit avoir

k-2 k-2 k-1 k-1 & &
[yo’ MRS y’ll’ . ) y( ) ey ysl )’ y§ ) + y(l )’ yg ) —l_ yg )
k-1 (k — Nk - k-1
Y$ ),---,yj Do, Ly =0,

d’oll nous obtenons en nous servant de (6)

(k~1)

(bl - bj)[yo, ey ym LXE] y ) ya
ygc_l)’ sy yglc l)? y(lk 1): LR Snk l)] =0.

(k- 2) (Ic 2) (k- 1)

> Y

Il s’en ensuit en vertu de (1) que 'on a b, — b; = 0 pour tout I, j. Donc (7)
a lieu et les courbes directrices sont canoniques.

Le systéme canonique de courbes directrices yo(v), .- -, Yn(v) est donc caractérisé
par le fait que la courbe x(v) = ti(v) y,(v) est quasiasymptotique si et seulement
81 les rapports des fonctions ti(v) restent constants.
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Le systéme canonique de courbes directrices nous définit une homographie
entre les espaces générateurs de la variété V., xn+x—1- Cette homographie associe
au point tiy,(v;) de l'espace [yo(v;), ..., ¥n(v1)] le point téy,(v,) de l'espace
[4o(v3); - - -5 Yn(vs)]. Cette homographie, manifestement indépendante du choix
des courbes directrices canoniques, sera appelée homographie quasiasymptotique.

4. Soit maintenant y,, ..., ¥, un systéme canonique de courbes directrices.
Définissons les courbes ¥y, ..., ¥, par les relations
(®) Y =ody;, det(a) +0.

Nous nous posons la question de savoir comment doivent étre les fonctions
«f pour que les courbes ¥, forment elles-aussi un systéme canonique.

Comme le systéme y,, ..., ¥, est canonique, et que les courbes ¥, doivent
étre quasiasymptotiques, les rapports des coefficients dans chacune des équa-
tions (8) doivent rester constants, donc o) = Aig,, 22 = const. Si nous calculons
par contre y, a partir de (8), nous obtenons

1 1 _
Yo = - 430 oo T = 13Yn
Qo On
ol uf sont les mineurs de la matrice (4%) divisés par det (1), donc des constantes.
Or, les courbes ¥, ..., ¥, doivent étre canoniques et les courbes y, sont quasi-
asymptotiques; il en résulte que les rapports des fonctions g, ..., g, doivent
rester constants. Il faut donc que 'on ait

(9) of = Ho(v), 4 = const .

Tl est évident qu’en multipliant tous les 4] par un facteur convenable (le méme
pour tous) et en divisant p(v) par le méme facteurs nous pouvons obtenir

(10) det (M) = 1.

Par contre, il est clair que tous les systémes de courbes directrices que ’on
peut obtenir & partir d’un systéme canonique fixe & ’aide de (8) avec (9) et
(10) vérifiés, seront canoniques.

Chaque tel changement de systéme canonique peut étre décomposé en deux
changements élémentaires:

(11) Y, = My;, 2 =const, det(4)=41;
(12) Yi=0Y:» 0 F0.

Si nous effectuons le changement (12), nous aurons

Wos o os Yns o G5, oy YD) = R4 [y, ooy Uiy oo 950, oo, gD
Par un choix convenable de la fonction ¢ nous pouvons donc obtenir un
systéme canonique de courbes directrices ¥y, ..., ¥,, pour lequel
(13) [or oo Yrr oo 80, e gl 0] = £ 1.



Un tel systéme canonique de courbes directrices sera dit normalisé. La normali-
sation des courbes directrices dépend du systéme de coordonnées dans Sy,,x_1,
néanmoins il n’y aura pas d’inconvénient.

Si Yo, ..., ¥ est un systéme normalisé de courbes directrices, nous obtenons
en différentiant (13)

(’c 2) (k)

[Wos - -» Yy, Ly L+
+ Wo, -- ,yi." 2,y 1’,- Ly Y1 =0,

donc en vertu de (7)

4+ D bYgeenr Yy -0 95D, oy V=0,

de sorte que b = 0.

Dans le cas d’un systéme normalisé de courbes directrices, les équations (7)
deviennent

(14) M = Z al .

De lautre coté, il est clair que si nous avons un systéme de fonctions af,,,
0=7=n0=1=n, 0=1=Fk— 2, et que ¥y, ..., y, soient des solutions
du systéme (14) qui vérifient la relation (13) pour une certaine valeur initiale
alors ce seront aussi des courbes directrices normalisées d’une certaine variété
V. kn+x—1- Nous trouvons aisément aussi que les fonctions a} ;, des équations (14)
ne dépendent pas du choix du systéme de coordonnées dans Sy, 51

5. Soit ¥y, ..., ¥, un systéme normalisé de courbes directrices et soient ¥, ...,
-.., Y, les courbes définies par la relation (11). Alors on a aussi

(15) y(?) = AJJ(p) b p == 1’ 2’ e

de sorte que

[Wor oor Uy o 0r U5 ooy Y1) = (det () ¥[Ygs vy Yns ooor Y805 ooy V] =
= £ Yo -0 Yo - 067w

Donc, ¥, ..., Y, est aussi un systéme normalisé de courbes directrices. Nous
trouvons aisément que nous pouvons passer & 1’aide de la relation (11) & n’im-
porte quel systéme normalisé.

Supposons que (14) soit vérifié par les courbes y, et que les courbes ¥, satis-
fassent d’une maniére analogue &

(16) (k) = Z a; ly(l) .

Nous allons trouver la relation qui existe entre les fonctions aﬁ’, et dﬁ’,.

Dans ce but, choisissons des nombres A} de telle maniére que nous ayons

(17) Aay = ot
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de sorte qu’en vertu de (11) et (15) nous aurons y = Ay®, p =0, 1, 2, .
il en résultera

.

k-2 -2
—(k k l
gy = My = 22w = Z’&i‘aﬁ,z/lisy‘,”,
=0 =0
d’ol1 en comparant avec (16) nous trouverons
(18) =AM, .

6. Soit yo(v), ..., ¥,(v) un systéme normalisé de courbes directrices. Effectuons
un changement de paramétre v = »(v), (nous ne considérons que de tels change-

dv
ments pour lesquels — T > 0, notre variété sera donc orientée.) Les courbes

Yo(v(0)), - .., Yn(v(v)) continuent a étre canoniques, mais, en général, elles ne
seront plus normalisées. Procédons cependant & la transformation

— do|~3¢-D _
(19) il®) = (a-;) T pew).

Les courbes ¥,(v) sont de nouveau canoniques et, de plus, nous avons

dry, _ dry, (do)=3Eone diy,
&r — dw (da + 2, g

j<p
done
B _ dr-1z a1y, dr-1y dr-1y,
[yo, T d{;k—ylo - d@’“—l] = [yo, ooy Yny ones dv’”’—lo =l
(_1—73 (n+1){—Le(k—1)+1+2+..+(k—1)} B dk—lyo dk—lyn
\&G =Ygy eoes Yns ++ 0> g e aE RTINS e

donc les courbes y,(v) sont aussi normalisées.

11 est aisé de voir que si nous avons sur V, ;,x—; deux systémes normalisés
de courbes directrices aux parameétres de méme orientation, nous pouvons
toujours passer de I'un & l'autre en effectuant d’abord un changement de
paramétre moyennant (19) et ensuite une transformation (11).

Supposons maintenant que nous ayons sur V, ;,.._; un systéme normalisé
de courbes directrices ¥o(v), ..., ¥,(v) et qu’il vérifie (14). Passons & laide de
(19) au paramétre v et au systéme normalisé de courbes directrices ¥o(v), ...,

. Yn(v) vérifiant (16). Nous allons trouver la relation qui existe entre les
fonctions aj ,_, et @] 5 _s.

Dans ce but, nous remarquons d’abord que

dry,  dvy, dv) Z dry, '

20 - =

( ) dﬁv d,Up ( + Xy d— 0, 1, 2, ceey
dry,  dvy; (d?’)-y 2: dry;

21 = = —_ =

( ) d’l)" d@y d’l) + ﬂv,‘u dz_)l‘/ , VY 0, ]., 2, ooy

=l
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ol &y, s By, u Teprésentent des fonctions qui ne nous intéressent pas spécialement
et dont nous ne signalons que la propriété d’étre indépendant d’s.

En vertu de (19) nous avons ensuite

dkyz _ dkyz (%)~% % S d'uyz
(22) dvr  dvk +Zﬁ “ dow’
n=
11 v-1
dy;  dy; dv k-3 dry; .
(23) dv” - d’l)” +2V’ﬂ d’l_)/" v=20,1,2,...,

ot les fonctions @,, ¥, ne dépendent pas non plus d’.

En substituant (20) dans (22) et & I’aide de (14) nous obtenons

diy, _ diy, (do)¥E O dey
o~ d ("‘) +Z Ve qor =

ey do|¥*+d dr-2 < de
= Vk—lﬁ?c‘_'yT + {((1_1—,) g2 + Vi—e %} d ky; ‘l‘ZZ( ) d,jl;

p=0j=0

(ne pas sommer en £ — 1, k — 2), oit les fonctions y, ne dépendent pas d’i et
(.) désigne les coefficients qui ne nous intéressent pas.

A partir de 13 nous obtenons en vertu de (21) et (23)

1/, 5

dry, dr—y, do\-zF+% : de a4y,
a5 +Zz( 2

=0]
k-3 n
dx1y, dv d/‘y
'—psdvk1_+{(d_5) k2+“§]} —k2+zz( dv/t”
pn=0j=0

ol les fonctions p;, Py Ps, r ne dépendent pas d’i. Comme le systeme de
courbes directrices ¥o(?), ..., ¥,(v) est normalisé, il faut y avoir p; = 0, d’olt par
comparaison avec (16) on voit que pour la transformation (19) la relation

(24) t1ca0) = () ysto@) + @

a lieu 7(v) étant une fonction déterminée par la transformation en question,
et qui ne nous intéresse pas spécialement.

7. A présent, nous allons étudier certaines expressions qui caractériseront
plus tard notre variété.

Posons

. 1 .
= qa
(25) ] = P s -
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En effectuant la transformation (11) nous obtenons d’apres (18) et (17):

.1 _ 1 .

nr1 Aig_o- nE1 Agr-2 =17,
donc la fonction j reste invariante lors des transformations (11). Si nous
effectuons (19), nous obtenons d’aprés (24):

= 1 1 (do)® 1 o (Ao}
= i o= ) ai, i = = .
= e T (d&) Tir-2 7T ro; (di_;) 1T
Donc, lors de la transformation (19) j change suivant la formule
: = dv\?
26 ) = = ]
(26) J (dv) i+
ou r est la méme fonction que dans (24).

Posons ensuite
(27) ol = dalp_ o — O} .
En effectuant (11) nous obtenons d’apres (18) et (17):
¢l =aly_o — joi = 25N}

apres (19) nous obtenons d’apres (24) et (26):

I
[=9
Sl
~———
S
~
-

. — i dU 2 . ‘o
0} = s — O} = (a?—)) (@ _y — 70))
Done, pour la transformation (11) nous avons
(28) C) = AyelA}
tandis que pour la transformation (19)
_ dv\® |

Remarquons encore que nous avons
(30) ;=0.

Si nous avons maintenant des functions j, ci, af,,, 0=t=n 0=j<n,
0=1=<1k — 3, telles que (30) a liew, nous pouvons déterminer, @ Uaide de (27),
les fonctions ai,_, d’une maniére univoque. Les équations (14) définissent alors

une variétéV, i, .—, pour laquelle y,, ..., y, sont des courbes directrices normalisées.
Celte variété est déterminée univoquement a des homographies prés.

8. Svit maintenant y,, ..., ¥, un systéme canonique de courbes directrices
(pas nécessairement normalisé). Chaque point analytique « e [y(v), ..., ¥,(v)]
peut étre exprimé, et d’une seule fagon, sous la forme x = t?%y,(v). Nous pouvons
donc considérer t°, ....1" comme coordonnées homogeénes du point z dans
Pespace [¢o(®), - -, ¥n(v)]. Si ¥y, ..., ¥, est un autre systéme canonique de courbes
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directrices, nous avons d’une maniére analogue z = t'y,(v). En passant de
{y:} & {;I/Z} moyennant (11) nous obtenons

(31) t= M, 1= At
En passant de {7,} & {¢;} moyennant (12) nous aurons
X - = 1 .
(32) to=ott, ti=—t.
0
Soit maintenant ¥, ..., ¥, un systéme normalisé de courbes directrices

et soit H(v) une homographie analytique?) de I’espace [y,(v), ..., ¥#.(v)] telle
que H(v) (ty,(v)) = iy,(v) avec

(33) 7t = ci(v) tI .

En vertu de (30) la somme des valeurs propres de ’homographie H(v) est égale
a zéro.

Si nous effectuons la transformation (11), ’homographie correspondante
sera donné par les relations 7/ = cjt’. En vertu de (28), (31) et (17) nous
obtenons

T = Gjti = (cftr) A} = Ajr”,
d’olt en comparant avec (31) nous voyons que ’homographie H(v) ne change
pas lors de la transformation (11).

Les formules (19), (29) et (32) font voir ensuite que lors d’'un changement
de parameétre ’homographie H subit au plus une multiplieation‘par un facteur
scalaire, done, du point de vue géométrique, elle ne change pas non plus.

Soit ensuite H,(v), I = 0,1, ...,k — 3, une homographie analytique de
Tespace [4y(v), ..., Yn(v)] telle que H,(v)(ty,;(v)) = 7iy,(v) avec
(34) 7 = a;:,lt" .

A partir des formules (18) et (31) nous déduisons facilement que méme I’homo-
graphie H, ne change pas non plus lors de la transformation (11). Bien entendu,
en général, en changeant le parameétre nous ferons changer H, aussi.

Remarquons encore que nous pouvons, & l'aide des homographies quasi-
~ asymptotiques, transporter toutes les homographies H(v), H,(v) dans un espace
générateur fixe. Toute variété non-développable V., 1,1 @ paramétre donné
détermine donc la fonction j et les systémes monoparamétriques d’homographies
analytiques H(v), Hy(v), ..., Hy_3(v) de Uespace projectif & n'dimensions, la somme
des valeurs propres des homographies H(v) étant toujours égale & zero. Par contre,
ces homographies et la fonction j déterminent univoquement & des homographies
pres la variéte V., ppip—1-

9. Soit de nouveau ¥, ..., ¥, un systéme normalisé de courbes directrices sur
Vmisr—1, SOit ensuite x, = t%;(v,) un point et x(v) = tiy,(v), t* = const, une

4) C’est-a-dire une application linéaire des points analytiques d’un espace projectif.
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courbe quasiasymptotique passant par le point z,. Soit enfin Q(z,) 'espace
(k — 1)-osculateur de la variété V, .,.._; au point z, Nous appellerons le
point z, flecnodal si I'espace (k + 1)-osculateur de la courbe x(v) au point x,
est situé dans Q(z,).

Pourque le point z, soit flecnodal, il faut et il suffit que la matrice (¥,(vy), ...

cor Yn()s s YE TR, oy YD), @A (wy), 2EH1(vg)) soit de rang (k — 1) .

(n+ 1) + ] ce qui a lieu d’apres (1) si et seulement si le systéme d’équations
q P y

[%o(vo)s - J&k Do), @ 1(vg), @ (v), Y§TD(we)s <oy TS TI(w0), STO0), -
y$=D(w, )] =0,j == p, est vérifié.
Comme en vertu de (14) nous avons
k-1 — tzy(k 1) , k= tiy (7~> — Z tta y(l) ,
n k 2
p(k+1) — tza Py Jgk 1) + Z Z (l) ,
i=01=
ce systéme prend la forme (pour la définition de f/» voir paragraphe 1):
tjtiazk_z(”o) f7(ve) — tf’tiaf’k_z(vo) fi7(vy) = 0,
d’olt en divisant par f7?(v,) nous obtenons le systéeme
tjtia?,k_z(vo) - tptiag,k_z(vo) =0.
Comme d’apres (27)
titial, 5 — trtial ,_, = titic? — totic),
nous trouvons que le point z, est flecnodal si et seulement si le systéme d’équa-
tions
titicy (vy) — tPtici(vy) = 0
est vérifié. Or, cela signifie que la matrice

e, ..., tr]
ct, oo City |

11’

est de rang 1. Il s’en ensuit en vertu de (33) que les points flecnodaux dans Uespace
générateur [Yo(v), ..., Y,(v)] sont les points doubles de U’homographie H(v) et
ceux-la seulement.

10. Ecrivons 4 = det (c}). Si nous passons moyennant la transformation
(11) & un autre systéme normalisé de courbes directrices, la formule (28)
montre que 4 ne change pas. Donc pour un paramétre donné A reste invariant.
Si nous changeons de paramétre suivant la relation v = v(v), la formule (29)
montre que ’on a dans ce cas

o dv 2n+2
. - [
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Si nous nous bornons au cas ot 4 == 0 et que nous posions
1

(36) o= [ A7 dy,
alors pour le paramétre v nous aurons |4| = 1. Si nous exigeons en méme temps
., d e vz 7T N g 1
que l'on ait ag > 0, 'égalité |4| = 1 pourra étre vérifiée d’'une seule fagon.
v

Le paramétre v satisfaisant a cette condition-la sera appelé arc projectif.

Si nous choisissons Uarc projectif comme paramétre, les homographies H,, ...

., H,_, seront déterminées, Uorientation du paramétre étant donnée, univoque-
ment par la vartété V, i,y Par contre, si nous avons une fonction j(v) et des
systémes monoparamétriques d’homographies analytiques H(v), H(v), ..., H;_3(v),
la. somme des valeurs propres de Uhomographie H(v) étant toujours égale & zéro
et son déterminant étant égal & +1, alors cela détermine une et une seule variété
non-développable V, jnir—y, v 6tant Uarc projectif correspondant. Les homo-

graphies H, H,, ..., H,_; seront dites homographies déterminantes de la variété
14

n,kn+k—1+
11. A présent, nous allons étudier les déformations projectives des variétés
envisagées, en nous bornant au cas des variétés V,, 5,;.

Ayons donc deux variétés non-développables V, 5,1, Vo aniy de cette espéce.

Soient y,(v), ..., ¥.(v) les courbes directrices de la variété V,, ,,.,, soient go(v), ...
+os Yu(v) celles de V,, 5,.,. Supposons que nous ayons alors

(37) Yy = aiy;

(38) vl — aly,

de fagon que les deux systémes de courbes directrices soient normalisés et que
les courbes y,(v), ¥,(v) elles mémes soient asymptotiques. La variété V,,s,., est
déterminée par l'invariant j(v) et par un seul systéme monoparamétrique
d’homographies déterminantes H(v); d’'une maniere analogue, la variété I_/'ﬂ,gnﬂ
sera déterminée par j(v) et H(v).

Soit ¢ la correpondance entre V,, 5,4, et V.2n:1 Pour laquelle les lignes asymp-
totiques et les espaces générateurs se correspondent mutuellement et les espaces
générateurs correspondants sont en homographie. Pour un choix convenable
des courbes directrices normalisées et des parameétres sur les deux variétés
nous aurons @(t,(v)) = t%i(v). Supposons en méme temps que v soit I’arc
projectif sur V, ,,., de fagon que les fonctions ¢} définies par (27)5) vérifient
det (c}) = 4 1. Nous allons chercher les conditions sous lesquelles ¢ est une
déformation projective spéciale de second ordre®) c’est-d-dire qu’il existe des
homographies K(v) de I'espace S,,,, telles que les variétés ¢V, ane1 = Vyonits
K(v) V, 2,41 alent un contact analytique de second ordre en tout point ¢(x )
= K(v)(@) € [yo(v), ..., Ya(v)].

5) ol nous avons, bien entendu, q,/ au lieu de a/;
k-2
) Voir [4], p. 83.
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Si K(v) est une telle homographie, il faut que ’on ait pour un choix conven-
able de son facteur scalaire (les valeurs de toutes ces fonctions étant prises
au point v):

(39a) Ky, =y,,
(39b) Ky; =y + 09,
(39¢) Kyi = yi + 20: + 0.9: ,

car les courbes ¥, et K(v) y; doivent avoir au point ¥,(v) un contact analytique
de second ordre.

En combinant (37) et (38) avec (39¢) nous obtenons

aﬁKy,- = aly; + 209; + 09
et, d’apres (39a), ‘

a’zyj = ai‘gj + 2@1?/: + 0.y,
c’est-a-dire .

(@; —a} + 80 Y; + 29:’37; =0.

Comme [Yg, -.., Yu> Yo, ---» Y] == 0, il en résulte
(40) 0, =0, i=0,...n,
(41) al — al = dlo, .

Si nous posons ensuite ¥ =y, + ... + ¥, T =Y, + ... + ¥,, les courbes
K(v) z et  devront avoir de nouveau un contact analytique de second ordre
au point z(v) de fagon que (eu égard & (39a), (39b) et (40)), on doit avoir

Kx =2z, Kx' =2, Kx" =2" + ox .
Il s’en ensuit d’apres (37), (38) et (39):
@+ ... +an)y; =@+ ... + a0 + o+ ... + ),
de sorte que
a)+ ... +d=ad+.. .+ +o, j=0...,n.
Comme nous avons d’aprés (41) ¢ = a} pour ¢ = j, nous en déduisons
aj — @i = ¢ (ne pas sommer en 7) ,

donc en (41) nous avons ¢, = ... = g, = ¢. Pour que la transformation ¢
et ’homographie K(v) aient le long de 'espace [yy(v), ..., y,(v)] un contact
de second ordre, il faut que l'on ait (40) et ‘

D’aprés (25) nous avons
: 1 . 1 _ -
- P (@ 1)) =7
== e @ D) =T +o.
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Donc

(43) o=7j—]

et les équations (39) deviennent

(442) Ky, =y,

(44b) Ky =y,

(44c) Ky; =9 +G—1Y:-

D’apres (27), (42) et (43) nous avons ensuite
¢ — ¢l = (] —jol) — @ — jol) = (al — @) + (G — ) &l =dlo — dlo=0.
11 faut donc y avoir
(45) d=c.
Cela signifie que det (¢}) = det (c}) = 4- 1, donc v est Varc projectif méme sur
Vn,2n+1‘ . _
A}_fons par contre une correspondance ¢ entre V, o541€t V, 0041, 801t @(t%y,(v)) =
= t'y;(v), et supposons que (45) soit valable et que v soit I’arc projectif sur
I'une (et donc en vertu de (45) aussi sur 'autre) variété. Définissons les homo-
graphies K(v) & l'aide de (44a), (44b). Nous allons montrer que ¢ est une dé-
formation projective spéciale de second ordre, et qui a le long de I'espace
[Yo(v), ..., ¥,(v)] Thomographie osculatrice K(v).

Pour le démontrer considérons la courbe

x(7) = t4(7) y(v(7)) , (7o) = Vo,
associée par la correspondance ¢ & la courbe
(1) = t'(7) Yu(v(7)) -
D’apres (37) et (27) nous avons
@ ="y, + (2017 4 0"t y; 4 0"y =
= ti"y; + (01 + "t y; + Vel + §01) Y,
et d’une maniére analogue d’apres (38).et (45)
B = 15y, + (2067 0"t g+ v'i(el + jo1) Y, .
Maintenant, d’aprés (44a) et (44b) nous obtenons (les vgleurs des fonctions
étant prises au point v,):
K" = ti"y, + (20t 4+ 0"t y; + v'2i(c) + jol)y; =" + v — )z .
Les courbes z, K(v,)  ont donc au point z(t,) € [#o(%); - - -» ¥n(vo)] un contact
analytique de second ordre et K(v,) est donc I’homographie osculatrice de la

correspondance ¢ au point (7).

Pour que la correspondance ¢ entre deux variétés mon-développables V., ..,

et Vyons1 qQut met en homographie les espaces générateurs et conserve les courbes
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asymptotiques sott une déformation projective spéciale de second ordre, il faut et
il suffit qu’elle associe Uarc projectif &’ Uarc projectif et qu’elle conserve le systéme
d’homographies déterminantes H(v).
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Peswome

MHOTOOBPA3UA, ABJAIMUECH OBOBIMEHNEM JIMHENYATHIX
INOBEPXHOCTEM

MMJIOCJIAB I03A (Miloslav Juza), IIpara

ITycts B mpoeKkTHBHOM HpOCTpaHCTBe pasmepHoctd kn 4 k£ — 1 mano n xpu-
BHX ¥,(v), ..., y,(v), npuaem umeer mecro coornomenne (1). Torma wmuo-
JKeCTBO TOYEK &, KOTOpHIE MOMKHO 3aImmcarh B Bujge & = tiy,(v), Gyaem HasH-
BaTb Hepaseepmulearouumcs MmHo2006pasuem V,  n.p—q. Hpueee y(v) Gymem
HAa3bIBATh HANPABALIOWUMU KPUsiMu, mupocrpanctBa [y,(v), ..., y,(v)] mpu
(QUKCHPOBAHHOM ¥ — 006DA3YIOUWUMUE NPOCPAHCIMEAMU.

Bospmem Taxoro pona muoroobpasue V, ;,.:_. Ero (k — 1) — compukacaio-
IAMCA MPOCTPAHCTBOM B TOYKe £%,(v,) MBI HassiBaeM mpocrpancTBo (2). Hpu-
By x(v) = t{(v) y,(v) BHa V, 4., HA30BeM KEA3UACUMNIMOMUMECKOU, eCIH
B KaKJOH TouKe x(v,) ee k-compmkacaiolieecd NpOCTpPaHCTBO JekuT B (kK — 1)-
-CONPWKACAIOMMMCA TIPOCTPaHCTBe MHOr006pasua V, .,.. ; B TOH ke TOUKe
x(v,). Yepes KamAyI0 TOYKY MHOr006pasns NPOXOANT B TOYHOCTH OHA KBa3na-
CHMOTOTHYeCKaA KpHUBas.
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HanpsBnsomune Kpusble MOMKHO mogoOpaTh Ha V, ;,.;_; TaK, 9TO HMEIOT
Mecto coorHomenus (13) u (14). Takoe cemelicTBO HANpPaBIAIONMX KPUBLIX
MBI Ha30BeM HOPMUPOSaHIbIM. 303bMEM HODMEPOBAHHOE ceMelicTBO HelPaBJIfAIo-
mMuX KPUBHIX M ompenenny $ynkmmio j(v) Gopmymoii (52) n uncma ¢ gopmy-
aoit (27). Torpa det (c}) me saBment oT BHGOpa HOPMHpPOBAHHOTrO CemMeiicTBa
HANPaBJIAIONAX KPUBBIX HA V, pir y, HO H3MEHSETCA NPH HM3MEHEHWHH 1a-
pamerpa v. B ofmem ciyuae MOKHO BBeCTH TaKoil mapamerp v, IpH KOTOPOM
det (cf) = 4+ 1. dror mapamMeTp MBI HA30BEM NPOCKMUSHOL Oyeoil.

ITycrs Bemmomusiercs (14), (27) m nycTh mapaMeTpoM ABJISIETCH MPOCKTUBHASA
nyra. IIycrs H(v) — apudmernyeckass KoimmHeanus: upocrpauctsa [¥o(v), ...,
Y.(v)], ®otopas Touke tiy,(v) cTaBHT B cOOTBeTCTBHE TOUKY Ci(v) t7y,(v),

u uyers H,(v), e = 0,1, ..., k — 3 — apudMernyeckas KOJIMHEAIMA ITOrO
NPOCTPAHCTBA, KOTOpAs TOYKe £4y,(v) CTABUT B COOTBETCTBUE TOUKY a?ie(v) tiy,(v).
Toeda koaauneayuu H(v), Hy(v), ..., H,_4(v), @ makoce gynryus j(v), onpedease-

mas popmyaoii (25), me 3agucam om 66l60pa HOPMUPOBAHHO20 CeMElCMEa Ha-
NPasIOWuUT KpusuT u, Hao6opom, smu kossureayuu u Pynkyus j onpedeasiom
€ mounocmu 00no mroz006pasue Vo op ;.

Camoconpsmcennsimu moukamu koasuneayuu H(v) seaaomes kak pas me
mouku npocmpancmea [Yo(v), ..., Yn(v)], 6 Komopwx (k — 1)-conpuracarwweecs
npocmpancmeo mro2o00pasust Vi, i,y codepocum He moavko k-conpuracaio-
weecs npocmpancmeo, Ho Oance (k 4 1)-conpukacaioweecs npocmparncmso
K6A3UACUMNIMOMUNECKOU KPUBOU, NpOXodsweil 4epe3 amy MOUKY.

IlycTh MBI WMeeM JBa Hepa3BepTHIBAIOMMXCA MHOT000PA3HA ¥y oni1, Vigni
W COOTBETCTBME @ MEKIY HUMH, IIPH KOTOPOM KBa3MACHMITOTHYECKHUM JIMHUAM
‘OTBEUAIOT KBAa3MACHMITOTHYECKUE JIMHUM, 00pasyiollMM HPOCTPAHCTBAM —
ofpasyiomme IpocTPaHCTBA M COOTBETCTBYIOUIME JAPYr JApYry obpasyiomime
npocTpancTBa ortobpakaloTcs ApYr Ha Apyra Komnmueapuo. CoorBercrBme ¢
Mbl HA30BEM CREYUAALHLIM NPOCKMUGHBIM U32UOAKUEM 6MOP020 NOPAOKA, eCJIn
cymectBylor Koynneanuu K(v) npocrpauncrsa S,, ., TaKkie, YTO MHOT000pa3ns
OV rons1 = Vinonit, K(©) Vyoney MMEIOT QHAIMTAYECKOS KACAHME BTOPOrO MOp-
AJKa B KOKI0H TOYKe

p(@) = K(v) x e [4°0), ..., yu(0)] .

‘OxassiBaeTcs, 4To coomsemcmeue @ 6ydem cneyuaibHulM NPOCKMUBHBIM U32U-
banuem 6mopo2o NOpAdk@, ecaAu U MOALKO eCAll NPU HeM NPoekmugHol Oyeze
coomeemcmeyem npoexmushas Oyea u apugmemuneckue koasuneayuu H(v) na
coomeememeyiowur dpye 0pyey 06pasyoWuxr npocmpancmeaxr 00UHAKOBuL.
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