Czechoslovak Mathematical Journal

Eduard Cech
Compléments au mémoire: Déformation projective des congruences W

Czechoslovak Mathematical Journal, Vol. 9 (1959), No. 2, 289-296

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/100352

Terms of use:

© Institute of Mathematics AS CR, 1959

Institute of Mathematics of the Czech Academy of Sciences provides access to digitized documents
strictly for personal use. Each copy of any part of this document must contain these Terms of use.

This document has been digitized, optimized for electronic delivery and
stamped with digital signature within the project DML-CZ: The Czech Digital
Mathematics Library http://dml.cz



http://dml.cz/dmlcz/100352
http://dml.cz
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COMPLEMENTS AU MEMOIRE: DEFORMATION PROJECTIVE
DES CONGRUENCES W

EDUARD CECH, Praha
(Recu le 25 septembre 1958)

On constate que les congruences W & dualisation asymptotique
sont identiques aux congruences & nappes focales réglées. On déter-
mine toutes les congruences R & nappes focales réglées qui possédent
des déformées projectives & nappes focales non réglées.

1. Au Mémoire Déformation projective des des congruences W [ce Journal,
t. 6 (81), 1956, p. 401—414] j’ai considéré une congruence W arbitraire, y dé-
signée par L, engendrée par la droite [4,4,], faisant usage du repére ponctuel
mobile

A, A4, A, A, (1.1)
tel que
d4, = 0,4, + w4, + 0,454,
dd, = — 0,4, + wspd, + w,4,, (1.2)
d4; = w34, 4 054, + 054y — 04y, '
dd, = wud; + wd, + 045 + 044,
ou
Wyy + Wgq = Wy + w33 = 0, - (1.3)
W13 — Wgg = 201 + 250y, W13 — Wyy = ty0; + L0y, (1.4)
W3y = (2p — ) 01 + (21 — t) Wy, wa = — (2y + &) 0y — (21 + 1) @,
[don] = — 25[w0,], [dw,] = 2zi[@0,] , (1.5)

[w3107] — [040,] — 2[wyw,] = 0, [d2; + @g0,] + [d2y + wgpw,] = 0, (1.6)
[dfyw] + [digms] + (2 — 2ofy)[@y05] = 0,

[dise,] + [dEym,] + 3(zify — 2ofy)[0y0,] = 0,

[dz, — @aew;] + [d2y — wy,] + (22 — 225 + 1] — 3)[w,w,] = 0. (1.8)

Rappelons que les équations w; = 0, w, = 0 donnent les développables de
la congruence L et que les points A,, 4, décrivent les deux nappes focales
(4,), (A;) dont les asymptotiques sont données par les équations

(1.7)

0w, — w0, =0, w; +w,=0. (1.9)
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Soit
B\, B, B, E,
le repére corrélatif & (1.1), de sorte que K, est le plan tangent & (4,) et £ celui
a (4,) et que
dB, + onuly, — 0B, + 0y By + 0yl =0,
Al + 0By + 0ply + 0By 4 w,B, =0,
dEy + o By + w3l + 0,y = 0,
dE, + 0By — 0By + 0y lly, = 0.
Il s’ensuit que
[4,d4, 04,] = — [w0,] By, |E,dE0E,] = — [0w,] 4y,
[4,dA4,04,] = — [ow,] By, [B; dE30E,] = — [w0,] 4,

ce qui dit que les facteurs scalaires du point 4; et du plan tangent E, sont
associés mutuellement de maniére usuelle relativement & la surface (4,) et
que le méme a lieu pour les facteurs scalaires de 4, et de K, relativement
a (4,). Il en résulte que les éléments linéaires projectifs de Fubini des deux
nappes focales sont, (4, £ ) étant le produit scalaire du point 4 et du plan #,

(d*4,, dE,) — (d4,, d*E,) (d*4,, dE,;) — (dd,, d*Fy)

2(d4,, dE,) ’ 2(dd,, dB;)
ou bien [ayant égard & (1.3)]
(w39 f_was)(wf ’Uz) + 2050,0, (044 — 7(‘{117)7(‘9% +‘U§) + 20400,

C2ef el 20— o))

’

ou encore, vu les équations (1.4),

(21 420 — 1 — t)(@1 + @,)° + (21 — 2o — 1y + by)(0; — ,)°

o o) (1.10)
pour la surface (4,) et
B G2 B W ) e 8l G2 S e e Sl 4 ) St I B
4o — 0f) '

pour la surface (4,).

2. L* étant la dualisation de la congruence L (toujours supposée W), nous
savons que lidentité, considérée comme une correspondance L — L* est
une déformation projective. Dans le cas particulier ¢, = ¢, = 0 la congruence
L appartient & un complexe linéaire fixe £ et la déformation projective
L — L* se réduit & la polarité par rapport & 2; a ’exception de ce cas, la dé-
formation L — L* n’est pas triviale. On voit donec qu'une congruence W qui
n’appartient pas a un complexe linéaire est toujours projectivement déformable.
Je ne sais pas si ’on peut supprimer les mots en italique. Rappelons d’ailleurs
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que, pour une congruence L jouissant de la propriété d’appartenir & un com-
plexe linéaire, une déformation projective telle que la déformée jouisse de la
méme propriété ne peut exister que si L est une congruence R et dans ce cas
il y a toujours co! de telles déformations (ce sont les déformations projectives
singuliéres au sens de E. Cartan).

Au Mémoire cité nous avons vu que I’équation
lwy + tawg = 0, (2.1)

si on exclut le cas t; = t, = 0, définit la décomposition canonique de L [au sens
défini dans mon Mémoire Transformations développables des congruences des
droites, ce Journal, t. 6 (81), 1956, p. 160—286] relative a la déformation pro-
jective L — L* et nous avons considéré le cas particulier des congruences
W a dualisation asymptotique de premiere et seconde sorte pour lesquelles
I’équation (2.1) coincide avec la premiére ou la seconde des équations (1.9) qui
définissent les asymptotiques des surfaces focales. Les congruences W & duali-
sation asymptotique sont donc caractérisées par

ti—t;=0 (tty + 0)

et 'on a t; +t, = 0 pour la premiere sorte, {; — ¢, = 0 pour la seconde. Le
résultat principal du Mémoire cité était que chaque congruence W a dualisation
asymptotique admet des déformées projectives qui dépendent d’une fonetion
arbitraire d’un argument, toutes ces déformées étant a dualisation asymptoti-
que de la méme sorte; en outre, parmi les déformées projectives d’une telle
congruence, il en est toujours une qui appartient & un complexe linéaire. Or
nous avons trouvé que chaque congruence W a dualisation asymptotique
vérifie la condition

2, + 2z, = 0 pour la premiere sorte,
2, — 2, = 0 pour la seconde.

Jeci étant, I'inspection des formules (1.10) et (1.11) montre que les deux
nappes focales de 'chague congruence W & dualisation asymplotique sont
surfaces réglées, les génératrices rectilignes étant données par w; — w, = 0 pour
la premiére sorte et par w, -+ w, = 0 pour la seconde. 11 est tout aussi immédiat
que, réciproquement, si les dewx nappes focales d’une congruence W sont des
surfaces réglées dont les génératrices rectilignes sont p. ex. w, — w, = 0, alors
la congruence envisagée est a dualisation asymptotiqgue de prémiére sorte ou bien
c’est une congruence appartenant a un complexe linéaire qui est déformée pro-
jective d’une congruence W a dualisation asymptotique de premiére sorte.

3. Ala fin du Mémoire cité nous avons examiné la famille @ des congruences
W satisfaisant & la condition

2y =2, =0.



Toutes les congruences de la famille @ sont des déformées projectives 1'une
de ’autre, et chaque déformée projective d'une congruence de @ appartient
4 @. Or les formules (1.10) et (1.11) montrent que @ est identique & la famille
des congruences qui réalisent I’applicabilité projective des deux nappes focales,
famille envisagée par moi-méme dans la seconde des deux Notes intitulées
Sur les correspondances asymptotiques entre deux surfaces [Rend. Lincei 1928]
et, indépendamment, un peu plus tard aussi par S. FiNikoFr [v. C. II. Ouunkos,
Teopus rkomepysnyuii, 1950, chap. 11]. C’est un peu drdle que c’est seulement
30 années apres la naissance de cette famille de congruences qu’on constate
que c’est précisément la famille compléte des déformées projectives de la con-
gruence formée par les tangentes & une quadrique réguliére qui appartiennent
a un complexe linéaire arbitrairement donné.

4. Nous allons particulariser les formules du Ne 1 pour le cas ol la congruence
envisagée est une congruence K. On sait que c’est le cas ou les formes de
Pfatf w,, , possédent un facteur intégrant commun de sorte qu’on peut poser

lo, =dv, Aw,=du. (4.1)
Comme il résulte de (1.5) et (1.7,) que [d(f,w; + t,w,)] = 0, posons
toy + tyw, = di . (4.2)
On a done [v. (1.5)]
2= — Ry, 25=— 24, (4.3)
ty = My, ty= Ay, (4.4)

ou les indices u et v indiquent des dérivées partielles Pl % .

(1.7,) donne, en y substituant les valeurs (4.3) et (4.4)

A yl
buw — by — 2 [22 g Loy ) —
(l b — 5 t”) 0. (4.5)

Les équations (1.6) et (1.8) prennent maintenant la forme
[0y dr] — [4s du] + 5 [du dv] = 0,
[wsy dv] + [wyp du] = 0,
A2 A2
[y, du] + (w4 dv] + {Auy — Apo — 2 7" + 2 711 — A2+ M%) [du dv] = 0

de sorte qu’on peut poser

1 s 2
0)31:—7du—{‘h+luu~27"—ltu dv,
. (4.6)

B 1
Wy = h+}'bv~27~}‘tv du——'zd’l].
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Les équations (1.4) s’écrivent, faisant usage de (1.3), (4.3) et (4.4),

Au
W13 — W33 = Wop — Wyq = — (‘I du + 7 dv) (4.7)
W1y — Wyy = Wy — Wyq = t, du + ¢, dv,
Wy = —(%lﬁ—tv)du——(%—“ +tu)dv,
(4.8)
Ay A
Wy = (7 — t’u) du + (7 — tu) dv .
De (4.6) on déduit par différentiation extérieure
h Auuu 2’ }”U/U/ }'i Z’U _
(T)u: — +5——~ a3 -}-4ﬁ + 2t
h A A A A3 A .
o T g foftvy Moo u ot
(A)v - A. _I_ 5 12 4 13 I_ 4 13 + tvtvv
ou bien
(%) = (@), (%) +2 (2—) —2 (%) ,
v v v (4.9)

L’élimination de h donne

y—] Y 1 1
2 42 — wu v ¢ u v 491 = . .
(e = foduo ( i ST ) —2 (A) + (1) (4.10)

Le probléme de trouver toutes les déformées projectives d’une congruence
R donnée se réduit donc a 'intégration du systéme

(4.5) + (4.10)

suivie par la quadrature (4.9). La fonction 2 = A(u, ») y est connue, et la
fonction inconnue (contenant une constante additive inessentielle) est ¢ =
= {(u, v). Malgré la forme simple de ce systéme, son analyse générale semble
tres difficile et nous ne considérons qu’un cas particulier remarquable.

b. Un des points restés sans discussion au Mémoire cité est qu'on y a laissé
sans examination les déformations projectives L — L’ telles que la congruence
L, mais non L', est & dualisation asymptotique. Or déja la j’ai remarqué que
j’al réussi & combler cette lacune dans le cas de congruences R et c’est ce que
je vais faire maintenant en m’appuyant sur les formules du Ne 4. Sans re-
streindre la généralité, je peux supposer que la congruence L soit & dualisation
asymptotique de seconde espéce de sorte que z; = z, ou bien, selon (4.3),
qu’on ait

A= Mu +v). (5.1)
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On peut d’ailleurs supposer que

A *0, (5.2)
Paccent désignant la dérivée par rapport a u + v, car le cas z; = z, = 0 était
traité déja au Mémoire cité. L’équation (4.5) devient

2

tuu"'tvv—ZT(tu_tv):O
ou bhien

0 0 A

(% — %)(t S+, — 27t) =0.
L’intégration donne
= (u-+0)f+ Ag (5.3)

ol

f=fu+v), g=gu—0). (5.4)

Désignons par un accent la dérivée de f par rapport & u + v et celle de g par
rapport a v — v. L’équation (4.10) devient selon (5.1)

(ti - t:)uv =0

ou bien, en substituant la valeur (5.3) de ¢,

82 ’ ’ ’ —
ou 'on a posé
F = Fuv) = Af + (w+v) 1. (5.6)

L’équation (5.5) posseéde la solution évidente g° = 0 qu’on peut négliger car
elle fournit ¢ = ¢(u + ») c’est-a-dire qu’elle ne donne que les déformées pro-
jectives de L qui sont & dualisation asymptotique. Soit donc

g +0. (5.7)
Remarquons encore que pour ¢ = const. on a

(w+v)f+ Ag=(u-+0)f*+ Ay —c)

Ac
u -+ v
ne dépend que de » -+ v; il en résulte qu’il est permis de remplacer g par g — c.
L’équation (5.5) peut s’écrire sous la forme
-Fg/ll . ‘Fllgl + lll . (ggl)ll . (lll)ll . ggl p— 0 . (5.8)

A P’égard de (5.2), on a déduit que (gg')" est une combinaison linéaire & coeffi-
cients constants de g¢’, gg’, ¢” et, comme on peut prendre g — ¢ au lieu de ¢,
on peut supposer que

=t

(99")" = (ag +b) g, (5.9)
a, b étant des constantes.
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Maintenant nous allons distinguer deux cas. Soit d’abord F = 0. Alors il
résulte de (5.8) et (5.9), ayant égard & (5.7), que

[(AA)" — adl']g =b
ce qui ne peut avoir lieu que si

(AA)" = adl’ (5.10)
et b = 0 ou bien
(99')" = agg" . (5.11)
Comme F = 0, on déduit de (5.6) que f 4+ (u 4 v) f' = 0 d’ou
c
f= w o’ ¢ = const .

et de (5.3) il résulte, en se rappelant que ¢ contient une constante additive
inessentielle, qu’on peut poser

t=Ag. (5.12)
L’élément linéaire projectif des congruences en question est donné par (4.1),
si on y substitue pour 2 = A(u - v) une solution non constante de I’équation
différentielle (5.10) contenant un parametre arbitraire; cet élement dépend
donc en apparence de quatre constantes arbitraires. Cependant les équations
(4.1) ne déterminent u, v qu’a des substitutions

Uy =ou + Py, v;=ov+p,

pres, ou « # 0,8,, B, sont des constantes. On en déduit sans peine que notre
élément linéaire projectif ne dépend en réalité que de deux constantes essen-
tielles. Si on choisit une congruence L dont I’élément linéaire projectif a la
forme envisagée, les déformées projectives de L qui ne sont pas & dualisation
asymptotique s’obtiennent en déterminant ¢ de (5.12), ou A est connu et g est
une solution non constante de (5.11); ¢ étant trouvé, la détermination de la
déformée exige encore la quadrature (4.9). On voit donc que les déformations
projectives en question de L dépendent de 4 constantes arbitraires tandis que
les déformées ne dépendent que de 3 constantes, car L admet évidemment
oo! déformations projectives en elle méme (données par u, = u -+ 5, v, =
= v — f§, f = const.). .

Passons au cas o F' & 0. Alors ’équation (5.8) montre que, outre (5.9), on
doit avoir encore 7" = (ayg - bo) g (5.13)
ol a,, by sont de nouvelles constantes. De (5.9) et (5.13) on obtient en intégrant

(99') = ag® +bg +c, g" = jag®* + by + ¢,

avec deux constantes ultérieures c, ¢, On en déduit que

(9 = — daog® + (3ag — bo) g* + (b —¢) g +c.
En dérivant on obtient, vu I'inégalité (5.7),
29" = — 3a,9® + (@ — 2b))g +b —¢,.

no
P
1



Comparaison avec la seconde des équations (5.12) donne a, = 0 de maniére
que (5.13) peut s’écrire g'* — Ag® + 2Bg + C,

ou 4, B, C sont des constantes. La dérivation donne, vu (5.7),
9" =Ag + B, (99') = 24¢*> + 3By + C,
g = Ag', (99")" = (44g + 3B) g’ .
En comparant (5.14,) & (5.9) on obtient
A=1}%a, B=1b,
de sorte que la substitution des valeurs (5.14) dans I’équation (5.8) donne, en
égard & (5.7), (22 — @Al g + F' — }aF — b = 0.
On retrouve done pour A I’équation (5.10) et on obtient en outre les conditions
F" = 1aF + bAX (5.15)
g = Jag* + 3bg + C . (5.16)
On voit que I’hypothése F + 0 conduit de nouveau & la méme forme de 1’éle-
ment linéaire projectif de nos congruences que nous avons vu de dépendre de
deux constantes essentielles. Mais nous obtenons pour ces congruences de
nouvelles déformations projectives telles que la congruence déformée ne
soit pas & dualisation asymptotique. On trouve sans difficulté que, pour cha-

cune de nos congruences, il y a co® telles déformations outre les co* trouvées
auparavant.

(5.14)

Pesiome

JOIIOJIHEHUA K CTATDHE:
INPOEKTUBHASI JEOOPMAIIMA KOHTPYOHIIUN W

3JIYAPJ UEX (Eduard Cech), Ilpara
(Moctymuio B pepaknuio 25/1X 1958 r.)

B nacrosameii crarbe cHavasra 3aMevaercsd, 4To KOHrpysHnuzm W ¢ acumuro-
THYeCKOIT Tyasrusanued, KoTopsie ObIIM I'JTABHOI TeMON IUTHPOBAHHOIN CTATbH,
TOMKJICCTBEHHBl ¢ KOHIpYdsHIuAMA, 0O¢ (OKATbHLIE HOBEPXHOCTH KOTOPHIX
SIBIIAIOTCS JITHEMYIATEIMI. 3aTeM II0Ka3bIBAeTCH, YTO KOHIPYIHIUN ¢ [IPOCKTHB-
HO HalaramlmMmicsa (OKAJIbHBIME MOBEPXHOCTAMH TOKIECTBEHHBI ¢ IPOCK-
TUBHBIMU JIeOPMANUSMU KOHTPYIHIUM, SIBISIONIEHCS HepecedeHueM JIMHCIH-
HOTO KOMIJICKCA ¢ KOMIJIEKCOM KacaTeJbHLIX K PeryJspHON TMOBepXHOCTH
2-ro nopsara. Jlamee BoiBoguTesT cucTeMa BYX ypaBHEHHUIT ¢ YACTHBIMM HPO-
U3BOJUBIMA, OT MHTETPAllMM KOTOPOIl 3aBUCUT HaXOj;KIEHHC IPOCKTUBHLIX JiCc-
dopmanuit manHOil woHrpysHnmunm R. [axomem, oupejeNeHbl KOHIPYIHIIMK
R, ¢poxanbHBle HOBEPXHOCTH KOTOPBLIX HE SIBISIOTCS JIMHEHYATHIMM, KOTOPBIC
OJIHAKO MOYKHO IPOEKTUBHOM jlepopMaliueil 1epeBectd B TAKUC KOHIPYIHIMM,
uto OBl 00e UX PoKATBHBIE HOBEPXHOCTH GLIIV JIMHCHIATHIMI.
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