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YexocaoBanKnii- MaTeMaTHIeCKHil KypHa, T- 8 (83) 1958, Ilpara

SUR L’INTEGRABILITE D'UNE EQUATION DIFFERENTIELLE
STOCHASTIQUE

FRANTISEK ZITEK, Praha
(Recu le 14 aoat 1957)

Dans cette Note sont déterminées les conditions d’intégrabilité (au
point de vue de Bernoulli) de 1’équation

3X(t) ~ Yg(dt) .

1. Introduction

M. Pavr Lfivy étudie dans son livre [2], p. 42, ’équation différentielle
stochastique
8X(t) = &£ /dt (1.1)
ou & désigné une variable aléatoire normale N(0, 1). La solution de cette
équation est alors représentée par la fonction aléatoire du mouvement brow-
nien linéaire (fonction aléatoire de Wiener-Lévy). Le point de vue de M. Lévy
en ce qui concerne les questions générales d’intégrabilité des équations de la
forme (1.1) n’est malheureseument pas tout & fait conséquent. Il affirme d’une
part que I’équation (1.1) o I'on prend pour £ la variable aléatoire du jeu de
pile ou face aux valeurs possibles 1 et —1 n’est pas intégrable (cf. [2], p. 43),
mais d’autre part il admet au suivant alinéa que le second membre de I’équa-
tion (1.1) ne détermine pas nécessairement la loi de répartition de ’accroisse-
ment

dX(t) = X(t + dt) — X(#) : ©(1.2)

tout a fait exactement, mais seulement avec une certaine erreur qui est — dans
un certain sens — suffisamment petite, (cf. [2], p. 44). Nous avons signalé
T'inconséquence de l'interprétation de M. Lévy de la notion d’équation diffé-
rentielle stochastique et de son intégrabilité déja dans notre Mémoire anté-
rieur [5], ou nous avons développé aussi une autre théorie des équations
différentielles stochastiques, basée sur les notions de fonction aléatoire d’inter-
valle et d’intégrale-(BB). Or dans la présente Note nous alions considérer les
équations différentielles stochastiques du point de vue de la théorie dont nous
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avons exposé les idées principales au paragraphe 8 de notre Thése [4] et qui
se trouve reproduite aussi dans notre article [6].

Pour les définitions des notions fondamentales introduites ainsi que pour
les notations employées il faut donc se reporter a cet article [6], publié ci-devant,
et qui est supposé connu. Le but principal de la présente Note sera alors d’établir
les conditions générales d’intégrabilité (au point de vue de Bernoulli) des
équations différentielles stochastiques de la forme?)

SX(t) ~Y . g(dt), (1.3)

Y ¢ X. Nous supposons ici que ¢ soit une fonction réelle d’une variable réelle,
définie et non-décroissante dans l'intervalle By = {0, o) et vérifiant
lim g(h) = ¢g(0) = 0. (1.4)

h—0+
Ces conditions-la sont bien naturelles et constituent une généralisation directe
du cas de g(k) = W étudié par M. Lévy dans son livre [2].
Nous étudierons 1’équation (1.3) dans les deux interprétations possibles,
_ c’est-a-dire ,,avec'‘ ou ,,sans erreur‘, (voir [6], (3.4) et (3.5)), ce qui correspond
d’ailleurs aux deux sens (incompatibles) des idées de M. Lévy.
I1 découle de la forme méme de I’équation (1.3) que sa solution, s§’il y en
a une, doit étre une fonction aléatoire a accroissements indépendants, car son
second membre ne dépend pas des valeurs de X(u), # < ¢; en plus de cela,
la solution doit étre homogeéne (donc aussi linéaire), car le second membre
de (1.3) ne dépend pas de ¢. Nous acceptons une fois pour toutes la condition
a Yorigine
Plo: X(0) =0} =1, (1.5)
(cf. [6], (3.1)). La fonction-,p de la fonction aléatoire X sera alors de la forme

x(t; 8) =t . 9(s), ' (1.6)

p(s) étant une fonction-p d’une loi indéfiniment divisible. Pour résoudre 'équa-
tion différentielle stochastique (1.3) il faut et il suffit de déterminer cette
fonction p(s) en partant de la fonction g(h) donnée et de la loi de répartition
de la variable aléateire Y.

2. Equations ,,sans erreur¢

Si I’équation (1.3) doit étre vérifié sans erreur, c’est-a-dire s’il est possible
d’y remplacer 3X (¢) par dX (t), alors, en raison de (1.6), on aura pour tout t = 0

) L) = s g(0)] ‘, @1

1) Nous employons dés maintenant la terminologie et les symboles adoptés en [6].
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ol nous désignons par y, la fonction-p de la loi de répartition de la variable
aléatoire Y.

Il s’ensuit immédiatement de (2.1) que la fonction g doit étre strictement
monotone (c’est-a-dire croissante) dans tout I'intervalle R,, si la solution ne
doit pas étre triviale, c’est-a-dire telle que

P{w: X(f) = 0} = 1 (2.2)
pour tout £ € R,. Cette solution triviale existe toujours, soit plus exactement:

Pour chaque fonction g (satisfaisant aux conditions générales exprimées para-
graphe 1) on peut trouver une variable aléatoire Y — et inversement pour chaque
variable aléatoire Y ¢ X* on peut trouver une fonction g (satisfaisant & ces mémes
conditions) d’une telle maniére que U'équation (1.3) ait une solution triviale.

Il suffit en effet de prendre soit ¥ tel que P{w: Y = 0} = 1, soit, dans le
second cas, la fonction g(h) = 0.

Si I’équation (1.3) doit avoir une solution non-triviale, la fonction g doit
étre croissante et, comme il est facile de voir, elle doit verifier aussi la condition

lim g(h) = oo. Il existe donc une fonction inverse f = g—!, définie dans R,,
h—c0

croissante et vérifiant lim f(h) = oo, lim f(k) = f(0) = 0. A partir de (2.1)
h—>c0 h—0
nous obtenons alors pour s e R, i ¢ R,
vo(sy) = f(y) - v(s) . (2.3)
Sl doit y avoir une solution non-triviale, la fonction f, et donc aussi la fonction
g, sera nécessairement continue dans tout l'intervalle R,.

En posant dans (2.3) spécialement y = 1, nous trouvons

wo(s) = f(1) - ¥(s) (2.4)
d’ol en introduisant la notation k(y) = % nous obtenons pour la fonction y(s)
p(sy) = y(s) - k() . (2.5)

A partir de 14 il est possible de déduire pour la fonction k I’équation fonction-
nelle suivante:
k(zy) = k(x) . k(y), xeBy, yek,. (2.6)

Il est aisé de voir que dans les conditions citées de continuité et de monotonie
de la fonction £, la solution générale de I’équation (2.6) est de la forme

ky) =9, yeR,, 0<a <. (2.7)
Il en vient pour notre fonction originale g
gh) = ahs, a>0, x>0, (2.8)

ce qui est une condition nécessaire pour I’existence d’une solution non-triviale
de ’équation (1.3) (,,sans erreur‘). '



Reprenons maintenant 1’équation (2.5) et posons-y s = 1, nous trouvons
pour y = 0 que
vy =p)y*, «>0, (2.9)
tandis que pour y =< 0 nous obtenons en appliquant la formule bien connue
p(—s) = Fyp(s) — In(s),

p(y) = (Rp(1) — Jp(1)) lyl= . (2.10)
Or comme (1) est une constante complexe 4 -+ ¢B, nous pouvons écrire
w(s) = (A + iB sgn s) |s| (2.11)

pour tout sréel. Il en vient pour la fonction y, en vertu de (2.4) et (2.8) que

o(s) = a2y(s) (2.12)

Il est cependant possible de spécifier encore davantage les constantes 4, B,
«. Soit {U,},_, une suite de variables aléatoires indépendantes assujetties
toutes & la méme loi de répartition correspondant & la fonction-y y(s) et posons

v _ U, +U, +... —}—Un.
/=
En vertu de (2.1), (2.4) et (2.5) la fonction-y de V,, (désignée p. ex. par y,(s))
est pour tout n naturel égale a

_[s _
P(8) =n.y | = p(s) . (2.14)
/=

La loi de répartition des variables aléatoires U, est donc stable (cf. [1],
§ 32, p. 167 sqq), de sorte qu’il est possible d’exprimer la fonction y(s) sous la
forme canonique (cf. [1], § 33, p. 169 ssq)

’ P(s) = iys — c|s|2[1 + iB sgn s . w(s, )] (2.15)
ol —o<y<ow, —1Z=1, 0<a=x2 0=c< o et

(2.13)

m(s,zx):tggcx pour « =+ 1,

2
w(s, 1) = po Ig |s] .

En comparant (2.15) avec (2.11) nous voyons immédiatement que:

(1) pour & = 2 le seul cas possible est celui de B=0,4 = —¢, y =0, de
sorte que y(s) = — cs?, c’est-a-dire
c
Yol8) = — 38%, celys (2.16)

la variable aléatoire Y doit donc étre répartie d’aprés la loide Gauss, avec
valeur moyenne nulle;
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(2)pour0 < o < 2, # 1, on doit avoiry = 0,4 = — ¢, B = —cﬁtgga,

de sorte que

c . 7
o(s) = — s 8] [1 +ifsgns. tg 3 (x] ; (2.17)
(3) pour & = 1il faut que f = 0, 4 = — ¢, B = 0, de sorte que
Y. c .
vols) =i s — = sl (2.18)

la variable aléatoire Y est alors répartie d’aprés la loi de Cauchy.

Supposons maintenant par contre que nous ayons une fonction g de la forme
(2.8) avec @ > 0, 0 < x < 2, et une fonction-y, soit y,(s), de la forme corres-
pondante (2.16) — (2.18), ol — 0 <y < o0, 0=c<w, —1 =1
Alors la fonction y(s), définie par (2.12), vérifie avec yy(s) et g I'équation (2.1)
pour tout ¢ = 0. Nous avons donc le

Théoréme 1. La condition nécessaire et suffisante pour que Uéquation (1.3)
(;,sans erreur) ait une solution non-triviale est que

(a) la fonction g soit de la forme (2.8) ot a > 0,0 < x =< 2;

(b) la variable aléatoire Y soit répartie sutvant une lot stable dont la fonction-yp
est yy(s), déterminée par (2.16) pour x = 2, (2.17) pour 1 £ x + 2, (2.18) pour
o = 1.

La solution X a dans ce cas la fonction-yp

2Yx(t; ) = a=ty(s) - (2:19)

3. Equations ,,avec erreur

Si nous interprétons 1’équation (1.3) comme une équation ,,avec erreur
(cf. [6], (3.4)), nous savons de nouveau que la solution — si elle existe — est
une fonction aléatoire linéaire, mais la relation qui existe entre les fonctions
Y(s) et yy(s) se réduit ici &

7o) = lim 5 polag(0)] (3.1)

Ici la fonction yy(s) peut déja ne pas étre une fonction-y d’une loi indéfiniment
divisible, mais en tout cas (voir d’ailleurs [6], § 4) elle doit étre définie dans un
voisinage du point s = 0, ce qui nous suffit pour pouvoir étudier la relation
(3.1). I1 en est de méme dans le cas de la fonction g: ¢’est son comportement
dans un voisinage (& droite) de zéro seul qui nous intéresse. La continuité de ¢

en zéro, c’est-a-dire la relation lim g(h) = ¢(0) = 0, est évidemment une con-
h—0+
dition nécessaire pour qu’il y ait une solution non-triviale.
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11 découle de (3.1) que pour % =% nous avons

Y(s) = lim n . y, [sg (%):I . , (3.2)

Considérons maintenant de nouveau une suite de variables aléatoires indépen-
dantes {U,};_,, dont la loi de répartition commune est celle correspondant
& yy(s). Alors (3.2) implique que la loi des sommes normées

Uy +Uy+... + U,
1 b

Vo= (3.3)

. . R 1 .
dont la fonction-y est justement égale & ny, [sg (%)], tend vers la loi de
répartition correspondant & y(s). Il s’en ensuit donec en vertu d’un théoréme
bien connu (voir [1], § 32, p. 168) que la loi correspondant & y(s) est de nouveau
une loi stable et que la loi de répartition de la variable aléatoire ¥ appartient
& son domaine d’attraction. En plus, nous voyons d’aprés (3.3) que les constantes

A,, B, (voir [1], § 32, p. 167) peuvent étre choisies comme
b

0
I\n
Convenons d’appeler singuliére toute loi de répartition dont la fonction-y

est de la forme y(s) = tus, pe R, et, d'une facon analogue, toute fonction
aléatoire (linéaire) dont la fonction-,p est de la forme

A,—0, B,— (3.4)

plt;s) =1t.ius, pekR. (3.5)
Si 4 = 0, nous avons évidemment (2.2).

Théoréme 2. Pour que Uéquation (1.3) (,,avec erreur) ait une solution mon-
singuliére, il faut et il suffit que la lov de répartition de la variable aléatoire Y
appartienne au domaine d’attraction d’une loi stable (non-singuliére), avec les
constantes normantes (3.4). La solution X ala fonction-yp (1.6) 0% w(s) correspond
justement & la lov stable en question.

Démonstration. Nous avons montré déja ci-dessus que la condition expri-
mée dans ce théoréme est nécessaire; ce qui nous reste done & démontrer, c’est
quelle est aussi suffisante. Supposons donc que la loi de répartition de la
variable aléatoire Y, dont la fonction-yp sera de nouveau désignée par w,(s),
appartienne au domaine d’attraction d’une loi stable non-singuliére; soit
(s) la fonction-y de cette derni¢re. Nous avons alors (3.2), et eela uniformément
{par rapport a s) dans tout intervalle fini contenu dans R, (cf. [3], p. 199). Soit
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donc s un nombre réel, arbitraire mais fixe, nous allons démontrer que pour
toute suite {A,}; ; telle que lim 4; = 04- nous avons

—> o0

.1 _

tim -y, [sg ()] = 5(s) . (3.6)

J—=>0 1Y
Alors nous aurons aussi (3.1), et cela pour tout s € R, or cela est équivalent
4 Pintégrabilité de I’équation (1.3), (cf. [6]). Nous voyons en méme temps que
la solution X a alors effectivement la fonction-,p de la forme en question.

Supposons donc que nous ayons une suite {A;} telle que k; - 04 lorsque

. . 1
j — oo. Ecrivons n; = |+—|, 2) nous aurons

2
L o=l timn = o (3.7)
n; +1 TN e ’
et en méme temps
nj—-E =1, j=12,.... (3.8)

Ensuite nous savons d’apres un lemme cité dans [1], p. 155, que ’on a nécessai-

].)
n

QQ+J

Posons maintenant pour notre s fixé

8; =28 (k) . (3.10)

o)

La fonction g étant non-décroissante, nous avons toujours

1 1
<o) <al=), ]
g (nf T 1) sgh) =g (n,) (3.11)
de sorte que, en vertu de (3.10) et (3.9), nous avons
$;=s, lims;=s. (3.12)

j—>w

Soit ¢ un nombre positif. Comme les deux fonctions y, et g sont continues
en zéro, nous avons pour tout j suffisamment grand

[valsg(®)] < 5 - (3.13)

2) [#] désignant ici la fonction bien connue ,,entier de z*.
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En méme temps, de (3.12) et de la continuité de la fonction p(s) en s il découle
que pour tout § suffisamment grand nous avons

[(s) — P)| < 3 - (3.14)

v

En raison de (3.2) et (3.12) on a aussi pour tout j suffisamment grand
<2, (3.15)

ney [s,.g (nl)] — )| <4

(la limite dans (3.2) étant localement uniforme). Mais alors en combinant (3.8),
(3.13), (3.15) et (3.14) nous obtenons pour tout § suffisamment grand

}hi vo [59(h)] — B(5)

+ nﬂpo[s,-g (nl)] — p(sy)

donc (3.6) a lieu, c. q. {. d.

Si nous admettons aussi les lois stables singuliéres, le nombre des équations
intégrables augmentera d’une fagon considérable, car les lois singuliéres attirent
toutes les lois de répartition; tout le probléme se réduira alors au probléme
du choix des constantes 4, et B,,.

Pour les lois stables non-singuliéres, il y a certains critéres (cf. [1], p. ex.
p. 186) permettant de résoudre la question de savoir si une loi de répartition
donnée appartient & leur domaine d’attraction; il faut toutefois étudier tou-
jours encore les constantes normantes, c¢’est-a-dire vérifier, si elles peuvent
étre choisies de maniére a satisfaire aux conditions (3.4).

<

LI,
h; !

wolsg (k)] +

+ [9(s;) —w(s)l <e, (3.16)

4. Cas spéciaux

Dans ce court paragraphe nous alons considérer sommairement le cas ou la
variable aléatoire Y a la variance finie D2Y = o2 << co0. Alors (voir [1], § 34,
théoréme 6, p. 189 sqq) sa loi de répartition appartient au domaine d’attraction
normale de la loi de Gauss, ce qui veut dire que 1’on a

lim ny, (-ig—_) = — s . (4.1)
T al/n 2
" Si maintenant 1’équation (1.3) (,,avec erreur‘) doit avoir une solution non-
singuliére, la fonction g(k) doit (voir [1], § 10, théoréme 2, p. 49) se comporter
dans un voisinage & droite du point zéro comme VZ En méme temps, il faut
que l'on ait encore, en vertu du théoréme 6 cité (voir [1], § 34) et du théoréme 2
du paragraphe 2 de [1],

lim E?;” =0, , (4.2)
N—>00 n s

or cela implique EY = 0.
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Si par contre EY &+ 0, I’équation (1.3) peut encore avoir une solution (néces-
sasrement singuliére), pourvu que

lim Q% =¢'(04) < © (4.3)
h—0+
existe. On a alors
_ .1 .
y(s) = lim 7 Yolsg(h)] = ¢sg’(0+) EY . (4.4)
-0+

11 est évident que (4.3) est suffisant pour que 'on ait (4.4) méme si D2Y n’est
pas fini; il suffit en effet que 1’'on ait EY < oo, (cf. [3], p. 170).
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Pesome

O PA3PEMNNMOCTH OOHOI'O CTOXACTUYECHOI'O
JUOOEPEHIINAJIBHOTI'O YPABHEHUA

OPAHTHUIIEK 3UTOK (FrantiSek Zitek), IIpara
(Hocrynmio B pemaxmmio 14/VIII 1957 r.)

B aroit crarse mccuemyiorcda croxacrmieckue AuddepeHNEANbHLE ypaBHe-
HUsI ¢ TOYKY 3PEHHSI TEOPHUN, PA3BHTOH B IpefsIymelt crarbe [6]. I'maBusMu pe-
3yJIbTATAMH SIBJISIIOTCS CIIELYIOMIME JIBEé TEOPEeMBI O PA3PeIIMMOCTH ypaBHEHMI
Buza (1.3), rme g(h) — HeyOmBalomas BemjecTBeHHAsT (YHKIEs, ONpe/elieHHAs
11t b = 0 u ymosaerBopsiomas (1.4).

Teopema 1. Ecau paccmampusamv ypaswenue (1.3) rak ypasHenue ,,6e3
owubru‘t, mo Oas mozo, 4mobsl CYWecmeosas0 HeMpusUALbHOE PewleHue, He-
06xodumo u docmamouro, umoobu

(1) pynryus g(h) umesra 6ud (2.8), 2de a >0, 0 < o0 < 2;
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(2) cayuaiinan geaununa ¥ umesa cmabuavhuiii sarow pacnpedesenus c -
Pynkyueii py(s), onpedesennoti kar: (2.16) dun o = 2, (2.17) Oun 1 = & + 2,
(2.18) Ous & = 1.

Pewernue X umeem mozda p-pynryuio (2.19).

Teopema 2. Ecau paccmampusams (1.3) kar ypaswenue ,,c owubroii‘, mo
He06L00UMbLM U OCTNATROUHLM YCAOBUEM CYUECTNBOBAHUS HECUHBYAAPHO20 Peule-
HUA AeAfemMCcs Mo, 4mobvl 3aKOK pacnpedenenus caydalinol seaununsl Y npu-
Haduencas 064acMu NPUMINCCHUS HEKOMOPOEO HECUHRYAAPHOE0 CMabuibHO20
sakona u wmobuw npumom Hopmupylowue nocmosnusie (cMm. [1], § 32) ydosse-
meopsau (3.4). Pewenue X umeem moeda yp-gynryuio (1.6), ede w(s) —
Y-PyHEYUA 9M020 CMAOUABHOL0 3AKOHA.

(Ms1 masBiBaeM 3[ech MPUGUAAbHELM PENIeHIeM PeIlleHne, YI0BIeTBOPAIONes
(2.2), m cuneyaspHblM pellienmeM — peliennue ¢ ¥-Pyurnueir sumga (3.5).)

B nocmepsem maparpade paccmarpmBaercs 9acTHBI ciaydail, korga ¥ mmeer
KOHEUYHYIO [IHCIIEPCHIO.
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