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YexocaoBanknii MaremaTnaecknii kypuax, T. 6 (81) 1956, IIpara.

DEFORMATION PROJECTIVE DES CONGRUENCES W

EDUARD CECH, Praha.
(Recu le 5 janvier 1956.)

Le résultat principal de ce Mémoire est la déscription géométrique
et la détermination analytique de toutes les congruences W dont les
déformées projectives dépendent d’une fonction arbitraire d’une va-
riable.

1. Au Mémoire Transformations développables des congruences des droites,
ce Journal, t. 6 (81), 1956, p. 260-286, que je vais citer par TD, j’ai considéré
une congruence non parabolique L dans S, faisant usage d’un repére

Ay, Ay, A5, 4y, (1.1)
assujetti a la condition
‘ [4,4,454,] = 1 (1.2)

et tel que [4,4,] soit la droite génératrice de L et que [4,4,], [4,4,] en soient
les deux transformées de Laplace. Nous avons vu [TD, (1.12)] que la congru-
ence L est déterminée, abstraction faite de sa position dans 'espace projectif
S, par les équations

d4, = w4, + x4, + 04,4,
dd, = 0y 4; + wgd, + w4y,
dd; = wyd; + 034, + 05d; + fowid,, (1.3)
d4, = 0yd; + wud; + f1w.d; + 044,
dont les conditions d’intégrabilité sont [TD, (1.20)]
[w3e01] + [doty + %3(205 — @13 — @yy) ©,] = 0,
[doy + xy(201; — Wa — W33) ©4] + [wyw,] = 0,
— [wg0,] + [df; + Bi(wee + w33 — 204y) ,] = 0, (1.4)
[dB: + Balw1r + @y — 2w35) 0;] — [wgem,] = 0.
Dans ce travail, nous ne considérons que le cas

x1056:8s + 0 (1.5)
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ol la congruence L posséde deux surfaces focales (41) et (4,;) non dégénérées
et non développables. Les asymptotiques des surfaces focales sont données
par les équations [TD, (2.3)]

Baoo] + w3 =0, 0] + 131602 =0. (1.6)
Notons aussi les équations [TD, (1.15)]
[do] = [0 — @53 1], [dw,] = [@as — w44 ,] , (1.7)

qui mettent en évidence que les équations w; = 0 et w, = 0 sont compléte-
ment intégrables; si v et w en sont des intégrales premiéres, alors «, v sont des
paramétres développables de la congruence L. Pour v = const. ou w; = 0 on
a la premiere famille des développables de L dont les arétes de rebroussement
sont situées sur la premiére surface focale (4,), pour » = const. ou w, = 0 la
seconde famille des développables & arétes de rebroussement situées sur (4,).

Le repére (1.1) dépend des deux parametres principaux u, v et de 5 paramétres
secondaires. Si I'on pose w;(0) = e, la différentiation 6 ne se rapportant
qu’aux parameétres secondaires, on a [TD, (2.1)]

dwy = (ey; — €33) 01, Owg = (g2 — €44) 5,
0oy = (eq1 — 299 + €44) &1, Oocy = (a2 — 2€1; + €33) &, (1.8)
0B1 = — (en + €33 — 2e4) B, OBz = — (e11 + eqq — 2e33) Py,

tandis que les expressions e;; — €55, €17 — €33, €17 — €44, €51, €45 SONt des com-
binaisons linéaires indépendantes des différentielles des parameétres secondaires.
Il en résulte (TD, n° 2) que les formes différentielles

F.— w3 (1.9)
s = 0afly > :

Wy

3
0

— * _ 2

P = 00,05, ¢F = fify00,, F,=xf P
1

liées par l'identité
p.p*=F,.F,, (1.10)

ne dépendent pas du choix des parameétres secondaires et sont par suite des
invariants différentiels projectifs de la congruence L. Nous avons donné le
nom d’élément linéaire projectif de L a'I’ensemble des quatre formes (1.9) et
nous avons prouvé (TD, n° 4) qu’une transformation développable (v. TD,
n°® 3) de la congruence L est une déformation projective si et seulement si
elle conserve 1’élément linéaire projectif. .

. A c6té de I'espace ponctuel S;, il convient de considérer aussi son espace
" corrélatif S5, dont les points sont les plans de S,. Nous considérons les droites
de §; comme des ensembles de points; & chaque droite g de S; correspond alors
une droite bien déterminée g* de SF que nous appelons la dualisation de g;
g* est donc le faisceau des plans de S, qui passent par g. En remplacant chaque
droite g de la congruence L par sa dualisation g*, on obtient une congruence L*
de 'espace Sy. Le passage g —g* considéré comme une transformation bi-
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univoque de L en est une transformation développable appelée dualisation
de la congruence L. Pour I’étudier il convient de considérer le repére corrélatif

ED E2$ E3? E4 (111)

de (1.1), ol
El = [A2A3A4] > Ez = - [A1A3A4] P Ea = [A1A2A4] s E4 = - [A1A2A3] .
(1.12)

On a alors [TD, (1.18)]
dE, + w0y By + a0 By + 0l + oty =0,
dE, + 0,8y + 058,y + w5B; + 0B, =0, (1.13)
dE; + w8 + wgE; + prwlly =0,
dE, + w,E, + By By + 0y, B, = 0.

En comparant (1.3) et (1.13), on voit qu’a la substitution

4, A4, A4, A4, (1.14)
E, —E, —E, E, '
correspondent les substitutions
(wl Wy oy oy By !32) (1.15)
(@01 Wy By B 1 &y
et
( (C3F1 Wag W33 Wygq W31 Wyg W3q a)41) (1.16)
W33 Wy —W1 —Wey W3y Wyy —Wy —Wzef .

I1 résulte de (1.9) et (1.15) [v. du reste TD, (2.6)] que la dualisation échange
les formes @, p* I'une & 'autre et laisse les formes F,, F, inaltérées. En con-
séquence la dualisation d’une congruence L est une déformation projective
si et seulement si la condition

X%y = fiffy Ou @ = @* (1.17)
est vérifiée. D’aprés (1.6), (1.17) signifie que la congruence L établit une cor-
respondance asymptotique entre les deux surfaces focales, autrement dit
que L est une congruence W.

2. Dans la suite de ce Mémoire, nous nous bornons & 1’étude des congruences
W. On voit sans peine qu’on peut particulariser le repére de maniére & avoir
o =Py, & =1p,. (2.1)
En posant v
Ai=E,, Ay=—E,, A,=—E,, A,=E, (2.2)
on reconnait tout de suite que les équations qui correspondent pour la duali-
sation (en tant que déformation projective de L) aux équations TD (3.3),
TD (3.5) et TD (7.2) sont satisfaites et, en vertu de (1.16), on a le méme pour
les équations TD (7.3) de sorte que la corrélation H,, pour laquelle

HA, = E;, HA,= — By, HA;=—E,, HA,=E,, (2.3)
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joue relativement & la dualisation le role de I’homographie osculatrice. Or
(2.3) est, d’apres (1.12), la polarité par rapport au complexe linéaire

Q= [AlAs] - [A2A4] . (2.4)

Il est aisé de prévoir que {2 est le complexe linéaire osculateur de la congruence
W considérée; pour le vérifier par calcul, il suffit de constater qu’en vertu de
(1.3) on a

2 .[4,4,] = 2.d[4,4,] = 2 .d4[4,4,] =0.

Observons que ’on a, en vertu de (1.4) et (2.1),

@32 + 04y 0] — ¥y, — wgy + ©33 — Wy 0y] =0, (2.5)
[032 + w4y 0] + aglwy; — wyy + ©33 — Wy 0] = 0.

Or on déduit des équations (1.3) que

d([A1A3] — [4,4,]) = (w3 + w41)[A1A2] + (01 + waa)[AlAs] — (g5 + @yy) -
. [4,4,] (2.6)

de maniére que, si le complexe £2 est fixe, on a nécessairement
W11 — Wop + W33 — Wy = 0. (2.7)

"Inversement, si (2.7) est valable, il résulte de (2.5) que ’on a aussi wyy + wyy =
= 0 et alors (2.6) montre que le complexe 2 est fixe. Donc (2.7) est la condition
nécessaire et suffisante pour que la congruence L appartienne & un complexe
lingaire. Il est du reste bien connu (et évident) que chaque congruence qui
appartient & un complexe linéaire est une congruence W. Il est aussi clair que
les congruences appartenant & un complexe linéaire dépendent d’une fonction
arbitraire de deux variables, car on peut choisir arbitrairement une surface
focale (pourvu qu’elle soit non développable) ainsi que le complexe £ qui
doit contenir la congruence cherchée, laquelle est alors univoquement déter-
minée.

Il convient de compléter la particularisation (2.1) du repére par la parti-
cularisation
%+ =0, ag+p =0
qui exprime, selon (1.6), que les asymptotiques des surfaces focales sont
données par
0} — w0y =0. (2.8)

Rappelons que les asymptotiques de (4;) correspondent & celles de (4,), la
congruence L étudiée étant W. Il convient de distinguer la premiere famille
des asymptotiques, donnée par w; — w, = 0, et la seconde donnée par
w; + wy; = 0.

Si on considére la dualisation d’une congruence W comme une déformation
projective, on doit, selon (1.16), remplacer I’équation TD (7.14) par I’équation
(2.7) du Mémoire présent. Il en résulte en premier lieu que la dualisation d’une
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congruence W ne peut étre une déformation projective singuliére que dans le
cas ou la congruence L considérée appartient & un complexe linéaire fixe 2 et
alors la dualisation L — L* se réduit & une transformation projective (polarité
par rapport au complexe linéaire £2). La dualisation est une déformation pro-
jective demisinguliére si I'on a
[0y — @gy + 055 — Wy 0] =0 oubien [y — Wy + Wz — Wy ©y] =0
Excepté les cas énumérés, I’équation (2.7) définit la décomposition canonique
de L (c’est-a-dire décomposition canonique, au sens de TDn° 7, relative
a4 la dualisation de L en tant que déformation projective), qui est une décom-
position de L en oo! surfaces réglées gauches R jouissant de la propriété que,
pour chaque R, et pour chaque courbe asymptotique C de R, il existe une
asymptotique C' de R (différente ou non de C) telle que, si B et B’ sont les
points de C et C’ situés sur la méme génératrice g de R, le plan tangent a R en
B’ est le plan polaire de B par rapport au complexe linéaire osculateur 2 de
L correspondant & la génératrice g. Nous dirons que L est une congruence W
a dualisation asymptotique de premiére ou seconde sorte si la décomposition
canonique de L correspond a une des deux familles d’asymptotiques des
surfaces focales, et précisément & la famille w, — w,= 0 pour la premiére
sorte et & la famille w, + w, = 0 pour la seconde.

Les deux particularisations du repére introduites jusqu’a présent peuvent
s’écrire

% =Pr=—0ay,=—f%0.
On a done, en vertu de (1.8), e;; — €55 = €33 — €54, = 0, €t €17 — €33, €37, €40
restent arbitraires. En outre dx; = (e;; — eg3) oy, se qui permet de poser
== —0y=—f=1;
I’élément linéaire projectif (1.9) est alors
) ol
P = ¢* = — w,0,, Fl‘_zgv Fz—w_z-
On a e;; — ¢33 = 0 avec ey, €, encore arbitraires. Or on calcule sans peine
(w11 — Wap — W33 + w4y) + 2(e30; — €450,) = 0

ce qui montre que I'on peut achever la particularisation du repére en posant
la condition
W11 — Wy — Wgg + gy = 0. (2.10)

11 ne reste plus aucun parameétre secondaire, mais le repére (1.1) n’est déter-
miné qu’irrationnellement; on trouve sans difficulté qu’on peut encore le
remplacer par

ed,, edy, G4, G4 TR
1“+1 » 2442 82 3> 4 .

&
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avec
=g =41. (2.12)

L’équation (2.10) permet de poser

Wy — W33 = Wyp — Wyy = 2,01 -+ 230, ,

2.13
Wy — Wap = Wy3 — Wy = E107 + b0, . ( )
Les équations (1.4) deviennent maintenant
[03201] + [2w5; — w11 — gy 0,] = 0,
[201; — w35 — 033 ;] — [wy0,] = 0,
— [w404] + [@32 + ©33 — 2044 W] = 0,
[0 + @4 — 2033 ©1] + [w300,] = 0,
de sorte que, d’apres (2.13),
Wy = (23 — t5) 01 + (2, — 1) 0y,
2.14
0y = — (23 + 1) 0y — (21 + 1) 0, ( )
La différentiation extérieure de (2.13) et (2.14) donne
[03101] — [Wg20,] — 2[w 0,] = 0, (2.15)
[dz; + w31 0] + [dz, + w4 5] = 0, (2.16)
[dtj0,] + [dEaws] + (2:8 — 298, [w1@e] = 0, (2.17)
[dtsw,] + [dEw,] + 3(2:8; — 2ats)[w105] = O, (2.18)

[dzy — g 0,] + [d2; — @3y 0] + (227 — 225 + 8] — )[ww,] = 0. (2.19)

Les équations (1.7) s’écrivent, en vertu de (2.13),

[doy] = — 2z [wyw,], [dw,] = 2;[w0,] . (2.20)
Observons encore que 1’équation (2.17) peut s’écrire, d’aprés (2.20),
[d(fyw; + tywp)] = 0, (2.21)

de sorte que f;0, + tyw, est une différentielle exacte. L’équation ¢t ,w, + f,w, =
= 0 fournit la décomposition canonique de L de maniére que &; — £5 = 0 est
la condition pour une congruence W a dualisationasymptotique,avect, — f, = 0
pour la premiére sorte, {, 4+ ¢, = 0 pour la seconde. On a t, = ¢, = 0 pour
les congruences appartenant a un complexe linéaire.

Condition pour que la dualisation de L soit demisinguliére (en tant que
déformation projective de L) est que l'on ait

fy=0 %1t (2.22)
ou bien ¢, = 0 * t,, les deux possibilités ne différant que formellement 1’'une
de l'autre. Supposons donc que (2.22) soit valable. Il résulte alors de (2.17)

et (2.18) que
dt; + (32,01 + 2,05) = 0, (2.23)
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d’ou il découle par différentiation extérieure
3[dzy0] + [dzy05] — 2212,[10,] = 0. (2.24)

Les congruences L considérées s’obtiennent done en intégrant le systéme de
Pfaff composé des équations

Wy = Wy = 0, W13 =1, Wy = Wy, W13 = Wy3 = Wy, Wy = W3y = — O

et des équations (2.13), (2.14) et (2.23), sous la condition (2.22). Les conditions
d’intégrabilité sont (2.15), (2.16), (2.19) et (2.24). I1 y apparaissent, outre
w1, 0y, quatre formes de Pfaff dz,, dz,, ws;, 4, & déterminant

|
| 0 w, w, 3w,
[0 wy, o ) =—8wwy,+0.

| o, o, —w, 0
—wy Wy —w; 0
Par suite les congruences W & dualisation demisinguliére dépendent de quatre
fonctions arbitraires d’une vartable.

3. Passons a 1’étude du probleme de la détermination de toutes les con-
gruences W a élément linéaire projectif donné. Ce probléme est extrémement
compliqué et nous n’obtiendrons que des résultats franctionnaires, mais im-
portants et intéressants. Ayant introduit une particularisation du repere qui
donne & 1’élément linéaire projectif I'expression (2.9), nous voyons que la
connaissance de cet élément équivaut & celle des deux formes de Pfaff w,, w,.
On peut done supposer que 1’on ait

w, =Adv, w,=pdu, (3.1)

A et u étant des fonctions données de u, ». Comme les congruences W ne dé-
pendent que d’une fonction arbitraire de deux variables, les fonctions 4 et u
sont soumis & des relations que du reste nous ne sommes pas capables d’écrire
explicitement. Les équations (2.20) montrent que, si I’on connait les formes
(3.1), on connait aussi les expressions z,, z, et il résulte de ce qui précede que
le probléme en vue consiste dans la détermination des quantités ¢, t, et des
formes de Pfaff w,,;, wy, de telle sorte que les conditions (2.15)—(2.19) soient
vérifiées et, en particulier, il s’agit de décider si une telle détermination est
possible et dans le cas de possibilité de calculer la généralité de la solution.
Il convient de poser pour ¢, 74, k, ... =1, 2
dz; = 2,301 + 2505,
dz;; = 24301 + 245502 (3.2)
) dz,jn = 2ijmw; + 25209 €tC.

11 résulte de (2.20) que I’on a

JRi13 T i1 = R1Rie — 29241 (3.3)

Zij12 — Zija1 = %1%i55 — 29%;1 €be.
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Les quantités 2z, 2 Zigs - (8,5, &k, 1, ... = 1,2) peuvent étre nommées
dérivées covariantes de z,, z,; elles sont connues si on connait les formes w;, w,.

Remarquons que les conditions (2.15)—(2.19) restent inaltérées en effectuant
la substitution

( 21 ly wgy w4z) (3.4)
— 1y — 1ty w3 Way

ce qui signifie géométriquement que les congruences cherchées apparaissent

en couples, chaque congruence étant la dualisation de 1’autre congruence du
méme couple. _

Les équations (2.17) et (2.18) expriment qu’il existe des quantités r, s telles
qu’on ait

dty = (s — 324ty) 03 + (r — 24) 0y,

dfy = (r — zyty) 0y + (8 — 324ty) w5 .

D’apres (2.15), (2.16) et (2.19) on peut poser

(3.5)

wg = (p + 211 + 2241 + 1) 0, + 3(2o1 — 212 — 2) 0y, (3.6)
Wy = §(212 — 201 — 2) 0y + (P + 25 + 225 + 13) w, -
La différentiation extérieure de (3.6) fournit la relation
dp +@2.2p +tor +Zy) oy + (2. 2p + 4z + Zy) 0, =0 (3.7)
ou 'on a posé
Zy = 2a91 + 32210 — 32102 + 221200 + 52921 — 29215 + 42,25 + 4z,, (38)
Zy = 2335 + 32101 — $2ou1 + 22020 + 5221 — 2920 + 0% + 42,
La différentiation extérieure de (3.5) conduit & introduire des quantités d1, 72
telles que
dr = (g, — 42,7 — 32y,58) 0y + (g, — 4257 — 32yt,) Wy, (3.9)
ds = (g, — 22,7 — 235 — 22925 . ) @) + (@1 — 22,8 — 25 — 2292, . 1) @, .
De (3.7) on déduit par différentiation extérieure
by — s — H(2rby — 2obe) T — (210 — 201) D — B(2agfl — 20it3) + Z; = 0 (3'10)
olt
27y = Zigy — Zyy — 32.7, + 32,7, , (3.11)
AZy = Zyywy + Z1owy, AZy = Zyywy + Zyo, . (3-12)
Si 'on pose
dg; = ¢1o; + q1ews 5 A9z = a0 + G203,
on obtient par différentiation extérieure de (3.9)
Qo1 — Gr2 T 5(2192 — 2901) + T(212 — 221) ¢ + 3(2122 + 429210) £ —
— 3(zan + 421291) 8, = 0, (3'14)

1 — 22 T 3(2191 — 2295) + 3(212 — 2a1)S — (Zann — 229211 — 221%31) 8 +
+ (2102 — 221295 — 224245) 1, = 0.
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La différentiation de (3.10) fournit les relations

B — by + (8 — Tagdy + 42aty) @ — (r — 24ty) @y + 4r(2r — 218) —
— 4z — TVt + 224 + 424y — 10242,) — 624518 + (3.15)

F (Zo11 — 2121 + 271 - 212 — 201) P — 3(2121 — 1024245) tf -
— 122255 £ity + 3(2211 — 224221) ty + Zy =0,
b2 — 0iG2e + (1 — 2581) @ — (8 + 4248 — T2oty) @ — 4r(zyr — 298) —
— 242y + 29 — 10242,) ty7 + (295 — T25) tyr + 6291tss + (3.16)
+ (2212 — 2122 + 225 . 215 — 251) P — 3(2122 — 2252;) ti + 1221258185 +
+ 3(2912 — 10292) ty + Zs=10,

ou
Zy= (210 — 201) Zy + Zy1, Zy= 2(215 — 221) Zy + Z3a s (3.17)
dZy = Zg00, + Zgyw, . (3.18)
Or soit
& —t+0, (3.19)

ce qui veut dire que nous considérons les congruences W dont la décomposition
canonique correspond & une décomposition des surfaces focales suivant ool
courbes non asymptotiques. D’apres ce qui précede, la détermination des
congruences W possédant un élément linéaire donné se fait en intégrant le
systéme de Pfaff

(3.5) +(3.7) + (3.9) + (3.13)

dont les inconnues £, t,, 7, 8, P, Q1, 95, G211, G125 Ja1> G20 sON lides par les condi-
tions

(3.10) + (3.14) + (3.15) + (3.16).

Si I’on suppose que I'inégalité (3.19) soit vérifiée, alors les conditions (3 . 14)
+ (3.15) + (3.16) permettent d’éliminer q,;, g5, g1, 922 de fagon qu’il ne
reste que les inconnues ¢y, t,, 7, S, P, ¢;, ¢» liées par la relation (3.10). Si le
systéeme de Pfaff ainsi défini est complétement intégrable, on obtient oo8
congruences W possédant 1’élément linéaire projectif donné et satisfaisant
a I'inégalité (3.19). Or un calcul pénible que j’omets montre que le systéme
de Pfaff envisagé n’est complétement intégrable que si 'on a

2, =12y=0, (3.20)

ce qui veut dire [v. (2.20)] que les formes de Pfaff w,, w,, dont dépend 1’é1é-
ment linéaire projectif (2.9) donné, sont des différentielles exactes. Donc
chaque congruence W admet aw plus 008 déformées projectives qui n’appartien-
nent pas a un complexe lindaire et qui ne sont pas & dualisation asymptotique;
le nombre maximum oo8 n’est atteint que dans le cas (3.20). Remarquons que
nous n’avons fait aucune supposition sur la validité de I’inégalité (3.19) pour
la congruence W initiale. :
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4. Avant de passer au cas ¢} — {; = 0, considérons le cas ou la congruence
W admet une déformation projective singuliére, bien que nous n’obtenons
qu’un résultat bien connu. Dans le cas considéré, les formes w,, w, ainsi que
les quantités z,, 2,, ¢;, t, sont les mémes pour les deux congruences L, L’ en
relation de déformation projective singuliére, mais si la déformation ne se
réduit pas & une simple projectivité, les formes w,;, w,, relatives & L ne peuvent
coincider aux formes analogues relatives a L’, de maniére que, d’aprés (3.6),
la quantité p relative a L est différente de la quantité analogue p’ relative
a L'. D’autre part il résulte de (3.5) que les quantités r, s sont les mémes pour
les deux congruences, de sorte que

d(p" — p) + 2(p" — P) (2201 + 2,05) = 0. (4.1)

Condition nécessaire pour la déformabilité projective singuliére est donc que
I’équation (4.1) possede une solution p” — p + 0, ou bien que ’on ait

[d(z104 + 2,05)] = 0, (4.2)
ou enfin, selon (2.20),
%12 = %21 - (4.3)

On vérifie sans difficulté que la condition trouvée est aussi suffisante.

11 résulte de (2.20) que (4.3) est la condition pour que les deux formes w;, w,
aient un facteur intégrant commun ou bien qu’on puisse choisir les parameétres
développables u, v de la congruence de telle sorte que 1’équation (2.8) des
asymptotiques des surfaces focales prenne la forme du? — dv® = 0. Nous
arrivons ainsi au résultat bien connu que les congruences W projectivement
déformables de fagon singuliére sont identiques aux congruences R, c’est-a-dire
aux congruences W isotherme-conjuguées. Nous avons aussi vérifié, ce qui
de méme est bien connu, que chaque congruence R admet précisément oo!
déformations projectives singuliéres. On sait du reste que les congruences du
type (1.5) qui ne sont pas W ne peuvent admettre aucune déformation pro-
jective singuliére. v ,

5. Passons & l’étude du cas £; — 3 = 0. Sans restreindre la généralité, on
peut supposer que

t,=1t,. (5.1)
Si lon aty = 0, alors il découle de (2.17) et (2.18) d’une part
[dt, w; + wy] =0 (5.2)
et d’autre part ‘
. 21 =725, (5.3)
De (2.20) et (5.3) il résulte que w, + w, est une différentielle exacte, soit
0, + wy = dw, (5.4)
et alors (5.2) donne
= plw). ‘ (5.5)
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L’inspection des formules (2.15)—(2.19) montre immédiatement que, L étant
une congruence W de la sorte (5.1), on en obtient des déformées projectives
L’ de la méme sorte en laissant w,, w, (par suite aussi z; = 2,) et wgy, Wy
inaltérées et en changeant arbitrairement la fonction ¢ qui apparait dans
(5.5). On voit donc que chaque congruence W & dualisation asymptotique admet
des déformées projectives qui sont a dualisation asymptotique de la méme sorte
et qui dépendent d’une fonction arbitraire d’une variable. Rien n’enpéche d’ail-
leurs de choisir ¢; = ¢, = 0 pour la congruence déformée, d’ou: chaque con-
gruence W a dualisation asymptotique admet une déformée projective qui est une
congruence appartenant @ un complexe linéaire.

Passons a examiner la question d’existence, dedans la classe des congruences
W & dualisation asymptotique, de déformations projectives L — L’ telles que
les quantités ws;, w4, relatives & L ne coincident pas aux quantités analogues
W3y + Tsy, Wge + Ty relatives a L. On reconnait sans peine que la question
se réduit a la résolubilité du systéme

T3 = hwy, T4 = ho,, (5.6)
ou h % 0. La différentiation extérieure donne
di + 2zh(w, + w,) = 0 (5.7)
et une nouvelle différentiation extérieure fournit la condition
[dz @, - w,] = 0. (5.8)

Les équations (5.4) et (5.8) entrainent manifestement (4.2) de sorte que L est
une congruence . Les formes w,, w, ont donc un facteur intégrant commun
de fagon qu’on peut poser

w,=fdv, w,=fdu (5.9)
et (5.4) montre que
f=fu+0v)+0. (5.10)
De (2.20) et (5.9) on déduit ensuite
2 =2y = —-]: . (5.11)
2

Pour w;, et w,y, on a alors en vertu de (2.15), (2.16) et (2.19) et tenant compte
de (5.3) et (5.8)

[w310,] — [W4a05] — 2[w 03] = O,
[05101] + [wga0,] = O,
[04201] + [050,] = 0,

Wy = JW; — Wy, Wgp = — ©1 + O, .
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La différentiation extérieure donne
dg + 2z,(9 + 2)(0; + @) = 0,
d’ot1 ’on obtient en tenant compte de (5.9) et (5.11)
g=—2+cf,
ou bien

wy; = cfddv — f. (du + 2dv), wg =cf?du — f.(2du + dv) (5.12)
avec une constante arbitraire c. Nous avons ainsi obtenu I’expression explicite
de toutes les quantités relatives aux congruences R & dualisation asymptoti-
que. L’élément linéaire projectif des congruences de la classe envisagée dépend
d’une fonction arbitraire f(u 4 v) d’une variable et chaque congruence de la
classe admet dedans la classe des déformées projectives dépendantes de la
constante arbitraire ¢ et de la fonction arbitraire ¢, = ¢, de la variable u + v;
en choisissant ¢, = ¢, = 0, on obtient ! déformées projectives appartenant
a un complexe linéaire. ‘

Dans les recherches de ce n° il reste encore une lacune, en tant que nous
n’avons pas examiné les déformations projectives L — L’ telles quune seule
des deux congruences W considérées soit & dualisation asymptotique.

Concernant cette question délicate, j’ai obtenu tout récemment des résul-
tats positifs relatifs au cas particulier important des congruences E, que je
communiquerai dans un Mémoire prochain.

6. Passons enfin a la recherche d’éléments linéaires projectifs réalisables
simultanément par deux congruences W, soit L et L', telles que L soit a dua-
lisation asymptotique de premiére sorte et L’ a dualisation asymptotique
de seconde sorte. Nous avons vu que la congruence L conduit & la condition
(5.3) et, de maniére analogue, L’ conduit & la condition z; 4+ 2z, = 0. On a
donce

2 =2,=0 (6.1)
de sorte qu’on peut poser, selon (2.20),
0, =dv, w,=du. (6.2)
Nous sommes donc conduits au probléme de déterminer toutes les congruences
W a propriété (6.1), qui sont manifestement toutes projectivement défor-
mables & une quelconque d’entre elles, Les équations (2.15)—(2.19) prennent
dans le cas actuel la forme
[dt) ;] + [dEy 5] = 0, [dEy o] + [dE; w,] =0,
[wg1 + Wy 0] =0, [wygy + @y 0] =0,
[05105] + [0400;] = (] — 83)[w,00,] -
On peut aonc poser, d’aprés (6.2),
thtto=fh="Ffw+v), t,—t,=f = f(s —v), (6.3)
wy = —du+ (& +y)dv, wg,=(t; +y)du —dv. (6.4)
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Or il est aisé de voir que, dans le cas actuel, [dw,;] = [dwy,] = 0 de fagon que

H+y=V, t+y="U, (6.5)

ol U dépend seulement de u et V seulement de v. En éliminant y de (6.5)- on
obtient, en tenant compte de (6.3),

fi-fo=V-—-U. (6.6)

La premiére maniére de satisfaire & 1’équation (6.6) s’obtient en choissant
fi = 0 ou bien f, = 0; alors (6.6) donne

U=c, V=c, (6.7)

ol ¢ est une constante arbitraire. On reconnait que c’est précisément le cas des
congruences L, L' & dualisation asymptotique de premiére et seconde sorte,
car f, = 0 signifie ¢, 4+ f, = 0 (seconde sorte), f, = 0 signifie ¢, = ¢, (premi-
ére sorte). On peut aussi choisir f; = f, = 0, ce qui fournit co! congruences
appartenant & un complexe linéaire qui font partie de la classe envisagée.

D’aprés le résultat annoncé a la fin du n° 3, notre classe de congruences
contient encore co® congruences satisfaisant a I'inégalité (3.19). On les obtient
en supposant que

fafe # 0. (6.8)
Or de (6.6) il découle par différentiation
fifz + flf; =-U, fifz - flf; =V,
et une nouvelle différentiation donne
fife —ffa=0

d’ol1, en tenant compte de (6.8),

”

f = ¢y, f; = C*fy (6.9)
avec une constante arbitraire ¢. Sil’on a ¢ #+ 0, alors
fl — hlec(u+v) + kle—c(u+v) , fz — kzec(u-'n) + kze—c(u_v) (610)

avec quatre nouvelles constantes arbitraires h,, ky, k,, k, et ensuite (6.6) donne
U = — hhye® — kikoe™ ™ +m
V = hihee®® + kike > + m
avec une sixiéme constante arbitraire m. Dans le cas ¢ = 0 on obtient
fo=Rhiw +v) + kyy fo=hy(u—v) +Ek,, (6.12)

U= — hhgu? — (hiky + kyhg) u + m

V= — hlhz'l)z + (hlkz —+ klhz) v + klkz +m (6.13)

avec cing constantes arbitraires hy, ky, &y, kg, m.
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I1 résulte de (2.9) et (6.2) que toutes les congruences W examinées dans
ce n° admettent oo? déformations projectives en elles mémes. Dans un Mé-
moire prochain, nous examinerons de plus proche les congruences W qui ad-
mettent un groupe continu de déformations projectives en elles mémes.

Peswome
TIPOEKTUBHASI TEOOPMALIMA KOHIPYOHIIMI W

OIVAPII YEX (Eduard Cech), ITpara.

(ITocrynmio B pegaxuuio 5/ 1956 r.)

Ecnm 8F — mnpocTpancTBO, JABOMCTBEHHOE NPOCTPAHCTBY Si TO KasKIOM
npaAMoOil g mpocTpaHcTBa Sy COOTBeTCTBYeT mpsMas g* B TpocrpaHcTse S;,
KOTOPYIO Ha30BeM Jyaausayueil npamoi ¢, g* ABIAeTcs CBABKOHM IIIOCKOCTelt
npocrpaHcTBa O3, 0CbI0 KOTOPOH cayskut upsamas ¢. Eciau L — KoHrpysHIus
HPSIMBIX B IpocTpaHcTBe S U €CIM KaykIou NpAMOil ¢ € L mocTaBUTH B COOTBET-
CTBHE ee Myalmsanmio ¢*, moaydmM KoHrpysummio L* B mpocrpaHcrBe Sj.
Mepexox L — L* mazoseMm Oyaauszayuei konepyswyuu L. Ecnn L sBaserca
rourpysnumeit W, to nyanusamua L — L* ecrp npoeKruBHas jedopMmanusd,
SABIAOMAsICA 0cO00I JMOIL B TOM TPUBHAJILHOM ciydae, Korja L Haxogurcs
B (UKCHPOBAaHHOM JimHeHHOM Komiuiekce. Homrpysuumm W, nyanusanueit
KOTOPBHIX fBJIAETCS IOJIyocobas IpPoeKTHBHAs AefopManus (CM. MOIO CTAThIO
Transformation développables des congruences des droites, Hacrosmuit
Hypuaa, 1. 6 (81) crp. 260-286), cymecTBYIOT 1 3aBHCAT OT YeTHPeX IPOU3BOIh-
HBIX (YHKOMA OfHOW nepeMeHHO#. B murwposanuoit paGore Transformation
développables ... BBeleHO HOHATHE KAaHOHUYECKOTO PaBJIOJKEHHUS HeTPUBHAIb-
HOU HPOEKTUBHON Aedopmanmm Hemapabosimyeckoll KoHrpysHnuu. Ilox xaro-
HUMECKUM paszaoxcenuesm koHepysnyuu W. MBL pasyMeeM KaHOHHYECKOE pas-
N0ReHNe ee Lyaju3anuy. BajKHBIM ABJseTcA ciydail kouepysnyuu W ¢ acum-
mnomuueckotl 0yasuszaneli, KOTTa KaHOHMYECKOE Pa3JIOKEHHE COOTBETCTBYET
OJHOY CcHCTEMe aCHMITOTHK Ha (OKaNBHBIX IJIOCKOCTAX. BeAKas KoHrpysHIus
W ¢ acummrormueckoil myasmsaiyeil HOIycKaeT IIPOGKTUBHEIE HedopMmanund,
IpH KOTOPHIX OHa TEePeXOJUT ONATH-TAKM B KoHrpysummio W ¢ acummrornm-
YecKOUl Jyanmsanmeil. B ciaydae IpowWsBOJIBHO 3aMaEHON KOHrpysHumuu W
C aCHMITOTHYECKOI ;Iyanusauﬁeﬁ MHOKeCTBO TaKmUX Je(opMamuil 3aBHCUT OT
OJHOM IPOM3BOJILHON (YHKIUHU OfHON HepemeHHo#t. Hauporus, ecau L — 3a-
maHHas KOBrpysHmus W, to mpoexruBuble nedopmanum L — L' mpm KOTOPEIX
L’ me siBastercsi KOHTPYSHIMEHR ¢ acUMITOTHYECKOHR Jyasusalneil, 3aBHCAT
camoe GOJbIIe OT IECTH HPOM3BOIBHBIX IOCTOSHPBIX.
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