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Чехословацкий математический журнал, т. 6 (81) 1956, Прага 

DÉVELOPPABLES DES CONGRUENCES 
JL/JcüO J J J L V V J X X I I I O 

EDUARD ÖECH, Praha. 

(Reçu le 19 noveraber 1955.) 

Ce Mémoire contient un exposé détaillé des i^ésultats annoncés dans 
une conférence tenue par l'auteur à Turin le 1 février 1955 (v. Università 
e Politecnico di Torino, Rendiconti del Seminario Matematico, vol. 14^ 
1954—55, p . 55—66). 

1. Dans l'espace projectif S^ à trois dimensions soit L une congruence engen­
drée par la droite 

g = [A^A^^ (1.1) 

dépendante (de manière analytique) de deux paramètres u, v. Alors 

est une forme quadratique en d^, àv que nous supposons à dicsriminant diffé­
rent de zéro de sorte que la congruence L est non parabolique. Nous négligeons 
des questions de réalité et, par conséquence, nous pouvons supposer que la 
forme (2) soit proportionnelle à au àv. Les développables contenues dans L 
sont alors données par и = const, et par v = const, et nous appellerons les u, v 
paramètres développables de la congruence L. De tels paramètres ne sont pas 
déterminés sans ambiguïté et on peut les remplacer soit par 

% = 1Ы . ^1 = g{^) (1-3) 
soit par 

mais nous écartons les transformations (4) en supposant la congruence L orientée 
ce qui veut dire que nous distinguons la première et la seco7ide famille de déve­
loppables, la première famille étant donnée par v — const, et la seconde par 
и = const. 

Le point de rebroussement de la développable de la congruence L décrite 
par la droite (1.1) pour v = const, sera appelé le premier foyer de L et le plan 
qui touche cette développable le long de la droite (1.1) sera appelé le premier 
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jplan focal de L\ pour и -•= const, on obtient le second foyer et le second plan 
focal. On peut supposer que A-^ soit le premier foyer et que A^ soit le second; 

if 

alors on a 

A A ^^^ 
cu 1^^2 0 , A A ^^^ 

ôv 1^^2 0 . 

La premier (second) plan focal joint la droite g à la droite 2̂(0̂ 1) q^i est la tan­
gente à la courbe décrite par le second (premier) foyer pour v = const, (pour и = 
= const.). On a 

dA 
92 Яг A. '^^ 

dv 
A 2 

2 du 

les droites Çi et g^ sont les transformées de Laplace de la droite g. 
Dans ce qui suit, nous faisons usage du repère mobile 

A„ A„ A„ A 4 (1.5) 

tel que A^ (A^) soit le premier (second) foyer et que A^ (A^) soit situé sur la 
droite gi {g2)', les facteurs scalaires des points (1.5) soient soumis à la condition 

л 1Л 2^3 .̂4] 1 ri. 
Le premier plan focal est [A-j^A^A^], le second [^[^^а^з]- Le repère (1.5) dépend 
des deux paramètres principaux u, v et d'autres 5 paramètres secondaires que 
nous laissons en ce moment complètement arbitraires. Nous faisons usage 
de la notation habituelle 

d ^ . г — СО iiu.j.1 Vi Л. (ОцА^ ^ г З ^ З СО ̂ 4 ^ 4 (^ 1 , 2 , 3 , 4 ) . (1.7) 

Posons encore 
О) 13 COi , со 24 СО 2 .8) 

et remarquons que l'on a 

ex) 11 cOoo Ч- CJOOO 4 - о)лл = 0 22 33 44 1.9) 

en vertu de (1.6). On démontre sans peine que les conditions que nous 
imposé au choix du repère (1.5) sont exprimées analytiquement par les 
tions 

= 0 . COoo = 0 , со 14 23 

[Ш12СО2] = 0 [cogicoi] :== 0 . 

De (1.10) on déduit par differentiation extérieure 

[CO34CO1] = 0 [CO43CO2] = 0 . 

On peut donc poser 

CJÛ 12 1^2? ^ 2 1 — ^ 2 ^ 1 ' ^^34 — P2^^1 ' <^43 — ßiCO^- (LU) 

Les équations (1.7) deviennent alors 
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UL.JCI-1 — 

QL-O-O ~" 

yXjLJL О 

dA,= 

On voit que l'on a 

en outre 

<^^ii^i + 
— 0C2O)i-^i ~~ 

СО31Л1 

CÂjA-tJTX-t 1 

[oji dv] 

^:-j^C02^2 ~b ^-^1-^3 J 

- (JÛ 
• M i vMI M i l • • • Aiftf 

h '̂-̂ зг̂ г + ^^33^3 + /?2^И4 , 
Г ^42^2 + Ä<^2^3 + ^44^4 • 

0 , [шз du] 0 ; 

[coi^a] ф 0 , 

1.12) 

1.13) 

1.14) 

puisque la droite (1.1) dépend essentiellement des deux paramètres u, v. 

Il est aussi utile de noter les relations 

[da> со 11 33 a>i] [dcOa] = [<̂ 2̂2 — ^44 ^^2] • 1.15) 

imultanément avec le repère ponctuel (1.5), il convient 
an aire 

2 , JLJ^, - ^ 4 (1.16) 

OÙ 

1 l-^o-^S-^éJ? - " [J. 1^3^.4], E^ — [J.i^2^4]> ^ [^1^2^з] . (1.17) 

On voit sans peine qu'aux équations (1.12) correspondent les équations 

dE 
dE 
dE 
dE 

2 

3 

oc^oj^E^ + о^ш^^г i - ^4i--4 
Ш22^2 + <^32^3 + ^ 4 2 ^ 

CO^E^ + Û>33^3 + ßiOjJE^ = 0 

0 

4 0 
(1.18) 

4 Ш2^2 ß^coiE 3 О) 44-^4 0 ; 

il est aussi utile d'écrire les équations relatives au repère réglé associé au repère 
ponctuel (1.5) qui sont manifestement 

d [ ^ 1 ^ 2 ] = (^11 + <̂ 22) [ ^ ^ 2 ] + COlA^A^] — COi[^2^3J . 

d[-4i^3] = а>з2ИИ2] + (<^ii + < з̂з) [ ^ И з ] + i32Wi[-4i^4] + oc^Mii^^^zl . 
= — C04i[J.iJ.2] + ' ^ 2 ^ l [ ^ 1 ^ 4 ] + /5iC02[^2^3] + (<^22 + ^^44) [ ^ 2 ^ 4 ] ? d[^2^4] = -

d [ ^ H 4 ] = Ш42[^-И2] + /51Ш2[^Из] + (^11 + ^44)[-4И4] + -^1^2[^2^4] + 
+ COi[^3^4] , 

^ [ ^ 2 - 4 з ] = — ^ 3 l [ - 4 l ^ 2 ] + ^2^h[^l^z] + (^22 + < ^ З з ) И 2 ^ з ] + ß2^l[-^2'^4] 

^21^3-^4] 5 

^[^3^4] = — ^éli^l^sl + ^ 3 l [ ^ H 4 ] — Ш42[^2^з] + <^^32[^2^4] + 
+ (CO33 + 0>44)[^3^4] . 

(1.19) 

Pour étudier les questions d'existence de la théorie des congruences qui 
forment le sujet principal de ce Mémoire et des autres qui en seront la conti­
nuation, il faut écrire les conditions d'intégrabilité du système (1.12) qui s'ob­
tiennent en difFérentiant extérieurement les équations ( 1.11 ) et sont 



[a>32COi] + [ d ^ i 

[d^2 + ^2(2coii 

ai(2a> 22 CO 1 1 

CO 

2 + /^2(^11 

22 

Ш44) COg] = 0 , 

0>33) ^ l ] + [<^41<^2] = 0 . 
2Ш44) Ш2] = 

~ [^32<^2] = 
22 I ^ 3 3 

2сОзз) coi] 
1.20) 

0 . 

Nous avons introduit la supposition 
orientée, mais nous avons aussi fait le 
changement d'orientation soit exprimé 
simple qui est 

que le congruence L envisagée soit 
des notations de telle sorte que le 

analytiquement par une substitution 

Al 

^ 2 

Л2 
A^ ^ 4 

A, 
^ 3 

^ 1 

E^ 
E^ 
E, 

E, 
E, 

^ 4 

E^ 
(X>i 

0)2 

ft>2 

Ш1 

Л-1 

'^'2 

iX^ 

«1 

ßl 

ß . 
2 

JL « Apâ  JL 

La dualité est exprimée par la substitution 

E^ E 
2 

4 

3 ^ 4 ^ 1 - ^ 2 

2 4 

i^o E 

1 ^ 2 

Ш 1 a a 2 /5i /5 2 

CO2 i? ! 2 ^ ' 1 ^ ' 2 .22 

2, En suivant E. CART AN, nous employons le symbole S pour indiquer une 
differentiation relative au changement des paramètres secondaires seuls 
sorte que 8u = 8v = 0 et nous posons ojij,{8) ~ e^j^. Comme le nombre 
paramètres secondaires est égal à 5, il y a 5 combinaisons linéaires indépendan 
tes de leurs différentielles qui sont e^ -
relations (1.15) et (1.20) montrent que 

^225 ^ 1 1 e 335 ^ 1 1 5 ^31? ^ 4 2 

bcjy^ (^11 

(ßii 

^33) ^1 ? 

2e 

(e 22 

2 

e 33 

^'44/ ^1 5 

boa 2 

80(2 
0 

(^22 

(^22 

e 44 O) 2 > 

"-^11 ^ 3 3 / ^^2 5 (2 

2 (e 11 e 44 ^ ^ 3 3 ) P 2 • 

Il en résulte que les formes différentielles 

(Х1Л2Ш1СО2, 9^ = ßxß2^i(^2^ Fl ос 
CD 3 

2 
IFl œ ^2 — ^2P2 

CD 3 

1 CD 2 

liées par l'identité 
cp . (p * JP, . i^ 2 (2.3) 

sont invariantes * SjPg z=z 0); de même les équations 

ß 
2 2 

0C1CD2 0 , 
2 

ßlCO 0 . (2.4) 

Nous appellerons 
cp l a forme ponctuelle , 
99* Ы forme planaire , 
Fl l a première forme focale , 
i^2 I3. seconde forme focale 

de la congruence Ь étudiée. Les raisons pour ces dénominations s'éclaircirons 
au n° 5. Nous appellerons aussi élément linéaire projectif de la congruence L 

263 



l'ensemble des quatre formes (2.2) et des deux équations (2.4). D'ailleurs, il est 
clair qu'en général les équations (2.4) sont univoquement déterminées si les 
formes (2.2) sont connues; mais ceci n'est plus vrai si ^:i = ^2 = ^ ou si oc^ = 
=: ß^ = 0. Il résulte de (1.21) que le changement d'orientation de L entraîne 
la substitution 

<p (p"" F, F, 
<p çp* F, F,J (2.5) 

et de (1.22) que la dualité conduit à la substitution 

(p ç?* F^ F^ 
(p^^ (p F^ F^f (2.6) 

En 1933 A. TERRACINI introduisit sous le nom d'élément linéaire projectif 
de la congruence L une forme différentielle fractionnaire qui dans nos notations 
est égale à 

((^iCo| + ß2Col)i(X2a)l + ß^ml) 
éœ^coo ^ 

Ucp +(p^ +F^+ F,) . (2.7) 
1 ^ 2 

V. A. Terracini Su alcuni elementi lineari proiettivi, Ann. délia R. Scuola Norm. 
Sup. di Pisa, série I I , vol. 2, 1933, p. 401 — 428; v. aussi A. Terracini, Osserva-
zioni sulla geometria proiettiva differenziale délie congruenze di rette, Atti del R. 
Istituto Veneto vol. 94, 1934, p. 75 — 86. La forme difiFérentielle (2.7) reste inal­
térée par les substitutions (2.5) et (2.6) et, en général, elle détermine les formes 
(2.2) à ces substitutions près. 

Nous n'aurons guère occasion à considérer d'autres invariants de la congruence 
L outre les formes (2.2) et les équations (2.4). Remarquons seulement que 
l'invariant classique de Wälsch {Sur le premier invariant différentiel projectif 
des congruences rectignes, Comptes Rendus Paris, t. 118, 1894, p. 736—738) est 
égal à 

Chacune des équations a^ = 0, л2 = 0, ß-^^ = 0, ß^ = 0 est manifestement 
invariante. On voit sans peine^) qu'en négligeant l'orientation il y a les 10 
types suivants de congruences non paraboliques: 

Type I: ск^осфф^ Ф 0 des congruences qui possèdent deux surfaces focales 
non développables. 

Type I I : oc^ß^ß^ Ф 0 = (Xg ou cx^xß^ ф 0 = ^1 des congruences qui possè­
dent une surface focale non développable et une courbe directrice non recti-
ligne. 

Type II*: осфф-х Ф 0 = ^2 ^^ ос-^осф^ ф 0 = ß^ corrélatif au type II . 

1) Il faut remarquer que les équations (1.20) montrent que les relations oc^^ = ß^ = 0 
entraînent cogg = 0 et les relations a^ ^ ßi = 0 entraînent m^i = 0. 

264 



Type I I I : осф^ Ф О, ос^ = ^^ = О ou (X-^ßi Ф О, <:Xi = /З2 = О des congruences 
qui possèdent une surface focale non développable et une droite directrice. 

Type IV. осф^ 4= 0, ^1 = 3̂̂  = 0 ou o<ißi Ф 0, (Xg = /?2 = ^ des congruences 
qui possèdent une surface focale développable et une courbe directrice non 
rectiligne. 

Type V: ß-^ß^ Ф 0, ^1 == oc^ = 0 des congruences qui possèdent deux courbes 
directrices non rectilignes. 

Type V*: (%î 2 Ф 0, /3i ™ ^2 = ^ corrélatif au type V. 
Type VI: ^2 Ф 0, ^1 = (%2 = /̂ 1 = ^ ^^ ßi "¥ ̂ , ^г = ^2 = ß2 = 0 des con­

gruences qui possèdent une droite directrice et une courbe directrice non recti­
ligne. 

Type VI*: «2 Ф 0, oc-^ = ß-^_ = ß^ = 0 ou (x-i_ Ф 0, oc^ = ß^ = ß^ = 0 • corrélatif 
au type VI. 

Type VII: a^ = a^ = ßi ^= ßz -^^ 0 des congruences linéaires non paraboli­
ques, c'est-à-dire des congruences qui possèdent deux droites directrices. 

Les congruences des types IV, VI, VI"^ et VII se laissent décomposer en 
00^ faisceaux de droites dont les centres décrivent une ligne d. Le plan du 
faisceau dont le centre est situé au point A de d n'est pas tangent à la ligne d 
au point A (autrement la congruence serait parabolique). Dans le cas du type 
VI les plans de tous les faisceaux passent par une droite fixe; dans le cas du 
t3rpe VI* la ligne d est droite. 

SiFona^i/^g Ф 0, le premier foyer J.1 décrit une surface (A^) non développa­
ble, appelée la première surface focale; les asymptotiques de (Aj) sont données 
par la première des équations (2.4), puisqu'on déduit de (1.12) que 

[^1^2^3 d Al] = Л1СО2 + P2^1 

et [^1^-2^3] est le plan tangent à la surface (Ai) au point A^. Pareillement pour 
a^ßi Ф 0 le second foyer A2 décrit la seconde surface focale {A2) non développable 
dont les asymptotiques sont données par la seconde des équations (2.4). On 
ne doit pas oublier que le plan tangent à la première surface focale est le second 
plan focal. 

Les formes différentielles 99, ç?* sont bien connues. En négligeant des infini­
ment petits du second ordre on a selon (1.12 

\Ai -\- d ^ i ) ^ =0 — A^ Ф л^со2^2 ? 

(^2 + d^2)û;. = 0 = ^ 2 + ^ г ^ И ь 

de sorte que le rapport anharmonique des quatre points 

^ j , ZI2, ( ^ 1 Ф d - ^ i j ^ =Q , ( ^ 2 I ^^2/<Wa = 0 

de la droite (1.1) est égal à la forme 99. Pareillement on déduit de (1.18) que le 
rapport anharmonique des quatre plans 

JS/g, E^, {EQ ~\~ dJïJg)̂  =0, (E^ + dE^) Wi = Oî \ -^4 1̂  ^-^а/ш^^О 



passants par la droite (1.1) est égal à la forme 99*. Il s'ensuit, en appliquant 
ид résultat obtenu par A. Terracini en 1927 {Un'osservazione sugli invarianti 

tm'equazione di Laplace, Boll. Un. Mat. Ital. t. 6, 1927, p. 57 — 60) que la 
forme ç) est égale к h du dv, où h est le premier iдvariant de Laplace-Darb oux 

jr—^z-- en combinaison linéaire de -^— ? -^^ 
duov ou dv 

de l'équation qui exprime ^^ en combinaison linéaire de -^-^ , -^r^, ^.3 et en 

même temps le second invariant de l'équation qui exprime ^ • , "̂̂  en combi 
. duov 

naisonlinéaire de -^— , -^— , A^; pareillement la forme 09* est ésrale à h^ du dv, 
du dv • 

où Ä* est le premier invariant de l'équation qui exprime ^ J"- en combinaison 
^ X л i duov 
oE. dE. de --—-- , -^^ - ^ E^ et le second invariant de l'équation qui exprime 
OU/ 

* / • 

тг-тЛ- en combination linéaire de ~^- , -^^~ , E^. 
dudv du dv 

Posons 

i 
^ 1 Ъ ^ 5 - , u-g — - - 5 - 2 ( ^ . 9 

2 

de sorte que 

F,= -cp^.G., 

(p 

(p 
GTO 

F,= - f = -<p*G,. • (2.10) 
1 

Supposons que a^ß^ ф 0 de manière que nous avons la première surface focale 
j) non développable dont les asymptotiques sont données par la première 

des équations (2.4) qui peut s'écrire Ĝ  = 1. Dans le faisceau des tangentes 
à la surface {Ai) (centre du faisceau A^, plan du faisceau E^) considérons l'in-
volution J i dont les droites doubles sont la droite [^i-^g] et sa transformée 
de Laplace [J. 1^3]. On voit sans peine que G^ est le rapport anharmonique des 
quatre éléments suivants de l'involution J^: la droite double [^.^^а]? 1^ droite 
double [-41^3], le couple formé des tangentes asymptotiques de la surface {A^) 
et le couple de l'involution J^ contenant la tangente [Ai dAi] = [Ai ociOo^A^ 
+ (OiA^. Si l'on a oc^i^ 0, alorsGg s'interprète de manière analogue à l'aide 
de l'involution Jg dans le faisceau des tangentes à la surface {A 2), les droites 
doubles de Jg étant [AiA^] et [J.2J.4]. 

3 Outre la congruence L, nous allons considérer une autre congruence L' 
non parabolique dans un espace projectif S'^; la position relative des deux 
espaces S^ et /83 est irrelevante pour les problèmes qui nous intéressent ici. 
Nous introduisons pour L' des notations analogues à celles employées pour 
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L, en indiquant avec des accents toutes les expressions relatives à U, Il sera 
commode de poser 

de sorte que l'on a p. ex. [v. (1.9) et (1.10)] 

"^11 + '^22 1 '^33 \ '^44 — ^̂  ? (^-^ 

^ 1 4 ^^^ ^ ? ^ 2 3 ^^^ ^ • l*^'*^ 

Or soit T une transformation (droite -> droite) entre i et L'. Nous nous limitons 
à la considération des transformations développables, c'est-à-dire nous supposons 
que T porte chaque développable contenue dans L dans une développable 
contenue dans L\ On peut donc supposer que, pour une droite quelconque g 
de L, les deux droites g et g^ = Tg correspondent aux mêmes valeurs de u, v, 
les paramètres u, v étant développables simultanément pour L et pour L', 
On voit sans peine que le repère 

' 4' Â' A' 

être soumis à la condition ш̂  == coi, cog ~ cog qui peut aussi s'écrire 

Т^з = 0 , T24 = 0 . (o.Ö 

Notons explicitement les équations 

<^12 = ^1<^2J ^ 2 1 = ^ 2 ^ 1 5 ^ 3 4 "=" ^ 2 ^ 1 5 <^^43 " ^ ßl^2 ( 

qui correspondent aux équations (1.11). De (3,5) on déduit par differentiation 
i""'' 

[^11 — -̂ 33 ^̂ >i] ^ 0 , [T22 — T44 0J2] -= 0 . (3 .7) 

Les valeurs de u, v étant choisies de manière quelconque, une homographie 
H (S^ -> A3) sera appelée homographie tangente, resp. osculatrice à la transforma­
tion T (dans la droite g de i correspondante aux valeurs choisies de u, v) si H 
réalise un contact analytique du premier, resp. second ordre entre les deux 
congruences L, L'. Il s'agit ici du contact au sens de géométrie réglée qui de­
vient un contact ponctuel faisant usage de la représentation classique des droi­
tes de l'espace ordinaire moyennant les points d'une hyperquadrique de l'espace 
à 5 dimensions. Les conditions analytiques pour une homographie tangente 
H sont, en choisissant convenablement le facteur scalaire de H, 

H[A^A^] = [A^A^,] , H dlA^A^] = d[A[A'^] + ^-[^1^2] ; (3.8) 

pour une homographie osculatrice il faut ajouter la condition ultérieure 

H d^A^A^] = d2[^U;] -f- 2Ы[А[А'^] + (.) [^1^2] • (3.9) 

Si Ton tient compte de la première équation (1.19) ainsi que de (3.5), on peut 
donner à la condition (3.8) la forme 
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ЩА^А^] = [A[A2l Н[А^А^] = [А'^ Ä^ + X^A[l Н\А^^ = [А[ Ä^ + КА]у 
(ЗЛО) 

où 
а- = Х^ОУ^ + ^20>2 —• ("̂ 11 + "̂ 22) • (3 .11) 

On voit que les homographies tangentes H existent pour chaque T développable 
(il est d'ailleurs évident qu'elles ne peuvent exister si T n'est pas développable) 
et sont 

JJLXL<^ —^ Q - ^ 2 ? 

HA^ = Q(Ä^ + ^i^i) + /^1^2 ? (3.12) 

Oll les quantités ç Ф 0, Â , Я2, /^1, //2 sont tout-à-fait arbitraires de sorte que^ 
pour %, V données, il y a 00^ homographies tangentes. Il est utile de remarquer 
qu'un changement de signe de ̂  a une signification purement formelle; plus 
précisément, on voit que la substitution 

Q ^1 ^2 /^1 

— Q Al Ag ~ / ^ i —/^2 / (3 .13) 

change seulement le facteur scalaire inessentiel de H. L'expression de H en 
coordonnées des plans est 

4 5 HE, = Q-\E[ - Ai4) - /zX 
HE^ = Q (E2 — ^2^^) — ju^E^ , 
HE, = Q-^E', , (3.14) 

et en coordonnées des droites 

H{A^A^ = [^1^2] , 

H^A^A^ = Q-^[A2A^] — ^~^/^2[^1^2] 5 

-"[^2^3] = [^2^3] — '^l[^1^2] ? 

^ И з ^ а ] = [^3^1] + [̂ i>l2 -- l^iH'^J.A'iA'^] + ^lE-^Uâ] — 

Il est clair que, T étant développable, l'orientation choisie pour L fixe celle de U. 
En changeant l'orientation de L et par suite aussi de U on a la substitution 
(1.21) à laquelle il faut maintenant ajouter la substitution 

Q К К f^i /̂ 2 
Q-^ Я2 К /̂ 2 /̂ 1 / (^-16) 



A la substitution (1.22) exprimant la dualité il faut maintenant ajouter la 
substitution 

Q Al Â2 [Âi /^2 

^ - 1 __я^ __^2 _^^2 __^^^ j (3 .17) 

Remarquons encore que la notion d'homographie tangente (ou osculatrice) 
est autoduelle et ne dépend pas de l'orientation. 

Des équations (1.19) il résulte que 

+ (dc02 + ^0)ii + CO22 + ^44 • ^^2) [^1-^4] — (dcOl + a>ii + 2C022 + ^33 • ^1) • 

[̂ 2^3] + ißi^l — ^2^!) [^Из] + (̂ 1̂ 1 — ß^pl) [̂ 2^4] + 2wico2 Из-44] ; 
(3.18) 

pour la congruence L' on a une équation analogue. Si l'on tient compte de 
(3.11) et de (3.15), on obtient 

H à^A^A^] = d^lA^A'^] + 2Ы[А[А'^] + {.)[A[A',] ~ 
— {Ч1 — -̂ 33 - " 2A1CO1) co i [ ^2^3 ] + (T22 — T44 — 2Я2Ш2) ш^А^А'^] + 

+ {(^2 — Q^^2) <̂ i — (^1 — e^ßi) ^l — ^Qf^^co^œ^} [A[A'^] + (3.19) 

Rappelons enfin les équations (3.7) qui permettent de poser 

"^11 "̂ 33 = fl^l J "̂ 22 "̂ 44 — / 2 ^ 2 • ( 3 . 2 0 ) 

En comparant (3.19) et (3.9) on arrive à la conclusion fondamentale qu'une 
homographie tangente H est osculatrice si et seulement si 

. ' (Xi = Q-^oci, a ; -= ^ % 2 . ßi = Q^ßi^ ß2 = ^ " % . (3 .21) 

'^^1 == /i? 2Я2 = /2? /^1 = 0, fi2 = Ö- (3 .22) 

4. La transformation T (nécessairement développable) s'appelle, selon 
G. FuBiNi et E. CARTAN, déformation (ou applicabilité) projective si, pour 
chaque choix dex paramètres u, v, il existe au moins une homographie oscu­
latrice H. Nous avons prouvé que condition nécessaire et suffisante pour que 
la transformation développable T d'une congruence non parabolique L soit une 
déformation projective est Vexistence d'une quantité Q^ satisfaisant aux équations 
(3.21). Il est manifeste que le type (v. n"" 2) de la congruence L est invariant par 
rapport aux déformations projectives. Si L, L' sont deux congruences linéaires 
(type VII), les équations (3.21) sont identiquement vérifiées de manière que 
chaque transformation développable L -^ U est dans ce cas une déformation 
projective et, pour chaque choix de u, v, l'homographie osculatrice dépend 
encore d'un paramètre arbitraire Q^ Ф 0. Pour tous les autres types, au con­
traire, les équations (3.21), supposées résolubles, déterminent Q^ sans ambiguïté 
de sorte que, les u, v étant données, l'homographie osculatrice est univoquement 



déterminée. Dans le cas du type VI ou VI* les équations (3.21) se réduisent 
à une seule et l'on a de nouveau que chaque transformation développable est 
une déformation projective. Ceci n'est plus vrai pour les autres types, mais 
nous renvoyons à un Mémoire qui fera la suite du présent pour la résolution 
des problèmes d'existence relatifs. 

Notons encore que l'homographie osculatrice, que nous indiquerons par Яд, 
est donnée par 

H,A, = e(4 + if,A[) , (4.1) 

Oil l'on doit déterminer Q selon (3.21); les quantités /1,/2 sont données par 
(3.20). 

En éliminant g^ des équations (3.21) on voit tout de suite que condition né­
cessaire et suffisante pour la déformation projective d'une congruence non para­
bolique est l'invariance de Vêlement linéaire projectif. 

Les équations (3.21) étant en nombre de quatre et contenant une quantité 
auxiliaire Q'^, on voit que la déformation projective impose une condition triple 
à la congruence L. Comme une congruence ne dépend que de deux fonctions 
arbitraires de deux variables, on est conduit à prévoir qu'une congruence est 
en général projectivement indéformable, ce qui est d'ailleurs bien connu. Or 
nous verrons plus tard (v. n. 5) que l'étude des homographies tangentes permet 
d'introduire des classes de transformations développables plus générales 
que les déformations projectives et telles que chaque congruence L en admet 
une infinité dépendant de six fonctions arbitraires d'une variable. 

Commençons par une définition. Considérons deux points mobiles A{t) et 
A'{t) dépendant d'un paramètre commun de sorte qu'il y a une correspondance 
donnée entre la courbe 0 décrite par J (̂̂ ) et celle 0 ' décrite par ^'(i^). Supposons 
aussi que les deux points ^(0) et A'{Q) coïncident en position et que les deux 
courbes C, С aient un contact géométrique du premier ordre (au moins) au 

a alors 

^ '(0) = cA{0), àA' - : cj àA + M pour t^Q, 

où -& ne nous intéresse pas. C'est la quantité j qui nous intéresse et que nous 
appellerons coefficient de dilatation du contact considéré entre С et C'\ c'est 
un invariant projectif (plus généralement, j est invariant par rapport à chaque 
transformation de l'espace qui est régulière au point J.(0)) et l'on a / = 1 si 
et seulement si le contact considéré est analytique. 

Ceci étant; considérons une transformation développable T{L~>L') et, 
pour des valeurs choisies de Uy v, soit (3.12) une homographie tangente à T. 

M 

Si l'on a ^1 Ф 0 Ф a^, alors pour v = const, (ou ю^ == 0) le point A^ décrit une 
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courbe Cl dont g est une tangente et le point A[ décrit une coprbe C'i dont g' 
est une tangente. Comme l'homographie R porte Ai en Ai et g en g', il y a en 
Al un contact géométrique entre les deux courbes HCi et C'i\ soit ji le coeffi­
cient de dilatation de ce contact. (Nous dirons que И réalise un contact géo­
métrique entre Cl et C'i à coefficient de dilatation ji.) On trouve sans peine 
que l'on a 

h = ^ ; (4.2) 
(Xl 

pareillement, si ^g Ф 0 Ф ^2, -fif réalise un contact géométrique du premier 
ordre entre les courbes décrites pour и = const, (ou œ^ = 0) par les points A^, 
et ^2 dont le coefficient de dilatation est 

Ь = 4^- . (4.3) 

En passant aux espaces S^, 8'^^ corrélatifs aux espaces /S3, ̂ 3 (les points de 8 
p. ex., sont les plans de /S3), on a deux autres coefficients de dilatation 

3 ' 

^1 — «2/? ' у±Л) 
Q Pi 

jf = ^ß- ; (4-Ö 
2 

ji s'obtient (si ^^ Ф 0 Ф ß'i) en considérant le mouvement des plans E^ et E'^ 
pour coj = 0 et j"^ (si ß^ Ф 0 ф jßa) en considérant le mouvement des plans 
E^ et E'^ pour CO2 = 0. 

Il importe de remarquer que les quantités j ^ j ^ , jt^ ?î ^^ dépendent que de Q^, 
tandis que l'homographie tangente envisagée H dépend encore de Â , Ag, /г ,̂ ß^-
Or H porte la ponctuelle [Л^^з] dans la ponctuelle [^1^2] moyennant une 
projectivite Jt: 

TcAi = qAi , пА^ -- ^"^^2 (4.6) 

et le faisceau de plans à l'axe [JL^^g] dans le faisceau de plans à l'axe [^^^У 
moyennant une pro jecti vite тг*: 

Tt^E, = Q~m'^ , л^Е, = QE[ . (4.7) 

La projectivité л porte Aien A'iQt A^ en ^aJ ^* porte £̂ 3 en E'^ et ^4 en j ^ ^ ; 
pour des valeurs données de u, v, on a encore oo^ projectivités л et oo^ projecti-
vités Я*. En choisissant Q^, les deux projectivités sont bien déterminées; 
inversement le choix d'une d'elles détermine g^ et par suite aussi l'autre pro­
jectivité. 

La relation mutuelle des deux projectivités л, л;* peut être décrite géométri­
quement. La transformation T porte chaque droite g de L dans une droite 
g'^ de L'; ce n'est pas une transformation ponctuelle XIX ULXXv/ transformation 



planaire. Mais si l'on choisit g'^ en fonction de u, v, on peut transformer les 
points de chaque droite g de L moyennant la projectivité (4.6) correspondante 
et les plans passants par g moyennant la projectivité (4.7). On obtient ainsi 
d'une part une extension ponctuelle de T que je désigne par T(Q^) et qui porte 
(pour chaque choix de u, v) le point x^A^ + ^2^2 de S^ au point QX-^^A'i + ^ -^2^2 
de S3 et d'autre part une extension planaire de T que je désigne par T'^(Q^) et qui 
porte (pour chaque choix de u, v) le plan Xj^E^ + ^2^4 de A3 au plan Q~^X-^E'^ + 
+ QXcßl de A3. Il s'agit de décrire géométriquement la relation entre les deux 
transformations T{Q'^) et T^{Q^). A ce but, considérons une surface réglée 
gauche R de la congruence L et la surface réglée gauche R' correspondante 
de la congruence U obtenues en substituant pour u, v des fonctions arbitraires 
d'un paramètre t telles que [cô  d^] Ф 0 Ф [cog di^]. Alors si X = x^A^ + x^A^ 
est un point arbitraire dei? et nX le point correspondant de R\ on voit sans 
peine que, X* étant le plan tangent à i2 au point X, л^Х^^ est le plan tangent 
à R' au point nX, En effet, les deux plans tangents sont manifestement 

[^1 ^ 2 ^{Q^I^I + ^"^^^2^2)] "= [^1 ^ 2 Q^l^l^Z H~ ^'"•^^2^2^4] ~ 
= Q~^ X^py^E^— QXiCOiEi . 

Remarquons encore que l'on a 

[^1 A d^x^^A^ + x^A^)] == (2ft>i dx^ + Xi dcoi + x^ ft>ii + Ш33 <̂ i + 
4- 0̂2 oc^cof + /3iCo|) [^1^2^з] + (2a>2 dâ a + âg dcog + x^ 0)22 + 0)44 ^2 + 

+ ^1 îCt>| 4- /SgCOj) [^1^2^4] 

de sorte que l'équation différentielle des asymptotiques de la surface R est 

2a)^W2(x2 dx^ — x^ dx^) — ^K^icoj + i32<̂ i) <̂ i + ^l(^2<^i + î icol) cog + 
+ XiX2{o)2 dû>i — ft>i dcog + û>ii — Ш22 + <^33 — û>44 . 0)10)2) = 0 . ( 4 . 8 ) 

Pour les asymptotiques de R' on obtient l'équation analogue 

2o)iO)2{x2 dx^ — Xi dâ a) "~ Q^xl{oc[o)l + iSgCof) coj + ^""^^K îgö)! + ß[o)l) 0)2 + 

I 1 1 do 
+ XiX2\ 0)2 dcoi — ft>i dft)2 + 4 h соц -— Ш22 + созз — 0)44 + Тц — Tga + 

Q 

33 T44 . 0)10)2) = О 

La soustraction fournit l'équation 

xfioci — ^%i . 0)1 + Ŝg — Q^ß^ • < î) ^1 — ^1(^2 — ^"^^2 • <̂ i + 

d^ 
+ ßi — Q ¥ 1 • ̂ 1) ^2 + ^ A P "T "^ ^ " ~" '̂ 22 + 3̂3 — '̂ 44) ^i<^2 = Ö (4.9 

dont l'étude* donne des conséquences que je ne considère qu'incomplètement 
au Mémoire présent en me limitant d'ailleurs au cas où T est une déformation 
projective (v. n° 7). ;:, 
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5. Pour abréger, je ne considère dans ce n"" que le cas du type I 

/ t rxf r^f ^г^Фг^г Ф 0 Ф ск.^(хф^^^ 5.1 

oil la congruence L possède deux surfaces focales [A^, {A^ non développables 
et 

Nous avons vu que les quatre équations (3.21) donnent l'ensemble des condi­
tions nécessaires et suffisantes pour que la transformation développable T soit 
une déformation projective. Nous passons à la considération des telles T 
qui ne satisfont qu'à une partie des conditions (3.21). Remarquons avant tout 
qu'en vertu de notre supposition (5.1) tous les quatre coefficients de dilatation 
/ij b ' it^ it \У- (4-2) — (4,5)] sont bien définis et Ф 0; l'un d'eux peut être 
prescrit arbitrairement, la quantité ^^ ф 0 étant à notre disposition. Nous savons 
que /i = 1 est la condition pour que l'homographie tangente H donnée par 
3.12) réalise un contact analytique du Г'̂  ordre A^ -> A^ pour cô  = 

est la condition pour que H réalise un contact analytique du 
pour CO2 = 0, jX = 

= 0, /2 = 1 
^̂  ordre A2 -> A2 

1 est la condition pour que H réalise un contact analy­
tique du V^ ordre E^ -> E'^ pour cô  = 0, f * — 1 est la condition pour que H 
réalise un contact analytique du Г'̂  ordre E^ -> E'^ pour Шо = 0. Or on déduit 
de (1.12), (1.18) et (3.12), (3.14) 

2 

HA 

HE 
HE. 

2 

3 

QA[, HàA^ 
JLI KJLJJL О 

НЛЕ^ 
H dE^ 

d(QA'j^) + (.) J[j + ijUiCOi 
а{д-Ы2) + (.) A^ + (//2^2 
а{д~Щ) + (.) ^ ; + (//2Ш1 
digE^) + (.) E^ + (ju^co^ 

^-%l 

Q(X2 — 

Qßi — 

Q~ 

Q~ 

Q0C[ 

"^^2 

- % 

9 'ß2 — Qß2 

^2) ^ 2 ' 

d'oii il résulte {sans les limitations œ^ =' 0 ou 0)2 = 0): 

h 
/1 

2 

1, //1 -

1, /^2 

^? /^2 ~ 

1, /il -

= 0 
- 0 
= 0 
= 0 

> 

est la condition 
pour que H réalise 
un contact analytique 
du premier ordre 

< 

E: 
2 

3 

4 

> 

> 

3 ' 

4 -

Donc: q) =^ (p^ si et seulement si pour u, v arbitrairement données il existe une 
homographie qui réalise un contact analytique du premier ordre A^-^ A[ et en 
même temps un contact analytique du premier ordre A^-^ A'2 (on voit sans peine 
qu'une telle homographie est nécessairement tangente pour T, c'est-à-dire 
qu'elle réalise aussi un contact analytique du premier ordre [^i42] -^ [^1^2])? 
ç)* = (p^' si et seulement s'il existe une homographie qui réalise un contact ana­
lytique du premier ordre E^ -> 
premier ordre E^-~> E[. En outre: F^ 

3 et en même temps un contact analytique 
= F[ si et seulement s'il existe une homo 

graphie qui réalise simultanément les trois contacts analytiques du premier ordre 

A^--> A'i, E^-> E'r^, [J^j^a] "^ [^1^2]? -̂ 2 ™ ^2 ^'^ ê  seulement s4l existe une 
homographie qui réalise simultanément les trois contacts analytiques du premier 
ordre A2-> A2, ^ 4 - > ^4, [ J i ^ g ] - ^ [^1^2]- On voit que la condition 99 = 



о 

о 

concerne seulement la manière dont se comportent les foyers A^et Ä2,l^ condi­
tion 99* = 99*' concerne les plans focaux jEg et E^, la condition F^ = F'i concerne 
le premier foyer Л^ et le premier plan focal E^, la condition F2 = F^ concerne 
le second foyer ^2 ^^ ^̂  second plan focal E^. Ceci explique la raison qui nous 
a conduit à nommer 99 la forme ponctuelle, 99* la forme planaire, #1 la première 
et #2 1^ seconde forme focale. Conséquemment, nous allons introduire de 
dénominations pour des classes particulières de transformations développable 
d'une congruence non parabolique: les déformations ponctuelles caractérisées 
par (p = (p\ les déformations planaires caractérisées par cp^ = 99*', les défor­
mation focales de première resp. seconde espèce caractérisées par F^ = F[ resp. 
F2 = F^* En outre nous introduirons encore la dénomination de déformations 
asymptotiques de première resp. seconde espèce pour les transformations dévelop-
pables T qui induisent une transformation asymptotique {A^) -> {A[) resp. 
(^2) "^ (-̂ 2) des premières resp. secondes surfaces focales. Analytiquement, 
les déformations asymptotiques de première (seconde) espèce sont caractéri­
sées par la condition a^ß^ = oc'iß^ (^2^1 = '^^ßi) P'^ bien, dans la notation (2.8), 
G^ = G[ {G2 = G2). Nous avons ainsi introduit six catégories particulières 
de transformations développables T qui peuvent être aussi caractérisées comme 
satisfaisant deux équations choisies parmi les quatre équations (3.21). Les trans­
formations T appartenant simultanément à toutes les six catégories sont iden­
tiques aux déformations projectives. 

Puisque la congruence L ne dépend que de deux fonctions arbitraires de deux 
variables, on ne peut prescrire arbitrairement, en fonction des u, v, toutes les 
trois formes différentielles 99, 99*, F^ qui, d'après (2.3), déterminent sans am­
biguïté a.ussi la quatrième forme #2- Mais nous allons montrer que l'on peut 
prescrire tout-à-fait arbitrairement deux relations entre ces formes. On voit 
sans peine que l'on peut, sans restreindre la généralité, choisir le repère 
1.5) de telle façon qu'on ait 

coi = dt; , (JO2 = à% (5.2) 

et par suite 

90 = oci(X2 du dv, 99* == ßiß2 du dv, F^ = осф^ -~^— . (5.3) 

Nous cherchons les congruences L satisfaisant à deux relations indépendantes 
de la forme 

0(ai(%2, ß^ß2, OC^ßi, и, V) = О, W((X^(X2, ßiß2, OCißi, U, v) = 0. (5.4) 

Il s'agit d'intégrer le système de Pfaff 
•i 

(1.10) + (1.11) + (5.2) (Г).5) 

sous la condition (5.4) et en supposant que les coefficients de (5.3) soient 4= ^̂  
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En difFérentiant (5.4), on obtient deux relations de la forme 

/ i l d ( a i ^ 2 ) + //2 d ( / î i ^2 ) + /^3 d(<^i^i) 

Я4 du + Я5 dv 
/^4 d-i^ + /^5 ^.г; 

0 
0 (5.6 

oil À-i, fii sont des fonctions connues de 5 variables 
que le rang de la matrice 

^i'"^'2' ^i i^2 ' ^ l A ? '^? ^ t e l l e s 

2 ^^B 

fh /^2 / '̂3 

est égal à 2 même si les relations (5.4) sont satisfaites. La differentiation exté 
rieure du système de Pfaff considéré donne les équations 

OJ M 33 (Ü 
ы Ы 44 (5.7) 

les équations (1.20), oii les quantités a^^ a^, ßi.ß^^"^ leurs différentielles sont 
liées par les relations (5.4) et (5.6). En posant 

D ^ i == d̂ .̂ 
^li^^22 

/3l(û>22 

11/5 Л-)^% 2 ' ^ 2 ( ' ^ 2 2 ^>ll). 
ft>ii), i)/?2 = d/^a + /32(ш22 11/? 

on peut donner aux équations (5.6) la forme 

Ai(c\ii>a'2 + a-gD^-i) + KWV-F% 3V^1^P1 Я4 d% 

5 

i . ^ i D ^ a + ex 2D a ̂  

et aux équations (1.20) 

2\F1 />'2^/îi) + ßsi^iDßi + ßiDa,) + //,4 d?^ 

'5 

2. ^2 ^̂ 1̂] + [ft>41^>2] == Ö 

; i )^2 — î 2(̂ ^ 

33 Ù) 2 

22 СОз2^2 

On vérifie sans peine que le déterminant 

1 /\ i /1.3Р1 ^'ib^2 3 P 1 

0 d?; 0 

0 

0 A i ^ i 

0 Яз/̂ г 
^2Ä 

/^1^1 

-f- л gt^l P2K2 

1 

3 ^ 1 

(Aj/ig — ^2fh)i^ißi ^'^^ ~" ^'2/^2 d^*) + (^2/^3 ~ ^зА '̂2) A d t ^ ( a - i d-zi^ -f- /?2 dt;^) + 
(Аз/^1 — Д1//.3) ^ 1 dv^ß^ du'^ + a 2 

ne peut s'évanouir identiquement. 
est en involution et nous arrivons 
type I on peut prescrire arbitrairement 
relations indépendantes, qui peuvent 

en résulte que 
résultat que 

outre la relation 

le système de Pfaff (5.5 
pour les cong?'uences L du 

évidente (1.3), deux autres 
u, V, entre les formes diffé-

275 



rentielles (2.2), supposées exprimées en fonction de u, v, du, dv (u, v étant des 
paramètres développables); des telles congruences L existent toujours et dépen­
dent de six fonctions arbitraires d'une variable. 

Ce théorème est très général et il convient d'en signaler des cas particuliers 
remarquables. P. ex. chaque congruence L du type I admet des transformations 
développables qui [1] sont en même temps des déformations ponctuelles et planaires, 
[2] sont des déformtaions focales simultanément de première et de seconde espèce, 
[3] induisent des transformations asymptotiques de toutes les deux surfaces focales] 
dans chacun de ces trois cas, les transformations développables de L considérées 
dépendent de six fonctions arbitraires d'une variable. Le dernier exemple peut 
être généralisé. En effet, considérons deux équations différentielles de la forme 

dvV 

^ 1 = f À n , v ) ; (5.9) 

il existe des congruences L du type I dont u, v sont des paramètres développables 
et pour lesquelles (5.8) donne les asymptotiques de la première surface focale et 
(5.9) celles de la seconde-, des telles congruences dépendent de six fonctions arbi­
traires d'une variable. Il est intéressant que ceci contient comme cas extrême­
ment particulier une nouvelle démonstration du résultat classique d'E. Cartan 
que les congruences R dépendent de six fonctions arbitraires d'une variable. 
On sait en effet que les congruences R peuvent être définies comme les congru­
ences du type I possédant des paramètres développables u, v tels que, sur toutes 
les deux surfaces focales, l'équation différentielle des asymptotiques soit 
du'^ — dv'^ = 0. 

%. L et V étant deux congruences du type I, considérons une transformation 
développable T{L -^ L'). Nous avons déterminé les homographies tangentes 
(3.12) de T qui dépendent de u, v et en outre de cinq autres paramètres g^ Ф 0, 
1̂5 -̂ 2? /̂ 15 ß2- ^^ ,̂ i ^'^^ fi^^ Q^ ^^^ peut considérer l'extension ponctuelle T{Q^) 

de T (v. n^ 4) et il s'agit de caractériser géométriquement les homographies 
tangentes H appartenant à la valeur choisie de Q^. A ce but il suffit de faire 
usage de ce qu'il résulte de (1.12) et (3.12) 

QX-j^joL-, "j— Q Х2^Ап —— Jtl \X-^JOL-j^ —f- Л/2-^2/ ' 

X-tjclL-i ~y~ Q Xo-jLJin) —- -O. O-It^i-O.-! ~[~ XctJijLs)) ~i 

d^ 
1 h Tji — AiCoJ + X2{Q % 2 — ^ ^ 2 • f^l — /^2^2 

fj,^a)j_ + QOc[ — Q % i , Ша) + ^ %2 r + ^22 — >^2^2 M 2 • 

On en déduit sans peine que si le point x^A^ + ^2^2 décrit dans l'espace S^ 
une courbe quelconque C, alors la transformée С de С moyennant T(Q^) a la 
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propriété qu'au point QX^A[ + -̂̂ ^а з̂̂ г transformé de x^A^ + x^Az les tangentes 
aux deux courbes С et HC sont situées dans un plan qui contient la droite 
[^1^2] <зе qui se trouve aisément être une propriété caractéristique des homo­
graphies tangentes appartenantes à la valeur considérée de Q^. 

On peut chercher la condition pour qu'il y ait en дх-,^А[ + ^""^^2^2 ^^ contact 
analytique du premier ordre des courbes C\ HC. On trouve 

QXi QXi 
Q 

+ r 11 li_ù) X^{Q % 2 ~ " Q^2 • <^1 — ^"2^2) 

QX2 Xi{ /^iCOi Q^i Q • % ! . Ш2) Q "^2 
Q 

23 Aoft) 2*^2 

0 

ou 
Qxl{~ ^i^m^ 

àq 

/^2^2) 

/y» /y» I • / T 11 T 22 Я1Ш l ' ^ l ^2<^2 0 . (6.1) 

Si on choisit /i^ = /̂ 2 = 0 et que l'on détermine Я1, Ag de façon qu'on ait 

2 
dç 

r 11 T22 — AiCOi + Я2СО2 == Ö , (6.2) 

l'équation (6.1) devient, faisant usage de (4.2) et (4.3) 

.2 
iil — 1) ^1^^2^1 - ih — 1) ^2^1^2 = 0 . (6.3) 

Nous sommes ainsi arrivés à une homographie tangente que nous indiquons 
par K{q^) et qui pour u, v, q^ données est déterminée sans ambiguïté. On a donc 

î/-^-*-l ? 

^(Лз Ml), 
^ 2 5 ^ 2 

>^2-^2 

OU il faut déterminer I j , Я2 de telle façon que l'équation (6.2) soit vérifiée-
De ce qui précède résulte la caractérisation géométrique suivante de l'homo­
graphie tangente K{q^): Pour les courbes С satisfaisant à Ш2 = 0 on a au point 
qXiA[ -f- ^"^0:2^2 ^^ contact analytique du V^ ordre entre G' et K(q^) С ou 
bien (si /2 = 1) toujours ou bien (si j^ ф 1) si et seulement si la courbe С passe 
par le point A^^; pour les courbes С satisfaisant à coi == 0 on a au point qx^A^ -f 
-f q-^x^A'^ un contact analytique du V^ ordre entre С et K{q^) С ou bien (si 
il = 1) toujours ou bien (si ji ф 1) si et seulement si С passe par le point A2. 
Dans le cas particulier 011 T est une déformation ponctuelle on peut fixer q^ 
univoquement en demandant que l'on ait 

h 1 ; (6.5) 

l'homographie K{q^) correspondante soit nommée homographie ponctuellement 
associée à T et désignée par KQ. L'équation (6.3) devient une identité de sorte KQ 
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réalise un contact analytique du Г' ordre S^ -> /S3 (relativement à la transfor-
mation ponctuelle T(g^). V. E. CECH, Проективная дифференциальная геоме­
трия соответствий между двумя пространствами V, се Journal t. 2 (77) 
1952, p. 167 — 188; L. MUBACCHINI, Suite transformazioni punctuali che sono 
inviluppi di omografie, Boll. Un. Mat. Ital. (3) 8, 1953, p . 390—398; E. CECH, 
0 точечных изгибаниях конгруенций прямых (avec un résumé détaillé 
en français), ce Journal t. 5 (80), 1955, p . 234 — 

Il convient de signaler aussi les résultats corrélatifs aux précédents, basés 
sur la considération de l'extention planaire T^{g^) de T. Au lieu de K(Q^) nous 
avons maintenant l'homographie tangente K^{Q^): 

QA[ , A"*(o2) A^ 
Q(A'^ + ?^iA[) , K^(Q^) A^ 

^ " ^ 0 

Q^ 

2 •> 

(A\ + я*^;), 
^^ '̂  *^ oîi Я1, X, satisfont à l'équation 

2 c; 

Q 
33 44 Xf(o^ — Ao*c/j 2 0 (6.7) 

équation corrélative à (6.3) est 

1 
^ 

l) f\lCO^X{ ~ (/2 — 1) 2^^ 1*^2 (6.8) 

Dans le cas particulier où T est une déformation planaire on peut fixer Q 
univoquement en demandant que Ton ait 

11 1 
^ 

homographie K'^(Q^) correspondante soit nommée homographie planairement 
associée к T et designée par KQ. 

Nous avons supposé dans ce n"" que les deux congruences L, L' soient du 
type I. Mais il est facile de voir que les résultats restent valables en supposant 
seulement que le type de L soit le même que celui de L', Seulement si l'on p . ex. 
a^ = Aj == 0, on doit poser ji= 1, quelque soit la valeur choisie de Q^; pareille­
ment, on doit poser J2 == 1 pour oc^ = x^ = 0, /^ = 1 pour ß^^ = ß[ = О, 

= 1 pour ß^z=. ß'^ =1 0. 2 

Demandons nous encore quand est ce que, pour une valeur données de ^2, 
les deux homographies K{Q'^) et Jf*(^^) coïncident. On trouve facilement la 
condition 

d^ 
T 11 22 ''̂ зз T (6.10) 

L'équation (6.10) est complètement intégrable si et seulement si 

3 1 

(XjO'.g 1 F 2 ßiß 
ce qui peut s ecnre 

^f * (6.11 
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i p . ex. la congruence L est IF, on a 99* — 99 = 0 et la condition (6.11) est 
satisfaite si et seulement si U aussi est une congruence W. La condition (6.11) 
étant satisfaite, (6.10) détermine Q'^ à une constante près; on peut choisir 
arbitrairement la projectivite n pour une valeur initiale de la droite (1.1), 
ce qui détermine univoquement toutes les co^ n. 

7. Passons à Fétude de la déformation projective T{L-^ L'). On voit sans 
peine que le repère (3.4) peut être particularisé de telle façon que les équations 
(4.1) de l'homographie osculatrice HQ prennent la forme simple 

x l 1 • JOL fi-^-l о -̂ гХ 2 ^ jfjt / j x l о XX о 5 Л. = A 

de sorte que, outre (3.5), on a encore d'une part 

1 1 5 a 2? ßi = ßi^ ß'z = ß 2 

т 12 21 Т 34 43 О 
et de l'autre 

"^33 О т т 

(7.2) 

(7.3 

Par differentiation extérieure on déduit de (7.2) 

^ iLTn — T 

22 ^1 

[Т32Ш1 

/?2['^ll — ̂  
Kit te l ] — ^l [^ l l 
'^2LTI1 

22 ^'^2 

['^32^2] (7.4) 

^22 ^ 2 0 
T22 f^Jl ] + [T41^>2] == 0 

* 

[Т31Ш1] = 0 , 

Les équations (7.4) permettent de poser 

'^42^^2 0 . (7.5) 

T 22 T 11 

32 ß2C20J (X 1C/-1OJ n ? 

CjCOj^ 

T 

'г'^г ? 

ОС^С^Щ + ßiCiO) 2 7.7) 

LTne déformation projective T est simultanément une déformation ponctuelle 
e 

encore 
4-

0 

et une déformation, planaire^) de manière que, outre l'homographie osculatric 
y a lieu 

et l'homographie planairement associée / 1 * . Pour ces homographies on a les 
équations (6.2), (6.4), (6.6) et (6.7), oii l'on doit poser ^2 __ 1 (j^ sorte que l'on a, 

BS (7.3) 

0 ^ 1 

0 

х1л .. 1 
/ 

l 5 

0xj_2 

A Q Л 2 
2? о -̂̂ з 

x i о - jfjL A x l о — x l С'^^З 

3 

3 

1 
с r 

1 5 

T-

* 4 0 ^^4 

/ • 

4 
f 

4 C2A2-

2) Les conditions pour que T 
déformation planaire consistent 
que 

soit simultanément une déformation ponctuelle et une 
dans l'existence de telles valeurs de ^ | Ф 0 et de ^ | 4- 0 

a 1 ' ^a 1 » a, Ql^2 y ß' = Qpt , A2 = Q 2 r2 

2 2 T est une déformation projective si et seulement si Qi = ^2 
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Les équations de nos trois homographies en coordonnées des plans sont 

HQE^ = E^, HQE^ = E2, HQE^ = E^, HQE^ =. 

ZZ* 1Л W' n W' L^^ TP ÏP' ^ W' Z r * JP TP' 77"* JP W' 
JOLQ-GZ-J^ = Jjj^ — Oj-C/g, J)LQI!J2 — J^2 — ^2-*^4 ' J^ Q J^ 2 ^^^^ - ^ 3 ' - ^ 0 - ^ 4 ^^^^^ - ^ 4 4-

0 

En général, les trois homographies HQ, KQ, KQ ne coïncident que pour les 
points de la droite [^1^2]- Si elles sont identiques entre elles, nous dirons que T 
est une déformation projective singulière. La condition analytique pour cette 
parricularité est c^ ^= c^ = 0 ou Тц — T22 = 0. La notion de déformation pro­
jective singulière a été introduite déjà en 1920 (E. Cartan, Sur le problème général 
de la déformation, Comptes Rendus du Congrès Intern, des Math, de Strasbourg 
en 1920, p . 397—406). Or il se peut encore que, T n 'étant pas singulière, 
il existe toutefois hors de la droite [J-^J^a] des points pour lesquels HQ, KQ, К 
coïncident. Je dis alors que T est une déformation projective demisingulière. 
Les points A tels que H^A, K^A, K^A coïncident en position forment alors 
nécessairement un des deux plans focaux; si c'est le premier (second) plan focal 
EQ(E^), je parle de déformation projective demisingulière de première (seconde) 
espèce. La condition analytique est c^ = 0 ou [T22 — Тц со^] = О pour la pre­
mière espèce, ĉ  = 0 ou [T22 — Тц m^] = 0 pour la seconde. En comparant 
(7.1) et (7.8) avec (7.9) on voit tout de suite que la notion de déformation 
projective singulière ou demisingulière est corrélative à elle même. 

De (7.3), (7.6) et (7.7) il résulte, d'après (1.12) et (7.1), 

Al =: HQAI , dAi = HQ dAi + ТцА^, (7.10) 
d^A[ = HQ d^Ai + 2 T I I dA[ + (^g^g^^i + '^^i^i^h^2 ~" ^1^2^!) ^ 2 + (•) ^ 1 ? 

d M g = H g d^^2 + '̂̂ 22 d ^ 2 + (~~ (^2^1^h + 2̂ 2̂̂ 2̂ 1̂<̂ 2̂ + ßl^l^^l) ^ 1 + (•) ^ 2 • 

Supposons que oc^ß^ Ф 0 de sorte que le premier foyer A^ décrit une surface 
(Al) non développable (la première surface focale). L'équation (7.10) met en 
évidence le fait bien connu que si la déformation projective T est singulière, 
HQ réalise un contact analytique du second ordre entre les surfaces (A^) et 
(^1). Si T n'est pas singuhère, ce contact est seulement du premier ordre, 
toutefois est du second ordre relativement aux courbes tracées sur (Aj) dont 
la tangente au point A^ considéré satisfait à l'équation 

2C2CO1 -\- ^^iCia)ia)2 — ^1С2^2 = 0 . ( 7 . 1 2 ) 

Appelons tangentes caractéristiques de la surface (А^) relativement à la défor­
mation projective T les deux tangentes satisfaisant à (7.12). En se rappelant 
que (2.4) donne les asymptotiques de {A^), on voit que les deux tangentes 
(7.12) sont conjuguées ou bien coïncident dans une tangente asymptotique. 
De plus on voit que pour une déformation projective demisingulière de pre-
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mière espèce le couple des tangentes caractéristiques est donné par coiCOg =" ^ 
et par suite est formé par la droite [^1^2] ^^ sa transformée de Laplace [J.1^3], 
tandis que pour une déformation projective demisingulière de la seconde espèce 
les tangentes (7.12) séparent harmoniquement [JL^^a] ^^ [^1^3]- Si o(2ßi ф О, 
on a des résultats tout-à-fait analogues concernant les tangentes caractéristi­
ques 

— oc^CiCJol + 2(%2С2<̂ 1̂̂ 2 + /^Л^2 — ö (7.13) 
de la seconde surface focale (J-2). 

Les 00^ projectivités qui s'obtiennent en transformant chaque droite ponc­
tuelle [J.1J.2] moyennant l'homographie osculatrice HQ correspondante, prises 
ensemble, forment l'extension ponctuelle T{1) de T qu'on peut appeler exten­
sion ponctuelle principale de la déformation projective T. (Corrélativement, 
nous avons Г extension planaire principale T^(l) de T.) Or soit R une surface 
réglée gauche contenue dans la congruence i et i?' sa transformée moyennant 
T{1). Il résulte de (4.9), en y posant ,0̂  == l et faisant usage de (7.2) et (7.3), 
que les asymptotiques de R' correspondent à celles de R si et seulement si on a 
le long de R 

Гц — T22 == 0 . (7.14 

Par suite les déformations projectives singulières sont caractérisées par la 
propriété d'être totalement asymptotiques, c'est-à-dire de transformer asympto-
tiquement chaque surface réglée gauche contenue dans L. C'est un résultat 
connu (E. Öech, Проективная дифференциальная геометрия соответствий 
между двумя пространствами IV, се Journal, t. 2 (77), 1952, p. 149 — 166.) 
Si la déformation projective T n'est pas singulière, l'équation (7.14) définit 
une décomposition de la congruence L en 00^ surfaces réglées que nous ap­
pellerons décomposition canonique de L relative к T. Si T n'est pas demisin­
gulière, alors les surfaces réglées de L satisfaisant à (7.14) sont gauches et sont 
caractérisées par la propriété de correspondre asymptotiquement à leurs 
images moyennant l'extension ponctuelle principale T{1) de T. 

La caractérisation géométrique de la décomposition canonique que nous 
venons de donner perd le sens dans le cas 011 la déformation projective T est 
demisingulière, car alors les surfaces réglées de L satisfaisant à (7.14) sont 
développables. Pour combler cette lacune considérons pour fixer les idées la 
première famille des développables donnée analytiquement par cô  = 0 et 
désignons par EEE les égalités valables seulement pour ш^ = 0. La déformation 
projective T n'est pas soumise à aucune condition en ce moment. Soit D une 
développable de la première famille de L, de sorte que cô  = 0 le long de D; 
soit t la transformation ponctuelle D ~> D' contenue dans T(l). Soit M une 
homographie S^ ~-> /S3 tangente à t tout le long d'une génératrice [уа^Лд]-
On peut évidemment choisir le facteur scalaire de M de manière que 
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soit encore 
3 3 

З^Хд Â' 

nous avons 
x^Ai XnX%2f -— Oß^xx-j^ ~j- OC^^xï. 2 ? 

ÂjJL xX I *^ 1 --^ 1 A%) 2^2 

~ (J2A2 

*^2'^22 2 

4 4 X • .XX л J 

'oil sans penie [v. (7.6)] que condition nécessaire et suffisante pom 
que M soit tangente à ĵ  le long de [^1^2] est q^ = 0^q^= — Cg, q^ == 0, ^4 = 

MA 4 Л^ ^ 2 ^ 2 •> (7.16) 
? „ ^ 

M а{хт^Аг + .-̂ 2-4 '^2^-*-2 à{xiA^ x^A^ 1 1 ( ^ 1 ^ 1 2^-^2 

On troiive ensuite 

à^{x^A^ + ^2^2) = ^'^{^lA'i + ^2^2) — 2TII d ( x i ^ i + -^2^2) 
{(dTii - х1г)х 1 T 41 PißiO}^) co^x^} A[ 

2 
• ^ 1 1 

(:РЗ — 1) /5î >1^2-4a 
T 42 1 ^2 • ^ 

(^4^1 — 2C2) cßlx^A'^ . 
2 . ^ 2 2 ^ 4 4 

2 
P2 • ßl — ^2 • ^ 2 ) ^ 2 / ^ 2 ^ 2 

L'homographie J f est donc [v. (7.7)] osculatrice à la transformation 
de la génératrice [^1^2] de D si et seulement si l'on a premièrement 

Pz = 1. ßiP4. = 

t le long 

1? 

C2 o u 

^^Ж^з ^ ß,{A 3 C j ^ ^ 2 ^ 2 .MM/ 2^-*-4 7.17) 

et en second lieu 

•'2 <^2U^22 — (^^ 44 T 42 ißiP 2 
2 

'2 2 (7.18) 

Les équations (7.15), (7.16) et (7.17) donnent l'expression ponctuelle de l'homo 
graphie M osculatrice к t le long de [J-i^lg]-

Nous écartons le cas ^^ = 0 où la développable se réduit 
(1.18), on a dE^ HE {.) E^ pour /îj = 0 ce qui dit que E^ est 
ft>i = 0, si ßl = 0]; l'équation (7.18) détermine P2. ^^^ 
graphie M osculatrice к tie long de [^jJ^g] ^^^ unique. 

En coordonnées des plans on obtient 

n ^3 [d'après 
position pour 

; et Fhomo-

c 

lu M/о = JUJ 3 

1 ^ 3 ? 

3 5 

ME^ = E^- (P2 + C2P4) ж; + e 
ЖЕ'. - : E. 

2 \Г2 

^ 4 ^ 1 3 ? 1^4 2 

? - - J S , 

JM-ÄUO'* JLU 3 . 3 ? 

djEJ3 =:r-- djEJg - j - ( 

Md^E 3 

3 

d^E 
'^11 

2(TII 

2C2CO2) ^ 3 . 

j - 2С2Ш2) d-ÈJg (.) ̂ ,; + есмШ 



Or soit ^* la transformation des oo^ plans tangents à la développable D induite 
par la transformation ponctuelle t de D. II résulte de (7 Л 9) que Fhomographie M 
qui est osculatrice à t est en général seulement tangente à t^] pour qu'elle soit 
osculatrice à ^*, il faut et il suffit que l'on ait c^ = 0. Mais D était une dévelop-
pable de la première famille de i et Cg = 0 est la condition pour que la défor­
mation projective T soit demisingulière de première espèce ou, ce qui est 
la même chose, pour que la décomposition canonique de L relative à T soit 
la décomposition en développables de la première famille. 

En excluant toujours les déformations projectives singulières et en se limi­
tant au cas (Xi/?2 Ф 0 où il existe la première surface focale (A^) de L non dévelop-
pable, on peut considérer la décomposition de (A^) en oo^ courbes G induite 
par la décomposition canonique de L. Pour la tangente ÎQ de С au point Ai 
de (Aj.) on a Тц — 2̂2 = 0 ou с̂ со̂  — C2OJ2 = 0; en comparant à (7.12) on voit 
tout de suite que tQ est la conjuguée harmonique de [^iJ^glP^î* rapport au couple 
des tangentes caractéristiques de (^1). Si oc^ßi ф 0, on a un résultat analogue 
relatif à la seconde surface focale {A2). 

Il est important de déterminer la généralité des déformations projectives 
demisingulières. Nous le ferons ici seulement pour les congruences du type I; 
les autres types seront traités dans un Mémoire ultérieur. On peut manifeste­
ment se limiter au cas Ci ф 0 = Cg des déformations projectives demisingulières 
de première espèce. On voit sans peine qu'il est possible de particulariser 
les repères de manière à avoir a^ = ß^ = c^ ~ l. Il s'agit alors de discuter 
le système de Pfaff 

Ш14 •= CO23 = 0 , C0i2 = CO2, Ш43 = CO2, Ш21 = OC^Mi, CO34 = ß^COi, 

^ 1 4 " ^ '^23 " ^ '^13 "^ '^24 ^ ^ "^12 " ^ T 2 I " ^ "^34 " ^ "^43 " ^ ^ ? ( 7 . ^ 0 ) 

^ 1 1 '^33 ^^ ^22 ^ 4 4 ""^ ^ ? "^22 ^ 1 1 ^ ^ ^ 1 ? 

en supposant que oc^ß^^ Ф 0- ЬЗ differentiation extérieure donne 

[W32CO1] — [Шц — 2C022 + ft>44 COg] = 0 , 
[СО41Ш1] — [Ш22 + tOgg — 2CO44 <̂ 2̂] = Ö , 

[do<2 + «2(2coii — Ш22 — CÜ33) coi] + [̂ 410)2] = Ö , (7.21) 

[d /?2 + ^2(<^11 — 2сОзз 4 - CO44) COi] — [ШззШз] = 0 , 

[Тз2 — Шз COi] = - о , [Т41 — COg ft>i] = : о , [Т32Ш2] = о , [ T 4 I C 0 2 ] = - О, ( 7 . 2 2 ) 

[ft>ii — СО33 coi] = о , (7.23) 

[Tgicoi] == [Т42Ш2] = О . (7.24) 

Les équations (7.22) conduisent à poser 

3̂2 = 1̂41 = a>2 . (7.25) 



On en déduit par differentiation extérieure 

2T42 — a>32 <^i] — ['̂ 31 — 20J22 + Ш33 + Ш44 — a>i CO2] == 0 , ( 7 . 2 6 ) 

[^21^42 — ^^41 ^^1] — ['^31 + Щ1 + ÛJ>22 — 2ft>44 — COj ^ 2 ] = 0 . 

Le système de Pfaff (7.20) + (7.25) a les conditions d'intégrabilité (7.21) + 
+ ('7.23) -f (7.24) + (7.26). Il est donc en involution et nous arrivons au résul­
ta t que les déformations projectives demisingulières (des congruences du type I) 
dépendent de neuf fonctions arbitraires d'une variable. 

» Резюме 

РАЗВЕРТЫВАЮЩИЕСЯ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ КОНГРУЭНЦИИ 
ПРЯМЫХ 

ЭДУАРД ЧЕХ (Eduard Öech), Прага. 

(Поступило в редакцию 19/XI 1955 г.) 

Пусть L — непараболическая конгруэнция прямых в проективном про 
страхстве S^. Подвияшой репер А^А^А^А^ выберем так, что прямая [^i^2 
описывает конгруэнцию Д а прямые [^^^з]^ [^2^4] описывают ее преобра­
зования Лапласа. Итак, А^, А^ — фокусы, а [А-^А^А^], [А-^^А^А^] — фо­
кальные плоскости конгруэнции L, соответствующие прямой [Jl^^g]- Кон­
груэнция L определяется уравнениями (1.12) с точностью до проективного 
преобразования. Если % v — развертывающиеся параметры конгруэнции 
L, причем развертывающимся параметрам v = konst. соответствуют пер­
вые фокусы J-i и первые фокальные плоскости [J-1^2^4]^ параметрам же 
и = konst. — вторые фокусы ^2 и вторые фокальные плоскости [^^^а^з]» 
то в (1.12) форма Пфаффа со^ пропорциональна d̂ ;, а форма Пфаффа (02 
пропорциональна du. 

Простейшими проективными инвариантами конгруэнции L являются 
дифференциальные формы (2,2), связанные тождеством (2.3). Я называю 
(р точечной формой, ср^ — плоскостной формой, F^ — первой фокальной 
формой и F^ — второй фокальной формой конгруэнции L. Можно разли­
чать 10 типов конгруэнции L, смотря по тому, равны ли нулю какие-
нибудь из величин {%!, 0:2, ß^j ß^i и какие именно. В этом резюме я ограни­
чусь типом I ос-^осфф^, + Ö конгруэнции с двумя различными невырожден­
ными и неразвертывающимися фокальными поверхностями {А^, {А^. 
АсимптотичесЕие фокальных поверхностей даны уравнениями (2.4), так 
что (р =z (р^ является условием для конгруэнции W. Обратим внимание на 
то, что инвариантность уравнений( 2.4) вытекает из инвариантности форм 

• 
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(2.3). Влияние замены фокусов J.^, А2 на дифференциальные формы (2.3 
выражается подстановкой (2.5), влияние же двойственного преобразова­
ния — подстановкой (2.6). Система наших форм (2.3) в сущности эквива­
лентна проективному линейному элементу Террачини (2.7), который не 
изменяется при подстановках (2.5) и (2.6). 

Развертывающееся преобразование Т конгруэнции L ставит в соответ­
ствие каждой прямой р конгруэнции L прямую р' конгруэнции U и притом 
так, что развертывающимся конгруэнции L соответствуют развертываю­
щиеся конгруэнции L'\ можно предположить, что и, v являются разверты­
вающимися параметрами обеих конгруэнции L, L'. Коллинеацию К = 
= К{и, v) мы назовем касательной {соприкасающейся) коллинеацией 
развертывающегося преобразования Т, если (при данных и, v) К осуществля­
ет аналитическое касание первого (второго) порядка конгруэнции L, U\ 
порядок касания определяется в прямолинейных координатах прямой. 
При произвольно заданном развертывающемся преобразовании Т для каж­
дой пары {и, v) существует ос^ касательных коллинеаций, однако в общем 
случае не существует ни одной соприкасающейся коллинеаций. Т будет 
проективным изгибанием, если для всех {и, v) существуют соприкасаю­
щиеся коллинеаций, которые тогда определяются однозначно. Необходи­
мым и достаточным условием проективного изгибания является инвариант­
ность всех форм (2,3). Если инвариантна только форма 

> то Т называется < 

точечным изгибанием 
плоскостным изгибаниелг 
фокальным изгибанием первого рода 
фокальным изгибанием второго рода. 

С развертывающимся преобразованием Т, переводящим прямую р в пря­
мую р\ сопряжены два точечных преобразования, переводящих фокусы 
Aj^, А2 в фокусы А[, А^, и два плоскостных преобразования, переводящих 
фокальные плоскости [^.1^.2^4]» [^х^г^з] в фокальные плоскости 
[J.1^2^^], [^1^.2^3]- Точечные изгибания были подробно исследованы (для 
общего случая конгруэнции в пространстве Sn) в моей статье О точечных 
изгибаниях конгруэнции прямых [ЧМЖ, т. 5(80), 1955, стр. 234—273]. Пло­
скостные изгибания двойственны точечным изгибаниям. Фокальное 
изгибание первого рода характеризуется тем, что для каждой пары (щ v 
существует касательная коллинеаций if, осуществляющая аналитическое 
касание первого порядка как для точечного преобразования А^ -> А[, 
так и для плоскостного преобразования [А^А^А^]-^ [А^А^А'^]. 

Так как конгруэнция L зависит только от двух функций двух пере­
менных, то в уравнениях 

(р = Xidu dv , ç}* = Я2 du dv , J \ = Яз -~~^~-, F2 = ~-\~^ ~i— 
dv Л3 du 



нельзя произвольно предписать все три функции Х^, Яа? К переменных и, v. 
Можно, однако, произвольно предписать два независимых соотнонзения 

17 ^ 2 ' ^3? '^j "^j —= О , 

¥ (̂Ai, Х^, Яз. % '^) = ^ 

и соответственные конгруэнции L зависит еще от шести произвольных 
функций одного переменного. Эта общая теорема о существовании обладает 
рядом частных следствий. 

Пусть теперь Т — проективное изгибание. Для каждой пары (и, v) су­
ществует однозначно определенная соприкасающаяся коллинеация К. 
Коллинеация К определяет проективное соответствие л между рядом точек 
на прямой р = р{щ v) конгруэнции L и рядом точек на прямой р' ~ р'{щ v) 
конгруэнции L\ равно как и проективное соответствие л;* между пучками 
плоскостей с осями р, р\ Совокупность оо'̂  проективных соответствий л оп­
ределяет точечное преобразование пространства ^з, являющееся огибающей 
со^ коллинеации H = Н(и, v). Двойственно при помощи оо̂  проективные^ 
соответствий jr* определяются коллинеации Я* = Н^{и, v). Для точек 
X на прямой р совпадут все три точки Кх, Нх, Н'^х. Однако, если точка 
X не лежит на прямой р, то точки Кх, Нх, Н^х, вообще, отличны друг от 
друга. Исключение составляют прежде всего особые проективные изги­
бания, которые характеризуются тем, что соответственные преобразования 
фокальных поверхностей А^-^ А[, ^ 2 - ^ ^2 являются проективными изги­
баниями (в смысле Фубини); если Т — особое проективное изгибание, то 
для каждой точки х пространства S^ совпадут все три точки Кх, Нх, Н^х. 
Однако, существуют еще полу особые проективные изгибания. Если Т — 
полуособое проективное изгибание, то те точки х, для которых совпадают 
Кх, Нх, Н*х, образуют одну из двух фокальных плоскостей. Полуособые 
проективные изгибания Т зависят от девяти произвольных функций од­
ного переменного. 
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