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‘Iexoc:maanﬁnifi MaTeMaTH4Yecruii wypuai, 7. 6 (81) 1956, Ilpara.

TRANSFORMATIONS DEVELOPPABLES DES CONGRUENCES
DES DROITES
EDUARD CECH, Praha.
(Recu le 19 november 1955.)
Ce Mémoire contient un exposé détaillé des résultats annoncés dans

une conférence tenue par 'auteur a Turin le 1 {février 1955 (v. Universita

e Politecnico di Torino, Rendiconti del Seminario Matematico, vol. 714,
1954—55, p. 55—66).

1. Dans I'espace projectif S; a trois dimensions soit L une congruence engen-
drée par la droite

g = [4.,4,] | (1.1)
dépendante (de maniere analytique) de deux parametres u, v. Alors

(4, A, d4, d4,) (1.2)

est une forme quadratique en du, dv que nous supposons a diesriminant diffé-
rent de zéro de sorte que la congruence L est non parabolique. Nous négligeons
des questions de réalité et, par conséquence, nous pouvons supposer que la
forme (2) soit proportionnelle & du dv. Les développables contenues dans L
sont alors données par v = const. et par v = const. et nous appellerons les u, v
parametres développables de la congruence L. De tels paramétres ne sont pas
déterminés sans ambiguité et on peut les remplacer soit par

uy = f(u), vy =g®) (1.3)

so1t par

Uy =g(v), vy = f(u); (1.4)
mais nous écartons les transformations (4) en supposant la congruence L orientée
ce qui veut dire que nous distinguons la premiére et la seconde famille de déve-

loppables, la, premiere famille étant donnée par v = const. et la seconde par
% = const.

Le point de rebroussement de la développable de la congruence L décrite
par la droite (1.1) pour » = const. sera appelé le premier foyer de L et le plan
qui touche cette développable le long de la droite (1.1) sera appelé le premier
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plan focal de L; pour w = const. on obtient le second foyer et le second plan
focal. On peut supposer que A, soit le premier foyer et que 4, soit le second;

alors on a
[A1A2 aAl] =0, [A1A2 E{i_g] = 0.

ou ov

La premier (second) plan focal joint la droite g a la droite g,(g;) qui est la tan-
gente a la courbe décrite par le second (premier) foyer pour v = const. (pour v =

= const.). On a
0A 0A
g1 = [Al avl] » g2 — [Az auz] 3

les droites g, et g, sont les transformées de Laplace de la droite g.
Dans ce qui suit, nous faisons usage du repere mobile

Ay, Ay Ay Ay (1.5)

tel que A, (4,) soit le premier (second) foyer et que A4, (4,) soit situé sur la
droite g, (g,); les facteurs scalaires des points (1.5) soient soumis & la condition

(4,4,4,4,] = 1. (1.6)

Le premier plan focal est [A4,4,4,], le second [4,4,4,]. Le repére (1.5) dépend
des deux paramétres principaux u, v et d’autres 5 parameétres secondaires que
nous laissons en ce moment complétement arbitraires. Nous faisons usage
de la notation habituelle

dAz‘ — wz’lAl -+ wilAz -+ wz'3A3 -+ ('Uz'«iAﬁl ("' =1, 2,3, 4). (1.7)

Posons encore

Wiz — Wy, Woyg — Wy (1.8)

et remarquons que 'on a
W11 T Wag -+ Wa3 + Wyy = 0 - (L.9)

~en vertu de (1.6). On démontre sans peine que les conditions que nous avons
 imposé au choix du repére (1.5) sont exprimées analytiquement par les équa-
tions

Wy = 0, Wy = 0, (1.10)

[wiswe] = 0, [wg10,] = 0.
De (1.10) on déduit par différentiation extérieure

[wgq00,] = 0, [wa3,] = 0.
On peut donc poser

Wyg == X1Wy, Wy = Xy, Wzq = Pay, W43 = 1wy, (1.11)

Les équations (1.7) deviennent alors
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d4, = w4 + xyw,4, + w A;, |

d4, = x,w 4] + wedy + wy A, S

d4d;, = w4 + wady + wa3ds + P A, , (1.12)
dAei_m WAy + CU42A2 + Prwed; + w4,

On voit que ’on a

lw;, dv] =0, lw, du] = 0; (1.13)
en outre |
[wyw,] =+ 0, (1.14)

puisque la droite (1.1) dépend essentiellement des deux parametres u, v.

1l est aussi utile de noter les relations
[do,] = [wy; — wg5 4], [dwz] = [5020 — Wy Wg] . (1.15)

Simultanément avec le repere ponctuel (1. 5) il convient de considérer le
repere planaire

E,E, E, E,. (1.16)

ou

— [A2A3A4], Ez — [A1A3A4], Es — :A1A2A_,4]: E4 — [A1A2A3] . (1-17)

On voit sans peine qu’aux équations (1.12) correspondent les équations

dE, + wll, 4 colly + 03B + 0wy, = 0,

dE, + xjwally + wyully + w33 + w4l = 0,

éEa T CUIE]_ CU33E3 + ﬁ1w2E4 — O ) (1.18)
dE, + wll, + Bywilly + wylly, = 0

il est aussi utile d’écrire les équations relatives au repere réglé associé au repere
ponctuel (1.5) qui sont manifestement

d[4,4;] = (w31 + wgy) [A14,] + wa[4;4,] — wl[A 4,],
d[4,4;] = wgo[A;14,] + (011 + w33) [A143] + Bawi[A14,4] + x1wa[A4,] >
d[d,4,] = — wu[d,4,] + xgwi[A4,4,] + Brwg[AsA35] 4 (was + w44) [424,] ,
d[4,4,] = w,[4:4,] + piw,[4,4;] + (0011 + wy)[A14,4] + “1602[11 24 4] ‘+‘
+ wy[A434,],
d[4,4;5] = — wul[d,4,] + xy0,[4 As] + (wgy + wy3)[Asd5] + fowi[dad,] —
— wy[A34,],
d[4;4,] = — wyl4 A3] + ﬂ)al[A A,] — w42[A oA 3] + 6’332[AﬂA4] + (1.19)

+ (w33 + wyq)[A34,] .

Pour étudier les questions d’existence de la théorie des congruences qui
forment le sujet principal de ce Mémoire et des autres qui en seront la conti-
nuation, il faut écrire les conditions d’intégrabilité du systeme (1.12) qui s’ob-
tiennent en différentiant extérieurement les équations (1.11) et sont
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[wgamy] + [doy + 01(2m4y — @)y — wyy) @] = 0,
[doty + 0g(2m17 — Wy — wg3) 1] + [@4m,] = 0, |

— [ogo;] + [df; + Pilwaes + Wy — 2wy,) wp] =0, . (1.20)
[dfy + Pa(w1y + w4 — 20,3) 1] — [wzwe] = 0.

Nous avons introduit la supposition que le congruence L envisagée soit
orientée, mais nous avons aussi fait le choix des notations de telle sorte que le
changement d’orientation soit exprimé analytiquement par une substitution
simple qui est

(Al A, A, A, E, K, Ky B, 0w, w, & &, /82)
A, A, A, A3 B, H, E, E; w, w, x, x; By py]. (1.21)

La dualité est exprimée par la substitution

(Al A, Ay A, B, E, E;, E, Wy Wy Xy &Ky [y ﬂz)
kL, B, K, B, 4, 4, A, A, —w; —w, p 52 xy o | (1.22)

2. En suivant E. CARTAN, nous employons le symbole § pour indiquer une
différentiation relative au changement des parametres secondaires seuls de
sorte que du = dv = 0 et nous posons w,,(8) = ¢;,. Comme le nombre des
parameétres secondaires est égal 4 5, il y a 5 combinaisons linéaires indépendan-
tes de leurs différentielles qui sont e;; — €55, €37 — €33, €17 — €44, €31, €40 Li€S
relations (1.15) et (1.20) montrent que | | |

ow; = (€17 — €33) Wy | 0wy = (€gy — €44) Wy, |
00ty = (€17 — 2€59 + €44) ¥y, 0xg = (€95 — 2€51 + €33) ¥y, (2.1)
0f; = — (€3 + €33 — 2e4,) B 0Py = — (€11 + €44 — 2e33) P .
Il en résulte que les formes différentielles
y w5 w3
@ = X100, QT = §if010y, Iy =00y —, Fy=af,—, (2.2)
@, Wy
lides par I'identité
p.p*=F,.F, (2.3)
sont invariantes (dp = d¢* = 3F, = 3F', = 0); de méme les équations
Baws + xywy = 0, x,w; + fiw; = 0. O (2.4)

Nous appellerons

la forme ponctuelle ,

* la forme planaire | ‘
. la premiere forme focale ,
F, la seconde forme focale

g, S

~

de la congruence L étudiée. Les raisons pour ces dénominations s’éclaircirons
au n° 5. Nous appellerons aussi élément linéarre projectif de la congruence L
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I’ensemble des quatre formes (2.2) et des deux équations (2.4). D’ailleurs, il est
clair qu’en général les équations (2.4) sont univoquement déterminées si les
formes (2.2) sont connues; mais ceci n’est plus vrai si «; = f, = 0 ou si &, =
= f; = 0. Il résulte de (1.21) que le changement d’orientation de L entraine
la substitution

((P p* F, Fa)

¢ ¢* F, F, (2.5)
et de (1.22) que la dualité conduit & la substitution
( p o¢* ¥ F, ) .
o* ¢ F, F, (2.6)

En 1933 A. TERRACINI introduisit sous le nom d’élément linéaire projectif
de la congruence L une forme diftérentielle fractionnaire qui dans nos notations
est égale a | |

(05 + Bawi)(xaw7 + f103)

4w w,

:-Z}-((p +o* +F, + F,). (2.7)

V. A. Terracini Su alcuni elements lineary provettivr, Ann. della R. Scuola Norm.
Sup. di Pisa, série 11, vol. 2, 1933, p. 401 —428; v. aussi A. Terracini, Osserva-
ztons sulla geometria provettiva differenziale delle congruenze di rette, Atti del R.
Istituto Veneto vol. 94, 1934, p. 75—86. La forme différentielle (2.7) reste inal-
‘térée par les substitutions (2.5) et (2.6) et, en général, elle détermine les formes
(2.2) & ces substitutions pres.
Nous n’aurons guere occasion a considérer d’autres invariants de la congruence
L outre les formes (2.2) et les équations (2.4). Remarquons seulement que
Iinvariant classique de Walsch (Sur le premier invariant différentiel projectif
des congruences rectignes, Comptes Rendus Paris, t. 118, 1894, p. 736—738) est
égal a |
S 12 ¥
14 BB, ot (2.8)
Chacune des équations «;, = 0, x, = 0, §, = 0, §, = 0 est manifestement
invariante. On voit sans peine!) qu'en négligeant 1’orientation il y a les 10
types suivants de congruences mon paraboliques:

Type 1. xx,6,8, &= 0 des congruences qui possedent deux surfaces focales
non développables.

Type II: x,f,8, &= 0 = &, ou x,B,f, + 0 = x, des congruences qui Possé-
dent une surface focale non développable et une courbe directrice non recti-
ligne. - |

Type I1*: x,x,8, = 0 = B, ou ;%P &= 0 = f; corrélatif au type II.

1) 11 faut remarquer que les équations (1.20) montrent que les relations «;, = B, = 0
entrainent w,, = 0 et les relations x, = f; = 0 entrainent w,, = 0.
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Type ITT: x,8, = 0, x, = B, = 0 ou xsf1 + 0, &y = B, = 0 des congruences
qui possédent une surface focale non développable et une droite directrice.

Type IV. x,B, &= 0, a; = f; = 0 ou x4f; + 0, &y = f, = 0 des congruences
qui possédent une surface focale développable et une courbe directrice non
rectiligne. E

Type V: B,8, &+ 0, x; = x, = 0 des congruences qui possedent deux courbes
directrices non rectilignes.

Type V*: x,x, #+ 0, ; = B, = 0 corrélatif au type V.

Type VI: B, =0, &, =, = f; =0o0u ff; =0, x;, = &, = f, = 0 des con-
gruences qui possedent une droite directrice et une courbe directrice non recti-
ligne.

Type VI*: 6y =0, 6, = f;, = B, = 0 ou &, =0, &, = ff; = B, = 0 corrélatif
au type VI. |

Type VII: & = x, = B; = f, = 0 des congruences linéaires non paraboli-
ques, c’est-a-dire des congruences qui posseédent deux droites directrices.

Les congruences des types 1V, VI, VI* et VII se laissent décomposer en
ool faisceaux de droites dont les centres décrivent une ligne d. Le plan du
faisceau dont le centre est situé au point A de d n’est pas tangent a la ligne d
au point A (autrement la congruence serait parabolique). Dans le cas du type
VI les plans de tous les faisceaux passent par une droite fixe; dans le cas du
type VI* la ligne d est droite.

Sil’on a «,6, %+ 0, le premier foyer A, décrit une surface (A4,) non développa-
ble, appelée la premiere surface focale; les asymptotiques de (A;) sont données
par la premiére des équations (2.4), puisqu’on déduit de (1.12) que

[A1A2A3 d24,] = “10)3 + ﬂzw?;

et [A,4,4,] est le plan tangent a la surface (4,) au point 4,. Pareillement pour
x,f, = 0le second foyer A, décrit la seconde surface focale (4,) non développable
dont les asymptotiques sont données par la seconde des équations (2.4). On
ne doit pas oublier que le plan tangent a la premiere surface focale est le second
~ plan focal.

Les formes différentielles ¢, ¢* sont bien connues. En négligeant des infini-
ment petits du second ordre on a selon (1.12)

(4, + dAl)wﬁ‘o = A, + xw,4, ,
(4, + dAz)wa = A, + x0,4,,

de sorte que le rapport anharmonique des quatre points
Als Az: (Al + dAl)wlm() ’ (Az "l_ dAz)wgmo

de la droite (1.1) est égal a la forme ¢. Pareillement on déduit de (1.18) que le
rapport anharmonique des quatre plans

ES: Eala (E3 '+' dES)wLWO: (E4 + dE{l)wsz
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passants par la droite (1.1) est égal a la forme-g*. Il s’ensuit, en appliquant
un résultat obtenu par A. Terracini en 1927 (Un’osservazione suqly invariante
di un’equazione dv Laplace, Boll. Un. Mat. Ital. t. 6, 1927, p. 57—60) que la
forme ¢ est égale a h du dv, ou A est le premier invariant de Laplace-Darboux

, . . . 024 .. o 0A, JA
de I’équation qui exprime 2 en combinaison linéaire de ——= |, ——=, 4, et en
q q p 2
S OU OV | ou ov
. . , . . . 024 .
méme temps le second invariant de I’équation qui exprime ~ en combi-
p qua 9 P oD
S, 0A, ¢A, : - N . \
naison linéaire de S Ay A,; pareillement la forme ¢* est égale a A* du dv,
| | 8 . o |
\ .. . . . . ., 02l C
ou h* est le premier invariant de I’équation qui exprime ~ 82 en, combinaison,
C, o, Ok : . . ., L.
lin¢aire de 5 s “"é“f‘ , B/, et le second invariant de l’équation qui exprime
02K, T ok, oK
——% en combination linéaire de —> , —2 | E..
ouov ou ov |
Posons
X, W2 Ky W] |
Gh=—2—2, Gi=—+— (2.9)
fo w7} fr @} |
de sorte que
‘Fl —_— T (p'* . Gl — E‘“‘ 3
G,

Supposons que &;8, = 0 de maniére que nous avons la premiére surface focale
(4,) non développable dont les asymptotiques sont données par la premiére
des équations (2.4) qui peut s’écrire (; = 1. Dans le faisceau des tangentes
a la surface (4,) (centre du faisceau 4;, plan du faisceau £,) considérons I'in-
volution J; dont les droites doubles sont la droite [A4,4,] et sa transformée
de Laplace [4,43]. On voit sans peine que G, est le rapport anharmonique des
quatre éléments suivants de l'involution J;: la droite double [4,4,], la droite
double [A4;4,], le couple formé des tangentes asymptotiques de la surface (4,)
et le couple de 'involution J, contenant la tangente [4, d4,] = [4;, xw,4,
+ w,A;]. S1Ton a «,p, = 0, alors(, s’interprete de maniere analogue a 1’aide
de I'involution J, dans le faisceau des tangentes a la surface (4,), les droites
doubles de J, étant [4,4,] et [4,4,].

3. Outre la congruence L, nous allons considérer une autre congruence L’
non parabolique dans un espace projectif S;; la position relative des deux
espaces S, et S, est irrélévante pour les problémes qui nous intéressent ici.
Nous introduisons pour L’ des notations analogues & celles employées pour
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- L, en indiquant avec des accents toutes les expressions relatives a L’. Il sera
aussi commode de poser

Tiw = Wy — W (3.1)
de sorte que I'on a p. ex. [v. (1.9) et (1.10)]

T11 + Tyo + Tag + Tug =0, =~ (3.2)
T1a =10, Ty3 = 0. (3.3)

Or soit 7' une transformation (droite — droite) entre L et L’. Nous nous limitons
a la considération des transformations développables, ¢’est-a-dire nous supposons
que T porte chaque développable contenue dans L dans une développable
contenue dans L’. On peut done supposer que, pour une droite quelconque ¢
de L, les deux droites ¢ et ¢’ = T'g correspondent aux mémes valeurs de u, v,
les paramétres w, v étant developpa,bles 81m111tanement pour L et pour L.
On voit sans peme que le repere

’ ! ! /
Al, .{.42, AS, A4 . . (3.4:)
A . \ e, » 7 / » . 5 -
peut étre soumis a la condition w; = wjy, Wy == Wy qUI peut aussi s’écrire
T3 =0, 724 = 0. (3.9)
 Notons explicitement les équations
’ ’ ;o ’ ’ N ’ N |
W1y = B1Wy, Wgy = KgWy, Wy = Py, W43 — prg (3.6)
qui correspondent aux équations (1.11). De (3.5) on déduit par différentiation

extérieure
[Ty — T3y o] =0, [Tos — Taa W] = 0. (3.7)

Les valeurs de u, v étant choisies de maniere quelconque, une homographie
H (8; — 8,) sera appelée homographie tangente, resp. osculatrice i la transforma-
tion 7' (dans la droite g de L correspondante aux valeurs choisies de u, v) si
réalise un contact analytique du premier, resp. second ordre entre les deux
~congruences L, L'. 1l s’agit ici du contact au sens de géométrie réglée qui de-
vient un contact ponctuel faisant usage de la représentation classique des droi-
tes de I’espace ordinaire moyennant les points d’'une hyperquadrique de ’espace
a 5 dimensions. Les conditions analytiques pour une homographie tangente
H sont, en choisissant convenablement le facteur scalaire de H,

 H[AA,) = [44;], HA[4,4,] = d[414,] + 9[4,45] ;5 (3.8)

pour une homographm osculatrice 11 faut ajouter la condition ultérieure |
H d[A4,4,] = d2[4;4,] + 29d[4,4.] + () [4145] . (3.9)
Si ’'on tient compte de la premiere equamon (1.19) ainsi que de (3.5), on peut

donner & la condition (3.8) la forme
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CH[A,4,) = [A14:], H[A,4) = [4; Ay + WAL) H[A,A,] = [4;, A + A4y,
(3.10)

ou
= Aoy + Aywy — (T11 + Taa) - (3.11)

On voit que les homographies tangentes H existent pour chaque 7' développable
(il est d’ailleurs évident qu’elles ne peuvent exister si 7" n’est pas développable)
et sont

HA, = QA;. ’
HAz — QWIA; )
HAy = o(4; + 4, 47) + wA, | (3.12)

HA, = o7 Y(A4, + 2,43) + pd;,

ou les quantités o == 0, 4;, 4,5, u;, u, sont tout-a-fait arbitraires de sorte que,
pour %, » données, il y a co® homographies tangentes. Il est utile de remarquer
qu’un changement de signe de ¢ a une signification purement formelle; plus
précisement, on voit que la substitution

( 0 Ay Ay U1 1“2)

—0 Ay Ay —uy —y (3.13)

change seulement le facteur scalaire inessentiel de H. L’expression de H en
coordonnées des plans est

HE, = o~Y(E, — ME;) — /L‘zE ;

HE, = o (E, — A,E,) — u,E, ,

HE, = oK, , (3.14)
HE,= o E,

et en coordonnées des droites

H:A1A2: — [A;A;] y

H[A,4;] = QZ[A;A;] + QMI[AiA;] ’

H[A,A,] = 0 [4;4;] — o7 'us[4:4,] ,

H:A1A4: — :A;A;: -+ ﬂz[A;A;: ’ (3'15)
H[A,45] = [4,45] — 1,[4,4]], '

H[A3A4,] = [A34,] + [Mdy — papsl[A145] + 4,[414,] —

— QAL AL] — opo[A1A5] + 07w [A54,] .

Il est clair que, 7T étant développable, I’orientation choisie pour L fixe celle de L’.
En changeant l'orientation de L et par suite aussi de L’ on a la substltutlon
(1.21) & 1aqueﬂe il faut maintenant agouter la substitution

(Q 3122/“1:“2)

ot Ay Ay pg g (3.16)
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A la substitution (1.22) exprimant la dualité il faut maintenant ajouter la
substitution

( O A Ag M1 Ho )

ot —A —Ay —ps —uy (3.17)

Remarquons encore que la notion d’homographie tangente (ou osculatrice)
est autoduelle et ne dépend pas de ’orientation.

Des équations (1.19) il résulte que

dz[AlAZ] — (dwu + Wy + W11 + Wy? + W37 + Wew,) [AlAz] I
+ (dwy + 2wy 4+ wyy + Wyy - Wy) [A1A4] — (dw; + w3 + 2w5 + wg3 . wy).
[AzAa] + (P15 — opw3) [AlAs] + (o105 — fowi) [A2A4] + 2w, [A3A4] 5
(3.18)

pour la congruence L’ on a une équation analogue. Si 'on tient compte de

(3.11) et de (3.15), on obtient
 H@[4,4,] = @443 + 29d[4;45] + ()[4i4)] —
— (T — ’"533 — 2210‘);‘1) wl[Alea] + (Tap — Tag — 2A,0,) %’2[?41144] +
T {(C’xz — 0%%y) wi — (ﬁ} — 9251) Wy — 200,05} [AIA?,;] 4’“ (3.19)
+ {(fa — 0720,) w1 — (o — 07%x ) a)g + 29““1//‘1(01‘0)2} [4,4,] .

Rappelons enfin les équations (3.7) qui permettent de poser

Ty — Tgg == f1w1 ’ Tge — Tgq = [oW, . (3.20)

En comparant (3.19) et (3.9) on arrive & la conclusion fondamentale qu’une
homographie tangente H est osculatrice si et seulement si

0‘:’1 = 0%, 0‘; = 0%y, ﬁi — 921319 By = 07 %fs, (3.21)
2 =1 24 =15 p1 =0, uy = 0. (322)

4. La transformation 7T (nécessairement développable) s’appelle, selon
G. FuBint et E. CARTAN, déformation (ou applicabilité) projective si, pour
~chaque choix dex parametres u, v, il existe au moins une homographie oscu-
latrice H. Nous avons prouvé que condition nécessaire et suffisante pour que
la transformation développable T d’une congruence mon parabolique L soit une
déformation projective est Uexistence d’une quantité o? satisfaisant aux équations
(3.21). Il est manifeste que le type (v. n° 2) de la congruence L est invariant par
rapport aux déformations projectives. Si L, L’ sont deux congruences linéaires
(type VII), les équations (3.21) sont identiquement vérifiées de maniere que
chaque transformation développable L — L’ est dans ce cas une déformation
projective et, pour chaque choix de u, v, ’homographie osculatrice dépend
encore d’un parametre arbitraire p? == 0. Pour tous les autres types, au con-
traire, les équations (3.21), supposées résolubles, déterminent p? sans ambiguité
de sorte que, les u, v étant données, I’homographie osculatrice est univoquement
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déterminée. Dans le cas du type VI ou VI* les équations (3.21) se réduisent
a une seule et 'on a de nouveau que chaque transformation développable est
une déformation projective. Ceci n’est plus vrai pour les autres types, mais
nous renvoyons a un Mémoire qui fera la suite du présent pour la résolution
des problemes d’existence relatifs.

Notons encore que ’homographie osculatrice, que nous indiquerons par H,,
est donnée par

HOAI — QAII ’
HOAZ — QMlA; >
HyA,; = Q(A:; + ”%‘flA;) ; (4.1)

H

Hy4, = o™ ’(A’ + 3f245)
ott Pon doit déterminer o selon (3.21); les quantités f;, f, sont données par
(3.20). _
En éliminant ¢? des equa,tlonb (3 21) on voit tout de suite que condition né-

cessaire et suffisante pour la déformation projective d’une COngruence non para-
bolique est Uinvariance de I'élément lindaire proyect@f

Les équations (3.21) étant en nombre de quatre et contenant une quantité
auxiliaire p2, on voit que la déformation projective impose une condition triple
a4 la congruence L. Comme une congruence ne dépend que de deux fonctions
arbitraires de deux variables, on est conduit a prévoir qu'une eongruence est
en général projectivement indéformable, ce qui est d’ailleurs bien connu. Or
nous verrons plus tard (v. n. 5) que ’étude des homographies tangentes permet
d’introduire des classes de transformations développables plus générales
que les déformations projectives et telles que chaque congruence L en admet
une infinité dépendant de six fonctions arbitraires d’une variable.

Commengons par une définition. Considérons deux pomtb mobiles A(t) et
A'(t) dépendant d’'un parametre commun de sorte qu’il y a une correspondance
donnée entre la courbe C décrite par A () et celle € décrite par A’(t). Supposons
aussi que les deux points A(0) et 4'(0) coincident en position et que les deux
courbes €, ¢ aient un contact géometrique du premier ordre (au moins) au
point 4(0). On a alors ' '

A'(O) = cA4(0), d4" = ¢j d4 + %4 pour ¢t = 0,

ol & ne nous intéresse pas. C’est la quantité j qui nous intéresse et que nous
appellerons coefficient de dilatation du contact considéré entre C et C; c¢’est
un invariant projectif (plus généralement, j est invariant par rapport & chaque
transformation de lespace qui est réguliére au point A(0)) et I'on a §j = 1 si
et seulement si le contact considéré est analytique.

Ceci étant; considérons une transformation développable 7'(L — L’) et,
pour des valeurs choisies de u, v, soit (3.12) une homographie tangente a 7.
Sil’on a x; # 0 = &3, alors pour v = const. (ou w,; = 0) le point 4, décrit une
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courbe C, dont g est une tangente et le point A; décrit une courbe C; dont ¢’
est une tangente. Comme I’homographie H porte 4, en A; et geng’,il y a en
A7 un contact géométrique entre les deux courbes HC, et C; soit §; le coeffi-
cient de dilatation de ce contact. (Nous dirons que H réalise un contact géo-
métrique entre C, et C] & coefficient de dilatation 7;.) On trouve sans peine
que l'on a

2~ ,
— &% | (4.2)

pareillement, si &, = 0 % «,, H réalise un contact géométrique du premier
ordre entre les courbes décrites pour u = const. (ou w, = 0) par les points 4,
et 4, dont le coefficient de dilatation est

i (4.3)
0"%g

Jo =

| , _ g
En passant aux espaces S;, S;* corrélatifs aux espaces S,, S, (les points de S;,
p- ex., sont les plans de §;), on a deux autres coefficients de dilatation

it = ' (4.4)
1
27 -
95 = Qﬁﬁ = (4.5)

¥ s’obtient (si B; &+ 0 =+ B;) en considérant le mouvement des plans K; et E,
pour w; = 0 et j; (si B, + 0 = B,) en considérant le mouvement des plans
E, et E, pour w, = 0.

Il importe de remarquer que les quantités §;, 7,, 71 > J» ne dépendent que de g2,
tandis que I’homographie tangente envisagée H dépend encore de A, 4y, 1y, U,.
Or H porte la ponctuelle [4,4,] dans la ponctuelle [4;4,] moyennant une

projectivité m:

nA; = oA;, nA, = o714, 4 | (46)

et le faisceau de plans a ’axe [A,4,] dans le faisceau de plans a l’a,Xe [A;A;]
moyennant une projectivité s*:

n*By, = o 1H, , n*E, = ol . (4.7)

La projectivité z porte 4, en A; et A, en A;; =* porte K, en E; et H,en Ej;
pour des valeurs données de «, v, on a encore co! projectivités = et co! projecti-
vités n*. En choisissant o2, les deux projectivités sont bien déterminées;
inversement le choix d’une d’elles détermine p? et par suite aussi 'autre pro-
jectivité. |

- La relation mutuelle des deux projectivités n, #* peut étre décrite géométri-
quement. La transformation 7' porte chaque droite g de L dans une droite
9" de L'; ce n’est pas une transformation ponctuelle ni une transformation
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planaire. Mais si 'on choisit p? en fonction de u, v, on peut transformer les
points de chaque droite ¢ de L moyennant la projectivité (4.6) correspondante
et les plans passants par ¢ moyennant la projectivité (4.7). On obtient ainsi
d’une part une extension ponctuelle de 1' que je désigne par 7'(p?) et qui porte
(pour chaque choix de u, v) le point 2,4, + x,4, de S; au point px,4; + o~ 1x,4,
de S, et d’autre part une extension planaire de T que je désigne par T*(o?) et qui
porte (pour chaque choix de u,v) le plan x,E, 4 z, K, de S; au plan o~lx, H; +
+ ox,H, de S,. Il s’agit de décrire géométriquement la relation entre les deux
transformations 7T'(p%) et T*(p?). A ce but, considérons une surface réglée
gauche R de la congruence L et la surface réglée gauche R’ correspondante
de la congruence L’ obtenues en substituant pour u, v des fonctions arbitraires
d’un parameétre ¢ telles que [w, dt] &= 0 =+ [w, di]. Alors si X = x4, + =,4,
est un point arbitraire de B et #X le point correspondant de R’, on voit sans
peine que, X* étant le plan tangent & R au point X, 7*X* est le plan tangent
3 R’ au point #X. En effet, les deux plans tangents sont manifestement

[4, Az’ d(z, 4, + x,4,)] = [A1, A4, 371(“143 + 2,0,4,] = X0, — 00l
[4; Ay d(ox, 4, + o7'x,4,)] = [{11 A, Q“f;lwlAs o x,w,A,] =
= o7 wow, iy — ox 0, K .

Remarquons encore que 'on a
(4, A, d*z 4, + 2,4,)] = (20, dz, + 2y dw; + 2, 0 + w3 ©; +
+ %5 0% + B10f) [A14,4,] + (20, Az, + 2 dwy + %, @g + 0y @, +
+ x; 03 + Bowl) [A14,4,]

de sorte que l’équation différentielle des asymptotiques de la surface R est

201wy(%y A2y — 2, d2y) — 2H 05 + By00]) 0y + 2(x07 4 f103) @, +
+ X5 (w, dw1 — 0 dwy + W13 — Wy + Wy3 — Wy . O105) = 0. (4.8)

Pour les asymptotiques de R’ on obtient I’équation analogue

20105(%, Aoy — 2, d2y) — %0} (o 0f + o)) ! + 0723 (xy007 + frwf) wy +

do

+ Tgg — Tgq - W105) = 0.

La soustraction fournit ’équation

x¥(og — 0%y . 0 + By — 02h, . wf) wy — T3y — 072, . W] +

; d
+ p1 — 070, . w3) Wy + 2y, (4 QQ - Typ — Tag + Taz — ’744) ww, = 0 (4.9)

dont I’étude donne des conséquences que je ne considére qu’incomplétement.
au Mémoire présent en me limitant d’ailleurs au cas ou 7' est une déformation
projective (v. n° 7).
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5. Pour abréger, je ne considére dans ce n° que le cas du type 1

X1X9f1 P2 += 0 = “,10‘;18;/8; (5.1)

ol la congruence L possede deux surfaces focales (4,), (4,) non développables

et pareillement L', |
Nous avons vu que les quatre équations (3.21) donnent ’ensemble des condi-

tions nécessaires et suffisantes pour que la transformation développable 7' soit
une déformation projective. Nous passons & la considération des telles 7
qui ne satisfont qu’a une partie des conditions (3.21). Remarquons avant tout
qu’en vertu de notre supposition (5.1) tous les quatre coefficients de dilatation
i1s Ja> I15 Ja [V. (4.2) — (4.5)] sont bien définis et = 0; 'un d’eux peut étre
préscrit arbitrairement, la quantité o2 = 0 étant a notre disposition. Nous savons
que 7; = 1 est la condition pour que ’homographie tangente I donnée par
(3.12) réalise un contact analytique du 1°" ordre 4, — A; pour w, = 0, j, = 1
est la condition pour que H réalise un contact analytique du 1" ordre 4, — A,
pour w, = 0, j; = 1 est la condition pour que H réalise un contact analy-
tique du 1 ordre F, — E, pour w, = 0, j; = 1 est la condition pour que H
réalise un contact analytique du 1 ordre £, — E, pour w, = 0. Or on déduit
de (1.12), (1.18) et (3.12), (3.14) '

HA, = o4, HdA, = d(QAi) + (.) A; + (p101 + 071 — 0oy . W) A;:
HA4, = o714, HdA, = d(o4;) + () A, + (Howy + 00y — 0720, . wq) A,
HE, = o7E;, HdE; = d(o™*E;) + (.) By + (ugw1 — ofy — 0718, - w1) By,
HE, = ob;, HdE, = d(ol,) + ()&, + (o — 070 — 0B; - w,) Hj

d’otu il résulte (sans les lemitations v, = 0 ou w, = 0):

j, = 1, u; = 0 | est la condition A, — A,
jo = 1, u, = 0 | pour que H réalise A, —~ A,,
i1 = 1, u, = 0 [ un contact analytique < E, — E,,
ja =1, u; = 0 | du premier ordre K, > E,.

Donc: ¢ = ¢" s et seulement si pour w, v arbitrairement données il existe une
homographie qui réalise un contact analytique du premier ordre A, — Aj et en
méme temps un contact analytique du premier ordre A,— A, (on voit sans peine
qu’une telle homographie est nécessairement tangente pour 7', c’est-a-dire
qu’elle réalise aussi un contact analytique du premier ordre [A4,4,] — [4:45]);
p* = @* s et seulement s’il existe une homographie qur réalise un contact ana-
lytique du premier ordre Ey — E, et en méme temps un contact analytique du
premier ordre B, — E,. En outre: F, = F; si et seulement s'il existe une homo-
graphie qui réalise simultanément les trots contacts analytiques du premier ordre
A, —~ A, BE,—~ B, [A,4,] - [4,14,]; F, = F, si et seulement s’il existe une
homographie qui réalise stmultanément les trois contacts analytiques du premier
ordre A,— A,, B,— E,, [A,4,] — [A;4,]. On voit que la condition ¢ = ¢
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concerne seulement la maniére dont se comportent les foyers 4, et 4,, la condi-
tion @* = @*’ concerne les plans focaux E, et E,, la condition F'; = F, concerne
le premier foyer A, et le premier plan focal E,, la condition F, = F, concerne
le second foyer A4, et le second plan focal £,. Ceci explique la raison qui nous
a conduit a nommer ¢ la forme ponctuelle, ¢* la forme planaire, ¥, la premiere
et F, la seconde forme focale. Conséquemment, nous allons introduire des
dénominations pour des classes particuliéres de transformations développables
d’une congruence non parabolique: les déformations ponctuelles caractérisées
par ¢ = ¢', les déformations planaires caractérisées par ¢* = @*', les défor-
mation focales de premiére resp. seconde espéce caractérisées par F, = F, resp.
F, = F,. En outre nous introduirons encore la dénomination de déformations
asymptotiques de premiére resp. seconde espece pour les transformations dévelop-
pables 7' qui induisent une transformation asymptotique (A4,) — (A4;) resp.
(4,) — (4,) des premieres resp. secondes surfaces focales. Analytiquement,
les déformations asymptotiques de premiere (seconde) espece sont caractéri-
sées par la condition .8, = &1f, (581 = x,B;) ou bien, dans la notation (2.8),
G, = G; (G, = @;). Nous avons ainsi introduit six catégories particulicres
de transformations développables 1" qui peuvent étre aussi caractérisées comme
satisfaisant deux équations choisies parmi les quatre équations (3.21). Les trans-
formations 7' appartenant simultanément & toutes les six catégories sont iden-
tiques aux déformations projectives.

Puisque la congruence L ne dépend que de deux fonctions arbitraires de deux
variables, on ne peut préscrire arbitrairement, en fonction des u, v, toutes les
trots formes différentielles ¢, ¢*, F, qui, d’apres (2.3), déterminent sans am-
biguité aussi la quatrieme forme F,. Mais nous allons montrer que 1’on peut
préscrire tout-a-fait arbitrairement deux relations entre ces formes. On voit
sans peine que l’on peut, sans restreindre la genéralité, choisir le repére
(1.5) de teue facon qu’on ait

Wy = d’U”, Wy = d‘u (52)
et par suite

du3
dv

¢ = x5y du dv, o@* = B, dudv, F,= x5, (5.3)

Nous cherchons les congruences L satisfaisant & deux relations indépendantes
de la forme

D(xy0xg, B1Ba, %181, w, v) = 0, P(xyxy, B1Bs, 161, u, v) = 0. (5.4)

Il s’agit d’intégrer le systeme de Pfaff
' (1.10) + (1.11) + (5.2) | (5.5)

sous la condition (5.4) et en supposant que les coefficients de (5.3) soient = 0.
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En différentiant (5.4), on obtient deux relations de la forme

2q d(2y0x) + Ay A(Bify) + A d(31By) - Ay du + A, dv —= 0,
M1 d(“’lo‘z) + Uy d(ﬁlﬁz) + M3 d(“‘lﬁl) + pq du M5 dv = 0, (5.6)

ou 4;, u; sont des fonctions connues de 5 variables x,~,, 8,8, &8, u, v telles

que le rang de la matrice
( /11 )Lz }Lg )
Hy M2 M3 |

est égal a 2 méme si les relations (5.4) sont satisfaites. La différentiation exté-
rieure du systeme de Pfaff considéré donne les équations

[y — wgy dv] = 0, |wyy — g, du] = 0 (5.7)

et les équations (1.20), ot les quantités o, ,, ;. f, et leurs différentielles sont
liées par les relations (5.4) et (5.6). En posant

D/Y] === dO{l "‘l'— Otl((l)zz . Cx)u), DJ{Z —_— d/)'2 — !ﬁz(wzz - 6()11),

Df; = dpy — Bu(wss — @n)s DBy = dBy + fo(wy — o),
on peut donner aux équations (5.6) la forme

My Doy + oy Dq) + (1P + BoDpPy) + As(aiDpy + prDoy) + Ay du 4-

+ 2, dv = 0,
/“1(0‘11)“2 + o Doxg) + o108, + pzDﬁl) + ps(x Dpy + BrDxy) + pg du 4
+ s dv = 0

et aux équations (1.20)

|wgewy] + [Day wy] = 0, [Dxy, o] + [wgw,] = 0,
— [@41‘“1] -+ [l)ﬂl — frwy; — wsg) wy,] = 0,
[Dﬁz '"‘“‘ 132((“22 — 44) @1] — [(ﬂszwz] = 0.

On vérifie sans peine que le déterminant

dv 0 0 —du O 0
0 du —dv O 0 0
du 0 0 0 A, - Afy gty - ugfy | =
0 dv O 0 Ax Uy
0 0 du 0 Af, + Ay waffy 4+ 3™y
0 0 0 dv 4.0, Hafy

= (Ayptg — Aguty)(y, du* — * Nofls dv?t) -+ (Agus — Agpty) fy dv?(x, du® + B, dv?) +
| + (Aspey — Aypus) &y do*(fy du® + «, do?)

ne peut s’évanouir identiquement. Il en résulte que le systéme de Pfaff (5.5)
est en involution et nous arrivons au résultat que pour les congruences L du
type I on peut préscrire arbitrairement, outre la relation évidente (1.3), deux autres
relations indépendantes, qui peuvent dépendre aussi de u, v, entre les formes diffé-




rentvelles (2.2), supposées exprimées en fonction de u, v, du, dv (u, v étant des
parametres développables); des telles congruences L existent touyours et dépen-
dent de stx fonctions arbitraires d’une variable.

Ce théoreme est tres général et il convient d’en signaler des cas particuliers
remarquables. P. ex. chaque congruence L du type I admet des transformations
développables qui [1] sont en méme temps des déformations ponctuelles et planaires,
[2] sont des déformtaions focales simultanément de premiére et de seconde espéce,
[3] induisent des transformations asymptotiques de toutes les deux surfaces focales;
dans chacun de ces trois cas, les transformations développables de L considérées
dépendent de six fonctions arbitraires d’une variable. Le dernier exemple peut
étre généralisé. En effet, considérons deux équations differentielles de la forme

(%)2 = f1(u, v), o (5.8)

g
() = ot (5.9)

il existe des congruences L du type I dont u, v sont des paramétres développables
et pour lesquelles (5.8) donne les asymptotiques de la premiére surface focale et
(5.9) celles de la seconde; des telles congruences dépendent de six fonctions arbi-
trasres d’une variable. Il est intéressant que ceci contient comme cas extréme-
ment particulier une nouvelle démonstration du résultat classique d’E. Cartan
que les congruences R dépendent de six fonctions arbitraires d’une variable.
On sait en effet que les congruences R peuvent étre définies comme les congru-
ences du type I possédant des parametres développables u, v tels que, sur toutes
les deux surfaces focales, 1’équation différentielle des asymptotiques soit
du? — dv? = 0.

6. L et L’ étant deux congruences du type I, considérons une transformation
développable T(L — L’). Nous avons déterminé les homographies tangentes
(3.12) de T’ qui dépendent de u, v et en outre de cinq autres paramétres p? == 0,
Ay Ay, gy, py. Or siPon fixe g2 on peut considérer I'extension ponctuelle 7'(p?)
de 7' (v. n° 4) et il s’agit de caractériser géométriquement les homographies
tangentes H appartenant & la valeur choisie de p2. A ce but il suffit de faire
usage de ce qu’il résulte de (1.12) et (3.12)

ox,A; + 07w, Ay = H(x, 4, + x,4,),
d(px, Ay + 07x,4,) = H d(x, 4, + 2,4,) +

T {Q-’El ( QQ + Ty — Alwl) + Zo(07 iy — 0%y . Wy — /“2002)} Al -+

," : | d 1Y
+ 12(— pa®y + 00y — 07l - wy) + 07, ( QQ - Tog ’12“’2)} 4, .

On en déduit sans peine que si de point z, 4, + x,4, décrit dans 'espace S,
une courbe quelconque C, alors la transformée C’ de C moyennant 7'(p?) a la
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propriété qu’au point px, 4, + o~'x,4, transformé de x, 4, + x,4, les tangentes
aux deux courbes C' et HC sont situées dans un plan qui contient la droite
[A;4;] ce qui se trouve aisément étre une propriété caractéristique des homo-
graphies tangentes appartenantes a la valeur considérée de p2.

On peut chercher la condition pour qu’il y ait en px, 4] + p~1x,4, un contact
analytique du premier ordre des courbes (', H(. On trouve

d ' : |
0Xy 0y (“‘f‘" + Ty — 31601) + Zy(07lxy — 0%y . W1 — Ua0,) | 0
e ' do
0%, X(— piwy + 0x; — 07l . wy) + o7, - Toy — Aoy i
ou
0T} (— pywy + 00y — @7 oy . wy) — 071} (07 — oy . g — Ha®2) —
d |
— L1y (2 ° F T — T — Ay + Zza)z) = 0. (6.1)
e
Si on choisit u;, = u, = 0 et que 'on détermine 4,, 1, de fagon qu’on ait
d
2 QQ - Ty — Tag — Aoy + 22602 =0, (6.2)
I’équation (6.1) devient, faisant usage de (4.2) et (4.3)
(9, — 1) “10')233% — ()2 — 1) "5"20)1%3 = 0. (6.3)

Nous sommes ainsi arrivés & une homographie tangente que nous indiquons
par K(p?) et qui pour u, v, p2 données est déterminée sans ambiguité. On a donc

K(o?) 4, = 04, , K(0%) 4, = 074;

: ’ ’ ' | ) 2fj / | 6.4
K(e®) 45 (s + 4141) | K(0*) A, o HAy + A,4;) ( )

ou il faut déterminer 1,, 1, de telle facon que D'équation (6.2) soit vérifiée-
De ce qui précede résulte la caractérisation géométrique suivante de I’homo-
_graphie tangente K(p%): Pour les courbes C satisfaisant & w, = 0 on a au point
ox A7 + o7 1x,A, un contact analytique du 1 ordre entre C’ et K(p%) C ou
bien (si j, = 1) toujours ou bien (si J, == 1) st et seulement st la courbe C passe
par le point A4,; pour les courbes C satisfaisant & w, = 0 on a au point px, 47 +
+ o~1z,4; un contact analytique du 1°" ordre entre ¢’ et K (0%) C ou bien (si
7, = 1) toujours ou bien (si 9, == 1) si et seulement si (' passe par le point A4,.
Dans le cas particulier ot T' est une déformation ponctuelle on peut fixer o2

univoquement en demandant que 'on ait

Jj1 =17z = L; (6.5)

I’homographie K(p?) correspondante soit nommée homographie ponctuellement
associée & T et désignée par K. I’équation (6.3) devient une identité de sorte K,

|
|

0
Q

|
|

277



réalise un contact analytique du 1 ordre S, — S, (relativement & la transfor-
mation ponctuelle 7'(¢%). V. E. Cech, IIpoekTnsaas nuddepeHnnaabaasg TeoMme-
TPUSA COOTBETCTBMM MeKIAY JAByMsa mpoctpanctBamu V, ce Journal t. 2 (77)
1952, p. 167—188; L. MURACCHINT, Sulle transformaziont punctualt che sono
inviluppi di omografie, Boll. Un. Mat. Ital. (3) 8, 1953, p. 390—398; E. CkcH,
O TovyeyHBIX M3THOAHMAX KOHI'DYEHIHMI NPAMBEIX (avec un résumé détaillé
en francais), ce Journal t. 5 (80), 1955, p. 234 —273.

Il convient de signaler aussi les résultats corrélatifs aux précédents, basés
sur la considération de I'’extention planaire 7'*(p2) de 7. Au lieu de K (p2) nous
avons maintenant ’homographie tangente K™(p?2):

K*(0?) 4, = ¢4, . K*(?) A, = ¢4, .

|

/ ;%; 7/ R4 ! 6.6
CK*(g) Ay = o(dy + AFAY), K¥(e) A, = oAy + 234y, OO
ou A7, A3 satistont a I'équation
| do |
2 } T33 — 744 “}“‘ zf‘(ﬂl B lz‘;k(})z —— O ; (6.7)
0 \
I’équation corrélative a (6.3) est
(?f — 1) l@lwzxi — (?; — 1) foy2; = 0. (6.8)

Dans le cas particulier ot 7T est une déformation planaire on peut fixer p2
univoquement en demandant que 'on ait

i = js = 1; (6.9)

I’homographie K*(p?) correspondante soit nommée homographie planairement
associée 3 T et designée par K, . |

“Nous avons supposé dans ce n° que les deux congruences L, L’ soient du
type I. Mais il est facile de voir que les résultats restent valables en supposant
seulement que le type de L soit le méme que celui de L'. Seulement si ’on p. ex.
x, = o; = 0, on doit poser §, = 1, quelque soit la valeur choisie de p2; pareille-
ment, on doit poser j, =1 pour &, = &5 = 0, j7 =1 pour B, = f; = 0,
j» = 1 pour i, = f, = 0.

Demandons nous encore quand est ce que, pour une valeur données de p?2,
les deux homographies K(o2) et K*(p?) coincident. On trouve facilement la

condition
dg
4 “'“"é“ + Tll — ng + T33 - 144 = O . (6.10)
I’équation (6.10) est completement intégrable si et seulement si
K1y — (XyOy = B2 — BB
ce qui peut s’écrire
¥ — ¢’ = ¢* — ¢ (6.11)
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S1 p. ex. la congruence L est W, on a ¢* — ¢ = 0 et la condition (6.11) est
satisfaite si et seulement si L' aussi est une congruence W. La condition (6.11)
étant satisfaite, (6.10) détermine ¢* & une constante prés; on peut choisir
arbitrairement la projectivité z pour une valeur initiale de la droite (1.1),
ce qui détermine univoquement toutes les c0? .

7. Passons a ’'étude de la déformation projective T(L — L'). On voit sans
peine que le repere (3.4) peut étre particularisé de telle facon que les équations
(4.1) de I'homographie osculatrice H, prennent la forme simple

H,A, = A, HA, = A}, HA, = A, H,A, = A, (7.1)

de sorte que, outre (3.5), on a encore d’une part

N = Xy, Ny = 0y, i =, f, = Pa

ou bien
Tig = Tgy == Tgq = T4y = 0, * (7-2)
et de 'autre
Ty — T33 = 0, Ty — Tgg = V. (7.3)

Par différentiation extérieure on déduit de (7.2)

[T3001] — %4[T1y — Ty o] = 0,
PalTin — Taz 1] + [T5ew,] = 0, (7.4)
[T4101] — PalT1n — Toe @] = 0,
No[Tyy — Taa 1] 4 [T4,] = 0
et de (7.3)
[Ts10:] = 0. [T425] = 0. (7.5)
Les équations (7.4) permettent de poser
Tag — Ty1 = €11 — Catng (7.6)
Tyo == [1,Co7 + X;C{, , Ty = KoCoW; + [1€,05 . (7.7)

Une déformation projective 7' est simultanément une déformation ponctuelle
et une déformation. planaire?) de manicre que, outre ’homographie osculatrice
_H, il v a lieu de considérer encore ’homographie ponctuellement associée K|
et ’homographie planairement associée K. Pour ces homographies on a les
équations (6.2), (6.4), (6.6) et (6.7), ou I'on doit poser p%2 =1 de sorte que 'on a,
d’apres (7.3) et (7.6),

- / > ’ s
Kod, = 4,. K4, = 4,, K4,
>3k L 4 < Y I 4 %k
Kid, = Ay, Kid, = A, KA,

2) Les conditions pour que T soit simultanément une déformation ponctuelle et une
déformation planaire consistent dans I'existence de telles valeurs de pf 0 et de o3 0
que

|

4 4 r F !
A3 o CIAD “A“ ()A4 — A—4 T CZAQ;

F i ! - ok ! ! 7-8
Ay + ¢, 44, KgA, = Aj + c,4,. 7-8)

]

— : ’ —
Oy = @y TNy, Ky = 030, By = 03815 By = 0,°Ps -

T est une déformation projective si et seulement si 3 = 03.



Les équations de nos trois homographies en coordonnées des plans sont

H,E, = E,, H,E,— E, H,E, — E, HE, — E.,
KB, = By + ¢,By, KB, — Ey + By, KE, = B, KB, = E,, (1.9)
K*E, — E, — ¢,E., K*E, = E, — c,E., K*E, — E., K*E, — E..

En général, les trois homographies H,, K,, K; ne coincident que pour les
points de la droite [4,4,]. Si elles sont identiques entre elles, nous dirons que 7’
est une déformation projective singuliére. La condition analytique pour cette
parricularité est ¢, = ¢, = 0 ou 7;; — 75, = 0. La notion de déformation pro-
jective singuliere a été introduite déja en 1920 (E. Cartan, Sur le probléeme général
de la déformation, Comptes Rendus du Congres Intern. des Math. de Strasbourg
en 1920, p. 397—406). Or il se peut encore que, 7" n’étant pas singuliére,
il existe toutefois hors de la droite [4,4,] des points pour lesquels H,, K,, K;
coincident. Je dis aloers que 7' est une déformation projective demisinguliére.
Les points A tels que HyA, KyA, K5A coincident en position forment alors
nécessairement un des deux plans focaux; si ¢’est le premier (second) plan focal
bi;(k,), je parle de déformation projective demisinguliere de premiere (seconde)
espéce. La condition analytique est ¢, = 0 ou [7,, — 7y, @] = 0 pour la pre-
miere espece, ¢; = 0 ou [7,, — 7; wy] = 0 pour la seconde. En comparant
(7.1) et (7.8) avec (7.9) on voit tout de suite que la notion de déformation
projective singuliere ou demisinguliére est corrélative a elle méme.

De (7.3), (7.6) et (7.7) il résulte, d’apres (1.12) et (7.1),

A, = HA,, d4, = H,dA4, + 7,,4; , (7.10)
d’zA'1 = H,d2A4, + 21, d4] + (B.€,05 + 2x,¢,0105 — x,C,03) Ay + (1) 4},
A, = H,A, dA, = H,dA4, + 7,,4,, (7.11)

d?4, = H, d24, + 27,, dA; + (— 3,607 + 2x,0,0,04 + Brc,03) A7 + (1) 4, .

Supposons que x,0, = 0 de sorte que le premier foyer A4, décrit une surface
(4,) non développable (la premiére surface focale). L’équation (7.10) met en
évidence le fait bien connu que si la déformation projective 7T est singuliere,
H, réalise un contact analytique du second ordre entre les surfaces (4,) et
(4;). Si T n’est pas singuliére, ce contact est seulement du premier ordre,
toutefois est du second ordre relativement aux courbes tracées sur (4,) dont
la tangente au point A, considéré satisfait a ’équation

BoCors 4 2%,C,01005 — X1Cow; = O . (7.12)

Appelons tangentes caractéristiques de la surface (4,) relativement a la défor-
mation projective 7' les deux tangentes satisfaisant a (7.12). En se rappelant
que (2.4) donne les asymptotiques de (4,), on voit que les deux tangentes
~(7.12) sont conjuguées ou bien coincident dans une tangente asymptotique.
De plus on voit que pour une déformation projective demisinguliere de pre-
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miére espéce le couple des tangentes caractéristiques est donné par w,w, = 0
et par suite est formé par la droite [A,4,] et sa transformée de Lé,pla,ce [A,A,],
tandis que pour une déformation projective demisinguliere de la seconde espece
les tangentes (7.12) Separent harmoniquement [4,4,] et [A;A4,]. Si .0, = 0,
on a des résultats tout-a-fait analogues concernant les tangentes caractéristi-
ques

oczclxa)c‘i + 200,Com 0, + BiC 05 = O - (7.13)

de la seconde surface focale (4.,).

Les oc0? projectivités qui s’obtiennent en transformant chaque droite ponec-
tuelle [A,4,] moyennant ’homographie osculatrice H, correspondante, prises
ensemble, forment ’extension ponctuelle 7'(1) de 7" qu’on peut appeler exten-
S10N ponctuelle principale de la déformation projective 7'. (Corrélativement,
nous avons ’extension planawre principale T*(1) de 7'.) Or soit R une surface
réglée gauche contenue dans la congruence L et R’ sa transformée moyennant
T'(1). Il résulte de (4.9), en y posant p% = 1 et faisant usage de (7.2) et (7.3),
que les asymptothues de R’ correspondent a celles de R si et seulement si on a
le long de R

Typ — Ty = 0. (7.14)

Par suite les déformations projectives singulieres sont caractérisées par la
propriété d’étre totalement asymptotiques, c’est-a-dire de transformer asympto-
tiquement chague surface reglée gauche contenue dans L. C’est un résultat
connu (E. Cech, IIpoexktusnaa puddepennuaabHas TeOMeTPUs COOTBETCTBUIL
MeAY IByMsa mpoctpanctBamu IV, ce Journal, t. 2 (77), 1952, p. 149—166.)
Si la déformation projective 7' n’est pas singuliere, I’équation (7.14) définit
une décomposition de la congruence L en oo! surfaces réglées que nous ap-
pellerons décomposition canonique de L relative & T'. Si T n’est pas demisin-
guliere, alors les surfaces réglées de L satisfaisant a (7.14) sont gauches et sont
caractérisées par la propriété de correspondre asymptotiquement a leurs
images moyennant l'’extension ponctuelle principale 7'(1) de 7.

La caractérisation géométrique de la décomposition canonique que nous
“venons de donner perd le sens dans le cas ou la déformation projective T' est
- demisinguliere, car alors les surfaces réglées de L satisfaisant a (7.14) sont
développables. Pour combler cette lacune considérons pour fixer les idées la
premiere famille des développables donnée analytiquement par w,; = 0 et
désignons par = les égalités valables seulement pour w, = 0. La déformation
projective 7' n’est pas soumise a aucune condition en ce moment. Soit D une
développable de la premiere famille de L, de sorte que w, = 0 le long de D;
soit ¢ la transformation ponctuelle D — D’ contenue dans 7'(1). Soit M une
homographie S; — S, tangente & ¢ tout le long d’une genératrice [A,4,].
On peut évidemment choisir le facteur scalaire de M de maniere que

MA, = A, MA, = A4;;



sO1t encore

MA, = p,A; + poA; + pdy + pad;
MA4 = q,4; + @45 + q;4; + ¢4, .
Or nous avons |
M(x A, 4 x,4,) = xlA;. + sz; ;
M d(x,A; 4 2,45) = d(m, A7 + 234s) — 2375347 — 2575545 + Tawy(q, A7 +
+ ¢4,y + (lsA:; + qg — ‘1 : A;) ;

d’ou 1l résulte sans Peine [v. (7.6)] que condition nécessaire et suffisante pour

que M soit tangente & ¢t le long de [4;4,]est ¢, = 0,9, = — ¢y, g3 = 0, q, = 1
ou bien

MA, = A, — ¢,A4, , (7.16)
d’ou | ¢

M d(x, 41 + x,4,) = (z, 47 + sz;)—-i 1.(2 A, + x,4,) .
On trouve ensuite | o

M d¥(z, 4, + x,4,) = d2(x,4; + sz;) — 27, d(x, A7 + £,4,) —

— {(d7yy — T11) Xy + (Ty — P1f1wy) war,} A7 —

— {d7y; — ] — (dey — Typ + Ca - Wy — Wag + Py . Py — 5. ;) Wy} sz;
+ (ps — 1) ﬂlng2‘4.‘; — (Dgffy — 2¢y) wg.ﬁva;“‘;,

L’homogra,phieM est done [v. (7.7)] osculatrice & la transformation ¢ le long
de la génératrice [4;4,] de D si et seulement si ’on a premiérement p, = ¢,,

ps = 1, pyp; = 2¢, OU
prM A4, = Bi(As 4 14, + p,d4,) + 2¢,4, (7.17)

et en second lieu ‘
dey, + Co(wyy — wyy) — Tao + (B1Py — €3) Wy == 0 . (7.18)

Les équations (7.15), (7.16) et (7.17) donnent I’expression ponctuelle de I’homo-
graphie M osculatrice a ¢ le long de [4,4,).

Nous écartons le cas §, = 0 ou la développable se réduit au plan E, [d’apres
(1.18), on a d&,; = (.) I3 pour , = 0 ce qui dit que ¥, est fixe en position pour
w, = 0, si f; = 0]; I"équation (7.18) détermine p, univoquement et I’homo-
graphie M osculatrice a ¢ le long de [4,4,] est unique.

En coordonnées des plans on obtient

ME, = E, — ¢,E; , ME, = E, — (p, + o) By + ¢, B, ,
| ME, = E, > ME, = E, — p,E; p1py = 2‘02-
d’ou 1l résulte
ME, = E,

M dE, == dE, + (15, + 2¢c,0,) B, , _ (7.19)
M A2E; = d2E; 4 2(7y; 4 2c,w,) dE, + (.) B; + 4c,, B, .
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Or soit t* la transformation des oco! plans tangents a la développable D induite
par la transformation ponctuelle ¢ de D. 11l résulte de (7.19) que ’homographie M
qui est osculatrice a ¢ est en général seulement tangente a t*; pour qu’elle soit
osculatrice & t*, il faut et il suffit que I'on ait ¢, = 0. Mais D était une dévelop-
pable de la premiere famille de L et ¢, = 0 est la condition pour que la défor-
mation projective 7' soit demisinguliere de premiere espeee ou, ce qui est
la méme chose, pour que la décomposition canonique de L relative & 7 soit
la décomposition en développables de la premiere famille.

En excluant toujours les déformations projectives singulieres et en se limi-
~ tant au cas x,f3, = 0 ou il existe la premiére surface focale (4,) de L non dévelop-
pable, on peut considérer la décomposition de (A4;) en co! courbes ' induite
par la décomposition canonique de L. Pour la tangente ¢, de €' au point 4,
de (4,) on a 7,; — Ty, = 0 Ou ¢;0w; — C,w, = 0; en comparant a (7.12) on voit
tout de suite que ¢, est la conjuguée harmonique de [4,4,]par rapport au couple
des tangentes caractéristiques de (4,). Si «,8; & 0, on a un résultat analogue
relatif & la seconde surface focale (A4,).

Il est important de déterminer la généralité des déformations projectives
demisinguliéres. Nous le ferons ici seulement pour les congruences du type I;
les autres types seront traités dans un Mémoire ultérieur. On peut manifeste-
ment se limiter au cas ¢, = 0 = ¢, des déformations projectives demisinguliéres
de premiere espece. On voit sans peine qu’il est possible de particulariser
les repéres de maniére a avoir «, = §; = ¢, = 1. Il s’agit alors de discuter
le systeme de Pfaff

W1y = Wyg = 0, W15 = Wy, W43 = Wy, Wy = Ky, Wy = Py,
— — —_— e — — — — o
Ty = Tog = Ty3 = Tgqg = Typg = Ty = Tgy = Ty3 = 0, (7.20)

Tin — Ty = Ty — Tga = 0, Ty — 733 = 0y,

en supposant que «,f, + 0. L3 différentiation extérieure donne

|W3e00;] — [W11 — 2wy + Wy, wy] = 0,
[%1‘601] — [0)22 + gz — 2y, wy,] = 0,
[d(x2 + ®y(2w1; — ey — w33) ;] + [wyw,] = 0, (7.21)

[dBy + Ba(w11 — 233 + ®44) 1] — [wg0,] = 0,
[T32 — Wy ] =0, [7741‘ — Wy W] =0, [T3w,] = 0, [tgw,] =0, (7.22)
(w1, — w33 @w,] =0, (7.23)
[T3101] = [T405] = 0. (724)
Les équations (7.22) conduisent a poser

Tga = Ty = Wy . | | (7.25)
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On en déduit par différentiation extérieure

[BoTae — W35 1] — [T31 — 2045 + W3 + Wy — 07 w,] =0, (7.26)
[0aT gy — Wy 1] — [Ta1 + 017 + ®e9 — 204y — w1 wy] = 0.
Le systeme de Pfaff (7.20) + (7.25) a les conditions d’intégrabilité (7.21) -+
+ (7.23) + (7.24) + (7.26). 1l est donc en involution et nous arrivons au résul-

tat que les déformations projectives demisinguliéres (des congruences du type I)
dépendent de neuf fonctions arbitraires d’une variable.

b PeswowMme

PASBEPTBIBAIOINECS TTPEOBPABOBAHNA KOHTPYVIHI[UIL
ITPSIMBIX

AIIVAP]I YEX (Eduard Cech), Ilpara.
(HOCTyHMHO B pegaxmuo 19/X1 1955 r.)

ITycrs L — HenmapaboinyecKas KOHIPYSHIUA HPAMBIX B HPOCKTHBHOM IIPO-
crpaxcrBe S;. [logBusxknoit penep A,4,4;4, Bebepem tak, uro npsamas [A4,4,]
ONMUCHIBAET I{OI—II‘pyaHI];I/IIO( L, a npamoie [A4,4,], [4.4,] onuckiBaioT ee mpeobpa-
soBaHua Jlammaca. Urar, 4,, A, — ¢orycs, a [4,4,4,], [4,4,4;5] — Po-
KallbHBIEe TIJIOCKOCTM KOHrpysHnuu L, coorBercrBYylomme npsmoit [A4,4,]. Ron-
rpysunus L onpenensierca ypaBHeHuaAMu (1.12) ¢ To4HOCTRIO IO NPOEKTUBHOTO
npeobpazoBaHus. Kenm u, v — pasBepTHBapIIUecs HapaMeTphl KOHTPYIHIMYU
L, npuuem passepThiBaIOLUMcH IapaMmerpaMm v = konst. coorBercTByIOT 11Ep-
Bele QoRycH A, u nmepsble goranbHbe Iockoctu [A;4,4,], napamerpam ke
u = konst. — Bropsie oKycH A, U BTOpHIE Poxranpuble nuockoctn [A,4,4,],
to B (1.12) gopma Ilpadda w; uponopumonanerna dv, a dopma Illdpadda w,
IrponopnuoHagpHa du. |

ITpocreiimumn TpPOEKTUBHBIMUA KMHBapUaHTaMU KOHTPYsHImMHM L ABIAIOTCH
mudpdepennuanpvusie Gopmel (2,2), cBaAsaHHBIe TogecTBoM (2.3). § HaswiBaw
@ moueurnoii Popmoil, p* — naockocmmnoi gopmoii, F, — nepeoi doranvroi
gopmoti u Iy — emopoti gokarvroil popmoid rwourpysunmu L. Momuno pasznum-
yath 10 THAIOB KOHTPYsHIMU L, cMOTPA WO TOMY, PaBHBI Jid HYJI0O KaKue-
HUOYIb M3 BEJIMYUH &4, Ko, (g, Pe, U KaKue mMeHHO. B 3ToM pesiome s1 orpaHu-
yyceh THNOM I o098, 85 & 0 KOHI'pYSHIOUNA ¢ ABYMSA Pa3IUWYHBIMU HEBBIPOKIACH-
HBIME ¥ HepasBepTHBAOIuMucA (QoKaAbHEIMI noBepxHoctamu (4,), (4,).
Acumnroruyeciiue (OKAJBHEIX IOBepPXHOCTeH MaHH ypaBHeHusMu (2.4), Tak
uTO @ = @* ABIAeTcA ycloBueM Mg KoHrpysuHmum W. O6parmm BHUMaHHE Ha -
TO, 4YTO MHBAPUAHTHOCTh ypaBHeHuu( 2.4) BEITEKaeT M3 WHBapHAHTHOCTU (POPM
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(2.3). Bnausnaue s3amensl PorycoB 4, 4, Ha nuddepennnansusie Gopmor (2.3)
BEIpasKaeTcsa MOJCTAHOBKROM (2.5), BImMAHMEe j;Ke ABOMCTBEHHOro Mpeodpas3oBa-
HusI — TojictraHoBKol (2.6). Cncrema Hamux gopm (2.3) B CYIIHOCTH DKBHBA-
JeHTHA HPOEKTUBHOMY JHMHEUHOMY 3jaeMmeHTYy Teppaumnn (2.7), KOTopbld He
n3MeHgeTcsl IIpu HojucTaloBKax (2.5) u (2.6).

Paseepmuisaruweecs npeobpaszosanue T wourpysunuu L. ctaBuT B COOTBET-
CTBUE KasKIOU NPAMOU p KOHTpYaHIuu L nupamyio p’ Kourpysunun L' u nputom
TaK, YTO pa3BepTHIBAIIMMCH KOHTMPYIHIUH L cOOTBETCTBYIOT PasBepTHIBAIO-
mpecss KOHrPysHIuu L', MOKHO NpPelooUTh, YTO U, ¥ ABISIOTCA Pa3BePTHI-
BaIOIMUMICA llapamerpamu obemx KoHrpysumuun L, L’. Ronamweamuio K =
= K(u, v) MBI Ha30BeM KacameavHoli (conpukacanweics) koasuHneayuell
pa3BepThHIBalolilerocs npeodpaszosanua 7', ecan (Ipu JaHHBIX %, v) K ocyniecTBIIA-
eT aHaJIMTHYEecKOoe KacaHme TepBOro (BTOPOro) Mopsaara KoHrpysummi L, L';
HOPSOK KacaHWs olpejlesigeTcd B TNPAMOJUHEUMHBIX KOOpJAMHATAX HNPAMOMN.
IIpu mpom3BoAKHO 3aJlTaHHOM pa3BepThHIBaKOIeMcA peodpasoBanum 1’ s KaK-
O 1aphl (¢, v) cyIIECTBYeT 00° KacaTeJbHBIX KOJIJIMHEamuu, OJHAKO B 00IIEM
cjiyyae He CYIeCTBYeT HUM OJIHOM cOlIpUKacawlnelicss KoJuimHeannu. 7' Oymer
NPOEKTUBHBIM M3THOaHMEM, eciim A BceX (U, v) CYIIeCTBYIOT CONMPHUKACAIO-
myecs KOJJIMHealuy, KOTOPble TOrJa olpejessiorcss ofHo3HadHO. Heobxomm-
MBIM ¥ JIOCTaTOYHLIM YCJIOBHEM IIPOCKTHBHOTO M3rubaHusA ABIAeTCsA MHBApHAHT-
HoCTh BeeX (opm (2,3). Keiu muBapmanTHa ToAbKO opMa

v, | moueunslM useubanuem
@*, | NAOCKOCTNHBIM U3eubaruem
L ro T Ha3zpIBaeTCA | |
F, PoKEAAbHVIM UZ2UOAHUEM NeP8020 poda
F,, | - dokasvrum uzzubaruem 6mopozo poda.

(. passepTeiBalomumcs npeobpasoBanneMm 7', nepeBoOJsIIUM NPAMYIO P B IPHA-
MYIO P’, cONPsiKeHBl [iBa TOYEYHBIX Hpeo0pasoBaHUdA, 11epeBOJAMMUX (OKYCHI
A,, A, B oryest A;, A, 1 1Ba IWIOCKOCTHBIX NPeoOpa3oBaHMsA, HepeBOXAIIIX
doranbueie mnaocroct [A;4,4,], [4:4.45] B QoranpHBIC 11IJIOCKOCTH
[A1454,], [A145,4,). Toveunsle usrubanua GeLIN MOAPOOHO MccaeoBaHbl (A
o0Iero caydvas KOHTPYIHIMU B LIpocTpaHcTBe S,) B Moel cratbe () TOUEUHBIX
n3rnbaHuax KoHTpysanui npameix [ UMK, 1. 9(80), 1955, crp. 234—273]. Ilio-
CKOCTHBIE mM3rubaBmsA JIBOUCTBCHHLI TOUeUHBIM wu3rndanmaMm. @DorkanapHOE
n3rnbanme MepBOTO PoOia XapaKTepusyercsl TeM, UYTO JJid KaKJIoH maphl («, v)
cyIIecTBYeT KacarejbHasg KoJumHealus K, OCYUIECTBIAONIAA aHaJMTHYeCKOe
KacaHye IepBOro NOPAJKA KaK [Jd ToueuHoro npeoGpasosanma A, — Aj,
TaKk M JUIA ILTOCKOCTHOTO TpeobpasoBanus [A,4,4,] — [A14,A4,].

Tarx rax RoHrpysHOus L 3aBUCHT TOJBKO 0T 06éyr PYHRIUU NBYX INepe-
MEHHBIX, TO B YpaBHEHUAX

du? 7o AAy dvB
> do 2 A du

g =Mhdudv, o¢*=~A,dudv, F,=24
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HEeJIB351 HPOU3BOJIBHO NpenucaTh Bee Tpu QyHKINA Ay, A, A3 HepeMeHHBIX U, ©.
MoskHO, OmHAKO, TPOM3BOJILHO IpelucaTh [ABA HE3aBUCUMBIX COOTHOIIEHUS
BUJA

DAy, Ao, A5, u, v) = 0,

WAy, Ay, Ag, u, v) = 0O

W COOTBETCTBEHHBIE KOHI'DYIHIMU [, 3aBUCHT. elle OT HIecTH POU3BOJBLHBIX
$YHRIUU OTHOTO 1TIePEeMEeHHOT0. JTa o0Iag TeopeMa O cyllectBOBaHUU O0JanaeT
PAIOM YaCTHBIX CJEACTBUM. |

Illycts renepnr 7' — mnpoewrnsHoe usrubaume. s Kaskmon nmapser (u, v) cy-
H[ecTBYeT OJHO3HAYHO OllpefesieHHass colpuKacapiasacs KoJanumHeauusa K.
Ronnnneanusa K onpejesnsier TPpoOeKTUBHOE COOTBETCTBUE 7T MEH{LY PAAOM TOUYEK
Ha OpAMOU p = p(u, v) KOErpYysHIUM L 1 pAgOM TOUeK Ha upsamou p’ = p'(u, v)
KOHIPYsHIuK L', paBHO KaK M NPOCKTHBHOE COOTBETCTBUE 7T¥ Mey HyYKamu
NJI0cKocTeH ¢ ocaAMu p, p’. GOBOKYNHOCTH 00% HPOEKTUBHBIX COOTBETCTBUU 7T OIi-
pefieliger ToYeUHOe IIPeo0PasoBaHue IPOCTpaHCTBA Sy, ABIAONeeCH Oruoaionei
c0? wonnuueanuun H = H(w, v). [IBoiicrBenno npu nomonym 0% NpoeKTUBHBIX
COOTBeTCTBUU 7* ompepensoTcsa KoimHeamun H* = H*(u, v). Ilnsg Todek
xr Ha upAMou p coBuanyr Bce Tpu rtouknm Kx, Hx, H*x. OpHako, ecjii TOYKA
X He JIeKAT Ha upamou p, 10 Tourm Kz, Hx, H*x, BoOOIIE, OTIMYHEL APYT OT
npyra. Vlcwkamodenue cocTaBAAIOT IPERe BCETO o0cobvle npoekmugHble U3el-
banus, KOTOPBle XapaKTePU3YIOTCA TeM, YTO COOTBETCTBEHHBIE IIPe0Opa3oBaHuUA
poKanbHLIX OBepXHOCTEH Ay — A}, Ay — A, ABIAOTCH HPOEKTHBHBIMU W31 M-
Oanusimu (B cmbiciie Dybmun); eciim 7' — ocoboe npoerTuBHOoe uU3rnOaHUe, TO
I KayKIOU TOYKU ¥ NpocTpaHCeTBa S3 cOBHAAYT Bce Tpu Touku Kz, Hx, H*x.
Oﬂ;HaRo CYILIECTBYIOT ellle noayocoduvle npoekmusHbvle U32ubarnus. Ecnu T —
10JIyoco00e IPOEeKTHBHOe M3rubaHme, TO T€ TOYKU X, JJIA KOTOPBIX COBIAAIOT
Kz, Hx, H*x, o6pa3yior ogHy m3 ABYX (oKaabHHX ujockocreil. Ilonmyocobsie
npoeKTHBHBIe W3ruOaHusa 7' 3aBUCAT OT [EBATU HPOM3BOIBHBIX QYHKIUH OJ-
HOTO IIepeMEeHHOTO0. |
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