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Yexocaopangnii MmateMaTnyeekuii skypuaa, 7. 6 (81) 19566, Iipara.

CONTRIBUTION EN HONGRIE A LA THEORIE SPECTRALE
DES TRANSFORMATIONS LINEAIRES

BELA SZOKEFALVI-NAGY, Szeged.

Conférence faite le 2 septembre 1955 au 1V*® Congrés des mathématiciens tchécoslovaques.

La théorie spectrale des transformations linéaires, théorie de haute importan-
ce aussi par ses applications en Physique théorique, a été enrichie par plusieurs
mathématiciens de Hongrie, en premier lieu par FrEpERIC RIESZ et JEAN
NEUMANN, dont les contributions sont fondamentales; citons aussi les noms
d’ALFRED HaAr, PAuL Hanmos, BirA LENGYEL, AURELIEN WINTNER, et du
rapporteur. Puisque Neumann, Wintner, Halmos et Lengyel résident depuis
longtemps & I’étranger, le présent rapport n’embrassera pas leurs contributions,
exception faite d’un article de Lengyel, qui a été publié en Hongrie. On ne
parlera non plus des aspects plutdt algébriques de la théorie des opérateurs,
notamment des anneaux d’opérateurs, dont la théorie, inaugurée par MURRAY
et Neumann, est le sujet des recherches d’un jeune aspirant mathématicien
hongrois, 1. PUKANSZKY.

Voicilaliste des travaux dont on fera mention:

-~ Aljred Haar [1] Uber die Multiplikationstabelle der orthogona,len Funktionensysteme,
Math. Zs. 41 (1930), 769—798.

Béla Lengyel: [1]7 On the spectral theorem of selfadjoint operators, Acta Sci. Math.,
9 (1939), 174—186.

Frédéric Riesz: [1] Uber quadratische Formen von unendlich vielen Veriander-
lichen, Gottinger Nachr. 1910, 190—195; [2] Les systemes d’équations linéaires a une
infinité d’inconnues (Paris, 1913); [3] Uber lineare Funktionalgleichungen, Acta Math. 41
(1917), 71—98; [4] Uber die linearen Transformationen des komplexen Hilbertschen
Raumes, Acta Sci. Math. § (1930), 23-—54; [5] Uber Sitze von Stone und Bochner, ibidem
6 (1933), 184—198; [6] Sur les fonctions des transtormations hermitiennes dans P'espace
de Hilbert, ibidem 7 (1935), 147—159; [7] Sur la théorie ergodique, Commentarii Math.
Helvetici, 17 (1945), 221—239.

F. Riesz — K. R. Lorch: [1] The integral representation of unbounded selfadjoint
transformations m Hilbert space, Transactions Amer. Math. Soc. 39 (1936), 331—340.

F. Riesz — Bela Sz.-Nagy: [1] Uber Kontraktionen des Hilbertschen Raumes, Acta
Sci. Math. 10 (1943), 202—205; [2] Legons d’analyse fonctionnelle (Budapest, 1952, 1953,
1955).
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Béla Sz.-Nagy: [1] Uber messbare Darstelhmgén Liescher Gruppen, Math. Annalen,
112 (1936), 286—296;[2] On semigroups of selfadjoint transformations in Hilbert space,
Proc. Nat. Acad. USA, 24 (1938), 559—560; [3] Spektraldarstellung linearer Transforma-
tionen des Hilbertschen Raumes, Ergebnisse d. Math. und ihrer Grenzgeb., V/5 (Berlin,
1942; Ann Arbor, 1947); [4] Perturbaciok a Hilbert-féle térben. 1., Math. és Term.-tud.
Ertesito, 61 (1942), 755—775; [5] Perturbaciék a Hilbert-féle térben. II., 1bidem, 62
(1943), 63—79; [6] Perturbations des transformations autoadjointes dans lespace de
Hilbert, Commentarii Math. Helvetici, 19 (1947), 347—366; [7] Vibrations d’une corde
non homogene, Bulletin Soc. Math. France, 75 (1947), 193—208; [8] Uniformly bounded
Iinear transformations in Hilbert space, Acta Sci. Math. 11 (1947), 152—157; [9] Perturba-
tions des transformations linéaires fermées, ibidem 14 (1951), 125—137; [10] A moment,
problem for self-adjoint operators, Acta Math. Acad. Sci. Hung., 3 (1952), 285—293;
[11] Sur les contractions de 'espace de Hilbert, Acta Sci. Math., 15 (1953), 87—92; [12]
Transformations de I'espace de Hilbert, fonctions de type positif sur un groupe, ibidem,
15 (1954), 104—114; [13] Prolongements des transformations de 'espace de Hilbert qui
sortent de cet espace (Appendice a la 3ieme édition des ,,LLecons d’analyse fonctionnelle®,
1955).

1. Transformations autoad jointes bornées

1. Les travaux de F. Riesz établissant les fondements des espaces fonctionnels
linéaires et des opérations linéaires sont aujourd’hui classiques. Rappelons
le théoreme de Riesz-Fischer, les espaces des fonctions continues et les espaces
Lr, et leurs opérations linéaires, etc. Rappelons en particulier son théoréme
établissant un critere pour que le probleme des moments

b
l f?'a(x) dx(az) = Cy (72’ = 1,2, .. ) 3
a
avec [,(x), ¢, données, admette une solution a variation bornée a(x).

(Cest sur ce théoreme qu’il a basé, en 1910, sa premiere démonstration [1]
de la décomposition spectrale des formes quadratiques bornées a une infinité
de variables, décomposition obtenue pour la premiere fois par Hilbert. Ce
théoreme est équivalent a ce qu’on appelle aujourd’hui théoreme de décomposi-
tion spectrale des transformations autoadjointes bornées (ou encore: hermitien-
nes bornées). |

Dans son livre [2] de 1913, Riesz a donné une nouvelle démonstration de ce
théoreme. C’est ici qu’il fait usage pour la premiere fois systématiquement de
sa méthode de calcul avec les transtormations, méthode qui s’est montrée tres
féconde dans tout le développement ultérieur de la théorie. A étant une trans-
formation autoadjointe bornée, avec les bornes inférieure et supérieure m et 3/,
Riesz commence a faire correspondre a tout polynome a coefticients réels

])(,L(,) - CO ‘“}‘ C]_M _”' CZM,Z + . __i__ Czﬁ_l[xﬁﬂ'

le polynome analogue de la transformation A4, c¢’est-a-dire la transformation

p(A) = ¢ A° + ¢, AY + ¢, A% + ... + ¢, A"
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ot A° = I (la transformation identique), 4 = 4, 4? = A4, ete. 1l constate
que cette correspondance est additive, homogene et multiplicative (ce qui est

immédiat) et que de plus elle est de type positif, c’est-a-dire que si p(u) = 0

pourm = u << M, on a aussi p(A) > 0 dans le sens que (p(4) f, f) = 0 pour tout
élément f de le&p&ee hilbertien. Il étend alors correspondance a des fonctions
de type plus général, définies dans Uintervalle [m, M ], notamment aux limites
des suites monotones bornées de polyndmes et aux différences de ces limites;
les propriétés énumérées de la correspondance restent conservées. Cette classe
plus vaste de fonctions contient en particulier la fonction caractéristique ¢, {u)
de l'intervalle (— oo, A]. La transformation correspondante #, est autoad-
jointe et idempotente, donc une projection orthogonale. En fonction de 4, #,

forme une famalle spectrale étalée sur [m, M], c’est-a-dire qu’on a

E/\ 3{1\__“ E,\; pour A < A’ , . S (1)

B, —~ E, pour A— 4, + 0, | (i1)

E, =0 pouri < met FA =1 pour A= M. (iii)
De la formule évidente

ur = f A" dey (1) o (m = u = M)
m - 0 ( o O 1 )
1l s’ensuit que
" o= j ;{n’dE)L (’n i 0,1?.,.),

c’est-a-dire, pour n = 1, la décomposition spectrale de A.

2. Une partie de ces raisonnements reste en valeur méme si I’on donne le
‘rble de la suite des itérées A°, A, A2, ... d’'une méme transformation autoad-
jointe bornée A, a une suite quelconque A4,, 4,, 4,, ..., de transformations
autoadjointes bornées, assujettie seulement & la condition que pour chaque
polynome ¢, + ¢,y -+ cou® + ... 4+ c,u”, a valeurs positives dans un intervalle
fixé [m, M], la transformation c,4, + ¢; 4, + ¢c,4, + ... + ¢, 4, soit aussi posi-
tive. On aboutit ainsi a la formule analogue |

M
= [ amdl, (n=10,1,...),
m - 0

mais la correspondance entre polynomes et transformations n’étant plus multi-
plicative, la transformation autoadjointe /') ne sera pas en général une projec-
tion. Mais, dans le cas ou 4, = [, I, jouit des mémes propriétés (i)— (iii);
on dit que I, forme une famzille spectrale généralisée étalée sur [m, M]. Or, un
théoreme de M: NrEuMARK affirme que toute famille spectrale généralisée
{I')} est la ,,projection’’ d’une famille spectrale ordinaire, dans le sens suivante:
il existe, dans un espace de Hilbert plus vaste K, contenant ’espace original H
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comme un sous-espace, une famille spectrale ordinaire {#,}, étalée sur [m, M],
de sorte que, en désignant par P la projection dans K sur H, on ait dans H

F A P E A e
Il en résulte la représentation

A, =P [ ndE, = PA»  (n=01,.)
m -0

dans H, o 'on a désigné par 4 la transformation autoadjointe
' m
fmf---_()

de I'espace K. Voici donc la suite {A,} représentée comme la , projection’
de la suite des itérées d’une méme transformation autoadjointe (cf. Sz.-Nagy
[10, 13]). De cette représentation découle simplement Dinégalité A7 < A,,
avec le signe d’égalité dans le cas ot 4, = A} (n = 1, 2, ...), et dans ce cas
seulement. Cette inégalité, démontrée antéricurement par une autre voie par
R. V. Kap1soN, a été utilisée par cet auteur dans ses recherches sur les inva-

riants algébriques des algebres d’opérateurs.

2. Transformations autoadjointes non bornées

I. La méthode de la correspondance entre polynomes de la variable u et de la
transformation autoadjointe 4, ne s’étend pas au cas ot 4 n’est pas bornée.
En effet, la transformation 4 n’étant pas alors définie pour tous les éléments
de ’espace, on ne sait d’avance méme pas s’il existe, outre 0, d’autres élements
de ’espace, pour lesquels toutes les itérées A" soient definies.

Mais peu apres J. Neumann et M. H. SToNE avaient publié leurs premieres
démonstrations du théoreme spectral des transformations autoadjointes non
bornées, théoréme qui s’exprime succintement par la formule

A= [)dE,

ou {#,} est une famille spectrale étalée sur 'axe entier (£, — 0 pour 4 — — o0,
By, — I pour 2— + o), Riesz a donné une troisieme démonstration [4].
Celle-ci procede en réduisant le probleme au cas des transformations autoad-
jointes bornées en envisageant la transformation bornée

D= (A = il)t + (4 + il)-1.
Plus tard, il a ajouté, en collaboration avec K. R. LorcH (Riesz-Lorch [1])

encore deux démonstrations du méme théoreme, chacune réduisant le probleme
au cas borné, notamment en envisageant les transformations bornées

B= (4> 4+ 1), O = A(42 + )1,
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dOI’l’t l’existence S’GHSUit} aiﬁe-'ment yar 18; méthode des ..ora hl ULBS“ des JDI‘&»I]S--'
1S
formati(ms, il”l V entée p&I‘ J. Neuma,nn.

Par contre, la démonstration par B. Lengyel [1] est directe, elle ne réduit
pas le probleme au cas borné. Elle adapte, d’'une maniere non triviale, au cas
des transformations non bornées, la méthode par laquelle HELLINGER a dé-
montré, en 1909, le théoreme spectral des transformations autoadjointes bor-
nées.

2. On trouve chez J. Neumann, quoique implicitement, une condition néces-
saire et suffisante pour quune transformation linéaire bornée 7T' d’un espace
hilbertien séparable soit une , fonction‘* d’une transformation autoadjointe

a0
donnée 4 = [ 1 dFE,, c¢’est-a-dire qu’on ait

o O

T = F(A) = [ F(3) dE, .

(C’est que 7' soit permutable avec toutes les transformations linéaires bornées
qui, a leur tour, sont permutables avec A. C’est naturellement la suffisance de la
condition dont la démonstration présente des difficultés. Riesz en a donné [6]

o0

une démonstration directe. Il commence a remarquer que si 7' = [ F(1) d&,,

7,
onal, = [ F(2)dE, pour

- 00

T,=TE, = E,T.

Cela lui donne I'idée d’arriver a la fonction cherchée F'(4) par une certaine sorte
de dérivation de 7', par rapport a F,. Il réussit de le faire par un raisonnement
fin; la difficulté essentielle est de comparer entre elles les dérivées stieltjesiennes
d(T',\f, HIA(E,f, ) correspondant & de différents éléments f de I’espace.

Cette démonstration a été ensuite partiellement simplifiée par le japonais
Y. Mimura. Une démonstration a été donnée aussi par le rapporteur en son
fascicule d’Krgebnisse [3]; son démonstration differe de celles de Riesz et de
Mimura surtout en ce qu’elle ne fait pas usage de procédés de dérivation, elle
s’appuit plutdot au théoreme de Riesz-Fischer.

Dans ce fascicule d’Ergebnisse, de 1942, on trouve d’ailleurs un exposé concis,
et en beaucoup de points simplifié ou précisé, des fondements de la théorie
de I'espace hilbertien et de la théorie spectrale des transformations autoadjoin-
tes ou normales. On y trouve, entre autres, deux démonstrations simples du
théoreme de Neumann sur la décomposition simultanée d’un systeme commuta-
tif de transformations autoadjointes, théoreme dont une démonstration a été
publiée antérieurement aussi par Alfred Haar [1]. 1] a fait usage de ce théoreme
notamment dans ses recherches sur les caracteres des groupes abéliens infinis,
ainsi que sur la caractérisation des ,,tableaux de multiplication‘* des systemes
orthonormaux de fonctions.

170



3. Transformations linéaires de type général

Riesz a contribué, déja dans son livre [2] de 1913, d’une maniere fondamentale
aussi au développement du concept et de la théorie des transformations liné-
aires de type général, non autoadjointes et méme non normales; ses méthodes
peuvent étre appliquées non seulement dans le cas de ’espace hilbertien, mais
“dans le cas d’un espace de Banach quelconque.

Dans la terminologie généralement adoptée aujourd’hui, les résultats de
Riesz sont essentiellement les suivants. Soit A une transformation linéaire
bornée, il lui correspond une répartition des nombres complexes A en deux clas-
ses suivant que la transformation Ai — A admet une inverse partout définie
et bornée, ou non. Les points de la premiere classe forment 'ensemble résolvant
de A, et les autres le spectre de A. 1L’ensemble résolvant est un ensemble
ouvert, et la transformation résolvante R, = (A1 — A)~! est une fonction ana-
lytique réguliere de 4, c’est-a-dire peut étre développée en série entiere de 1 — 4,
dans le voisinage de chaque point 4, de 'ensemble résolvant. On peut alors
appliquer les méthodes de la théorie des fonctions analytiques, en particulier
te calcul des résidus. Si ' est un contour farmé rectifiable, passant dans 'en-
semble résolvant de A, Riesz montre que la transformation

1 1 1

C C

est idempotente, donc une projection, en géneral oblique. Elle engendre une
décomposition de l'espace entier H en somme vectorielle de ses sousespaces

M—=PH et N—(—P)H:

chacun de ces sousespaces réduit la transformation 4; en désignant les parties
de A dans M et N par A, et A,, le spectre de 4, et de A, est constitué de
celle partie du spectre de 4, qui est, selon les cas, & I'intérieur ou & ’extérieur
du contour C.

- Cette décomposition, ainsi que le calcul opérationnel proposé par Riesz,
basé sur l'intégration sur des contours, étaient le point de départ des théories
‘spectrales récentes des transformations linéaires de type général et de la théorie
des anneaux normés, développées par GELFAND, LORCH, DUNFORD, TAYLOR,
ete. | |

Riesz lui-méme faisait usage de son théoreme de décomposition surtout dans
la recherche des transformations compléetement continues, notion due a Hilbert
et a Riesz. D’apres le définition donnée par Riesz, une transformation est com-
pletement continue si elle porte tout ensemble borné en un ensemble compact.

Les transformations qu’on rencontre dans la théorie des équations intégrales
sont, dans des conditions générales concernant le noyau, completement conti-
nues. L’importance de cette notion résulte de ce que toute transformation liné-
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aire complétement continue 7' a un spectre n’ayant qu’un seul point d’accu-
mulation possible, 1e pomt 0, et que pour I’équation fonctionnelle lmeaare
i —Tf=g

I’,,alternative’ de Fredholm est valable. Une démonstration, basée sur le
théoréeme de décomposition ci-dessus, en a été indiquée déja dans le livre [2]
par Riesz. Plus tard, en 1917, il en a donné une autre démonstration, détaillée,
de nature plutét géométrique. Elle est basée sur une étude approfondie de
I’allure des ensembles linéaires M, et N, (n = 0, 1, ...), attachés a un point 4
du spectre de 7T': M, est constitué des éléments f qui sont annulés par (11 — T)",
tandis que N, est constitué des vecteurs de la forme (1 —1')" g avec g arbitraire.

4. Perturbations du spectre

Le calcul des perturbations des valeurs propres et des fonctions propres, tel
comme on ’emploie depuis Lord RAYLEIGH et SCHRODINGER dans la Physi-
que théorique, est basé sur ’hypothese que si une transformation autoadjointe
A, est ,,perturbée’* d’une maniere analytique réguliere, c’est-a-dire remplacée
par la transformation A(e) = A, + ¢4, + €24, + ... o1 ¢ est un parametre
réel, les valeurs propres et les éléments propres de A4, varient eux aussi en
functions analytiques réguliéres de . (Vétait F. RELLICH qui en a donné, en
1936, la premiére démonstration rigoureuse, notamment pour les valeurs pro-
. pres isolées de 4,, de multiplicité finie, et il a réussi méme d’évaluer la rapi-
dité de convergence des séries entieres des valeurs et des élements perturbés.

Dans ses Notes [4], [6], le rapporteur a étudié la perturbation d’une partie

quelconque isolée du spectre de A4,. Sa méthode est entiérement différente de
~ celle employée par Rellich, elle repose sur une intégration de la transformation
R,(¢) = [AM — A(e)]~'sur un contour enfermant la partie du spectre en ques-
tion et, dans le cas d’une valeur propre isolée de multiplicité finie, elle raisonne
par induction par rapport a cette multiplicité; les résultats acquis sont plus
généraux et les évaluations plus précises que ceux ocbtenus par Rellich.

Dans une autre Note, [5], le rapporteur a étudié un probléme de perturbation
de type différent, notamment le probleme |

Af = 2T (e) f _
ol A est une transformation autoadjointe ﬁxee et J(¢) une transformation
autoad]01nte de la forme 1 + eJ, + e2J, + .... En d’autres termes, il s’agit

ici de transformer aux ,,axes principales la, forme qua,dra,thue ﬁxee (Af, 1)
par rapport a la forme metrlque perturbee

(. D= (Je) . 1) -

Dans la Note [7] le rapporteur appllque ses resulta,ts au probleme class1que>
de la corde vibrante. ~ ' |
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Dans sa Note [9], il étend, du moins partiellement, ses résultats au cas des
transformations non autoadjointes, notamment aux transformations fermées,
de type général, d’une espace de Hilbert ou de Banach. Les résultats de
cette Note ont été précisés et généralisés ensuite par plusieurs auteurs, no-
tamment par F. WoLr et T. KAT6. |

5.  Groupes et semi-groupes de transformations

1. Groupes de transformations unitaires. Une famille {7} de transformations
jinéaires bornées, dépendant du parametre réel s et satisfaisant aux conditions.

TO — 4L Tsl-{—sz — T31T82 )

s’appelle un groupe ou un semi-groupe a un parametre selon que le domaine du
parametre s est 1’axe entier, ou le demi-axe [0, c0) seulement.

D’apres un théoreme important de M. H. Stone tout groupe a un parametre
de transformations unitaires {U,} de ’espace hilbertien admet la représentation
spectrale suivante:

00
UsmfeiS/\dEA,
B ;

(E,} étant une famille spectrale étalée sur I’axe des A. Le théoréme est valable
notamment si U, dépend de s de fagon faiblement continue, ¢’est-a-dire si les pro-
duits scalaires (U,f, g) sont, pour f et g arbitraires, fonctions continues de s.
Dans le cas d’un espace séparable il suffit méme de supposer que ces fonctions
soient mesurables. L’une des démonstrations de ce théoréme, celle de Bochner,
partit en remarquant que les fonctions p;(s) = (U,f, f) sont de type positif,
c’est-a-dire qu’on a

Z pf(‘gv T S/JL) ‘;v‘fﬂ Z 0 >
v, &
quels que soient les points sy, s,, ... en nombre fini, et les valeurs complexes
£, &, ... Or, d’apres un théoreme de cet auteur, toute fonction continue p(s)

de type positif admet la représentation

5,

p(s) = [ e dV()

avec une fonction non - décroissante bornée V(4).Cest alors aisé d’en conclure
au théoréme de Stone, mais cela seulement sous I’hypothése de continuité.
Dans sa Note [5], de 1933, Riesz a généralisé le théoréme de Bochner aux fonec-
tions de type positif mesurables et il a pu parvenir ainsi au théoréme de Stone
aussi sous I’hypothese de mesurabilité. Une autre démonstration du théoréme
de Stone a été publié par le rapporteur, [1]. Tandis que les démonstrations
antérieures font usage des transformations fonctionnelles sur I'axe entier
(— o0, o), celles de Stone et de Bochner-Riesz notamment des transformations
de Fourier, la démonstration proposée par le rapporteur procede par réduire
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le probleme au cas périodique: U, ., = U,, et alors elle ne fait usage que de
faits tout élémentaires sur les séries de Fourier. Cette méthode s’applique aussi
bien sous ’hypothese de mesurabilité que sous celle de continuité. ,

2. Groupes et semi-groupes de transformations autoadjointes. Dans la méme
Note [1], le rapporteur a démontré encore deux théoremes analogues sur la
représentation spectrale des groupes & un parameétre de transformations auto-
adjointes bornées A, et de transformations normales bornées N,. Notamment,
si les fonctions (4,f, f) de s sont supposées mesurables ou bornées dans tout
intervalle fini de type ¢ < s < 5, ¢ > 0, la représentation spectrale suivante est
possible: |

A, = [ »dE,,
-0

avec une famille spectrale {E,} étalée sur [0, c0). K. HILLE et le rapporteur [2]
ont observé plus tard que ce théoreme est Va,la,ﬁlé ‘aussi pour les semi-groupes
{4,}. Cest le théoreme qu’HEinar Hille considere, dans son ,,Functional analysis
and semi-groups‘ (New York, 1948, p. 182), comme le premier résultat compor-
tant directement sur des semi-groupes de transformations linéaires. Dans les
recherches ultérieures, notamment par Hille, Dunford, Yosipa, PrIiLLIPS,
FELLER et autres, on envisage des semi-groupes de transformations linéaires
de type plus général, d’'un espace de Hilbert on de Banach.

3. Groupes bornés. Pour I'espace de Hilbert, il y a un théoréme du rapporteur
[8], qui affirme que les groupes a un parametre {7’} uniformément bornés,
c’est-a-dire tels que

1T, =C (= 0, <s < o),

‘érent pas essentiellement des groupes considérés par Stone; en effet, tout
groupe de cette espéce est semblable & un groupe de transformations unitaires,
c’est-a-dire qu’il existe une transformation linéaire bicontinue ¢ telle que les
transformations W

%

ne di

U, = QT Q! (— 00 <s << 0)
sont toutes unitaires. Cela est vrai sans aucune restriction de continuité ou de
mesurabilité. Le pendant ,,discret® eét aussi vrai; Toute transformation lindaire
T telle que ‘

m<C  (n=0,4+1,42,..),
est semblable & une transformation unitaire. La démonstration fait usage des
limites généralisées (Lim) de Mazur-Banach, notamment dans la construction
de nouvelles métriques dans ’espace: o

<f> g, = Lim (Tnf, Tng) y

F1 =0

resp. R |

8200

Ces deux théoremes peuvent étre énoncés aussi comme suit:
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Sv G est le groupe additif des nombres entiers n ou des mombres réels s, toute
représentation bornée de G par des transformations linéaires de I'espace de Hilbert
est semblable a une représentation unitasre. | |

Plus tard, plusieurs auteurs ont étendu ce théoréme & des groupes G plus
généraux, notamment & tous ceux sur lesquels une ,,moyenne invariante‘
peut étre definie, en particulier a tous les groupes abéliens. Tout récemment,

F. MAUTUER et L. EHRENPREIS ont construit un groupe G pour lequel la propo-
sition est en défaut [Proceedings Nat. Acad. Sci. USA, 41 (1955)].

4. Contractions. Il y a encore une relation, découverte par le rapporteur
[11, 12, 13], qui relie les semi-groupes de transformations a un parameétre de
I’espace de Hilbert, d’un certain type général, aux semi-groupes de transforma-
tions unitaires. Il s’agit notamment des semi-groupes {7’} de contractions de
I’espace H, c’est-a-dire tels que

<1 (s=0),

et on suppose aussi que 7', dépend de s d’'une maniere faiblement continue.
Le théoréme en question affirme qu’un pareil semi-groupe {7';} peut étre obtenu
toujours comme la ,,projection* d’un semi-groupe de transtormations unitaires
(U} d’un espace hilbertien plus vaste K, dans le sens qu’on a, dans H,

T, = PU,

P désignant 1’opérateur de la projection orthogonale de 'espace K sur l'espace
originel H qui est un sous-espace de K. '
Le cas particulier de ce théoréme ou les transformations 7'y sont isométriques
a 6té démontré antérieurement par J. L. B. COOPER.
Ce théoreme aussi a un pendant discret d’apres lequel pour toute contraction
T de I'espace de Hilbert H, les itérées 7" (n = 0, 1, 2, ...) peuvent étre repré-
sentées simultanément dans la forme |

Trh—= PU" (n =20,1,2,...),

c’est-a-dire comme ,,projections‘ des itérées respectives d’une transformation
umtaare opérant dans un espace plus vaste K.

Grace a ces relations, les théoremes ergodiques, discret et continu, pour les
contractions [cf. Riesz-Sz.-Nagy [1]], apparaissent comme conséquences des
théorémes ergodiques originels de J. Neumann, pour les transformations uni-
taires. En découlent aussi certaines inégalités de Neumann et Hemz pour les
contractions. |

La premiére démonstration que le rapporteur a donné pour ces théoremes
“sur les contractions [11] fait usage entre autres du théoréme de Neumark, déja
cité, sur les familles spectrales généralisées. Une seconde démonstration [12]
évite les raisonnements avec les familles spectrales, elle est basée sur le théoreme
suivant:

Soit T',, une tmnsformamon linéaire bornée de l’esgpace de Hilbert H, dépendant
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de Uélément variable vy d’un groupe G. Supposons que T soit une fonction de type
positif de v, c’est-a-dire que

a)T, =1 (e = élément unité de G),

b) T, = T*,
N .
C) Z 1(Ty,,,,;;*3)n f‘n? f‘m) {?—: O

pvour tout systeme finy d’éléments y, de G et de vecteurs f, de Uespace H. Dans ces

conditions 1l existe, dans un espace de Hilbert plus vaste K, une représentation du

groupe G par des transformations unitaires U., de sorte quw’on ait, dans H,
T,=PU,,

P désignant la projection orthogonale dans K sur le sous-espace H. Si le groupe G

est topologique et T'., est une fonction faiblement continue dey, on peut exiger que U,

sott ausst fonction faiblement (et alors fortement) continue de v.

Dans le cas d’un espace H de dimension 1 ce théoreme se réduit & un théoreme
de Gelfand et Raikov sur les fonctions numériques de type positif sur un groupe,
théoréeme qui est fondamental dans les recherches des ces auteurs sur les repré-
sentations irréductibles des groupes topologiqtfes,

Dans une Note tout récemment parue [13] le rapporteur a généralisé le théo-
reme en donnant le role des groupes a des semi-groupes, avec élément unité,
dans lesquels un antiautomorphisme involutif y — y* est défini, opération
qui prend le role de 'opération y — y~1 dans un groupe. Du théoreme qu’il
a obtenu découlent comme conséquences outre les deux théoremes mentionnés
sur les contractions, aussi le théoréme de Neumark sur les familles spectrales
généralisées, ainsi qu’un critere de Halmos pour qu’'une transformation de
I'espace de Hilbert admette, dans un espace plus vaste, un prolongement normal.

Pour terminer il convient de dire quelques mots sur les ,,Lecons d’analyse
fonctionnelle de Riesz et du rapporteur. Cet ouvrage introduit le lecteur aux
théories modernes de I'intégration et de la dérivation, des espaces fonctionnels
et leurs opérations linéaires, des équations intégrales, ainsi qu’aux théories
spectrales. 1l traite, d’'une maniere détaillée, la majeure partie des sujetsdont
on vient de parler dans ce rapport.
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