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YEXOCJHOBAIKUIN MATEMATUUYECKUN KYPHAJL

Mamemamuueckuti uncmumym Yexocaosayroii Axademun HAYK
T. 3. (78) IIPATA 30. IX, 1953r. N¢ 3

O ROJIEBJIIONNXCA UHTET'PAJIAX JNOOEPEHIINAJIDBHBIX
JUHENHBIX YPABHEHUN 2-0T0 OPSATKA

OTAKAP BOPYBHA (Otakar Boruvka), Bpuo.
(ITocrymmxo B pepaxiuio 9. XII. 1952 r.)

Hocesuero npogeccopy 2. 8-py U . I'pornyy u d-py JI. Celifepmy ko dnio uzx 70-remus.

B aroit paGoTe s 3aHUMAIOCH UBYYEHIIEM CBOCTB nudepernnmanbHOro

(X.) TMHERHOTO ypaBHEHUA 2-T0 MOPAJKA

y" = Qa)y; (@)
TIpefIIoJIarai, 4ro (yHKIMA @ ompefeleHa B MHTepBajle (— o, -+ ),
YTO OHA BCIOLY OTPHUIATeJIbHA ¥ HENPEepHIBHA M YTO PEIeHNuA [[. ypaBHe-
HudA (a) KoyebioTcA.

PesyasraTst paboThl KACAOTCA PasMeIeHNA HyJIeBBIX M dKCTPeMalb-
HBIX BHAYEHHI MHTepraia J. ypaBHeHUA (a) M ABIAIOTCA, II0-MOEMY,
OCHOBATEJLHBIM BKIAJOM B KJIACCHYECKYI0 Teopmio. fI BEIBOMY HOBBIE
CBOICTBA MHTErPAJIOB J. YPABHEHHA (4), KOTOPHE MOMKHO IIPEJCTaBUTH
B BHUJIe MPOCTHIX ¥ BJIETAHTHHIX OPMYJI; 1 HAXOKY Y3KYIO CBA3H MEHILY
Ji. YPaBHEHHEeM (a) ¥ OJfHUM HeJMHEHHEIM . ypaBHeHUeM 3-er0 IOpALKa,
MHTEeTPAJBl KOTOPOTO 00pasyloT HeIpephBHYI T'PYHIy ¢ TpeMs mapa-
MeTpaMu; MIMOXO/I0M A JIOIIeJI 0 UHTEePEeCHBIX IIPOCTHIX TEOPeM O CJIOK-
HHIX (JYHKIMAX, ITPOM3BOJHBIE OT KOTOPHIX 00Jjiee BHICOKO IOPAJKA 4eM
MX KOMITOHEHTHI.

OCHOBHBIM HOHATHEM ABIAITCA OIpefelleHHble (QYHKIMM, KOTOPHIE
s HA3HBAIO yenmpasvkoimu (y.) ducnepcusmu I-oeo—4-0eo poda. UNx
SHAYEHMSA NPU JT000M x ABIAIOTCA KOPHAMH MHTEIPAJIOB [. YPaBHEHHA
(a) mau MX TPOMBBOJHBEIX, KOTOPLIE, MM NPOU3BOTHEIE KOTOPHIX MMEIOT
onMH KopeHb x. Ilpm McciemoBaHuy CBOMCTB 1. pucmepcun 1. poxa a
JouesT 0 HeJIWHeHHOro ypaBHEHHA 3. IOpAIKa

“-—,— 1 ”n
VIl (ﬁ;«:) + ¢ Q) = Q) (b)-
VIl

u3yueHne KOTOPOTO COCTABIIAET IEHTPAIBHYI Ipobiemy oToif paGoTH.
’ "

fl moxaswIBaIO, YTO Yepes KAMKAYI0 TOUKY Z,; &y, Co F 0, {§ mpoxoaut

OJIMH ¥ TOJBKO OJMH MHTErpal x. ypaBHeHus (b), KOTOpHIl ompeneieH

B MHTepBaye (— 0o, + 00), U BHIBOMKY €r0 KOHCTPYKTHBHOE U AHAJIH-
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/7
THYHOE BLIpAKeHHMe. Y3Kad CBASh Me:KAY M. ypaBHemuAMH (a) u (b}

OPOKAAETCA TeM o00CTOATeNbCTBOM, uTO QyHKRIMA y() :VIC'| cocra-~
BIIEHHAA U3 o6Oro MHTErpaja y f. ypaBHeHHA (a) u u3 M000ro mure-
rpana ¢ n. ypaBuenus (b), AIBIAETCA ONATH MHTEIPAIOM [. YDPABHEHUT
(a). MnTerpans x. ypasHenus (b) — 3T0 TaK Ha3HIBAEMHIE colcmeeHHble
Jducnepcuu 1. poda; oHM 06PABYIOT HENPEPHIBHYIO IPYHILYy ¢ TPeMs mapa-
meTpamu. Bospacraomue coGcrsennme pumcmepcur 1. poaa (L7 > 0)
o0pasyioT B 9TOH IpyNle MHBAPMAHTHYIO IOATPYNIY C MHIEKCOM 2,
IeHTP KOTOPOif COCTOMT B TOYHOCTH M3 BCeX II. Jucrepceuii 1. poja.

I. Bsepenwue.
1. MexonHoOE MOMOKeHH®.

1. OGBexToM HAIIMX PACCYKIEHUI ABIAIOTCA CBOWCTBA MHTEIPAJIOB JUHeIH-
Horo mudepennmansroro (4.) ypaBHEHHA 2. MOpAAKA

Y =Q@)y. (a)

B pasbHeiinem Besje mpepmoJiaraeM, 4To QYHKIUA () ompejeiieHa B MHTEp-
BaJste (— 00, - 00), oTpuIaTesbHAl) U HeIpepHIBHA M YTO PELIEHN . ypaBHe-
HHA (a) KOJIeOIIoTCA.

Ilox pewenuem, nuu unmeepasom J.yPaBHEHHA (a) MBI HOAPasyMeBaeM pe-
IIeHMe, KOTOpPOe OIpENeJIeHO BO BCeM MHTepBale (— 00, - 00); MCKII0YaeM
pellleHNe TOMKIAECTBEHHO paBHOE HYJIIO, KOTopoe He GyjeM IpUHUMATH BO BHH-
manue. Ilo mpepmososkenuio Bce pelleHVs [. ypaBHeHUA (a) Koieliiores; cie-
JI0BATeJIBHO, KAKI0e U3 HUX MMeeT GeCKOHEYHO MHOIO HYJIEBBIX M DKCTPEMAJIb-
HHIX BHAYeHWH IIPM OTPULATEJIHHHIX U IOJOMUTENbHEX SHAYEHUAX apryMeHTa,
KoTopsie o abcouroTHOil BenawumHe Goxbime JoGoro umcita. CaMBIM IIPOCTHIM
npuMepoM QYHKIMM (), KOTopas BXOJUT B PaMKM BTHX PAaCCYMJAEHUI, MO#eT
CayuTh J100aA OTpUIaTeNbHAS MOCTOAHHASA.

N3 ruaccudeckux TeopeM MBI 3HAEM, 4TO JJIA KaKGOr0 YICJIA & CYHeCTBYIOT
pelleHus f. ypaBHeHHA (a), OOHUM M3 KOpHelf KOTOpHIX ecTh z. Bce Takue
pellleHnsI B3aMMHO 3aBUCHMBI M, ClIe[l0BATeJbHO, OTIMYAIOTCA JAPYr OT ApyTra
TOJBKO IOCTOAHHEIMU MHOMUTEIAMHU. Y BDTHX pellleHUN Bce KOpHM oOIque,
a TaK;Ke KODHN WX IIPOMBBOAHEIX.Z) 3HAaeM TOKe, 4TO CYLIECTBYIOT peIleHUs
. ypaBHEHUA (a), KOTOpEe XapaKTePHEI TeM, YTO OfHMM I3 KODHell MX Impous-
BORHOI ecTh x. Bce Takme pemieHMs Toe B3aMMHO 3aBHCUMEI, ¥, CJIe/[0Ba-
TeJIbHO, AJIA HUX VMMeIOT MeCTO (pUBeJeHHHE pesyJbTaThl.

2. Ilyerh u, v yHopsAAodYeHHas mapa JIOOHIX HHTErpaJioB Jl. YpaBHEHHUA (a).
Omnpepnemnrens BpoHcKOro w ynopAgoYeHHOM Iaphl HHTEPAJIOB %, ¥ OIpeiesleH
dopmytoit

w=wuw' —u'v,

1) A BHIBOAA HEKOTOPHIX PE3yJbTATOB JOCTATOYHO mpepmoiaraTs @ < 0.
%) Ioxg mpomssopguoil, He GymeT au oHA OibKe OmpepeseHa, Mbl GyXeM Bcerga IOApa-
3yMeBaTh NepByI0 IPOM3BOTHYIO.

200



1 ero (HOCTOAHHOE) BHAYEHMe He PABHO HYJIIO, COOTBETCTBEHHO PAaBHO HYJIIO,
€CIIM MHTErPaIsl %, ¥ He3aBHCHMEL, COOTBETCTBEHHO 3aBMCHMEL.

3.]IeMeHTapHHM BBIYUACJEHUEM MBI BBIBOJVM YypaBHEHUA

’ ’ ’
wy  w (v Q  [uw Quv — u'v’ 1
o) = 7w ) = ) T e M)

KOTOpbIe MMEIOT MeCTO BCIONY, I'le 3BHAMEHATeJJH He PaBHBI HYJIIO.

Ecmu umnTerpassl %, v He3aBUCHMEI, TOTJA MEKNY BCAKUMU ABYMS COCEHM-
MHI KODHAMHU HHTerpasa v QyHKIUA «:v BO3pacTaer OT — 0O 10 -+ 0O MIu
yOBIBaeT OT + 00 A0 — OO B COOTBETCTBHU C T€M, eCJU OIpefenutesab BpoH-
CKOI0 %W OTPUIIATEJbHBIA MM IIOJOMKUTENILHEIA; TO 3Ke caMoe CBOWCTBO nMeeT
GyHKIMA ' : v’ MemAY BCARNMU [BYMs COCEJHNMU KODHAMH MHTErpasa v'.

Ilyers n < & — pBa JIO0BIX 4MCJa, KOTOPHIE XapAaKTEPU3YIOTCA TEM, 4TO
B mHTepBade (7, §®) dymruma v wim o nwim vv’ Hurge He paBHa Hywo. Us
ypasuenuii (1) caegyior popMyrst
& &
@,u_(n):_fzdi. @J""Lf”iﬁ?dr
v(&)  v(n) vt v'(§) v(n) v

7 n
3

MO ) _ [, Qi
v(€) V(&)  v(n)v'(n) V"2 :

n

(2)

2. IoxspabIe KOOPHHATEI.

1. Ilycrs B manbHeitmeM %, v 03HAYAIOT YHOPALOYEHHYIO IApy JIOOEIX He-
BaBUCUMBIX WHTEIPAJIOB A. ypaBHeHHS () U w = wv' — %'v ee OIpefeuTesNhb
Bpouckoro. Ilyers p, o -OyHrmmum, onpepeseHusie B uHTEpBaje (— 0O, 4 0O)
dopmymamm:?)

Q::Vuz—}—vz, a:l/u’2+v’2. (1)

M=u nassiBaeM g (o) nepeoii (emopoii) amnawwydoldl ymopsagodeHHON maphl
UHTerpajoB %, v.

He tpynuo yGemurbcss B ToM, 910 QyHKIMHU o

0, ¢ YIOBJIETBOPAIOT JI. ypaBHe-
HUAM 2. opAAKa:5)

” w2 ” 2Q)? ' ’
9=Q9+?3~; 0=Qa+%—?—+%0~ (2

Bropas gopmyna TpeGyer cyllecTBOBaHWA MpousBogHON oT QyHKImHE Q.
3) [, &] osHa4yaeM cerMeHT ¢ KOHUAMH 7, £; (n, £)-OTKPLITHII HHTEpPBAJ.
4) CumBOJ |/~ 03HAUaeT HEOTPUIATEIBHOE YUCIO.

®) G. Hamel: Lineare Differentialgleichungen mit periodischen Koeffizienten (Math.
Annalen, Bd. 78 (1913), crp. 381).

201



2. Ilyerp &y — m1660it KOpeHB I/IH,Tel‘.paJIa v; 0003HAUUM 7-THIA CJre/y IOt
8a &, (IPeABIAYIINiL ;) KOPEHb 9TOr0 MHTErpAIA &, (%-,), n = 1,2, .... Ilycrs
Wi QyHKIUN v’ CUMBOIHL &, o, &, UMEIOT aHAJOIMYHOE BHAUEHIIE.

IMyerpy = 0,1, 2, ....

U3 a6s. 1,2 mMs 3HaeM, 4ro QYHKIMUA %:v B JII000M HMHTEpBaide (Xs, X,4;)
BOBPACTAET OT — 0O 710 - O B ciaydae w < 0 u yOuIBaer oT 4 00 A0 — O
Beaydae w > 0. B ofoux ciayuasx cyliecTBYeT MJIA BCAKOTO & € (%, &,4q)

u()
OZIHO ¥ TOJBKO OFHO HHCIO arctg (@) nexaliee B HHTepBase (— 47 , - 37).

Wmest B Buny 10T QaKT, MEL OIpeiesIuM B HHTepBaJe (— 00, - 00) PyHKIMIO
& caepyoomumMu GopmMyaamn:

(3n —wva)sgnw pgaa z =, ,

arctg () —yrsgnw MIA T € (x,, X, yq) -

(3)

Tax e Qynrmus u' : v’ B moGom uHTepBale (x,, &,,,) BO3pacTaer OT — 0O
1o -} 00 B carydae w < 0 u yGriBaer ot - o0 o — o0 B ciyyae w > 0. B oGounx
CJIy4asixX OIpefesMM B MHTepBase (— 00, - 00) dyHKmuo f opMmysramm:

in—va)sgnw mua z = «,,
x) = u'(x
Ale) arctg — (2)
v'(x)

Oynrmmo « (f) ME HaswIBaeM nepeoii (smopoit) $asoli yuopAanodeHHOH mapsl
MHTErpajioB u, v.°)

(4)

—omsgnw A T e (x,, &) -

W3 sroro ompenenenus Myl BUANM, 9TO QasH «, f OIpeneseHsl YHOPAKOYECH-
HOI Iapo#l WMHTErpajoB ¢ TOYHOCTHIO [0 AJAUTUBHHIX IIEIHX KPATHHX 7.
QyHKINY «, f UMeIOT ciIefyIolmue cBolicTBa:
a) OHm HempephIBHB! BO BCAKOM TOYKE Z U MMEIOT IIPOUBBOJHELE:
W) = — e Bl = (5)
Uwmes B Buny dopmynst (2), Mbl y6essagaemesi, 910 QyHKUMN «; f yHOBIETBO-
PAIOT CIERYIONINM J[. COOTHOUIEHUSAM:

—\" I
(V%)=(Q+a'2)]/a,w,
w.Q\" _ m /2@ QV@)'
(V ﬁ’)_(Q+ﬂ)Vﬁ’+Q( 7l

6) OHm Bcerja BOBpACTAIT OT — 0O [0 —}- 00 B ciIydae w << 0 M yGHBAIOT
oT -+ ® g0 — o B caydae w > 0. Orciofa, B 9aCTHOCTH, CJIEyeT, YTO BCEIAA
CYL[eCTBYIOT B MHTepBaJe (— 00, - 00) o6paraue Gynkumn «~*, B~ KoTopnie
BO3PACTAIOT MU YOBBAIOT COINIACHO TOMY, ecau w < 0 mam w > 0.
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B) JlJIs BCAKOIO 4meiia & MMeIOT MecTO (OpMYJIEL:

u(x) = sgn v'(xy) . () . sin «(z) ; w'(x) = — sgn v(xy) . o() . sin f(x) ,
v(z) = sgn v'(x,) . o(x) . cos x(x) ; v'(x) = —sgn U((xé) . o{x) .cos f(x) .

(6)
Ormerum, uro 9TM (POPMYJH YIpOIIAIOTCA, HAMp., TOITA, eCIH KOPEHb o
$yHKIIM v’ HEIIOCPE[ICTBEHHO IPEeMIIIeCTBYeT UICAY X, TIOCTE BTOTO

— sgn v(xg) = sgu v'(x) .

3. I3 mpuBefeHHEIX BHIIe CBOIMCTB 2,8 MBI BUAMM, YTO 045 6CAKUL 08YX wuces
&, x umerom mecmo gopmyavi:

a(r) = a(&) — f 9"% dt: Bla) = (&) + fwt;zggt) &
¢ g

Orciopa u uz cBoiicT 2,6 ciaeayer, 94T0 GYHKYUU NePEMEHHOU L:

[ [0

onpedenennsie ¢ unmepgase (— oo, —|- ), eceeda eozpacmarwom om — o do
- co.

3HAYUT, MEL BMeeM:

1 ! = — li
A2 ) P PSS S 0 o
(7
) — Q) 4 ) — Q)
zilflms 7(0) — ,llflw 1) dt = 4+ ©

U3 sroro paccysjeHuA ciefyer ciegylolias TeopeMa, KOTOPOil BOCIIOJb-
3yeMcA B JasbHeimeM:

IIycmo  f-awbas  Pyukyus, Henpepwisnas 6 uwmepsase (— oo, - o).

Toeda uepes kancdyio moury (&, ) npoxodum odur u moavko 00un®) unmezpans
Eamnc0020 u3 0. ypasHenuii:

U= O f@); 0= -2 fa) (8)
) — Q) '
onpedeaennuli 8 unmepsase (— 00, 4~ 00); ecakoe pewenue, npoxodsuee uepes
moury (&, ) ecmw wacmv amoeo ob6weeo unmeepasa. O6a unmeepasa onpedenersy
dopmyramu:

£(2) = a-1{aln) — wZﬂt) iy, ) = p-1B(n) — wa.(t) a. (9

¢) E. Kamke: Differentialgleichungen reeller Funktionen (Leipzig, 1930), crp. 11
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3. BuanHeiiHbIe COGTHOLICHHS ME:Ky MHTErpalaMu.

B pasnpHeiinmx uccIe[0BAHMAX BaMHYI0 POJIb UIPAlOT GHIIMHEHHEE COOTHO-
HIEHVS MeKIy MHTerpajaMu jI. ypaBHeHUsA (a).

1. IIycms &, n — anobvie wucaa. Y pasuenue

a) w(é) . v(n) —u(y) . »(§) =0,

6) w'(£) . v'(n) —u'(n) . v'(§) =0,

B) u(§) . v'(n) —u'(n) . v(§) = 0
ydosaemeopsemes mo2da U Moabko mo2oa, ecii

a) &, n — kopru mekomopoeo peutenus 0. ypasrerus (a);?)

6) &, § — wopru npoussodnoii om Hekomopozo pewenus 0. ypasuenus (a);

B) & — Kopenb Hekomopozo pewernus 0. ypaswenus (a) U N — KOPeHb npPo-
u3800H0I om He2o.
OrpaHnunMesa JOKa3aTelbCTBOM OJHOTO M3 yTBepAJeHMIi, Hamp. 00 ypas-
HeHWit a); B OCTAJBHBIX CJIYIasaX XOJ [OKa3aTeNbCTBA aHAJIOTMIHEINA.

Econ aTo ypaBHeHUe yROBIETBODHETCS, TO JUHEHHbE ypaBHEHHA C HeHM3-
BeCTHBRIMH A, u: )

Au(8) 4 po(é) = 0,
Au(n) + po(n) = 0,

NMeIOT HeTPUBHAJIBHEE peIleHus Ay, fo ¥ uucia &, 7 ABIAIOTCA KODHAMU MH-
Terpaia /. ypaBHeHus (a):
Y = Aot~ pot -

Ecan Hao6opor, uuncaa &, 7 — KOPHM HEKOTOPOrO PemIeHWs ¥ [. YPaBHEHUs
(a), To cymIeCTBYIOT 4ucyaa Ay, o} 2 Gud 0, XapaKTepuaylomuecs TeM, 4To
BCIOLLY

Y(@) = Aule) + pep()
U, B 4aCTHOCTH,
Agu(&) +- pov(§) = 0,
Agu(n) + v(n) = 0.
Us sroro cienyer ypasHeHHe (a).

2. Ilyere U, V Gynyr HapAAgy ¢ yIOpAAOYEHHOM Napoil He3aBUCHMBIX WH-
TerpasioB u,v J. ypaBHenus (a) Taxoii xe mapoit. [Iycts F osnauaer dpyurmumio
IBYX HEe3aBICUMBIX IepeMeHHHIX %, ¥, KOTOPas oIpefieleHa IJIS BCEX 4YUCe
%, Y OJHMM U3 CJeNYIONINX BRIPasKeHUIL:

U2) . o(y) — V(@) . uly); U'lz).v'(y) —V'(2) . w(y) ;
Ux) . v'(y) —V(z) . w'(z); U'(e).o(y) —V'(z) . uly) .

1. ITycmp &, — awbuie wucaa, ydosaemsopsiowue ypasuenuio F(&,n) = 0.

Cywecmeyem odna u moavko o0na Pyunryus Y(xr), onpedesennas 6 nexkomopoi

(1)

7) Ch. Fox: An Introduction to the Calculus of Variations (Oxford, 1950), crp. 40.
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okpecmuocmu wucaa &, komopas & wucse & npunumaem 3HaueHUE 1), 8 IMOL
0K PECMHOCIMU HenpepyisHa i 6ciody 6 nell ydosaemsopaem ypasuenuio F(x, y(x)) =
= 0; oma PyYHEYUs uMeem & IMOL 0KPECMHOCMU HENPEPLIEHYIO NPOUICOIHYIO Y’
xomopas onpedeaena popmyroti:
, Fol=, y(x)]
VO = Fil, g
B oBpenbHBIX IpuBeJeHHHX BHIIe Caydasx ¢yHkensa y'(r) ompepmerena
ciefynomumMn GopMyIaMu:
_ U'(e) v[y(2)] — V'(2) uly(x)]
U() v'Ty(x)] — V(z) u'y()]”
Qz)  Ulx) v'[y(x)] —V(z) u'y(=)]
Qly(x)] " U'(x) vly(e)] — V'(z) uly(x)]’
L U'(z) v'[y(z)] — V'(2) w'[y(2)] .
Qly(@)] ~ U() oly(x)] —V(z) uly(x)] ’
o . D@y Vi) uiy@)
U'(z) '[y(2)] — V'() w'[y(=)]’

HoxasaTearcTBO IPOBEeM, HAIp. [JIA TOrO CJIydas, Korma F — mepsoe
u3 Bepamennii (1); sHauwur,
Flz,y) = Ulz) v(y) — V(2) uly) .
Oyurnusa F umeer ciefgyouiue cBoicraa:
a) F(&n) =0.
0) Bo Bcamoit Touke (¥, y) CyIMecTBYIOT HeIIpephIBHEIE YACTHBIE IIPOUBBOJIHEIE
Fo(x, y) = U'(z) v(y) — V'(2) u(y)
Fy(2,y) = Ux) v'(y) — V(2) w'(y) ;
B) F,(&n) * 0.
W3 srux yrBep:KmeHMil a) CIpaBefiINBO IO IPEIIOJOMKEHUI0, () OYEeBUIHO;
HUTAK, JOCTATOYHO J{OKA3aTh B).
Ioromy uro mmrerpamst U, V HesaBucums, oGe uncaa U(&), V(£) He paBHH
Hymo. Eciu MBI OTBeprHEM yTBep:/JieHUe B), MBI IMeeM:
(F(&m) =) U@ o) —V(E) un) =0,
(F, (&) =) UE)v'(n) —V(E)w(n) =0,
‘M M3 BTUX YpPaBHEHMIl BhITeKAaeT HeBepHOe CJEJCTBHE, YTO WHTEIPAJBl %, v
saBucuMHL. lrak, yTBepiieHUe B) JOKa3aHO. >

YT06H BaKOHYNTH JOKA3aTEJbCTBO, AOCTATOYHO IPUMEHUTH KJIACCHYECKYIO
TeopeMy 0 HeABHBIX QYHKIUAX.

2. Ecau 0se pynryuu X, Y, onpedesennbie 6 Hekomopom odujem uHmepsase j,
ZaApakmepusyiomes mem, 4mo NPu HEKOMOPOM HUCAE Umeom 00UHAKos0e 3HA-
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Yenue, 60 6CAKOM HUCAE X € j HenpepuisHy u ux 3uavenus (y =) X(z), Y(x)
yoosaemeopsaiom ypasuernuto F(x, y) = 0, mo onu 6 unmepsase j moxcdecmseeniui.

HeficTBUTEIbHO, AOIYCTUM, 9TO B HEKOTOPOM umcie b e j mmeer MecTo He-
pasencrBo X(b) + Y(b). Torma cymecryer umciao (b +)a e j, naup. a <b,
xapaxrepusyonmecs TeM, uto X(a) = Y(a) u X(z) + Y(z) mnaa < z < b. Mu
BUJIMM, 9TO CYI[eCTBYIOT IBe (yHKIUM, OIIpefieJieHHbe B OKPECTHOCTH 9YMCIIa @,
a umeHHO, yactu Qymxuumit X, Y, KoTopule He PaBHBI, TAK KAaK IPH 9HCIAX
GOJIBIINX YeM Z MMeIOT PasJIndHble 3HAYEHNA, I KOTOPHIe 00/1a1aI0T CIIe Ly IOIIME
cBoifcTBaMu: B WiCJe @ MMEIOT OJMHAKOBOE 3HAYEHNE, B OKPECTHOCTH Hempe-
PHIBHEL I YOBJIETBOPAIOT ypaBHeHmIo F(z,%y) = 0. 9To mpOoTMBOpPEUNT yTBEp-
H{IeHNIO TeopeMbl 1.

4. CompoBoiHTeIbHEIEe YPABHEHNSA.

B srom afsame mpepmosaraeM, 4ro y QyHKIuE @ BClogy IpoMBBojHAA 2.
IOpAJKa 1, BOBMOKHO, IIPOM3BOJIHEIE BEICIINX IOPSAIKOB.

Iyers y mo6oe pemenne A. ypaBHeHus (a):

Yy =Q@)y . (a)
Msur serko y0eguMcs B TOM, 9TO QyHKIUIA
yl
Y= 7—5

I/ZTQ
ecTh pelleHne J. YPaBHEHHUA (a;):
.7/” = Ql(x) y ) (al)
e
P A () )
Ql—‘Q ‘2‘(@) +T(Q ’ (1)
niIn
— 1y
Q1=Q+V—Q(V:1—Q) :

Jl. ypaBuenne (a,) HasBIBAeTCA nNepsoe CONPosodumenvHoe YpasHenue om-
nocumessro 8. ypasnenus (a). IlepBoe COMPOBOMMTENBHOE YpABHEHUE OTHO-
CHUTeNBHO (a;) €CTH TAK HABKIBAEMOE 620p0€ CONPOGOOUMENbHOE YDPABHEHUE Om-
HocumeavHo (a), M T. .

II. lenTpanapHEe RUCHEpCUI.

5. OmpenelreHne NeHATPAIbHBIX JUCIEpCHii.

ITycrs # — mpouspoapHoe uncio. Ilycrs A o3HaYaeT MHOKeCTBO MHTerpa-
JIOB JI. YpaBHEeHUA (a), OHUM M3 KOPHell KOTOPHX ABJIAETCA «; B — MHO:KecTBO
MHTErpajioB, KOTOpHEe XapaKTePU3YIOTCA TeM, YTO OfHUM M3 KOpHeil MX Ipo-
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N3BOJNHBIX €CTh Z. HaHOMHHaeM, 4TO BC€ MHTErpaJinl muoskectB A a B umeror
BC€ KOpHHI oﬁume, a TaKKe NMeloT 06111,'1/18 KOpHU 1 UX IIpOI/IBBOI[HI:Ie.

ITyers » = 1, 2, ...; 06o3HauNM dYepes

@n(@) [@_ n(2)] m-THIE coemylommit 8a umcsoM % (HIpepuIecTBYOIUA ynery x)
o0muit KOpeHs MHTETPAJIOB MHOKecTBa A

Ya(@) [9_a(2)] n-TEIE corepyromuit 8a umcsom x (IpepumiecTBYOMMIT 4ncIy &)
o0Uuii KopeHb IPOM3BONHEIX MHTEI'PAJIOB MHOKeCTBA B;

1) [x_‘,,(x)] n-THIi cJeNyIoIuil 3a ymciaoM  (IpeflliecTBYIONIWNA 4uCIay &)
o0muil KOpeHb IIPOMBBOMHEIX MHTErPajioB MHOKecTBA A;

@,(x) [0_ ()] n-THIA coepylomuii 3a 4meaoM % (IpejUIeCTBYIOMUMI quciy )
o0muii KOpeHb MHTErpajoB MHOKecTBa B.

Taxkum o0pasoM, y HAC OIpe/eJeHBl d4eThipe CYeTHBIE CHCTEMBI (yHKI[A
Dy Yoy Aoy ©py ¥ = =1, 42, ..., BuBTEpBaIE (— 00, 00), BHAYEHUA KOTOPHIX —
ofmue KOPHM BCeX MHTEIPAJIOB MJIM IPOMBBOJHBIX OT HUX, KOTOPhIE HMEIOT,
WJIM IPOMBBOJAHbBIE 0T KOTOPHIX UMEIOT KOpeHb B YHCIe X.

DYHEYUL @,y Pyy Xy, O, MBI HAZBIGAEM v-mas Yenmpaavras (4) Oucnepcus
1.,2.,3.,4., poda omnocumeavro 0. ypasHenus (2): Kopoue: y-mas . Qucnepcus
1.,2.,3., 4. poda. B wacmuocmu @y, 9y, %1 w1 — 9M0 MAK HA3BIEAEMbIE 0CHOBHbLE
y. ducnepcuu coomsemcmeyiouwux podos. Jlio0yo eHTpaNbHYIO Auciepcuio 1.,
2., 3., 4. pona Mbl 0603HAYAEM OOBIKHOBEHHO @, ¥, X, 0. SHAUEHUSL 0MICALHBIL
y.0ucnepcuii 1.,2.,3., 4. poda npu 41060m 4UCLE T HAZBIEATOMCS CONPANCEHHLIME
¢ wucaom x wucaanu 1., 2., 3. 4. poda.

3ameTnM, 9TO 3HAYEHWS OT/EJBHEIX II. AuCIepcHil, Hamp. 1. poga, B J060M
qpesie © MBI IOJYYNM, €CJIM MHL BO3bMeM 1000 MHTerpas A. ypaBHeHusA (a),
KOTOPHIL B 4ilcjIe ¥ IpUHUMAeT 3HadYeHNe 0; ero oCTAaJIbHBEIE KOPHU — JTO 3HA-
4YeHUA OT[eJBHBIX I[. Aucmepcuit 1. poma B 4ucje ¥, U, B YaCTHOCTH, KOPEHb,
KOTOPHI HEIOCPEJICTBEHHO CJIeAyeT 3a UUCIOM ¥, SBJAETCA BHAYEHHEM ¢,(T)
OCHOBHOI 1. pucmepcun 1. poja. AHaJOrWYHEIE 3aMeYaHNA MMeEIT MeCTO OT-
HOCUTEJIbHO 3HAYECHHUI II. IUCIEPCUIl 0CTAJIBHBIX POOB.

6. CBoiicTBa IEHTPATIHLHBIX JUCHepeHii.

1. HemocpencTBeHHO M3 ONpeeseHus II. JUCIEPCHil BRITEKAIOT cJefyloliue
dopmyrbr:

Pu=015 Ya=9l; =90 ®.=g7 0 i

Poa=0a' 5 VYo=Yl fa=yalort o .=l
C—
B uux osmavaer # =1,2,..., u Hamp., @] CIOKHYXO QYHKIUIO @) ...@ ;

@, — dynrmmio o6paTHYIO K ¢, I BCAKUI CUMBOI ¢, ¥y, @y L, ¥y 1 TOHAECTBO.

Nz orux ¢opmMysa Mbl BURUM, 4TO 048 6cakoll y. ducnepcuu cyujecmeyem
obpammuas Pynkyus u Oasvuie, 4Mo 3HAUEHUR Y. OUCNEPCUL MOMCHO 6bIPA3UMbL
uepes 3HAUEHUS OCHOGHMIT Y. Oucnepculi u PyYHEYRI K HuMm 06pamHbiz.
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2. Jlasee ME BUJUM, 4TO 048 6CAK020 wUcA@ & € (— 00, - 00) cnpasediuss
Hepasencmea

v < goal®) < (@) < goa@) < T < () < @ur) < pel®) < ..,

< O_g(®) < py(2) < @_y(2) < & < nf2) < Py(2) < yf2) < ..o D)

3. Us arux dopmyxn Mul 3armiodaeM, 4ro éce y. ducnepcuu 1. poda o6pasyiom
YUEAUYECKEYI0 GECKOHEUHYI0 2PYNNY; OCHOBHBIM IAEMEHINOM €€ ABALEMCS OCHOBHAS
y. ducnepcus @,, a eduHuyell - momcdecmso; ece y. ducnepcuu 1. poda ¢ noso-
orcumenvrumu urdercamu obpasyiom nodepynny smoi epynnv. Taroce ece y.
Oucnepcuu 2. poda 06pasyiom Yuriuveckylo GeCKOHEeYHYIO0 epYnny, OCHOSHBIM
JNEMEHIMOM ee A6AAEMCS OCHOSHAS Y. Oucnepcus yy, a edunuyeii — moxncdecmeo;
6ce y. ducnepcuu 2. poda ¢ nosoncumerbHuMU UHOEECamu o6pasyom nodepynny
amoii epynnui.

4. W3 Teopemsnr 3,1 caexyer, uro y. ducnepcuu moxmcoecmeenno yooe.iemeo-
paom caedyowum cOOMHOUEHUAM MencOy uHmeeparamu 0. ypasrernus (a):

u(@) v [p(x)] — u [p(z)] v(z) = 0,
w'(2) o' [y(x)] — v [p(x)] v'(z) =0, (3)

w(@) v’ [x(x)] —w'[x(2)] v(z) =0,

uw'(x) v [o(r)] — u [w(z)] v'(x) = 0.
5. Haxoney, mw eudum, umo awbas v-mas y. ducnepcus 2. poda 0.ypasHe-
nus (a), v = 41, £2, ..., ecmb v-mas y. ducnepcus 1. poda nepsozo conpo-

600umenvHo2o ypasnenus (a;) omuocumeavHo 0. ypasHerus (a); pasymeemcs,
ecau 0. ypasuerue (2,) cywecmsyem.

7. JlanpHeiimne cBoiicTBa.

1. MHnoxcecmso 3nauenuil ecaroii y.ducnepcuu — umnmepsas (— oo, - co).
[Iycrs 4 mo6as 1. AuCIIepCHs HEKOTOPOrO POXA. YTBEp:KAeHWE CJefyer
M3 TOrO, 4TO BCAKOE YMCJIO % € (— 00, |+ 00) — BHavenme 1. pucmepcuu A

B uncsie 4-1(z).

2. Beakas y. ducnepcus ecezda gozpacmaem.

CornacHo ¢opmyaam 6,1, f0CTaTOYHO YCTAHOBUTH TO CBOMCTBO JJIAA OCHOB-
HEIX II. gucmepcuii. PaceMoTpuM 1106y10 0CHOBHYIO L. muciepeuio 6. B arom
a6zame @, ¥, ¥, @ 03HAYaeT OCHOBHYIO II. aucmepcuio 1., 2., 3., 4. posa.

IIyere <y — mo6we uncsa. Ml JOJIHHBEL yCTAaHOBHUTH, YTO UMEET MECTO
HepaBeHCTBO O(x) << §(y).

CorsiacHo Teopeme 6,2, mMeloT Mectro HepaBeHCTBA: % << O(z), ¥ < O(y).
Ecmn (z) < y, mbr umeeM yixe O(x) < 6(y). MBI BupuM, 4To HOKasaTeIbCTBO
CBOAMTCA K yCTaHOBJeHuI0 Toro (axra, 4ro um3 HepaBeHcrBa = < ¥ << ()
cienyer O(x) << 6(y). Oro OymeT yCTAHOBJEHO, €CJIM MBI IIOKaeM, 4TO Hepa-
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BEHCTBa # < y < §(y) < 6(x) me wumeior mecra. OTMeTHM, UTO pPABEHCTBO
d(x) = 0(y) mckI09eH0 cymecrBoBaHUueM o0paTHoil PyHkimu -1

Urak, AOIIyCTHM, YTO HMEIOT MecTo HepaBeHCTBA ¥ < ¥ << O(y) << d(x).

a) 6 = @. B bToM ciIyyae HeCIpaBeUIMBOCTG OTUX HEPABEHCTB BHITEKAET U3
KJIACCUYECKO#l TEOpeMBl O B3aMMHOM IIOJIOMREHUM KOpHell JByX WHTerpaJjoB
A. ypaBHenus (a). C mesplo COXpaHEHUA OJWHAKOBOTO XO/la BO BCeX CIyYasx,
MBL IIPOM3BOJMM COOTBETCTBYIOI[ee JOKAa3aTelbCTBO.

Us onpenenenua Qyurimum @ cireayer, u4TO CYLIECTBYIOT MHTETPAJBI U, ¥
Il. YPaBHeHUA (a) TaKkWe, YTO MMEIOT MecTo QOpMYJIBL:

wy) =ulpy)] =0, u) +0 mia te(y, oy);
) =v[p@)] =0, o) +0 paa te(x, ).

Ecim mer mpumenum mepBylo ¢opmyay 1 (2) mia &=y, n = ¢(y), mu
BUJIMM, 9TO MHTErpaJ B IPAaBOM YaCTH paBeH HYJIO, YTO HEBO3MOIKHO.

6) 6 = y. U onpenenennsa GyHKIuUm v ciexyer, YTO CYIIECTBYIOT MHTEr-
padsl %, v [. ypaBHeHUA (a), A KOTOPHIX:

w(y) =w[py] =0, w'(@t)+0 mia te(y,vy);
V() =0 [px)] =0, V(@) £0 paa te(x,yp)).

Ecam Ml Bocmosbsyemcst Bropoit gopmymoit 1 (2) mia & =y, n = y(y),
MEL BUJJMIM, YTO MHTErpPaJ B MPABON 4aCTH paBeH HYJIO, 9TO, B BUY IPEIIOJIO-
senng @ << 0, HEBOBMOIKHO.

B) § = x. Us ompenesennsa QyHKmuM y ciepyer, 9TO CYIIeCTBYIOT MHTErpa-
JIEL %, ¥ J. YPaBHEHUA (2) TaKMe, 9TO UMEIOT MeCTO ciefylomfue GopMyIb:

wy) =w' [z =0, wut)>0, w'()>0 ma te(y x(y);
v(@) = v [x(x)] =0, o(t)>0, V() >0 A te(, x(z)).
Ecan MBI Bocmosbayemcst Tperbeit Qopmyaoit 1 (2) mua & =y, n = x(y),

ML BUAMM, 4T0 PyHKIMA Quv — u'v’ B uHTepBase (¥, x(¥)) paBHa HYJII0; HO 9TO
HEBO3MOJKHC, B BUJY IIPeANodoxKeHus @ < 0.

r) 6 = w. B aroM cayuae cylecTBYIOT HHTerpajsl A. YPaBHeHus (a), M AiA
HUX:
Wy) =uloy)]=0, ut)>0, () <0 A te(y,oy);
V(X)) =v[o@)] =0, vt)>0, v()<0 A te(r,w).
Ecim Myt Bocmosibayemess Toit e Qopmysoit 1 (2), Mer mosyuum onsaTs
HEeBO3MOHHIIl peayJbTar.
3. Bceskas y. ducnepcus 6ciody HenpepuieHa.
aTo YTBepHIEHUE FBIISETCA CJIECTBUEM npeapAyIINX Teopem 1. u 2
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8. IIpou3BoONHEIe.
Iyers @, ¥, ¥, @ osuavaer m06yIo 1. Aucnepenio 1., 2. 3., 4. poxna.

1. Bce y. Qucnepcuu umelom 60 ecakom wucte & e (— 00, - o0) nenpepwis-
Hble Npou3eodHvie, Komopwie onpedeeHss CACOYOUUMY BoPMYIAMU:

u'(x) v[g(x)] — u[p(x)] v'(x)

PO = ) Ve — wlg@ oa)
V() = — Qz) (@) v'[y(x)] — u'[y(2)] ()
Qly(@)]  w'(z) v[y(x)] — uly(x)] v'(z) ’ (1)
7(2) = — 1 /(@) v g(x)] — w'[x(=)] v'(%)
Qlz(@)]  w(@) v[x(x)] — ulz(2)] v(z) ’
0(z) = — Q) . u(x) v[ow(z)] — u[w(x)] v(x)

w'(x) v'[w(@)] — wo(@)] v'(z)

HoxasaTedbcTBO IpOBeJieM, HAMp., [AJA HEPBOTO CIydas.

Ilyers ¢ — miobaa n. mucmepcuss 1. poma. Ilyers F osmavaer ¢yuxuuio
ABYX He3aBHCHMEIX IIEDEMEHHHEIX &, ¥, KOTOPas onpefeneHa GopMyIoii:

F(z,y) = u(x) v(y) — uly) v(z) .

ITyers £ € (— o0, 4 00) — m06oe 4meso n 7 = @(£) — 3HaYeHNN GyHKIUN
@ B £. CorsracHo Teopeme 6, 4, umcita &, 7 y0BIeTBOPAIOT ypaBHeHuo F (&, n) =
= 0. ITo Teopeme 3, 2, 1 cyuiecTByeT 0iHA U TOJbKO ofHA QYHKITNA y(%), ompesie-
JeHHAasA B HEKOTOPOH OKpecTHocTH 4mclaa &, KoTopas B umeae £ IpUHUMAaeT
BHAYEHMe 7, B BTON OKPECTHOCTU HEIpepHIBHA I BCIOAY B Heil ynoBiIeTBopsier
ypaBHenuio Flz, y(x)] = 0; ara yHKIUA UMeeT B 5TOlf OKPECTHOCTU HEIPePHIB-
HYI0 IIPOMBBOJAHYIO ¥', KOTOpas oIpeseneHa Qopmysroii:

u'(z) v[y(z)] — v'(z) u[y(=)]
w(@) o' [y(x)] — v(@) w'[y(z)]

y'(@) = —

Iloromy uro QyHKIMA ¢ ompenmeneHa (BCIORY, a, BHAYNUT, H) B HEKOTOpOI
OKpecTHOCTH ducja &, IpUHUMaeT B 4Mciae £ 3HAUEHME 7), B dTOH OKPECTHOCTH
HempeprBHa (7, 3) M Bclogy B Heil ynoBJeTBopsieT ypaBHeHuio F[z, p(x)] =
= 0(6, 4), uz Teopems 3,2,1 ciexyer IpaBUIBHOCTb yPaBHEHUA Y(x) = ¢(x)
U IpaBUIbHOCTH IepBoil Gopmyas (1) pma umcaa & Teopema pmoxasama.

2. ITpoussodnvie y. Qucnepcuii MONCHO BBIPAZUMb MAKNCE PHOPMYIAMU:

w[g()] ‘
o w(z) ecan u(z) + 0, .
o u'(x) e
u———’2[¢(x)] , ecau u(x) = 0;
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Q) uy()]
Qy(@)] ~ w*z) ~

ectn u'(x) + 0,

v(@) =
Q(z) u¥(z) ok .
I T R .
L wya)] ‘
B 7 B R
1'(@) = ,2
1 u'¥(x)

—_—— . ecau  u(x) = 0;

Qx(x)] ~ wx(x)]’
— Q=) . wo()] , ecam u'(x) £0,

u'"*(z)

| wlo(x)]

o' (r) =
ectm u'(x) =0.

M= mpoBejieM J0KazaTeJNbCTBO, HAIp. A HEPBOLO CIyIad.

Ilyers ¢ — mio6aa 1. amcmepeust 1. popa, a z — dmioGoe umeao. Torma
uMeeT Mecto nepBas gopmyaa 8 (1).

B cioysae wu(xr) = 0 MBI YMHOMHUM 4YHMCJINTENd U SHAMEHATENs HA YHUCIO
(%) 1 BOCIOJNB3YEMCA IS IMCIUTENsI cooTHOUmeHUeM: %(%x) . v[p(x)] = u[¢(x)] .
. v(x); mMocJIe DTOr0 MBI YMHOJKUM YUCJIUTENA ¥ 3HAMeHaTes s Ha dmciao u[@(z)]
U BOCIIOJILBYEMCSA JIJIs 3HaMeHaTe s TeM e cooTHomeHueM. [locie cokpamenus
Ha unciao w(x) = wle(z)] Me noayunm dopmyry:

R 1G]
u(x)

B cayuae u(x) = 0 ects u'(x).u'[p(x)] + 0. CmepBa MBI YMHOKIM YHCJIH-
TeJIA ¥ 3HAMeHaTeJsA Ha umceio «'(x) 1 mocse dToro Ha %'[@(*)] U aHAIOTMTIHEIM
YKa3aHHOMY BEILIE 06pPa3oM IOJIyqIM

u'*(z)
w¥g(x)]”

3. Ilycre g, o 03HAYAIOT IIEPBYI0 M BTOPYI0 AMIUIMTYAY YIOPAZOYEHHOU
Imaphl UHTerpayoB u, v (2, 1).

W3 pesyanbraToB mpepsiayiero afsama 2. MEL JIETKO IIOJY4UM, 4TO RPOU3-
6o0nvie y. Oucnepcuu 3adanv, makoce caedyrowumn  Gopmysam, kKomopwle
uMEIOMm MECO 80 6CAKOM 4UcCHe T € (— 00, -}~ 00):

o*le(@)] | (2) = Q@) oy(x)]
¢@ Y Q@] @)
o — L a)] Qlo(@)]
HO = TG ) oz)
4. I3 mpenmIaymux pesyJbTaToB MBI BHAUM, 4TO 6éce Y. ducnepcuu 1. po-
da umeiom 6clo0y HenpepuisHble NPou3sodHvie 00 MPEMbe20 NOPIOKA BKAIOUU-
meavHo.

¢'(x) =

P'(x) =
(3)

'(@) = — Q).
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B 6Gosee obumiem ciryuae umeer meero: Ecau dymkyus @ umeem eciody He-
npepuisHyI0 npouseodnyio k-moeo nopadka (k= 0,1, 2, ...), mo éce y. Oucnep-
cuu 1. nopsdka umeiom 6ciody HenpepyisHYy NpPeu3sodnyn nopadka k- 3,
u éce y. ducnepcuu eulcUUL noPAOK0s UMEOM HenpepLisHbie NPOU3so0HbIE NOPATKA

k1.

9. Bripa:keHne NPON3BOJHBIX OT II. AUcHepCHii Yepes 3HaYCHAA PYHKIHA ().

OGpaTvB BHHMaHWME HA TO, YTO BHAYEHUs IPOMSBORHEIX OT BCEX II. JHCIEP-
cuii MOKHO BEIDA3UTH IpH IOMOIIM IPOM3BOXHEIX OCHOBHBIX II. JUCIIEPCHIl, KAK
MB BUAUM W3 TOAecTB 6,1, orpaHWYMMCA BEIBOJAME COOTHOLIEHMN MeLY
3HAYEHUAMH IIPOMBBOAHEIX OCHOBHHIX I. JUCIEPCHil U 3HaYeHNAME QyHKIHT (.

Hyers @, v, x, @ o3HaualOT OCHOBHEIE II. Aucmepcun 1., 2., 3., 4. pona.
Ms=I goxameM CJIeLYIOLIYI0 TEOPEMY:

SHAUEHUS NPOU3BOOHBIL OM OCHOSHBIX Y. OUCnepcuil 60 8CAKOM HUcCAE T S6-
AKI0OMCA UACMHBIMU om Oesenus, 3navenull gynryuu  Ha 3navenus moil xce
PYHEYUL, 6bIDANCEHHBLE HOPMYAAMU:

o Q@) Q@) Qe

PO = 0wy 0 VT Qe Qv 0
o Q@) Q)

FO =g T Q)

npU MoM Ty, Ty, Ty, T, NOOT00AUUE UUCAA, YOOBACMEOPAIOUIUE HEDABCHCINBAM:
< < ) <z < @) <2 <o) <z < y).
HoxasareabcTBo: Ilpempme Bcero samerum, 4ro BCAKUI MHTErpas « [.
ypaBHeHUA (a) YHOBIETBOPSET YPaBHEHNIO:
u'u’ = Quu
W, BHAYNMM, TaKme:

(w?)' =@Q. (v .
W3 sToro ciaegyer miA BCAKNX [BYX uYuceln x, &:
3
w(&) —w¥2) = [Qt) . [w(t)] dt .?) (2)
a) Ilycts w4 — ui06oit uHTerpas fA. ypaBHeHNA (a), T — OAMH ero KOpeHb,

Tak uTo u(x) = u'[y(x)] = 0.
B ypasuenuu (2) mut BospMeM & = y(x). MEI momyunm:

()
—uHx) = f Q(t) . [w3()] dt .

8) @. Sansone: Equazioni differenz.ali nel campo reale. Parte seconda. (Bologna, 1941),
crp. 24.
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B umrepBaime (z, y(v)) ¢ynruma ww', a, sHAUUT M (%4?) IOJIOKUTENBHA..
CoruiacHo TeopeMe O CpefHeM BHAYEHHU WHTEIPAJIA, MBI UMEeM:

x2(z)
[ Q@) . [w()] dt = Q(=z,) - wx(2)] ,
z
npu 9TOM X; — IOAXO[sllee 4UCJI0, YAOBJIIETBOpAIOIIEe HepaBeHCTBaM: X <

< x; < x(x). 9tu gBe POPMYIIH MPUBOJAT HAC K YPABHEHMIO:
—u¥(z) = Qz,) . w[x(2)],

u, corsiacHo 8 (2), K pesyiabrary:

, Q(z,)
) =7, (<2 <plx)).
6) Ilycrs Temepsr w — uioGoil MHTerpas . ypaBHeHus (a) Taxoif, 9To Of~

HUM KODHEM IIpOM3BOAHOM OT Hero ecTh , Tak 4ro %'(x) = u[w(x)] = 0.
B ypaBuenun (2) MBI BosbMeM & = w(%).
HMomxyuum

o(z

)
wo(@)] = [ Q). [« ()] dt.

B unrepsaie (z, o(r)) dyaxmus wu’, a Takmke (u?)’, orpunarenasua. CoraacHo-
TEOpeMe O Cpe[jHeM BHAUeHIN MHTerpaja, ME UMeeM:

o(z)
J QW) . [w ()] dt = — Q(x,) . u¥(x),
z
IpU 9TOM X, — IIOAXOJsAlIee 4YNCJIO0, YAOBJIETBOPAIOIIee HepaBeHCTBAM: T <

< 2, < w(x). U3 srux aByx dopmys cienyer ypasHeHue:
u?o(2)] = — Q(z,) . w¥(),

U U3 3TOro, corsiacuo 8(2), pesyubrar:

w'(x) = %, (x < 7, < ().

B) U3 tosmpaecrna ¢(x) = w[y(z)] caexyer, ecin IPUHATH BO BHUMAHUE BEpX-
Hue QopMyIIHL:
:Q[X(x)] Q(z,) _ Q(=,)
rae 3 — MOAXOJsAIee YHCI0, YAOBIETBOpsAIONIee HepaBeHCTBAM: x(x) < X3 <
< (). Takum 06pasoM, MBI IIOTYYUM Pe3yJIbTAT:

¢'(2) = gg—jj;;, (1(2) < 75 < g(a)) -

¢'(x) = o'[x(2)] . 1'()

r) AHAJOrMYHO U3 TOMKJECTBA:
p(x) = ylo(z)]
MBI I[OJYYUM PesyJIbTAT:

o Q@) Qxy)
y'(x) = Qzy) m (o) <z < () .
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10. IIpumenennue.

IIpocroe mpuMeHeHMe TeOpeME M3 IpefBAYyIlero absama 9 Mbl IOJIydnM
B Tom caydae, Korga QyHrnus @ MonHoronHas. Mm coxpamsem oGosHaueHme
u3 abszana 9. U3 maitmennsx opMyJr MB BUIUM, 4TO ecau QyHKIMA @ He yObI-
Baer, 3HaYeHUA BceX QyHRIMI ¢, p', ¥, o’ Beiogy > 1. U3 sroro cienyer, 4ro
PysRIUn @(x) — 2, Y(x) — 2, %(®) — 2, w(T) — & UMeIOT BCIOLY IPOU3BOJHYIO,
KOTOpas min GoJibllle HYJIA, NN PABHA HYJIO, 3Ha4nT, He yOnBajor. Urak, M
I0JIyYaeM pesyabTaT, 4To ecau @Pymkyus @ wme ybvieaem, mo paccmosHus
p(x) — z, p(@) — =z, y(x) — z, w(x) — & maroce ne yowvisaOM.

Anajsornyno Mbel yOemuMcA B TOM, 9TO ecau gyHryus § me eozpacmaem, mo
AMU PACCMOSHUS MAKHCE HE 03DACTNAIOM .

11. TeopeMbI 0 HPOHU3BOTHBIX CIOKHBIX (PYHEIHIL.

JarpHeliuM cieficTBMEM IPEeABIAYIINX pacCy:IeHUil SABIAIOTCH 3aMeda-
TeJbHBIE TEOPeMBI O CJIOKHBIX (YHKIMAX, Yy KOTOPHIX BCIONY IIPOM3BBOJHEIE
BEHICIIKX IIOPAJKOB, 4eM y uX vacreit. MsI mpunumMaem oGosHadenue 13 agsaima 9.

1. IIyemo ¢pynryus @ onpedesena 6 urwmepgase (— oo, - o) écrody ompu-
yameavHa U Henpepulena, u unmeapaas, 0. ypasrwenus y" = Q(x)y roaebawmes.
Toz0a cywecmeyiom gynkyuu X, Y, onpedesennvie ¢ unmepsase (— oo, 4 ),
KOmopble TapaAKmepHbl MeM, 4o 60 6CAKEOM 4Ucie X € (— o0, -+ 00) umerom mecmo
nepasencmea << X(x) < Y(x), u caomncnas pynryus Q[ X(x)] : Q[Y(x)] umeem
6c00y HenpepbigHylo npoussodnyio 2. nopadka. Ecau gymryus Q cmpozo mo-
HOMOHHAS MO cyuecmeyiom maxrue 6ciody nenpepuvishuie ynryun X, Y.

Heiicruresnbno, Mur moayunm Qynxmmm X, Y nMeoujee IpUBeIeHHBIE
CBOICTBA, €CIU BCAKOMY WUHCHY € (— 00, -~ 0O) IOCTaBUM B COOTBETCTBUE
Heroropele uncra (X(x) =) x,, (Y(x) =) x5, ynoBierBopsioliee HepaBeHCTBAM
x <z, < ¥, ¥ A KoTophx mepsas fopmyia 9 (1) umeer mecro. [locsre aToro
caomuan Gynrmua Q[X(x)] : Q[Y(x)] (= ¢'(x)) nMeer B yucie & HEIPEPHIBHYIO
TIPOMBBOAHYIO 2. IIOPAJKA, YTO MEI yie 3HaeM M3 adsaua 8, 4.

Ecnn ¢ynrmusa @ crporo mMoHoroHHas, To us 3. u 4. us dgopmyxn 9 (1) cie-
nyer:

_ g @) Y(e) = @-1g Ax@)]
X(z) = Q-1{QIx()] . x'(2)}; Y(2) =@ {w,[x(x)] I
npu uem Q-1 osHavaer o6parHyio pynrumo or . Vs srux opmys Mel HaXoaMM,
aro ¢yuriuu X, Y BCIOAY HeIpepHIBHEL.

2. ITycmy ynryus @ onpedeaena 6 umumepsase (— oo, - ), 6cody

Henpepuisha u ydosaemeopsem nepasencmey: inf |@Q(x)| > 0. Toz0a cywecmsyiom
Te(—w, + w)

gynryuu X, Y, onpedeaennvie ¢ unmepease (— oo, - 00), Komopwie umeiom
8ce ceoiicmea, onucannbie 8 npedwdyweil meopéme 1.
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IeitcTBUTEIBHO, TyCTh IIPE/NOJN0MEHNS BhII0oMHEH . [Jocie sTOro QyHKIMA
~— |@| ompenenena B uHTEpBae (— 00, -~ 00), BCIOY OTpUIATETbHA I Hempe-
pBHIBHA, U UHTErpajsl A. ypaBuenus ¥’ = — |Q(x)| y xomebimoresa.?) CormacHo
npensaymeit Teopeme 1., cymecrsyior gyukmmu X, ¥ onpefeseHHble B HHTEP-
Baje (— 00, -} 00), KOTOpHEe XapaKTepUBYIOTCA TeM, YTO BO BCAKOM 4HCIIe
Z € (— 0, -+ 00) BepHHl HepaBencrBa ¥ << X(x) < Y(x), u ciomuas GyHKImMA
— |Q[X(2)]] : —|Q[Y(x)]] uMeer B HeM HeIpePHIBHYIO IPOMBBOAHYIO 2. IIO-
panxa. Takum of6pasoM, forasama IepBasg YacTh YTBEPIKAEHUs, IOTOMY 9YTO
—|Q[X(2)]] : — |Q[Y (2)]] = Q[X(»)] : Q[Y(x)]. Bropas wdacrs ecrs TaKme
cJeficTBIe eI yIneiil TeopeMsl 1., OTOMY 4YTO ecou QYHKIMA @ crporo Mo-
HOTOHHAs1, TO Ke caM0e BEepHO U JJIA bynrrmmm — |Q!

3. IIyemv Pynryus Q umeem ¢ umnmepgase (— 0O, - 0O) OMPUYAMEILHYIO
HenpepusryIo npoussodnyro @', u unmeepass 0. ypaswenua Yy’ = Q'(x) y Koae6-
awomes. Toeda cywecmsyem @Pynryus X, onpedesennas ¢ ummepeare (— oo,
-+ o), komopas 6o ecskom uucae x € (— 00, - ) ydosaemsopsem HepaseH-
cmey x << X(x), umeem 6cidy noAOHCUMENbHYIO HENPEPHIGHYI0 NPOUIB0OHYI0
1. nopadka, u caomcnas dynryus Q[X(x)] umeem nenpepvisnyio npouzsodryw0
3. nopsadka.

HeiicrBuTebHO, MbI TONYYNM (QYHKIUIO €O BCEMH ONMCAHHBIMM CBOIi-
CTBaMM, ecJii MHL Bo3bMeM X = y, Ifle y — OCHOBHAs II. AucHepcus 3. popa
1. ypasHenus y” = Q'(x) y. Oyuxuus X onpenenena B uurepsaie (— o0, - 00),
Y/OBJIETBOPAET BO BCAKOM dYmele Z € (— oo, -}~ 00) mepaBencrBy x << X(x),
MIMeeT B HeM TOJTOKUTENBbHYIO HeIlPepPLIBHYIO IPOM3BOHYIO 1. IOpAAKA U yIo-
BJIETBOpPHAET ypaBHeHHIO 8 (2)

AX @) = — XL

W)

rje w osHadaer 000l waTerpald A. ypasmenusa y" = @'(x)y, AmA kKoToporo
u(2) #+ 0. YrBep:eHue cieayer U3 Toro, 4yro (yHKIMA B IpaBOii 9acTm mpe-
aeigymeit GopMyibl MMeel B 4UCIIe T HEIpephIBHYIO IIPOUBBOJHYIO 2. HOPANKA.

4. ITycme gynryus @ umeem 6 unmepease (— 00, | ©) ompuyamesbHyio
(noaoorcumensiyio) nenpepuvisryio npoussodnyio u ybsieaem om — oo do — ©
(603pacmaem om. — oo do -} ). Tozda cywecmsyem gynryus X, xomopas
umeem & unmepeaie (— 00, - 00) noAoHCUMeAbHYIO HENPEPLIGHYI0 NPOU3IE00-
Ky, 603pacmaem om — o0 do -+ o0, ydosaemeopsem Hepasencmey x < X(x),
u caoncrasn gynryus Q[ X(x)] umeem eciody nenpepuisryio npouscodnyo 3. no-
pAdKa. A )

IleitcTBurensno, ecau QyHruA () nmeer B mHTepBaje (— 00, |- 00), HaIp.
OTPUIATENLHYI0 HeIpepPHIBHYIO HMpPOMBBOAHYIO U YOBIBaeT or —- 00 g0 — 00,

%) B. B. Cmenanos: Rypc quddepenumanpupix ypasHenuit (uag. martoe, Mocksa, 1950,
crp. 250.).
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+
Torfa unrerpanx | @'(f) df oTHOCHTENHHO 0GOMX CBOMX IIPENIENIOB PACXOJUTCH,

—
1 B TaKOM carydae Ji. ypasHeHue y” = @'(x) y umeer kosebaiomeecs pemeHue.0)
‘W3 sroro cormacHo mpegniIyLieil TeopeMe 3, ciemyer yTBepIK/eHIe.

12. Tnddepennuaibaoe ypaBHeHNe MEHTPAIBHBIX JHCIePCHii.

Bee 1. guemepcun 1. popa — 5TO pellleHNA HEKOTOPOro M. YPaBHEHUS 3. [0-
pAnka. B Tom ciryuae, xorma QyHKIUA @ umeer BCIOAY LIPOMBBOAHYIO 2. mo-
PAAKA, MMeeT MeCTO TOT i€ CAMHIl Pe3yJbTaT M 0 HeHTPANLHEIX JUCHEPCHUAX
OCTANBHBIX DPANOB. OTU [. YpaBHEHHA 3. IOPAAKA IOJYYAIOTCA JBOWHEIM
nmupdepennuponanmem GopMy.r 8 (2) 1 HCKIIIOYeHNEM MHTEIPasIa % M ero IepBoit
U BTOPOM IPOU3BOJHOIH.

O6parum ocofoe BHMMaHMe HA J[. ypaBHEHUe 3. NOPAAKA, KOTOPOMY
YZIOBIIETBOPAIOT Bece I. pucnepeun 1. poga. B aGsame 17,5 muI mokaskeM, 9To
BTO J[. YpaBHEHMe CJIeRyIoIee:

_ {1\
waﬁﬂ—+WQWF=MM- (b)

H. ypassenue (b) — 5T0 MCTOYHUK MHOTMX CBeJAEHHIl I IpoGsieM, KOTOpHE
fyneMm paccMaTpuBaTth ¢ GoJjlee IMMpOKOIl TOYKM BPeHUsT B CJEAYIOMNX IIaBaX.
3/iech MBI OIPAHUMYNMCA CJIEAYIOU[IM 3aMedaHuneM:

Ecou paccrosmme MessIy BCAKUME ABYMS COCEJHIMH KODHAMH BCEX MH-
TErpajoB JI. YpaBHeHNA (a) MOCTOAHHOE M I BCEX HMHTEIPAJIOB OJNHAKOBOE
(=d), 1. e. eca KOPHH UHTerpaJioB J[. YpaBHEHUs (a) paBHOOTCTOSIINE, TO
OCHOBHAS II. AucHepcus @(x) ompepesena Gopmyioit

p(z) =2+d,
n ME nmeeM Beiony ¢'(x) = 1. Us p. ypaBuenuss (b) coegyer, 4o BO BCAKOM
YuCJe & MMeeT MeCTO
Qz +d) = Q) ,
TaK, 4yro QYHKIUA () IepHoAuIecKas ¢ nepuogoM d.

Mur BupnMm, 9ro . ypasHenue (a) uMeem UHME2PAAbL C PACHOOMCMOSULUMUE
KODHAMU, Pacnoaoycentvimi, Opye om 0pyea Ha pacmosnuu d moavko moezda,
ecau gynryus Q nepuoduueckas ¢ nepuodom d.

Econ ¢ymrmma @ mMeer IOCTOAHHOE 3HadeHMe — 72/d?, KOPHU UHTEIPATIOB
A. ypaBHeHHs (a) OTCTOAT APYT OT APYId HA OJHOM M TOM K€ PACCTOSMHMA
d (> 0). Ha Bompoc o cymecrBoBauun Apyrux GyHrmuii ¢ 9TuM CBOHCTBOM
MOKHO jAarh yrBepauresbHHi orser. I'. mp. L. Frank mocrpomsr B 9TOM Ha-
nipaBireHun pAf npumepos. Hamp. 1. ypaBrenue

"10) 4. Wintner: A criterion of oscillatory stability (Quarterly of Applied Mathematics,
Vol. VII (1949)).
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—_94in?
y"=5 9§1nxy (1)
1+ sin?2x
XapaKTePHO TeM, YTO KODHU ero MHTerpajioB PAcIOJI0KEeHbl HA PaBHOM paccTro-
AHNUN 7r; 00T HeoIpeae e HHEI HHTErpaJ 9TOr0 J. YPABHEHUA ecTh QyHKUUA

y(x) = (sinz + sin3z) . [Cl + C, (7 2 arctggﬁg—x — 4 cotg x —
2 /2
cotg x
g x)] : | 2)

ITII. fucmepcuu mepBOTro poja.

13. IIpoekTHBHOE COOTBETCTBHE B CHCTeMe WHTETPaloB /. YPaBHeHHS (a).

CoriacHo KJiraccHuecKoii Teopeme, BCAKAsg Ilapa JMHeHO He3aBICHMBIX
unrerpasioB U, V n§. ypaBHenumsa (a) ompepesseT cucreMy BCeX HHTeIpajoB
B TOM-CMEICJI€, YTO BCAKMI MHTErpal ¥ ecrh JnHeliHa g KoOMOMHAINA HHTEIPaJIOB
U, V ¢ nocrosaubniMu koeduimenramu 4, u,

Y = AU ¥,

u Hao0OpOT, BeAKAs TaKasd JuHeliHas KoMOMHAINA IpeficTaBiger coOoil wH-
TerpaJ Ji. ypaBHeHU (a).

IIyers U, V; u,v — ynopsiodeHHble apsl JHHEHHO HE3aBUCHMEIX WHTErpa-
JI0B JI. vpaBHenus (a), a W, w — ux onpepesuresn Bponckoro, Tak ato W # 0+
+ w.

VYeranoBuM HeKOTOpHIT mopsmok oboux map, mamp. U, V; u, v. Torma
HAMHI OTHOBHAYHO YCTAHOBJIEHO HEKOTOPOe NPOeKmusHoe omobpascenue, WUiIn
npoexmuseHoe coomeemcemeiie P, CHCTEMBI BceX MHTerpajoB Ji. YpaBHeHHs (a) Ha
cebs; 9T0 oTOOpaskeHNe OIpeJieJIeH0 TAK, 4T0 00pasoM BCAKOTO HHTErpala

Y=2U+puV
€CTh HHTerpadl

y=Au-+puv.

B mpoexTuBHOM coorBercTBUE P oOpasom wumrerpaia U (V) caysmnr mH-
rerpai % (v). Yoopsagosenuse napst U, V u u, v Ha3sBAIOTCA nepeas u 6mopas
6a3a IPOEKTHBHOIO COOTBETCTBUA P; MBI FOBOPHM, 4TO IIPOEKTHBHOE COOTBET-
crue P ompeneseno 6asamu U,V u u, v (B KaHHOM IOpAAKE) M IIHIEM p =
= [U— u, V- v]. O6pas y unrerpaga Y B IPOEKTUBHOM COOTBETCTBUU P MEI
obosnauaem Taksxe pY . Yucio

(z=)W:w

MBI Ha3bIBaeM xapakrmepucmunoﬁ RPOEKMUBHO20 COOMBEMCIMBUS P.
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To e caMoe TPOEKTHBHOE COOTBETCTBIE P BajjaHo 00O IepBoit Gasoi
P, @ u Bropoit 6asoit pP, p@, Tak, uro ME umeem: p = [P — pP, Q - pQ).
Onpepeanrenu Bpouckoro 6as P, @, u p.P, pQ oruimuatores or ancesx W, w tem
3Ke IIOCTOSIHHBIM MHORUTEJIEM; TaK, YTO ZAPAKMEPUCMUKA NPOEKMUBH020 CO-
omeemcmeus p re 3agucum om éubopa 6a3 NPOEKMUBHO20 COOMBEMCTNBUS.

B mpoeKTHBHOM COOTBETCTBHH P 06pasbl BCAKHMX ABYX JMHEHHO HEe3aBICH-
MEIX MHTEIPAJIOB JIMHEHHO HEe3aBHCHMEL, B TO BpeMs KaK 00pashl BCAKIX J{BYX
JINHEHO 8aBHCHMBIX MHTEIPAJIOB JIMHEHHO B3aBUCUMEL M OTJIHYAIOTCS TEM IKe
CAMBIM IIOCTOAHHEIM MHOKITEJIEM, KaK X IPOOGpPasHL.

O ABYX IPOEKTHBHBIX COOTBETCTBHAX MBI I'OBOPMM, 4TO OHU UMEIOT PasHbili
WIN HepasHbili rapakmep B COOTBETCTBHU C TeM, €CIM MX XapaKTepUuCTUKH
HMeIOT OJJMHAKOBbIE IJIH HeOJITHAKOBBIE BHAKU.

ycrs ¢ + 0 — mo6Goe uncao. IIpoexTHBHOE COOTBeTCTBUE, ONMpeEEIEHHOE
Gasamu U, V u cu, cv o6osnaqaercs cp, Tax uro: ¢p = [U — cu, V = cv]. B npo-
eKTHBHOM COOTBETCTBUM ¢p 00pasoM BCAKOro uHTerpajga Y ecrs HMHTErpadt
c.pY, suauur, uHTerpas JAMHEHHO 3aBHCUMBIA OT MHTerpaga pY; o mpoexTus-
HOM COOTBETCTBHI ¢p MBI TOBOPHUM, UTO OHO AUHELHO 3A6UCUMO, KOPOUe: 3ACUCUMO
OT IIPOEKTHBHOIO COOTBETCTBHA . XapaKTePUCTUKA IIPOEKTUBHOI'O COOTBET-
ctBus c¢p ecrb (1 :¢%) . (W :w), u Torga IpoeKTUBHEIE COOTBETCTBUA P, CP
uMeloT paBHBIE xapakrep. KopHu 00pasoB BCAKOro MHTErpajia B IPOEKTUBHBIX
COOTBETCTBUAX P U CP OJJHU U Te e.

Mesxy BceMH IPOEKTHBHBIMH COOTBETCTBUAMM, 3aBUCHMBIMU OT P, CyIie-
CTBYIOT JBa M TOJIBKO J[BA, XApaKTepPHCTUKN KOTOPHIX paBHEl —-1 mmm —I1
B 3aBHCIMOCTH OT TOTO, €CJH XapaKTePUCTHKA IIPOEKTUBHOIO COOTBETCTBUA P
TOJIORUTEIbHA WM OTPULATETbHA. ITO IIPOEKTHBHBIE COOTBETCTBHUA

Y ulp w —V[Wewlp.

OGpassl BCAKOIXO MHTErpasa B 9TUX IPOEKTUBHEIX COOTBETCTBUAX OTJIMYAIOTCH
TOJIBKO 3HAKOM; 113 9TOI'0 MBI BUIUM, UTO OJ{HA I TOJIBKO OJ[HA M3 HUX XapaKTepHa
TeM, 4TO 00pas 3aJaHHOrO MHTErpaja MMeeT B 3aJaHHOM dYNCJe, KOTOpoe He
AIBJSIETCA ero KOpHeM, 3aaHHEI BHAK.

ITpoexTuBHOE COOTBETCTBUE, OIpEJeJICHHOE DPABHBIMHI (as3aMH, €CTb TOM-
7leCTBEHHOE IIPOEKTMBHOE COOTBETCTBUE €, XapaKTepUCTHKA KOTOporo T = l.

ITpoexTUBHOE COOTBETCTBNE, IIOJYYEHHOE M3 IIPOEKTUBHOTO COOTBETCTBUA
p = [U— u, V- v], c xapakrepucruxoit 7, 3aMenoit 6as, ecrb o6paTHoe 1mpo-
eKTUBHOE COOTBETCTBHE p-1, TaK, uro p~! = [u— U, v— V]; ero xapaxrepuc-
THKA paBHa 1/7.

IIpoexTBUOE COOTBETCTBHE P, IMOJYYEHHOE M3 IIPOEKTUBHLIX COOTBETCTBMI
P, = [U— u,, V— v,] ¢ xapakrepucruroit 7, u P, = [u, — u, v, — v], ¢ xa-
PAKTePUCTUKON T,, 1m0 Gopmyiae p = [U - u, V — v], ecTp ciomuoe mpo-
eKTHUBHOE COOTBETCTEUE P,p;, TaK, uro P = P,P;; €ro XapaKTepUCTUKA
PaBHA T,T;.
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14. Peryusipapie IPOEKTHBHEI® COOTBETCTBHS IIEPBOr0 POja.

IIyers o, p — ymopsmoverHasa napa JIIO0HX umces i p — a1060e IPOEKTHB-
HOE COOTBETCTBIIE B CHCTEMe MHTErpajioB JI. YPaBHEHHA (a).

IIpoexTuBHOE COOTBETCTBNE P HABHBaeTCA peeyaapuuim 1. poda ommocu-
menbHo uuces &, f (B JAHHOM IOPAMKE), €CJIU BCAKMII WHTErpaJs, KOTOPHI uMeeT
KOpeHb «, 0ToOpaskaeTcs B HEM HA MHTerpal pY, nmeomuit KopeHs f; ApyruMu
cJloBaMM, ecqu U3 paBeHcTBa Y («) = 0 ciaepyer pY () = 0.

Ecan mpoekTuBHOE cOOTBETCTBHME P peryiaApHce 1. poma OTHOCUTEIBHO
quces «, f§, TO TO e caMoe MMeeT MeCTO ¥ JIIA BCAKOI0 IPOEKTHBHOIO COOTBET-
CTBUS, KOTOpPOE 3aBUCUMO OT P.

Ipumeuanue: B aGzame 26 mu Gynmem rosopuTh 0 JaTbHeHIINX pofax
IPOEKTUBHBIX COOTEETCTBUIl, KOTOPHE AHAJIOTWYHBL PEryJAPHEIM IPOEKTUB-
HEIM COOTBETCTBUAM 1. POjja 1 KOTOpHIe MBI HA3EIBAEM peey.uspHbie IPOEKTUBHEIE
coorsercrBus 2., 3., 4. poda. B »sroil craree [OCTATOYHO PACCMOTPETH pe-
ryJsipHble IIPOEKTHBHBIE COOTBETCTBUA 1. pona ¥, MMes B BHJIY 3TO OIpaHU-
4YeHNe, Mbl B JAJIBHENIINX PACCYHACHUAX HA3bIBAEM PeeYAipHbIE NPOEKMUBHIE
coomeemcmeusn 1. poda npocmo peeyaspHyimu, BEIIYCKas olpesiesenue: 1. poxa.

TeopeMbL 0 pe2YaspHuX NPOEKMUBHBIX COOMEEMCMEUIX.

1. Ecau npoekmusroe coomseemcmeue P peeyaspro omMHOCUMEAbHO HUCER &, B,
mozda écakasn e2o nepsas uemopas 6asa U,V u u,v ydosaemsopsem ypasHenuo

U(x) . o(f) — V(x).u(p) = 0. )

Haobopom, ecau nekomopas nepsas u emopas 6asa UV u w,v npoexmusnozo
coomeemcmeus p ydosaemeopaem ypasreruio (1), mo npoexkmugroe coomsemcmeue
P peeysapHo OMHOCUMEAbHO &, f3.

HoxasareascrBo. Ilpemmosoxkum, 4To IpPOEKTUBHOE COOTBETCTBHUE P pe-
IyJApDHO OTHOCUTETbHO umcen «, B. Ilyers Y — mioGoit mHTerpasd, ygosie-
TBOpsilonuit ypaBrennio Y(x) = 0. Torma umeror mecro ¢opmyas: Y(x) =
= 0 = pY(p). s uux caenyer A BesKoli mepBoit u Bropoit 6asst U,V u u, v
IIPOEKTHBHOIO COOTEETCTBHUA P YDPaBHEHUSA:

AU(x) 4 uV(x) = 0,
Ju(B) + () =0,

opu 9ToM A, 4 — IOAXOAsMIMe duciaa, A2 - u2 # 0. s stux gopmya caenye
ypasuenue (1). ‘

[penmososxum HaoGopor, YTO Hekoropas mepsas u Bropas Gasa U, V u'u, v
IPOEKTUBHOTO COOTBeTCTBUA P YRoBierBopser-(1). Iloromy uro nnrerpans U, V
HesaBuCHMEL, Mbl umeem: UX(x) +-V%(x) + 0. Ilyers ¥ = AU - uV — moGoit
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HHTETrpajl, KOTOPHII MMeeT KOpeHb «, Tak 4ro Y(«) = 0. Torga mmeer Mecro
ypaBHEHHe:
AU(x) + uV(x) = 0.

Uz sroro w pgamsme u3 ypasHenua (1) m HepaBencrBa U2(x) - V*«x) # 0
CIIenyeT:

Mu(f) () =0,

Tak, yro pY(f) = 0. Taxum oGpasom yCTaHOBIIEHO, YTO MPOEKTUBHOE COOTBET-
CTBUE P pPeryisspHO OTHOCHTEIBHO UHcel «, f.

2. Toxcdecmeenroe npPoEEMUBHOE COOMBEMCINGUE PEYAAPHO OMHOCUMELLHO
yuces o, f moeda u moavko moeda, &, f — conpancennvie wucaa 1. poda.
HeiicTBuTeNbHO, cOrIacHO TeopeMe 1., TOMK[ECTBEHHOE IIPOEKTIBHOE COOT-

BEeTCTBUE PeryasipHO OTHOCHUTEJIBHO YHCeXI X, ﬁ TOI'Ja U TOJBKO TOr[a, eCiu IJA
BCAKHIX JBYX HE3aBUCHMBIX UHTEI'PAJIOB U, V umeer mecto ypasuenme

Ulx) . V(B) —V(x). Ulf) =0,
T. . €CJIN YHCJIA &, f — compsskeHHHle ynciaa 1. poga (3,1).

3. Ilycmv npoekmusHoe coomeemcmeue P peYaipHO OMHOCUMEALHO HUCE
«, B. Toeda u obpamHoe npoeEmusgHoe coomsemcmeue Pp-1 peeysapHo omHocu-
meavho yuces f3,x.

Hoxasareascrso. Ilyerse U,V u wu,v miobasg mepBaa u Bropas 6Gasa
poeKTUBHOTO cooTBercTBUs P. Torma w,v m U,V — mepBas u Bropas Gasa
IIPOEKTUBHOr0 COOTBETCTBUA P~1.

CoracHo TeopeMe 1, cIpaBeIUBOCTh ypaBHEHUS

U(x) . v(f) —V(x) . u(f) =0
eCTh HEe0GXOJMMOe YCJIOBUE JUIA PEryJIAPHOCTH IIPOEKTHBHOTO COOTBETCTBILA
P OTHOCHUTENBHO YMCesd x, $ U OJHOBPEMEHHO JOCTATOYHOE JJIA PeryJApHOCTH
IIPOEKTUBHOTO COOTBETCTBUS P~! OTHOCHTENBHO duces f, «.

4. ITycmv npoexmusghoe coomeemcmeue Py (P;) PELYALPHO OMHOCUMEALHO
wucea xq,f, (B1,%,). To2da u caoocroe nPOEEMUBHOE COOMEEMCMEUE P = Pyp,
DECYAAPHO OTHOCUTNENBHO HUUCES Ky, K.

HOorasareascrBo: Ilyers U,, V, u u,, v; — diobas TepBas W BTOPas
6asa IIPOEKTUBHOT0 COOTBETCTBUSA P, ¥ AAIbIIe Uy, v; 1 Uy, V, — mepsas u Bro-
pas Gasa mpoexTuBHOTO coorBercTBus P,. lora Up,V, m U, V, — mepsas
U Bropag 0asa CJOMRHOTO IIPOEKTUBHOIO COOTBETCTBH p = Pyp;. CoraacHo
Teopeme l., U3 IpPeJIIOJIO/MEHNA BHITEKAIOT CJIELYIONIMe yPaBHEHU:

Ui(xy) . (1) — Vilay) - w(f) =0,
Uy(ay) . 0y(By) — Valxs) - uy(B) = 0.
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2
Iloromy ur0 WHTeIPAJHL #,;, ¥; HE3ABUCUMEI, IMeeT MecTO ul(By) +v5(B1) + o,
¥ M3 IpefsIyINX ypaBHeHNit cienyer:

Uy(y) - Valorg) — V(o) . Uy(oxy) = 0 .
Orciona 1 13 TeopeMHL 1. ciexyer yrBepsijjeHNe.

Hasnpie MBI JIerKO yOeguMcsi B TOM, 4TO MMeeT MecTo cjefyAiolee yTBep-
J[eHe:

Ecau npoexmusnoe coomsemcmeue P peeysapro OMHOCUMENbHO Yuces &, B,
mo ecarull unmezpas Y, Komopuiii He umeem KOperb &, 0moOpaANCaAemes Ha ui-
meapan pY , neumeowuii Kopens f; Opyeumu caosanu, ua Hepasercmsa Y (x) % 0
caedyem pY (B) + 0.

HeitcrBurenpHo, coriacHo Teopeme 3., m3 ypasHenus pY(f) = 0 cuaemyer
coorHomenue: p-1pY(x) = 0, 1. e. Y(x) = 0.

Ecau npoexmusnoe coomsemcmeue P peeyispro 0MHOCUMENbHO wuced ., f3,
mozda cyuecmeyem 00HO U MOALEO 00HO OM HE20 3ABUCUMOE NPOEKMUBHOE
coomgemcmeue p* = [U* — u* V* - v*] komopoe peeyaspro ommocumenwro
wucea «, p uméem xapaxmepucmury -1 uwaw —1, u eeo 6asw ydosaemeopsiom
gopmyaan: U*(x) > 0, V¥(x) = 0; u*(f) > 0, v*(f) = 0; npoexrusHoe co-
OTBETCTBUE P MBI HABLIBAEM HOPMUPOSAHHbIM NPOCKMUCHBLM COOMBEMCMBUEM P.

15. {ucnmepenn mepBoro pora.

1. Ocnosnvie wucaa u umnmepsasss. Ilyers o — aioGoe umeio. Ilyers «,
»-TO€ C YMCJIOM o COIPSREHHOe YHCJI0 1. pojia, Tak 4To &, = @,(x); » = 0, £1,
42, .... Unena «, — 910 KOpHY BCAKOr0 uuTepBasa V 1. ypaBHeHus (&), OAHIM

u3 KOpHeil KOTOPOro ecTh «; «, Mpu ¥ = 0 ecTh YMCIO0 &, Ipu » > 0 — v-ThHIA
8a YMCJIOM & CJEJYIOIMIi, d npu v << 0 — p-THII YUCIY & npenmeCTBymmmﬁ
Kopens umTerpasa V. S

Jucao x, Mbl HA3BBAEM V-TOt OCHOGHOE WUCAO OMHOCUMEAbHO YUCAL X, KO-
poue, v-moe 0CHOBHOE YUCAO. '

Humepsan [x,, &,,;) Mol 1a3v16a€M P-MbLE NPAGHIE U AHAL02UMHO (X, 4, &,]
v-muiil Ae6blil OCHOBHBIE UHMEPEAL OMHOCUMEAbHO YUCAE &, KOPOUe —— Y-Mblil
npaeviii ual A€GuLIL 0CHOGHOU WHMEPEAL.

P-THI TIPABBIA 1 JIEBBIl OCHOBHEIE MHTEIPBAJILL MMEIOT OJ{HO M TOJIBKO OJfHO
ofbmee 90 «,; BHYTpEHHHE TOYKU »-TOT0 IIPABOI0O OCHOBHOTO MHTEepBaJa
COBIAJIAIOT ¢ BHYTPEHHUMH TOYKaMu (v 4 1)-TOTo JIeBOI0 0CHOBHOILO MHTepBaJa.
Besikoe unesno x e (— 00, - 00) JeKHUT B HEKOTOPOM »-TOM IIPABOM U f4-TOM
JIeBOM OCHOBHOM HHTEepBaJe, €CJIU & = &,, TO 4 = ¥, U €CIU-T F &,, TO U =
=y} 1 >

Besiknit kopens mio60ro naTerpasa Y A. ypaBHeHUs (a), JIESKHUT B OJTHOM M TOJIb-
KO OJIHOM IIPaBOM I JIEBOM OCHOBHOM MHTEPBAaJIe; COINIACHO TeopeMe 00 IIoJoske-
HUH KOPHeIl IBYX IHTETpajoB, Mbl BUJIUM, YTO I, HA000pOT, BCAKMII IpaBEIil 1
JIeBBHIf OCHOBHOI MHTEPBAJI COIEPKUT OFMH M TOJIHKO OXUH KOPeHb MHTerpaa Y.
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Jlerxo BUJETH, UTO BEPHHI CJEYIONIHE TEOPEMEL:

Ecau umeno x messur B »-TOM ImpaBoM (JeBOM) OCHOBHOM HHTEpBajse, TO
@n(2) mesur B (v - m)-TOM mpaBoM (JI€BOM) OCHOBHOM WHTepBaie; v, n = 0,
+1, 42, ...

Eciu umena «, y comps:xeHHBle 1. pofia M eciM YHCJO X JIEMKAT B ¥-TOM
ImpaBoM (JIeBOM) OCHOBHOM WHTEpBajie OTHOCHTEIBHO «, M OJHOBPEMEHHO Y
B ¥ TOM IIPaBOM (JIeBOM) OCHOBHOM HHTEPBAJieé OTHOCHUTENBHO (P(x), TO €cThb
Yy = (pn(x) ;v n=0,+£1, 42, ...

2. Onpedeaenue ducnepcuii 1. poda. Oupenenum B unTepsage (— o0, - o)
nBe BemecrBennsie Gynrmun @, P, KOTOPBIe HMEIOT B JaJbHeMIINX MCCieno-
BaHUAX OCHOBHOE BHAYEHIE.

[ycrs «, B — n106He umcaa U &,, f,, ¥-Thle OCHOBHEIE UICJA OTHOCUTEIHHO
«,f;v=20,41, +2,... [lamee, mycTh p — JN060€ IPOEKTHBHOE COOTBETCTBUE
B cHCTeMe HMHTerpajoB Ji. YpaBHEHHA (a), KOTOpOe peryJsApHO OTHOCHUTEJHHO
«, B. _

Ilycts € (— 00,4 00) — umwo6oe . yueso, u Y — J06oif mHTErpam A.
ypaBHEHUSA (2) ¢ KOPHEM Z; YHCJIO X JIeHUT B HEKOTOPOM »-TOM IIPABOM U U-TOM
JIEBOM OCHOBHOM WHTEpPBaJie OTHOCHTEJBHO «.

3navenue Pynryuu D 6 uucae x ecmwv kKopenv uwmezpasa PpY, aencawuii
6 V-MOM NPABOM UMW 6 U-MOM Le60M OCHOGHOM WUHMepeade OMHOCUMENbHO f3.

3Hauenue Gyrryuu @ ¢ wucae x ecmn Kopens unmeepaiq pY, aercawyuii
8 -V-TOM AEE0M UAU 6 -[-TNOM NPABOM OCHOBHOM UHMEPEAAE OTRHOCUMENLHO 3.

Dynryuro D (5) ML Haswieaem npamol (menpamoii) ducnepcueii 1. poda
omuocumensHo wuces x, fi, OnPedeACHHOT NPOCKMUGHbLM COOMEEMCMEUEH P, WAL
makxuce: npamoil (nenpamoi) ducnepceii 1. poda onpedesennoii wucaam. «, f8
u npoekmusrbim coomeemcmeuem p. Il poexmusroe coomsememeue p nasvigaemes
Hocumeas, a wucaa «, (B,) — nepsvie (6moprie) ocrosmbie wucaa ducnepcuii D, ?.

OrHoCUTENIbHO STUX OIpefesieHNMil 3aMeTHUM, YTO HOCUTEJb TeX 7Ke CaMLIX
mucnepeuit @, @ ecTb TaKie BCAKOE OT IPOEKTUBHOTO COOTBETCTBUA P BaBHCH-
MOe IIPOEKTHBHOE COOTBETCTBUE CP, IIOTOMY UTO IIPOEKTMBHOE COOTBETCTBHE CP
OIATH PEryJIAPHO OTHOCUTEJBHO YHCeN &, f M KOPHU 06pa30B BCAKOIO MHTErpaIa
B IIPOEKTHBHOM COOTBETCTBMHU P U Cp Te e caMule. B kadecTBe HOCHTENA AMC-
Imepcuyl MB MOKeM, TaKuUM 00pasoM, B3ATh HOPMMPOB2HHOE IIPOEKTHBHOE CO-
OTBETCTBUE P.

O6parum Toe BHUMaHUE HA TO, 9YTO MMeIT MecTo GOpMyasl:

¢(°‘v) =B, 6("“) =B_,,

| 9TO AJIA % € (X, &yy1) UMEET MECTO

D) € (B, Brrr) » D) € (B-yors B));
y=0,+1, +2,....
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Opumeuanue. B a63. 26 mer 6ymeM roBopuTh 0 APYIUX PYHKIMAX, KOTO-
phle aHAJOTUYHEL AMCIePCUsaM 1. pofia M KOTOpEIe MBI HaskBaeM ducnepucun 2.,
3., u 4. poda. B oroif craThe MBl OTPAHNYMMCS M3Y4eHUEM AucIepcuii 1. popa.
Nwmest B Buny aT0 orpanmdenue, mbl 6ydem Hasvieams 6 OaibHeiuur uccaedosa-
nusx ducnepcuu 1. poda kpamrko Oucnepcusmu.

16. OcHoBHEIe cBoiicTBa UcHepenii.

ITyers o, f — mi00sie umcsa u p — J1060€ IPOEKTHBHOE COOTBETCTBHE,
KOTOPOE OTHOCHUTeJIBHO BTUX YNCeJ pPeryiadApHo; IycTh { — npamasa (D) uan

HempsaMas (D) mucrmepcus ompeeleHHAA YNCIAMA «, f U IPCEKTUBHEIM COOT-
BETCTBUEM p.

1. Bnavenus gynkyuu ¢ 3anoansiom unmepeas (— o, - o).

JleiicTBUTENBHO, BCAKOE YHCIO0 & € (— 00, | 00) sABJIAETCH KOPHEM IOJ-
XOAIIEr0 VHTErpaja Y M JIeHKUT B HEKOTOPOM »-TOM IIPABOM W [-TOM JIEBOM
OCHOBHOM NHTepBaJie OTHOCUTEIBHO f. ¥ ecThb. 3HaYeHHe QyHKIUN [ B KOpHe
WHTerpamna p-ly, jJeraieM B »-TOM WJIH B -u-TCM IIPaBOM OCHOBHOM MHTepBaJe
OTHOCUTEJBHO ¢, B CCOTBETCTBMU C TEeM, eCJ JucIepcus { IpAMad WK HelpA-
Mas.

2. [aa 6caK020 x RPOEKMUBHOE COOMBEMCMBUE P PEYAAPHO OIMHOCUMENLHO
qucen x, {(x), mak wmo 045 écsakoii e2o nepeoti u emopoti 6astt U, V u u, v umeem
MECMO YDpasHEHUe:

U(z) v[¢(x)] — V() u[l(z)] = 0. (1)

Heiicreurensno, mycts z € (— 00, -} 00) — uodoe umeso, u ¥ — moboi
uHTerpay ¢ kopHeM x. CorsacHo ompefereHnnio yHKIUN [, ¥IMeeT MeCTO ypaB-
nenne Y(x) = 0 = pY[{(x)]; wrak, ACHO, 4YTO IPOEKTHUBHOE COOTBETCTBHE, P
PEryJISpHO OTHOCHTENBHO 4duced , {(z).

3. IIyemv @, — awbas n-mas yewmpasvhas Oucnepcus 1. poda. [Jas eca-
K020 uucaa x € (— 00, - 00) umerom mecmo gopmyavi:
Bg,(2)] = pa[P@)] s Plpa(®)] = ¢ ,[O()] - (2)

HOorasareancrso: Ilyers @ e (— o, 4 c0) — m060e uyuciao, u ¥ — io-
60if MHTErpaJ ¢ KOpHEM &. & JIEHMUT B HEKOTOPOM ¥-TOM IIPABOM OCHOBHOM
MHTEpBaje OTHOCUTEJBHO . Uncso ¢,() ecrs Take KOpeHb unTerpasa ¥ u je-
AUT B (¥ - n)-TOM IIpaBOM OCHOBHOM MHTepBaje OTHocuTeabHO &. OGparns
BHUMAHIe Ha oIpee/ienue- Gynrimu O (@), Mu1 BugmM, uro wucio D) (P(x)) —
KopeHb MHTerpaia pY, jemamuii B »-ToM IpaBOM (— »-TOM JIEBOM) OCHOBHOM
WHTepBaJie OTHOCUTENBHO [, U CJefloBaTesbHO, WCI0 @ [P(2)] (¢ .[P(2)]) ecTn
Kopenb uHTerpana pY, memaumii B (v - n)-rom npasoM ((— v — n)-TOM JeBoM)
0CHOBHOM MHTepBaje orHocuTenbno f. Onnospemento P(@.(2)] (Plea(x)]) ects
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Kopenb uHTerpasia pY, memamuii B TOM ke camoM (v - n)-ToM IIpaBoM
{(— v — m)-TOM JIeBOM) OCHOBHOM MHTepBaJe OTHOCUTEIBHO (. OTHM 3aBeplIaer-
s OKA3aTeIbCTBO.

B wacrHOCTH, MBI BHAUM, YTO 6CAKAS yeHmpasvHas Oucnepcus 1. poda
3amenuma 6caroll npamoti ducnepcueii.

4. Ecaun f = @,(x) u npoekmusnoe coomsemcmeue p — moacdecmeerHoe,
mo npamas Oucnepcus A6Asemces n-moi yenmpanvHoi Oucnepcueii 1. poda, m. e.
D = g,.

JeitcTBUTEIBHO, IIyCTH MMEIOT MeCTO IIPUBEJEHHEIE IPEJIOJIOKeHU .
IIyers @ € (— 00, - 00) — a06oe uncio, u ¥ — 060l NHTErpas ¢ KOpHeM &;
& JIeXUT B HEKOTOPOM »-TOM IIPABOM OCHOBHOM NHTEpBAJe OTHOCHTEJIHHO .
IToromy YTO IPOEKTUBHOE COOTBETCTBUE P TOIAECTBEHHO, IIMEET MECTO ypaBHe-
Hue pY = Y; U3 9TOr0 MEI HAXOAUM, COINIACHO ompefeieHnio gyuruuu @, 4To
gncaa x, P(x) compssrennsie 1. poma, m wucio P(x) JemUT B »-TOM IIPABOM
OCHOBHOM WHTEpBAaJe OTHOCHTEJNBHO @,(x). 12 sTOro MBI BHAHMM, 4ro crpa-
BeJIuBO ypaBHeHHe P(r) = @,().

17. JlaxpHeiinmme e¢BoiicTBa.

IIycrs omsars «, f — mwboe 4uena, ¥ «,, ff,, »-THle OCHOBHEIE dYHCJa OT-
HOCUTEJBHO «, ;v = 0, 41, 42, ... Ilycrs p — 13060€ IPOEKTUBHOE COOTBET-
CTBHE B CHCTEMe WHTEerpajsioB J[. YPaBHEHMA (a), KOTOPOe PeryJaAapHO OTHOCH-
TEJIBHO 4Mces o, f 1 T ero xapakrepucruka. Ilyers { — npamas () wim ne-
npsAMas (D) AUCIIEPCHs ONpe/ieJieHHAsl YUCIaMi «, f 1 IPOEKTHBHEIM COOTBET-
CTBUEM p.

1. Monomornocms. BepHEL CIeAyIOmMe TEOPEeMBI:

ITycmo ducnepcus ¢ npamas. Ecau v > 0, mo dynryus { eozpacmaem 6o
acem unmepeaae (— o0, -+ 0); ecau v < 0, mo Pynryus { yévisaem 6o 6CAKOM
unmepeaié (x,, o,.,) om B,., 0o B,, max wmo lim {(t) = B,.,, lim {(t) = B,;
y=0, +1, +2,.... Frt ey

ITycms Oucnepcus { mnenpamas. Ecau v < 0, mo gynryua { ybrisaem 6o
ecem unmepsane (— o, -} o0); ecau T > 0, mo Pynryus { eospacmaem 80
ecarom ummepsase (x,, x,,,) om f_,_; do B_,, makr wmo lim ((t) = B_,_y,

Lim &(t) = B_,;v = 0, 1, £2, ... tor,+

e

Ilorasareascrso: llyers nucnepeus ¢, assa nmpumepa, npsaMas.

Iyers U, V u u, v — mepBasg n Bropas (asza IPOEKTHBHOTO COOTBETCTBUA
$ XapaxTepHas TeM, 9T0 HHTerpas V (v) umeer kopenb «(f), Tak uro «, (f,) —
oTaelbHEIe KOpHU unTerpana V (v).

[Iyers x < y — mioGsie uncaa, u [o,, &, q), [%,, &,,;) — TpaBBIe OCHOBHEIE
MHTEPBAJIE OTHOCHTEIBHO &, COZ[EP/HAIINe YHCIA &, Y TAK, UTO &, &,.
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U5 onpepeneHys ¢ynrImn { CIENYIOT HEpaBeHCTBA:
Bu=C®) <Buirs B =C(y) <Pyir- (1)

B cayuae &, <o, umeer Mmecro f, <<, um m3 HepaseHcrB (1) caemyer
{a) < &y) - '
IIpu &, = &, MMeIOT MeCTO HepaBeHCTBA:

“v§x<y<‘xv+17 ﬂvgc{x)7 C(y) </3v+1‘ (2)

Ecim » = «,, MB nmeeM ((¢) = f,, n 13 Hepasencts (2) hirexaer: {(z) <
< {ly).
Ocraercs 0GAyMAaTh TOT Carydait, Korja:

Ky, <X <Y < Kytq ﬁv<C(T)7 C(y)<ﬂv+1'

Corstacro Teopeme 16,2, Bo BesakoM wmcie t e (x,, &,,;) CIpaBeIiBO ypas-
HeHue:
v _ wfew) 5
vy — w[E®] -

Oyurmusa U: V B unrepsare (x,, «,,;) yObBaer or -~ oo 50 — 00 miam
BOBPACTaeT OT — 00 JI0 -}~ CO B COOTBETCTBHM C TeM, €CJII OILpeIeNTelh
Bponckoro ynopsagouenHoii naps unrerpanos U, V orpunaresbusi min moso-
JKUTENbHBIN; aHAIOrMYHO QYHKIUA % :v B uarepsate (B,, f,,,) yOnBaer ot
—~+ o0 o — O mum Bospacraer 0T — 0O /[0 - 0O B COOTBETCTBHUI C TeM, CJIIL
ompepesTeab BpoHCKOro yrmopsjio4enHoii Mapsl MHTEIPAIoB %, ¥ OTPHUI[ATEIb-
HBL WK oJsTosKRITeabHbI. VI3 ypaBuenus (3) MBI BUUM, 9TO BO BCAKOM YHCJIE
telx,, &, 1), C(t) ecTs 3BHAYEHNE 00pATHONH PYHKITNN OTHOCUTENBHO % : ¥ B YHCJIE
U(t) : V(¢).

Ecim 7> 0, To ompepmesuresn Bponckoro ymopspouennsix map U, V
M %, v UIMeIOT TOT 7Ke BHAK, T. €. 00a MOJI0sRUTeTbHB (oTpuaTe busl). OyHruus
U :V B unrepsaie (&,, «,,,) yoObBaer or -4 co go — o0 (Bospacraer oT — 00
710 -} 00) Tak uro

Vie) = V(y) ’

V(@) ~ V()
Tono6usm sxe o6pasom, yHrna  : v B unrepsadie (B, B,,,) yOsBaer or 4 oo
7o — oo (Bospacraer or — 00 70 —|- 00), Tak 4To PYHKUUA K Heil obparHam
B uuTepsaie (— oo ,-- o) y6mBaer or f,,, Ko B, (Bospacraer ot B, 10 B,.1)-
113 sroro u w3 nepasencrs (4) caexyer: {(x) < {(y).

Ecmu © <0, 10 ompenemurequ Bponckoro ymopsamosenunix map U,V
U %, ¥ IMEIOT IPOTUBOIIOJIOAKHBIE 3HAKI, T. €. IepPBHI IOI0KUTeabHELT (oTpuLa-
TeJbHHIIT), & Bropslii orpuIareabuslii (mososxnrensusit). Oyuruus U : V B un-
TepBaie (&,, «,,,) yObIBaeT or - 00 70 — 00 (Bospacraer oT — o0 70 — 00),
TaK YTO BepHHl HepaseHcrsa (4); PyHKIMA w : v B unrepsaie (B,, B,,,) Bospac-

U) _ Uly) (lz@ U(w)_ )

225



Taer or — o0 70 -+ oo (y6uiBaer or -} 0O MO — 00), Tak 4T0 QYHKIMA K Heif
ofpatmas B uETEpBase (— 00, - c0) Bospacraer oT f, Ao f,.; (yOmiBaer or
By+1 10 B,). Us ororo m us mepasencrs (4) caepyer ((z)> {(y), u maubue:
lim {(¢) = B,.1, lim {(f) = By -
t—»a,+ t—»:xv+1—

B o6zope MBI BuUmuM, uTo ecau 7 > 0, To QyHKIUA { BO3pacTaer BO BCEM
uHTEepBaNe (— 00, 4 00); ecam v << 0, To OHA yOHBaeT BO BCAKOM WHTepBaJe
(a¢y, ¢y4q) OT B,.1 7O B, M ee Ipefespl CIIpaBa M CJ€BA B KOHIIOBHIX TOYKAX
BTOT0 MHTEpBAJA IPUHUMAIOT BHAYEHUA f,,,,f,; » =10, 1, £2,... .

2. Henpepuisnocma.

ITycmoy Oducnepcus { npamas. Ecau v > 0, mo dynryus & nenpepuisna 6o
ecem unmepsase (— oo, -+ o0); ecau v < 0, mo Pynryus { Henpepvisha 60
6CAKOM UHMEDPBAAE (OKyy Xy, 1), MEHCOY MEM EAK 60 6CIEOM UUCAE X, NPEMEPNesaem.
paspuis HenpepuieHOCMU U YD0AEMEOPAEM  YDACHEHUIM:

lim {(t) = B,_;, lim {(t) = B,.1; » = 0, 1, +2, ...
t—»u; ¢—>a,+

ITycmy ducnepcus { wenpamas. Ecau 7 << 0, mo fynkyus { nenpepwvisna 6o
scem unmepsase (— oo, +00); ecau T > 0, fynryus { HenpepviGHa 60 6CAKOM UH-
mepeéane (x,, &,,q), MeHCOY MmeMm KAK 60 6CAKOM HUCAE o, UMeen DA3Pbl8 Henpe-
pyleHocmu u Y0osiemeopsem YpasHeHUAM

lim () =p_,,1, m () =pH_,_;; »=0, +1, +2,....
t—-»av+

t—»av-—
HokasareascTBO ciaeayer us treopem 16,1 m 17,1,

3. Ilpoussodnas.

1. Qynryus { umeem 60 6cAkoM WUCAE X, 6 KOMOPOM OHG HENPEPHIEHA,
npouseodnyo {'(x), komopas onpedesena gopmyroii:
_U'(@) v[8(@)] — V(=) ul(x)]

U(z) v'[5(®)] — V(2) w'[¢(2)]”
20e U,V u wu,v osmauaem 06yl nepsyio u emopylo 6asy npoekmusHozo coom-
semcmeus p.

{'(x) = (5)

HoxasareascrBo: Ilyers U, V u u, v — miob6as nepBas m Bropas Gasa
IIPOEKTHBHOIO COOTBETCTBUA P, U IIYCTh & — JI060€ YNCII0, B KOTOPOM QYyHRI[IA
{ HempepsIBHA.

IIyers F sHaunt (YHKUMIO ABYX HE3aBUCHMBIX IIepeMEHHBIX &, 7 KOTOpas
oIpefiesieHa A BeexX wiced &, 7 GopMyIIoit:

F(& n) = U(&) v(n) — V(&) u(y) .

Coraacuo Teopeme 16,2 umcia z,((%) YNOBIETBODAIOT ypaBHEHHMIO:
F(z, {(z)) = 0.
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CorsacHo Teopeme 3,2,1, cymecTByeT ofHA M TOJBKO ofHa (ymrmusa 7(£),
KOTOpas IPUHUMAeT B uucje ¥ 3HadeHwe (%), HEIPepHIBHA B HEKOTOPOIH
OKPEeCTHOCTH 4YHCJIa 2 U B Heil ymoBnerBopser ypasuenuio: F(&, n(£)) = 0.

DOyuriusa ((£) npunamaer B uncie & suadeHue {(x) (04eBUAHO), HEIIpePHIBHA
B HEKOTOPO! OKPECTHOCTH YMCJIa & (COIIAcHO 2.) u B Hell yIoBjeTBOpAET ypas-
"ernuio: F(&, {(&)) = 0 (cormacuo 16,2).

U3 sroro Mel HaXomum, 4YTO B HEKOTOpOWl oOkKpecrHocTH dncaa z: 7(§) =
= ((£), Tar 4ro, COIVIACHO JaJbHelillleMy YTBepAJeHNMIO TempeMsl 3,2,1,
$yurmusa ¢ uMeer B umcse ¥ MpousBopHyo {'(%), KoTopas ompenereHa GopMy-
J10it (5).

2. Bo ecakom uucae x, 6 Komopom GYHEYUS  HenpepuisHa, modsce umeen
mecmo opmyaa

. w[{(z)]

T U2(x)

1 U%(z)
— i masa U(z) =0;
T u/g[:(x)] 11 ( ) I
20e U osnauaem 11060 urmezpan 0. ypasHenus (2), & w €20 00pasz ¢ nPoexmusHoM
coomeemcmeuu p.

ps Ur) =0,

() = (6)

HoraszareascerBo. Ilyers U — moboit unTterpas j. ypasuenus (a), u
ero ofpas B IIPOEKTHBHOM coorBeTcTsun p. Ilyers V' — mo6oit unoit unTerpas
I. ypaBHeHus (a), XapexTepusylomuiics Tem, uro unrerpasns U, V He3aBUCHMEL,
u v - ero o6pas B mpoexTuBHOM coorBercTBHHU p. Torna U, V u u, v — nepBasg
u Bropad 6asa IPOEKTNBHOIO COOTBETCTBUSA P.

IIyers * — moGoe umcesio. B KoTopoM ¢yuruus  menpepuBua. Torga nmeer
mecro dopmyra (5).

Yro6s! BEIBecTH opmyay (6), HOCTYHAOT ciaegyIomuM 06pasoMm:

Ilpu U(z) = 0 Tome u[l(z)] + 0. B Qopmyre (5) yMHOMUM HHCINTEIST

¥ 3HaMeHaTe A Ha yneso U(x) . u[{(x)] u nemonp3yeM B giicauTeIe I 3HAMEeHATe e
cootnomenne: U(x) v[{(z)] = V(x) . u[l(z)].

ITpu U(x) = 0 umeer mecro u[{(x)] = 0, rar uro U'(z) u'[{(z)] + 0. Dopmyiua
(5) umeer mpocTOit BUJ:

C(@) = U'(@) - o[ 8(2)] : V(@) - w'[E(=)] 5
YMHOKUM YICJIUTeNA U 3HAMeHaTe s Ha qucio U'(x) . w'[{(x)] u Bocmoabayemest

$opmyramu:
W=—V@ U, w=—v)]. w)].

3. ITycmw o u P osnauaiom nepevie amnaumydy YynopadoueHnol napsl unmea-
‘pasos w,v u U,V (2,1).



Ws gopmyinsr (6) serxo BEIBOJUM, YTO .60 6CAKOM UUCAE T, 8 KOMOPOM
Pyuryus { HenpeprisHa, maruce umeem mecmo @Gopmyaa

) = v . )

4. Qyuryus { umeem 60 6CAKOM UCAE X, 8 KOMOPOM OHG HENDEPLIGHA, HE-
npepusHy0 npoussodHy1o 3. nopadra.

HeiicrBurensro, mycts & — a06oe dmenao, B xoropoM ¢yHkImsa { Hempe-
peBHA. Ilyers U — m1060it uHTErpal i. ypaBHeHHs (), YAOBIETBOPAIONUIHIL He-
pasercrBy U(x) + 0, w w4 — ero o06pas B mpoexTuBHOM coorsercrBun p. Co-
[NIACHO IIpefbIayIeil TeopeMe 2, QyHRIUA { MMeeT BO BCAKOM dicie & HEKOTOPOii
OKPECTHOCTH 9YHCJIA & IIePBYI0 IPOMBBOJAHYIO, OIpeesIeHHYI0 (opMyroii:

'(&) = 7. w[L(8)] : U .
Mer BunM, 9ro QYHKIHA B IPABOiL JACTH IMeeT B YKCJIE & HEIPEPEIBHYIO IIPO-
U3BOJHYIO 2. HOPARKA. .
5. Jugdepenyuarvroe ypasHernue ducnepcuii.

Hucnepcus { ydosaemeopsem 60 6cakom uucie %, 8 KOMOPOM OHAG Henpe-
puisKa, 0. ypasHenuio 3. nopadka:

" .
Ve (ﬁ) Q) = Q@) - (b)
HoxasarexbcrBo. Ilyerb  — mioGoe umeno, B KoTopoM (yHKIma (
HelpepHBHA. B03MOKHBIM U3MeHeHNeM IepBOil Gashl IPOEKTUBHOIO COOTBET-
CTBUA P FocTuUrHeM Toro, yro U(x) =+ 0, Tak YTO B RasIbHEHIIEM cOOOparKeHUH
MBI IpefmoJiaraeM IpaBIJIBHOCTH BTOTO HEPABEHCTBA, CJIEJ0BATENBHO, Ipa-
BUJIBHOCTH cooTBeTcTBYIomIeil fopmyin (6). Pagu xparkoern o6osnadmnm

1
— =T,
iz ®)

Ilocie ®TOoro Mul mMeeM B d4ucie £ U B €ro OKPeCTHOCTH, COTVIACHO aTOI1

dopmryre,
T.ul)=06.U, (9)

mpudeM O = 4 1: V]T]_
Huddepenmupys aBasar ypaBHenue (6), HoIydum
T . w)+T . 4. 0'=06.U",
T . w(l) 2T .0 +T.0 . w@Q)+T .02 u()=6.U".
Us nepBor(; ypaBuenus u gopmyast (9) caemyer:
™

’ l___.__ '_1_ ’
W) U= b Ut b U, (10)
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u3 Bropoii 1 us gopmy (9) n (10) Mer uMmeem:

" Tr2 T/ ” , T/ CI/ ,
[1_2( )—¢-C—+CZ.Q(C)—Q].U+(2?+—5)'U =o0.

T T ¢
W3 gopmysst (8) MBI HAXO[UM, YTO B YUCJE ¥ MIMEET MECTO:
Tl CII
2 'T ? = 0 .

W3 sroro m m3 mpenwigyineir GopMyasl ciegyer, 4To B YMCJIe X UMeeT MecTo
ypaBHeHme:

TI/

e =09,

T. e. ypasuenue (b).

18. {menepcnn co0CTBeHHbIC M HecoOCTBEHHBIE.

OcraBuMm Ipe/osoMens 1 06o3HaYe s Ipeabyliero a6s. 17.

1. Onpedesenue u ocnosnwvie ceoticmea. Iucnepeua ( HasbiBaercs cobem-
6enHOl, ecanm oHA IpaAMag M T > 0, Mam ecau oHa HempsaMmas u T < 0.
B ocrampHBIX caydasx oHA HABBIBAETIISA HeCOOCIMEEHHO.

Ecan pucnmepens { coberBennas, To oHa HEIPEPHIBHA BO BCEM HMHTEpBAJIe
(— o0, -} o) u Bospacraer uan yOnIBaer, B COOTBETCTBUII ¢ T€M, eCJII OHA IpPS-
Mas WIN HelpsaMas.

Ecnn pnenmepenss { HecoGcTBeHHAss, TO OHA HepIephIBHA BO BCAKOM MWH-
repBase («x,, &,,;) U B HeM yOBIBaeT M BO3pAcTaer, B COOTBETCTBHU C TEM,
ecJau OHA IpAMAad I HeIpsAMas; BO BCAKOM 4YHCIEe «, OHA MMeeT pPaspHB
HempepeBHOCTH; ¥ = 0, 41, 427....

Besakas HecoOGcTBeHHAsi JMCIEPCHsA CJOMKeHA W3 dYacTeil coOCTBEHHBIX
pucnepenii. O6 BTOM TOBOPUT CJIEYIOIIAs TEOpeMa:

ITyemo { — necobecmeennas ducnepcus. Toz0a ee wacy 6 106om unmepsase
(y, &ypqp) ABASEMCA UACMBIO CcOOGCMBEHHOU Oucnepcul, komopas onpedeseHna
yucaamu x, {(T) u mem once camvli nPOCKMUBHBIM COOMIEMCINGUEM P; T 03HAUACM
atboe wucao amoeo unmepsara, v = 0, -1, 42, ...

HoxasareabcrBo. Ilyers Z — coGcrBeHHas JUCIEPCHsT OIpeJeJeHHAS
quesaMu &, {(%) 1 MpoeKTHBHEIM coorBercrBueM p. Oyurimu {, Z NpUHIMAIOT
B 4ncJie & To 3Ke 3Hadenue {(z), BO BCAKOM ducie £ € («,, «,, ;) HEIPEPHIBHEL U UX
suagenns (n =) {(&), Z(£) yaoBIeTBOPAIOT ypaBHEHUIO:

(F(&m) =) UE) vln) —V(E) uln) =0.

U3 sroro ciaexyer pasencrso (&) = Z(£), cormacuo Teopeme 3,2,2.
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19. CoGeTBeHHBIC qUCIEpCHH.

[Tpegmerom Hammx mccaefoBaHUf OYAYT TOJIBKO COOCTBEHHBIE JUICIIEPCHH.
Ilyers ¢ — coGcrBeHHasAs mucnepcus, OIpejesieHHAs JIOOMMH 4uciIaMu «, f
U JII0GEIM IIPOEKTUBHEM cooTBeTcTBHEM p. Ilyers v xapakrepueTnka mpoeKkTHB-
HOTO COOTBETCTBUA P; IPUIOMHUM, 4TO T > 0 mau T << 0 B COOTBETCTBUM C TeM,
ecan { mpAMas Uau HelpsAaMas.

1. Ocnognuvie ceoticmea. VI3 npegbifyIUX HMCCIeOBAHUII JIEIKO cJefyer,
HTO JICTepeIls é:

BO BceM HHTepBase (— 0O, - 00) HempephIBHA U BO3PACTAeT WM yOHIBaer
B COOTBETCTBUM C T€M, eCJIN OHa IpsAMad miau Henpsamada (18,1);

nMeeT BO BceM NHTepBaje (— 00, - 00) mpoussognyio (' (17,3) momomu-
TEJNBHYIO I OTPUI[ATEJBEYI0 B COOTBETCTBMH C TEM, €C/AM OHA IPAMAag WM
HeIIpAMasi, TaK YTO MMeeT MeCTO ypaBHeHHe: sgn (' = sgnt;

maske BO BceM HHTepBase (— 00, - 00) HMeeT HeIpepHBHYIO IPOU3BOJHYIO
3. mopsifKka U yaoBiIeTBOpseT B HeM ypaBHenmio (b) (17,4,5).

Jaubliie crnpaBeiiuBEL CJAeTYION[Ie Te0pPeMbL:

1. ITyemy Y — awboii umnmeepar 0. ypaswenus (a) u y = pY e20 obpas
6 npoekmusnom coomeemcmeuu p. Toeda 6o ecem uwmepsase (— o0, - 0)
UMEIOM MECO YPABHEHUS:

sgny(l) =sgnY uau sgny(l) = —sgnlt , (1)
a mo 6ce20a me xce, npu 6CAKOM guiOope unmezpara Y .

HoxasareasbcrBo. Ilyers 7, — mo6oit Kopeds unrerpana Y u z,, »-Toe
OCHOBHOE 4NCIO OTHOCUTEJIBHO 7)p, TaK 4To: Y(7,) = 0; paaslie myers (o =
= {(n) W {,, ¥-TOE OCHOBHOE UMCJIO OTHOCUTEJBHO (,, Tak uro: %({,) = 0. Torma
nmeer Mecro Popmyaa £, = {(n,) an ¢, = {(y_,), B COOTBETCTBHU C TeM, €CJIH
T>0 wm v <<0; »=0, 4L, 42 ... [lyerp 4(6) — suax unrerpana Y (¥)

B unTepBae (1o, ;) ((So, £1))-
Myers e (— o0, 00) — awboe umMCIO, TAK YTO IpU MOAXONAMEM ¥

€CTB € [7],, 7, 11)-
Ecin z = ,, To {(2) = {(n,) = {,, u umeem:
sgn y[l(2)] = sgny(l,,) = 0 =sgnY(n,) = sgn Y(x);
09eBHMHO, 4TO BepHO ypaBHeHUe sgn y[{(x)] = sgn Y(x) u, KoHedHo, TaKKe:
sgn y[Z()] = —sgn Y (2).

Ecan z e (77w 777+1)? T6 sgn Y(x) = (—- l), 4 mn AaJiblire: C(x) € (Cw CH—I) uan
f@) e(C {_,), B COOTBETCTBMU C TeM, eCJH Auciiepcus { IpsaMas il He-
npaMas. B mepBoM cayuae: sgny[l(2)] = (—1)d u sgny[l(x)] =4.4.
_sgnY(z), B0 BropoM: sgny[l(2)] = — (—1pdé u sgny[l(x)] = —6.4.
.sgn Y (x) .
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Ocraercsa I0Ka3aTh, 4ro HMeeT MeCTO IIepBoe WJIH BTOpPOe ypaBHeHHe He-
3aBICHMO OT Beibopa mHTerpana Y. Ilycrs mmeer Mecto, misi mpuMepa, ypaBHe-
nue: sgny({) =sgnY. Ilyers Z — mo6oit mHOil mHTErpas A. ypaBHeHUsA (a)
u z = pZ ero o06pa3 B IPOEKTUBHOM cooTBercTBum p. Torma nmeer Mecro
ypasuenune: Y . 2(0) = Z . y(l) u u3 mero ciaemyer: sgn 2({) = sgn Z. Teopema
JIOKa3aHa.

2. Ilycmv x € (— 00, 4 ) wwboe wucao. [Jucnepcus ¢ mooce onpederena
wucaamu x, {(x) u npoeKmugHbM coomeememeuesm Pp.

HokasareascTBo caeayer us Teopemsl 3,2,2.

2. Jaasnetiwue ceolicmsa. 3aMevareabHa CJIeLYIOMIAT TEIpeMa:

1. IIyemv y — woboii unmeepan 0. ypasnwenus (a) u Y = p~'y eeo npo-
obpaz ¢ npoexmusnon coomsememsuu p. Toeda Pynryus y(&) : 1/I|Cd’| ecmbv onsmb
urmeepan 0. ypasuenua (a) u 60 écem unmepsase (— oo, - o0) umeem mecmo

gopmyaa:

yo) _ 1y
Ve —

T
npumoM 3HAE 6 npasoli wacmu éce20a Mom Hce CAMblL U He 3a8UCum om 6uoopa
unmezpaia y.

Hoxasarenxnpcrso. OueBMAHO, 4To BO BeceM WHTepsage (— 00, - o0)
BEPHO ypaBHEHIE:

VE@l Vel
JelicTBLETeIBHO, €CJU YHCJIO & He SABJIAETCA KOpPHeM mHTerpama Y, To,
ccraacHo Gopmydae 17 (6), 5To ypaBHeHIe BEPHO; eCJIU & €CTh KOPEHb HHTerpasa
Y, o ero nmpaBuIBHOCTD CJeAyeT U3 onpejeienns gucnepcui. M3 aroro ypas-
HeHMsA W 13 TeopeMHl 1,1 caeayer ypaBHeHUe (2), IPUTOM 3HAK B IIPABOil 4acTH
He 3aBUCHUT OT BhIOOpA MHTerpasia ¥.

WE@I

Wnrerpan y(Q) : V |:’| Mbl HABBIBAEM 00pa3om unmespaia y 6 npeodpaszosa-
nuu .
2. Ilpu nodxodswem evibope npoekmusHo2o coomeemcmeus P eepna 0aa
ecakoeo uwmeepana y 0. ypasrwenus (a) u e2o npoobpasa ¥ = p~ 1y 6o ecem um-
mepgaae (— o0, - ) Popmyaa:
y(9) . .
T =Y, _ (3)
VIET

npuUMOM TAPAKMEPUCIMUKE NPOCKMUSHO20 coOmeemcmeus p ecmdv sgn &',

JeiicrBuTesIbHO, BMECTO IIEPBOHAYAJBHOIQ IIPOEKTUBHOIO COOTBETCTBUS
P 1A xoroporo mmeer MecTo gopmysaa (2), MOCTATOYHO BHIOPATH 3aBHCHMOE
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OT HEro IIPOEKTHBHOE COOTBETCTBUE j:V]r] P, XapaKTepHUCTUKA KOTOPOro:
sgn ¢’

3. ITycmv u, v — Hesagucumsie unmeepass, 0. ypasuenus (a) u U, V — ux
o6pasvl ¢ npeobpasosanuu (. Humeepaswr U, V marnce nesagucumsr.
eiicrBurenbHo, coriacHo Teopeme 2, mHTerpansl U, V — aro obpasm

HE3aBUCUMBIX HHTEIrpaJioB %, ¥ IPHU IOAXOAAMEM IIOePKTUBHOM COOTBETCTBUM]
UTAaK, OHU He3aBUCHMBEI.

4. IIycmv { — yeumpaavuas Oucnepcus 1. poda ¢ 4emHblM UAU HELCTNHBLM.
urdeKcom, mo 048 6CAKUT D6YT HE3ABUCUMBIL UHMEEPAA08 W, v 0. ypasHenus (a)
e unmepsase (— 00, - 00) umerom mecmo yYpasHenus:

wg) _, w0 _

T =,
ViE 4
uan (4)
uw(l) v(l)
= —v, =
Vi Vel
HaoGopom, ecau 045 HeKOMOPYIL HE3ABUCUMBIT UHIMEZPAA0S8 U, V 0. YPAGHEHUS
(a) umerom mecmo gopmyavt (4), moeda { — yewmpasvras ducnepcus 1. pooa,

8 NepeoMm cayuae ¢ 4emHbvim, @ 60 6MOPOM C HeUemHbviM uHoeKoM.

v,

|

’

e

HorasareascrBo. Ilyers {(= ¢,) — uenrpampHas aucmepcus l. poxa.
{ cobcTBeHHAs MpAMas AUCIIEPCHA, OIpefieeHHAsA YUcaaMu &, ¢,(x) ¢ Tomie-
CTBEHHBIM IIPOEKTHBHBIM cooTBercTBHeM e (16,4) ¢ xapakrepucTuroit v = 1; «
osHayaer Ji00oe, a ¥ IoAXofsiiee Iesnoe dnciao. CorsacHo Teopeme 21, s
BCAKOIO MHTerpaja ¥ /. ypaBHeHUA (a) uMmeer MecTo Gopmyra:

u(c

]% =+v, (5)
OpudYeM 3HAK B IIPABOil YacTu BCerja TOT 7Ke CAMBIl M He BaBICHUT OT BHIGOpA
nurerpasa y. UTo0Bl MEL OIIpeJesIMIIN ero, BO3bMeM J1I000i NHTEerpas ¥ u aiodoe
qmesao «, AasA xKoroporo y(x) + 0. Torma mempy dmciaamu x, @,(x) mgesmur |v]
I TOJBKO |v| KOpHell WHTerpaa y; Korjua y IpoXoauT 4epes3 KoPeHb, ero 3Ha4eHIH
Mensior 3uak. VM3 aroro ciaegyer: sgn y({) = (—1)¥ sgn y, Tak 4ro B Qopmyie
(5) cTouT 8HAK — W —, COOTBETCTBEHHO C TEM, €CJIIl ¥ YeTHOe MJIU HeYeTHoe.
WUrak, moxazana mepBas 4acTb TEOPEMSL.

HaoGopor, IIpejIoioKIM, 4TO BBIICJHEHBl IPEAIIOJIOHEHUA BTOPO 4acTu.
B o6oux cayyasx BO BCAKOM 4HCIe & € (— 00, | 00) uMeeT MecTo ypaBHeHMe:
u(x) v(E) —v(x) w(l) = 0. Us sroro Mb HaxoamM, corgacHo Teopemam 6.4
n 3,22, uro { — IUeHTpaJbHAsA JAucIepcus l. poxpa, Tak 4ro { = @,, IpuIeM
v — MOAXOAALIee esoe 9ucsao. UTo0s Mbt yoeauiinces 06 ero nmapurere, BO3bMeM
Jo6oe 4neJIo ¥, Mg Kotoporo u(x) + 0 u paccys;jgaeM aHAJOTUYHO, KK U B JI0-
KasaTesJbCTBe MepBoil yacTu. MBI BUAUM, 4TO B IIEPBOM CJIydae ¥ YeTHOe, a BO,
BropoM HederHoe. TakuM o6pasoM, 0Ka3aHa U BTOPas YaCTh TEOPEMEL.
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20. T'pynna codeTBeHHBIX AMCHepCHii.

Paccyxpenns B orom af3ane HalpaBieHH HA TO, YTOOBI IIOKA3aTh 4TO BCe
coGCcTBEHHEE aucrepcni 00pa3yloT HeNpepHBHYI0 TIPYHIy ¢ TepMA Iapa-
MeTpaMy 1 9T0OB 0OBACHATE €e CTpOeHue.

1. IIyemv { — (cobcmeennas) npsmas Oucnepcust, onpedeseHHas NPOU3-
BONBHBIMU 08YMA COBNADAIOUUMY YUCAAMUE 6, ¢ U MONCOCCMEEHHBLM NPOCKMUG-
noun coomeememeuem e. Tozda 6 kawcdom wuucae x e (— 00, - o0) Oydem
l(x) = =.

Horasareascrso. Ilyers & € (— 00, - 00) — TIPOUBBOTBEHOE YUCIIO.

IIpn @ =& me umeem ((z) = x =z, Tak 410 ((r) = 2. Wrax, mycrts
x # «. Ilycrs Y o3Hauaer IpomaBOJBHELL MHTETpaJ . YPaBHEHUA (a) ¢ KOpHeM
Z; X JISHRUT B OTIPeJIeIeHHOM ¥-TOM IIPaBOM OCHOBHOM MHTEPBAJIe OTHOCUTEHHO «.
Torma {(x) aBugerca xopHeM mHTerpasa el = Y, jesmamuM B »-TOM IIpaBOM
OCHOBHOM HHTepPBaje OTHOCHTEdbHO «. Orciofa BeITekaer: {(x) = x.

2. IIycmv { — cobcmseennas Oucnepcus, OnpedeAcHHAS NPOUICONLHBIMU
qUCAAMU &, f U NPOU3BOALHBLM NPoEEMUSHbIM coomeemcmeuem p. Toeda obpam-
nas gynryus {1 6ydem cobemeennoii ducnepcueii, onpedeaennoi wucaan f, «
u o0pammbim npoeEmugHsLM coomeememeuesn P~ u ona 6ydem npamol uin
Henpamoil 6 3a8ucumocmuy, om moeo, 6yoem au ducnepcuss C npamoti il Henpamoi.

Hoxasareabcrro. Ilyers T — XapakrepucTuka IIPOEKTHBHOIO COOTBET-
cTBUA P, Tak 4To T > 0 mam v < 0, cMoTpA moromy Oymer Jm pucnepcus
mpAMoit mian Hempsimoit. IIpoexTuBHOe coorsercTBre ' umeer mo absamy 13
xapakrepucTury 1:7 u mo 14,3 oHO peryigpHO OTHOCHTEJIBHO umcel f, «.
ITycrs Z — coGceTBenHas mucepeus, ompeiesIeHHas YucaaMu f, o M IpOeKTUB-
HBIM COOTBETCTBIEM p~1; caenoBaTenbHo, gucnepens Z Gyjaer npaMoii mian He-
LIPAMOIL B 3aBICHMOCTH OT TOTO, OV/eT JII JUcnepcHs { IPAMOE NI HeIpAMOIL.

IMycrs 2 € (— o0, - 00) — mpoM3BOIBHOE YHCIIO.

Ilpu z =B ecrp (Y 2) = HP) = o = Z(f) = Z(x), Tar 4TO MBI IIMeeM:
(Y x) = Z(z). Urax, myers @ + B. Hyers ¥ — 1npousBoJbHBLD HHTErpad .
ypaBHeHUs (&) ¢ KOpPHEM X; & JIERUT B OIIPEjIeJIeHHOM ¥-TOM IIPaBOM U B 4-TOM
JIEBOM OCHOBHOM WHTepBaJie OTHOCHTeT bHO . Torma {~Yx) sBasercs KOPHeM
unTerpasa p 'Y, JemamuM B ¥-TOM WM B -u-TOM I[IPABOM OCHOBHOM MH-
TEpBase OTHOCHTEJNBHO ' B BaBHCHMOCTH OT TOT0, Oymer Jm amcrepcus (
npsiMoii uan Hempsamoit. Orcioga MBI 3aKjIoyaeM, IMes B BHJY OIIpejieJIeHHBIE
$yuriuu Z, uro pasencrso (TXz) = Z(x) cupasejiiuso. )

3. Ilycmy &, (L) — cobcmsennas Oucnepcus, onpedeseHHas HUCAAMY
&y, Py (B1, ®y) @ NPOU3EOABHBIM NpPOEKMUBILIM coomeemcmeuem Py (P,). Toz0a
caoncnas gynryus C,[0,] 6ydem cobemeennoti ducnepcueii, onpedenernoll wuc-
AAMU Xy, Xy U NPOEKMUBHBIM coomeemcemsuesm P,p,, u ona O6ydem npamoi
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(renpamoii), ecau ducnepcun i, £, o6e npamvle uau Henpsmwle (u3 ducnepcuil
{1, §o 00Ha npamas, a emopas HenpaAMAs).

Horaszarenbcrso. llyers 7; (r,) — XapaKTeplCTHKA IPOEKTUBHOIO CO-
OTBeTCTBUA P, (P,), TaK yro 7, > O man7; < 0 (7, > Ouanz, < 0) B 3aBUECMOCTHI
or Toro, Gyaer su pucnepeus (; ({,) mpamoit umna mempamoil. [Ipoexrusuoe co-
OTBeTCTBUE P = P,p; umeer mo a63. 13 xaparrepuctury 7,7, u no 14,4 Gynmer
PeryJIApHIM OTHOCUTEJBHO YNCeN &, &y . 1lyers { — coOcTBeHHAsA Aucnepcus
OIIpeJieIeHHasl YNCIAMM &,, &y 1 IPOEKTUBHEIM COOTBETCTBIEM P; NTAK, AUCIEP-
cusa { Gyner IpAMOIL WM HelpsAMOii, B 3aBUCUMOCTI OT TOTO, OYAeT JIH Ty7, > 0
i 7,7; < 0.

IIyers @ € (— 00, ++ 00) — NpPOU3BOJIBHOE YIHCIIO.

Hpu x = x; ects {y(x) = By, C[61(2)] = Lo(B)) = o = {(xy) = {(@), Tar uro
mer nmeem: £y ()] = ().

Urak, myers  #+ oy, Ilyers Y — mponsBosbHEIE HHTErpall . YpaBHEHIA
(a) ¢ ®opHEM z; X JeRHUT B OIPEEJICHHOM »-TOM IIPABOM OCHOBHOM HHTepBaJie
OTHOCHMTENBHO ;. (%) ABIAETCA KOpHEM HHTerpana p,Y, jemanium B »-TOM
DPABOM IJIM B -»-TOM JIeBOM OCHOBHOM IIHTEPBAJIe OTHOCHTEJBHO f;, B 3aBUCH-
MOCTH OT TOTO, OyAeT au 7, > 0 mwan 7; < 0.

Ecan 7, > 0, 10 (,[¢y(x)] Oymer wopuem mHTerpaia p,[p,Y] = pY, mesxa-
IOM B »-TOM IIPaBOM WJH B -»-TOM JIeBOM OCHOBHOM WHTepBaje OTHOCUTEJBHO
&4, B 3aBUCHMOCTH OT TOTO0, OyAET JiI 7, > 0 uiau 7, < 0.

Ecau 7, < 0, 10 £,[C1(%)] Oyner wopmeM umrerpana p,[p,Y] = pY, aema-
LM B -»-TOM JI€BOM MJIH B ¥-TOM IIPABOM -OCHOBHOM MHTEPBAaJIe OTHOCHTEJIBHO
&y, B 3aBHCHMOCTU OT TOTO, Oymer au 7, > 0 min 7, < 0.

Msr BupnM, gro gimcso §,[8;(x)] ects Kopenb uHTerpasa pY, semaumii B ciy-
4ae 7,7; > 0 B »-TOM IIpaBOM, a B cJiIydae 7,7; << 0 B -»-TOM JI€BOM OCHOBHOM
HHTEpBaJle OTHOCHTEIBHO &, Orclofa MBI CY[UM, UMes B BHY OIIpeJleIeHHBIe
$yurnun £, o crupaBeIMBOCTI paBeHc'rBa Coli(x)] = ().

4. IHycmv x; Ly, &y * 0, L, — npouseoavhvie wucaa. ITycmo w,v — ynops-
JoueHHas Napa NPou3cONbHBIT HE3ABUCUMBIY UHMe2paros 0. ypasrenus (a).
Iycmp danee U, V — ynopsdowennas napa unmezpasos mozo »sce 0. YypasneHus
(a), Komopwle onpedesenvr Havarbrbimu Yyeaosuamu Kowu:

7 u(s‘o) . ’ _ ’ o }’M ) :g

YO =g Ve e G TR
RO (< DRSSPI F(5) RS

I (O() - V{Z—;— s V (/X) = sgn Co .V (CO) l/ =0 va . C(l) ’

‘mar umo unmeepasy U, V Hezasucumvl, u npoekmusnoe coomeemcmsue P =
’
= [U - u, V — v] umeem zxapaxmepucmury sgn (.
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Toz0a cobcmeennas Oucnepcus {, onpedeaennas wucaamu o, Lo U NPoek-
TMUBHBLM COOMBEMCIMBUEM P, TAPAKMEPUSYEMCS MeM, 4MO 6 YUCAE & umeem
! ”
snavenue Lo, U ee nepeas u 6mMopas npoussodnvie umerom snavenus Lo, Co.
Joxasarenncrso. Ilpemne Bcero us ompeperenus QyHiimun ¢ ciepyer
PaBEHCTBG! '
{(x) =
Orcrona n u3 ypasuenuit (1) mbr umeenm: sgn U(x) = sgn u[{(«)], sgn V(x) =
= sgn v[{(x)] ¥ BUUM, IpNHUMAasA Bo BHHMaHNe Teopemy 19,2,2, 4To B IesgoM
uHTepBase (— 00, | 00) UMeT MecTo (POPMYJIbI:
u(f) v(4)
== V=97
Vil 15

W3 nux coeayer cpaBHEHMEM ¢ IEPBHIM ¥ TPETHUM ypaBHeHHeM (1) cooTHome-

une: |('(«)| = |¢;|, omHoBpeMenno uMeer Mecto ypasmemme sgn ('(x) = sgn
rak Kak Qysruusa ( — coGerBennas amcmepens. CoemoBareibHO, TOTyYaeM
ypaBHeHue:

{'(x) =

HakoHerr n3 npuBefieHHBIX Bsillle GOPMYsI MBI BUJNM, YTO B I[JIOM HMHTEp-
Baste (— 00, -} 00) UMeIoT MecTo (POPMYJIHL:

U =sgnt (@ E]

V 1))
_Sgnc v()L 21:)_ C =7

Vel s
U U3 HUX CPaBHEHMEM CO BTOPHIM U TPEeTHIM ypaBaenueM (1) BRIXopurt:

”
C”(“) — é.o .
drum JOKa3aTeJbCTBO 3aKOHYEHO.

3ameruM, 9TO 3HAYeHHe TpeThell IpousBoAHON (QyHKIUN { B Ymcae « CBA-
3aHO cO BHAYCHUAMU «; (o, &, &y Popmyoi (b).

Mur BUNM, 9TO MHOMCECTNBO 6CEX COOCMBEHMMIL JUCnepcull 3a8UCUm 0Mm Mpex
RPOU3CONLHHIT NAPAMEMPOE, @& MO OM UL 3HAYEHUL U OM 3HAYEHUL UL NEPEbIT
U 6MOPHIT NPU3GOIHBIT 8 NPOUIGOALHO 3A0AHHOM YUCTE.

5. Bce cobcmeennvie Oducnepcun o0paszyiom HenpepuisHylo 2PYRNY ¢ MpPems
napamempamu. Bce cobemeennvie npameie ducnepcun obpasyiom 6 Hell UHEA-
puanmuyio nodepynny, a cobemeernyle Henpamble Oucnepcuu — kaacc gaxmop-
epynnwi, onpedeserHHoll IMol UHBAPUAHMHOL nodepynnoi.

Hoxasareascrso. Ilycrs {;,{, — IpOU3BOJIbHBIE COOCTBEHHbIE UCIEp-.
cn. ITo Teopeme 19,1,2 mucnepeust {; ompejiesieHa 4neaaMu «, {y(x) 1 HEKOTO-
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PHIM IPOEKTHBHBIM COOTBETCTBUEM, a aucmepeus , — wucaamu (y(w), £o[C; ()]
¥ HEKOTOPHIM IIPOEKTHUBHBIM COOTBETCTBHEM; IIPH 9TOM & 03HAYAET IPOM3BOJb-
Hoe uncio. ITo Teopeme 3. ciomuan Pynruusa { = {pl; ABIsAeTCA cOOCTBEHHOI
nucmepenei, a UMeHHO: IpAMON; ecau aucmepenu (;, &y 00e ImpAMBIe WIN He-
IpsMBle, I HENpAMOit, KOrJa OfjHA M3 HUX IpAMAasdt, a APYTad HempaMag. OTUM
YCTAHOBJIEHO, YTO MHOKECTBO BCEX COOCTBEHHBIX UCIEDPCHil BMecTe ¢ YMHO-
FHEHIeM, KOTOpoe [JaHO CKJIajbiBaHNeM (yHruumii, OyAeT accolaTUBHBIM IPYII-
mougoM &, u MHO#AeCTBO BceX cOOCTBEHHBIX IIPAMBIX JUCIEPCUNl BeMcTe ¢ 9TUM
ymHOeHueM, Oyner ero moprpymmoungom P. Ilo Teopeme 1. nmeror rpymmoussr
@ u P oburyio eguHnIy, Koropoii aBisercs gyuxuua . Ilo reopeme 2. cye-
CTByeT K KaiKIOW COOCTBEHHOW AMCIIepCMH RucIepcus o0paTHas, a MMEHHO:
K Kamjoil coGcTBenHoI mpAMoit nuemepenn cymecTByeT o6paTHadg coOCTBeHHAA
IpAMas AUCIIePCHUA. JTUM BBISACHEHO, 4ro rpynnoux & — mempepriBHas rpymma,
a rpyumoup P Gymer ero moprpymmoii. Ilo Teopeme 4. muemepcun rpymmsr &
BaBUCIOT OT TpexX mapamerpoB. VM3 Teopem 2. u 3. sawsoyaeM, 9To AJIA KaKoi
mucniepenn ¢ € & umeer mecro pasencrso (PLT! = P, a eT0 BHAUUT, U9TO IIOA-
rpynna P nnBapuanTtHa B rpymme &. [lasee MB BuUmMM, YTO MHOMeCTBO BCeX
cOOCTBEHHBIX HeIIPephIBHBIX JUCIepcHil ecTh Kiacc (Y, ompejeseHHBIA WH-
BapMAHTHON IOArpymmoil P ¥ IpouM3BOJBHON HempsMmoll aucmepcueir (e &.
OTIM [J0KA3aTeThCTBO 3aBEPILEHO.

21. PenpeseHTanus rpynmbl cOGCTBEeHHBIX JHCIIEPCHii.

1. Tpynny cobcrBeHHBx pucmepcuit Mel oGosmadaem &, coGerBenHBIX
OpAMBIX fgucmepcuii P, mentpanbueix mucrepenit 1. poma €, meHTpasbHBEIX
aucnepenii 1. poaa ¢ yernsiMu kosuienramu &. Mrak, nMeoT MecTo COOTHO-
LIEHUA:

GOPDOEDS.
Ilyere u, v — ymopAjgoYeHHAs Iapa IIPOM3BOJGHBIX HE3aBUCHMBIX MWH-
TerpayioB i. ypaBHenus (a) u w(= 0) — ero ompepesuresb Bponckoro.

ycrs (e @ — mnpoussoasnasa pucnepcus u U, V dymxmmu, ompeneses-
HEle QopMyIamu:

v=20 oy _
VT ViE'
s 19,2,2 mu1 suaem, uro pyukmyu U, V — onArh He3aBUCUMEBIE MHTEI'PAJIHL [

ypaBHeHUs (a) M 4TO IpN yAO0GHOM BBIOOpEe HOCUTEIA P Aucrmepcuu { MMeIoT
MeCTO COOTHOIIEHUA:

U=plu, V=plv;

IIpH BTOM IIPOEKTMBHOE COOTBETCTBIE MMeeT XapaKrTepucTury sgn(’. Ompepe-
auTenb Bponckoro yrnopsinodennoit napst unrerpasos U, V mst o6osuauaem W.
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Msr Bupmm, 9TO CyIecTByeT KBaJpaTHasg MaTpHIA 2. HOPALKA ¢ IIOCTOSAH-
HEIMU WIEHAMHU C; TAKASA, YTO UMEIOT MECTO TOMRIEeCTBA: -

U
%2011"‘4‘012”7 ’ (1)
S
(%)
= = CoU F Cop? .
Vil
Orumu popmynamu marpuna C ofHOSHAYHO oIpefeseHa; mycers |C| — ee

‘OIIpeAenTeNb.
U3 gopmyr (1) crepyer ypaBHeHwme:

W=|C|. w
M U3 HEro cJefyer BBULY cooTHolmeHuii: W =sgn(’ .w, w #+ 0,
|C] =sgn (.

Mur Bupum, wmo mampuya C asasemces YyHumooyaapHoi, u ee onpedesumens
paser sgn L'

C mesnpio moaydeHus OoJiee KopoTkux (opMys Mbl OyIeM B JajbHeiiiem
BaINCUBATH YIOPANOYEHHYIO IIaPy WHTErpajioB, HAIpPUMep u, ¥, BEKTOPHBHIM
croco0oM, ofHOU KupHO OykBoit, Hamp. u. Mopmyuasr (1) ME MOMeM IOTOM
BaMEHUTh eIMHCTBeHHHM YpaBHeHHeM:

ul) _ oy 2)
7z~ (

2. Ecom Mul mpucoemuauM K Kampolt pucnepcnn (e & marpumy C, oupe-
JeJIeHHYI0 ypaBHeHneM (2), Mel moayuum otobpamenue d rpynust & ma rpynmy
¢ YHUMOAYJIAPHEIX KBA[PATHRIX MATPHUI 2. mopsgka. UTo peus melicTBUTENHHO
uger 06 orobpaskennn xa rpynny £, BUAHO U3 TOTO, YTO IMPOM3BOJbHASA YHIMO-
JyJspHas KBapatHas Marpuna 2. nopaaka C = ||¢;,/|ABaseres B oro6pamenun d
obpasom jpucmepcuu (, KOTOpag oOIpejeneHa IIPOEKTHBHEIM COOTBETCTBHEM
P = [U—> €%+ €150, ¥ —> €yl - Cppv] I UHCTAME &, 8 YLOBIETBOPAIOIIMMHY,
Hanpumep, popmyaam: v(x) = 0, cyu(B) + cyev(f) = 0.

Jlerxo ybemumess B Tom, uto omobpancenue d 6ydem Oeopmayueii epynnb
® na epynny L.

HeiterBurenpro, mycrb (;, (€ @ — mnpomspoabmsie pucmepcun u O,
C, e £ ux o6paser B d. Torna us ypapuenuit

u(Zy) o u(Z,) o

= = L, =— = Lyu,
VEz] Viz]
ul£a(¢))] __1_ —C u(éy)

VMIMMEeM:

= (C,CLu,

Vig@r Vel CVE



nJan

uy(¢4)]

Vol — 50
U OTCIO[& BBIXOJINT:

d[{,(C)] = Co0, .
3. Emunmneit rpymner € Gyger epunnunaa matpuma B = ||6;)], o, = 0y =
= 1,0;, = 0y = 0.
Met Jrerko moKazkeM, 4To IMeeT MeCTo CJIefyIoIIas Teopema:
ITpoobpasamu edunuys, E epynnwe L ¢ depopmayuu d asasiomes 6ce yer-
mpaavnsie ducnepcun 1. poda ¢ wemHnblmu UHOEKCAMU U MOAbKO dMU Oucnepcul;

npooGpasamu ompuyameabroll edunuyvt — E asasiomes ece yewmpanvibie
ducnepcuu 1. poda ¢ HevemHBIMU UHOCKCAMIL U MOAbKO IMU Jucnepcuu.

JeiicrBureasno ecan pucuepcus { — m. pucmepeus 1. poga, to mo 19,24
nmeer mecro $opmysa:

— = Uu W = —u, (3)

B 3aBUCHMOCTII OT TOTO, MMEeT JII AUCIepCHs { YeTHHI UM HeYeTHHBIH MHJEKC;
orciona Beixoaur di = E umn d{ = — E. HaoGopor, ecian gucnepcus { B je-
Popmaruu d Gyger mpoobpasom eguHuIBl B nian orpunareabHoit efuHIIE — K,
To uMeloT Mecro opmydst (3), n n3 Hux mo 19,2,4 mMB HaxXomuMm, 4ro [ — II.
aHcnepcnsA 1. pofia ¢ YeTHBIM MJII HEYEeTHBIM MHJIEKCOM.

Crenereiem!l) TOIBKO 9UTO JIOKABAHHON TEOPEMBI ABJIAETCH TO, UTO 2PYRNaQ
S uewmpaavnvix ducnepcuii 1. poda ¢ 4emHBIMU UHOEKCAMU ABAALMCS UHBA-
puanmmnoti ¢ epynne & u garmopepynna &/S usomoppra c¢ epynnoi L.
Bce ducnepcuu moeo oice raacca garmopepynnv. /S omobpaszsmes ¢ degop-
Mmayun « na my oce mampuyy epynns $; usomopgusm garxmopepynnu 8/S na
epynny £ noayuum, ecau KancOomy Kaaccy Garmopepynnsl ROCMAGUM 6 COOM-
semcmeue 00pas ee aaemenmos 6 degopmayuu d.

4. B a63. 16,3 MBI Bujgesan, 4ro Kamgad I[. aucrepcns l. popa 3aMeHumMa
KaK[oil mpsAMo#t mucmepcueif, Tak yro rpymma ¢ SBISAETCA YACTIIO IEHTPA
rpyunst P.

Mebr mokaskeMm, uTO rpymma ¢ ecTh IeHTP IPYIIBL P, MM APYTUMU CJI0BAMII:
yenmpaavnvie ducnepcuu 1. poda obpasyiom yewmp epynnvi 6cex co6CMEEHHX
npawviz ducnepcuii.

OueBnjHO, AOCTATOYHO JOKA3aTh, 4TO KaKJaA COOCTBEHHAs NpsAMas -
crepcus, KOTOpas 3aMeHUMa Kamjoit coOcTBeHHOI mpAMoil pucmepcueit,
ABJIAETCA 1I. fuciepceueii 1. poaa.

1) Cwm. manp., 0. Boréwka: Uvod do theorie grup (ITpara, 1952), crp. 133.
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Urar, nyers §, — coOcrBeHHAA IPAMAA pucIepcHs, 3aMeHNMAs Kamyoil

cobGcTBEHHOM TIpAMoil qucnepeneil, 1 { — OpousBosbHAA COOCTBeHHASN npsaMas

0 o

mucnepeusi. Ilyers pamee Cy = [|e/l, € = |le.]| osmauator oGpass gucmepeni

loy ¢ B meopmamyuu d, TaK 9TO HMEIOT Mecro gopuyan: Cy = df,, C = d¢,

[Co| = IC| =L

N3 coornomenust {§ = (, ciaeayer paBeHCTBO:

c,C = CC, . (4)

Orciofa u M3 9TOTrO, YTO Kamjasd MaTpuia Ipyuns ¢ umeer B gedopmariuu
d poobpas, Msl BUAUM, uTo MaTpua C) 3aMeHuMa Kas/oii MaTpuieit rpynmsr L.
Ecau Bosbmem B paBeHcTBe (4) mmenHo MarTpuipst C' ¢ bJeMEHTAMHU, JAHHBIMU
dopmymamu:

C12=Cy = 0, €130y = 1,3 F Cpp

u
C11 = Cyp =0, C19py = — 1
IOJIYYUM:
o __ 0 __ . 0 __ .0 ., 0 0 __
Cipa = Cop = 05 €13 = Cap; CpyCyp = 1.
Taxum oGpasom BuixoguT Cy = K wimu Cy = -— B, ¥ MBI BUUM, 4TO JUCIIE]CUA

{o — . quenepcus 1. poxaa.
ITUM JI0Ka3aTeJbCTBO 3aKOHUYEHO.

IV. ludpdepennnanbuoe ypaBHenue gucmepcuit 1. poga:
— l ”
Vi (‘:) + 072, Q(0) = Q) . (b)
ViE)

B a63. 19,1 mMbr Bupesn, uro kaskpmas coberBenHas puerepcust (1. pona)
sBJIsieTcs MHTerpasioM A. ypasuenus (b). Bompoc, KoropsiM M Temeps Oynem
8aHUMATHCH, TAKOB: SBJIAIOTCA COOCTBEHHEIE JUCIIEPCHU U ee 4CATH eHCTBEeH-
HBIMII peLIeHNSMU BTOTO Ji. YpaBHeHuA? Mel moKasieM, 4To OTBET HA 9TOT BOTIPOC
Oyner IOJOKUTEJBHBIM I, KpoMe TOTO, IIPeJICTaBUM WHTeIrpaJbl . ypaBHEHUA
(b) HecsromHoOIl PopmyIOit.

22, IIpeoGpa3oBanud j. ypaBHenus (b).

Iuddepenimansnoe ypanrnenne (b) XapaxTepusyercsa TeM, 4YTO eMy, Ha-
pAAy ¢ Kampoii cobcTBeHHOM micmepceneil, yaoBiaerBopser o0paTHan $yHKIUA
{7, xoropas mamme sBJsiercsa coOcrBeHHOi pucnepcueii (20,2). Beaep-
CTBUE HTOr0 MOJKHO OKMIATh, 4YTO J. ypaBHeuume (b) Mo:KHO IpPeACTaBUTL
B BUJie, KOTOPBIiT Oy/ieT CUMMeTPIYHBIM OTHOCUTEIBHO 00CUX [epeMeHHHX &, {.

Ilyers ((x) — mpousBosibHaA coberBeHHas mucmepcus, a () — QyHKIUA
K Heii oOparnas. IIpousBonusie Gynrunu ¢ ME GyeM U B jaibHeilleM 03Ha4aTh
mTpUXaMu, npousBoaube GyHkIK & (o {) I yHKTaMIL.
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Mu mokameM, 4To 83aumHo 06pammuvie cobemeennpie ducnepcuu , x ydos.ae-
meopsiom 6 kancdwx dsyx dpye Opyey omeewaiowyur uwucsax { = (%), + = x(C)
0. ypasneruio 3. nopadka:

Q) - ¢'(a) + i(?%)) — Q(a) . #(0) + i(;(%) (1)

Horaszarearcro. Oynrnusa { ynosiaerBopser ypasuenuio (b) KoTopoe
MOKHO HAIUCaTh B BUJE:

Q). = Qo 2
WJWJ Qo) . (@) . & (2)

3a1v1e'mM, q9To nemeﬁ YJjieH IIPMHUMAaeT 3HaYeHue:

. 1 1 ” lclﬂ 3
m— gy g— = =% + -
= [Vm] 207 T 4

,IIaJIee HNMEeT MeCTO COOTHOIIIEHUA:

4 2
S (3)

s

1 ” C/I/ Cllz

()= & ’
1\ x X

-

W3 ypasuenus (3) u us nepsoit gopmysr (4) BeITeKaeT:

SR R U]\ T ;
oyl el i v

PaccmMoTpuM Temeph 3HadeHHs IPOMBBOAHBIX (yHKIMH , £ B IBYX IpO-
U3BOJBHEIX 4nCIax &, 77, U3 KOTOPHX 7) ecTh 3HadeHue QyHrimu ( B yucie &,
a £ — sHaveHne PYHKINA & B YUCJIE 7).

HosropusiM mudepeHupoBaHueM MOJIYYNM ClIeLyiomue GopMyJIs:

1 .
F=e
C/’ i
5=t (6)
C/II 9 C”z _ z x2
BT imTa
W3 nepBeIX ABYX BBHIXOAHWT:
I
o= (7)
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¥ IOTOM M3 8TOT0 YPABHEHUsd, M3 TpeThero ypaBHeHHs (6) u us Broporo (4)
cJenyer:

C/II l . j2

2=z - 8
ITo (3), (7), (8) nmeem:

u orciofa u us gopmya (5) u (7) BEIXomUT:

“yelial =il 56

CpaBuenneM ¢ ypaBHeHHeM (2) mpoXOoAuM K Pe3yJIbTary:

1 " 1 .o
Q). ') + 1 (ax—))—‘?(x) i(0) + ((Q)

23. Teopema 0 cyllecTBOBAHMH HHTeIrpalioB J. ypaBHeHus (b).

Jemma. Ilycmv { — npousgoavroe pewenue 0. ypasuenus (b), onpedesenimoe
6 Kakom-Hubyos ummepsane j,u nycmv u — npPoussonbHbLL unmezpan 0. ypasre-
4
nus (). Iyems 2| € j o3nawaem npoussosshoe wucao, u Co, Co (% 0), Ly — 3Ha-
uenue pynryuu  u ee nepeoti u 6mopoil npoussodroli 6 wuce z,.

To20a pynryus
Ulz) = )
V|<: |

ABASEMC 6 UHMepsase j unmezparom 0. ypasuerus (a), @ WMeHHO mem, KEOmopbill
dan HavasbHuimu yeaosusmu Kowu:

Ulzy) = M) L utd) Lo
Vgl 2 )Gl S
HoxasarexserBo. Ilpesae Bcero samernM, 49ro ¢yHxnus (' He paBHA

HYJIO B MHTepBade j U MMeeT B HEM IIOCTOSIHHBII BHAK.
OyHKINA

U'(z) = sgn &y . w'(Go) |/ 1g] —

(2)

onpenegeHa B I(IHTepBaJI"j " B KaMJI0OM YUCJIe X Ej MeeT IIPOM3BOJHY 10 IepBOTO

n BTOpOI‘O nop;{m&a:
, u'($) ’
U'(e) = =22 &+ alC [ ]
5] VIgT

T "(C) % u({) !
U"(x ) 2
U =y eV [V|c|]
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Motomy uro (yHRIUA U yroBIeTBOpser B umcie ((x) A. ypasHeHmo (a)
a ¢yaxmusa ¢ B uncse  A. ypasuenuio (b), umeenm:

W) = QO 0),
VET. [W,]': — 2 Q) + Q) -

W3 srux dopmys caemyer:
U'(z) = Q(x) . U(x) ,
a oro u foxasmBaer, 4T0 Qymruusa U Oymer B uMHTepBaje j MHTErpajoM .
ypaBuenus (a).
Jlerko Bupers, uro Oyuxmun U, U’ umeior B uucie z, 3HAYEHUs, JaHHbIE
$opmymamu (2), n 9TUM JeMMa JOKa3aHA.

Teopema. ITycmv z,; Co, Gy + 0, Ly — npouseoavbuie uucaa. Cywecmsyem
0dun u moavko o0un unmeepan ¢ 0. ypasuenus (b), onpdeeaendili 6 unmepsase
(— o0, + o), Komopwii ¢ uucae z, npuHuMACM 3HAuEHUE (o, G €20 Nepeas
(6mopas) npoussodnas — snavenue Lo (Cg). Kancdoe pewenue 0. ypasnenus (b),
Y006.46MEOPAIOUIEE MEM HCE HAUANLHBLM YCAOCULM, I6ATEMCS LACbIO UHMezpaa ;.

IIycmy u, v — npoussosvHble He3agucumvle uHmezpasb, 0. ypaswenus (a),
u U,V — (nesagucumvie) urnmeepasl moeo yce 0. ypasrenus (a), onpedesenmwie
Hauaab by Yeaosusmu Kowu:

U(z) = o) U'(z,) = sgnly . u V _ %lf(__z_g ) E‘},
Vl V'go Co 3)
V(z,) = %22 , V'(z) = sgn{;.v Vlso - 1w(G) . ;? 7

Vg V!C(»l “0
u daaee, o, P — gynryuu, onpedenernwie dopmyrami.:
o=Juw e, P=JUr+V".

Pewenuem ¢ ssasemes (eduncmeennwlii) unmeepan 0. ypasnwenus 1. nopadra:

*(2)

" —sgngl 2V B
g é-() P;(x) ? ( )
onpedeseHHbLL 8 unmepease (— 0O, - 0O), KOMOpwL 6 wucae z, RPUHUMACM
snauernue .

Hoxkasarenscrso: Ilyers w(W) onpenenurens Bponckoro ymopspgouyen-
Hoit mapsl nHTerpasoB u, v (U, V). llpumenss gopmye (3), bl sterko ybequmest
B TOM, 4TO MMEET MeCTO COOTHOILIEHNe:

W=sgni,.w. . (4)

Orciofia MBI 3aK.1109aeM, 4T0 uHTerpaisl U, V HezaBUCHMSI, U, CJIe[[0BATEJIBHO,
$ynrus P HUrze He McYesaer.
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3aMeruM, 4TO UMEIOT MeCTO POPMYIIHL:
o' =wu' +w', PP =UU -+VV',
U j1aJiee, BBIJIY COOTHOIIEHUIA (3):

= sn 8y foth o) ¢ —sen & Pla) . P = B - (9)

ITo Teopeme B a0s. 2,3, 1. ypasuenue (B) numeer ofHO U TONBKO OJJHO pelICHIE
£, ompepenenHoe B mHTepBase (— 00, -~ 00), KOTOpoe B 4ucie z, HPUHUMAET
BHAueHue (y; Kamjoe pellenne . ypaBHenns (B), koropoe B uncie 2z, mpunu-
Maer 3HaueHUe (o, ABJIACTCA 4YacTblO BTOr0 Hambojee MUPOKOrO peIeHus (.
OueBnpnno, PyHKIWA { UMeeT B KaxJOM 4YucJje HellpephIBHBIE IPOUBBOJHBIE [0
TPerbero IOPsAKa BRIIOYNTEHHO.

JlokasaresbcTBO IPOBEJEM TaK, YTO TOKAMKEM, UTO:

a) ¢yurmus { ABIsAeTcA B MHTepBase (— 00, 4 ©O) MHTErpaJioM j. ypas-
Henus (b).

0) ee mepBaa (Bropas) moousBopHas (' ({") IpuHUMaeT B 4UCIIe 2, 3BHAUEHIe
’ "
o (Co)-

B) Kajoe pemienue ji. ypasHeHus (b), KoTopoe IpuHuMaer B 4Ncie %, 3HA-

"
uyenue (, a ero IepBas (Bropas) IpousBojHAaA B3Ha4YeHHe (, ({,), ABIAeTCA
4acTpi0 uHrerpasa (.

a) B ramom uncae x
(%)
— = P(»),
VEET

JIEFKO BBIYHCINM, 4T0 QyHKIMA P uMeer B 4uese ¥ MPOUBBOAHYIO 2. MOpPsAKA:

-

P = S0 S VEL [y

ITo dopmyie (4) nmeem: W2 = w? Uwmes oro B BULLY, 3aKJII09a€M, YTO B 4ucIe
2 NMeeT MecTo ypaBHenue (2,1):

_w
0%(&)
P'(z) = Q(x) . P(x) + P—Z‘(% .

") = Q) . o) +

U3 npepsipyumx GopMysr BHTEKAET cOOTHOIICHUE:

a 0TCIO[]a U M3 HepaBeHCTBA P(:v) + 0 caenyer, 4To QyHrumua ( B uHTepBase
(— 00, - o0) 6ymer unTerpasom 1. ypasaenus (b).
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6) B ramjoM umcite ¥ IMeIOT MECTO YPaBHEHNUA:

)
Pa)

{e() 0'(8) —sgn {y P(x) P'()},

(@) = sgn {
e*(%)
Pix)

U U3 HUX cJjejxyer, BBURY dopmya (5):
U(z) = Loy C(20) = o -

B) Ilycrs { — mpoussosbHOe pemrenme j. ypasHeHusa (b), ompenesennoe
B KAKOM-HUOYJb UHTEpBAaje j, KOTOPOe Y0BJIETBOPAET BBEI€HHEIM HAYAJbHEIM
yeaosusam. Ilo memme Qymrmum

()“—2

C) 7 v({)
VEE| Vi
ABIAITCA B WHTepBaJe j MHTerpajgaMm . ypaBHemus (a) U y/OBJIETBOPAIOT
TeM jKe HAYAJIBHEIM yCJIOBUAM, Kak u ¢yurmun U, V:

U(zo) = Ulz), ﬁ’(zo) = U'(z) ;
V(zo) =V(z), I7'(20) = V'(z) .

Ux) =

Orciona MBI sakiaioudaeM, yro Qyuriusa U B uwaTEpBase j SBIAETCA YACTHIO
¢yuxmun U, V — wacreio V, u, caegoBaTesbHo, QyHKINA P= VU2+I72 —
yacrpio Qyurnun P. 13 dopmya (6) caenyer, uTo B KamoM Yucie Z € j CIIpa-
BeJIJINBBL PABEHCTBA

&(8) )
(x) = sgn ;. F2( 2) = sgn {, 'P2(x) s

U U3 HUX MBI BUAUM, 9T0 QYHKLUA ¢ siBasercs B UHTEpBaJe j pelleHreM f.
ypasuenus (B). IToromy 4ro pemrenne mpuHHMaer B 4ucie z, 3Ha4eHune o, TO
oHO OyfeT 4acTbio wHTerpana (.

ITuUM JOKa3aTeJIbCTBO 3aKOHYEHO.

24. AHaauTHYecKOe WHTerpHpoBaHHe . ypaBHeHH: (b).

MBI coXpaHAeM TIpefiiosKeHuss 1 0003HAYEHNA 13 MpesIyero aos. 23.
Ilpesxge Bcero samernMm, 4ro CYIIecTBYIOT IepBble (asel & u A yHopsjo-
YeHHBIX Iap MHTerpasoB u, v 1 U, V, 1jA KOTOPHIX BepHO PaBEHCTBO:

(L) = A(z) - (1)

HeiicrBurensuo, mycrs « (A) — mpousBoJibHas IepBad ¢asa yHIOPALO-
yeHHo# mapsl udrerpanos u,v (U, V). Ecan {, (%) sBiasercAa KopHeM MHTErpasa
v (V), To a(S) (A(Ly)) Oyner HedernsM KpaTHBIM 4dmcsaa 4or; ecam ke He Oyler
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o (20) ropuem, To () (A(L,)) Oymer ormmuarbes or umeaa arctg u(fy) @ v(lo)
(arctg U(zy) : V(%)) anmuTuBHEIM MeJBIM KPATHBIM YMCIA 7.

Urak, s ypaBrHenwit 23,3 mbt Bujgum, 4ro unciao (, SABIAETCA KOpPHEM
UHTEeTpasa v TOTIA U TOJBKO TOTHA, KOIIA 2, ABJsAeTcsA KOpHEM HHTerpaua V;
ecan aToro He Oyner, To mmeer Mecto paBeHCTBO: u((o) : v(5o) = U(z,) : Viz,).
Orciona sakmiodaem, uro uucaa «(G,) m A(l,) B o6oux ciIy4asx OTIMYAIOTCSA
aJ/IUTUBHBIM IIeJIBIM KpPaTHEIM 4Kcaa 7. [lotoMy uro mepBsie $assl yrmopsanoueH-
HBEIX [Ap MHTerpajtoB ,v m U, V ompepeseHs ¢ TOYHOCTHIO IO AJAUTUBHBIX
I{eJIBIX KPATHBIX YHCJIA 7T, CTAHET BOBMOKHEIM IPUCOeJHeHIeM YI00H0I0 1estoro
KparHoro, Hamp. K Imepsoit dase A, MommpuuupoBaTh ee OmIpefeseHNe TaK,
9T00BL UMEJI0 MEeCTO paBeHcTBo (1).

Temeps mokakeM CJAEAYOUIYIO TEOPeMY:

Iyems «x u A — nepsvie dasv ynopadovennvix nap unmeepanos w,v w U, V,
das komopwx umeem mecmo pasercmso (1). Toeda unmeepan { 6ydem ¢ urnmep-
eaze (— o0, -+ o0) dan gopmyaoi:

) = o7 A(2)] . (2)

IleiicrBurenbho, mo opMyiie 2,3 BEpHH B KaMJOM dicje ¥ PaBEHCTBA:
xz
w w
x(0) = x(Gy) — | 5= dt, A(x) = A(z) — | 5= dt.
) =t [ Ao 4 A@ =46~ | g
o Zo
[Moromy 4ro ¢ynrmusa { ABIgercA peulenueM J. ypasHenusa (B) u B uucie
%, IPUHIMaeT 3Haderye (o, CIPaBe/IUBO ypaBHEHUeE:
[4 x
di son & d¢
e~ ) Py

So Zo

W3 srux dopmys u ns cooTHomenmit 23 (4) u (1) crexyer:

a(() = Az,
U TaKkUM 00pasoM I0JTydYaeM:

Ho) = 7 A@)]

3ameuanne. Oypriua o (A) npuHuMaeTr Bce B3HAYEHUA NHTepBaJa
(— o0, -} 00) u pacrer mau yObIBaeT B 3aBHCHMOCTH OT TOTO, OY/IET JII JHCJIO
w (W) oTpuuaTebHBIM MM II0J0KuTeabHBIM. M3 dopmyrn 23 (4) Mel BumuM,
uro B cayuae {, > 0 obe Qynwimm o, A pacTyr uwiam yGwBaOT, a B CIydae
{y < 0 onma pacrer, a npyrasg yomsaer. Orciona n w3 gopmysst (2) ciemyer,
aT0 uHmezpan § npunusmaem 6ce 3naueHus unmezpaia (— oo, - o) u pacmem
uau y6uisaem, cmomps no moay, 6ydem au o > 0 uan C; < 0. Brpouem, yacts
BTOr0 yTBEp K[leHNs, IIOKA OHO KacaeTcsi MOHOTOHHOCTU (YHKIMU , cIemyer
TaKsKe U3 Toro, 4yro yHKINA { yA0oBIETBOPSAET /. YpaBHEeHUIO B.



25. 3Hayenme MHTerpajioB J. ypasueHud (b).

[Tosnauus, KoTOpble MBI HOJYYHJIN O JNCHEPCHAX M MHTErpajax ji. ypas-
Henns (b), mosBosAnT moOKazarh, uTo kaxcdoe pewenue 0. ypaswenus (b),
onpedeaennoe ¢ unmepsate (— oo, - 00), seasemes cobcmeennoii ducnepcueis,
a UMEHHO NPAMOT WAU Henpimoil, cmomps no momy, 6ydem au ' > 0 uau
' <.

JleiicrBuTesibHO, TyeTh ( —— mpousBosibHOe pemrenme 1. ypasuenus (b),
oIIpefiesieHHOe B MHTepBaje (— oo, -+ 00). Ilyers 2, — mpousBoJIBHOE YMCIIO,
11 &, Loy &g — 3HAUeHNs GYHKIUN { U ee IepBoii u BTOPoii IpoN3BOHOI B dice
Zo-

ITo Teopeme 20,4 cymiecTByer coGcTBeHHAsA ANUCIEpCHA Z, KOTOpas Xapakre-
pHUBYeTcs TeM, 4TO B 4HCJe 2, IPUHIMAeT 3HA4YeHUe [, I ee IepBas U BTopasd
POM3BO/[HbIe TPIHIMAIOT 3HAYeHNs (g, (g, TAK 9TO MMEIOT MeCTO YPAaBHEHUA:

Zz) =Ly, Z'lag) =Ly Z'(20) =Ly
aTa JpucHepcud Z mpaAMas WM HeIpAMasd, B 3aBUCHMOCTH OT TOro, Oyjer Ju
Lo > 0w &y < 0.

IIo Teopeme B a0s. 19,1, ¢yukums Z sABigercA pelleHNeM J. ypaBHEHUSA
(b) u, KoHeYHO, B YNCIe %, YAOBIETBOPAET TEM 7K€ HAUAIBHBIM YCJIOBHAM, Kak
u ¢yarua . Orcloga 1 U3 TeopeMsl cyllecTBOBaHUs B a03. 23 MH 3aKJo4aeM,
YTO B KAQJKJOM 4dueiae Z e (— 00, | 00) HMeeT MecTo paBeHCTBO: Z(x) = {(x).

OTHM MBI YBepHJIMCh B TOM, 4TO cobcmeenmble Juchepcull U UX 4acmu -—
edurncmeennvie pewenus 0. ypasienus (b); N3 TeopeMsl B 063. 24 MBI 3aKIII09aeM,
uT0 Kascdas cobcmeennas oucnepcus 0ana @Gopmyaoti:

{(z) = a7 A@)],
npuyesm x, A — ydodHwie nepsvie hazvl YOOOHBX YNOPAOOUEHHBIL NAD WHMe2PAA08
0. ypasnenus (a).

V. Jucnmepcun BHCIINX POJOB.

26. [lousiHe MBI TOBOPUIN 0 AMcIepCHAX 1. poja (CM. IpuMedaHie B KOHIE
a63. 15,2). IlpesIAyIyio Te0puIo MBI MOKEM paCIIPUTh HA Juciepenn 2, 3; 4.
ponoB. OG aTux mucrepcusAax Mbl He OyAeM IOAPOGHO FOBOPUTH, OTOMY YTO MX
U3y4YeHIle MOMHO IIPOBECTH TeMH jKe MeTOjlaMi, KOTOphle MBI YIOTpeOumIn
K M3y4YeHUIo cBoiicT pucrepcuii 1. poma. MEl orpannuuMes 9CKU30M olrpejesre-
HIIS OTUX J{UCIIEPCHil M OIIICAHIEM HCXOJHOr0 MYHKTA COOTBETCTBYIONIEH TeOpUH.

ITyers «, f — ymopsgoYeHHAA Mapa IPOUBBOJIBHBIX YHCET.

ITponsBoabHOe mpoekTnBHOE coorBercTBUEe P = [U — u, V — 9] B cucreme
UHTErpaJioB J{. YpaBHEHHsA (&) HABBIBAETCH OMHOCUMEAbHO wuces x, f3

peeyaaprusiy 1. poda, ecan A Ramporo uurerpasa Y . ypasueHus (a),
y/0BJIeTBOPAKCINEro ypaBuenuio Y(x) = 0, umeer mecro pY(f) = 0 (em. ompe-
nesenne B a6s. 14);
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pezyaspuyin 2. poda, ecau. jiiA Kamporo umrerpana Y i. mypasHeHus (a),
IIPOM3BOIHASA KOTOPOTO YAOBIETBOpPsAeT ypasHeHnio Y'(x) = 0, mmeer MecCTO
®Y)' () = 0;

peeyaspubim 3. poda, ecau YA KAMKAOTO WHTerpasa J. ypaBHeHudA (a),
yRoBieTBopsIomero ypasuenunio Y(x) = 0, umeer mecro (pY)'(f) = 0;

peeyaapuvis 4. poda, ecoum AJA KasIoro MHTerpasa . ypasHenus (a),
IPOM3BOJ{HASL KOTOPOTO YHOBIETBOPsET ypaBHeHuio Y '(x) = 0, mMeeT MecTo
pY () = 0.

C momMompio 9THX IOHATHIL MBI OIIpefieeM AUCIEPCHU OT/eJbHBIX POJIOB
[0 CJIeYIONMM IIPaBUIaM:

Hucnepcuu 1. poda @, @, ompejesieHHbIe YMCIAMU o, f M IPOUBBOJLHBIM
IIPOEKTUBHBIM COOTBETCTBHEM P, PEryJAPHBIM 1. poja, MBI IIOJY4YUM, KOTAQ
IPHCOCJIHIM K UHCTY &, 9ncio f U, Goxee oGHIM 00pasoM, K RayKaOMy
KODHIO KamJoro wuurerpasa Y . ypaBHeHHs (a) IPUCOEJUHUM y/00HBI
KOpeHb uuTerpasa pY (cm. mopgpobuoe ompenesenue B ads. 15,2);

Oucnepcuu 2. poda ¥, ¥, ompejesieHHBIE YHCIAMU &, f W IIPOMBBOJBHBIM
IIPOEKTUBHBIM COOTBETCTBHEM P, PEryJdapHHIM 2. poja, MBI IIOJYYHIM, KOI7a
IPIICOEUHUM K YICIY « 4ucyao f u, Gomee o6mmM 06pasoM, K Ka#OMy KOPHIO
npousBofAmHoil ¥’ kampgoro uHTerpasa Y 1. ypaBHeHHUA (a), IPUCOSJUHEM Y100-
HEI KOpeHb IpousBojHoii (pY)’ uurerpana pY;

ducnepcuu 3. poda X, )—(, OIIpefieIeHHBIE YHCJIAMHI «, § M IIPOM3BOJHHBIM
IIPOEKTUBHBIM COOTBETCTBHEM P, PEryJAPHBIM 3. POfa, MBI IIOJYYHM, KOIJA
K 4HCJIy o IIPUCOeINHUM 4neJio f 1, Gosee o6umM 06pasoM, K KasKIOMy KOPHIO
Kampgoro nurerpana Y 1. ypaBHeHus (a) mpucoeuHUM yA0OHHI KOpeHb Ipo-
uwsBoaHOil (£Y)" mHTerpana pY;

ducnepcuu 4. poda £, Q, ompefeleHHble YIICaaMU «, f U IIPOMBBOJIBLHBIM
IIPOEKTUBHEIM COOTBETCTBHEM P, pPeryJaapHBM 4. poja, MBI IIOJYYHM, KOIJa
K YICJY o IpucoenHuM uicno f u, Goaee ofupM 06pasoM, K KamKIOMy KOPHIO
IIpOUBBOJIHOY Y' KamI0T0 MHTel paja . YPaBHEHNA (&) IPUCOCMHIM V{00HbIiT
KOpeHb HMHTeIpasa pY. »

WexomupIM IIyHKTOM Teopuu paucliepcuii sBiderca Teopema (em. 16,2)
0 TOM, YTO JAMCIIEPCHH OT/eJbHBIX POJOB IPEBPAIAIOT B TOMAECTBA: CJaeAyIouue
YpaBHEHUSA:

(1. pona) Utz) . v(l) — V(x) . w(l) =0,
(2. pona) U'(x) . v"(¢) —V'(x).4'({) =0,
(3. pona) Ulx) .v'(0) —V(x).4'({) =0, R 1)
(4. pona) U'(x) . o) —V'(x) . u(l) = 0.

3ameTyM, YTO IEHTPAJBbHbBIE AUCIEPCII @, ¥, ¥, ® O KOTOPHIX MBI FOBOPUJIM
Braase 1I., asisoresa ocoGbiv caydaem auenepcuit @, ¥, 5, Q a uMeloT B Ka-
YecTBe HOCHUTEJSI TOJKIIECTBEHHOe IIPOEKTHBHOE COOTBETCTBIIE.
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Yexocnopankmii MaTeMaTHIeckuii mypHam, T. 3 (78) 1953

Résumé

SUR LES INTEGRALES OSCILATOIRES DES EQUATIONS DIFFE-
RENTIELLES LINEAIRES DU SECOND ORDRE

0. BORUVKA, Brno.
(Regu le 9 décembre 1952.)

L’hommage auxr MM, les professeurs Dr. J. Hronec et Dr. L. Seifert
a Voccasion de leurs 701%mes gnpjversaires.

Dans le présent Mémoire je m’occupe des propriétés des intégrales d’une
équation différentielle linéaire homogéne du second ordre:

Y = Q@) y; (a)

je suppose que la fonction @ est définie dans I'intervalle (— oo, + ), qu’elle
est partout négative et continue et les intégrales de ’équation (a) sont oscila-
toires. :

Les vésultats gravitent autour de la distribution de zéros et de valeurs
extrémes des intégrales et, d’aprés mon avis, ils représentent une contribution
remarquable. & la théorie classique. Je trouve de nouvelles propriétés des in-
tégrales de 'équation en question qui s’expriment par des formules élégantes.
et simples; je montre qu’il y a une relation étroite entre cette équation et
I’équation différentielle du troisiéme ordre:

V|| + e =ew, (b)

Ve '
cette relation étant donnée de maniere que, pour chaque intégrale y de 1’équa-
tion (a) et chaque intégrale { de I’équation (b), la fonction composée y(¢) :
: Vﬂ satisfait encore a I’équation (a); je donne une étude détaillée de 1’équation
(b), qui permet de reconnaitre, en particulier, que les intégrales de cette
équation forment un groupe continu & trois parameétres; je déduis, en passant,
des théorémes simples sur fonctions composées qui possédent des dérivées
d’ordres plus élévés que les fonctions primitives.

I. Remarques préliminaires.

1. Par intégrale de l’équation (a) nous entendons une intégrale non
identiquement nulle, qui est définie dans l'intervalle (— oo, - o). Chaque
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intégrale de I’équation (a) posséde, d’aprés I’hypothése, un nombre infini de
racines négatives et positives, dont les valeurs absolues surpassent tout nombre
arbitrairement donné. Il y en a de méme pour la dérivée de chaque intégrale
de I’équation (a).

Soit u,» un couple ordonné d’intégrales linéairement indépendates de
I’équation (a) et soit w = uv’ — w'v la constante des aires correspondante.
On a alors les formules (1) et (2), ces derniéres étant, valables pour deux nom-
bres n < & quelconques, pourvu que la fonction v, »’, vv’ ne s’annule pas dans
I'intervalle [7, &].

2. Les fonctions p, o, définies par les formules (1), satisfont aux équations
(2). Soit «, une racine quelconque de l’intégrale v et soit «, (x_,) la n-iéme

racine de I'intégrale », qui suit & (précede) la racine «y, » = 1, 2, ... Pour la
fonction » nous employons les notations analogues &g, &y, & . Soit » = 0,
+ 1, + 2,.... Nous définissons dans I'intervalle (— o0, + o0) les fonctions

o, f suivant les formules (3), (4), les nombres arc tg[u(x) : v(x)], arc tg [«'(z) :
: v'(2)] étant choisis dans 'intervalle (— 4z, 47). On a alors les formules (5) —
(7). Pour toute fonction f continue dans l'intervalle (— oo, 4 ©0), chacune des
équations (8), possede précisément une intégrale qui passe par un point (&, n)
arbitrairement donné et qui existe dans l’intervalle (— oo, + o0); ces deux
intégrales s’expriment par les formules (9).

3. Pourque les nombres &, 7 soient une solution de I’équation 1. a), 6), B) il
faut et il suffit qu’il existe une intégrale de I’équation (a) a) qui s’annule en
£ et en 7, 6) dont la dérivée s’annule en £ et en 7, B) qui s’annule en £ et sa dé-
rivée en 7. On applique alors le théoréme classique sur les fonctions implicites
a I’équation F(z,y) = 0, ou F signifie une expression (1) quelconque, U, V
étant encore un couple ordonné d’intégrales linéairement indépendantes de
I’équation (a).

4. Sila fonction @ admet partout la dérivée du second ordre, on peut former
I’équation différentielle (a,), la fonction @, étant donnée par la formule (1).
On voit facilement que, pour toute intégrale y de 1’équation (a), la fonction

Yyr=1y": V — @ est une intégrale de I’équation (a,).

Il. Dispersions centrales.

5. Soit x un nombre arbitraire et y (z) une intégrale de 1’équation (a) qui
(dont la dérivée) ’annule en z. Soit » = 1, 2, ... et désignons par

Pa(x) [@-n(2)] la n-iéme racine de l'intégrale y qui suit & (précéde) la ra-

cine x;

Ya(®) [9-n(2)] la n-iéme racine de la fonction z’ qui suit & (précéde) la ra-
cine x;

An(®) [x-2(2)] la n-itme racine de la fonction y' qui suit & (précéde) le
nombre z;
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o (%) [w_,(x)] la n-ieme racine de I'intégrale z qui suit & (précéde) le nom-
bre z.

Soit » = 0, 41, +2 ,... Nous appelons la fonction ¢,, v,, 7,, ®, la dispersion
centrale (c.) de la premiére, seconde, troisiéme, quatriéme espéce d’indice v, et en
particulier, la fonction ¢, vy, x,, ®, la dispersion c. fondamentale de 'espéce
correspondante. Ces définitions ne dépendent manifestement pas du choix
particulier des intégrales y et z.

6. Les dispersions c. vérifient identiquement les formules (1)—(3). On voit
que, les disyersions c. de la premiére espéce forment un groupe cyclique infini
qui est engendré par la dispersion c. fondamentale ¢, et dont ’unité est donnée
par I'identité x; les dispersions c. de la premiére espece d’indices pairs formert
un sous-groupe dans le groupe en question. On a des résultats analogues en
ce qui concerne les dispersions c. de la seconde espéce.

7. Au sujet des dispersions c. de toutes les espéces on démontre que, I’en-
semble de valeurs de chaque dispersion c. est I'intervalle (— 00, 4 ) et cha-
que dispersion c. est une fonction croissante. Il en résulte, manifestement, la
continuité de chaque dispersion c. en tout nombre z.

8. En appliquant les formules 6 (3) et le théoréme classique sur les fonctions
implicites, on démontre que toutes les dispersions c. possédent partout les
dérivées continues du premier ordre qui sont données par les formules (1)—(3).
On en déduit facilement que chaque dispersion c. de la premiére espece pos-
séde partout une dérivée continue du troisiéeme ordre. Plus généralement, si
la fonction @ posséde partout la dérivée continue d’ordre k£ (=0, 1, 2,...),
toutes les dispersions c. de la premiére espéce possedent partout les dérivées
continues d’ordre k& + 3 et les dispersions c. des espéces plus élévées les dérivées
continues d’ordre &k -+ 1.

9. Les valeurs des dérivées des dispersions c. fondamentales ¢, v, y, ®
peuvent s’exprimer par les valeurs de la fonction @ suivant les formules (1).

10. Les formules 9 (1) donnent un renseignement sur l’allure des fonctions
(@) —z, p(x) — z, y(x) —z, w(x) — x dans le cas ou la fonction @ est mono-
tone. On voit que les fonctions en question ne croissent ou bien ne décroissent
pas si la fonction @ jouit de la méme propriété.

11. En conséquence des considérations précédentes on démontre des théo-
rémes remarquables sur les fonctions composées. Nous considérons une fonction
@ qui est continue dans I'intervalle (— o0, + o). 1. Supposons que la fonction
Q est négative et les intégrales de I’équation y" = Q(x) y sont oscilatoires. Il
existe alors deux fonctions X, Y définies dans l'intervalle (— o0, 4+ o0), qui
vérifient partout les inégalités x < X(x) < Y(x) et jouissent de la propriété
que la fonetion composée Q[ X (z)] : Q[Y (x)] posséde partout la dérivée continue
du second ordre. Si la fonction ¢ est proprement monotone, les fonctions X, ¥
résultent continues. 2. Supposons que la fonction @ satisfait & 1'inégalité
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inf  |@(x)| > 0. Alors la proposition du théoréme précédent subsiste encore.
Le(— o0, + 00

3. Supposons que la fonction @ posséde dans 'intervalle (— co, 4 o0) la dérivée
négative et continue @' et les intégrales de I’équation 3" = Q’'(z) y sont osci-
latoires. Il existe alors une fonction X définie dans I'intervalle (— o0, 4 ©0),
qui vérifie partout l'inégalité z < X(z), posséde la dérivée du premier ordre
continue et jouit de la propriété que la fonction composée Q[X(x)] posséde
partout la dérivée continue du troisiéme ordre. 4. Supposons que la fonction
@ posséde dans l'intervalle (— oo, -+ o0) la dérivée négative (positive) et
continue @’ et qu’elle décroit (croit) de + 00 & — oo (de — o0 a + o0). Alors
la proposition du théoréme précédent subsiste encore.

12. On démontrera plus tard (no 17) que toutes les dispersions c. de la pre-
miére espéce vérifient I’équation différentielle du troisiéme ordre (b). On en
déduit facilement une condition nécéssaire pourque la distance de deux
racines voisines de chaque intégrale de ’équation (a) soit toujours la méme
(= d). Cette condition subsiste en ceci que la fonction @ doit étre périodique
avec la période d. M.L. Frank a donné un exemple (1) de I’équation (a) ou la
fonction @ change le signe et les intégrales possédent la dite propriété
(avec d = x); 'intégrale générale de cette équation est donnée par la formule

2).

I1l. Dispersions de la premiére espéce.

13. Soient U, V; u, v deux couples ordonnés d’intégrales linéairement indé-
pendantes de 1’ équation (a) et W, w les constantes des aires correspondantes.
On définit une correspondance projective p dans le systéme d’intégrales
de I’équation (a) en faisant correspondre & chaque intégrale Y = AU + uV
Pintégrale (pY =)y = Au + uv. On écrit alors p = [U - u, V —»]. On
appelle le couple ordonné d’intégrales U, V (u, v) la premiére (sedonde) base
et le rapport (v =) W:w la caractéristique de la projectivité p. La projectivité
p se trouve encore déterminée si I'on se doune arbitrairement la premiére
base P, @) et qu’on choisit pour la seconde les deux intégrales pP, pQ. La car-
actéristique 7 ne dépend pas de ce choix. Pour tout nombre ¢ (== 0) on désigne
par cp la projectivité ¢cp = [U — cu, V — cv] et on dit que cette projectivité
cp est linéairement dépendante de la projectivité p. La caractéristique de la
projectivité cp égale a (1 : c?) 7.

14. Soit «, f un couple ordonné de nombres arbitrairement donnés et p une
projectivité dans le systéme d’intégrales de 1’équation (a). On appelle la pro-
jectivité p réguliére de la premiére espéce, ou bien tout simplement réguliére,
par rapport a « et f, si pour toute intégrale ¥ de léquation (a) vérifiant ’équ-
ation Y(x) = 0 on a pY () = 0. Si la projectivité p est réguliére par rapport
a o et f, on a la formule (1) quelque soit le choix des bases U, V et u, v de la
projectivité p; inverserment, si cette formule (1) subsiste avec un choix parti-
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culier de bases; la projectivité p résulte réguliére par rapport a « et 5. On
démontre d’autres théorémes qui concernent la régularité de la projectivité
identique, de I'inverse p~* et de la projectivité composée de deux projectivités
P1, Po; ces théorémes sont utiles dans les considérations ultérieures.

15. Soit « un nombre arbitrairement donné. Poscns «, = ¢,(x), v = 0,
41, 42, ..., de sorte que, si ’on désigne par V une intégrale de I’équation (a)
s’annulant en «, on a &y, = « et le nombre «,, pour » > 0 (v < 0) coincide avec
la v-iéme (— »-iéme) racine de l'intégrale V qui suit & (précéde) la racine «.
Nous appelons «, le v-iéme nombre fondamental par rapport & ; I'intervalle
[eyy pr1) ((%y—1s ,]) S’appelle le v-iéme tntervalle fondamental & droit (@ gauche)
par rapport & «. Cela étant, nous définissons dans l'intervalle (— oo, + o0)

deux fonctions réelles , @, @, qui sont de I'importance fondamentale pour la
suite. Considérons deux nombres arbitrairement données «, f. Soient «,, f,
(v =0, 41, £+2,...) les v-iémes nombres fondamentaux par rapport a «, 5,
et p une projectivité quelconque dans le systéme d’intégrales de 1’équation (a)
qui est réguliere par rapport & « et f. Soit # un nombre arbitraire et ¥ une
intégrale de 1’équation (a) s’annulant en x; le nombre z se trouve situé dans un
certain »-iéme intervalle fondamenrtal & droit et dans un certain u-iéme inter-
valle fondamental a gauche par rapport a «. La définition en question consiste

en ceci que, la valeur de la fonction @ (@) en x est la racine de I'intégrale pY
qui se trouve située dans le v-iéme (— »-iéme) intervalle fondamental & droit
(& gauche) par rapport a f, ou bien dans le u-iéme (— p-iéme) intervalle fon-

damental & gauche (& droit) par rapport a . Nous appelons la fonction @ (@)
la dispersion directe (indirecte) de la premiére espéce, déterminée par les nombres
x, B et la projectivité p. Comme nous ne considérerons pas ici des dispersions
d’ordre plus élévé, nous parlerons simplement de dispersions directes ou in-
directes déterminées par les données correspondantes.

16. Dans les n* 16—19 nous reprenons les notations du n® 15; nous désig-
nons par 7 la caractéristique de la projectivité p. Soit ¢ la dispersion directe (P)
ou bien indirecte (P) déterminée par les nombres «, f et la projectivité p. Cn
démontre que I’ensemble de valeurs de la fonction ¢ est I'intervalle (— o0, 4 o0)
et que les équations (1), (2) sont vérifiées identiquement. On en voit, en parti-
culier, que toute dispersion c. de la premiére espéce est échangeable avec toute
dispersion directe. Si 'on a f# = ¢,(x) et que la projectivité p est identique,
I’égalité suivante est satisfaite identiquement: @ = ¢,,.

17. Supposons que la dispersion ¢ est directe. Dans le cas T > 0 la fonction
{ croit dans tout I'intervalle (— oo, + o) et par conséquent (n°16) elle résulte
partout continue. Dans le cas 7 < 0, la fonction { décroit dans chaque inter-
valle (x,, &,,,) de f,,; & f, et Pon a lim {(¢) = f,,,, lim {(t) =B, on

t—ay+ t>ay g —

voit que la fonction ¢ est continue dans chaque intervalle («,, %, ,) tandis qu’-
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elle résulte discontinue en «,, la discontinuité étant exprimée par les formules
sujvantes: lim {(f) = B,_;, lim {(¢) = B,,;5 (» =0, 1, 42, ...).

t—=>oay— t—ay+
Supposons que la dispersion { est indirecte. Dans le cas 7 << 0 la fonction ¢
décroit dans tout l'intervalle (— oo, + o0) et par conséquent (n° 16) elle ré-
sulte partout continue. Dans le cas v > 0 la fonction { croit dans chaque
intervalle (o, &, ;) de f_,_;a B_,etVona lim {(t) = pB_,_;, im ((t) = p_,;

t—oy+ t—ayp1—

on en voit que la fonction { est continue dans chaque intervalle («,, «,.;)
tandis qu’elle résulte discontinue en «,, la discontinuité étant donnée par les
formules suivantes: lim {(¢) = f_,,.,, lim (@) =p_,_1; (v =0, 1, 42, ...).

t—oy— oy +
Quelque soit la dispersion £, directe ou non, elle posséde en tout nombre
z de continuité la dérivée du premier ordre qui est donnée par n’importe
quelle formule (5)—(7). On en voit que la fonction ¢ posséde en tout nombre
2z de continuité méme la dérivée continue du troisiéme ordre et on démontre
qu’elle vérifie I’équation (b).

18. La dispersion ¢ s’appelle propre quand elle est directe et la caractéristi-
que 7 est positive, ou bien indirecte et v est négative. Dans les autres cas ¢
s’appelle impropre. On démontre que chaque dispersion impropre { se compose
de parties de convenables dispersions propres; la partie de la dispersion ¢
définie dans un intervalle («,, &, ;) quelconque est en méme temps une partie
de la dispersion propre qui est déterminée par les nombres z, {(x) et par la
méme projectivité p, = e (x,, &,,,) étant un nombre arbitraire, » = 0, 41,

+2,....

19. Dans la suite nous ne nous occupons que de dispersions propres. Soit
alors £ une dispersion propre. Les considérations précédentes entrainent que
la dispersion ¢ croit ou décroit dans tout I'intervalle (— 00, + o0) suivant
qu’elle est, directe ou indirecte; on a en outre la formule sgn (' = sgnt. La
dispersion { posséde partout la dérivée continue du troisiéme ordre et elle
satisfait & I’équation (b). On démontre d’autres propriétés suivantes: Pour
chaque intégrale y de I’équation (a) on a la formule (2),Y étant encore une
integrale de I’équation (a) a savoir I'intégrale donnée par la formule ¥ = p~'y;
la formule (2) peut étre simplifiée par la formule (3), si’on remplace p par la
projectivité + V|r] P qui conduit & la méme dispersion {. Si { est une dispersion
centrale d’indice pair ou impair on a pour deux intégrales indépendantes
quelconques de équation (a), u, v, les équations (4); inversement, si ces équations
sont satisfaites, la dispersion ¢ résulte centrale d’indice pair ou impair suivant
le signe 4 ou — dans les seconds membres.

20. Soient «; &, &g =0, C:; des nombres arbitraires. Soit %, v un couple
ordonné d’intégrales indépendantes de I’équation (a) et U, V le couple ordonné
d’intégrales de la méme équation (a), ces derniéres étant données par les
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valeurs initiales exprimées par les formules (1). Dans ces conditions, la disyer-
sion -propre £, qui est déterminée par les nombres «, {, et la projectivité p =
= [U - u, V — 9], jouit de la propriété d’avoir sa valeur en « égale & (,
et les valeurs de ses dérivées du premier et du second ordre & C(,, c(;. Les dis-
persions propres dépendent par conséquent pféeisément de trois parameétres
arbitraires. On démontre que toutes les dispersions propres forment un groupe
continu & & trois parameétres; toutes les dispersions propres directes forment
un sous-groupe invariant Y dans le groupe & et toutes les dispersions propres
indirectes forment une classe du groupe-quotient &/9.

21. Nous reprenons la signification des symboles & et P et nous désignons
par € le groupe formé par toutes les dispersiors centrales de la premiére espéce
et par & son sous-groupe de toutes les dispersions centrales de la premiére
espece d’indices pairs. On a alors les relatiors: D PD €D &. Soit { € & une
dispersion propre quelcorque et u, v un couple ordonné d’intégrales linéairc-
ment indépendantes quelcorques de I’équation (a). On a alors les formules
(1) avec les coefficients c,;, Cyq, Coy, Co; bien détermirés. Le détermirant |C|
de la matrice C de ces coefficients égale a sgn ¢’. En faisant corresponrdre & la,
dispersion { la matrice C, on obtient une représertation homomorphe d du
groupe @& sur le groupe £ formé par les matrices carrées unimodulaires du
second ordre. En se servant de cette représentation d on démontre que le groupe
@ est un sous-groupe invariant en & et le groupe-quotient /S est isomorphe
au groupe £; on démontre en plus que le grouge € est le centre du groupe Y.

IV. L’équation différentielle des dispersions de la premiére espéce:

Vel (ﬁ) +27.Q() = Q). (b)

22. L’équation différentielle des dispersicns de la premiére espece, (b),
peut étre mise sous la forme (1); dans cette formule { et x désignent deux
dispersions propres mutuellement inverses et les signes ' et * leurs dérivées,
ces dérivées étant prises en deux nombres x = #({), { = {(x) correspondants
quelconques.

23. Lemme. Soit { une solution de ’équation (b) définie dansunintervalle
j et soit u une intégrale quelconque de I’équation (a). Soit z,€j un nombre
arbitrairement donré et (,, C.; (= 0), Cg les valeurs de la fonrction ¢ et de sa
dérivée premiére et seconde en z, Dans ces conditions, la fonction U définie
par la formule (1) satisfait encore, dans I'intervalle j, a I’équation (a); 1'inté-
grale U est précisément celle qui est déterminée par les conditions initiales
exprimées par les formules (2).

Théoréme. Soient zy; &, Lo (F 0), {5 des nombres arbitrairement donnés.
11 existe précisément une intégrale ¢ de 1’équation (b) définie dans 'intervalle
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(— o0, + o0), qui prend, en z, la valeur {, et ses dérivées du premier et du
second ordre les valeurs g, Cg. Toute solution de I’équation (b) qui vérifie les
- mémes conditions initiales fait partie de I'intégrale {. Soient u, v d’arbitraires
intégrales indépendantes de I’équation (a) et U, V les deux intégrales de I’équa-
tion (a) qui sont déterminées par les conditions initiales (3); soient g, P les
fonctions définies par les formules o = l/’uﬁ + 0% P = VU2 -+ V2. Dans ces
conditions l'intégrale { est l'intégrale unique de ’equation différentielle du
premier ordre (B) qui existe dans l'intervalle (— oo, + o) et qui prend, en
2y, la valeur &,.

24. Nous reprenons les notations du n® 23. On peut s’arranger que les
fonctions « et A définies suivant les formules 2 (3) moyennant les deux couples
ordonnées d’intégrales u,vet U, V vérifient ’équation (1). On démontre qu’
avec ce choix des fonctiors « et A l'intégrale { peut s’exprimer par la formule

7

(2), ™1 étant la fonction inverse par rapport & «.

25. Les considérations précédentes entrainent que toute intégrale de I'équa-
tion (b) définie dans l'intervalle (— oo, 4 o0) est une dispersion propre, qui
est directe ou indirecte suivant I'inégalité {' > 0 ou ' < 0.

V. Dispersions des espéces supérieures.

26. La théorie précédente peut étre élargie aux dispersions delaseconde,
troisiéme et quatriéme espéce. Dans ce but on définit dans le systéme d’in-
tégrales de I’équation (a) les projectivités régulieres de la seconde, troisieme
et quatrieme espéce, en remplacant les équations Y(x) = 0 = pY(f) (n° 14)
par les suivantes: Y'(x) = 0 = (pY)'(f), Y(x) = 0= (pY)'(B), Y'(x) =0 =
= pY(B). A la base de ces définitions on introduit les notions des dispersions
des espeéces supérieures en procédant d’une maniere analogue a celle qui
a été employée dans la théorie précédente. Les dispersions des quatre espéces
vérifient identiquement les équations (1) et elles entrainent comme cas parti-
culiers les dispersions centrales des espéces correspondantes étudiées au

Chap. II.
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