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Впрочем нас будут интересовать только решения, удовдетво-
ряющ,ие неравенствам (26,2) и (26,3). Имеем 

d ^ 3 "^ ^ 3 1 ^ 1 Ч~ ^33^3? AAi = (JOIQA -f- тцА^ -\- (ßi^A^. 

Есди сою Ф О, геометрическим местом (^з) точек ^з будет про
странственная кривая с соприкасаюпдейся плоскостью [^^.^^^з]; 
есди а>1о = О, (А^) будет прямая [^.^^з]- В настоящем параграфе 
мы будем исследовать случай 

сою Ф 0. (31,2) 
Уравнения (26,4)—(26,9), подученные внешним дифференциро
ванием (26,1), примут теперь вид 

[<^Лз] + [^2^23] = 0, (31,3) 
[ ^ 2 ^ = О, (31,4) 

[созЛз] = о, (31,5) 
[^l'^20] + [<^31'̂ 23] = 0. (31,6) 

К ним нужно присоединить результат внешнего дифференциро
вания (31,1), то есть 

[cogi^io] == О, (31,7) 
[ш-зСОю] = 0. (31,8) 

Согласно (31,2) из (31,7) и (31,8) следует 
[Ш31Ш2] - 0. (31,9) 

Вспомним также соотношения (26,10), (30,2) и (30,3). 
Согласно (31,4), {31,8) и (31,9), можно положить 

Тао = 0(0)2, СОю = ß^2^ <^31 = 7 ^ 2 5 

где aßy Ф О ввиду (26,3), (31,2) и (26,2). Отсюда мы получаем 
внешним дифференцированием 

ÔOC = 2(622 - воо) ос, oß = (en + 632 — 2еоо) ß, 
^У = (̂ 22 + бзз - 0̂0 " en) 7- .. 

Учитывая (30,3), мы видим, что можно специадизировать репер 
так, чтобы было (X =: ß'^ у = { или 

"̂20 = соз, сОю = соз, Шз1 = соа- (31,10) 
-К соотношениям (26,10) и (30,2), нужно теперь присоединить 

" en — боо = «22 — боо ̂  взз — 0̂0 == о (31,11) 
тогда как 

^20? ^21? ^13; ^23 (31,12) 
остаются произвольными. 
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Внешним дифференцированием уравнений (31,10) мы поду
чим 

[0)11 — СОооСОа] = [Ш22 — ft)00<^2] = [<^33 — ft>00Ö>2] = Ö. ( 3 1 Д З ) 

Учитывая (31,10) мы выводим из (31,3) и (31,6) 
[cOiTia — щ] = О, [соаТзз ~ coj = 0; 

и получаем [Т13Ш2] = О согласно (31,5) и (31,10), так что 
Ti3 = С02, ( 3 1 Д 4) 

Т23 = COi + Ö̂ C02- (31 Д 5) 

Из (31,15) мы подучим внешним дифференцированием да = 2в21. 
Из (31,12) следует, что можно специализировать репер так, 
чтобы а = О или 

Тзз = coi; (31Д6) 
к соотношениям (26,10), (30,2) и (31,11) нужно теперь присоеди
нить 

621 = О (31Д7) 
тогда как 

620.613, баз (31Д8) 
остаются производьными. 

Внешнее дифференцирование (31,14) не дает ничего нового, 
но дифференцируя внешним образом (31,16), мы получим 

[сОоо — 0)^1 — 0)2% + C033Ö>l] — 2[ft>2i — СО3СО2] = 0 . ( 3 1 Д 9 ) 

Введя допустимое предподожение (см. § 6) 
ОУоо + СОц + Ш22 + Û>33 = öj 

мы видим из соотношений (31,13), что можно цодожить 
СОоо = ^<^2? ^ 1 1 = ^1<^25 <^22 = ^2<^2? ^33 = ^3^3? 

л: + {%1 + ^2 + ^3 = 0. 
Внешнее дифференцирование дает 

дос = ^ 620, àoc-^ = eis, à(X2 = 620, àoc^ = — 613. 
Согдасно (30,18) можно специализировать репер так, чтобы 

Шоо = осоу^, соц = — аю^у (31,20) 
^22 = О, Шзз = 0. (31,21) 

Из соотношений (31,21) мы получаем внешним дифференциро
ванием [0)20̂ 02] = О, [û>3iû>2] = О, так что можно положить 

<̂20 = ßoy^, ft>13 = Г^2- (31,22) 
Внешнее дифференцирование (31,20) и (31,22) дает возможность 
положить 
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doc = ù)i -\- ро)^, dß = Ш21 + ö̂>2, dy = — Ш3 + ra)2- (31,23 
Дадее мы продифференцируем внешним образом (31,22) и поло 
жим 

dp 
dq 
dr 

Шз, = ft>2i + 2ЛО>1 + Pl(^2 -

= ЛСО21 — СО23 + ßcoi + д^Ша, 

Легко найти, что [dco2] = О, откуда 
0)2 = dt 

Теперь мы вычисляем посдедоватедьно 
dAs 
dt 

аЛ4з 
dt^ 

d^ 

An dU 3 

dt- A — ocAi + уА Si 

= (— p -{- ûc^ -\- y) Aj^ -\- A2 + (r — ay) J.3, 

~ {— p + ûc^ + ß -{- y) A -{- {2r — PJ^ — 2(xy + 

+ Зоср — oc^) A^ -\- (fi — ЛГ — 2yp -|- у2 _j_ ^^) ^^ 

dJ5 3 

dt 
d'B, 

Б11 
d^B 3 

dp В ~ocB^ + {y + l)B 3? 

d̂ ' (__ 2? + ^^ + ? + i) -ßi + -̂ г + 

d^^ 
+ (r — oc , y + i) B^, 
(— p_j_^2_j_^_|_2) jB- l - (2f — 2?! 

2л: . 7 + 1 + 3(%^ — oc^) JBI + (̂ 1 ocr 

(X\jjci.XjL ^xi. 3 J 

d^[^^H3] 
d«2 

d̂ ^ 

2 . у + 1-Р + У + 1̂  + + л - 7 + 1) JBS; 

I x i -j-0.2-0,0 J • 

<x[л 1x4 2^3] — [^4л2^з] -{- ßlAAiA^I, 

{p — oc^ — ß) [J.1^2^3] + 

+ {q- aß) [AA^A^] + [AA^A^^ 

(Pi ~~ ^^P — 2g + 2ocß + oc^) [A^A^A^] + 

^2 — ^ —. y) [^^2^3] + 

(31,24) 

\ö 1 i^juOßl 

(31,26) 

iö X 5-U / J 

(31,28) 
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d[BB,B,] 
dt 

dt^ 
d^[BB,B^] 

dt^ 

d 1 jD-£î|JL)gJ 

oc[B^B^B^l-- [BB^B^] + (ß + i) [BB^B^] 

{p — a^ — ß — 1) [BiJSaßg] 

(q- ос .ß + I) [ВВ^В^] + [BBj^B^] 

dt^ (p -~ Зоср ~ 2q -\- 2% . ß -}- i 

• a^) [B^B^B^] + (p - a^ - ß - у -
- 2) [ВВ^В^] + (gi -^_U- i .p -
- ocq + аК ^ " + 1 + ^ + 1̂ ) [BB^B^l 

Ho вводя две коддинеации К^ и К^ с помощью уравнений 

(31,29) 

К.А ,.. ^ В + |Бз , Z H i == ^ ь ^1^4^ = В, В 3? 

JLJL 1 JLX О i>3? (31,30) 

JLJL О- ' ' ^ - О J - " - ^ ' ' - ^ 1 - ^ 1 5 -'^-^ о - *^ 

Ü2^.3 

2 2 
1 
3 ^ 1 (X 3? 

(31,31) 

мы видим из (31,26)—(31,29), что 

ЛЛ^ Ч-^^ Q JL/ о « л\. 
d^3 TT ___ 

dt ' ^ dt^ 
d^A^ _ d2ß 

" dt^ 
3 1/? 

3^3? 

iT 
d ^ 3 _ d^-ßg _̂  d 5 
dt^ "" d^3' di 

3 , il 
СЛ JLX Q O. J-J 3 3 

dê  dt 4 
2 Ë !^ -4-1 /? • 

> (31,32) 

A a L - ^ ^ i ^ s ] ~ [-O-O1-D3], л 2 
d[^^iJ[3] AiBB^B^I 

К 2 

X 2 

К 

d^AA^A^I _ d\BB^B^] 

dt^ àt^ 
d\AA^A^-\ d\BB^B^] 

dt 

h[BB,B,] 

dt 

? • 

2 d^ d̂ ' 
2 

d[^^i£3] 
di ' 

d%BB,B,] 
dt^ 

> 

А^СБ^^Бз] 

(31,33) 

где значения Al и ^2;нас не интересуют. 
... • X • . • 

Уравнения (31, 32) показывают, что Кх является точечной 
соприкасающейся коллинеациеи соответствия между двумя кри
выми (Лз) и (5з), т. е. что имеет место аналитическое касание 
четвертого порядка между двумя кривыми iri(Лз) ^ (^з) ^ ис-
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ходной точке В^. Точно так же уравнения (31, 32) показывают^ 
что К^ является тангенциальной соприкасающейся коллинеацией 
того же соответствия между (^з) и (В^), т. е. что имеет место 
аналитическое касание четвертого порядка между кривыми 
^2(^3) и (^з), если образующими элементами этих двух кривых 
считать соприкасающиеся плоскости (а не точки). Уравнения 
(31,31) показывают, что рассматриваемое соответстгчие между 
двумя пространствами ^з и S'^ можно получить, поставив в со
ответствие Kaoicdou точке некоторой соприкасающейся плоскости 
кривой — образ этой точки при коллинеации К^, 

Однако, для того, чтобы построенное таким образом соот
ветствие между двумя пространствами S^, и 8'^ обладало для 
каждой пары взаимно соответствующих точек тотально ^-ли
неаризирующей прямой (при надлежащем выборе касательной 
коллинеации К)^ необходимо и достаточно, чтобы порождающее 
соответствие между обеими кривими (^з) и {В^) обладало свой
ством, которое вытекает из следующих уравнений, получаю
щихся из (31,30) и (31,31): 

{К^ - к,) А, = | ß i , (К, - К,) А, = 0. '̂̂ '̂̂ ^^ 
Упомянутое свойство состоит в том, что для каждо и точки Л., 
не лежащей на касательной [-А^^з] к кривой (^з) в точке Лз, 
прямая [Ä^iX, К^Х] пересекает касательную {В^В^ к кривой 
(Бд) (в точке 5з, соответствующей ^з) ^ точке, являющейся 
образом касательной плоскости к кривой 5з, содерэФсащей пря
мую [Kj^X^ ^2-^]7 ^ нуль-системе ассоциированной с соприкасаю
щимся линейным комплексом кривой (В^) в точке В^. Чита
тель может без труда верифицировать приведенное выше, 
так же как и справедливость последующих замечаний. Если 
даны две пространственные кривые (А^) и (В^) и если каэ4сдая 
из них принадлеэФсит некоторому фиксированному линейному 
комплексу, то указанное свойство имеет место всегда, независимо 
от выбора соответствия метсду {А^) и (В^). Наоборот, это 
свойство не моэФсет иметь места, если одна и только одна из 
наших двух кривых (Лз) и (В^) принадлеэФсит некоторому фикси
рованному линейному комплексу. Наконец, если ни одна из кри
вых (Л-з) и (5з) не принадлеэФсит фиксированному линейному 
комплексу, то существуют три семейства (из которых только 
одно действительно для действительных кривых) оо̂  соответ
ствий меэФсду (Лз) и {BQ), обладающих указанным свойством. 
Если отнести кривую (Лд) к некоторому параметру v, а вторую 
кривую (J?3) к параметру v', то эти соответствия можно получить 
интегрируя уравнение 
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где 03 — хорошо известный дифференциальный инвариант Э. 
И. Вильчинского (см. его книгу Projective differential geometry 
of curves and ruled surfaces стр. 240) относительно кривой (Лд), 
а ©3 — тот же инвариант относительно (5з). 

32. Остается исследовать систему Пфаффа (26,1) + (32,1), 
где 

СОзо = C0i2 = OJio = О, (32 ,1 ) 

условия интегрируемости которой имеют вид 

[coiTis] + [о̂ з-̂ г̂з] = О, (32 Д) 
[СО2Т20] = О, (32,2) 

[^зЛз] = 0̂  (32,4) 
[<^1^20] + [(0^1Г2з] == 0 . (32 ,5 ) 

Нас интересуют решения системы (26,1) + (32,1), удовлетворя
ющие неравенствам (26,2)и (26,3). Вспомним также соотношения 
(26,10), (30,2) и (30,3). Из (32,2)—(32,5) следует, что можно 
положить Шз1 = ocj^coi + ^2^2- Внсшним дифференцированием 
мы получаем отсюда 

(5̂ 1 = (езз — воо) ^1, 
ôx^ = 621^1 + (^22 + 633 — ^00 — 611) ^2- (32 ,6 ) 

Согласно (26,2) и (30,3) мы видим, что можно специализировать 
репер так, чтобы было или л;1 = 1, ^g — О? то есть cogi = со̂ , 
или (Xi = О, ^2 = 1, то есть cogi = СО2. В настоящем параграфе 
мы будем исследовать предположение 

соз1 = ft>i; (32,7) 
предположение созх = cog будет разобрано в § 33. Ввиду (32,6) 
нужно к соотношениям (26,10) и (30,2) присоединить 

3̂3 — воо == е21 == о (32,8) 
тогда как 

вц боо? в22 ^00? '^205 ^13? ^23 (о2,У) 

остаются произвольными. 
Если бы было т,з = О, имело бы место 

d^^ . А = О, dK . Ai = О, dK . J.2 = Тдо^ + Тгз^з? dZ . J-3 = 0. 
Согласно (32,2) и (32,3) было бы [ft>2'̂ 2o] = [^2^20] = О, так что 
коллинеация К зависела бы лишь от одного параметра t такого, 
что [d̂ 602] = 0. Для СО2 = О то*1ка А описала бы плоскость 
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[^[^1^з] и имело бы место dK . X = О для каждой точки X 
этой плоскости. Мы вернулись бы к частному случаю решения, 
разобранного в § 24. Отсюда следует, что мы можем предпо
ложить 

Ti3 Ф 0. (32,10) 
Условия интегрируемости системы Пфаффа (26,1) + (32,1) + 

(32,7) имеют очевидно вид 
"^20 ~Ь T^zB "^ о , {о2,11) 

[шаГзо] = [coitis] = О, (32,12) 

[сО^СОоо — 0>зз + <^з] — [<^2<^2l] = 0 . ( 3 2 , 1 3 ) 

(32,12) позволяет нам положить Тао = î iCOg, т з̂ = ß^^i- Внешнее 
дифференцирование дает нам öß^^ = 2(̂ 22 — о̂о) ßn ^ßz = 2(6^ — 
— боо) î 2- Согласно (26,3), (32,9) и (32,10), можно специализиро
вать репер таким образом, чтобы получить ß^ = ß^ = i или 

= 0)2, Таз = — <̂ 25 '̂ 13 = <^1- (32 ,14 ) 20 

к соотношениям (26,10), (30,2) и (30,8) нужно присоединить 

Ч\ = ^00 = 622 — воо == о, (32,15) 
тогда как 

020. 6l3. ^23 ( 3 2 , 1 6 ) 

остаются произвольными. 
Внешним дифференцированием (32,14) получаем 

[соаШоо — <̂ 22] = О, 
[Ш2СО22 — < 3̂3 + <^з] — [^^l<^2l] == о, 

[coicüoo — 2ft>ii + Ш33] — [СО2СО21] = 0. 

Итак, условия интегрируемости системы Пфаффа (26,1) 
(32,1) + (32,7) + (32,11) + (32,14) можно написать в виде 

<^11 ^ 3 3 — С10Ух-> <^22 ~~ ^00 — ^^25 у Q^ 1 7 ) 
(^гъ — <^оо = ^<^1 + ^С02 + < з̂> ^ 2 1 =^ ^<^1 + ^<^2- V J ; 

Мы видим, что наша система Пфаффа в инволюции и ее обш,ее 
решение зависит от четырех произвольных функций одного 
переменного. 

Легко доказать, что случай /г Ф О не приводит к новым ре
шениям. В самом деле, положим 

4' = 
в 

~- л, А^ — 
= Б, Б; = 

"""''"'^ jCjLoy -сД-л — 

1> Р ' 
" - ^ 1 ? - ^ 3 " = - Д З — - ^ J 

— -'--'3 ' JLJ • 
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Тогда мы найдем 

dA'i = — (Шао + (^2,ь) - 4 ' + <^2Hl — (^<^1 + ^<^2) ^ 2 — <'^23-4з, 

d J . 2 == C0i3^ ' + C0ll^2 + ^13^35 

d ^ 3 " ( ^ ^ 1 + ^ ^ 2 ) ^ ' + ^ 2 ^ 1 + (^33 — <^з) -^3? 

d £ ' = (cooo + CO3) J B ' — CO2^1 + coi^a + CO3JS3, 

d B i = — (CO20 + CO23) ^ ' + C022^1 — (^<^1 + ^(^H) B'2, — 

(Ш23 CO2) -Dg, 

d ^ a = (cOi3 + coi) B ' + Ш ц Б з + (^13 + (^i) K^ 

d ^ g = (ÄcOi + fecOg) -ß ' + COgSi + (0>33 — CO3) -B3. 

Действительно, мы видим, что имеем здесь дело для АфО с част
ным случаем решения (вплоть до обозначений), исследованного 
в § 27. Это частный случай конгруэнции i?, одна фокальная по
верхность которых вырождается в прямую. 

Во всех этих случаях внешним дифференцированием послед
него (или предпоследнего) соотношения (23,17) мы получаем 
(5Ä == О, дк =•—-(620 + б2з)- Значит можно специализировать 
репер таким образом, чтобы к = 0^ для чего необходимо при
соединить к (32,15) новое соотношение 

^20 + ^23 = Ö. 

Если кроме того Ä = О, то имеет место 

<^33 — <^00 = СОЗ? <^21 = Ö. ( 3 2 , 1 8 ) 

Дифференцируя внешним образом (32,18), получим [ОУ^У^^ 
+ созз] = О 5 [<̂ 1<̂ 2о + <̂ 2з] == о 7 так что должнд иметь место 

СО20 + оуш = 0. (32,19) 

первых двух соотношений (32,17) 
дает да = ^е^^, ob = — 2е2о- Так как е̂ з и ego еще свободны, можно 
завершить специализацию репера, полагая а = b = О или 

(Оц — СОзз = О, 0)22 ~" ^00 = Ö- (32,20) 

Легко убедиться, что [dco ]̂ = [dcog] = О, так что 
ч 

0)1 = du, «а = dv. (32,21) 
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Основные уравнения принимают вид 
d^ = 
d^i 
dJ.2 — 
аАз = 

dB = 
dB,-
dB,-
d-Вз = 

Итак, мы имеем 
d^3 = 
Cl.-cl-i ^ 

djBß ' 

dB,--

-- (OQQA + (OiAj^ + ft>2^2 + СОз^З. 
Ч 

= (COOO + ^ 3 ) ^ 1 + ft>13^35 
- C0oo^2 "i ^ 2 3 ( ^ 3 — A), 
'- coi^i + (cooo + ^3) -4з; 

= COoo^ + <^1^1 + ^2-^2 + <^3^35 
= (cOoo + Ш3) J5i + (C0i3 + COi) 5 з , 

= 0)00^2 + (C023 - - ^ 2 ) (-^3 — Щ^ 
-- co^B^ + (a>oo + о>з) ^ 3 - J 

= coi^i + (cooo + CO3) A^, 
= (^00 + CO3) ^ 1 + <^13-4з, 
= COi^i + (cOoo + CO3) Б 3 , 
= (cOoo + CO3) Б 1 + (ö>i3 + COi) jBg, 

' 

(32,22) 

(32,24) 

откуда видно, что положение обеих точек А^ ж В^ зависит от 
единственного параметра щ при изменении и точка ^з описы
вает прямую (А2)1 точка В^ — прямую (^з)? и мы имеем дело 
с неколлинейным соответствием между этими двумя прямыми; 
сверх того это соответствие произвольно. 

Кроме того имеет место 
d{A 3 -А) 

àA 
со о А 2^^ 2 со 00 {А 

d{B, 
dB 

2 
В) 

C0QQA2 

— CJÜOB 

О) 23 ( ^ 3 

2 

2 ^ 0 0 - ^ 2 О) 
2 + ^0о(^5з 
— С02)(5з -

- 4 ) 

А); 

В), 

(32,24) 

что показывает, что положение обеих точек А^ — АвВ^ — Б за
висит только от одного параметра v; при изменении v точка А^ — 
— А описывает прямую {А^ — А)^ точка В^ — В описывает 
прямую (jBg — £ ) , и мы имеем дело с неколлинеарным соответ
ствием (и сверх того, произвольным) между этими двумя пря
мыми . 

Из (32,23) и (32,24) легко вывести (см. § 3, а также (12,2)), 
что коллинеация К содержит соприкасающуюся коллинеацию 
соответствия между двумя прямыми (А^) и (В^)^ так же как и со
прикасающуюся коллинеацию между двумя прямыми {А^ — А) 
и (Бз — JS). Обе фиксированные прямые (А^) = [А^А^] и (А^ — 
— А) = [А24 AQ — А] являются направляющими прямыми не
которой неспециальной линейной конгруэнции, описываемой 
прям'ой [АА,1 Черев эту фиксированнуго'линейную конгруэн-
цию проходит пучок линейных комплексов, а именно 

[А,А,] + А[А, - А, А,]. (32,25 

X ~Г î> 



Точно так же в пространстве ^з мы получаем некоторую неспе
циальную линейную конгруэнцию, содержащуюся в пучке ли
нейных комплексов 

[В^В^] + А[5з - 5 . ^2]. (32,26) 
Но из уравнений (32,22) следует, что для любого фиксирован
ного значения Я два линейных комплекса (32,25) и (32,26) также 
фиксированы; очевидно, что каждая коллинеация^ переводит 
всякий комплекс (32,25) в комплекс (32,26), отвечающий тому 
же значению X. 

Соответствия рассматриваемого типа между пространства
ми ^3 и ^3 можно, следовательно, получить следующим образом. 
Выберем две скрещивающиеся прямые (i^, dg в Sg, а также две 
скрещивающиеся прямые d[^ а'^в пространстве S'^. Выберем не-
коллинейное соответствие (р^^ между двумя прямыми d^^ d[ 
и неколлинейное соответствие ç?2 между двумя прямыми d^^ d'^. 
Выберем, наконец, фиксированную коллинеацию L между ^з 
и 8'^ переводящую d^B d[ii d^B d'c^. Сделав это, обратимся к ис
комому соответствию, которое произвольной точке А простран
ства Аз (мы предполагаем,, что она не лежит ни на одной из 
прямых d^ и d^) относит точку В пространства /Sg, построенную 
следующим образом. Через точку А проходит прямая, пере
секающая d^ в точке Cl, ^2 в точке Og. Пусть çp^ — соприкасаю
щаяся коллинеация соответствия ç î, присвоенная положению С^ 
подвижной точки на d^^ пусть (р^ — соприкасающаяся колли
неация соответствия ç̂ g? присвоенная положению С^ подвижной 
точки на ^2- Существует вполне определенная коллинеация К 
между ^3 и Äg? содержащая cpi ж ср,^ ж такая, что имеет место 
КЕ = LE для всякого линейного комплекса J?, содержащего 
неспециальную линейную конгруенцию с направляющими di 
ж d^. Тогда будет В = КА, 

33. Последним случаем подлежащим исследованию явля
ется случай системы Пфаффа (26,1) + (23,1), где 

СОзо = C0i2 = СОю = О, Шз1 = Ш2. ( 3 3 , 1 ) 

В уравнениях (32,6) мы положили а^ = О, ос^ = 1, так что нужно 
присоединить к (26,10) и (30,2) 

боо + вц — в22 — бзз = О, (33,2) 
тогда как 

остаются произвольными. 
Мы ищем решения, удовлетворяющие неравенствам (26,2) 

и (26,3). 
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Нетрудно видеть, что условия интегрируемости 
26,1) + (33,1) имеют вид 

системы 

[^l'^20] 
{о) 00 œ 11 (JO 22 

^ 1 3 

[<^ 2-̂ 20] 

С033Ш2] 

"^205 

О, 

о, 
0. 

Л) 
(33,5) 
(33,6) 
(33,7 

= (l(JÙ2^ 

(̂ 22 "~ 

Согласно (33,7) можно положить сУоо + оуц — ^22 — ^ш 
Внешним дифференцированием мы получим отсюда èa = 
— о̂о) а — 2̂ 20 + 2^13. Вследствие (33,3) можно специализиро
вать репер так, чтобы было а = О или 

< 0̂0 + СОЦ — С022 — <^33 = Ö. (33 ,8 ) 

Тогда мы получим систему Пфаффа (26,1) + (33,1) + (33,4) + 
+ (33,8), условия интегрируемости которой будут, как нетрудно 
видеть, 

со 20 

20 

23 

ft>13 

а (О 2, 

acoi 
уо)2. 

со 2' 

(33,9) 
(33,10) 
(33,11) 

Наша система Пфаффа находится в инволюции и ее общее реше
ние зависит от трех произвольных функций одного переменного. 
Согласно (26,3) мы можем предположить, что а Ф 0. Мы имеем 
[dcog] = [сооо — ^22^2]Î откуда [cog dcog] = 0; итак уравнение 
cog = О вполне интегрируемо, т. е. эквивалентно уравнению 
вида d̂  == 0. 

Основные уравнения принимают вид 
dA = 

(jLjfx't ~ 

CXJLJL,2 '~ 

Cl-^fx о -~-

dB = 
dBi = 
àB^ = 

dB,= 

= OJQQA + (o^Aj^ + CO1J.2 + CO3J.3, 

f ^ l H l + ^ 1 3 ^ 3 . 
C 0 2 o ^ 1" ^ 2 1 ^ 1 1 ^ 2 2 ^ 2 1 ^ 2 3 ^ 3 ) 

= C 0 2 ^ 1 -f- С О з з ^ з ; 

= Ù)QQB + COi^i -f U)2B2 + CO3S3, 
= (OiiBj^ + (a>i3 + aa)2) B^, 

= (coao + «^2) -S + <̂ 2 A + ^22^2 + 
+ (<^23 + ^ ^ 1 + ß(^2) ^3» 

= COgSi + СОзз^з. 

(33,12) 

Из них вытекает, что 

dJ.3 = созз^з + cog^i, d^g = CO33J53 + coa^i, 
dA^ r= coi3^3 -f- соцА^^; dB^ = (со̂ з + occoz) B^ + (^uBir (33,13) 
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dlA^A^A^] = (D^QIAA^AS] •— COQQ[AIA^A2]; 
а[ВВт^В^] = — OJ22[BBIBB] + CJÛ2[BiB^B2], 

dlB^B^B^] = (шао + ^^2) [^^1^з] — <^oo[^i^3^2]-

(ЗЗД4) 

Мы видим, что обе прямые [^i-^з] = d ш [BiB^] = d' не меняют 
своего положения. Точка ^з(^з) описывает прямую d{d')\ если 
полоншть 

Г ==: [AA^As], А = [ВВ^В^], 

то плоскость Г{Л) поворачивается вокруг nip ямой d{d'). Поло
жение обеих точек А^^ В^ш обеих плоскостей i , Л зависит только 
от одного параметра t. 

Из уравнений (33,14) вытекает, согласно (12,2), что сопри
касающаяся коллинеация соответствия между А^ш В^ подчине
на коллинеации К. Из уравнений (33,8), (33,18) и (33,14) мы 
выводим, вспоминая результат § 12, что проективный диф
ференциальный элемент соответствия меэФсду точкой А^ и плос
костью Г имеет то oice значение cogo — СО13 = У<̂27 ^̂ ^̂  ^ проек
тивный дифференциальный элемент соответствия Meoicdy точ
кой В^ и плоскостью Л. В частности, соответствие между 
точкой Бз 1̂  плоскостью л будет коллинейным в том и только 
в том случае, если и соответствие между точкой А^ и плос
костью Г коллинейно. Для каждого постоянного значения t 
прямая [^^з] описывает пучок с центром в А^ в плоскости Г, 
а прямая [ВВ^] — пучок в ^д ^ плоскости Л. При измененрш t 
первый пучок порождает конгруэнцию L^, а второй - конгруэнцию 
L^. Для 7 = О, 1/1 и 1У2 будут специальными линейными кон-
груэнциями; для у ф О ни одна из этих конгруэнции не будет 
линейной. Во всяком случае обе фокальные поверхности конгру
энции Li {L2) вырождаются в прямую d{d'). 

Рассхматриваемому соответствию между S^ и ^з подчинено 
соответствие между двумя конгруэнциями L^ и,ig? обладающее 
тем свойством, что каждому из пучков, порождающих L^^ от
вечает один из пучков, порождающих jLg- Возьмем некоторую 
линейчатую поверхность R^ конгруэнции iy ;̂ легко видеть, 
что можно специализировать реперы таким образом, чтобы, 
КОГДЭ. точке. JJL описывает J?i, было со̂  = 0. Соответствующая 
точка В описывает тогда линейчатую поверхность В^ конгру
энции ig . Данному соответствию подчинено соответствие между 
двумя линейчатыми поверхностями Л^ о JSg? обладающее тем 
свойством, что прямолинейным образующим R^ отвечают прямо
линейные образующие R^^ далее, легко видеть, что и асимптоти
ческим кривым на J?i отвечают асимптотические же кривые 
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^2 (уравнение этих асимптотических кривых, согласно 
(оо, 12) и в силу соз = О, будет coooCOj + 0)21 + ^3^2 = о для i?i 
и для В^). 

Приведенные выше соображения приводят нас к следую
щему построению искомых соответствий. Мы выбираем некото
рую линейчатую поверхность Е^ с прямолинейной направляю
щей d в пространстве 8^ и такую же поверхность î g с прямо
линейной направляющей d' в пространстве 8^. Выбор i?i и В^ 
подчинен лишь одному ограничению, а именно: если одца из 
этих линейчатых поверхностей В^ и Eg принадлежит некоторой 
постоянной специальной линейной конгруэнции, то и другая 
поверхность должна обладать этим свойством (направляющими 
обеих конгруэнции являются, конечно, обе наши прямые d 
и d'). Назовем специальным случаем тот, когда В^ и В^ принад
лежат постоянным специальным линейным конгруэнциям, про
тивный же случай мы назовем общим случаем. Введем точечное 
соответствие ср между двумя прямыми d ж d'. là специальном 
случае это соответствие с? произвольно. С другой стороны, в об
щем случае соответствие ср должно обладать следующим свойст
вом. Выразим точки прямых d^d' в функциях параметра t таким 
образом, чтобы (р связывало одну с другой две точки, соответ
ствующие тому же значению if; тогда проективный дифференци
альный элемент, определенный в § 12, соответствия между точ
кой X прямой d и касательной плоскостью к JRI в точке X 
(плоскостью, содержащей прямую d) должен равняться проек
тивному дифференциальному элементу соответствия между 
точкой X' прямой d' и касательной плоскостью к i?2 в точке X' 
(плоскостью, содержащей прямую с?'); мы предполагаем, что 
оба проективных дифференциальных элемента отнесены к пе
ременному t. Легко видеть, что в общем случае, если выбраны 
обе линейчатые поверхности В^ и i?2, то всегда существуют со
ответствия Ç?, обладающие указанным свойством и образующие 
два непрерывных бесконечных (первого порядка) семейства; 
оба эти семейства могут быть мнимыми сопряженными, однако 
они становятся действительными, если, не меняя i?i, мы про
изведем над В^ преобразование двойственности. 

Выберем кроме того неподвижную точку ^о прямой d так, 
чтобы JSo = Ç̂C-à-o) была неподвижной точкой прямой d'. Пусть 
Го(̂ о) будет образующей Д^, проходящей через точку ^о (точку 
Бд); выберем коллинейное соответствие JIQ между прямыми VQ 
и г; такое, что П^{А^) = В^. Тогда для каждой точки А^ прямой 
d существует вполне определенное коллинейное соответствие 
h между образующей г поверхности i î i , проходящей через A^j 
и образующей г' поверхности i?2, проходящей через В^ = (р(А^)^ 

147 



такое, что если точка CQ прямой TQ И точка С прямой г принадле
жат к той же асимптотической кривой поверхности В^, то 
точка Äo((7o) прямой г̂  и точка ЦС) прямой г' принадлежат к той 
же асимптотической кривой поверхности J?2-

Установивши это, мы определим искомое соответствие 
между /̂ 3 и Äg следующим образом. Пусть А —^произвольная 
точка из S^. Существует точка А^шримой d такая, что А лежит 
на касательной плоскости Г'к поверхности В^ в точке А^, Пусть 
А — касательная плоскость к BQ в точке Лд = С'(^з)- Тогда 
Г{Л) содержит образующую г{г') поверхности В^{В^^ проходя
щую через J-g (через Sg); пусть h — коллинейное соответствие 
между г и г\ которое мы только-что определили. Далее, пусть 
к —• соприкасающаяся коллипеация соответствия (р между d 
и d\ отвечающая паре А^^ В^. Существует вполне определенная 
коллинеация К между двумя плоскостями Гж Л такая, что h ж к 
составляют часть К, Образом точки А при искомом соответ
ствии будет тогда точка В ^ КА. 

Résumé . 

Се Mémoire а été publié en français dans le Casopis pro pëstovâni 
matematiky a fysiky 7S (1950), 137—157. 
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