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PREDMLUVA
K PRYNIMU VYDANI

Duacdté stolett zustane ve vijvoji lidstva vijznamnym mez-
nikem pro revoluéni zmény spoleSenské 1 pro meobyéejny
rozmach védy a techniky. Tyto jevy spolu velmi tésné souvist.
Matematikové podporovali svou praci takovy vyvoj vidy,
kdy% wusilovali o to, aby pomdhali pracovnikiam v jinych
véddch nebo v praktickém Zivoté. Soulasny stav spolefen-
ského vijvoje vyZaduje, aby se stdle zvydovalo vzdéldni viech
lidt v matematice a aby byly odkryvdny mladé talenty
a wvychovdvdny pro prdci v matematickych véddch. Tyto
tkoly se sna%i plnit té£ tradiént Zdkovské soutéle matema-
tické olympiddy. Na jejich podporu vznikla knitnice Skola
mladijch matematiki, jejiZ vyddvdni bylo usnadnéno poro-
zuménim nakladatelstvi Mladd fronta.

Ukolem tohoto svazku je osvé%it nebo pehledné zopakovat
a pak prohloubit vade védomosti z nauky o nerovnostech.
Dobrd znalost ubiva o nerovnostech md totif velky vijznam
nejen pro studium matematické analyzy, ale ¢ pro fefeni
Setnyjch probléma praktického Zivota, jak se to nejvice pro-
jevuje v tzv. inedrnim programovdni. V tomto svazku se
pokusime vysvétlit mimo jiné té£ zikladni pojmy, podstatu
auloh i pracovnt metody linedrnitho programovdni, které se
stalo nepostradatelnym pomocnikem velkého poltu nadich
techniki i ekonom. Jeho vijklad se opird jen o takové védo-
mosti z elementdrnt matematiky, které §i£ mdie nebo je
ziskdte pri studiu této knitky. V &l. 7—8 je ukdzdn pohled
na jednoduché lohy linedrntho programovdni, které se
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v obecnéjsi formé vyskytujt v technické ¢ hospodd¥ské praxi.
Py Fedent takovych dloh wvidite, jak dizce spolu souwvisi
Cetné poznatky z razngch obort matematiky, a to daleko
vic, neZ se to jevi ve Skolské praxi, kde uéivo aritmetiky,
algebry © geometrie je éasto od sebe odtrieno. Md-li matema-
tika dobfe slouZit pracovntkim v praxi, pak je éasto nutné
poutivat poznathkid z riznych obord matematiky, které se
must vzdjemné podporovat a dopliiovat. Jen tak je moZno
ziskdvat nové pohledy ma Feené problémy a hledat nové
cesty k vyuZiti matematické védy.

Omezeny rozsah této knitky vyfadoval, aby vyklad byl
struény. Jeho studium je véak usnadnéno ttm, Ze do textu
bylo zarazeno 30 pFiklads, v nichf byly nékieré 1ilohy bud
zcela vyFedeny, nebo byl popsdn postup Fedent, které si podle
ndvodu musete ji£ provést sami. TéméF do vdech Eldnki jsou
zafazena cvibent, jichf je 33 a obsahuji celkem 82 1ilohy.
Redenim aloh upevnite nové ziskané poznatky a vycviite
se v numerickém pobitani. Nepodari-li se vdm nékteré
dlohy rozredit, medejte se tim odradit od studia dalsich
Eldnka. V Zidném z mich nepredpokliddme pii vykladu
znalost Fedent néktersjch iloh ze cvient. Radime vdm, abyste
st soustavné délali obrdzky pii studiu celé kniéky. Jedno
staré inské prislovi tikd, Ze je lépe jednou uvidét neZ
stokrdt uslyset. O moudrosti skryté v tomto prislovi se jisté
mnohokrdt presvédiite.

Nejvétsi zisk z této kniZky budete mit tehdy, budete-li ji
soustavné a samostatné studovat. Jestlize viak narazite na
prekdzky, které by vdm znemoffiovaly pokralovat v jejim
studiu, obratie se s Zddosti o radu na svého ulitele matema-
tiky.

Frantisek Vesely



PREDMLUVA
K DRUHEMU VYDANI

Tato kniZka vydla poprvé v roce 1963 pod ndzvem O ne-
rovnostech. Od té doby prodla vyuka matematiky na nadich
stfednich Skoldch sloZitym vyvojem; zménily se wulebni
osnovy, byly napsiny nové uéebnice a ¢ terminologie je
jind. V souladu s movou terminologii se jevilo uZiteéné
zménit ndzev knitky a upravit jeji text. Knifka poddvd
vgklad o Fedent nerovnic elementdrnim zpiisobem. Ctends
v nt nenalezne vyklad o vyrokovich formdch nebo o dpra-
vich DUN 1-—5, ziskd snad vdak cit pro fedeni dloh
8 nerovnicems a touhu poznat z matematiky vic. O to jejimu
autorovi predevsim $lo.

K dal$tmu studiu doporulujeme Ctendri ndsledujici
kntZky, které vydly ve stejné kniznici a byly vénovdny po-
dobné problematice. Jsou to:

K.Havlitek: Analytickd geometrie a nerovnosti(sv.18),

J. Cerny: O aplikacidch matematiky (sv. 36),

A. Kufner: Nerovnosti a odhady (sv. 39).

A nakonec 0sobnt pozndmku: jsem rdd, Ze kntéka vychd-
2t znovu, a dékuji viem, kteF{*se o to zaslouzili. Pokud se
bude Ctend#t 2ddt prili§ nemoderni ve srovndni s pojetim
dnednich ulebnic, je to moje chyba — chtél jsem pivodnt
text upravit jen tam, kde to bylo nezbytné nutné. Doufdm,
Ze pravé proto zustane knitka pFistupnd i tém velmi mla-
dym adeptim matematiky a Ze se jim bude Ubit.

JiH Vesely



0 AUTOROVI

Na podzim roku 1961 vydalo nakladatelstvi Mladd fronia
pront svazek nové kniznice Skola miladych matematikn.
Tato knitnice, kterou dnes dobfe zndte, vznikla na popud
zesnulého prof. Frantidka Veselého a byla viznamnym
krokem vpied pii vytvdfent studijnt literatury pro mladé
Feditele matematické olympiddy. UvdZime-li, Ze od r. 1961
vychdzeji dva aZ tii svazky roéné, pfedstavuje dnes kniZnice
pekny soubor brofur § nejriznéjdimi tématy, které napsali
povolant autofs: védeltt pracovnici © uliteld.

Profesor Vesely mél dlouholetou wuéitelskou praxi na
stiednich Skoldch © na plzesiské Vysoké Skole strojni a elek-
trotechnické; pro n&j mebylo vyulovdnt nikdy pouhym
femeslem, ale uménim — uménim, jak podchytit pozornost
a zdjem studentd. Ve 8kolské matematice mél Siroky okruh
zdjma ; patrila mezi né logika, historie matematiky, ele-
mentdrni teorte &lsel, matematickd terminologie. Jako uéi-
tel fyziky védy zdarazfioval nutnost dnes obecné uzndvanou,
totit aby matematické poznatky vyustovaly do problémdi
rediného svéta.

Pro Skolu mladijch matematikt, napsal dva svazelky:
O nerovnostech (v pofadi pdty) a O délitelnosti (v pofadi
Strndcety ). Pristupujeme-li dnes k reedici brofury O nerov-
nostech (1. vyddnt vydlo r. 1963 ), mdme k tomu dva hlavni
divody: ukdzat, jak v té dob pred mecelymi dvaceti lety,
kdy u nds neprobthaly jedté Zidné modernizaént pokusy,
bylo zpracovdnt Veselého brofury progrestvnt, ale zdrove#;
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také ukdzat, Ze od r. 1963 udélala nae Skolskd matematika
slusny krok vpied.

Piwodnt ndzev svazetku byl O nerovnostech; tehdy se
totiZ jedté merozlisovalo mezi nerovnostt jako relaci a nerov-
nict jako vyrokovou formow. Zato majdeme ve svazebku
zminku o vijvoji matematiky, o mnofindch, o analytickém
vyjddient primek a polorovin, ddle Cldnky o algebraickém
fedent nerovnic a jejich soustav a o linedrnim programovd-
ni. To viechno sice dnes znt velms véedné, ale wvatte, %e to
bylo napsdno v letech, kdy se u nds celd Skolskd algebra
jedtd tobila kolem rovnic a jejich Fedendt.

JImenovanymi dvéma brofurami se ovdem nevyéerpdvalo
vée, co udélal prof. Vesely pro matematickou olympiddu:
navrhoval soutéint dlohy, prednddel pro Zdky i uéitele, psal
a recenzoval ulebnice. Jeho zdjem se soustiedoval také na
Jednotu Ceskoslovenskych matematikd a fyziki, kieré vé-
noval mnoho odborné i organizaént prdce aZ do konce své-
ho %ivota. K stému vijroét veniku Jednoty r. 1962 sepsal hi-
storts télg na¥i nejstarst védecké spoleénosti. Z jeho popu-
du vanikly té£ matematické besedy, které porddd Jednota
v Klubu $kolstvi a kultury v Praze.

Vechnu tuto prdci, kterd vyZadovala rozsdhlé studium
prameni, cestovdnt a jiné, konal po téméF dvacet pét let
v hlubokijch temnotdch, nebot r. 1953 4iplné oslepl. Nepo-
stradatelnou a obétavou spolupracovnict prof. Veselého p#i
vedkeré této Einnosti byla jeho manZelka pani Marie Veseld,
bez ni% by jeho prdce nebylo. AZ budete &ist tuto brofuru,
vzpomefite na jejtho autora, ktery zistal nezlomen Zivotnim
osudem a ktery tolik uéinil pro matematiku.

Frantidek Vesely (1903—1977) byl moravsky roddk.
Studoval v Praze, pisobil jako uitel na stéednich 3koldch
a posléze prednddel na VSSE v Plni. Od r. 1964 %l
v Praze. R. 1962 ho JCSMF jmenovala &estnym Elenem.

Jan Vysin






Kapitola 1.

VZNIK HLAVNICH O0BORU
MATEMATIKY

Z prace na Feseni n8kterych otazek praktického Zivota se
vyvijely jiZz v nejstardich dobach spoledenského vyvoje
dovednosti pottifské a zeméméfisské. PFi rozvoji uméni
podtafského i zem&méfidského piibyvalo stile vice no-
vych poznatki, které bylo tteba roztfidit a uspofadat.
Tak vznikala matematicks véda jako jedna z nejstarsich
véd. Velikou zasluhu o to si ziskali ve starovéku zejména
Pedti udenci, z nichZ nejznaméjsi jsou Pythagoras (%il
v 6. stol. pFed n. 1.), Euklides (%il kolem roku 300 pied
n. 1) a Archimédes (287—212 pied n. 1.). Celd matema-
tickd véda byla v dobs svého vzniku v Recku oznadova-
na nazvem geometrie, ktery zretelné ukazoval na jeji
prakticky ptivod. Recké slovo gé znamens totis zems,
metrein méfiti. Teprve pozdéji se vyznam nazvu geo-
metrie z0Zil na oznadeni té ¢asti matematiky, kterd se
zabyvi vztahy mezi prostorovymi prvky, jako jsou body,
piimky, roviny, kfivky, plochy, télesa apod.

Nézvem aritmetika oznadujeme dnes tu éast matema-
tiky, kterd jedna o vlastnostech &isel riznych é&iselnych
oborid a o podftini s urditymi é&fsly. Proto zkoumini
vlastnosti celych &isel (délitelnost, prvodisla apod.), za-
hrnované do tzv. éiselné teorie, tvofi jen &ast aritmetiky.
Ve starsi dobé patfilo do aritmetiky i fesSeni rovnic,
z ného# se vyvinula nové samostatna ¢ast matematiky,
oznadovand slovem arabského pivodu algebra. K vel-
kému rozvoji algebry ptispélo uZivini pismen ve vyzna-
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mu &fsel, k némuz doslo zejména od konce 16. stoletf.
Modern{ algebra se viak rozvinula tak, Ze nauka o ¥eSen{
rovnic tvofi jen jeji pomérné malou a ne nejdulezitéjsi
¢ast. Dnes se ¢asto déli matematika zhruba na geometrii,
na matematickou analyzu a algebru.

Od starovéku se geometrie jako véda vyvijela nejprve
tak, %e po zavedeni zdkladnich geometrickych pojmi
a zakladnich vét, jejichZz platnost byla uznivina bez
dikazu, byly dalsf geometrické poudky odvozovény
logickymi uivahami. Pro oznadenf této ¢asti dnesni geo-
metrie se dasto uZfvd ndzvu syntetickd geometrie. Od
17. stoleti se zadala v geometrii vyvijet novd pracovn{
metoda tim, %e geometrickym prvkim, napf. bodim,
pfimkim, k¥ivkim, rovindm, plocham apod., byly pfi-
Fazovdny prvky aritmetické a algebraické, tj. ¢fsla,
¢iselné dvojice nebo trojice, rovnice apod., s nimiZ byly
provadény podetni operace a po jejichZ provedeni byly
dosazené vysledky vykladény opét geometricky. Pro
tuto ¢ast geometrie, kterd Fesi geometrické tlohy pro-
stfedky poéetnimi (analytickymi), se ustélil ndzev ana-
lyticka geometrie.

Jako zakladatel analytické geometrie byva zpravidla
uvédeén francouzsky filozof a matematik René Descartes!)
(1596—1650), ktery je v odborné literatufe uvidén éasto
téZ latinskym jménem Cartesius?). Zaklady analytické
geometrie 1 jeji pracovni metodu naznadil v dopliku
k svému slavnému spisu ,,Rozprava o metodd, ktery
vysel roku 1637. Francouzsky matematik Pierre de Fer-

1) &ti Dékér

?) &ti Kartézius; spisovatel Zikmund Winter ve svém historic-
kém roménu Mistr Kampanus pfipomind Descartesiv (&ti
Dékértuv) pobyt v Praze v dobé bitvy na Bilé hofe 1620;
uvédi jej tam se jménem Cartesius
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mait®) (1601—1665), ktery se proslavil nékterymi vy-
sledky svych pracf v &iselné teorii, budoval také zdklady
analytické geometrie, a to snad o néco diive i hloubéji
ne# Descartes, jemuZ je pfizndvéno prvenstvi jen proto,
Ze jako prvni své Gvahy o analytické geometrii uvetejnil,
zatimco Fermativ spis s ivahami o analytické geometrii
vysel aZ po Fermatové smrti. Vznik analytické geometrie
a jejf rozvoj mél silny vliv nejen na dalsi vyvoj matema-
tiky, ale i na vyvoj pfirodnich véd, zejména fyzikalnich.

I kdy% matematika vyristala z prace na Yesenf otdzek
skuteéného Zivota, stivaly se dasem tGvahy matematiki
stdle abstraktnéjsi, takze ¢asto souvislost nékterych ivah
s otdzkami praktického Zivota nebyla jiZ zFejma. Tak se
stalo, %e se zadala rozliSovat matematika ryzi a mate-
matika uZitd &ili aplikovana. V poslednich desetiletich
vzrostl pronikavé spoledensky vyznam matematiky
proto, Ze se jejich poznatkl vyuZivd nejen ve védich
fyzikalnich a technickych, ale i ve védach spoledenskych,
zejména v ekonomii.

%) &ti Pier d’'Ferma
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Kapitola 2.

NEKTERE POZNATKY Z ANALYTICKE
GEOMETRIE
(analyticky popis polorovin)

Ze 8koly je vim znamo, jak lze v roving, v niz byla zvole-
na pravouhla soufadnicova soustava, ptifadit viem bo-
dim [z, y] dané piimky p linedrni rovnici, kterd ma
obecny tvar ax + by + ¢ = 0. V tomto &lanku chceme
ukazat, jak lze v takové roviné piifadit viem bodim
[z, y] poloroviny vytaté pfimkou p linedrni nerovnici
ax + by + ¢ = 0 aviem vnitfnim bodim této poloro-
viny nerovnici ax + by + ¢ > 0. Dtfive neZ tak uéinime,
pripomeneme nékteré zakladni pojmy z geometrie a pak
se umluvime na uZivini nékterych nazvi a znadek.
Tyto tmluvy ndm umozn{ zestrué¢nit dalsf vyklad.

Je-li dina p¥imka p a mimo ni leZici bod A, je jimi
urdena rovina pA4. P¥imka p rozdéluje body této roviny
na t¥i éasti:

I. Vsechny takové body X roviny pd, pro které plati,

Ze tisetka AX nem4 Zidny bod spoleény s pfimkou

p; nevyludujeme X = 4.

II. Vechny body pimky p.
I1I1. Vsechny takové body X roviny pA, pro které plati,
Ze tsedka AX mé vnitini bod spoledny s pfimkou p.

Souhrn vSech bodu, které le#f v 8astech I a II, nazve-
me polorovinou, uréenou pfimkou p a bodem 4, a ozna-
¢ime ji o(p, 4). Souhrn viech bodi, které lezi v &astech

a III, nazveme polorovinou opaénou k o(p, A).
Polorovina ¢(p, A) a polorovina k nf opaéni maji spo-
le¢né pravé viechny body p¥mky p, kterou nazyvime
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hraniéni primka obou polorovin. Body ¢&asti I nazveme
vnitinimi body o(p, 4) a body &asti III vnitfnimi body
poloroviny opaéné k o(p, 4

V roviné, v niZ byla zvolena kartézska (pravoidhld)
soufadnicovd soustava, si muZeme oznadovani obou
polorovin vytatych pfimkou p jesté vice zjednodudit.
Za ptedpokladu, Ze soufadnicova soustava s poddtkem
0 a jednotkovymi body J, na prvnf soufadnicové oset)
a J, na druhé byla zvolena tak, %e osa z je vodorovnd,
osa y svisla, bod J, lezi vpravo od bodu O a bod J;nad
bodem O, muZeme rozlieni polorovin vytatych pi{mkou
p charakterizovat zhruba takto: a) Je-li pfimka p rizno-
béZnd s osou y, pak dolni polorovinu oznadime g(p)
a hornf §(p). b) Je-li pifmka p rovnobéina s osou y,
oznadime levou polorovinu g(p) a pravou g(p). Pro prak-
tickou potiebu Fedeni tloh v této kniZce by snad stadila
tato dimluva, kterd se odvolavd na smyslovy nazor pii
volbé zvlastn{ souFadnicové soustavy. UkaZeme viak, Ze
mizZeme zavést oznadeni o(p) a 5(p) bez odvolani na né-
zor takto:

1. Prochazi-li pi{mka p, poditkem a je ruznd od osy y,
pak oznadime §(p,) polorovinu g(p,, J,) a o(p,) polorovi-
nu opaénou. Jestlize je p pfimka rovnobézn4 s pi{mkou
Do & protind-li osu y v bodé @, pak oznatime po(p) a g(p)
ty poloroviny, které dostaneme posunutim g(p,) & G(p,),
pfi némZ poditek O pitejde do bodu Q.

2. Jestlize p, splyva s osou y, pak oznadime g(p,) polo-
rovinu o(py, J,) & o(p,) polorovinu opadnou. Jestlize je
p piimka rovnobéina s piimkou p, a protina-li osu =
v bodé P, pak oznaéime o(p) a 5(p) ty poloroviny, které
dostaneme posunutim g(p,) a 3(p,), pri némz poditek O
ptejde do bodu P.

9 J,=[1;0]J, =[0;1]
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Necht je dina p¥imka p (riiznobéina s osou y) rovnicf
ve smérnicovém tvaru y = kx + ¢q. Zvolme nynf libo-
volné mimo pifmku p bod M = [z, y], tj. vnitini bod
roviny go(p) nebo g(p). (Udélejte si nadrtek.) Bod P
ptimky p, ktery ma s bodem M stejnou soufadnici z,
je bod [z, kx + q]. Pro soufadnici y bodu M plati:

y > kx + g, je-li M vnitinim bodem poloroviny §(p),
y < kz + g, je-li M vnitinim bodem poloroviny p(p).

Ponévadz k polorovindm g(p) i o(p) poditame téZ body
hraniénf pHimky y = kz + ¢, dostdvame pro body obou
polorovin tyto nerovnice:

y = kx + q pro body z poloroviny g(p),
y < kx + q pro body z poloroviny o(p).

Znasobime-li druhou z téchto nerovnic &islem —1
a v obou plevedeme vsechny é&leny na levou stranu,
dostaneme

—kxz + y — q = 0 pro body z poloroviny g(p),
kx — y + g = 0 pro body z poloroviny o(p).

Jdsou to nerovnice souhlasné (=) a jejich platnost pro
obé poloroviny se snadno mnemotechnicky zapamatuje:
je-li koeficient pfi y rovny é&islu +1, jde o polorovinu
g(p) (horni), je-li —1, jde o polorovinu g(p) (dolnf). Na
jeden z téchto tvari Ize pfevést kaZdou nerovnici tvaru

ar 4+ by +¢ =0, (2.1)
v nfZ je b 5 0, jestliZe ji délime kladnym d&fslem [b]. Podil
?’T = 41 podle toho, je-li 6 > 0 nebo b < 0. Délenf

viak nenf nutno provadét, nebot stadf, kdyZ uréime zna-
men{ &isla b.
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Je-li p pHimka jdoucf bodem [r; 0] rovnob&#né s osou
y, snadno zjistime, Ze platf x = r pro body z g(p)a 2 < r
¢ili —x = —r pro body z o(p). Na tento tvar miZeme
viak snadno p¥evést nerovnici az 4 ¢ = 0, jestliZe abso-
lutni élen ¢ pfevedeme na pravou stranu a pak celou
nerovnici délime kladnym é&slem |a|.

Shrnutfm téchto vysledkd miZeme stanovit pravidlo
pro uréeni polorovin popsanych nerovnicf tvaru (2.1)
takto:

1. Je-li b # 0, pak pfi b < 0 vyhovuji nerovnici body
z o(p) a pfi b > 0 body z g(p).

2. Je-li b = 0, pak pfi a < 0 vyhovuji nerovnici body
z g(p) a pfi a > 0 body z g(p).

Bylo by oviem moZné odvodit i jind pra.wdla, pro roz-
hodovan{ o tom, kterou polorovinu nerovnice (2.1) po-
pisuje. Nebudeme je odvozovat, ponévadZ pro FeSeni
tiloh obsaZenych v dal$ich &léncich této knizky vystadi-
me s timto pravidlem. Dobfe si viak zapamatujeme, Ze
hraniéni pfimkou poloroviny, kterou popisuje nerovnice
(2.1), je pfimka o rovnici axr + by 4+ ¢ = 0 a Ze vnit¥n{
body pfislusnych polorovin jsou popsiny nerovnicemi,
v nichZz zaménime nap¥. znatéku = znatkou >.

Pfiklad 1. Rozhodnéme, které body vyhovuji nerov-
nici 3z 4 2y — 15 < 0, a také o tom, zda ji vyhovuji
body 4 =[0;0], B=[4;1], C =[2; 6], D =[—1;9].

Tato nerovnice plati pro vnitini body poloroviny
vytaté pfimkou r, kterd mé rovnici 3z 4 2y — 16 = 0.
Abychom danou nerovnici pfevedli na nerovnici se zna-
ménkem >, zndsobfme ji dislem —1 a podle zaporného
koeficientu pfi y v nerovnici —3z — 2y 4+ 16 > 0 roz-
hodneme, %e jde o dolni polorovinu g(r). Dosadime-li
tfebas do piivodni nerovnice soufadnice bodu 4, obdrzi-
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me —15 < 0; je tedy bod A vnitinim bodem polorovmy
o(r). Podobné to zjistime i o bodu B. Pfi dosazen{ 'sou-
fadnic bodu € do pivodni nerovnice dostaneme 3 ‘< 0,
co% neplati; bod C lezi v §(r). Dosadime-li do puvodni
nerovnice soufadnice bodu D, dostaneme 0 < 0, coZ
neplati. Bod D neni vnitinim bodem p(r), lezi viak
zfejmé na hraniéni pfimce 7, jejiZz rovnici vyhovuje.

Pfiklad 2. Rozhodnéme, zda pfimka s dana rovnici
x — 2y —|— 4 = 0 protina strany trojthelnfka o vrcholech
=[—3; 1], B =[4; —1], C =[2; 3].

Po dosazeni soufadnic vrcholii 4, B, C daného troj-
thelnika 4 BC do levé strany rovnice pfimky s dostane-
me vysledky — 1, 10, 0. Bod C lezi tedy na piimce s,
ktera protini stranu 4B daného trojihelnika ABC, po-
névadZ body 4, B leii v opa¥nych polorovinach vyta-
tych pfimkou s.

Priklad 3. Najdéme nerovnici popisujici polorovinu
o(p, M), je-li hranién{ p¥imka p urdena body [0; 1], [5; 5]
a bod M = [9; 8].

Ze znémého vzorce k = 2 YL najdeme & —
xz _— xl
—1
= —2_0 =58 dosazenim soufadnic bodu [0; 1]

do rovnice y = % z + g vypotéteme q. Po tipravé mé

rovnice pHmky p tvar 4x — 5y + 5 = 0. Dosadi-
me-li do levé strany této rovnice soutadnice bodu M,
dostaneme jako hodnotu vyrazu 4x — 5y 4 5 &islo 1.
Pro bod M platf tedy nerovnost 4z — 5y + 5 > 0. Podle
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znidmého pravidla muZeme urdit o(p) = o(p, M). Leii
tedy bod M pod pfimkou p.

Uvédomte si, Ze jsme zjistovali nékteré vztahy mezi
geometrickymi prvky jen po¢etnimi metodami. Pfi stu-
diu téchto piikladi i pfi FeSen{ iloh v nasledujicich cvi-
denich rysujte pfislusné obrazce, abyste se presvéddéili
o vyznamu potetnich metod pro geometrii; jindy zase
geometrie vydatné pomaha podetni technice. Poloroviny,
které jsou popsiny danymi nebo nalezenymi nerovnice-
mi, si vyznadéte néjakou znadkou nebo Srafovinim.

Tento &lanek zakondime tim, %e bez dikazu uvedeme
vzorec pro vypodet vzdilenosti v daného bodu [y, ] od
piimky dané rovnici az + by + ¢ = 0. Plat{ pro ni

_ Jazo+ byot o
Vaz T b

Piiklad 4. Vy'poétéme vzddlenosti v,, v, bodi M, =
=[1; 0], M, = [—5; —4] od piimky p dané rovnic{

122 — 5y 4+ 14 = 0.
Snadno provedeme vypodet
12.1—5.0 4 14] _ |26 _

Y1 = V122 + (—5) 13 ’
b 128 — 54 + 14| _ |26 _,
T ey e B

Oba body M,, M, maji od p¥imky p stejnou vzdilenost
v, = v, = 2. Pfitom snadno zjistime, %e body M,, M,
leii v opaénych polorovinédch vytatych pfimkou p.
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Cviteni

2,1 Rozhodné&te, zda body 4 =([2; 4], B =[6; 2], C =
= [8; 3] lei v poloroviné dané nerovnic{
a)zr—2y—2 =0,
b)3z + 2y —21 =0,

c)x =17.

2.2 Rozhodnéte, zde trojihelntk o vrcholech 4 =[—2;
—1], B =[4; 2], C =[2; 3] m4 spoleéné body s ptimkou,
kterd je déna rovnici a) 3z —4y + 4 =0,b)z +y = 0, ¢)
2c—y—6=0.

2.8 Narysujte hraniénf pfimky polorovin, které jsou popsény
nerovnicermni 3z +y =0, 2 —y <0, y 2 3, a Srafovdnim
vyznaéte &dst roviny, v niZ le#f body spoleéné viem danym
polorovinédm.

2.4 S pouzitim nédrtu charakterizujte body, jejiéhi souiad-
nice vyhovuji soudasnd tfem danym ostrym nerovnicim x +
+y>0,z—y <0,z—3y +8>0.
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Kapitola 3.

MNOZINY

Pojem mnoZiny je blizky pojmu souhrn nebo soubor.
KazZd4 mnozina se sklida z pfedméta, které mohou byt
jakékoli povahy (konkrétnf nebo abstraktn{) a jsou od
sebe dobfe rozliSitelné; nazyvame je prvky mnoziny.
MnoZina je uréena, je-li din piredpis, podle kterého m1-
Zeme o kazdém predmétu jakékoli povahy rozhodnout,
zde je nebo neni prvkem této mnozZiny. Prvky tvoricf
mnoZinu mohou byt riznorodé pfedméty, nebotf pred-
métem studia v teorii mnoZin nejsou jednotlivé prvky,
nybrz jen vlastnosti pifsludnych soubori, pfi nich% se
k vlastnostem jeho prvki nepiihliZ{. Stanovime-li nap#i-
klad, Ze prvky jisté mnoZiny jsou planeta Mars, &slo 7
a pismeno 4, je tim tato mnozZina uréena. My se oviem
budeme zajimat hlavné o mnoziny sloZené z takovych
prvkid, s nimiZ se setkividme v aritmetice, v algebie
a v geometrii. V matematice se téZ zavadf tzv. prazdné
mnoZina. Tak oznadujeme mnoZinu, kterd nems Zadny
prvek. Pridzdnéd mnoZina se obvykle oznaluje zna-
kem @. :

Pro oznadovanf mnoZin se uZfvéd nejéastdji velkych
pismen, pro oznadovéni jejich prvkd malych pismen.
Rekne-li se, Ze ,,z je prvkem mnoZiny M*, zaznamené
matematik tento vzteh mezi mnoZinou M a prvkem z
zdpisem = € M. Uvedeny zdpis se &te nékdy i jinak, jako
napt. ,,z patif do mnoZiny M* nebo ,,x ndle{ do mnoZiny
M** apod. Pti uzivéni takovych réeni je viak tfeba ddvat
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pozor na to, Ze slovesa pat¥it a nileZet mohou mit i jiny
vyznam. V této kniZce nebudeme uZivat specidlnich
znadek, které matematikové uZivaji v teorii mnozin,
nebot nim jde jen o to, abyste se trochu seznamili s po-
jmy prvek mnoZiny, mno#ina, sjednoceni a pranik mno-
Zin.l) Nékdy se uziva k zapisu mnoZin takového zpisobu,
ze se do sloZenych zavorek zapi$i oznadeni viech prvki
mnoziny. Jindy se do takovych zivorek zapisf takové
matematické vyrazy, které podle smluvené dohody
umoznuji zjistit prvky takto oznadené mnoziny. S nékte-
rymi zapisy tohoto druhu se v této kniZce setkate. Uve-
deme nynf nékolik pfikladd mnoZin, ptidem? se omezime
jen na mnoZiny ¢&isel redlnych:

1.M,={0},2. M,={1},3. My ={0,1, 2}, 4. M, =
= {2, 0, 1}, 5. M oznatime mnoZinu vech reilnych ko-
fenl rovnice 23 — 3x* + 2x = 0, 6. M, oznadime mnoZi-
nu v8ech racionalnich kotent rovnice z2 — 2x — 7 = 0,
7. M, ozna¢ime mnozinu viech pfirozenych &isel, 8. M,
oznatime mnozinu vsech celych ¢&isel, 9. M, oznadime
mnozinu vsech redlnych &fsel, 10. M,, oznadime mnozi-
nu, kterd nema Zadny prvek.

K uvedenych piikladim pfipojime tyto pozndmky:

a) 1 je prvkem mno%in M,, M;, M,, M;, M,, My, M,.
Cislo 1 + 2 V2 je prvkem mnoziny M,.

b) Na ptikladu mnoZiny M, je vidét ddelnost pojmu
prazdné mnoziny. Je oviem t¥eba rozliSovat mezi mno-
Zinou M, a M, nebof mnoZina M, ma jeden prvek,
tj. ¢islo 0, avSak My a M,, nemaji Zadny prvek. Stejné
nelze zaméiovat pojem mnoZiny o jednom prvku s po-
jmem prvku této mnoZiny. Je totiZz pravdivy vyrok
,»1 je prvkem {1}*, ale véta ,,{1} je prvkem 1‘ nem4 vi-
bec smysl.

1) Dnesnimu &tendii jsou tyto pojmy pravdépodobnd béiné.
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¢) Dvé mnoziny poklidime za rovné, jestlize se skla-
dajf z tychz prvki. Je tedy napt. M, = M, = M;. Také
My =M, =0.

d) Mnozina v8ech pfirozenych &isel je pfesné oznadeni
urdité mnoziny, tj. v naSem piipadé M,, kdeito ndzev
mnozZina pfirozenych éisel je oznadeni pro takové mnozi-
ny, jejichz prvky jsou jen pfirozend d&isla. Obdobnou
poznamku bychom mohli uéinit o mnoZindch vsech ce-
lych é&isel nebo viegh redlnych é&isel.

Sjednocenim dvou mno%in A, B nazyvime takovou
mnozZinu C, o jejichZ prveich plati, Ze kazdy z nich je
prvkem mno%iny 4 nebo mnoZiny B. Tak nap¥. sjedno-
cenim mnozin {1, 2, 3, 4} a {3, 4, 5} je mnoZina {1, 2, 3, 4,
5}. Obdobné se definuje sjednoceni libovolného podtu
mno%in. Tak nap¥. sjednocenim mnozin M,, M,, M, je
mnozina M, = M, = M;. Pranikem dvou mnoZin A, B
nazyvame takovou mnozinu D, jejimiZ prvky jsou véech-
ny spoleéné prvky mnozin 4, B. Je tedy prinikem mno-
Zin {1, 2, 3, 4}, {3, 4, 5} mnoZina {3, 4}. Obdobné se de-
finuje prinik libovolného poétu mnozin. Je jisté ziejmé,
ze pranikem dvou mnoZin, které nemaji zadné spoleéné
Prvky, je prazdnd mnozina. Tak napf. prinikem mnoZin
M, a M, je mnozina M,,.

Nékterych pojmt teorie mnoZin i mnozZinovych ope-
raci se uzivalo jiZ dfive, nez vznikl nizev mnozZiny i jiné
odborné nazvy s pojmem mnoziny souvisici. V budovani
teorie mnozin uédinil prvni kroky praisky roddk Bernard
Bolzano (1781—1848), vynikajici logik a matematik.
O jeji rozvoj se zaslouil zejména némecky matematik
Georg Cantor (1845—1918). K mohutnému rozvoji teorie
mnozin doslo viak teprve ve dvacatém stoleti a velmi se
o néj zaslouzili matematikové sovétsti a polsti. V teorii
mnoZin a v oborech matematiky, které na ni byly nej-
diive budovény, dosédhli vyznamnych vysledkd téz ma-
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tematikové testf, zejména akademik Eduard Cech (1893
aZz 1960) a jeho velmi nadany %#ik Bediich Pospidil
(1912—1944), ktery se stal obét{ nacistické perzekuce.

22



Kapitola 4.

MNOZINY BODU V PRIMCE
INTERVALY

Nézvem &iselnd mnoZina budeme v této kniZce oznado-

vat jen takové mnoZiny, jejichZ prvky jsou redlnd &fsla.

Z téchto &fselnych mnoZin u¥{vime v matematice zejmé-

na dasto takovych, jim# na &fselné ose odpovidajf isedky

nebo polopiimky a celd &fselnd osa. Nazyvajf se intervaly

31:'1 l:;omto élanku pojedndme o nich podle jednotlivych
a.

Necht jsou dina dv8 &isla a, b, pro né% platia < b. Pak
mnoZina viech redlnych &fsel, pro kterd plati z = a,x =
< b, coz zapisujeme struéndji ¢ <z < b, se nazyvi
uzavfeny interval. Pro takovou mnozinu budeme uZivat
téZ zdpisu (a, b). Obrazem této mnoZiny bodii na ¢fselné
ose je vsedka s krajnimi body, které odpovidaji &islim
a, b. Ciselnou mno#inu, pro kterou platf @ < z < b, na-
zyvéme ofevieny interval a vifvame pro néj zapisu (a, b).
Obrazem této mnoZiny na &iselné ose jsou vnit¥nf body
tsedky s krajnfmi body a, b. Lisf se tedy (a,b) a (a, b)
tim, Ze krajni body intervalu v prvnim pfipadé k inter-
valu pati¥f a v druhém piipadé nepatti. Symboly (a, b)
a (@, b) znamenajf intervaly (polouzaviené), k nim% jeden
krajni bod intervalu patif a druhy nepat¥i.

Pfi fefenf tiloh na operace s intervaly si poméhdme
nékdy tim, Ze je znizorfiujeme bud na &fselné ose s vy-
znadenim krajnich bodd dhlovymi nebo okrouhlymi za-
vorkami, nebo pfi vyznadovani vétiftho poétu intervald
pomocnymi isetkami, které rysujeme rovnobézné s &f-
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selnou osou a blizko ni. P#iklady jsou narysovany
v obr. la, kde jsou vyznaleny tyto intervaly: I, =
=(—2;1), I, =(2; 4), I; = (—1; 3), I, = (4; 6). Na
obr. lc je vyznaden téZ otevieny interval (¢ — ¢, a + ¢),
ktery je mnoZinou vSech takovych bodd z okolf bodu a,
Ze jejich vzdalenost od bodu a je mensi nez dané kladné
&fslo e. Matematikové nazyvaji takovy interval epsilono-
vgm okolim bodu a.

-2 -1 0 1 2 3 4 5 6
e
-2 -1 0 1 2 3 4 6
b) 4 + } ! — f——t
N L
7 A) }
c) q a-‘& 1] G?E
Obr. 1

V matematice uzZivime té% interval neomezengch.
Jsou to éiselné mnoZiny, popsané jednou z nerovnosti
tvaruz ¢,z =c¢,r <c¢, & > ¢, vnichZ ¢ je dané &fslo.
Jim na ¢&selné ose odpovidaji polopfimky s krajnim bo-
dem ¢, ktery k intervalu patff nebo nepatii podle toho,
je-li pfislu§na mnoZina popsana nerovnosti neostrou nebo
ostrou. Chceme-li pro oznadovani neomezenych intervala
uZfit obdobného zpiisobu jako pfi intervalech omeze-
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nych, uZijeme symbolit — o0, 4 oo, které éteme ,,minus
nekoneéno‘‘ & ,,plus nekoneéno’“ a které pouzivime
k vyznadeni, Ze interval neni zleva nebo zprava omezen.
Vyse uvedené intervaly oznadujeme takto: (—oo, ¢),
e, + o), (—m,c), {¢, + o). Celou &iselnou osu ozna-
¢ujeme nékdy jako interval (—oo, + o0). Pomocné
znabky — oo, + oo jsme tu zavedli jen k dspornému
oznadovani neomezenych intervali. Na obr. 1b jsou vy-
znadeny tyto neomezené intervaly: Iy = (—oo0; —1),
Iy = (—1; + ), I, = (—o0; 3), Iy = (0; + o).

Ponévad? intervaly jsou mnoZiny, maZeme tvofit je-
jich sjednoceni nebo priniky, jak to bylo vysvétleno
v ptedchozim élanku. UkdZeme to na nékolika ptikladech
s vyfe uvedenymi intervaly.

Piiklad 1. Sjednocenim intervali I, a I, je interval
(—2; 3), jejich prinikem (—1; 1). Sjednocenim intervalé
I, a I, je interval (—1; 4), jejich pranikem (2; 3). Sjedno-
cenim intervalt Iy a I, je interval I,, jejich pranikem
je I;. Sjednocenim intervalt I, a I je interval (— oo,
+ o), jejich prinikem je (0; 3). Sjednocenim intervalt
I, a I; je interval (—2; 4 o), jejich prinikem je
(—1; 1),

Piiklad 2. Sjednocenim intervala I, a I, je mno%ina
pravé viech prvka z I, a I,, aviak nelze ji zapsat jako
interval; jejich prinikem je prazdnd mnoZina, nebot
tyto intervaly nemaji Zadny spoleény prvek. Sjednoce-
nim intervala I; a I, je interval (— oo, 4 o), jejich pri-
nikem je mnoZina majici jen jeden prvek, totiz &islo 1.
Sjednocenim t#f intervala I,, I,, I, je interval (—2; 4),
jejich prinikem je @.

V zavéru tohoto élanku vas upozornime na nékteré
zajimavé vlastnosti intervali a jim odpovidajicich geo-

25



metrickych utvari na &fselné ose, tj. pfimky, polopf{m-
ky a tsedky.

1. Geometricky tdtvar se nazyva konvexnt, jestlie pro
ka%dé dva jeho body X, Y plati, Ze veechny body tisedky
XY jsou body tohoto titvaru. Je ziejmsé, %e piimka, polo-
pimka i vsedka jsou konvexni dtvary. Pro konvexnf
ditvary platf véta, Ze jejich prinik je opét konvexn{
dtvar. MiaZete si-to ovéfit na tusedce, ktera je priinikem
dvou polopiimek.

2. Jestlize k intervalu patii levy krajni bod, existuje
v ném ¢&fslo nejmensi, a jestlize k nému pat¥{ pravy krajn{
bod, existuje v ném ¢&islo nejvétsi. V uzavieném intervalu
existuje nejmensi i nejvétsi éislo, v otevieném intervalu
neexistuje ani nejmens{, ani nejveétsi ¢islo.

Cviteni

4.1 Urtete sjednoceni a praniky dvojic neomezenych inter-
vali v téchto pfipadech: a) (— w; 2), (— o0; 4), b) (1; + ),
(5; + o), ¢) (— o; 3), {(—3; + ), d) (— o; 2,4}, (2,4; + o),
e) (—eo; 1), (1; 4 ).

4.2 Urdete sjednoceni a priuniky dvojic omezenych intervali
a) { —2; 1), ( —1; 3), b) (—2; 1), (—I;3), ¢) (—2; 1),
(1; 2), d) (—2; 1), (L; 2), e) (—2;1), (L; 4).

4.8 Urgete gjednoceni a pruniky intervalti v téchto p#ipa-
dech: a) (— oo; 1), (—1; 3), b) (—2; 1), { —1;1), ¢) (—3;
+ ), (3; 8).

4.4 Urdete sjednoceni e pruniky tff danych intervali:
a) (— o; 2), (—2; + ), (—1; 1), b) ( —2;4), (0; &), (1; 3).
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Kapitola 5.

ZAKLADNI VETY
0 NEROVNOSTECH

V matematice uZivime velmi &asto vztahid oznadova-
nych znatkami =, #, <, >, =, =. Je uZite¢né prehled-
né pfipomenout vlastnosti téchto vztahi a jejich vzajem-
nou souvislost. Pismena budou oznadovat redlna é&isla.
Vztah rovnosti (=) ma tyto vlastnosti: Plati vidy
a = a. Soudasné plati @ = b, b = a. Z platnosti @ = b,
b = ¢ plyne a = ¢. Vztah ruznosti () mé tyto vlast-
nosti: Nikdy neplatf @ # a. Soudasné platia # b, b # a.
Z platnosti a # b, b + ¢ nelze nic soudit o vztahu a, c.
Ze vztaht = a # mezi dvéma &fsly plati pravé jeden.
Jestlize tedy jeden z téchto vztaht popirdme, musime
uznat platnost druhého. Vztah @ # b souvisi s ostatnimi
vztahy tak, Ze p¥i jeho platnosti musi platit jeden ze
vztahi a < b nebo b < a.

Spolednym nézvem nerovnosti oznadujeme ty vztahy
mezi ¢sly, které v matematice zapisujeme znackami
<, >, =, 2. (Vyspélejsi ¢tenat patrné vi, Ze se nynf
zabyvéme relacemi.) Vztahy zapsané znadkami <, > se
dasto nazyvaji nerovnosti ostré, vztahy zapsané znaé-
kami =<, = nerovnosti neostré. Vztahy g <b, b > a,
o nichZ ¥fkdme, %e jsou navzijem obrdcené (konverzni),
soudasné plati nebo soudasné neplati. Také nerovnosti
a <b, b =a jsou navzijem obracené. Dvojice nerov-
nosti @ < b, @ = b a také dvojice @ > b, @ < b maji tu
vlastnost, %e z kazdé dvojice plati pravé jedna nerovnost.
Z popieni (negace) platnosti kterékoli z téchto nerovnost{
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vyplyvs platnost druhé nerovnosti v téze dvojici. Rika-
me téZ, Ze nerovnosti v téchto dvojicich jsou navzijem
protikladné (kontradiktorické).
Nyni uvedeme nékolik definic:

1. Plati-li ¢ > 0, ¥ikame, Ze &islo a je kladné, plati-lia <
< 0, fikame, Ze &éislo a je zdporné. 2. Jsou-li dvé &isla obé
kladnd nebo obé zaporna, iikame, Ze jsou souhlasnd.
Je-li ze dvou ¢&isel jedno kladné a jedno zaporné, fikame,
Ze jsou nesouhlasnd. 3. Souhlasné nerovnosti jsou takové,
v jejichZ zdpisu je stejna znadka nerovnosti. 4. Zapis
soustavy nerovnosti @ < b, b < ¢ provadime struénéji
a < b < ¢ a takto zapsanou soustavu nerovnosti nazy-
véme postupnd nerovnost a &isla a, b, ¢ jeji &leny.

Ostré a neostré nerovnosti maji tyto vlastnosti:

N Nikdy neplati ¢ < @ ani e > a.

P Vidy plati ¢ < a a také ¢ = a.

R Ze soudasné platnostia < b,a = b plynea = b.
8, Plati-li @ < b, pak plati téz a < .

S, Plati-li @ > b, pak plati téz a = b.

Nyni uvedeme nejdilezitéjsi véty o nerovnostech mezi
redlnymi &isly a, b, c.
T, Platf prave jeden ze vztah@i @ < b nebo a = b nebo
a >b.
T, a)Jelia <b, b <c, pak plati a < c.
b)Jelia > b, b > ¢, pak plati @ > c.
Platf obdobné téZ pro nerovnosti neostré.
T, Priéteme-li k éislim na obou stranich nerovnosti
totéz éislo, zlistane nerovnost zachovana.
T, Znasobfime-li &isla na obou stranach nerovnosti tyms
kladnym ¢&islem, ziistane nerovnost zachovana.
Ts; Znasobime-li &isla na obou stranich nerovmosti
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tymZ zdpornym é&islem, musime nahradit znagku >
(=, <, =) znadkou < (£, >, =)

T; Soudin dvou &fsel souhlasnych je kladny, nesouhlas-
nych zéporny.

T, Vidy plati a? = 0; je-li @ # 0, pak a2 > 0.

T, Kazdé &islo ¢ # 0 je souhlasné s éfslem k nému pte-
vricenym.

T, Souhlasné nerovnosti je dovoleno séitat.

Pro nerovnosti mezi kladnymi &isly plati jesté tyto dalsi

véty:

K, Souhlasné nerovnosti mezi kladnymi &fsly je dovo-
leno spolu znasobit.

K, Nerovnost mezi kladnymi ¢&isly je dovoleno umocnit
nebo odmocnit.

K; Plati-li mezi dvéma kladnymi &isly nerovnost, pak
mezi ¢isly k nim pfevracenymi plati nerovnost obra-
cend.

K, Pro kladné &islo a a pro ptirozend &isla m < n plati:
a) je-li ¢ < 1, pak a” > a»;
b)jelie =1, pak a®» =a* = 1;
c)jelia > 1, pak a™ < an.

Pro absolutnf hodnoty realnych &isel plati:
A, |a]| =a,jelia 20; [a] = —a, jelia £ 0.
Ay — o] =a < al.

A; ja| <e¢, kde ¢ > 0 znamenid totéz jako —e < a <
<e.

A, [lo] =Pl =lo + 8] = |a| + o

Vsechny véty uvedené v tomto piehledu nejsou na
sobd nezdvislé. D4 se dokonce ukdzat, %e uZitim vt T,
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Ty, Ty, T; bylo by moZno dokézat vSechny dalii véty

v tomto piehledu za nimi uvedené. Z toho je zfejmé

velké4 dulezitost vét T,—T,, které byste si méli pfedeviim

dobfe zapamatovat. Budete-li vSak znét i véty za nimi

Elé.sllledujici, urychlite tim svou préci p¥i FeSeni mnohych
oh.

Piiklad 1. Na ukézku toho, jak se dokazuji véty vyse
uvedené, dokéZeme vétu T, za pfedpokladu sprédvnosti
vét T, az T,.

Vétu T; dokdZeme nejprve pro nerovnost ¢ << b, Za-
porné &fslo, jimZ chceme nerovnost zndsobit, oznaéime
¢; plati tedy ¢ < 0. JestliZe k &fslim na obou strandch
této nerovnosti ptiéteme — ¢ podle véty T,, dostaneme
0 < —, ¢ili pfechodem k obracené nerovnosti —c > 0,
coZ znamena, %e ¢fslo — ¢ je &islo kladné. Jestlize timto
&fslem znasobime nerovnost a < b, coZz je dovoleno
podle véty T,, dostaneme —ca << —cb. JestliZze na obou
strandch této nerovnosti ptiéteme é&islo ca + cb, dosta-
neme bc < ac. Prechodem k zapisu s obracenou nerov-
nosti dostaneme ac > bc. Tim je dokdzdna jiZz podstatna
d4st nadi poutky T;. Je nynf tfeba dokdzat vétu o naso-
beni nerovnosti ¢ > b &fslem ¢ < 0. To je snadné, a to
tieba tak, Ze uZijeme obdobného postupu jako v p¥ipadé
predchézejicim. Je vSak moZno také nerovnost a > b
prepsat na tvar b < a a provést nisoben{ této nerovnosti
kladnym éfslem — ¢ > 0 a postupovat dale stejné jako
v pfipadé pfedchozim. Zjistime pfitom, Ze posledni krok
nebude nutné provadét jiz tak jako v p¥ipadé predcho-
zim. Tim je jiz véta dokdzana pro obé ostré nerovnosti.
PonévadZz v8ak rovnost a = b smime nasobit &islem c,
af je jakékoli, vede nas toto zjisténi k tomu, Ze véta T
plati i pro nerovnosti neostré.
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Piiklad 2. DokaZme, %e pro kladné ¢isla a, b plati ne-
rovnost
a b
3ta =2
JestliZe danou nerovnost zndsobfme é&fslem ab > 0,
dostaneme
a? 4 b = 2ab. (5.1)

Priéteme-li k &¢fslim na obou strandch nerovnosti (5.1)
dslo —2ab, pak po jednoduché tGpravé dostaneme
(@ — b)? = 0. Nerovnost plati tehdy a jen tehdy, plati-li
(@ — b)? = 0. Tento vztah viak platf podle T,. Dikaz je
proveden.

JestliZze z dané nerovnosti dostaneme tpravou druhou
nerovnost takovou, Ze obé nerovnosti soudasné plati nebo
soudasné neplati p¥i jakémkoli dosazen{ uréitych éisel do
podetnich vyrazi, z nichZ se nerovnosti skladaji, pak ta-
kové nerovnosti nazyvame ekvivalenin{ a pFislusnou
vpravu ekvivalentnt dpravou. Dikaz platnosti dané nerov-
nosti miZeme proto provadét tak, %e ji ekvivalentnimi
upravami pfevedeme na nerovnost, jejiz platnost je jiz
dokézéana.

Piiklad 3. DokaZme, Ze pro libovolna reélné &isla a, b,
¢ platf nerovnost
a®+ b2+ c? =2ab+ ac + be.

Uvedeme dvé feSeni tohoto piikladu.

1. Znisobfme danou nerovnost éfslem 2 a viechny
tleny prevedeme na levou stranu, pak vyraz na levé
strané upravime tak, Ze dostaneme (¢ — b)? + (b — ¢)*+
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+ (¢ — a)? = 0. Tento vztah vSak plati, nebot podle T,
je &tverec kazdého dvojélenu na levé strané neziporny,
a proto je nezdporny i jejich soudet. PonévadZ jsme od
puvodni nerovnosti k nerovnosti (@ — b)2 + (b—c)+
+ (¢ — @)2"= 0 dospéli ekvivalentnimi dpravami, je da-
kez proveden.

2. Mé-li nékdo v paméti vztah (5.1), pak ho snad na-
padne, aby k nému piipsal dalsf nerovnosti z ného ply-
nouci zdménou pfsmen, tj. b2 4 ¢ = 2bc, 24 a =
= 2ac; vSechny platf pro libovolna redlna &fsla. Sedte-
me-li tyto nerovnosti podle véty T,, pak po zkricenf
éislem 2 dostaneme hned nerovnost, kterou jsme méli
dokizat.

Piiklad 4. DokaZme, %e pro libovolni realnd &fsla a, b
platf nerovnost

a+b <)20@®F0Y.

Podle znén{i dané ulohy miZe byt na levé strané dané
nerovnosti i éfslo zaporné a danou nerovnost nelze umoc-
nit, nebot umocriovani je podle véty K, ekvivalentni
ipravou jen pro nerovnosti mezi kladnymi &fsly. Rozpo-
meneme-li se v§ak na vétu A,, pak podle nerovnosti,
kterou predsta.VUJe druhy a tieti élen postupné nerov-
nosti A,, muZeme psit @ + b =< |o + b|. Kdybychom
k ni pfipsali dal$f nerovnost |a + b l = 1/2(0,2 + b%), pak
by z této dvojice nerovnosti plynula podle véty T, ne-
rovnost, kterou mame dokdzat, ovSem za predpokladu,
e nerovnost |a + b| < }/2(a® + %) plati. Dikaz jejf
platnosti je vSak nyni sna,dn)'r, kdyZ ji jako nerovnost
mezi neza,pornyml ¢fsly miZeme umocnit a daldimg
ekvivalentnimi dpravami uvést na tvar (@ —5)* =20
Provedte podrobné sami.
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Cviteni

5.1 Jsou-li @, b libovolnd kladné é&isla takové, Ze a > b,

plati tato tvrzeni: a) zlomek % se zmensf, kdyZ jeho &itatele

b
i jmenovatele zvétSime o stejné kladné &islo; b) zlomek — se
a

zvétsf, kdyZ jeho ¢itatele i jmenovatele zvétiime o stejné
kladné &fslo. DokaZte.

5.2 Do tfidy, do niZ chodi chlapci i dévdéata, piistoupil
stejny podet chlapct i ddvdat. Co lze usoudit o vztahu mezi
pPuvodnim poétermn chlapei i d&v&at, vi-li se, Ze po pfistoupeni
novych Zdkl a Z4kyh pivodni poet % chlapoi a) se zvysil,
b) se nezménil, ¢) klesl ?

8.8 DokaZte, Ze geometricky pimér dvou nezdpornych &isel
se nejvys rovnd jejich aritmetickému priméru. Kdy nastane
rovnost ?

5.4 DokaZte, e pro kladné disla a, b plati:

- 1
a) a + - 2 21
a
1 1
be+n(5+g) 24 ~
a b
5.5 DokaZte, Ze pro redlné &isla a takovd, Ze |a| < 1, plati:
1
a) 21 +a,
1—
b 21—a.
) l1+a ¢

Kdy nastane rovnost ?
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5.8 Jsou-li @, b velikosti odvésen a ¢ velikost pfepony pravo-
Ghlého trojihelniks, pak o nich plati: a) a + b < ¢ |2, b) ¢ >

2
> ry (@ + b). Dokazte tato tvrzeni.

5.7 Dokaite, Ze pro libovolné redlné &¢fslo a plati nerovnost

al? 1
<.
at +1 2

5.8 Dokazte, Ze pro libovolng kladné &isla a, b, ¢ plati nerov-
nosti

a)(a +b +c)[—l-+l+—l-)g9,
a b 0
b) 1 + 1 + 1 > 9 .
a+bd b+o c+a  2a+b+ec)

Rozhodnsdte téZ, kdy plati rovnost.
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Kapitola 6.

ALGEBRAICKE NEROVNICE
0 JEDNE NEZNAME

UvaZujme vztah
2 + 3 > 0. (6.1)

Dosadime-li za # é&fslo 2, pfejde tento vztah v nerovnost
2.2 4+ 3 =7 > 0. Dosadime-li za z &islo —2, dostaneme
nerovnost —1 < 0, ktera neplati.

Velmi dasto se v matematice setkivame s tilohou na-
lézt vSechna takovi &fsla x, pro ktera plati néjaky vztah,
napt. 2z + 3 = 0. V tomto pfipadé existuje takové &islo
pravé jedno. P#i vySetfovani vztahu (6.1) je viak situace
jind. Pokusme se Te§it ilohu: Naleznéte vechna redlna
¢isla z, pro néz plati 2z -+ 3 > 0.

Predstavme si, Ze dosazenim néjakého é&isla — oznad-
me je @ — pfejde (6.1) v platnou nerovnost 2¢ 4- 3 > 0.
Pfidteme k obéma strandm této nerovnosti &fslo —3.
To, co jsme provedli, lze téZ popsat slovy ,,pfevedli
jsme sé¢itanec 3 na druhou stranu nerovnosti s opaénym
znaménkem*. Dale vynasobime obé strany nerovnosti
&islem 0,6. Dostaneme tak nerovnost ¢ > —1,5. Od
ptvodni nerovnosti 2a¢ + 3 > 0 jsme pfesli ekvivalent-
nimi dpravami podle vét Ty, T, k nerovnosti a > —1,5.
Tato nerovnost je vSak jednoduisi nez nerovnost pid-
vodni. Snadno z nf vidime, %e nejen ¢&islo a, ale kazdé
éislo z intervalu (—1,5; + o) dava po dosazeni do (6.1)
platnou nerovnost; vidime dokonce vice: ta redlnd é&sla
z, pro néZ platf (6.1), jsou pravé viechna é&fsla z mnoZiny
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Vztah (6.1) nazyvame nerovnice (podrobnéji: linedrn{
nerovnice o jedné nezndmé). Kdybychom chtéli hovotit
udendji, jsou nerovnice vyrokové formy a tloha Fesit
nerovnici neznamend nic jiného neZ urdit obor pravdi-
vosti této vyrokové formy. Jinak fedeno: hledame viech-
ny hodnoty proménné z, pro né% vysetfovany vztah pke-
chiz{ dosazenim v platnou nerovnost. Rikime pak
struénéji, Ze ,,tato x vyhovujf nerovnici‘‘ nebo Ze ,,jsou
feSenfmi nerovnice*. PFi této piileZitosti je vhodné
upozornit na jedno tskalf. Nazvem Fefeni oznadujeme
nejen viechna ¢&isla, kterd nerovnici vyhovuji, ale i po-
stup, ktery pfi hleddni téchto ¢isel uZivime.

Vratime-li se jesté jednou k nademu ¥efenf nerovnice
(6.1), miZeme uZity postup téZ interpretovat takto:
Nejprve jsme nahradili (6.1) jednodus&fmi nerovnicemi
se stejnymi mnoZinami vSech Feseni (22 + 3 > 0, 2z >
> —3, x> —1,5) a pak jsme z posledni nerovnice
piimo ,,vytetli’“ feden{ Glohy (interval (—1,5; + o) je
mnoZinou pravé viech feSeni). P¥itom jsme uzivali iprav
obdobnych vpravim nerovnostf podle vét z pfedchéze-
jictho é&lanku. Pfipomenime jesté, Ze kdybychom maéli
zjistit, zda je &fslo —1 feSenfm nerovnice (6.1), nepotfe-
bovali bychom provadét Z4dné ekvivalentni dpravy
a prosté bychom jen za x dosadili &islo —1.

Pro feSenf nerovnic majf zakladni vyznam ty véty,
které popisujf jejich ekvivalentni Gpravy, tj. upravy,
pfi nichZ se neméni mnoZina vSech jejich feseni. Tyto
véty jsou obdobné vétim, které jsme uvedli pro nerov-
nosti. Tak nap¥. misto T, pro Gpravu nerovnost{ uziva-
me vétu:

T; Pfiéteme-li k obéma strandm nerovnice totéz é&fslo,
mnoZina jejich FeSeni se nezméni.

VéiHme, %e d&tendf snadno zformuluje dalsf véty
o upravich nerovnic podle vét z pfedchézejici kapitoly.
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Nejlastdji pouzivime téch, které odpovidaji tvrzenim
K,, T,, T, a T;. Diive, kdy se nerozli§ovalo mezi nerov-
nostmi a nerovnicemi (kaZzdy chapal, Ze se slova nerov-
nost uZivéd ve dvou vyznamech), odpadla tato starost
s formulovanim ,novych‘ vét. Ostatné nerovnici (8.1)
jsme 1ispé8né roziesili jen se znalosti vét o nerovnostech.
Lze tedy stru¢né ¥ici, Ze s nerovnicemi lze zachizet jako
s nerovnostmi a %e jediné, naé pfi jejich FeSenf musime
davat pozor, je to, aby se ipravami nezménila mnoZina
jejich FeSeni. Je vak vhodné p¥ipomenout, Ze i upravy,
kterymi se eventuélnd zméni (napf. zvEétsf) mnoZina
viech fefienf, maji pro feSeni nerovnic vyznam.

Ponévadz feSeni linedrnich nerovnic tvaru ax + b >
> 0, kde a % 0, b jsou dand redlnd &isla a z je nezndma
(stejné tak FeSenf linedrnfch nerovnic se zna¢kami =, <,
<), je vdm dobfe zndmo, omezime se jen na nékolik
poznidmek o soustavich lineirnfch nerovnic o jedné
neznamé a viimneme si takovych nelineirnich nerovnie,
jejichZz FeSeni se snadno pfevede na feSeni nerovnic
linearnfch.

Casto se stavé, Ze je déna soustava dvou nebo nékolika
nerovnic, které je t¥eba roziedit a pak vybrat takova
FeSenf, kterd jsou vdzéna jistymi podminkami mezi da-
nymi nerovnicemi. Pro jednoduchost pfedpoklidejme, Ze
je ddna soustava dvou nerovnic s nezndmou z a %e je
dovedeme rozfe§it. Pak si miizeme kldst tyto otdzky:

1. Kter4 é&fsla 2 vyhovuji obéma danym nerovnicfm ?

2. Kterd ¢isla x vyhovuji prvni nerovnici & nevyhovuji
druhé?

3. Kterd ¢isla « nevyhovuji nerovnici prvnf a vyhovuji
pFitom nerovnici druhé ?

4. Ktera &fsla  vyhovujf aspori jedné z danych nerovnic?
5. Kterd é&fsla x nevyhovuji Z4dné z danych nerovnic ?
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6. Ktera &isla  vyhovuji nejvys jedné z danych nerov-
nic ?
7. Kters &isla z vyhovuji praveé jedné z danych nerovnic ?

Nejdastéji nds ovSem zajima otazka, kterd &fsla z
vyhovuji obéma danym nerovnicim. Odpovéd najdeme,
kdy? dovedeme najit prinik mnoZin (intervalit), z nich%
kazda je mnoZinou viech FeSeni jedné z damych nerovnie.
Reseni takovych tloh je ptilezitosti k dobrému vycviku
v logickém my$leni. Pfitom jisté date pozor na vyznam
slov ,,aspon jeden“, ,,nejvys jeden* a ,,pravé jeden®, coz
mé velky vyznam. Piitom se upevni va§ poznatek, Ze
poptit platnost nékteré z nerovnostiz = a,y < b,z >,
u < d znamend totéZ jako uznat platnost nerovnosti
protikladné ji odpovidajici podle pfedchazejictho pofadi
r<a,y>bz=cu=d

Soustava nerovnic byva nékdy dana tak, Ze je struéné
zapsana postupnou nerovnici. Nejéastéji to byva troj-
¢lennd postupnd nerovnice tvaru f(r) < g(z) < h(x)
(resp. s jednou nebo obéma znadkami <), kde jsme sym-
boly f(z), g(x), k(x) naznadili, Ze jde o podetni vyrazy,
v nichZ se vyskytuje pismeno z ve vyznamu neznamého
¢isla. V tom pifipadé muZeme pFepsat tento zdpis na
z4pis dvou nerovnic f(z) < g(z), g(x) < h(x). Snadno lze
dokézat, Ze lze provadét ekvivalentn{ dpravy postupnych
nerovnic tim, Ze ke viem &lentim stejné &fslo pFiéteme
nebo kaZdy é&len stejnym kladnym ¢&islem znasobime.
Jestlize kazdy ¢élen zndsobime stejnym é&islem zapornym,
musime znatky <, =<, >, = po zndsobeni nahradit
znatkami >, =, <, <. Téchto vét vyuZijeme pt¥i Fedeni
nékterych nerovnosti.

VSechny mocniny 2?1, kde z je redlné é&islo a k &fslo
pfirozené, tedy mocniny s lichym pfirozenym mocni-
telem, nabyvaj{ viechny soudasné hodnot kladnych pro
z >0, hodnoty 0 pro 2 = 0 a hodnot zipornych pro
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z < 0. Jsou proto vSechny nerovnice tvaru 221 < 0
navzdjem ekvivalentnf, a tedy i ekvivalentni s nerovnicf
z < 0. Vylouéime-li pfipad z = 0, jsou vSechny mocniny
s lichym zdpornym exponentem té% é&fsly souhlasnymi,
nebof jsou ptrevricenymi &fsly k mocnindm s lichym
kladnym mocnitelem. P¥ vyloudeni z = 0 jsog také
viechny mocniny 2% a 272¢ &fsly souhlasnymi, a proto
nerovnice 22 > 0, 2% > 0 jsou vSechny ekvivalentnf,
tedy ekvivalentni s nerovmici 22 > 0. VSechna tato
tvrzeni plati obdobné i pro ostatni nerovnice. Dosadi-
me-li z=az + b nebo z =z —ax; do nerovnic vyse
uvedenych, ukaze se, Ze fesenf nerovnic (ax + b)* < 0,
resp. (x — ,)* < 0 lze pfevést na FeSeni jednoduchych
linearnich nebo kvadratickych nerovnic, coz ukdZeme na
pfikladech.

Nezli zaéneme fesit piiklady, pfipojme jesté jednu
poznimku. Pfedstavme si, Ze mame Fesit nerovnici

2243 3z41
2 3

> 0. (6.2)

Pomoci ekvivalentnich dprav ji pfevedeme postupné na
nerovnice

6r 4+ 9—62z—2 >0,
6
6xr+9—6x—2 =0, (6.3)
7=0.

Posledni nerovnici vyhovuje kazdé z € (— oo, + o), ne-

boli fesenim nerovnice (6.2) je kazdé realné é&islo.
Nékdo jiny by mohl postupovat takto: Zapamatoval

by si, Ze fedf nerovnici (6.2), a upravoval by nerovnost
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(6.2) s bliZe neurdenym reilnym é&islem z. Obdriel by
postupné

6r 4+ 9—6xr—2
6

6x +9—6x—2 =0, (6.4)
7=0.

v

0,

Viechny tyto nerovnosti jsou ekvivalentni podle vét
z &lanku 5. Platf-li posledni nerovnost pro ka%?dé redlné
¢slo, plati pro né i (6.2). UvdZime-li odlidnost obou po-
stupi, neni p¥ili§ podstatné, zda pracujeme s nerovnice-
mi nebo nerovnostmi. Ostatnd ze zédpisu

Ja? < Ja| (6.5)

budete stézi rozhodovat, zda jde o nerovnost nebo o ne-
rovnici. Proto aZ budete pti sledovani piikladi eventudl-
né na rozpacich, zda ten & onen vztah je nerovnici nebo
nerovnosti, uvédomte si, Ze to nenf nékdy ta nejdalezi-
t8j8i otdzka — tou pro nds zustavi spravné feSenf zada-
né tlohy.

P¥iklad 1. Re¥me nerovnici
28 —322 4+ 3z—1 >0.

Tuto algebraickou nerovnici t¥etfho stupnd snadno
rozfedime, kdyZ ji pfevedeme na tvar

(—1)3 >0;

tato nerovnice je ekvivalentni s nerovnicf 2 — 1 > 0.
Hledané fesenf popisuje nerovnice

x>1.
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P¥iklad 2. ReSme nerovnici

5

22 —6zxz 49 =0.

Pondvad? 22 — 6z 4+ 9 = (x — 3)%, nemd zlomek na

levé strand smysl pro x = 3. Obé strany nerovnice déli-

me &islem 6 a pak p¥ejdeme k nerovnmici (z — 3)%2 < 0.

Pro x # 3 jsou ob8 nerovnice ekvivalentni. Aviak pro

z # 3 nemi nalezend nerovnice feSenf. Tedy pdvodni
nerovnice nemd fesenf.

P¥fklad 3. Redme soustavu nerovnic

2 — b5z

—1 < < 2.

Viechny éleny této postupné nerovnice zndsobime
kladnym é&islem 3 a pak od nich odedteme &fslo 2. Tak
dostaneme postupnou nerovnici —5 < —52 < 4. Viech-

ny jejf &leny zndsobfme zdpornym &fslem — %, pfi¢emz
znaménka mezi jednotlivymi &leny obritime a dostane-

. . 4 ,
me tak nerovnici 1 >z = — 5 kterou miZeme psit

téz ve tvaru —% <z < 1. Ka#dé z téchto postupnych

nerovnic udavd, kterd ¢&isla x dané soustavé nerovnic
vyhovuji. Jsou to prdvé viechna &fsla z z intervalu

4
51
Ptiklad 4. Hledejme na ¢&iselné ose viechny body «z,

které maji od bodu a vzdilenost mensf nez ¢ > 0 (viz
obr. lc).
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Ekvivalentnf zapis této tlohy je: feSte nerovnici
|t — a| < e. Podle véty A, ji miZeme napsat ve tvaru
—e <& — @ < e Jestlize ke viem &lentim této postupné
nerovnice pfiteme ¢islo a, dostaneme jiZ FeSeni nasi
tlohy ve tvaru ¢ — e < x < a + &. Hledané body z lez{
zfejmé v otevieném intervalu (@ — ¢, a + ¢).

Pozndmka. Pt studiu matematické analyzy se setkite
s nerovnicemi v tomto pfikladé uvedenymi tak ¢asto, Ze
je uzitetné, kdyz se vam p¥i pohledu na né vybav{ ihned
piedstava okoli bodu a. Znamenajf tedy nap¥. |z — 7| <
< 2 otev¥eny interval (5; 9) nebo |z 4 3| < 0,2 otevieny
interval (—3,2; —2,8).

Priklad 5. Jak musime volit &islo m, aby soustava
rovnic 3x + 2y = 15,z 4 2y = m méla feden{ z, y, ktera
jsou a) nezapornd, b) kladna. Ktera Feseni soustavy maji
tu vlastnost, Ze &fslo m je pfi uvedenych podminkach
1) co nejmensi, 2) co nejvétsf?

Resime-li tuto soustavu rovnic, dostaneme pro nezn-
mé

_15—m __ 3m—15
r=—g o Y=
a) Maji-li byt &fsla x, y nezdpornd, musi platit nerov-
nosti 5 —™ =0, 3m — 15 =0. To znamens, Ze

2 4
¢islo m musf byt prvkem uzavieného intervalu (5; 15).
b) Maji-li byt ¢isla x, y kladna, musf platit ostré nerov-
. 15—m 3m — 15 .s .
nosti — > 0, — > 0. Jejich dpravou
dostaneme, Ze ¢fslo m musi byt prvkem otevieného
intervalu (5; 15).
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1. Pii feSeni v oboru nezépornych &isel miZeme vybrat
nejmens{ hodnotu m = 5 z intervalu (5; 15). Této
hodnoté m odpovidd feSeni = 5, y = 0. P#i feSeni
v oboru kladnych ¢isel nemiZeme z intervalu (5; 15)
vybrat nejmensi hodnotu. I kdy% zvolime pro m &islo
hodné blizké é&slu 5, jako napt¥. 5,000 001, pak v otevie-
ném intervalu (5; 15) najdeme snadno dalsi ¢&islo, které
je mensf nez 5,000 001. Nejmensf &fslo v tomto otevie-
ném intervalu neexistuje.

2, P¥i fesenf v oboru nezipornych é&isel mizeme vy-
brat nejvétsf m = 15, jemuZ odpovida feseniz = 0,y =
= 7,5. P¥i FeSeni v oboru kladnych éisel neexistuje Zddnd
dvojice ¢&isel z, y, pro néZ by bylo m nejvétaf.

Priklad 6. ReSme nerovnici [/z* + 5 <& — 3.

Nejprve zjistime, Ze podetni vyrazy na levé i na pravé
strané nerovnice maji smysl pro libovolna realnd &fsla x.
Ponévadz druhd odmocnina z nezdporného &fsla je neza-
porné &fslo, musi platit £ — 3 = 0 ¢&ili z = 3. S touto
podminkou miiZeme nerovnici umocnit a pak FeSenim

2
linearni nerovnice dostaneme x < 3 Tento neomezeny
interval nem4 vSak Z4dny spoledny prvek s neomezenym
intervalem # = 3. Dané nerovnici nevyhovuje tedy Zad-
né realné é&fslo z.

Cvileni
6.1 Ndrodni podnik musi vynaklddat m Ké&s na jednu vyrob-
ni jednotku ke krytf ndkladi zdvislych na velikosti vyroby

(suroviny, polotovary, mzdy apod.) a mimoto s K&s roénd na
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kryti stdlych vydaji nezdvislych na velikosti vyroby. Kolik
vyrobkt musi roénd produkovat, mé-li celkovy zisk podniku
byt z Ké&s pfi prodejni cend ¢ K&s na jednotku produkce? Pro-
vedte diskusi fedeni.

6.2 Osazenstvo dolu md vytéZit @ tun uhli denné a t&%{ dennd
b tun. Tim plni plén na p procent. KdyZ se plénovand denni
téZba i skutedné dennf t&Zba zvysily o d tun, zménil se tim
procentovy ukazatel plndni plénu ne p’ procent. Porovnejte
rozdilem procentové ukazatele p, p’ a provedte diskusi fedeni.

6.8 Reslte nerovnice:
a)z + 10z + 25 > 0, b) (x> — 322 + 3z — 1)? £ 0,
c) (42 — 42 + 1) > 0, d) (42 + 3)-% = 0.

6.4 Kterd &isla  vyhovuji vSem nerovnicim dané soustavy:
a)2x +1 <0, 2x + 5> 0, 0<z+2<3,
b) bz + 3 > 0, [#] < 0,5, lx—1] < 0,6,
)3 <22 +8<7,22—1=<4x+2<2z 141,
d)ezr—1<|axs—1,0 <3—=z <0,5.

6.5 Pro kterd &isla m md soustava rovnic x — 2y + 4 = 0,
4z + 3y + m = 0 takovd Feleni, Ze z, y jsou ¢&fsla nezdpornéd.
Zvolte pak nejvétsi moZnou hodnotu éisla m & urdete k nému
piisluéné fefeni dené soustavy rovnic. PFitom si vSimndte, %e
neexistuje 24dné FeSenf{ soustavy, pfi némZ by bylo &islo m
nejmensi.

Nynf se naudime feSit algebraické nerovnice tvaru
(—=z2)(@—2)(x—24) ... (x—2z,) =0, (6.6),

v nichZ lev4 strana je soudinem linedrnfch &initeld tvaru
z—z;(t=1, 2,8, ..., n). Pfitom se m4 rozhodnout,
zda a pro kterd z plati mezi timto soudinem a &islem 0
ostra nebo neostra nerovnost. P¥i daldich ivahach bude-
me nejprve piedpoklddat, Ze &fsla @; jsou navzijem
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riiznd a Ze jejich oznadeni bylo zvoleno tak, aby platilo
Z, <Xy <Xy ... <Zyy < T, Soudin linedrnich &initeld
v nerovnici (6.6) bude rovny nule pravé jen pro tato &sla
%y, Ty, Ty, - . ., Ty Jejich soudin bude rizny od nuly jen
ve vnitfnich bodech intervali, jejichz krajnimi body na
¢iselné ose jsou &fsla x;. Znaménko soudinu je t¥eba urdit
jen pro body zmfnénych intervald, co vas pro v&ti{ na-
zornost i struénost nauéfme na vhodné zvolenych piikla-
dech. P¥itom budeme piedpoklidat, Ze umite rozloit
kvadraticky trojélen v souéin reilnych lineirnich &ini-
tell, coZ je vidy moziné, kdyZ diskriminant kvadratic-
kého trojélenu neni zdporny.

Priklad 7. Refme nerovnici
z(z® —4) (x* — 42— 5) = 0.

Po rozkladu z? — 4 =(x + 2) (x—2), 22 —4x —b5 =
= ( 4+ 1) (x — 5), po dosazenf do dané nerovnice a po
uspofddani linedrnich éinitelt dostaneme

@+2)(@+1)(@—0)(z—2) (@—5) =0. (8.7)

Platf tedy rovnost pro body x, = —2, 2, = —1, 2, = 0,
z, = 2, x5 = 5. Vyznatte si tyto body na nadrtu &¢fselné
osy, abyste mohli dobfe sledovat dalsf vyklad. P&t bodt
—2,—1, 0, 2, 5 rozdéluje ¢iselnou osu na Sest &astf a na-
8fm tkolem nynf je zjistit znaménko soudinu linedrnich
diniteld z nerovnice (6.7) pro ¢&isla 2 v otevienych inter-
valech (— o0; —2), (—2; —1), (—1; 0), (0; 2), (2; 5),
(5; + o). Pfedpoklddejme nejprve, Ze jsme zvolili
¢slo 2 z posledniho intervalu, takfe plati x + 2 > 0,
z+1>0,2—0>0,2—2 >0, x—5 > 0. Soudin
viech péti éiniteld bude pro &fsla x z posledniho neome-
zeného intervalu kladny, a proto tato z jsou fedenimi

45



dané nerovnice. Zvolme nyni x z pfedposledniho inter-
valu (2; 5). Pro body z tohoto intervalu plati z 4+ 2 > 0,
z+1>0,2>0,2—2 >0, x—5 < 0. Soudin &ty¥
kladnych &initeld s jednim zdpornym bude zaporny,
a proto body intervalu (2; 5) nebudou dané nerovnici
vyhovovat. Zvolime-li nyn{  z intervalu (0; 2), budou tfi
¢initelé kladni, dva zaporni. Soudin viech péti &initelil
bude kladny a vSechny body intervalu (0; 2) budou rese-
nimi dané nerovnice. Tak postupujeme déle od jednoho
intervalu k druhému, aZz dojdeme kone¢né do prvniho
neomezeného intervalu (— o0; —2). Pii tomto zkouméni
soudinu linearnich &initeld v nerovnici (6.7) se stiidaly
oteviené intervaly, jejichZ prvky patiily k feSeni, s in-
tervaly, jejichZz prvky k FeSeni nepatfily. Shrneme-li
vysledky zkouman{ dané nerovnice v otevienych inter-
valech se zji§ténim, %e v krajnich bodech intervala plati
v dané nerovnici rovnost, dostaneme tento vysledek:
Nerovnice (6.7) plati pravé pro vSechny body z intervala
(—2; —1), (0; 2), (5; + o).

‘i Pozndmka. VySetfovini dané nerovnice jsme mohli
provadét pii libovolném potadi intervald. Vyhodné je
oviem, kdyZ je probirime v pofadi odleva doprava
nebo odprava doleva. '

Priklad 8. Resme algebraickou nerovnici 6. stupng
(#2 — 4z 4 5) (2 — 4z + 4) (x* — 42— 5) = 0.

Prvnf z kvadratickych trojélentt ma zédporny diskri-
minant a nelze jej rozloZit na soudin redlnych linearnich
diniteli. Ponévad% pro né&j platf 22 —4x + 56 = (x —
—2)2 4- 1 > 0 pro libovolné z, miZeme kladnym é&is-
lem, které tento trojélen pfedstavuje, kratit a po rozkla-
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du zbyvajicich kvadratickych trojélenit dostaneme
ekvivalentni nerovnost

(@®—2)(x+ 1) (z—5) =0.

Rownost bude platit v této nerovnosti pro &isla x = 2,
x =—1 a pro z = 5. Ctverec prvniho dvoj&lenu msa
mimo vyjimedény bod # = 2 stéle kladnou hodnotu, takZe
timto étvercem miZeme kratit a hledat nynf jen YeSenf
ostré nerovnice (kvadratické)

(z+1)(=—38) <0,

kterou vysetifme podle vzoru z pfedchazejici ilohy pro
hodnoty z ve tfech otevienych intervalech (—oo; —1),
(—1; 8), (6; + o0). Jen v prosttednim z téchto intervali
jsou linedrn{ ¢initelé &isly nesouhlasnymi, jejichZ soudin
je zéporny. Cisla  z tohoto intervalu dané nerovnici
vyhovuji. Shrneme-li vysledky naseho zkoumani, dosta-
neme: Dané nerovnici vyhovuje éislo x = 2 a vSechna
tisla z intervalu (—1; 5). Tedy nerovnice je splnéna
pravé pro viechna &fsla z intervalu (—1; 5).

P¥iklad 9. ReSme nerovnici
x—2 6 &
- <1.
z—3 a1 ="

Vyrazy na levé strané nerovnosti majf smysl, jen kdy%
z # 1, z # 3. Pfevedeme-li viechny vyrazy na zlomky
se spoleénym jmenovatelem, dostaneme po seétenf a po
zkraceni nerovnici
x—3,6
E—De—3 ="

Vyraz na levé strand posledni nerovnice nabyvé nulové
hodnoty jen pro & = 3,5. Ponévadz pfipad, kdy nastiva
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v této nerovnici rovnost, jsme jiZ vysetfili, mhtZeme
vyset¥ovat jiZ jen ostrou nerovnici

x—1)1(x—3)1(x—3,6) >0,

kterd je vSak (za pfedpokladu z = 1, # # 3) ekvivalent-
n{ s nerovnic{

(—1) (x — 3) (z — 3,6) > 0.

Tato nerovnice je splnéna pro « z intervali (1; 3), (3,5;
-+ o).

Shrnutf. Dané nerowvmnici vyhovuji privé vechna x
z intervalid (1; 3), (3,56; 4+ oo).

PFiklad 10. Re¥me nerovnici
@ + 2)° (& + 1)1 (& — 1)~ (z— 3)* (z — B)* < 0.

Vyraz na levé strané ma smysl, jen kdyz = # —1,
xz # 1. Rovnost nastane pro x, = —2, z, = 3, 23 = 5.
Po vysetfeni pifpadd, kdy nastavd rovnost, miZeme
vysetfovat ostrou nerovnici, kterou z nerovnice dosta-
neme vynechénim znaménka =. Pfitom vynechame
linedrni dvojéleny se sudymi exponenty, nebof pfedsta-
vujf kladné &fsla v intervalech, které budeme vysetto-
vat, a vSechny dvojéleny s lichymi exponenty nahradi-
me dvojéleny s exponentem 1, takie dostaneme nerov-
nici

(x+ 2)(x + 1) (zx —3) < 0.

Tato nerovnice m4 fefeni, a to éfsla 'z z intervalt (— co;
—2)’ (—1; 3)'

Shrnutf. Dané nerovnici vyhovuje &islo 5 a viechna
¢isla z intervalt (— oo; —2), (—1; 3).
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Nerovnice, které se daji pfevést na tvar
kylz — 2| + kolw — 25| + kgz — 2] + ... +
+ kalr — 2| < kox + g,

fesfme tak, Ze je vySetfujeme v intervalech, jejichZ kraj-
nimi body jsou &fsla z;, <z, < 3 < ... < x,, plesnéji
v intervalech (—oo0; z,), (x,, Z,), (xy, Zy), ..., Xu_y, Xa),

(@, + 00).

Pfiklad 11. ReSme nerovnici
|| — |& — 2| 4+ |x — 5| = 4.

Délici body xz, = 0, z, = 2, 3 = 5 jsou krajnimi body
intervali (— oo0; 0), 0; 2), (2; 5), (5; + o0). V kazdém
z téchto intervalt se d4 dand nerovnice nahradit jedno-
dussf nerovnici, kterd jiZz neobsahuje absolutni hodnoty.
Méi-li v takovém intervalu zjednodusend nerovnice
fedeni, je toto FeSeni soudasné i fefenim nerovnice pi-
vodni. Pofad{, v némz bereme jednotlivé intervaly, nemé
na fesenf vliv, zachovani uréitého systému je viak vhod-
né, nebot to zmensuje nebezpedi vzniku chyb. Berme
tedy intervaly napf. v pofadf zprava doleva.

a) Zkoumani v intervalu (6; 4 o). KdyZ # = 5, pak
platf [#| ==, [r—2|=2—2, [r—5|=x—5. Po
dosazeni do dané nerovnice dostaneme

g —(x—2) + (z—5) < 4.

Po upravé dostaneme x < 7. Ve zkoumaném intervalu
popisuje mnoZinu feden{ vztah 5§ <z < 7.

b) Zkoumén{ v intervalu (2; 5). V tomto intervalu je
jiz x — b < 0, zatimco ostatni vyrazy, a to z, x — 2,
zustavaji jestd nezaporné. Proto plati v tomto intervalu
|t| =, g —2| =2 —2, [ — 5| = —(x — 5). Po do-
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sazenf do dané nerovnice a po kratké Gpravé dostaneme
z = 3. Ve zkoumaném intervalu méa tedy dana nerov-
nice feSeni 3 < x < 5.

¢) Zkoumani v intervalu (0; 2). V tomtointervalu plati
|| =z, |t —2] = —(x—2), |#— 5| =—(x—5). Po
dosazeni a jednoduché tpravé dostaneme z < 1. V tom-
to intervalu ma tedy dani nerovnice fefenf 0 < 2 <1,

d) Zkoumén{ v intervalu (—oo; 0). V tomto intervalu
platf |z| = —=z, [t — 2| = —(z—2), | — 5| = —(x —
— 5). Po dosazenf{ a Gpraveé dostaneme = —1. V tomto
intervalu ma tedy dana nerovnice ¥efenf —1 < x < 0.

Shrnuti. Dana nerovnice m4é za Fesenf pravé viechna z
z intervald (—1; 1), (3; 7).

Piiklad 12. Redme nerovnici
[4(x? + 22)] < 3

a rozhodnéme pak, zda existuje néjaké okolf bodu 0, je-
ho# prvky vyhovuji dané nerovnici.

PrepiSeme-li nerovnost podle véty A, na tvar —3 <
< 4(z? + 2x) < 3, zjistime, Ze je tfeba nalézt vSechna
¢isla x, kterd vyhovuji soudasné dvéma kvadratickym
nerovnostem:

l. 422+ 843 >0, 2, 4x* 82 —3 < 0.

Nésobime-li tyto nerovnosti kladnym &islem 1/4 a pro-
vedeme-li rozklad kvadratickych trojélenid na soudin
linearnich kotfenovych ¢&initela, dostaneme mfsto nich
ekvivalentni nerovnice:

l[x-l-%)(a:-l—%] >0,
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2.[x+ 1 +—;—V’7—](x-|- 1—%1/7] <0.

Kvadratické nerovnice tohoto typu, v nichZ levou stranu
tvoff soudin dvou linearnfch é&initela (x — z,) (x — x,),
mizZeme podle vzoru piedchazejicich uvah tohoto ¢linku
rozfesit zkoumanim znameni hodnot tohoto soudinu
v intervalech (— oo, 2,), (z;, %,), (,, + 00). Snadno se
ukdZe, Ze kvadraticky trojélen 2?4 px + ¢ = (x —
— z,) (x —x,) je kladny v prvnfm i t¥etim z téchto inter-
vald a zdporny v druhém z nich. Je éelné pamatovat
si tento vysledek pro rychlé feseni kvadratickych ne-
rovnic; k zapamatovani vam bude jisté napomdahat po-
znatek, Ze graf funkece y = 2% 4+ px + ¢, kterda v bodech
x,, &, nabyvad nulovych hodnot, lezi v (neomezeném)
prvoim i tfetim intervalu nad osou z a v druhém inter-
valu (z;, z,) pod osou x (nadrtnéte si ptisludny graf, jimz
je parabola protinajici osu 2 v bodech =z,, z,). Tak
zjistime, Ze vySe uvedenym nerovnicim vyhovuji &éisla x
v intervalech

e it
2.[—1—_;_1/7; —1 +%V7)-

Déle zjistime, %e ob&ma nerovnicim vyhovuji &sla x
z intervali

-3 -2 (3 dw)

Na dodatkovou otdzku dané dlohy miZeme nyni odpo-
védét, Ze okoli bodu 0 vyhovujici dané podmince existuje
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a je dasti druhého z téchto intervalia. Jeho ¢dstmi jsou
napf. intervaly (—0,3; +0,3) nebo (—0,25; +0,25) apod.

Pozndmka. Pfi studiu matematické analyzy se setkate
8 fesenim tloh typu, ktery byl v tomto piikladé nazna-
ten. Zpravidla viak stadf nalézt odpovéd na otdzku toho
druhu, kterd byla uvedena jako dodatkova otdzka v na&{
dloze. UkdZeme, Ze feSen{i lze pak nalézt rychle uzitim
vét K, a A,. Budeme-li pfedpoklidat pro feSeni nasi
dlohy |x| < 1, pak platf [2?| < |z|. Za tohoto pfedpokla-
du lze viak danou nerovnici upravit tak, Ze existence
feden{ se snadno prokaze. Podle véty A, miZete psit

|[42? + 8x| < [4x?| + (82| = 4[z?| + 8lz| =
< 4fz| 4+ 8|z = 12]x|.

1
Odtud plyne: je-li 2| < e tj. —0,25 < x < 0,25, po-

tom je 12|x| < 3 a pivodni nerovnost je splnéna. Tento
piklad ukazuje té% uZiteénost véty A; kterd se &asto
nazyva trojdhelnikovd nerovnost.

Cvideni
6.6 Reite soustavy nerovnic:
a)yr—2z—2=0, 4z — 122 + 5 < 0;
b)z? +2z2—2 > 0, z?—2x—3 < 0;

c) (x* —2x + 6) (x*— 4) < 0, (2! + 22— 3) (2* — 2z +
+1)> 0;

d) |z — 3z| < 2;

e) |8x? — bz| < 6.
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8.7 Reite nerovnice:

8) ——— 2 2;

o) +
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Kapitola 7.

SOUSTAVY LINEARNICH ROVNIC
A NEROVNIC O DYOU NEZNAMYCH

Ve skole jste feSili soustavy dvou linedrnich rovnmic
o dvou neznamych, pti¢em? grafické znazornéni rovnic
vam usnadnilo jejich FeSenf. VaSe védomosti v tomto
oboru checeme nyni osvéZit a trochu rozsitit, a to zejména
tim, Ze budeme uvaZovat téZ soustavy linedrnich rovnic
i nerovnic o dvou neznamych. Nerovnicim o dvou nezné-
mych odpovidaji pfi geometrickém znazornéni polorovi-
ny, jak jsteseotom pouéili jiz v kap. 2, kterou si pfed stu-
diem této kapitoly znovu pieététe. Pro omezeny rozsah
této knfizky vas na pfikladech sezndmfme hlavné s témi
novymi poznatky, které budete potfebovat ke studiu
dalsfho ¢linku. Pro dsporu mfsta nejsou v této kniZce
otistény takové obrazky, které si sami snadno narysujete
podle znéni textu.

Jedna linedrni rovnice o dvou neznamych, nap¥. 3z 4
+ 2y — 15 = 0, ma nekoneény podet fefeni. Kazdému
z nich odpovida bod [z, y] pfimky, kterd je grafickym
znazornénim p¥islusné rovnice. V piipadé nami zvoleném
je to piimka r = PQ v obr. 2. Body P =[5; 0], @ =

= lO; 175] najdete snadno jako praseéniky dané pfimky
se soufadnicovymi osami.

Rysujete-li obraz pfimky na &tverec¢kovaném papite,
pak nékdy velmi snadno postiehnete, ze pfimka prochazi
nékolika m#iZovymi body roviny, tj. takovymi body,
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jejich% obd soufadnice jsou &fsla celd. Soufadnice téchto
bodt pak predstavuji feSeni dané rovnice v oboru celych
¢isel. Tak napt. u p¥imky r snadno najdete m¥fZové body

~
Q

b

Obr. 2

[—1; 9], [1; 6], [3; 3], [5; 0], [7; —3] atd. Viimnete-li si
dobfte zdpisu téchto po sobé jdoucich m¥iZovych bodi na
pi¥imce, pak snadno objevite, Ze pfi pfechodu od jednoho
bodu k druhému za nim nasledujicimu se prvn{i soufad-
nice zvétsf o 2, druhd se zmensi o 3. Zvolime-li néktery
bod z této mnoZiny za zdkladni, pak miaZeme vSechna
celodiselnd FeSeni dané rovnice zapsat jednoduchym
zpisobem. Zvolime-li napf. bod [1; 6] za zakladni, pak
pro viechny mi#{Zové body roviny na piimce r plati:
x=1+42t, y =6—3¢t kde ¢ je libovolné celé &fslo.
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Snadno lze dokizat, Ze na ka?dé p¥imce soufadnicové
roviny le%f bud nekoneéné mnoho m¥{Zovych bodi, nebo
jen jeden, nebo #4dny. Resenf rovnic v oboru celych &isel,
patii k velmi starym oborim aritmetiky. Jejich feSenim
se zabyval mimo jiné téz fecky matematik Diofantos (%il
koncem 3. stol. n. 1.). Proto se nékdy téZ uZiva nazvu
diofantické rovnice. Pozndmky tohoto odstavce nesméfo-
valy k tomu, abyste se naudili fesit diofantické rovnice,
nybrZ jen k tomu, abyste néco védéli o existenci téchto
problémii, které patii do &fselné teorie.

Je-li dana soustava dvou linearnfch rovnic o dvou ne-
znidmych

a2 +by+c¢ =0, ax+by+ec,=0, (7.1)

v nich% koeficienty pfi obou nezndmych nejsou soudasnd
rovné nule, pak p¥i feSeni této soustavy mohou nastat
tyto piipady:

a)Jea, : b, : ¢, = a, : by :cyaplati a, = ray, b, = b,
¢y = r¢y, kde r je redlné ¢islo rézné od nuly. Po dosazeni
do druhé rovnice soustavy (7.1) a po vytknutf r dostane-
me r(a,x + b,y + ¢,) = 0, coZ ukazuje, Ze tato rovnice je
ekvivalentnfi s prvni rovnici soustavy. Soustava rovnic,
ktera je v tomto piipadé znazornéna dvéma splyvajieimi
piimkami, mé nekoneény podet feseni.

b)Je a, : b, = a, : b, aviak a, : ¢, # a, : c,, TeSp. téZ
by : ¢, # by : ¢y, pak jde o tzv. sporné rovnice, které ne-
maji spoletné Feseni. Dvé rovnice soustavy (7.1) jsou
v- tomto piipadé znizornény riznymi rovnobdinymi
piimkami, které nemaji 2adny spoleény bod.

c) Nenastane-li Zddny z pfedchazejicich vyjimeénych
pfipadd, soustava rovnic (7.1) md pak jediné feSeni.
V tomto pFipadé jsou rovnice znazornény dvéma rizno-
béZnymi pfimkami a soufadnice z, y jejich priseéiku
udavajf feSeni dané soustavy.
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Je-li ddna soustava # linedrnich rovnic o dvou nezné-
mych
ax+by+e=0 1=1223,...,n, (7.2)

kde pro viechna ¢ plati a} + b} # 0, pak mi jediné fe-
Seni jen tehdy, kdyZz vSechny p¥{mky odpovidajici jed-
notlivym rovnicim soustavy (7.2) prochazeji jednim bo-
dem. Neexistuje-li bod, jimz viechny pf{mky prochaze-
ji, nemé soustava (7.2) Zadné fefeni. Nekonedny po-
éet feeni by méla soustava (7.2) v tom p¥ipadé, kdyby
viechny piimky odpovidajici jednotlivym rovnicim sply-
nuly v jedinou. V tom pfipadé by viechny rovnice by-
ly nenulovymi ndsobky jedné z nich.

Jestlize v dané Soustavé rovnic je néktera rovnice ne-
nulovym nésobkem jiné rovnice soustavy, mizeme jednu
z téchto navzajem ekvivalentnich rovnic ze soustavy
vypustit, ¢im% si vySetfovani soustavy rovnic zjednodu-
§fme. O tom, jak lze podetni cestou vysSetfit Fesitelnost
soustavy rovnic a vzajemné vztahy mezi jednotlivymi
rovnicemi, vas poudi nasledujici ptiklady.

P¥iklad 1. VySetfeme fesitelnost soustavy linearnich
rovnic
r—3y—4=0,

2« +y—8=0,
2z + 5y — 16 =0,
—2x+y—2=0,

Oznadme p,, P,, Ps, Py PHmky, jez odpovidaji danym
rovnicim v pofadi, v némz jsou v tloze uvedeny, a hle-
dejme prisetiky viech dvojic pFimek. Abychom méli pre-
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hled o postupu vypoétu a nezapomnéli vypodist prisesik
nékteré dvojice pfimek, zapisme ziskané vysledky do ta-
bulky (7.3). Soufadnice prusediku pfimek p,p, jsou
uvedeny v tabulce tam, kde se protina fadek oznadeny
zédhlavim p, se sloupcem se zahlavim p, a obdobné pro
viechny ostatnf dvojice pfimek. Tabulka je ,,étvercova®,
nebot ma stejny podet fadek i sloupci. Ze ziejmych da-
vodi je soumérna podle dhlopficky jdouei z levého hor-
ntho rohu do pravého dolniho a mista na thloptidee
zustanou nezaplnéna.

| P P P
nl o+ |wo [ a]|ez-2
P, |4 0] * (3; 2] [% 5_] (7.3)
wllmnl | oo o [9]
s o] | [l |

Prohlédneme-li si tabulku (7.3), zjistime, Ze vSechny
prisediky raznych dvojic ptimek jsou ruzné, takie dand
soustava nemd Fefeni. Viechny &éty#i pfimky odpovida-
jici danym rovnicim se protinaji po dvou v Sesti bodech.

K tomu, abychom zjistili, Ze dana soustava nems Te-
8eni, stadilo oviem zjistit, e pouze dva body v tabulce
(7.3) jsou ruzné. UZitednost tabulky (7.3) pozndme jeSté
pozdéji pii jiné prileZitosti. Kdybychom vsak chtéli
dokazat, Ze soustava ma FesSeni, museli bychom zjistit,
Ze viecky body v tabulce (7.3) splyvaji.
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Pfiklad 2. VySetfeme feSitelnost soustavy linearnich
rovnic
r—3y—4=0,

—2z+4+y+8=0,
6r + Ty —24 =0,
—2x+y—2=0.

Oznadme ¢, ¢, ¢y ¢ PHimky odpovidajici rovnicim
dané soustavy a sestavme p¥{slusnou tabulku pro pri-
setiky dvojic pfimek.

4 | 92 | 9 94
0 * [4; 0] [4; 0] [—2; —2]
q, * [4; 0] I (7.4)
1
& ©| ]
qa *

V tabulce (7.4) jsou zapsiny priseéiky jednotlivych
dvojic pfimek jiZz jen v horni &asti ¢tvercové tabulky,
a to nad jeji 1hlop¥itkou vyznadenou hvézdidkami.
(Kdybychom oznaéeni v zdhlavi jednotlivych fidek pfe-
sunuli doprava a% na misto p¥sludnych hvézdidek, dostali
bychom snad jesté prehlednéjsi ,,trOJuhelmkovou“ ta-
bulku.) Ze zipisii v tabulce je zi"ejmé, Ze prusetiky pii-
mek q.9,, 193, 9:9s splyvaji, coZ znameni, Ze prlmky
91 92 9o prochizeji bodem [4; 0]; pfimky ¢, a ¢, ]sou
navzajem rovnobéiné, coi bylo na pfisluiném misté
tabulky vyznaéeno znadkou uZivanou v geometrii pro
rovnobéZnost. Z hlediska algebraického to znamena, Ze
soustava rovnic utvotens z prvnich t¥i rovnic dané sou-
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stavy ma TeSen{ a Ze détvrta rovnice je ve sporu s druhou
rovnic{ dané soustavy.

Pfiklad 3. Vysetfeme soustavu piimek, které jsou d4-
ny rovnicemi
y=0,
=0,

x+2y— 2=0,
r+ 4y—20 =0,
2t +y—12 =0,

a vyhledejme viechny body, v nichZ se protinaji aspon
dvé pHmky této soustavy.

Oznaéme r,, r,, 75, 74, 75 pHimky v tom potadi, jak jsou
dény rovnicemi. Ze zkusSenosti z predchazejici tabulky
vime, Ze do prvni fadky tabulky mame zapsat pruseéiky
ptimek r,7,, 7,75, 7,7, 775, do druhé Fadky priseéiky
pHmek 7,7y, 7,7y, 7475, do tfeti Fadky prisediky pFimek
rary, g5 & do &tvrté Fadky priasedik pfimek r,r;. JestliZe
tento vypocet provedeme a zapiSeme prisediky v uvede-
ném pofadi, dostaneme celkem 10 raznych boddy,
v nichZ se protinaji piimky dané soustavy, a to: [0; 0],

[2—32; —%], [4; 4].

I kdyz tabulkové metody nebudeme jiZz mnoho pou#i-
vat, vyvodime jejim uZitim vzorec pro nejvyssi moZny
podet viech bodu, v nichZ se protinaji pfimky dané sou-
stavy. Ctvercové tabulka n-fadova obsahuje celkem n?
poli, z nichZ je tfeba vyplnit jen n? — % poli, aviak jen
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polovina z nich sta¥{ pro zépis nejvysstho mozného podtu
bodd. Jo jich tedy % (n? — n) &l % nin — 1),

Co se tyka soustav linedrnich nerovnic o dvou
neznamych, je dobfe mit stéle na paméti, Ze nerovnicim

ax +by+¢=0, —ax—dby—c=0 (7.5)

vyhovuji soufadnice bodi ve dvou navzajem opatnych
polorovinidch s hrani¢nf pf{mkou o rovnici ax + by +
+ ¢ = 0. Sjednocenim mnoZin boda téchto dvou poloro-
vin je mnoZina viech bodi celé roviny, jejich prinikem
hraniénf p¥imka. V 2. kapitole jsme se té% nauéili pra-
vidlu, podle néhoz lze rychle rozhodnout, kterou poloro-
vinu dané nerovnice popisuje. Dalsf uvahy o geometric-
kych dtvarech popsanych dvéma nebo nékolika nerov-
nicemi ukd¥eme na piikladech, v nichZ misto pismen a,
b, ¢ v nerovnicich tvaru (7.5) budou zvolena uréita éisla.
Pritom budeme pamatovat na to, Ze mnoZina vsech
bodd, které vyhovuji asporni jedné nerovnici dané sou-
stavy, je sjednocenfm mno#in, z nichZ kaZda je popsdna
jednou nerovnici. MnoZinu vSech bodi, které vyhovuji
soulasné viem nerovnicim dané soustavy, najdeme,
kdy% vyhleddme prinik, tj. spole¢né body mnozin, které
jsou popsidny jednotlivymi nerovnicemi. Vyhledavani
priniku nékolika polorovin budeme &astéji pottebovat,
a proto je budeme vice procvidovat.

PFiklad 4. Vysetfeme, které poloroviny jsou popsiny
nerovnicemi
1.z + 2 =0,

2.2+ 2 —6 =0,
38, —x—2y + 15 20,
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4. —3x—2y +15 =0,

a popisme sjednocenf a priniky nékterych téchto polo-
rovin.

Hrani¢n{ ptimky téchto polorovin oznaéfme p,, p,, Pa
7 v tom pofadi, v jakém byly uvedeny poloroviny jimi
vytaté. Tyto pfimky jsou zobrazeny na obr. 2. Po ozna-
¢enf hrani¢nich p¥imek polorovin miZeme dané polorovi-
ny podle dmluvy v kapitole 2 zapsat strudné takto: 1.

8(Po); 2. 3(p1); 3. e(pe); 4. e(r). V prvnich dvou piipadech
]de o polorovmy nad primkou Do, TSp. Py, nebot koe-
ficient pfi y je kladny, ve druhych dvou pfipadech o polo-
roviny pod p¥imkou p,, resp. r, nebot koeficient pfi y je
v poslednich dvou nerovnicich zaporny.

Sjednocenim §(po) & a(py) je 3(py), jejich prinikem je
g(p,). Sjednocenim polorovin §(p,) a e(p,) je mnozZina
viech bodu celé roviny, jejich prunikem mnozZina bodd,
které tvoi{ pis ohranideny rovnobézkami p,, p,; stejné
sjednocenf i prinik maji mnozZiny bodé ti#{ polorovin
a(Po), (p1), 0(Pe)-

Prinikem g(p,) a o(r) je ¢ast roviny tvoifei ostry thel
ORQ. Jejich sjednocenim je mnoZina pravé téch bodu
roviny, které v ni zdstanou po vynéti vnitinich bodu
priniku polorovin opaénych k polorovinam g(p,) a o(r),
tj. tedy priniku polorovin g(p,), @(r). Pokud nejste
jeSté vycvideni v urlovani sjednoceni a pruniku dvou
polorovin, miZete pouZit této pomicky: Vysrafujte
polorovinu 3(p,) Srafy rovnobéZnymi s hraniéni pfimkou
Po & polorovinu g(r) Srafy rovnob&inymi s hraniéni
piimkou r. Do sjednoceni mnoZin vSech bodd obou
polorovin pat¥i pak pravé vSechny body z téch &asti
roviny, které jsou Srafovany jakkoli, do prianiku body
té dasti roviny, ktera ma Srafy obojiho sméru.
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P¥iklad 5. Vyhledejme mno#inu viech bodi v rovins,
jejichZ soufadnice vyhovujf soudasné nerovnicim:
y=0,
z =0,
x4+ 2—2 =0,
x 4y — 20 <0,
2 +y—12 0.

Hrani¢nimi pfimkami polorovin popsanych témito
nerovnicemi jsou p¥imky, které jsme v pfikladu 3 tohoto
#lanku oznadili pismeny r,, ry, 5, 74, 75. Jde tedy o to na-
jit prinik polorovin g(ry), 6(rs), @(rs), e(rs), e(rs). Snad
jste si povsimli, Ze v poslednich dvou nerovnicich to-
hoto pfikladu jsou znadky =, a Ze je tedy nutné znésobit

Obr. 3

tyto nerovnice &islem —1 nebo jinym zadpornym é&fslem,
aby vdechny nerovnice mély souhlasnou znatku =;
v tom piipadd je pak koeficient pii y zdporny, a podle
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pravidla v kapitole 2 je hned.zFejmé, %e posledni dvé
nerovnice popisujf poloroviny pod pfimkami r,, r;. Do
mnoziny vSech bodi, které vyhovuji prvnim dvéma ne-
rovnicim této idlohy, pati{ pravé ty body soufadnicové
roviny, které vyplnuji pravy tdhel s vrcholem v podatku
0; jeho rameny jsou kladné &isti os =z, y, a je to tedy
neomezend &¢ast roviny (sledujte obr. 3). Prinikem to-
hoto pravého 1hlu s tfeti polorovinou g(r;) je opét ne-
omezena ¢ast roviny v kvadrantu I, kterd je ohraniéena
poloptimkami P4, @B a tisetkou P@Q. Do mnoZiny viech
bodu, které vyhovujf jen poslednim dvéma nerovnicfm,
patif privé viechny body neomezené éisti roviny, kte-
rou tvoii tupy ihel ACB. Prinikem vsech péti polorovin
je pak pétidhelnik PACBQ.

Rozmyslime si obecné, jaké rovinné dtvary vznikaji
jako prunik dvou polorovin v zavislosti na jejich vza-
jemné poloze. Jsou-li hraniéni p¥{mky polorovin totozné,
je prunikem polorovina nebo piimka; jsou-li hraniéni
piimky rovnobéiné, ale rtzné, je prinikem polorovina,
nekoneény pas nebo prazdnd mnozZina. Koneéné jsou-li
hraniénf piimky riznobézné, je prinikem uhel.

Podobné pro tfi poloroviny mohou vzniknout stejné
dtvary jako v piipadé dvou polorovin (rozmyslete si
kdy) a jesté titvary dalsi. Jsou-li napf. hraniénf pfmky
navzajem riznobéiné, miZe byt prinikem omezeny
atvar (trojuhelnik, bod nebo prizdna mnoZina) nebo
neomezeny itvar ohrani¢eny dvéma polopfimkami a jed-
nou vsedkou. Sami si jiZz dovedete promyslit a naértnout
razné piiklady priniku nékolika danych polorovin. Ty
body, které jsou krajnimi body dseéek nebo polopiimek
ohranidujicich geometricky utvar vznikly pranikem
nékolika polorovin, budeme v dalfim textu nazyvat
vrcholy tohoto titvaru, af jde o utvar omezeny nebo
neomezeny.
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V zavéru kap. 4 jste se seznamili s pojmem konvex-
ni geometricky utvar a s poznatkem, Ze prinik konvex-
nich ttvari je téZ konvexni titvar. PonévadZ polorovina
je utvar konvexni, jsou viechny titvary vzniklé prini-
kem nékolika polorovin konvexnf. Pfitom vrcholy
téchto titvari maji zvlastni postavenf mezi ostatnimi
body ttvart, které jsou prinikem nékolika polorovin,
a to tim, %e kterykoli z nich mtZete z utvaru vyjmout,
ptitem# ttvar zistane konvexni. Vynétfm wvnitiniho
bodu hraniéni isedky nebo polopiimky se konvexita
ttvaru porusf. Zistala by viak zachovina, kdybychom
z ttvaru vynali véechny body nékteré hrani¥ni dsetky
nebo polopfimky.

Nakonec rozhodneme jesté otdzku, zda lze vrcholy
konvexnfho utvaru, ktery je pranikem nékolika poloro-
vin popsanych nerovnicemi, uréit podetnf cestou. Uvaz-
me, Ze vrcholem takového konvexniho dtvaru muZe byt
jen takovy bod, v némz se protinaji asponi dvé hraniéni
piimky danych polorovin. Ty dovedeme uréit tak, jak
jsme to ukézali v piikladech 1, 2, 3 tohoto é&lanku.
Obecné pfi n danych polorovindch existuje nejvyse

-;—n(n— 1) takovych bodd, které prichézeji v tvahu

jako hledané vrcholy. Musime z nich vybrat viak jen ty,
které lezf ve viech polorovinach, tj. vyhovuji viem da-
nym nerovnostem. Body, které jsou prisediky hranié-
nich p¥mek polorovin z pfikladu 5, byly nalezeny jiZ
v pfikladu 3. Prvnim z nich je bod [0; 0], ktery vyhovuje
viem danym nerovnostem s vyjimkou tfeti; neni tedy
hledanym vrcholem. Bod [2; 0] vyhovuje viem danym
nerovnostem, a patf{ tedy k hledanym vrcholim. Tako-
vou podetni cestou uréime mezi 10 body nalezenymi
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v piikladu 3 vsechny vrcholy konvexnfho pétitihelniku
PACBQ bez pomocnych néérti.

Cvileni

7.1 DokazZte, 2e na kazdé z danych piimek

s)z |2 +y =0, bz—z)3+1=0
lezi prdavd jeden miiZovy bod roviny.

7.2 Jsou ddny &tyfi linedrni rovnice o dvou neznémych:
bx +3y—8 =0, 2z — 4y — 11 = 0,
4z + 18y + 17 = 0, z + lly + 14 = 0.
Sestavte tabulku feSeni vS8ech dvojic rovnic vybranych z da-

nych &tyf rovnic a z vysledku vyvodte zdvér o vlastnostech
dené soustavy rovnic i pfimek jim odpovidajicich.

7.8 Z danych péti rovnic vyberte co nejvétsi potet takovych
rovnic, které tvori feSitelnou soustavu:
z +2y— 4=0, z—y— 1=0,
do — y + 11 =0, 2¢ —y—19 =0,
z +6y—13 =0.

7.4 Na grafu dané pfimky vyhledejte ndkolik mfiZovych
bodi roviny a urdete pak potetni vyrazy, které parametricky
udédvajf celoéiselnéd feSeni dané rovnice:

a)br—3y —2=0, b)4z + 3y —8 = 0.
7.6 Jeou-li [z,, y,], [z4, ¥,] dva mfiZové body ne pffmce p,

pak [z, y] je rovndz mifZovy bod roviny na p¥imce p, jestlize
pro ndj platf

=z + (2,—z) ¢, y=u + @ —unlt
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kde ¢ je libovolné celé dislo. Jsou-li [, y,], [2,, ¥,] dva sou-
sednf mf{¥ové body roviny na pfimce p, pak uvedené vzorce
zahrnujf viechny mfiZové body roviny ne p¥imce p. DokaZte.

7.8 Podetnd urdete vreholy geometrického utvaru, jehoZ body
[z, y] vyhovujf nerovnicim:

y—2=0, z+y—T7=50,
—3z +2y—¢ =<0, z—4y—2 0.

Po vypoltu provedte kontrolu s u%itim ndértu.

7.7 Reite pfedchézejici dlohu s tou obm&nou, %e prvnf ne-
rovnici nahradite nerovnief y — 2 = 0.

7.8 Které geometrické utvary v rovind jsou popsdény ne-
rovnicemi: a) |z] < 5,b) ly| < 3,¢) |z] > 5,d) |y| > 3,e) |x] <
<8 lyl>3NHzl=bly 23,23 <|z|<5,1 <yl <?2?

7.9 Nadrtndte obrazy geometrickych tdtvary, jejich? body
[z, ¥] vyhovuji nerovnicim: a) [z —3| <2, b) |y + 2| <1,
o)lr—3 <2 ly+2<lLd|z+y <2z—y|l <2

7.10 Je-li [z,, y,] dany bod v rovind a ¢ libovolné kladné
&islo, pak mno#ina viech bodu, které vyhovuji podmince

a) |z — x| <& |y —yi| <& se nazyvé Etvercové (kvadra-
tické) okolt bodu [z,, y,],

b) l/(z —z)* + (¥ — y1)? < ¢, 8o nazyvd kruhové (oyklické)
okolt bodu [z, y,]-

Zduvodndte tyto ndzvy mnoZin.
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Kapitola 8.

LINEARNI PROGRAMOVANI

Pomérné malé rozsffeni stiedoskolského uéiva o linear-
nich rovnicich a nerovnicfch ndm umoziiuje, abychom
v tomto &lanku ukdzali na spolené vlastnosti i metody
FeSenf nékterych matematickych 1loh, které jsou spjaty
8 aktudlnimi problémy souéasného spoledenského Zivota.
Jejich podstatu je mozno charakterizovat takto:

I. Dan4 tloha vede k sestaveni linearnich rovnic nebo
nerovnic o » neznamych, pro néZ se maji nalézt fefeni
v oboru nezipornych &isel. Pro takova feSeni budeme
uzivat ndzvu pfipusind fedent.

II. V mno#iné piipustnych ¥efeni maji byt nalezena
takova, pro néZ velid¢ina stanovend linedrnim podetnim
vyrazem vzhledem k neznimym nabyvd hodnoty co
nejmens{ nebo co nejvétsf, a to podle ucelu, ktery ma
feSenf tlohy sledovat. Ptedpis pro stanoveni této nej-
mend{ (minimélni) nebo nejvétdi (maximélni) hodnoty
velidiny, kterou v nasich ilohdch budeme oznadovat
pismenem m, nazveme #celovoun funkeci.

Redeni tloh tohoto druhu objasnime na jednoduchych
ptikladech, pfi nichZ p¥istup k nému ukaZeme nejprve
geomericky, a pak teprve vyloZime podetni postup. Pro
omezeny rozsah této knizky budou pfiklady voleny tak,
aby zahrnovaly vZdy nékolik tloh.
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Pifklad 1. Hledejme takové feSenf rovnice 3z + 2y —
— 15 = 0, pro které plati z = 0, y = 0 a pro které je
tslo m = = 4 2y a) co nejmensi, b) co nejvétsi.

I. MnoZinu vech piipustnych Feseni této tlohy jsme
jiz hledali poéetné v p¥ikladu 5 kapitoly 6. Geometricky ji
odpovidid mnoZina vSech bodu usedky P@ na piimce r
v obr. 2.

II. Rovnici 2 4 2y = 0 odpovidé p¥imka OR, ozna-
éend p, v obr. 2. Body [z, y], které jsou obrazy piipust-
nych Fesenf, leZf v g(p,), a plati pro né tedy = 4 2y =
=m > 0. Pro vzdilenost v bodu [z, y¥] v poloroviné
a(po) od pHmky p, plati:

v T2 _Im[ _ m
“Vexe 5 T5
Bude-li m nejmensi, bude té% v nejmensi a obracené;
z bodi visedky PQ m4, od piimky p, nejmensi vzdéilenost
bod P = [5; 0] a v tom ptipadé m = 5. Bude-li m nej-
vétsf, bude téZ v nejvétsi a obracend; z bodu tsetky PQ
mé od pHmky p, nejvétsi vzdilenost bod @ = [0; 7,5]
a v tom pifpadé m = 15.
Hledana feSenf danych tloh v tomto ptikladé jsou:
a)x =5, y=0, m=35b) x=0, y="15 m=15.

Pozndmka. Kdybychom dlohy Fesené v predchizejicim
pitkladu obménili tak, Ze bychom pozadovali FeSenf
v oboru celych &isel, pak by piipustna feseni byla zobra-
zena jen tfemi body [5; 0], [3; 3], [1; 6] na tsedce PQ
(viz tfeti odstavec pFedchazejici kapitoly). V tomto
pfipad8 by bylo nejmensi m = 5 prox = 5, ¥y = 0 a nej-
vétsf m prox =1, y = 6.
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PiHiklad 2. Hledejme takové feSeni nerovnic

pro ktera m = x + 2y nabyvéd hodnoty a) nejmensi,
b) nejvétsf.

I. VSechna pFipustna feSeni danych dloh jsou zobra-
zena body konvexnfho pétithelniku PACBQ (viz p¥i-
klad 5 pfedchazejici kapitoly), jehoZ vrcholy dovedeme
urdit geometrickymi konstrukeemi i analyticky.

II. Oznadime-li p, pfimku o rovnici z - 2y = 0, pak
obrazy viech bodi, jejichZ soutadnice udavajf pfipustna
Fefleni dané tlohy, lezf opét v §(p,). Obdobnou 1vahou
jako v pFedchazejicim piikladé dostaneme tyto vysledky:

a) Nejmensi hodnoty m = 2 nabyvd m pro takova
pipustné Fedeni z, y, jejichZ obrazy [z, y] leZ{ na isedce
PQ. V tomto pfipadé m4 Gloha nekonedny podet Fedeni.

b) Nejvétsi hodnoty m = 12 nabyvéd m pro YeSenf
z = 4, y = 4, jehoZ obrazem je bod C, ktery je nejvzda-
lendjsf od pHmky p,. V tomto pfipad® m4 dloha jediné
Feeni.

Pti raznych déelovych funkeich miZeme pochopitelnd
dostat riznéd Fefeni, i kdyZ piipustnd FeSenf zistanou
stejnd. Z geometrického nizoru je zfejmsé, Ze &fslo m na-
bude nékteré krajni hodnoty, at jiZ minimalnf & maxi-
méln{, bud jen v jednom vrcholu konvexnfho geometric-
kého titvaru, jehoZ body jsou obrazy p¥ipustnych feseni,
nebo v jeho dvou vrcholech, pti¢éem? ma pak dloha neko-
nedny podet fefenf, jez odpovidaji bodim na spojnici
pislusnych dvou sousednich vrchold. Tento poznatek
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(ktery pfijmeme za sprivny bez ditkkazu) ndm umo#nf,
abychom celou tdlohu fesili podetnd. Uréime-li totiZ po-
detnd viechny vrcholy konvexnfho pétidhelniku PACBQ
postupem, ktery jsme vyloZili v pifkladu 5 pfedchézeji-
of kapitoly, je mozZno soufadnice téchto vrcholi dosadit
do ddelové funkce a zjistit pak pfislusné Fedeni. Snadnym
vypodtem najdeme P = [2; 0], A = [6; 0], C = [4; 4],
B = [0; 5], @ =[0; 1]. Dosadime-li soufadnice téchto
vrchola do ddelové funkce, dostaneme pro né &fsla m =
= 2, 6, 12, 10, 2. Tak najdeme dva vrcholy P, @, v nichZ
m nabyva minimalni hodnoty 2, a bod C, v ném% m na-
byvé maximélnf hodnoty 12.

PFiklad 3. Vyrobni podnik ma 100 stroji druhu S,
a 150 stroji druhu §,, jeZ slouZf k vyrobdé nékolika typi
vyrobki pro tuzemskou potfebu i pro vyvoz do zahrani-
4. Z nich jen vyrobky typu 4 a typu B jsou exportovany
do SSSR a pfindseji nasemu ndrodnimu hospodéistvi
zisk 5 rubli za 1 vyrobek typu 4 a 4 ruble za 1 vyrobek
typu B. Ke zhotoveni jednoho vyrobku typu 4 je tfeba
2 pracovnich hodin na stroji 8, a 4 pracovnich hodin na
stroji S,, zatimco pro zhotoveni jednoho vyrobku typu
B je tieba 2 pracovnich hodin na stroji §, a 2 pracovnich
hodin na stroji S,. Vyrobni podnik je vazan stédtnim
plénem, aby zajistil denné zisk 1000 rubld pro naSe socia-
listické hospodafstvi. Z provoznich divodié mohou pro
export do SSSR pracovat stroje S, nejvys ve 2 sménach
po 8 hodinach a stroje S, nejvys v 1 sméné 8 hodin den-
nd. Za téchto podminek méme nalézt fefeni tH{ dloh na
stanoveni pracovntho plénu uréujictho podet exportnich
vyrobki typu 4 a typu B, aby byl splnén tento udel:

1. aby vyrobn{ podnik zajistil co nejv&tsi zisk z exportu
do SSSR,
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2. aby vyrabél co nejvétsi celkovy potet vyrobkid pro
export do SSSR,

3. aby byla co nejmensi spotfeba uréité suroviny za pfed-
pokladu, Ze se jf spotfebuje 1 kg na jeden vyrobek typu
A nebo B. '

" I. Podminky omezujici vyrobu exportnfch pfedmé&t
typu 4 nebo B jsou ve viech tfech dlohach stejné. Ozna-
¢ime-li z pldinovany podet vyrobkii typu 4 a y planovany
poéet vyrobkl typu B, pak snadno sestavime nerovnosti

2z + 4y =< 100.8.2,
2z 4+ 2y < 150.8.1,
b6z 4+ 4y = 1000.

Prvni dvé z nich vyjadfujf, Ze podet pracovnich hodin na
strojich druhu S; nemize piekrodit 100.8.2 pracovnich
hodin (100 strojt pracujicich nejvys ve dvou osmihodi-
novych sménach) a na strojich druhu S, nemtZe p¥ekro-
¢it 150.8 pracovnich hodin (150 stroji pracujfcich nej-
vys 8 hodin denné). Tieti nerovnost vyjadfuje, %e zisk
z exportu musf byt asponi 1000 rubli denné. Upravou
téchto t¥i nerovnosti a piipojenim podminek, Ze &isla z, y
nemohou byt zdporna, dostaneme tuto soustavu nerov-
nic:
x + 2y = 800,
r 4 y = 600,
5z + 4y = 1000, (8.1)
x =0,
y =0,

Grafickou metodou nebo podetnd uréime vrcholy kon-
vexniho pétithelnika A BCDE, v ném? leZ{ obrazy vsech
bodd [z, y], jejichZ soufadnice pfedstavuji pfipustni
feSeni viech t¥f tloh,
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Pétidhelnfk ABCDE je znidzornén ve vhodném méiit-
ku na obr. 4. Chce-li vedeni vyrobniho podniku p#ihléd-
nout ke viem podminkam, které byly uvedeny ve zndnf
dloh, mus{ pii stanoveni vyrobniho planu volit takova
celd &isla x, y, aby vyhovovala podminkdm v nerovnicich
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(8.1), tj. aby body [z, y] lezely v pétithelniku A BCDE.
Rozhodne-li vedeni podniku nap¥iklad, Ze se denné bude
vyrabét 300 Vyrobkﬁ typu A a 200 vyrobki typu B,
bude vyhovéno viem danym podminkam, nebot stroje
druhu S, budou pracovat 1400 hodin, stroje druhu S,
1000 hodin a celkovy zisk z vyvozu do SSSR bude 2300
rubla denné. Snadno se presvédéite, Zze bod [300; 200]
je bodem pétithelnika ABCDE.

Kaidému Fedeni nerovnic (8.1) odpovidd bod péti-
thelnika ABCDE, avSak neni pravda, %e by kaZzdému
bodu pétitdhelnika odpovidalo feseni nerovnic (8.1), které
lze ve vyrobé realizovat. Musime totiZz v tilohach tohoto
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ptikladu pamatovat na to, Ze plinovany poéet vyrobku
typu 4 i B musi byt din celym nezapornym éfslem.
Proto nas z bodt pétithelnika ABCDE zajimaji jen ty
body, které jsou m¥iZovymi body roviny.

II. Z mnoziny vSech celotiselnych piipustnych fesent,
ktera je pro viechny tii tilohy tohoto pfikladu spoleéna,
musime nyni vybrat takova FeSeni, aby jistd velid¢ina,
uréena idelovou funkei, nabyvala maximalni nebo mini-
malni hodnoty. Nyni ukdZeme postup pfi dalsim Fesenf
danych tloh.

Uloha 1. Oznadime-li m celkovy zisk z exportu do
SSSR, ktery podnik denné zajistuje, pak tielova funkce
mé tvar m = 5z + 4y. Pfitom se ma z piipustnych
celodfselnych feseni vybrat takové, pro které je m nej-
vétsi. Oznadime-li m, (viz obr. 4) piimku danou rovnicf
5z + 4y = 0, pak viechna piipustnd feSeni maji obrazy
v §(m,), takZe pro né plati 5z + 4y = m = 0. Velidina
m bude nejvétsi pro ty body pétidhelnika, které maji od
pHimky mg, nejvétsi vzdalenost. Tuto vlastnost mé jediny
bod B pétithelnika ABCDE. Ponévadi B = [600; 0],
Plyne odtud odpovéd na poloZenou otazku: Ma-li podnik
za danych podminek dosahovat maximalniho zisku z ex-
portu do SSSR, musi vyribét denné 600 vyrobki typu 4
a zastavit vyrobu typu B pro export; denni zisk podniku
z exportu bude 3000 rublu.

Uloha 2. Oznadime-li p celkovy podet denné vyrabs-
nych vyrobka typu A4 i B, pak ma tdelova funkce tvar
p =z + y, ptitemz hledame z ptipustnych celodiselnych
TeSenf takové, pro které je p nejvétsi. Oznatime p, piim-
ku danou rovnici z + y = 0 a opét vyhledame v péti-
tdhelniku ABCDE takové body, které maji od pfimky
P, vzdalenost co nejvétsi. Snadno zjistime, Ze jsou to
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vrcholy B, C a s nimi vSechny body na strané BC. Z nich
‘nas zajimaji jen ty body, které jsou miffovymi body
roviny. Jsou to body [400; 200], [401; 199], [402; 198],
..., [599; 1], [600; 0]. V tomto pifpadé ma tedy uloha
201 fedeni, z nichZ si vedeni podniku muzZe vybrat které-
koli; pfitom bude celkovy polet denné vyribénych
exportnich vyrobkit 600.

Pozndmka. Kdyby se poZadovalo, aby celkovy podet
vyrobku byl maximalni, a sou¢asné téz maximalni zisk,
pak by existovalo jediné feseni (z = 600, y =0, p =
— 600, m = 3000).

Uloha 3. Oznadime-li s velikost mno#stvi spottebova-
né suroviny, pak ma idelova funkce tvar s = x + y,
piitemz viak pozadujeme, aby s bylo co moZn4 nejmensi.
Snadno se ukaZe, Ze obrazem piislusného FeSenf je bod
A = [200; 0], ktery je nejméné vzdalen od pfimky s, =
= p,. V tomto piipadé bude podnik vyrabét 200 vyrob-
kt typu A denné, spotiebuje 200 kg suroviny a bude
pfitom plnit zavazny plan zisku 1000 rubld denné.

Sami si jisté roziesite viechny t¥i tilohy tohoto pfi-
kladu analyticky a bez pomoci jakychkoli nadrta. Pri-
tom budete postupovat takto:

a) Najdete priseésky véech dvojic hrani¢nich piimek
polorovin (8.1).

b) Urdite, které z nalezenych bodid vyhovuji viem
nerovnicim (8.1), tj. najdete ty body, které jsou vrcholy
geometrického utvaru popsaného nerovnicemi (8.1).

c) Uréite pro vSechny vrcholy hodnoty té velidiny,
ktera je mirou udelu sledovaného FeSenim, a rozhodnete,
v kterych vrcholech nabyva pozadované krajni hodnoty
(maximalni nebo minimalni).
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d) Nabyvé-li tato velitina krajni hodnoty ve dvou
vrcholech, coZ mohou byt jen dva sousedni vreholy, pak
maji tuto vlastnost téZ viechna piipustna feSeni na
spojnici obou vrcholi.

Ruzné otazky hospodakského Zivota, strategické otdz-
ky vojenské i mnohé problémy primyslové ¢i zeméd&lské
vyroby vedou k podobnym matematickym tlohdm, s ja-
kymi jsme se setkali a které jsme Fesili v této kapitole.
PonévadZ pii matematickém FeSeni téchto otdzek jde
o Fefeni linedrnich rovnic a nerovmic s vedlejsi pod-
minkou, kterd je vymezena rovnéz lineirni rovnief
vzhledem k neznamym, dostal tento obor matematiky
nézev linedrni programovdnt. Je to jeden z nejmladsich
obori aplikované matematiky, ktery zadal vyristat
v dobé, kdy matematikové za druhé svétové valky musili
Pesit nékteré otazky vojenskych operaci. Dnes se ho vy-
uifvd k FeSeni nejrozmanitéjsich problému civilnfho
spoledenského Zivota. Pfi Fedeni takovych problémi ze
skuteéného Zivota nejde vSak o jednoduché tlohy se
dvéma neznémymi, nybrz o Fesen{ dloh s velkym poétem
nezndmych, pfi¢emZz vztahy mezi nimi jsou uréeny
velkym poétem linesrnich nerovnic nebo rovnic. Reseni
takovych iloh by viak bylo velmi zdlouhavé a ndkladné,
kdyby k jejich feSeni nebyla nalezena ¥ada mmnohem
udinnéjsich metod (s kterymi se oviem zde nemiiZeme
seznamovat) a kdyby se pro jejich proviadéni nemohlo
pouzfvat modernich, rychle pracujicich samodinnych
poéitatli. Nase dlohy vam zatim ukazaly jen pohled na
podstatu tloh linedrniho programovani.

Ponévadz texty tloh z oboru linearniho programovani
jsou zpravidla dlouhé, neuviadime tu dalsi jednoduché
ptiklady tloh se dvéma neznamymi. Misto toho ukdZeme
Fesen{ tlohy, v niZ pfi sestaveni ptislusnych rovnic a ne-
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rovnic zavedeme Sest neznamych, aviak vztahy mezi
nimi ndm dovoli vylouédit &y¥i z nich tak, Ze se pak FeSen{
tlohy dé provést metodami ndm jiZz zndmymi.

Pfiklad 4. Dil D, té#{ denné 800 tun, dil D, 600 tun
uhli. VytéZené uhli se ma dopravovat do t¥f spotiebnich
stfedisek 8,, S,, 8;, z nichz S, potfebuje 500 tun, S,
500 tun, 8, 400 tun denné. Jak je tfeba rozvrhnout do-
ddvky uhli z doli do spotiebnich stiedisek, aby dopravn{
niklady byly miniméln{, jestliZe dopravmé za 1 tunu
z dolu D, do 8,, S,, S, stoji 16 Ké&s, 10 Kés, 15 K&s a z do-
lu D, do S,, S,, 8, stoji 10 Ké&s, 12 Kis, 10 K&s.

Refen{ tlohy se stane prehlednsjsfm uZitim tdchto
tabulek:

Sl S2 Sa Sl Sﬁ SB
D, 16 10 15 D =z Y z
D, 10 12 10 Dy, u v w

Prvni z téchto tabulek udidva dopravné za 1 tunu uhlf
z obou dold do spotfebnich stfedisek S,, §,, S;; druhé
tabulka obsahuje proménné, jimiZz budou oznadena
mnozZstvi uhli pfepravovaného z obou doli do spotfeb-
nich stfedisek S,, §,, S, pfitem? za jednotku zvolime
100 tun. Celkové dopravni ndklady oznaéfme pismenem
m a za jejich jednotku zvolime 100 Ké&s. Nynf sestavime
3 skupiny linedrnich rovnic a nerovnic, jejichZ smysl sami
poznéte:

z+u=05 y+v=5 z+w=4, (8.2)

zt+y+2z2=8, u+v+w=86, (8.3)
=20, y=0, 220, u =0, (8.4)
v=20 w=0.
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Pro celkové dopravni naklady sestavme téelovou
funkei

m = 16z 4+ 10y 4+ 15z + 10u 4 120 + 10w. (8.5)

Z rovnic (8.2) a (8.3) vypodteme

u=5—x v=5—y, w=4—z2
z=8—x—y
& po dosazeni do (8.4) a (8.5) dostaneme po snadné tipra-
vé
z20,y=20,z+y <8 z=5, y=5, (8.6)
Tt+y=4, |
m =x — Ty + 190. (8.7)

Obr. 5

Mno#ina viech pfipustnych fedeni, ktera vyhovuji nerov-
niofm (8.6), je zobrazena body konvexniho Sestiihelnika
ABCDEF (viz obr. 5). Z piipustnych fedeni se ma vybrat
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takové, pro které m, urdené rovnici (8.7), nabyva hodno-
ty minimélni. Rovnici z — 7y 4 190 = 0 by odpovidala
na obr. 5 piimka protinajicf soufadnicové osy x, y v bo-

dech P =[—190; 0], G = [0; %(—)], kterou si jen pred-

stavime. Je rovnobéind s pfimkou o rovnici x — 7y = 0,
ktera prochézi poéitkem a je v obr. 5 zobrazena. Viechny
body Sestidhelnika A BCDEF lezi v poloroviné x — Ty -
+ 190 = 0 a ¢&slo m =z — 7y + 190 bude nejmensi
pro bod E = [0; 5], pro ktery m = 155. Dopravni né-
klady ve vysi 15 500 Kés budou tedy nejmensi, kdy%
distribuce doddvek uhli bude provedena tak, jak je
zfejmé z nasledujici tabulky:

| 8 8 8

D, | 0 5 3
D, | 5 0 1

V této tabulce znameni oviem jednotka dodavku 100
tun uhli.

Analytické feSeni této ilohy si provedete jistd sami
jako cvideni. P¥itom se jednoduchym vypodtem miZeme
presvéddiit, Ze rod¢ni Gspora na dopravném pfi nejlepsim
rozvrzeni muZe pfesahovat milion Kés proti jinému,
neptiznivéjsimu rozvrzeni dodavek, a¢ jsme zvolili pro
nis piiklad jen dva doly s nizkou téZbou. Proto si jisté
dovedete udélat spravnou pifedstavu o tsporich, jichz
je mozno dosahnout, kdyZ se pro celostitnf distribueci
uhlf ze v8ech dola pouZije nejvyhodnéjéiho feSeni, které
ziskdme pracovnimi metodami linedrniho programovani.
Obdobné je mozné dosahnout velkych tspor pfi rozvrho-
vani dodavek cihel z riznych cihelen na podetnd stave-
nisté, dodavek mouky z velkomlynt do velkych pekaren
apod. Z téchto ptikladii vybranych z jediného oboru uzité

79



matematiky si miZete udélat pfedstavu o vyznamu celé
matematiky, kterd umoziuje ve stdtd socialisticky orga-
nizovaném hospodarné vyuZiti energie i pracovnich sil
k prospéchu vseho lidu.
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VYSLEDKY CVICENT

2.1 a) 4 ne, B ano, C ano
b) 4 ne, B'ano, C ano
©) 4 ne, B ne, C ano

2.2 a) ano, b) ano, c) ano

2.8 viz obr. 6
y
'// /7, / /
7. / ///
Ix+y=0 . 7/ x-y=0
Z 3
X
[}
Obr. 6
2.4 viz obr. 7

-4.1 a) sjednooceni: (— oo; 4), prinik: (— o0; 2)
b) (1; + ), (6; + ™)
0) (— w; + ), (—3; 3)
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d) (— o; + o), {2)4}
e) (— o; + ), P

4.28) (—2; 3), (—1, 1)
b) (—2; 3), (—1; 1)
e) (—2; 2), {1}
d) Sjednocenim je mnoZina pr4vé viech prvka z (—2; 1)
a(1;2),0
o) Sjednocenim je mnoZina pravé vsech prvki z (—2; 1)
a(l; 4), 0
4.8'a) (— 0; 3), (—1; 1)
b) (—2; 1), (—1; 1)
c) (—3; + o), (3; 5
4.4 a) (— o0; + o), (—1; 1)
b) (—2; 5), (1; 3)
5.2 a) puvodni podet chlapcii byl mensi neZ puvodni podet
divek
b) ptivodni potet chlapcii a divek byl stejny
c) puvodni poéet chlapci byl vétSi nez puvodni podet
divek
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5.8 Pouzijte nerovnost (5,1). Rovnost nastane, pravé kdyZ
a =b.
5.4 a) Pfevedte ekvivalentnimi \pravami na nerovnost (¢ —
— 1 =0
b) Ptevedte ekvivalentnimi dpravemi na nerovnost (¢ —
— bt =0.

5.5 Pouzijte nerovnosti 1 = 1 — a? > 0, kterd plati pro libo-
volné |a] < 1.

5.6 a) (@ + b)? = a® + 2ab + b® < 2(a® + b?) = 2¢?
b) 4(a + b)® < 8(a® + b?) < 9(a? + b?) = 9c?

6.7 Pfevedte ekvivalentnimi upravami ne nerovnost (a® —
— 12 zo.

8.8 a) Pouzijte vysledku piikladu 2. Rovnost nastene, pravé
kdyza =b =c.

b) Pouzijte vysledku cviéeni 5.8a. Rovnost nastane, prévd
kdyZa = b = ¢.

63a)x #—5
bz =1
c)x % 0,5
d)z < —0,75

6.4 8) z € (—2; —0,5)
b) z € (0,4; 0,5)
¢) z € (—1; —0,5)
d)z € (2,5; 3)
65m < —6.Prom =—6jox =0,y =2
6.6 a) x € (0,5; 2)
b)z € (1; 3)
c)ze(1;2)
N , . (3 |
d) ReSenim jsou prév$ viechna x z intervali TR R 1

83



b)z € (—1,5; 2)

24
¢) Reflenfm jsou pravé vdechna 2 z intervald (3;T

a (4, + o)

1
dyze [———; 2]
3

e)x € (— ; + ™)
flze (—1,00ax < —1

7.1 a) bod [0; 0]
b) [—1; 0]

3 3
7.2 Viechny pi#mky prochdzeji bodem [?; — E] a kazdé dvé

jsou razné.
7.8 Bodem [—2, 3] prochdzeji pfimky dané rovnicemi: x +
+2y—4=0,42—y +11=0az +5y—13 =0.

74a)z =1+ 3t,y = 1 + 5¢, t libovolné celé &islo
b)z = 2 + 3t, y = —4, t libovolné celé &islo

7.6 Cf,yil.’lhe]nik [—2; _l]’ [6; l]v [5; 2]1 [O’ 2]
7.7 Trojihelnik [0; 2], [2; 6], [5, 2]

7.9 ¢) VnitFek obdélniku [1; —3], [1; —1], [5; —3), [5; —1]
d) Vnitfek obdélniku [0; 2], [2; 0], [0; —2], [—2; 0]
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