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PREDSLOY

Knizka, ktoré sa dostdva do rik éitatela, podédva popu-
larny vyklad zakladov teérie latinskych 8tvorcov. Je
pisand tak, aby ju bez faZzkostf mohol &itat Student
gymnizia (ktorému je pévodne uréend), ale aby v nej
nasiel nie¢o nového aj profesionilny matematik, ktory
nie je 8pecialistom v kombinatorike (kam mozno tedriu
latinskych &tvorcov zaradit).

Hlavné vysledky st zhrnuté do 17 teorém (hlavnych
viet), z ktorych 10 je uvedenych aj s dokazmi. Dékazy
ostatnych (teorémy 2, 4, 10—12, 14, 17) nebolo moZné
v knihe tohto druhu uviest, lebo aj ked ich znenie je
zvida velmi jednoduché a zrozumitelné, ich doékazy
st obta¥né alebo zdlhavé. Okrem toho st v texte uvedené
bez dékazu este niektoré dalsie vysledky, ktoré by mohli
titatela zaujimat, napr. idaje o podte latinskych Stvor-
cov radu mensieho ne% 10.

Pre obmedzeny rozsah knihy som vybral tie partie,
ktoré sa mi zdali z hladiska &itatela najdoleZitejsie. Su
vBak znidme aj daldie zaujimavé sivislosti tedrie latin-
skych §tvorcov, na ktoré sa v knihe neuslo miesta. Mam
na mysli hlavne ich vzfah k inym kombinatorickym
Struktdram (ako st koned&né projektivne roviny, magické
8tvorce, blokové pldny) a k algebraickynt Struktiram
(najmé ku grupam a kvazigrupim). Nedostalo sa miesta
ani na skimanie §pecidlnych druhov (napr. diagonélnych
latinskych Stvorcov a na vyklad zdkladnych kombina-
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torickych princfpov (princip inklizie a exklizie, metida
vytvéarajicich funkeif, systém réznych reprezentantov),
pomocou ktorych by bolo mo#né vykonaf niektoré
z vynechanych dokazov. Pokroéilejsi ditatel, ktory by sa
zaujimal o tieto otdzky, najde ich podrobny vyklad
v literatire, ktorej zoznam je uvedeny na konci knihy.
Z tychto diel treba osobitne upozornit na monografiu
J. Dénesa a A. D. Keedwella [2] o latinskych stvor-
coch, ktord zhrnuje prakticky vsetky doélezité ddaje
o latinskych Stvorcoch, dovtedy roztriisené v literatire,
a tym vykonala neocenitelné sluzby aj autorovi tejto
knizky.

Na konci kaZdej zo Siestich kapitol si cvidenia; ich
vysledky st uvedené stiborne na konci knihy. Pre Iahsiu
orienticiu ditatela je tu aj abecedne usporiadany regis-
ter, v ktorom st uvedené najdélezitejdie pojmy a mend
vyskytujiice sa v texte.

PovaZzujem si za svoju mild povinnost podakovat sa
RNDr. Milofovi Franekovi za velmi starostlivé predita-
nie rukopisu a mnohé cenné pripomienky, ktoré znaéne
prispeli k zlepdeniu tejto publikacie.

Bratislava marec 1975.
Autor



I. kapitola

LATINSKE STVORCE
alebo '
MALA EXKURZIA DO POCNOHOSPOD ARSTVA

Predstavme si, Ze mame na poli 8tvorcového tvaru vy-
skiiSat 7 druhov pSenice a uréif, ktory druh d4 najvadsiu
irodu. Pri experimente moéieme postupovat takto:
rozdelime pole na 49 Stvordekov (Stvorcovych parciel)
rozlozenych do 7 riadkov a 7 stipcov, ako je znazornené
schémou (1):

(1)

Polozme si ilohu zasiat na kaZdy zo 49 Stvordekov
v (1) jeden zo 7 druhov psenice tak, aby v kazdom riadku
i stipci boli vietky Stvorieky obsiate réznymi druhmi
pSenice. To mozZno urobif lahko: ak oznaéime 7 druhov
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péenice znakmi a, b, ¢, d, ¢, f a g, jeden z moznych planov
osevu je znazorneny schémou (2):

(2) flo|lgla|ld]e]ec
alc|[flelg|d]bd
e |lg|ld c|b]| a
blale e | f

/
g
glflal|ld]|b|le] e
cld]le|b|fla]|gyg

dle|blclalg])f

Ked psenica vyrastie, zistime tdrody na kaZdej zo 49
parciel, spodftame trodu kaZdého zo 7 druhov pSenice
osobitne, pripadne pouZijeme aj hlbsie §tatistické meté-
dy, ktoré nim poméozu urobif vyhodnotenie experimentu.

Podobnym spdsobom méZeme usporiadat pokus, ak
méme sfce len jeden druh rastliny (napr. zemiakov), ale
méme vyhodnotit vplyv 7 réznych druhov hnojenia.

Schémy toho tvaru, ako napr. (2), sa nazyvajua latinské
Stvorce. Ich ndzov pochddza z toho, Ze prvky si oznadené
pismenami latinskej abecedy na rozdiel od tzv. grécko-
latinskijch $tvorcov (s ktorymi sa zozndmime v VI. kapi-
tole), ktoré obsahuju grécke i latinské pismend. Pozna-
menajme vSak hned, Ze pouZivanie latinskych (resp.
gréckych) pismen je nepodstatné — problém by.sa totiz
vébec nezmenil, keby sme do Stvoréekov mali vpisovat
&islice alebo iné symboly, alebo keby sme mali tvordeky



napr. zafarbit réznymi farbami zodpovedajicimi v neja-
kom zmysle pismendm. Namiesto pismen budeme naj-
tastejsie pouzivat prirodzené éfsla (v danom pripade
1, 2, 3, 4, 5, 6 a 7). Takisto nie je potrebné kreslit
Stvorec a Stvoredky, na ktoré je Stvorec rozdeleny.
Obydajne budeme tuto ,kostru vynechivat a len
okraje §tvorca oznadime hranatymi zétvorkami. Ak teda
v latinskom Stvorci (2) namiesto a (resp. b, ¢, d, ¢, /, g)
piSeme viade 1 (resp. 2, 3, 4, 5, 6, 7), mdZeme ho zapfsat
aj v tvare (3): v

(3) 6 2 71 4 5 3
1 3 6 5 7 4 2
5 7 4 6 3 2 1
21 3 7 5 6 4
7 6 1 4 2 3 5
3 4 5 2 6 1 7
4 5 2 3 1 7 64

Vyhoda metédy latinského Stvorca je v tom, Ze pod-
statne obmedzuje vplyv rozdielnych podmienok (p6d-
nych i poveternostnych), ktoré mézu existovat v jed-
notlivych riadkoch alebo stlpcoch, a tak pri minimal-
nom poéte pokusov diva maximalne informécie.

Latinsky &tvorec (2), resp. (3) sa skladd zo 72 = 49
§tvordekov; hovorime, Ze je to latinsky Stvoreo radu 7.
Vieobecne mézZeme skiimat latinské Stvorce rddu =,
kde n je IubovoIné prirodzené &fslo. Napr.

.
»

(4) 1 2 3 4 67
2 3 4 5 1
3 4 561 2
4 56 1 2 3
5 1 2 34

je latinsky Stvorec ridu 5,



Teraz si pojem latinského Stvorca trochu spresnime.
Nech je dané prirodzené &slo n a mnoZina M, ktord ma
prive n prvkov (pre urditost si méZeme predstavit, Ze sa
skladd z prvych n prirodzenych é&isel, t.j. M = {1, 2,
3, ..., n}; to v8ak nie je podstatné).

Latinskym $tvorcom nad mnofinou M nazyvame
§tvorcovi schému A tvaru

(65) TA(1,1) A(1,2) AQ1,3) ... 4(Q,n)
A(2,1) A(2,2) A@2,3) ... A2, n)
A(3,1) A(3,2) A(3,3) ... A(3,n)
Am, 1) Am,2) A@m,3) ... Amn.m)

skladajicu sa z n? ¢&lenov (kakdy é&len A(s, ), kde
$,j=1,2,3, ..., n, je prvkom mnozZiny M), ktoré st
usporiadané do n riadkov a = stipcov, pridom plati:

1. V kazdom riadku si vetky &leny navzdjom rozne.
2.V ka?dom stlpci si vietky &leny navzdjom rézne.

Z uvedenych dvoch podmienok vyplyva (kedZe v mno-
%ine M mame len n réznych prvkov), ze v kazdom riadku
(a podobne v kazdom stlpei) sa vyskytuji vietky prvky
mnoZiny M (kaZdy prave raz).

Poznamenajme eSte to, do ¢&itatel uz asi sim zistil:
znak ¢ v oznadenf ¢lena A(¢, j) znamend poradové &islo
riadku, znak j — poradové &slo stlpca. Clen A(4, §) teda
lezi v i-tom riadku a j-tom stipei latinského Stvorca A.

Cislo » (podet prvkov mnoZiny M) nazyvame rddom
latinského $tvorca A. Strudne povedané, latinskym Stvor-
com rddu n nazyvame &tvorcovi schému, ktora ma n
riadkov a n stlpcov vytvorenych len pomocou ndanych
prvkov, pridom ka?dy riadok i stipec obsahuje vietkych
n prvkov.
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Daldfm spresnenim a zovieobecnenim pojmu latin-
ského §tvorca sa budeme zaoberat v II. kapitole.

Metdéda latinskych 8tvorcov ma gir§ie pouZitie, neZ by
sa na prvy pohlad zdalo. Riadky a stipce v danom expe-
rimente nemusia totiZ znamenat polnohospodarske
parcely, ba dokonca vdbec nemusia predstavovat geo-
metrické ttvary, ale IubovoIné é&initele (faktory), kto-
rych vplyv cheeme zistif. Napr. ak chceme zistit vplyv 7
sposobov kfmenia (ktoré oznaéime a, b, ¢, d, €, f, g) na
dojivost krav, rozdelime kravy do 7 rovhako velkych
stad zodpovedajicich stipcom latinského Stvorca a expe-
riment rozdelime na 7 obdobi zodpovedajticich riadkom
latinského Stvorca (2). Napr. v prvom obdobi bude mat
prvé stado krmivo f, druhé stado krmivo b, tretie — g
atd. Vyhodnotenie pokusu moZno urobif podobne ako
v predoslych pripadoch.

%itatel’ sa zaiste necha Iahko presveddit o tom, Ze sku-
todnost, Ze vietky doterajsie priklady sme vzali z polno-
hospodarstva, je disto nahodna a Ze prave tak by sme
mohli vybrat priklady z inych odvetvi. Uvedme este
jeden priklad celkom iného druhu a z inej oblasti —
z tedrie kédovania.

Predstavme si, %e treba dopravit spravu z jedného
miesta na druhé, nemoz#no ju vsak preniest v pé6vodnom
tvare, ale treba ju najprv zakdédovat (zasifrovat). Dévo-
dom nemusi byt vidy len potreba utajenia obsahu spra-
vy, ale aj napr. schopnost technického zariadenia gysie-
lat len obmedzeny podet znakov (tak pri telegrafe mame
len dva znaky, bodku a &iarku). Preto kazdé pismeno
spravy nahradime jeho kddom (tzv. kédovym slovom), t.j.
koneénou postupnostou (skupinou) pismen. Tieto kédy
mobzeme utvorit mnohymi spésobmi. UkaZzme si jeden
z nich, pri ktorom sa pouZiva latinsky stvorec, napr. (4).
Kédy budi tieto: ‘



a =111 b=122 ¢ =133 d=-144 e = 155
f =212 g=223 h =234 i =245 j = 261
k=313 | =324 m=2335 n =341 o= 352
p=414 q=425 1 =431 s =442 t = 463
u=>515 v==521 x =532 y=543 z = 554

Utvorili sme ich z latinského tvorca (4) tak, Ze pred
kaXdy é&len latinského Stvorca sme napfsali poradové
&slo riadku a stlpca. Napr. v druhom riadku a tvrtom
stlpci je 5, ¢m vznikol kéd (kédové slovo) 245. Tymto
kédom sme priradili pfsmend (v danom priklade v abe-
cednom poriadku, ale to je nepodstatné). Napr. slovo
»elgebra* vyzerd zakédované takto:

111 324 223 155 122 431 111

Nag kéd mé jednu déleZiti vyhodu: sdm ,,objavuje”
chybu! Ak sa totiZ v niektorom kédovom slove raz po-
mylime, napr. namiesto 431 napieme 531, ihned zisti-
me, Ze je tam chyba — jednoducho z toho dévodu, Ze
531 nie je kédom Ziadneho pismena. Preto sa mdéZeme
pokisit chybu opravit, o sa spravidla Iahko podari.

Da sa dokazat, Ze z IubovoIného latinského &tvorca
moéieme uvedenym spdsobom vytvorit kdéd objavujiici
chybu; vyplyva to zo zikladnych vlastnosti latinského
§tvorca.

Ak pouzZijeme latinsky Stvorec vidsieho radu (napr. 7),
mdZeme zakoédovat vidési polet pismen alebo inych zna-
kov (napr. i pifsmend s mikdenmi a dlztiami, &islice,
bodku, éiarku, vykri¢ntk a pod.). .

Existuji aj dokonalejsie kédy neZ kody objavujice
chybu, a to kédy opravujice chybu, pri ktorych pri jednej
chybe v kédovom slove nielen objavime, Ze gg chyba
stala, ale jednoznaéne uréime, ako vyzeralo p6vodné
kédové slovo; teda kéd vie chybu automaticky ,,opra-
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vit’’. Horeuvedeny kéd, utvoreny pomocou latinského
Stvorca (4) takymto nie je, lebo napr. jednou chybou
v kédovom slove méZe vznikmif skupina 531, a ned4 sa
zistit (bez dodania dal§ej informécie, napr. zo zmyslu
celej sprivy), & p6vodné kédové slovo bolo 431 (=r),
521 (=v) alebo 532 (=x). !

Pozname aj kédy ob]&vuluce alebo opravujice viac
nez jednu chybu v jednom kédovom slove. Tieto pred-
nosti sd viak obyéajne draho zaplatené tym, %e sa ne-
imerne zviiéSuje podet pouZitych znakov alebo rozsah
spravy, ¢o ma za nasledok &asové alebo hospodarske
straty.

Teraz sa budeme venovaf rozboru niektorych mate-
matickych problémov, ktoré pri &tadiu latinskych
Stvorcov vznikaji.

Nase tlohy, ktorymi sme sa na zadiatku zaoberali,
sme redukovali na utvorenie latinského stvorca radu 7,
t.j. vpisanie symbolov a, b, ¢, d, ¢, f, g (resp. 1, 2, 3, 4, 5,
6, 7) do &tvordekov schémy (1) (do kaZzdého &tvordeka
po jednom symbole) tak, aby riadky i stlpce tvorené
Stvoréekmi obsahovali v#dy rézne symboly. Tato tloha
ma, ako neskér uvidime, obrovsky podet rieSenf; latinsky
Stvorec (2) resp. (3) predstavuje len jedno z nich.

Nech je dané prirodzené &islo ». Vznika otazka, kolko
existuje latinskych §tvorcov radu n nad mnoZinou
{1, 2, ..., n}, t.j. zloZenych z ¢&isel 1, 2, ..., n. Oznadme
tento poéet znakom L,. Pre n = 1, ‘2 a3 je jednoduché
najst vietky takéto latinské stvorce. St to:

(6) n = 1:[1]
T

11



3
1

n=3: 132712131123 1733127321
[ ][213][132][123][123][132]
2j132111321]131241231]1213
1231113 2312137123 19131211321
[312][321][321][312][231][213]
2314J121311132)]1123]J1123]1132

Pri konstrukeii latinskych Stvorcov radu 3 si stadf
uvedomit, Ze prvy riadok mozno zvolif 6 spésobmi; pri
kaZdej z tychto volieb prvy élen druhého riadku moZno
zvolit dvoma spdsobmi. ZvySok Stvorca je jednoznadne
uréeny. Teda L, =1, L, =2, Ly = 12. Pre vypodet
&isla L, pri vi¢Som n je vhodné urobit niektoré zjedno-
dusenia.

Nazvime latinsky §tvorec ridu n redukovanym, ak je
latinskym &tvorcom nad mnozinou {1, 2, ..., n} a ak
v jeho prvom riadku i prvom stlpci sd &fsla umiestnené
v prirodzenom poradi: 1, 2, 3, ..., n. Napr. latinsky
§tvorec (4) je redukovany, zatial o (3) nie. Zrejme redu-
kovanych latinskych Stvorcov rddu n pri velkom = je
podstatne menej nez vietkych latinskych stvorcov radu
n nad {1, 2, 3, ..., n}. Oznadme podet redukovanych la-
tinskych Stvorcov radu » znakom R,. Lahko zistime,
%e Ry = R, =R;=1. Uréme R,. Za tym td&elom
napiSme schému

(7 1 2 3 4

2 A(2,2) A(2,3) A2 4)

3 A(3,2) A(3,3) A(3,4)

4 A(4,2) A(4,3) A(4,9)
Aby schéma (7) bola latinskym $tvorcom, musi sa 4(2, 2)
rovnaf 1, 3 alebo 4. Ak A(2, 2) = 1, tak zrejme 4(2, 4) =
= A(4,2) = 8, A(2, 3) = A(8, 2) = 4 a zvysok schémy
mozno dvojakym spésobom doplnif na latinsky Stvoree:

U
LI )

12



(8) 1 2 3 41
2 1 4 3
3 4 1 2
4 3 2 1
alebo \
(9) 12 34
21 4 3
3 4 2 )
4 3 1 21 v

Ak A(2,3) = 3, tak postupne dostdvame: A(2, 4) =
=A(4,2)=1,4(2,3) = A(3,2) = 4, A(3,4) = A(4, 3)=
=2, A(3,8) =1, A(4,4) = 3, t.j. dostavame latinsky
Stvorec

(10) [

Podobne pre A(2,2) = 4 dostdvame jediny latinsky
Stvorec

(11) [

Teda R, = 4. "'
Hodnoty R, st stile v centre pozornosti kombinatori-
kov. Napriek tomu doteraz nebol nijdeny vSeobecny
vzorec pre R,, ba &o viae, éisla R, s zndme len pre

n < 10. S to:

QO DD
- WO DD
DO = W
QO DD =

) DO
O = i D
[ )
= DD OO

(12) R =1, v
3 = 1,
Rs = 1;
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R4=4)

.R5 = 56,
R, = 9 408,
R, = 16 942 080,

R = 535 281 401 856,
R = 377 697 570 964 258 816.

Pre n < 5 tieto hodnoty uréil uz r. 1782 L. Euler,
ktory sa bezispeSne pokuSal vypoditat aj R,. Tito
hodnotu vypoéital az M. Frolov r. 1890; uvadza aj
hodnotu R, = 221 276 160, ktord je v8ak nesprivna.
Tato spravne vypodital az A. Sade r. 1948; R, bolo
uréené M. B. Wellsom r. 1967. Posledni znamu hodno-
tu By vypotitali S. E. Bammel a J. Rothsteinr. 1974
8 pouzitim samodinnych poéitadov. Vidime, Ze reduko-
vanych latinskych Stvorcov ridu 9 je viac ako tretina
triliéna.

Vznika otdzka, ako moZno pomocou poltu R, redu-
kovanych latinskych &tvorcov ridu n vyjadrit podet L,
vietkych latinskych stvorcov nad {1, 2, ..., n}. Tento
vzfah je jednoduchy:

Teoréma 1 (P. A. MacMahon 1915). Neck n je pri-
rodzené Cislo, L, — poéet latinskych $tvorcov nad mmnoi-

nou {1, 2, ..., n} a R, — polet redukovanych latinskych
Stvorcov rddu n. Potom plati :
(13) L, =nln —1)R,.

Pozndmka: Ak # je prirodzené &islo, znak n! (&ftaj:
n-faktoridl) oznaduje stéin vietkych prirodzenygh é&isel
od 1 do n, tj. n! = 1.2.3 ... n. Dalej sa ukazuje vy-
hodnym polozif 0! = 1. Pre porozumenie nasledujiice-
mu dékazu je dobré vediet, Ze pre kaZdé prirodzené n sa
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n! rovna podtu permuticii (alebo tieZ podétu poradf)
n-prekovej mmofiny (4j. mnoZiny, ktorA ma prave
n prvkov). "

Prv nez teorému 1 dokaZeme, vSimnime si, fe viet-
kych 12 latinskych stvorcov radu' 3 zo (6) mézeme ziskat
z prvého permutovanim (postupnym vymienanim) riad-
kov a permutovanim stlpcov. Napr. vymenou 2. a 3.
stlpca vznikne druhy latinsky stvorec radu 3 zo (6);
ak v tomto vymenime 1. a 3. riadok, dostaneme posledny
z tychto latinskych &tvorcov a pod. V ddkaze teorémy
zavedieme do tychto vymien (permutacif) riadkov
a stipcov prehladny systém.

Dékaz teorémy 1. Zrejme z IubovoIného redukova-
ného latinského Stvorca 4 rdadu » moZno utvorit
n!(n — 1)! latinskych Stvorcov nad {1, 2, ..., n} nasle-
dujiicim sp6sobom: najprv permutujeme (t.j. popre-
hadzujeme) medzi sebou riadky &tvorca 4 (to mozno
urobif n! spésobmi) a potom — ponechajtc prvy stipec
na mieste — permutujeme zvysnych n — 1 stlpcov (%o
moZno urobit (n — 1)! spdsobmi). Zrejme dostaneme
n!(n — 1)! réznych latinskych stvorcov (liSia sa prinaj-
menej bud v prvom stlpeci alebo v prvom riadku). Preto
stadi dokazat, Ze Tubovolny latinsky &tvorec C nad mno-
Zinou {1, 2, ..., n} moZno ziskat uvedenym spdésobom
prive z jedného redukovaného latinského Stvorca A
radu n. Aby sme sa o tom presvedtili, sledujme prentest-
novanie lubovolného &lena A(3, ) pri uvedenych permu-
tacidch. Po permutovani riadkov v A vznikne isty
latinsky sStvorec B. Nech sa prvy riadok v A4 stane
r-tym riadkom v B a -ty riadok v A4 s-tym riadkom
v B. Potom plat:

B(r,1) =1, B(r,j) =73,
B(S, 1) =1 ’ B(S, 7) (7’7 7) .

i
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Po permutécii stipcov latinského &tvorca B (pritom
prvy stipec ostdva na mieste) vznikne latinsky §tvorec C.
Nech sa j-t¥ stlpec v B stane ¢-tym stlpcom v C. Potom
plati:

C(T, 1)=1’ O(T,t)=j’

O, 1) =1, Cs,t) = A1, 9) .

Teda vidime, Ze &len A(3, j) moZno na ziklade latinského
§tvorca C vypoditat takto: Najdeme prirodzené dfsla
7, 8, ¢ tak, aby platilo C(r, 1) = 1, C(s, 1) = 4, C(r, t) = j.
Potom plati C(s, t) = A(4, §). Zrejme &isla r, s, ¢t si jedno-
znadne urdené. Preto aj A(i, j) = C(s, t) je jednoznadne
uréené; kedZe vaha platila pre Iubovolné i, je{l, 2,
..., n}, je aj redukovany latinsky Stvorec A urdeny jed-
noznaéne. Tym je dokaz teorémy skond&eny.

Priklad. Podla teorémy 1 dostdvame:

L,=1101R, =1.1.1 =1,

Ly, =211R, =2.1.1 =2,

Ly = 312!1Ry — 6.2.1 =12, .

L, = 4!13!1R, — 24.6.4 = 576,

Ly = 5!4!Ry = 120.24.56 = 161 280

atd. Teda uZ latinskych Stvorcov rddu 5 (nad pevne
zvolenou 5-prvkovou mnoZinou) je viac ne# stotisfe.

Cvidenia

»

1. Zistite, kolkymi spdésobmi mozno dopfnif. nasledujice
schémy na latinsky Stvorec:

"]

> -

16



brl . . .7
. 3
. 2 .
. 1
o) - 1 . .7
. 2
3 .o
L 4 . '

2. Dokézte, 2o pre kaxdé prirodzené &fslo n plati R, % 0
(t. ). existuje asponi jeden redukovany latinsky stvorec rddu
n).

8. Kolko existuje latinskych tvorcov rddu 6 nad mnoZinou
{1,2,3,4,5,61

.S
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II. kapitola

LATINSKE PRAVOUHOLNIKY
alebo
0 PRASKOCH NA SPANIE

Predstavme si, Ze mame k dispozicii velky poet Tudf
trpiacich nespavostou a Ze vo vyskume bolo priprave-
nych 7 druhov prisku na spanie, ktory sd tieto osoby
ochotné na sebe vyskisat. Vznik4 otdzka, akym spésobom
mdme usporiadat experiment. Jedna z moZnostf je tito:

Rozdelime Tudi do 7 priblizne rovnakych skupin
a experiment rozvrhneme do 7 8asovych obdobi (napr.
tyZdnov) s pouZitim latinského Stvorca (3). Obdobia
budi zodpovedat riadkom, skupiny oséb stlpcom a pras-
ky &lenom latinského Stvorca. Napr. v prvom tyZdni
1. skupina bude uZivat prasok &islo 6, 2. skupina prasok
¢. 2 atd., v zhode s prvym riadkom latinského Stvorea
(3). V druhom tyZdni vymenfme prasky, ktoré maja
pouzivat jednotlivé skupiny podla druhého riadku la-
tinského Stvorca: 1. skupina bude skidsat priSok &. 1,
2. skupina prafok &. 3 atd. Po siedmich tyZdnioch bude-
me mat dostatok materialu na to, aby sme zistili, ktory
pradok priniesol najlepsie vysledky.

MoéZe sa viak staf, Ze experiment budeme musiet pre-
rusit uZ po 6. tyZdni. V tomto pripade priebeh pokusu
bude zodpovedat schéme

(14) 6 2 7 1 4 5 3
1 3 656 7 4 2
5 7 4 6 3 21 ..
21375 6 4
76 1 4.2 35
3 45 2617
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ktord dostaneme z latinského Stvorca (3) vynechanim
posledného riadku. Kedze mé obdlznikovy tvar, 6 riad-
kov a 7 stlpcov, hovorime jej latinsky obdiinik typu
6 % 7 (nad mnozinou {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}).

Mene;j spolahlivé vysledky dostivame, ak experiment
musime skonéit uZ po troch tyZdfioch, podla latinského
obdl#nika typu 3 x 7:

(15) 6 2 7 1 4 5 3
1 3656 7 4 2
5 7 4 6 3 2 1

Pritinou nespolahlivosti nie je len maly podet riadkov
(teda tyZdiiov), ale aj ich nevhodna skladba; napr. v 1,
a 4. stlpci si tie isté prvky 1, 5, 6, t. j. prva a Stvrtd
skupina osdb skiisa tie isté prasky. Tento druhy nedosta-
tok sa d4 odstranit tym, Ze si zvolime latinsky obdlZnik,
ktory takito nevyhodu nemd, napr.

(16) 1 2 3 45 6 7
2 46 5 71 3
3651 2 7 4

ktorého stlpce maji ti zaujimavi vlastnost, ze obsahuji
vietky dvojice utvorené z prvkov 1, 2, ..., 7 (tav.
kombindcie druhej triedy zo siedmich prvkov), a to k#édd
prive raz (zatial, ¢o latinsky obdlznik (15) obsahuje
napr. dvojicu {2, 3} dvakrat — v 2. a 7. stlpci, zato napr.
dvojicu {1, 4} ani raz v niektorom stlpci) — je to tzv.
steinerovsky systém trejic zo 7 prvkov, pomenovany
podla nemeckého geometra Jakoba Steinera (1796—
1863), ktory sa r. 1853 takymito systémami zaoberal.
Niekedy budeme potrebovat aj spoloény nazov pre
latinské §tvorce a latinské obdl#niky. V zhode s geomet-
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rickym ndzvoslovim budeme ich volat latinské pravo-
uholniky.

Aby sme mohli pojem latinského pravouholnika presne
definovat, povieme si najprv niekolko zikladnych po-.
znatkov z tedrie matic. Potom budeme mocet daf pres-
nejsi vyznam takym pojmom, ktoré sme doteraz ,,ile-
gélne* pouzivali, napr. riadok a stlpec; slovo ,,schéma‘
budeme médct nahradit presnejiim vyrazom ,.matica’.
Aby d&itatel mal uZ vopred predstavu o tom, o checeme
definovat, uvedieme priklady matic:

3 01 5 —6 |2 i
5 3 2 [1 3 3,14]
6 5 1

LR OO

Prvd matica ma typ 2 x 3, druhd 3 x 3, tretia 5 x 1
(pokiste sa na tomto zaklade definovat, ¢o budeme
rozumiet pod typom matice!). Formalne tieto matice
vyzeraji ako tabulky, ale nebudeme ich definovat ako
tabulky, leZ ako funkcie (zobrazenia), ktoré usporiada-
nym dvojiciam (o ktorych sa neskér ukaze, Ze oznaduji
poradové &slo riadku a stipca) priradujé nejaké prvky,
ktoré si na tom-ktorom mieste. Napr. prva z horeuvede-
nych matic priraduje usporiadanej dvojici [2, 1] éfslo 5
(lebo v prvej matici je v 2. riadku a 1. stipei &islo 5),
druhid matica prvok 1 a tretia prvok b.

Teraz mdZzeme vyslovit definiciu matice:

Nech st dané prirodzené &isla m, n a mnoZina M,
Maticou typu m X n nad mnofinou M rozumieme funk-
ciu A4, ktora kazdej takej usporiadanej dvojict §, j] pri-
rodzenych &sel, Ze ¢ << m, § < n, priraduje prvok mno-
Ziny M. Tento prvok budeme oznadovat znakom
A(¢, §). Maticu A budeme zapisovat takto:
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A(2,1) A(2,2) ... A(2,n)

(17) 4= [A(l, 1) A(L,2) ... A(l,n)]
)

Ak m # n, matica A sa nazyva obdlnikovd matica
(typu m X n). Ak m = n, matica.A sa nazyva Stvorcovd
matica (rddu n). Prvky A(i, §), priradené usporiadanym
dvojiciam [z, ], sa nazyvaji éleny matice A.

Napr.

(18) A=p3 8 7 5
[1134]
36 7 9

je obdlznikovd matica typu 3 x 4 nad mnozinou
M={1,2 3, 4,5,86,17, 8,9, 10} — nie je dolezité, Ze
niektoré prvky mnozZiny M (a to 2 a 10) nie st é&lenmi
matice 4. (Pochopitelne, za mnozinu M by sme mohli
vziat tieZz napr. mnozinu {1, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9} alebo hoci
aj mnozinu vsetkych redlnych é&isel.) Cleny A(1, 1),
A(2, 3) a A(3, 1) sa rovnaji 3 atd.

Uvedme pre informaciu éditatela eSte niekolko pozna-
mok, ktoré mu mézu byt uZitoéné pri stadiu dalsej lite-
ratiry:

1. V literatire sa Gasto pri zapisovani matic v tyare
(17) namiesto hranatych zatvoriek [ ] pouZivaji okrthle
zatvorky () alebo dvo]lt.é diary || ||.

2. Je samozrejmé, 7e ak maticu oznaéime znakom B,
jej dleny budeme oznadovat symbolmi B(s, j). V litera-
ture namiesto A(¢,§), B(¢,7) a pod. sa Basto pouziva
@i, b‘_’ atd.

3. Namiesto slova ,rad‘ (Stvorcovej matice) sa po-
u¥fva aj ,stupeni’‘. Namiesto ,.&len matice’* sa d&asto
hovor{ jednoducho ,,prvok matice*.
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Ako sme uZ predtym poznamenali, riadky a stipce
moézu byt definované bez pouZitia trochu nejasného
pojmu ,schémy‘. Napr. ¢-tym riadkom matice (17)
budeme rozumiet funkeciu, ktora sa dostane z funkcie A
ziZenim jej definiéného oboru na usporiadané dvojice
[%, j], kde na prvom mieste stoji (pevne zvoleny) prvok
t€{l,2, ..., m}). Podobne moZno definovat j-ty stlpec
matice A. Napr. druhy riadok matice (18) je funkcia,
ktora priraduje usporiadanej dvojici

[2, 1] &fslo 1,
[2, 2] &islo 1,
[2, 3] é&islo 3,
[2, 4] &fslo 4

a inde nie je definovan4.

Teraz uz mdéZzeme pristipit k definfcii latinského pra-
vouholnfka.

Nech si dané prirodzené é&isla m, » a mnoZina M,
ktord mé priave n prvkov (skritene: n-prokovd mnoZina).
Latinskym pravouholnikom typu m x n nad mnofinou M
rozumieme maticu 4 typu m X n nad mnoiinou M,
pri¢om plati:

1. v ziadnom riadku matice 4 nie je ten isty prvok
priradeny réznym usporiadanym dvojiciam;

2. v #iadnom stlpci matice A nie je ten isty prvok pri-
radeny réznym usporiadanym dvojiciam.

Podmienku 1 (resp. 2) mo#no strudne vyjadrit takto:
kaZdy riadok (resp. stlpec) matice 4 je prostd funkcia.

V pripade m < n latinsky pravouholnik typu m X =
nazyvame latinskym obdiZnikom. V pripade m = n ho
nazyvame latinskjm Stvorcom rddu n (¢im sprésiwujeme
definiciu z I. kapitoly). Lahko vidiet, Ze neméZe existo-
vat latinsky pravouholnfk typu m x n, kde m > n;
takyto pravouholnik by musel obsahovat stipce zloZené
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z m ¢lenov, o je nemozné, lebo k dispozicii mame len n
prvkov mno¥iny M, takie stlpce nemé%u obsahovat
viac neZ n navzajom réznych prvkov mnoZiny M.

Latinsky pravouholnik typu'l X n (teda s jedinym
riadkom) jednoznaéne odpovedd poradiu prvkov vybra-
nych po jednom z mnoZiny M. Kedie M mé prive n
prvkov, existuje priave n! latinskych pravouholnikov
typu 1 X n nad mnoZinou M. v

Jestvuje jednoduché metéda ako zostrojit latinsky
obdl#nik typu m x m (pri m < m): najprv zostrojime
latinsky Stvorec rddu n a pouZijeme m jeho riadkov
(ostatné riadky vynechame). MoZno vSak namietnut, Ze
tato metdéda prilis pripomfina znamu metédu, ako chytit
leva (chytit tri levy a dva vypustit...). Preto sa za-
oberajme radSej obridtenou otdzkou: kedy latinské
obdlzniky mo#no pridanim dal§ich riadkov doplnif na
latinské &tvorce? Da sa dokazat prekvapujici fakt, Ze
to ide viZdy. Dokonca plati:

Teoréma 2. Ku kafdému latinskému obdiiniku typu
m X n moino aspot, (n — m)! spbsobmi pridat daldi ria-
dok tak, aby vanikol latinsky pravouholnik typu (m + 1) X
X n.

Doé6kaz je pomerne narodny, preto ho vynechdvame.
Citatel ho néjde napr. v knihe M. Halla [3], teliréma
5.1.5. Uvedieme vSak niektoré désledky tejto teorémy
a dokéZeme ich za predpokladu, Ze teoréma platf. -

Désledok 1. Neck p, q, n si také prirodzené &isla, Ze
1 < p < g < n. Potom platt : Katdy latinsky pravouhol-
nik typu p X n moZno aspor
m—p)ln—p—Dln—p—2)!...
n—g+ Dln—g + 1)!
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?ﬁob’mi doplnit na latinsky pravouholnik typu q x n
pecidlne, katdy latinsky pravouholnik typu p X m moéno
aspofi

m—p)ln—p—Dln—p—2)!...211!
spbsobmi doplnit na latinsky Stvorec rddu n.

Dékaz. Prvé tvrdenie vyplyva z teorémy 2 jej
(g — p)-nasobnym pouzitim, a to pre m = p, p + 1,
p+2, ..., ¢g—2, ¢g— 1. Druhé tvrdenie vyplyva
z prvého pre ¢ = n.

Désledok 2. Pre lubovolné také prirodzené éisla m, n, fe
m < n, existuje aspot

nln—Dlin—2)!...(n —m + 2)}(n —m + 1)!
latinskyjch pravouholnikov typu m X n nad mnofinou
1,2 ..., nh.

Dékaz. Pre m = 1 tvrdenie plati, lebo existuje presne
n! latinskych pravouholnikov typu 1 x = nad mnoZinou
{1,2,...,n}). Akm > 2, podladésledkulprep =1, g=
= m kaZdy z n! latinskych pravouholnikov typu 1 x =»
nad mnoZinou {1, 2, ..., 2} moZno aspoii

m—Dn—2)...(n—m+ 2)!{(n —m + 1)!

sposobmi doplnif na latinsky pravouholnik typu m x =.
Z toho vyplyva nase tvrdenie.

Désledok 3. (M. Hall 1948). Pre Tubovolné prirodzené
&islo n existuje aspoi n! (n — 1){(n — 2)!...2!1! latin-
skyjch $tvorcov rddu n nad mnosinou {1, 2, ..., n}I=

Dékaz. Tvrdenie vyplyva z dosledku 2, ak poloZime

m = n.
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Dosledok 4. Pre lubovolné prirodzené &islo n o polte Ly,
latinskych $tvorcov rddu n nad mnofinou {1,2,...,n}
platt :

nn—1)2(n—2)13 (n—3).., 3220 11* < L, <
< n(n— 1) (n — 2)5 (n — 3)7 ... 320=5 22078 201,

Dé6kaz. Dolny odhad (t. j. prvd nerovnost) je len
inym spésobom prepisany ddsledok 3. Horny odhad
Tahko dokdZeme, ak latinsky Stvorec tvorime postupne
po riadkoch a pri napisani kazdého &lena ohrani¢ime
zhora podet moznosti, ktorymi to mozZno urobit; nako-
niec podet tychto moZnosti vyndsobime.

Latinsky pravouholnik typu m X n nazyvame nor-
malizovany, ak jeho prvy riadok je

1 2 3 ... =n];

ak okrem toho jeho prvy stipec je
1
2
3
-

latinsky pravouholnik nazyvame redukovany. Napr.
latinsky obdlZnik typu 2 x 4 !

g\
1 2 3 4 '
3 4 21

je normalizovany, ale nie je redukovany.

‘\
Teoréma 3. Nech m a n st prirodzené &isla, m < n.

Nech R(m, n) oznaluje polet redukovanych, N(m,n) —
polet normalizovanych a L(m, n) — polet vietkijch latin-
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skyjch pravouholnikov typu m X n nad mnofinou {1, 2,
.., n}. Potom plati : ,

(19) L(m,n) = n!N(m, n),
— 1!
(20) N(m, n) = HR(M, ny,
! — !
(1) Lim,n) = HR(m,, n).

Poznimka. Z (21) pri m = n dostivame tvrdenie
teorémy 1.

Dékaz teorémy 3. Z ka?dého normalizovaného la-
tinského pravouholnika typu m x n moéieme permuta-
ciou jeho stlpcov utvorit »! réznych latinskych pravo-
uholnikov rovnakého typu, pri¢om z réznych normalizo-
vanych latinskych pravouholnikov zrejme vznikni
opif rézne latinské pravouholniky. Zrejme kazdy la-
tinsky pravouholnfk méZe vzniknit permutaciou stlpcov
priave z jedného normalizovaného latinského pravouhol-
nika. Preto plati (19).

Kedze z (19) a (20) vyplyva (21), stadi dokazat (20).
Zrejme (20) plati v pripade m = 1. Preto predpokladaj-
me, Ze m > 2.

Z kaidého redukovaného latmského pravouholnika 4
typu m X n méZzeme dostat

(22) mn—1)(n—2) ... (n—m+1)_g: ;)):

normalizovanych latinskych pravouholnikov txpu m X
X n takto:

Zvolime usporiadani skupinu [k, ks, . . ., by} m — 1 r6z-
nych &sel vybranych z &isel 2, 3, ..., n (to je tzv.
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varidcia (m — 1)-ej triedy z prvkov 2, 3, ..., n bez opa-
kovania). Zrejme k, moZino zvolit » — 1 spdsobmi, %,
n — 2 spdsobmi, atd. aZ k, moZno zvolit n —m + 1
spdsobmi, takZe celi usporiadand skupinu moZno zvolit
podttom sposobov (22). Utvorme poradie [k,, ks, . . ., kn,
kmyys ooy ka) Sisel 1, 2, ..., n takto: polozme k, = 1; k,
a% ks ponechajme ako doteraz; za kn,, aZ k, zvolme
ostatné z ¢&isel 1, 2, ..., n, v poradi od najmensieho po
najvidsie. Nahradme teraz v 4 vietky dvojky &islom k,,
trojky ¢&islom k, atd., aZz vietky ¢&isla n &fslom %,. Dosta-
neme novy latinsky pravouholnik. Vhodnou permutaciou
jeho stipcov vznikne normalizovany latinsky pravouhol-
nfk. Lahko zistime, Ze tymto postupom vznikne kazdy
latinsky pravouholnik typu m x # nad mnoZinou
{1, 2, ..., n} prave z jedného redukovaného (spitny
postup je totiZ jednoznaény). To dokazuje teorému.

Zrejme plati pre lubovolné prirodzené &isla m a n:
RBim,n) =0,ak m > =n,
R(n,n) = R, (podet redukovanych latinskych
8tvorcov radu n),
R(1,n) = 1.

Lahko sa tieZ zisti, Ze pre n > 1 plati:
R(n—1,n) =R,.

Vzhladom na (20) miesto vzorcov pre R(m, n)stadi
najst vzorce pre N(m,n). V dalfich dvoch kapitolach
uvedieme vzorce pre N(2,n) a N(3,n). Podla (20)
plati

N(2, n)

R(2, n) = -n—v_-—l—
R(3,n) = N(3, n)

m—1) (n—2)’
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tak¥e potom budeme mat vlastne aj vzorce pre R(2, n)
a R(3, n).

Znadnb pozornost pri vyskume latinskych pravouhol-
nikov venovali matematici otdzke, kedy moZno dantd
maticu 4 typu r X s rozsirif pridanim dalich riadkov
a stlpcov na latinsky Stvorec predpisaného radu n.
Zrejme nutnou podmienkou je to, aby boli splnené obi-
dva body z definicie latinského pravouholnika. To vsak
este nestadi. Napr. lahko zistime, Ze maticu

1 2 3 4

2 315

3 1 4 2
nielen, Ze nemoZno rozsirif na latinsky Stvorec radu 4
(%o je samozrejmé, lebo obsahuje 5 roznych élenov) ale

ani na latinsky Stvorec radu 5 a 6. Mozno ju vdak rozsi-
rit na latinsky stvorec radu 7, napr. takto:

1 2 3 4 5 6 77
2 315 7 4 6
31 4 2 6 7 5
4 5 6 7 3 1 2
5 6 71 4 2 3
6 7 2 3 1 5 4
7 4 5 6 2 3 IJ

Vseobecné kritérium pre ,,vnorenie‘‘ matic do latinskych
§tvorcov predpisaného ridu vyzera takto:

Teoréma 4. (H. J. Ryser 1951). Nech st dandwprirod-
zené Gisla r, 8, n (priom r < mn, 38 < n) a matica A typu
r X 8 nad n-prvkovow mmofinou p,, Py, ..., Pa. Nech
Ziaden riadok ani stipec matice A neobsahuje dva rovnaké

28



proky ako &leny. Pre ie{l, 2, ..., n} oznalme znakom
V(i) poéet vyskytov prvku p; v matics A. Potom plati :
Maticu A mono pridanim dalsich riadkov a stipcov do-
plnit na latinsky $tvorec rddu n, prdve viedy, ked

(23) V@) >r+s—n
pre katdéi =1,2, ..., n

Doékaz vynechime, ukédZeme si viak }ibuzﬂue teorémy
na horeuvedenom priklade, kde bolo r = 3, s = 4. Ak
poloZime n = 5, dostdvame:

r+ 88—
v )
V(2)
V(3)
V(4)
V(s) -
Podmienka (23) teda nie je splnena pre ¢ = b.
Ak poloifme n = 6, mame:

.—wwwww

L,
0.

r+s8—n

V(6)
Teda (23) nie je splnené pre 1 = 6.
Koneéne, ak poloZime n = 7, plati
r+s8—n=20,
takZe (23) je zrejme splnené pre kaidé ¢+ = 1, 2,". . T

I

e

Uvedme niektoré désledky teorémy 4:

Dosledok 1 (M. Hall 1945). Ka#dy latinsky obdiznik
typu m X n (kde m < n) mo#no doplnit na latinsky $tvo-
rec rddu n.
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Doékaz. Sta¥f v teoréme 4 poloZit r =m, s = n
a uvalit, Ze podmienka (23) ma tvar V(i) > m, &o je
zrejme splnené, lebo plati dokonca V(t) = m pre ka¥dé
1=12 ...,n

Tento désledok ndém v8ak hovori menej, nez vieme
z dosledku 1 teorémy 2 — tam sme mali odhadnuty aj
podet spdsobov doplnenf na latinsky Stvorec. Zauji-
mavejif je dalsf dosledok:

DoOsledok 2. Nech st dané prirodzené &isla r, s, n, pri-
fom r + s < n. Potom plati: KaZdd matica typu r x s
(8pecidlne kaidd Hvorcovd matica rddu k, kde 2k < n)
nad n-prvkovou mnofinou neobsahujica riadok ani stipec
8 dvoma rovnakymi Elenmi sa dd roz8irit na latinsky Stvorec
rddu n. '

Dékaz. Pre kazdé 1€ {1, 2, ..., n} je podmienka (23)
splnena, lebo V(i) >0 >r 4 s —n.

Poznadmka. V désledku 2 méZeme dokonca predpo-
kladat, Ze dand matica je neidplnd, t.j. niektoré jej &leny
chybaji (nie si definované). Staéi ju totiz doplnit Iubo-
volnym spésobom tak, aby sme pritom pou#ili len prvky
danej n-prvkove] mnoZiny a nenarudili podmienku, %e
Ziaden riadok ani stlpec neobsahuje dva rovnaké &leny
(Tahko zistime, Ze to vidy ide) a itiloha je prevedens na
pripad uvedeny v désledku 2. Zd4 sa, Ze takyto vysle-
dok (v pripade Stvorcovych matic) uvadza ako prvy
T. Evans r. 1960. ¢

Ddsledok 3. Nech k a n si prirodzené &isla, pridom
k < m. Latinsky $tvorec rddu k moéno roz8irit na’ Putinsky
Stvorec rddu n prdve vtedy, ked n > 2k.

Dékaz. Ak n > 2k, tak podla doésledku 2 latinsky
§tvorec radu k moZno rozifrif na latinsky Stvorec radu =.

30



Obratene, nech latinsky stvorec 4 radu k moZno roz-
8frit na latinsky S3tvorec B radu = nad mnoZinou
{P1 P2r - - -» Pu}. KedZe k < n, existuje &len p; matice B,
ktory sa nevyskytuje v matici 4. Podla teorémy 4 plati:

=V@)=2k+k—n=2k—n,,
odkial n > 2k. v

Cviéenia

4. Kolkymi spdsobmi mozZno doplnit nasledujice latinské
obdl2niky na latinské Stvorce rédu 4?

a)f1 2 3 4 b) 2 3 4
2 3 4 1
5. Uvedte priklad latinského obdl#nika typu 4 x 6, ktory

mo%no 8 spésobmi doplnit na latinsky dtvorec rddu 6.

6. DokédZte (napr. pre ¢ = 1), Ze podmienka V() > r + & —
— n v teoréme 4 je nutnd; inymi slovami, ak maticu typu
r X 8 nad n-prvkovou mnoZinou {p,, ps, ..., Py} moino roz-
3irit na latinsky Stvorec rddu n, tak V(1) > r + s —n.
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III. kapitola

LATINSKE PRAVOUHOLNIKY TYPU2 X n

alebo
AKO NEZASIELAT LISTY

S latinskymi pravouholnfkmi typu 2 x n tesne siivisf
tiloha o stretnutiach, znima pod francizskym nizvom
,,Je probléme des rencontres*. Uvedme ju v nasledujicom
tvare:

Kolkymi spésobmi mo#no vloZit » listov do » obélok
s adresami (kazdy list do jednej obdlky) tak, aby Ziaden
list nebol v spravnej obalke? (Tohto &inu sa vraj raz
dopustila istd roztriitd sekretdrka, ktord tym sposobila
svojmu 8éfovi vela neprijemnosti. . .)

Aby sme mohli na8 problém pohodlnejsie vysetrovat,
otislujeme listy i obalky &slami od 1 do = tak, aby list
a obélka, ktoré k sebe partia. mali rovnaké ¢&isla. %,)a,lej
oznaéme polet riefen{ nadej tlohy znakom Dy,

Rozdelenie listov do obalok mézeme znazornif pomo-
cou latinského pravouholnika typu 2 x n, kde v prvom
riadku si é&fsla listov a pod kaZzdym z nich je napisané
¢islo obalky, do ktorej bol list vloZeny. Zrejme mézeme
predpokladat, Ze &fsla listov st v prirodzenom poradi
od 1 do #, t. j. Ze latinsky pravouholnik je normalizova-
ny. Napr. latinsky pravouholnfk .

1 2 3 4 5
3 5 2 1 4
znazorinuje situdciu s 5 listami a 5 obdlkami, ked pPrvy

list je umiestneny v tretej obalke, druhy v piatej atd.
Z tejto reprezenticie problému vyplyva, Ze podet D,
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jeho riefenf sa rovna poctu normalizovanych latinskych
pravouholnikov typu 2 x n. Teda pre kaZdé prirodzené
¢islo n plati D, = N(2, n).

Ako uvidime, bude pre nds vyhodné definovat D, aj
pre n = 0, a to takto: D, = 1. Prvykrét vyuZijeme vy-
hodu tejto dohody ihned:

Teoréma 5 (L. Euler 1811). Pre ka%dé prirodzené &islo
n plati :
(24) Dpyy = n(Dp + Dyg_y) .

Do6kaz. Najprv dokidZeme vzfah (24) pre n =1

a n = 2. Preto vypoéitajme D, pre n < 4. Pred chvi-
Tou sme polozili '

(25) Dy = 1.
Dalej zrejme
(26) Dl = 0,

lebo neexistuje latinsky pravouholnfk typu 2 x 1.
Dalej existuje prive jeden normalizovany latinsky
pravouholnfk typu 2 x 2, a to

1 2

2 1
Teda -
(27) D, =1.

Existujui prave dva normalizované latinské pra.vc;uhol-
niky typu 2 x 3, a to

1 2 3 12 3
2 3 1] a |3 1 2
Teda

(28) D, = 2.

1

’\
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Z rovnosti (25)—(28) lahko overime, Ze

D, = (D, + D,)
Dy = 2(D, + Dy),
teda vzfah (24) plati pren = 1 an = 2.

Nech je dané prirodzené ¢islo n > 3. Zvolme prirodze-
né &isla j a k tak, aby bolo j < n a k < ». Nech

P=[1 23 ... j‘—lj—l—l...n—ln]

PrP2Ps -+ Piaa Pinn -+ Paa DPn
je latinsky pravouholnik typu 2 x (n — 1) nad mnoZi-
nou{l,2,3,...,7—1,74+1, ..., —1, n}. Pravouhol-

nfku P priradme normalizovany latinsky pravouholnik

P=J123 ...7—1 4§ 74+1...n—1 n n+1]
PrPaPs - Pix P+l Pig oo Ducy Pa ]

typu 2 x (n + 1). Cislo § sme mohli zvolit n sposobmi
a pri kazdej volbe &isla § sme mohli pravouholnik P zvo-
lit D, _, sp6sobmi (okolnost, Ze prvok § je v P vynechany
a namiesto neho = pridany, je nepodstatnd; podet
latinskych pravouholnfkov typu 2 X (n — 1) s pevne
zvolenym prvym riadkom zrejme nezavisf od jeho prv-
kov — len od ich pod&tu). Vidime, Ze existuje prave
nD,_, pravouholnikov P, a teda aj P’ zostrojenych uve-
denym sposobom (Tahko sa presveddime, Ze vietky si
navzajom rozne).

Dalej nech .
Q='ll23...k—lkk—l—-l...n—ln]
91993 --- k1 T Gxs1 --- I On

je normalizovany latinsky pravouholnik tyfu 2 X =.
Priradme mu (a éfslu k) normalizovany latinsky pravo-
uholnik
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Q'=[1 23 ...k—1 k k41... n—1n n—l-I]
19:93 -« Te1 P+ 1 Qs -o- Gy 0 T
typu 2 x (n + 1). Cfslo ¥ moZno zvolit n spésobmi, pra-
vouholnfk @ moZno zvolit D, spésobmi. Teda @’ moZno
vybrat nD, sposobmi. (Opit sa Iahko zisti, Ze vietky
takto ziskané pravouholnfky @’ s navzajom rozne.)
Kazdy pravouholnik @’ je rézny od kazdého pravo-
uholnfka P’. Keby sa totiZ rovnali, museli by sa rovnat
ich posledné stipce, teda aj

(28) J=qk-

Dalej by sa museli rovnat tie stlpce v P’ a @', ktoré majt
v druhom riadku n + 1, teda

(29) ji=k.
Zo vztahov (28) a (29) vyplyva
Qe = k.

To je viak nemoZné, lebo potom by @ obsahovalo
v k-tom stlpci dva rovnaké prvky, & odporuje definicii
latinského pravouholnika.
Tak sme zostrojili
nD,_, + nD, = n(D, + D,_,) ‘
réznych normalizovanych latinskych pra.vouho.'inikov

typu 2 X (n 4+ 1). Aby sme teorému dokazali, staéi uka-
zat, Ze TubovoIny normalizovany latinsky pravouholnik

S=[1 23 ...n—1 n n+1]

8 83 85 ... In_y"  8n Snpy

typu 2 x (n + 1) sa rovna niektorému z pravouholni-
kov P’ alebo @'. To je v8ak jednoduché. V druhom riad-
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ku pravouholnika 8§ sa totiz mektory z prvkov s,, 8,, 83,
-y 8a_1, Sn, Spyy musi rovnat éslu n + 1. KedZe S je
latinsky pravouholnfk, neméZe 8n,; = n -+ 1. Preto
niektory 8, = n + 1, kde 1 < k < n. Potom § m4i tvar

S = [123 . k—1k k41 ... n—1 =n n-l—lJ

8,838 ... Sy NF1 Sy ... 8al1 8p Sy

Ak 8,,, = k, tak sa zrejme S rovné niektorému z pravo-
uholnikov P’. V opatnom pripade sa § rovné jednému
z pravouholnikov @’. Tym je teoréma dokazana.

Poznimka. Teoréma 5 ndm umoZiiuje postupne
vypoditavat hodnoty D,, ak vychiddzame z D, =1
a D, = 0. Tak dostdvame

Di=D+Dy=0+1=1,

Dy = 2(Dy + Dy) = 2(1 + 0) = 2,
Dy =3(Dy + Dy) =3(2+1) =9,
Dy =4(D,+ Dg) =49 + 2) = 44

atd.

Teoréma 5 ukazovala, ako moZno vypoéftat hodnotu
D,,, pomocou dvoch predchiddzajicich hodnét D,
a D,_,. UkdZeme si teraz, Ze na vypodet D, ,, ndm stadf
poznat D,, alebo, 6o je vlastne to isté, na vypodet D,
stadf Dy _;.

Teoréma 6 (L. Euler 1811). Pre ka#dé pmrodzené islo
n plati .

(30) D, = 2D,y + (—1)~.

Doékaz vzorca (30) vykondme indukciou. Pre™n = 1
(30) plati, lebo

1.Dg+ (—1)' = 1.1 4 (—1) =0 = D,.
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Predpokladajme, Ze je dané prirodzené ¢islo k a Ze (30)
plati pre n = £, t. j.

Dy = kDy_; + (—1)E,

. 1
Dokizeme, Ze potom (30) plati'aj pre n = k + 1. Pritom
pouZijeme teorému 5:

Diyy = kDy + kDy_y = kDj + Dy — (—1)~ =
= (k 4+ 1) Dy + (—1y+1)

8o sme mali dokizaft.

Vzorec (30) nim umoZiiuje velmi pohodlne postupne
vypoditavat &sla D,, D,, D,, ... pomocou predchidza-
jicich, pritom kladieme D, = 1. Tak dostavame

D,=6.Dy+1=6.44 + 1 = 265,
D, =17.Dy—1 =17.2656— 1 = 1854,
D,=8.D,+ 1 =8.1854 + 1 = 14 833,

D, =9.Dg— 1 =9.14 833 — 1 = 133 496.
Dy, =10.Dy + 1 = 10.133 496 + 1 = 1 334 961

atd. Existuje viak aj velmi zaujimavy vzorec pre D,,
ktorym nevypodéitavame tieto hodnoty rekurentne (t.j.
pomocou predchidzajicich), ale priamo. Uvedieme ho vo
forme d’a.léej teorémy.

Teoréma 7 (J. J. Weyrauch 1872). Pre Lazdi! celé
nezdporné &slo n plati : ,

1 1,1 1 L
o it g bt D H]'

Do6kaz vykoname indukciou vzhladom na n. Vzorec
(31) plati pre n = 0:

(31) D, _n(

ot —1. 2

0' .T:].:.Do.

37



Predpokladajme, Ze je dané celé nezaporné é&islo k
a %e vztah (31) platf pre n = F, t.j. :
1 1 1 1 1
T et )

Dokazeme, Ze (31) plati aj pre n = k + 1. Podla teoré-
my 6 plati:

D,,=k![

Dieyy = (b + 1) Dy (—1p1 =
= e+ D Blgr— 7+ gr— gy e+ (D) +
= G DYt g — gt
g I ).
%o bolo treba dokizaf.

Priklad. Uréme podet normalizovanych, redukova-
nych a vietkych latinskych obdl#nikov typu 2 x 6 nad
mnoZinou {1, 2, 3, 4, 5, 6}.

Riesenie: Podla (31) dostdvame:

: 1 1 1 1 1 1
N2 6) =Dy =6(gr—+ gy —5r H 31—+
1
+6_!]=265' )

Podla (20) z teorémy 3 mame:

N(2, 6) = i—:R(2, 6) = 5R(2, 6),
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N(2,6) 265
5 5

teda
= §3.

R, 6) =

Podla (19) z teorémy 3 dostaneme:
L(2, 6) = 6! N(2, 6) = 720.265 = 190 800.

Zo vzorca (31) z teorémy 7 moZno odvodit za,u_]lma.vy
fakt, Ze é&fslo D, = N(2, n) sa priblizne rovn& ‘¢islu n!E,
kde

E = 0,367 879 441 171 442 321 595 5...

presnejsie, &¢islo »!E sa li8i od D, mene] nez o (n + 1),
Preto &islo D, mozno vypotitat tak, Ze vypoditame sidin
n!E (pri¢om é&islo E zaokrihlime tak aby malo za desa-
tinnou &iarkou o 1 desatinné miesto viac neZ mé é&islo
n! &slic a najdeme celé éislo, ktoré je najbliZsie k n!E.
Toto &islo bude prave D,. Napr.

5!E = 120.0,3679 = 44,148 = 44;
teda D; = N(2, 5) = 44.

10!E = 3 628 800.0,367 879 44 = 1 334 960,911 872 =
=1 334 961;

teda Dy, = N(2, 10) = 1334 961.

Kto pozni zaklady tedrie nekoneénych radov, lahko
odhali podstatu tejto podivuhodnej metédy. Spo&iva
v tom, Ze nekoneény rad

1 1
of u+m m+ﬂ_ﬁ

ma sidet E = e, kde
e = 2,718 281 828 459 045 235 360 287.

je zdklad tzv. prirodzenych logaritmov.

+ ..
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Cislo E = 0,367 879... mé v tlohe o stretnutiach
tento vyznam: predstavuje pribliZni hodnotu pravde-
podobnosti udalosti, Ze pri ndhodnom rozdeleni listov
do obdlok vSetky budii v nespravnych obilkach. Je
pozoruhodné, Ze této pravdepodobnost sa len velmi
malo menf s &islom n (poétom listov i obalok) a uZ od
n = 4 sa stile pohybuje okolo 37 %,. Napr. ak by sme 100
sekretdrok nechali potme roztriedit listy (kaZdej aspon
8tyri) do rovnakého poétu obdlok s adresami, mdZeme
otakavat, Ze asi 37 sekretirok di vietky listy do ne-
spravnej obalky!

Ulohu o stretnutiach (le probléme des rencontres) moz-
no zovieobecnit takto:

Dané je prirodzené &fslo n a celé &fslo %, pridom
0 < k < n. Treba uréif podet d,x spdsobov, ako moino
vloZit n listov do » obdlok s adresami (kaZdy list do jed-
nej obélky) tak, aby prave k listov bolo v nesprivnej
obalke.

Zrejme pévodny problém dostaneme pre k = n, takZe

Citatel, ktory chce porozumief nasledujicemu riese-
niu tejto dlohy, by mal vedietf, Ze &slo

n) an—1)(n—2)...(n—k41) n!
[k]_ 1.2.3...k “kl(n —k)!
udédva podet sposobov, ktorymi moZno vybrat k prvkov

(bez ohladu na ich poradie) z n danych prvkov — sii to
tzv. kombindcie k-tej triedy z » prvkov (bez opakova-

nia). Cslo (’;] (&taj n nad k) sa nazgva Eombinaéné Sislo

alebo binomicky koeficient.
Teoréma 8. Pre tubovolné prirodzené slo n a celé &slo
k, priéom 0 < k < n, plats:
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(32) dog = [Z] D,.

Dé6kaz. Vyberme z n listov k listov,.ktoré maji byt

v nespravnych obilkach. To mo?¥no urobit sposobmi.

n
(i
Ostatnych n — k listov dajme do spravnych obalok;
to moZno urobif jedinym sposohom. Ostatne nam k listov
a k obélok. Tie moZno rozmiestnit D; spdsobmi. Celkovy
potet mozZnosti dostaneme vynasobenim tychto &isel,

z &oho vyplyva (32).

Désledok. Pre lubovolné prirodzené &tslo n a celé Eislo k,
prifom 0 < k < n, plati:

n! 1 1 1 1
(33) dusx = 7 —-k)![ﬁ_l—! RECTIRNE TR
1
+ (—l)kk—!]-

Dékaz. PouZijeme najprv teorému 8, potom teoré-
mu 7:

n n! 1 1 1 1
dr = ()0 == o -
1 n! 1 1 1 1 .
ot ) =——(n_k)l(o—!—1—+2——wf"'+
1
+ (1P )

Priklad. 5 listov mo#no rozdelit do 5 obalok tak, aby
boli vetky v nespravnych obilkach,

d5_5 = ‘DB = 44
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sp6sobmi. Ak maji byt len 4 listy v nespravnych obal-
kach, je podet spdsobov podla (33):

51 (1 1 1 1 1

Podobne vypoéitame

5.3 = 20,
d“ = 10,
s = 0,
50 = 1.

Pre kontrolu vypoéitajme poéet vsetkych moZnych
rozmiestneni 5 listov do 5 obalok! Je to

ds.s + d5.4'+ ds.a + ds,z + d5.1 + ds,o =
=44 +45+204+ 10+ 0+ 1 = 120 = 5!,

&o sahlasi.

‘Poznamka. Pochopitelne, keby sme cheeli vypodi-
tat polet D, spdsobov, ako mozno vloZit # listov do »
obalok s adresami tak, aby prave k listov bolo v sprav-
nej obalke, stadi uvaZit, ze D, = dan_r, takie z (32)

vyplyva:
(34) -Dn.k = dn.n—k = (n 1 k] Dn—k == [Z] -Dn—k ’
kedze

) n ., _
(n_——k] = [ k]' Speclalne D, o=dpn=D,.

pres

Dalej z (33) dostaneme

(35) Dn.k = dn.n—k = -'I.
al(l 1 1 1 _ X
=wlor—wt st HEU )
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Cviéenia

7. Absolventi gymnézia usporiadali desat rokov po matu-
rite stretnutie, na ktoré prislo 20 byvalych spoluZiakov aj so
svojimi manzelkami. Kolkymi spésabmi mozno ich zoradit do
20 tanetnych pédrov tak, aby nikto netancoval 8o svojou vlast-
nou manzelkou ?

8. (Pokradovanie predoslého cvigenia.) Na, stretnuti bol
usporiadany aj srdieékovy tanec, pri ktorom boli taneéné piry
vyZrebované. Akd je pravdepodobnost, Ze v tomto tanci a)
netancoval Ziaden manzelsky pér; b) tancoval préve jeden;
c) prave dva; d) prdve tri; e) viac neZ tri manzelské pdry ?

9. Kolkymi spésobmi moZno rozostavit 8 vezi na Sachovnicu
tak, aby v ka?dom rade i stipci bola jedind veza? b) Ako sa
zmeni podet riefeni, ak naviac poZadujeme, aby na ,,diernej*
diagondle al—h8 nebola Ziadna veZa?

10. Z prikladu za doésledkom teorémy 8 vidno, Ze D, =
= ds = 44, Dy, = dy = 45. Ako moZno tento vysledok

zovBeobecnif ?

11, Néjdite reklii;entn}'r vzfah medzi R(2, n + 1) a R(2, n).
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IV. kapitola

LATINSKE PRAVOUHOLNIKY TYPU3 X n
alebo
AKO ROZSADIT HOSTI PRI STOLE

S latinskymi pravouholnikmi typu 3 X = sivisi nasle-
dujica #loha o hostoch znima pod francizskym nazvom
,»1e probléme des ménages*:

Dané je prirodzené &fslo n > 2. Na vedierok bolo
pozvanych n manzelskych pdrov. Kolkorakym sp6so-
bom moZno tychto 2n hosti posadif okolo okrdhleho
stola s 2n stoli¢kami tak, aby sa muZi a Zeny pravidelne
striedali a aby %fiaden muZ nesedel vedla svojej man-
Zelky ?

Lahko zistime, Ze pre n = 2 iloha nem4 rieSenie a pre
n = 3 m4 prave 12 riefeni, z ktorych ka%dé je urdené uz
rozsadenim muZov. Ak st muZi oznageni 4, B, C a ich
manzelky v danom poradi a, b, ¢, sd to tieto rozsadenia:

A A B B c C
b ¢ ¢ b a c¢c ¢ a a b b a
CB BC CA AC BA AB
a a b c c
b c a c a b
JA BA CB AB BC AC
a ¢ a b b c¢c b a c¢cb ¢ a
B C A c A B

Prv, nez sa zozndmime s rieSenim tlohy o hqs_ﬁoch za-
vedieme jeden pomocny pojem: Latinsky pra.vou}tolnik
typu 3 x n nazveme silne normalizovany, ak ma tvar
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n 1 2 ... n—2 n—1
2, 2y Z3 ... Zny 2n

(36) [l 2 3 ... n—1 n ]

Dalej pre n > 2 oznadme znakom U, poéet silne norma-
lizovanych latinskych pravouholntkov typu 3 X =.
Kedze neexistuje latinsky pravouholnfk typu 3 x 2,
plati U, = 0, Dalej existuje jediny silne normahzova.ny
latmsky pravouholnik typu 3 x 3,a to '

1 2 3
3 1 2
2 3 1

a prave dva typu 3 X 4:

1 2 3 47 a 1 2 3 4
4 1 2 3 4 1 2 3
2 3 41 F 4 1 2

Teda Uy =1, U, = 2. Ako neskér uvidime, bude vy-
hodné poloiit U, = 1, U, = —1, aj ked tieto &isla ne-
maji priamy sdvis s podtom silne normalizovanych la-
tinskych pravouholnikov. Teraz uZ moéZeme vyslovif
teorému:

Teoréma 9. Pre katdé prirodzené &islo n > 2 plati
Uloha o hostoch md prdve ,~
201U, '
riesent, kde U, je polet silne normalizovanych latmskych
pmvouholmkov typu 3 X n.

Doékaz. Aby sme si vlohu o hostoch zjednodusili,
predpokladajme, Ze stolitky uloZené okolo stola sid
striedavo hnedé a &ierne a Ze muZi si uZ urditym spéso-
bom rozsadeni. Zrejme bud vdetci sedia na hnedych
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stolitkéch (a takéto rozsadenie mozZno urobit »! spdsob-
mi) alebo vsetci na d&iernych stolitkich (opat je n!
spdsobov). Celkovy podet rozsadeni muzov je

n! 4+ n! = 2n!’

Ak maji muZi pevne uréené miesta, pre n Zien ostiva n
stolidiek, ktoré mdzu byt obsadené v podstate n! sp6-
sobmi. V danej tilohe viak ich podet zmensuje podmien-
ka, e manZelia nemajd sedief vedla seba. Aby sme mohli
tieto moZnosti rozobrat, odislujme muZov, tak ako sedia
vedla seba, éislami 1, 2, ..., n (pritom é&islovanie moze-
me zadat od ktoréhokolvek muZa a okolo stola postu-
pujeme napr. v smere hodinovych rudidiek). Odislujme
volné stolitky pri stole taktiez 1, 2, ..., n, a to tak, aby
po pravej strane muza s ¢islom ¢ bola vidy volna stolitka
dslo 2 (pre ¢ = 1, 2, ..., n). Nakoniec odislujme Zeny
rovnakymi éfslami ako maja ich manzelia.

Podla podmienok tlohy na voIni stoli¢ku s &islom 1 si
nesmie sadniif Zena s ¢islom 1 ani s &islom n, na stolicku
2 Zena 2 ani Zena 1 atd., aZ na miesto n si nesmie sadnut
Zena n ani Zena n — 1. Predpokladajme, Ze v silade
s tymito pravidlami si-na stolitku -1 sadne Zena, ktorid
oznaéime z,, na stolitku 2 si sadne Zena 2z, atd. aZ na
stoliéku » si sadne Zena z,. :

Lahko sa presveddime, Ze potom (36) je silne normali-
zovany latinsky pravouholnfk typu 3 x n. Zena z, toti
sedf vedla muzZov 1 a n, teda nesmie mat ¢islo 1 ani n.
Podobne Zena z, sediaca medzi muZmi 2 a 1 nesmie mat
&slo 2 ani 1 atd. To je viak prive ‘podmienka, aby
Yiaden stipec matice (36) neobsahoval dva rovnaké
dleny. Dalsie podmienky, aby (36) bol silng pormalizo-
vany latinsky pravouholnik, si zrejme splnené. ‘

Obratene, kaZdému silne normalizovanému latinské-
mu pravouholniku typu 3 X n zodpoved4 rie§enie nasej
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ulohy (pri danom rozsadeni muZov). KedZe tychto sme

mohli rozsadif 2n! sposobmi, je poéet rieSeni tdlohy

o hostoch dany éfslom 2n!U,, &0 sme mali dokéazat.
UkéZeme si, akym spésobom moZno vypoditat éisla U,:

Teoréma 10 (J. Touchard 1934, I. Kaplansky
1943). Pre ka%dé prirodzené &islo n plati:
1.2...(2n—1) 2.3...(2n—2)
m+Dn+2)...2n nntl)..(2n—2)
3.4...(2n—3)
+ mn—Dn...2n—4) s
Ek+1)... (2n—Fk)
n—k+2)(n—k+3)...(2n — 2k + 2)

4 (=12 (n—lg""i”'i‘ 1) 12 ]+2(_1)n

+

U, = 2'n(

+ (—1p +

Dékaz nevykonime, ked%e je zdlhavy a pomerne
obtainy.

Priklad. Rieste ilohu o hostoch pre 5 manZelskych
parov. Riedenie: Podla teorémy 10

1.2.3.4.5.6.7.8.9 2.3.4.5.6.7.8

Us = 10( 6.7.8.9.10  5.6.7.8% +
3.4.5.6.7 4. 5 6 ..
T %56 )

= 10[12—-24 + 21 f10‘+—2-]—2 = 13.

Podla teorémy 9 iloha o hostoch ma

2.5!.U; = 2.120.13 = 3 120
rieSeni.
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Aj pri vypodéte ¢isel U, mozno s vyhodou pouiif reku-
rentny vzfah:

Teoréma 11 (A. Cayley 1878). Pre kaZdé prirodzené
éislo n > 3 plati :

Un = nl, + 2o 2 AU

n—2

priéom U, = —1, U, = 0.

Dékaz pre jeho komplikovanost opidf vynechdvame.

S pouzitim teorémy 11 Iahko méZeme postupne vypo-
titavat &isla U,, U,, U, ..., vychidzajic z hodndt
Uy=—1U,=0:

U,=3U2+iq¢i=l,

1
U4=4U,+4—U’2——4=2,
U,=5U.+5U’T+4=13,
U,=6U5+(3U“1——4=80,
U, = U, + 7U++4=‘579,
U, — 8U, + 3?:4738,
U, = U, + &’7&= 43 387, i
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lOUu h— 4
8

U, = 10U, + — 439 792
atd.

Zhriime ¢isla D, zname z ﬁlﬁhy o stretnutiach a &fsla
U, z tlohy o hostoch do tabulky:

nlo|1]2(3]4]5] 6 741 8 9 10

.

Da|1] o]1]|2]9)44]265]|1854 |14 833[133 496/1 334 961

Un.1]{-1]0]1|2]|18]| 80| 579 | 4738 43 387] 439 792

Cisla U, (pre n > 2) vyjadrujd podet silne normalizo-
vanych latinskych pravouholnikov typu 3 X n. Pomo-
cou &fsel D, a U, viak moZno vyjadrif aj poéet N(3, n)
vietkych normalizovanych latinskych pravouholnikov

typu 3 X n:

Teoréma 12 (J. Riordan 1944). Pre kaidé prirodzené
tslo n plati :

N(3,n) = [3] D.D,U. + (’l‘] D..,D.U,_, +
n n
+[2]D,._2D2U,._. ot [m] Du-nDnUs-sg;
kde m je najvilsie z celych &isel x, ktoré splﬁa,jd‘ vzlah
n
r < ? .
Poznémka. Cislo m sa nazyvh ,.celd &ast" éisla,%

a oznaduje sa symbolom [ —g] .
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Doékaz teorémy 12 zasa vynechame pre jeho obtai-
nost,

J. Riordan r. 1945—46 dokazal, %e pre velké n sa
N(3, n) priblizne rovna &islu (n!)?e3, kde e = 2,718. .. .
Tento vysledok zovseobecnili P. Erd6s a I. Kaplansky
r. 1946 a K. Yamamoto 1951 a ukizali, Ze podet
N{(m,n) normalizovanych latinskych pravouholnikov
typu m X n sa pribliZzne rovna &slu

(n)™"e"@,

tiZe podet L(m, n) vietkych latinskych pravouholnikov
typum X nnad mnoZinou {1, 2, ..., n} sa pribliZne rov-
né &fslu

(nl)™e™@),
ak m je ,,malé’ vzhladom na n; zhruba povedané, ak
m < |n.
Pre m = 2 dostavame vysledok, ktory sme u spomi-

nali v III. kapitole: éfslo N(2, n) = D, sa pribliZne rovna
nle™, teda L(2, n) sa priblizne rovné (n!)2e™.

Priklad. Urdete podet normalizovanych latinskych
pravouholnikov typu 3 x 7.

Riegenie:

N(3,7) — ((7)] D,DU, + [Z) DU, + [;] DD,U, +

3
+21.44.1.1 4 356.9.2.(—1) = 1073 760 .

+(7]D4D,,U1 =1.1854.1.579 4+ 7.265.0.13 -}
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Keby sme pouzili Riordanov odhad, dostali by sme
N(3,T) = (7!)%™® = 25 401 600.0,049 787 067 =
= 1264 671.

Pomerne velké odchylka od spravneho vysledku nepre-
kvapuje, kedze m = 3 nie je ,,malé‘’ v porovnani s n =

- ._—
= 7; dokonca neplati ani podmienka m, < Vn

Na zéklade doterajsich vysledkov z I.—IV. kapitoly
moézeme vypoditat hodnoty N(m,n) pre m <7, n <7,
ktoré sii uvedené v nasledujicej tabulke:

n |12 3| 4| 5 6 7
vaw [1fi|e] 1| s 1 1
N2, ) o T?|_9| 14 265 1854
N3, n) |o|o]2]24| s52| 21280 1073 760
N(4,n) [o|o]o|24]1344
N,m) [ofo] o] of1344]1128960
N6,n) |0]o|o| o] ofi 12896012198 207 600
N, |o|o|of o] o 0| 12 198 297 600

Napr. N(6, 6) sme vypoditali; pomocou (20) a (12)
takto:

!
N(6,6) = %i—R(G, 6) = 120R, = 120.9 408 = 1 128 960.
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Ak pouZijeme vztah (20) z teorémy 3, moéZeme z pred-
chidzajice] tabulky vypoéitat prislusné hodnoty R (m, n),
t. j. poéty redukovanych latinskych pravouholnikov
typu m x n. Takymto spdsobom mdéieme vypoéditat
hodnoty z nasledujuicej tabulky:

n 11231 4 b 6 7
R,n) |1frf1]1] 1 1 1
R2,n) [o|lr]1]3] 1 53 309
R(3, n) 0]0| 1] 4] 46 1 064 35 792
R(4,n) [o|o|o]4] 56
R(B, n) 01]0]0] 0] 56 9 408
R(6, n) 010J]O0]O 0 9 408 16 942 080
R(1,n) |o|oflo|o] o 0| 16942080

Cviédenia

12. Né4jdite vietky rieenia ilohy o hostoch pre n = § pri
pevnom rozsadeni muZov.

»

18. Vypoditajte &islo N(3, 8).

14, Zostiojre tabulku hodnét L(m,n) pre m < 6, n < 6,
[m, n] # (4, 6]. T,

15. Vypoditajto disla R(2, n) a R(3, n) pre n < 10.
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V. kapitola

GRECKO-LATINSKE STVORCE
alebo ,
AKO 86 OFICIEROV NESPLNILO ROZKAZ

Stalo sa to vraj niekedy v 18. storo&f. Na sldvnosti malo
nastipit 36 dostojnikov (vtedy ich este volali oficiermi)
povyberanych zo siestich plukov, a to tak, aby z kazdého
pluku bolo vybranych 6 oficierov réznych hodnosti
(v dnesnej terminoldgii by to bol plukovnik, podplukov-
nfk, major, nadporuéik, porudik a podporuéfk). Oficieri
mali utvorit §tvorec zloZeny zo 6 radov po 6 oficieroch,
a to tak, aby v kaZdom rade i zidstupe (matematik by
povedal: v kazdom riadku a stlpci) bolo po 1 oficierovi
'z kaZzdého pluku i z kaZdej hodnosti. Oficieri vdak ne-
splnili rozkaz — jednoducho sa im nepodarilo vymysliet
sp6sob nastupu.

General, ktory slavnost organizoval, sa nahneval a zo
slavnosti odvolal vietkych oficierov &iesteho pluku
a vietkych podporudikov. Potom uZ oficieri vedeli
nastipit predpisanym spésobom. Ak oznaéime plukov-
nikov pismenom e, podplukovnfkov — b, majoroyv — ¢,
nadporuéikov — d, porudikov — e a pluky ozgaéime
gréckymi pismenami a, g, ¥, 6, ¢, ndstupovy tvarzgyzeral
takto:

(37) ax b cy dd ee T
' be ca df ey ad
¢ de ex aff by
dy e ae ba cf

lef ay b3 cc da

53



(Symbol be znaéf podplukovnika z 5. pluku, ca majora
z 1. pluku a pod.) Generél bol tento raz spokojny. Nebol
viak spokojny jeden z najgeniilnejsich matematikov,
L. Euler, ktory sa okolo r. 1779 zagal #lohou o 36
oficieroch zaoberat a dospel k nazoru, Ze je neriesitelna;
toto sa viak podarilo dokazat a% r. 1900 G. Tarrymu.

Citatel, ktory si predital prvé dve kapitoly tejto
knihy, sa zaiste nebude éudovat tomu, Ze tento dtvar
sa nazyva grécko-latinsky Stvorec (vyskytuji sa v nom
grécke i latinské pismend) rddu 5 (ma 5 riadkov a 5
stlpcov). Nebude sa dudovat ani tomu, Ze sme okraje
§tvorca oznadili hranatymi zadtvorkami. Ide znovu o ma-
ticu; jej élenmi st v tomto pripade dvojice pismen (jedno
latinské a jedno grécke). Namiesto matice (37) by sme
v8ak mohli napisat aj dve matice

(38) a b c d e a By 6 €
b ¢c d e «a e a fy O
¢c d e a b 0 ¢ a f v
d e a b ¢ y 6 ¢ a f
e a b ¢ d I8 9y 6 ¢ a

ktoré st latinskymi Stvorcami (hoci éleny druhého su
oznatené gréckymi pismenami), a to takymi, Ze na
zodpovedajiicich si miestach oboch matic sa postupne
vystriedaji vietky dvojice zloZené. z jedného z latin-
skych pismen a, b, ¢, d, ¢ a z jedného z gréckych pismen
a, B, v, 6, €. (Takéto dva latinské Stvorce budeme nazy-
vat ortogondlne.) T

Situacia by sa v8ak podstatne nezmenila, keby sme aj
v druhom Stvorci pouzili latinské pismend a, b, ¢, d, e
alebo keby sme na oznadenie &lenov v obidvoth latin-
skych Stvorcoch pouzili &fslice, ako to obydajne budeme
robit. )
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Vidime, Ze pojem grécko-latinského stvorca moéZeme
previest na pojem dvoch ortogonalnych latinskych
stvorcov, ktory si teraz budeme presne definovat:

Latinské stvorce 4 a B radu n nazyvame ortogondine,
ak n? usporiadanych dvojic' [A(¢, §), B(i, )], kde s,
j€{l, 2, ..., n}, je navzijom réznych (takZie si to
vietky usporiadané dvojice [a, b], kde a e M4, b e My,
pritom M, a Mp st mnoZiny, nad ktorymi si dané
latinské &tvorce A a B). '

Ako sme videli, moZno predpokladat, Ze obidva la-
tinské Stvorce sii nad tou istou mnozZinou. Napr. latinské
Stvorce (38) po zmene oznatenia mdZeme uvaZovaf nad
mnoZinou {1, 2, 3, 4, 5} a zapfsaf takto:

(39) T1 2 3 4 5 1 2 3 45
e 2 345 1| _|51 2 3 4
3 45 1 2 4 51 2 3
4 561 2 3 3 45 1 2
5 1 2 3 4 2 3 4 65 1

Citatel, ktory si pozorne prezrie ortogonilne latinské
Stvorce (39), Iahko ndjde pravidlo, pomocou ktorého
sme ich zostavili a zisti, Ze tento ,,trik*“ moZno pou%it
pri lubovolnom neparnom rade:

Teoréma 13 (L. Euler 1782). Pre kadé nepdmpe pri-
rodzené &islo n existujih dva ortogondlne latinské Stvorce
rddu n.

Doékaz vykoname tak, %e dva ortogondlne latinské
Stvorce 4, a 4, priamo zostrojime tym, Ze definujeme
ich &leny v i-tom riadku a j-tom stlpei (1,7 €{1, 2, . . ., n}):

o i—l—j—l,&k’lf'{-?"—l Sn’
Al("o?)—{i+j_-1—n,aki+j—1,>'ﬂu
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.o fi—j+1l,aki—j+1>0,
Az(@.7)—{,;_?'+1+n,aki_.j+ISO.

Postupne sa Iahko presveddime, ze plati:

1. Vietky &leny A, (1, j) aj A,(%, §) st celé &fsla.
2. Pre kazdé ¢, je{l, 2, ..., n} mdme 1 < A,(¢,§) <=,
1 < A,¢,9) <n.
3.4, a A, st latinské Stvorce.
4. Latinské stvorce 4, a 4, st ortogondlne.

Odportdama &itatelovi, aby si podrobne vykonal tieto
tyri body dékazu.

Podstatne taZsia je otdzka, &i plati obdobné teoréma
pre pirne rady. Experimentalne zistime lahko len to, Ze
neexistuji dva ortogonalne latinské Stvorce ridu 2, ale
existujd pre rad 4, napr. tieto:

(40) 1 2 3 4 1
2 4 3 3
3 1 2 4
4 2 1 2

Ako sme uZ povedali, dva ortogonalne latinské stvorce
ridu 6 neexistuji, ale dokaz tohto tvrdenia je obfaZny.
Euler sam dokézal, Ze existuji dva ortogonélne latinské
tvorce TubovoIného ridu 4k (kde k je prirodzené &islo)
a vyslovil hypotézu, Ze neexistuji dva ortogonalne la-
tinské Stvorce Ziadneho rddu 4k — 2 (kde %k je opét
prirodzené &islo). Ako vieme, hypotéza plati pre £ = 1
ak = 2. R. 1958 viak R. C. Bose a 8. S. Shrikhande
zostrojili dva ortogonilne latinské S&tvorce _radu 22
a o rok neskér E. T. Parker zostrojil ortogonalne la-
tinské &tvorce rddu 10, &¢im bola Eulerova hypotéza
vyvritend pre k = 6 a % = 3. Dnes uz vieme, Ze tato

U )
Ll ]
[T R
O = DD
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hypotéza neplati pre Ziadne k > 2 a spoloénym tsilim
mnohych matematikov sa podarilo prist k nasledujiicemu
vysledku, ktorému by sa asi Euler velmi zadudoval:

Teoréma 14 (R. C. Bose, S. S. Shrikhande, E. T.
Parker 1960) Dva ortogondlne latinské Stvorce rddu n
existuji prdve vtedy, kedn # 2an # 6. '

Dékaz tu nemédZeme uviest pre ]eho velki obtaz-
nost.

Ako sme spominali v I. kapitole, latinské §tvorce nam
umoziuji robif experimenty, pri ktorych si polno-
hospodarske pozemky usporiadané vo dvoch smeroch
a do dvahy sa berie efte daldia skutodnost — znak
(napr. druh péenice alebo druh hnojenia). MéZeme vsak
robif aj pokusy, ktoré nemaji nié¢ spoloéného s geo-
metrickymi &tvorcami, pri ktorych sa dany siibor (napr.
kravy, pri ktorych zisfujeme dojivost) triedi sidasne
podla troch znakov (napr. stida, do ktorych si kravy
rozdelené, obdobia, v ktorych sa experimenty robia
a druh krmiva, ktoré kravy dostdvaji). Podobne mé-
Zeme vyuZit aj grécko-latinské Stvorce pri polnohospo-
darskych pokusoch na &tvorcovych parcelach, prifom
skimame stdasne dva dalie znaky (napr. odrodu rastli-
ny i druh hnojenia) alebo pri pokusoch bez nagbrnej
geometricke] interpreticie, kde dany sibor (napkiklad
ziakov skdmanych so zretefom na Studijné vysledky)
triedime stidasne podla &tyroch znakov (napr. obdobie,
trieda a r6zne metodiky vyuéovama jazykov v dvoch
jazykoch). Vznikd otdzka, & moZno polet znakov
takymto sp6sobom este zvisiovat. Odpoved je vo vie-
obecnosti kladné, ak pri katdom znaku rozdelime sibor
na rovnaky a vhodne zvoleny potet skupin (napr. 5,
ked je mozné skiimat stibor aZ podla 6 znakov). K tomu
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viak potrebujeme pojem navzajom ortogondlnych la-
tinskych &tvorcov.

Nech je k prirodzené é&fslo. Hovorime, Ze latinské
Stvorce A,, 4,, ..., A, 84 navzdjom ortogondlne, ak pre
TubovoIné také prirodzené ¢&isla p, ¢, 7e 1 < p < g < n
plati: latinské Stvorce 4, a A, si ortogonalne. Napr.
latinské Stvorce

(41) A, =fl2345] A, =7123457
23451 34512

34512 51234

45123 23451

[ 5123 4] 451 2 3]

Ay =[12345] A, =[12345]
45123 51234

23451 45123

51234 34512

(3451 2] 23451]

radu 5 sti navzdjom ortogonalne, ako sa &itatel Iuhko
presveddi. Ked chceme, mdZeme ich napisat aj vo forme
jedinej matice

1111 2222 3333 4444 5555
2345 3451 4512 5123 1234
3524 4135 5241 1352 2413
4263 5314 1425 2531 3142
5432 1543 2154 3215 -4321

Z teorémy 14 vieme, Ze pre kazdé prirodzené &islo n
rézne od 2 a od 6 existuji asponi dva ortogondlpe latin-
ské Stvorce. V poslednom ¢&ase sa vela tsilia venovalo
urdeniu maximéalneho podtu N(n) navzdjom ortogonal-
nych latinskych §tvorcov radu n. Z teorémy 14 vieme, Ze
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N(2)=N(@6)=1a N(n) >2pren # 2, n # 6. Z exis-
tencie navzajom ortogonalnych latinskych &tvorcov (41)
vyplyva, Ze N(5) > 4. V skutoénosti plati N(5) = 4, ¢o
vyplyva z nasledujiceho vyslédku:

Teoréma 156. Pre kadé prirodzené &islo o > 1 platt
N(n) < n— 1, t. j. neewistuje viac nef p — 1 navadjom
ortogondlnych latinskyjch $tvorcov radu n.

Poznamka. Teoréma neplati pre » = 1, lebo Iubo-
volné dva latinské §tvorce radu 1 sd ortogonalne, takze
modzZeme utvorit lubovolne mnoho navzdjom ortogonal-
nych latinskych stvorcov rddu 1. Tidto skutodnost mé-
Zeme symbolicky vyjadrit takto: N(1) = oo (8itaj:
hodnota N(1) je nekoned&n4).

Doékaz teorémy 15. Predpokladajme, Ze je dané pri-
rodzené &islo k a navzdjom ortogonalne latinské stvorce
A, A, ..., Ay rddun > 1. Treba dokdzat, Zze k < n —

Najprv dané latinské Stvorce ,,normalizujeme’’. Ak
se{l,2, ..., k), nahradme v latinskom §tvorci A, vietky
¢leny, ktoré sa rovnaji élenu A4,(1, 1), ¢islom 1, vietky
fleny rovnajlice sa élenu A,(1, 2) d&islom 2, atd. aZ
vietky ¢&leny rovnajice sa &lenu A,(1,n) nahradime
¢islom n. Tym vznikne z kaZdého 4, normalizovany la-
tinsky Stvorec radu n, ktory oznadime znakom B, (pre
§ =12 ...,n) .

Latinské stvorce B,, B,, ..., B si navzajom ortogo-
nalne. Keby totiZ dva z nich, povedzme B, a B; (1 <
< s <t < k) neboli ortogonalne; vznikli by z élenov na
dvoch réznych odpovedajiicich si miestach v B, a B,
dve rovnaké usporiadané dvojice, t.j. [B,(4, §), Bi(s, §)] =
= [By(I, J), Bi(1, J)] pre nejaké ¢, 4, I, J {1, 2, ..., n},
pridom [4, j] # [I, J). V tom pripade by v8ak aj v pd-
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vodnych latinskych &tvorcoch [A,(, §), A3, j)] a
[4,, J), AuI, J)] boli rovnaké usporiadané dvojioe,
t. j. 4, a A; by neboli ortogonalne, &o je spor s predpo-
kladom.

B,, B,, ..., B si teda normalizované navzajom orto-
gonalne latinské stvorce. KedZe n > 1, existuju v tychto
latinskych &tvorcoch druhé riadky a v nich prvé é&leny
By(2, 1), By(2,1), ..., Bi(2,1). Tieto ¢leny st rézne od 1,
lebo ¢slo 1 je nad nimi (s to normalizované latinské
&tvorce!). Dalej tieto &leny si navzéjom rozne, pretoze,
vzhladom na ortogonilnost a normalizovanost, rovnost
odpovedajicich si &lenov moéZe nastat len v prvom
riadku. Zistili sme teda, Ze &leny B,(2, 1), By(2, 1), ...,
Bi(2, 1) st navzijom rdézne a kaidy z nich sa rovnd
niektorému z é&isel 2, 3, . .., n. KedZe tychto &isel je len
n — 1, musf byt & < n — 1, &0 sme mali dokazat.

Moéieme sa opytaf, pre ktoré n sa dosahuje horny
odhad z teorémy 15, t. j. kedy plati N(n) =n — 1?
(Vtedy hovorime, Ze prisluiné navzijom ortogonélne
latinské Stvorce tvoria kompletni sidstavu.) Lahko zisti-
me, e to plati pre n = 2, 3, 4 a 5. Overme si to:

Zrejme N(2) = 1. Teoréma 13 ndm poskytuje dva
ortogonalne latinské stvorce radu 3, napr.

(42) A, =[1 2 31 Ad,=[1 2 3
[231] [3,12
3 1 2 2 3 1

takZe N(3) = 2. Lahko zostrojime 3 navzijom ortogo-
nalne latinské Stvorce radu 4, napr. takto:

(43) 4, =11 2 3 49 4, =l
2143 3
3412 4
4321 2
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teda N(4) = 3. Rovnost N(5) = 4 vyplyva z toho, %e
latinské Stvorce (41) sii navziajom ortogonalne.

Rovnost N(n) = n— 1 vSak neplati vieobecne. U%
vieme, #e neplati pre » = 6 (lebo N(6) = 1). Je doka-
zané, Ze neplati{ v mnohych pripadoch, napr. pre n = 6,
14, 21, 22, 30, 33, 38, 42, 46, 54, 57, 62, 66, 69, 70, 77,
78, 86, 93, 94, . . Je dale] velks skupma hodnét n, okto-
rych nie je dosial rozhodnuté, & rovnost Nin) = n — 1
pla.ti alebo nie. St to napr. hodnoty'n = 10, 12, 15,

,» 20, 24, 26, 28, 34, 35, 36, 39, 40, 44, 45, 48, 50, 51,
52, 55, 56, 58, 60, 63, 65, 68, 72, 74, 15, 76, 80, 82, 84,
85, 87, 88, 90, 91, 92, 95, 96, 98, 99, 100, . ..

Uvedme, ¢o je zname o N(n) pre n < 30 (ak nie je
zndma presnid hodnota, uvadzame cely interval moz-
nosti):

n |123456789 10 11 12 13 14
Nn)|wl123416782a29 10 6azll 12 2a%10

n 15 1617 18 19 20 21 22
N(n)[3a%14 16 16 2a% 17 18 3az 10 4a% 17 2a% 18

n |23 24 25 26 27 28 29 30
N(n)| 22 3a%23 24 2a%25 26 3 a2 27 28 2 aZ 26

Ako vidno, ostdva eSte vela otvorenych otdzolg, po-
kial ide o &sla N (n). V poslednych rokoch bolo™viak
v tomto smere dosiahnutych vela giastkovych vysledkov.
Uvedme z nich najdélezitejsie:

Z teorémy 14 vyplyva, Ze ak n > 17, tak N(n) > 2.
Dalej plati:

1, Ak n > 43, tak N(n) > 3 (C. C. Shih 1965, R. M.
Wilson 1974).
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Ak n > 53, tak N(n) > 4 (R. Guérin 1966).

. Ak n > 63, tak N(n) > 5 (H. Hanani 1970).

. Ak n > 91, tak N(n) > 6 (R. M. Wilson 1974).

. Existuje také prirodzené &fslo k, Ze pre véetky n > k

17
plat{f N(n) > |/n (R. M. Wilson 1974).

6. Ak n = 4k 4 1 alebon = 4k + 2 (kde k je prirodzené
dislo) a ak sa n nedd napisaf v tvare n = a? + b2, kde
a, b si celé &fsla, tak N(n) #n — 1. (R. H. Bruck
a H. J. Ryser 1949).

4
7.Ak N(n) #n—1, = # 1, tak N(n) < n—l—v2n

(R. H. Bruck 1963).

8. Ak n = p3¢P... r* je kanonicky rozklad prirodzeného
¢isla n > 1 na prvodisla, tak N(n) = min {p=, ¢4, ...,
r7} — 1 (H. F. MacNeish 1922).

Délezity je najmé posledny vysledok, ktory (ak berie-
me do dvahy teorému 15) je zovieobecnenim nasledu-
juiceho tvrdenia: Ak je n prirodzenou mocninou prvo-
&fsla, tak N (n) =n—1 (a teda existuje kompletna
sistava navzijom ortogondlnych latinskych Stvorcov
radu n).

Velkl pozornost matematikov budi najméd najmensi
otvoreny pripad n = 10. Je moZné, Ze existuje 9 navza-
jom ortogonalnych latinskych §tvorcov radu 10. Zatial
sa viak nikomu nepodarilo najst ani tri, hoeci pri vysku-
me boli pouZité i samodinné podftace.

Cvidenia

16. Mo%no usporiadat do 4 radov po 4 kartdch-esd, krélov,
horniky a dolniky zo vietkych 4 farieb (8ervene, zelons, i}lude,
gule) tak, aby v kazdom vodorovnom i zvislom rade bolo po
jednej karte z ka¥dej hodnoty i z ka%dej farby ?
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17. Néjdite vSetky normalizované latinské Stvorce ortogo-
nélne k latinskému &tvorcu a) (8); b) (9); ¢) (10); d) (11).

18, Pokuste sa zovieobecnit konstrukeiu latinskych &tvor-
cov (41) a tym dokdzat: pre kazd¥ prvoéislo n existuje n — 1
(teda kompletné sdstava) navzéjom ortogonélnych latinskych
8tvorcov réddu n.
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VI. kapitola

ROOMOVSKE STVORCE
alebo
HRAME BRIDZ

Vritme sa teraz na zadiatok knihy a poloZme si tilohu
vyplnit prizdnu tabulku (1) z I. kapitoly &fslami 1, 2, 3,
4,5, 6,7 a 8 tak, aby sa v katdom riadku i stlpeci tabulky
vyskytovalo kazdé z &isel 1, 2, ..., 8, a to prive raz.
Na prvy pohlad by sa zdalo, e uloha je neriesitelna,
lebo tabulka (1) ma len 7.7 = 49 stvoréekov. No iloha
sa predsa len di vyriedit, ak pripustime, aby v niekto-
rych dtvordekoch boli napisané dve &fsla:

(44)
6| 27| 1]4]|58]3

v,

48| 5| 213|176
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Toto riesenie sme dostali z latinského Stvorca (3) tym, Ze
sme do niektorych stvordekov zapisali eSte dalsie ¢islo 8.

Ak dovolime aj to, aby niektoré stvordeky boli prazd-
ne, mézeme sa zaobist bez Stvoréekov vyplnenych jedi-
nym &fslom:

(45)
81]56[24 3,7
8267|356 4,1
8317146 5,2
6.3 841,257
7,4 8523|611
7,2 1,5 8,634
4513 2,6 8,7

Je zrejmé, ze tabulku (45) moéZeme povaZovaf za
Stvorcovi maticu radu 7, v ktorej kazdy ¢len je bud
prdzdna mnoZina (t.j. mnoZina, ktord nema i'gaden
prvok) alebo 2-prvkovd mnoZina (t.J. mnoZina, ktord
mé prave dva prvky). Ak urobime zjednotenie &lenov
(teda prislusnych mnoZin) z Iubovolného riadku alebo
Btlpca matice (45), dostaneme vidy mnoZinu {1, 2, 3,

, 8.

Matlca (45) ma vsak edte dalsiu' zaujimavi vlastnost:
Uvazujme, kolko dvojic réznych prvkov (teda 2-prvko-
vych mnozin) mozno utvorit z prvkov 1, 2, 3, ..., 8. Ako
vieme z II1. kapitoly, takychto dvojic je
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8y 8.7
(2): 12~ 2%

‘Ak dobre preskimame maticu (45), zistime, Ze kaZdd
z tychto 28 dvojic sa tu vyskytuje prive raz. Napr.
dvojica {2, 5}, alebo, &o je to isté, {5, 2}, sa vyskytuje
v 3. riadku a 7. stipei a inde sa uZ nevyskytuje.

Zdalo by sa, Ze utvary podobného druhu ako je matica
(45) nemézu mat vazne aplikicie a hodia sa azda len na
rozptylenie znudenych matematikov. Skutoénost je
véak trochu ind, o dom svedéi uz i fakt, Ze roomovské
(vyslov ,,rdmovské‘‘) &tvorce (lebo tak sa tieto matice
nazyvaji) boli objavené ai dvakrit, vidy v sivislosti
s témou vzdialenou od Studia latinskych Stvorcov. Svoje
meno dostali podla austrilskeho matematika T. G.
Rooma, ktory k nim dospel r. 1955 pri §tddiu istého
problému z algebraickej geometrie. No nebol to prvy
objav roomovskych Stvorcov, lebo ich fakticky studovali
uZ r. 1897 v sdvislosti s organiziciou turnajov v karto-
vej hre zvanej ,,bridz* (z anglického slova , bridge”“ =
= most). Prv nez si o tom pohovorime podrobnejsie, po-
vedzme si definiciu roomovského Stvorca.

Nech je dané prirodzené &islo k a mnozZina M, ktora
m4 prave 2k prvkov. Oznaéme znakom P(M) mnoZinu
vietkych podmnozin mnoZiny M. Reomovskyjm $tvorcom
rdadu 2k — 1 nad M nazyvame §tvorcovi maticu A ridu
2k — 1 nad mnozinou P(M), o ktorej plati:

1. Kazdy é&len matice A je bud prizdnou mnoZinou
alebo 2-prvkovou podmnoZinou mnoziny M. ,

2. Pre lubovolIny riadok (i stipec) matice 4° plati: zjedno-
tenfm vSetkych ¢lenov z tohto riadku (resp, stipca) je
mnoZina M. _—

3. Kazda 2-prvkova podmnoZina mnozZiny M sa vysky-
tuje prave raz ako &len matice A.
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V tejto definicii sme pouZili frazu, Ze matica 4 je nad
mnoZinou P(M). To znamena, Ze &lenmi matice A su
podmnoZiny mnoZiny M (a nie samotné prvky mnoziny
M, ako to bolo pri latinskych stvorcoch). Pre zjednodu-
Senie zapisu roomovskych §tvorcov pri 2-prvkovych
mnozindch {r, y} niekedv vynechivame zitvorky {}.
Okolnost, ze urdity &len roomovského Stvorca je prazdna
mnozina #. moZno naznadit & tak (ako sme to robili
dosial), Zze prlslusné miesto v §tvorci ponechime prazdne.
Tieto dohody st vyhodné najmi vtedy, ked roomovsky
Stvorec nezapisujeme tak, ako sme zapisovali matice
(napr. v hranatych zitvorkich), ale ked nakreslime
Stvorec aj so vetkymi Stvordekmi.

Lahko si overime, %e matica (45) spliia pri k = 4
aM ={l1,2, ..., 8} vietky podmienky uvedenej defini-
cie, teda je roomovskym Stvorcom radu 7 nad mnoZinou
{1,2,3, 4,5, 6,17, 8}

Volne mozno povedat, Ze roomovsky §tvorec rddu 2k — 1
je 8tvorcovi schéma zloZena z 2k — 1 riadkov a 2k — 1
stlpcov vyplnena pomocou 2k danych prvkov, a to tak,
aby ka%dé miesto schémy bolo bud prazdne, alebo obsa-
dené dvoma prvkami, pritom kazdy riadok i stlpee
obsahuje vietkych 2k prvkov a kaZda dvojica danych 2k
prvkov sa v schéme vyskytuje priave raz.

Poznamenejme, Ze niektori autori roomovsky §tvorec
ridu 2k — 1 nazyvaji i roomovskym Stvorcomi rddu
2k (podla podtu pouZitych prvkov namiesto podtu riad-
kov a stlpcov). Napr. (45) je v tomto zmysle niclen
roomovskym Stvorcom radu 7, ale i ridu 8.

Teoréma 16. Nech je A roomovsky Stvorec radu 2k — 1
nad mnofinou M. Potom pre kady riadok (resp. stipec)
R matice A plasi :
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4. Katdy prvok mnofiny M sa vyskytuje prdve v jednom
&lene riadku (resp. stlpca) R.

5. Riadok (resp. stlpec) R obsahuje k dvojic a k — 1 dal-
Sich Elenov, ktorymi si prdzdne mnofiny.

Do6kaz urobime len pre riadky (pre stipce je obdobny).

Z 2. podmienky definicie roomovského §tvorca vyply-
va, Ze kaidy prvok mnoZiny M sa vyskytuje v kazdom
riadku matice A aspon raz. KedZe mnozina M mé 2k
prvkov, musi kaZdy riadok obsahovaf aspon k dvojic.
Keby niektory riadok obsahoval viac nez k dvojic, bol
by celkovy podet dvojic (v 2k — 1 riadkoch roomovské-
ho &tvorca) valsi nez k(2k — 1). To v8ak nie je moZné,
pretoZe z 2k-prvkovej mnoZiny sa da utvorif len

2k)  2k.(2k—1) .
[2]——T'——"‘2’° b

dvojic. Preto kaidy riadok musi obsahovat presne k
dvojic. KedZe v kazdom riadku musia byt, ako uZ vieme,
zastupené vietky prvky mnoZiny M, méze sa tam kazdy
vyskytovat len raz. Dalej viene, Ze v riadku je presne k
dvojic. Zvysujicich ' '

2% —1)—k=k—1

¢lenov sa preto musf rovnaf prizdnej mnoZine.

Ake -vraitme sa k bridZu. V tejto hre, ktord svojou
‘intelektudinou troviiou a bohatstvom kombindcii byva
porovnavani se Sachom, hraji 4 hraéi rozsadenf okolo
stola a kaZdy z nich dostane pri rozdani k8 kariet. Hra&i
sa oznadujii pomocou svetovych strin: N (z anglického
north = sever), E (east = vychod), S (south = juh)
a W (west = zdpad). Hraéi sediaci oproti sdbe. (napr.
N—S) tvoria tzv. linku:a spolupracujii oproti drubej
linke (E—W), t. j. ide vlastne o zdpas dvoch dvojic.
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Na tomto mieste nemame moznost vykladat pravidla
tejto zaujimavej hry; obmedzime sa vsak na konstato-
vanie, Ze v tejto tradi¢nej spolotenskej forme vysledok
hry je znaéne ovplyvneny rozdanim kariet. Pravé hod-
noty bridZu sa zretelne uplatma. az v sdtaznom brid#i,
pri ktorom sa eliminuji vyhody, ktoré ziskaji hradi
rozdanim kariet, takZe tam ,,dobré‘ karty uZ prestivaji
byﬁ vyhodou.

Spomeiime len jednu formu sﬁﬁainého bridzu, a to
sﬁﬁai dvojic. Predstavme si napr., Ze do sifaZe sa pri-
hlésilo 8 dvojic (t. j. 16 hradov). Usporiadatel - méZe
zorganizovat sifaZ nasledujicim spésobom: Pre hru
pripravi 7 stolov; na kazdy st6l poloZi katulu so 4 prie-
hradkami oznadenymi N, E, S a W po 13 kartach.
Kazda skatula obsahuje pevné rozdanie kariet, ktoré sa
po kazdej hre obnovf a ostdva na tomto stole; naproti
tomu dvojice hratov postupne vystriedaji vietky stoly
(a2 teda vsetky rozdania). Dvojiciam sa Zrebom pridelia
¢isla 1, 2, ..., 8 a-turnaj sa moéZe hrat na ziklade roo-
movského Stvorca (45), v ktorom riadky oznaduji kols
a stipce oznaduji stoly (rozdama) Napr. v prvom kole sa
stretni _dvojice 8—1 pri prvom stole, 5—6 pri druhom,
2—4 pri trefom a 3—7 pri piatom; Stvrty, Siesty a snedmy
stol ostanti prazdne. Dvojice hradov, ktorych ¢&slo je
uvedené na prvom mieste v Stvordeku (v prvom kole
8, 5, 2 a 3) obsadia linku N—S, druhé dvojice obsadia
linku E—W. Po skondenf celého turnaja sa porovnaji
vysledky, ktoré dosiahli dvojice hradov s tym istym roz-
danim (napr. na prvom stole dvojice linky N—S, t;j.
‘8, 6, 7 a 4). Za najhorsf vysledok na stole sa neude]i
ziaden bod, za lepsie vysledky vZdy o 2 body viac (teda
najlepsia dvojica na prvom stole na linke N—S dostane
6 bodov a na linke E—W taktieZ 6 bodov). Body ziskané
tou-ktorou dvojicou na jednotlivych stoloch sa stituji
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a vifazom turnaja sa stiva dvojica hridov s najvyssim
podtom bodov. '

Pokisme sa preloZif do ,,bridiového jazyka‘* vlast-
nosti 1—5 z definicie roomovského Stvorca a z teorémy
16. Roomovsky stvorec rddu 2k — 1 zodpoveda bridzo-
vému turnaju 2k dvojic, ktory sa hra na 2k — 1 stoloch
a sklada sa z 2k — 1 kdl, pridom plati:

L. Cely turnaj sa skladi zo zipasov vidy dvoch dvojic.

2. LubovoInd dvojica hrd v kazdom kole (resp. na kaz-
dom stole) aspon raz.

3. LubovoIné dve dvojice hrifov sa stretni v turnaji
prive raz.

4. Dubovolna dvojica hri v kazdom kole (resp. na kaz-
dom stole) prave raz.

6.V kazdom kole sa hra prave na k stoloch (resp. na
kaZdom stole sa hra prave v k kolach).

Uvedené vlastnosti sa ukazuju ako velmi vhodné pre
organizovanie bridZovych turnajov. Vznika otdzka, pri
akom podte dvojic hridov moino takymto spdsobom
zorganizovat bridZzovy turnaj. Inymi slovami, pre ktoré
prirodzené &isla k existuje aspoii jeden roomovsky Stvo-
rec radu 2k — 1. Tuto otazku sa podarilo vyriedif az
pomerne nedavno:

Teoréma 17 (W.D. Wallis 1973). Nech je k prirodzené
&islo. Roomovsky dtvorec rddu 2k — 1 existuje prdve viedy,
ked k +2alk # 3.

’

Doékaz pre jeho komplikovanost vynechavame.

Z teorémy 17 vyplyva, Ze pre kaidy parny podet 2k
dvojic hratov vidsi nez 6 moino zorganizovat, bridzovy
turnaj pomocou roomovského Stvorca ridu 2k — 1.
Pri neparnom poéte 2k — 1 dvojic (kde k£ > 4) mo#ne
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poutiit taktiez roomovsky Stvorec radu 2k — 1 s tym, Ze
sa vynechaji dvojice, v ktorych sa vyskytuje pevne zvo-
leny prvok (napr. 2k). Polet stolov a kél:(2k — 1) ostane
nezmeneny. Malé zmeny nastant vo vlastnostiach 2, 4
a 5. Napr. v kaZdom kole bude mat jedna dvojica ,,vol-
no‘ a pri kazdom stole (rozdanf) sa vystriedaji vSetky
dvojice hri¢ov okrem jednej.

Cvigenia
19. N4jdite aspoli jeden roomovsky &tvoree radu 9 (t. j.

zostavte hraci pldn pre bridZovy turnaj 10 dvojic — oznadte
ich0,1,2,...,9).

20. Dokédzte, Ze neexistuje roomovsky &tvorec rédu 3.
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VYSLEDKY, CVICENI

1l.8) 1. b) 0. ¢c) 2.
2. Stadi v schéme (5) definovat (pre ¢, j€(l, 2, ..., n}):
.. it +i—1l,akt +j5—1<n;
46, 7) “{i +f—1—mnaki+j—1>n.
Pre n = 5 dostdvame latinsky Stvorec (4)-

8. L, = 6!5! R, = 720.120.9 408 = 812 851 200.

4. 8) 2. b) 4.

.1 2 3 4 5 6
2 1 4 3 6 5
3 45 6 1 2
4 3 6 5 21

6. Oznatme znakom V’(l) poéet vyskytov prvku p,
v prvych r riadkoch a poslednych n — s stipcoch latinského
&tvorca B rddu n, ktory vznikol roziirenim danej magice 4.
Oznadme dalej znakom V’(1) potet vyskytov prvku p;, v po-
slednych n — r riadkoch a prvych s stipcoch v B. Zrejme
V) + V') + V()<n, V(1) + V(1) =r, V(1) + V(1) =
= & odkisl V(1) = (V(1) + V(1)) + (V(1) + V*(1) —
— (V) + V(1) + V(1) =7 + 8—n.

7. Hladany poget je D,, = N(2, 20) = 20!E =
= 2 432 902 008 176 640 000.0,367 879 441 171 442 321 60 =
= 895 014 631 192 902 120,965, takZe '
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Dy = 895 014 631 192 902 121. Teda na zostavenie 20 »0O-
manielskych'‘ pdrov je skoro trilién moZnosti.

8. Pravdepodobnost sa pribliZne rovnd &islu a) E =
= 0,367879...; b)E; ¢) iE; d) 3E; e)1 — §E. V percen-
téch je to priblizne a) 36,8 %; b) 36,8 9%; c) 18,4 %; d) 6,1 %;
e) 1,9 %. Pre dokaz stadi uvézit, e pravdepodobnost stretnu-
tia préve k z danych n pérov je D, y/n!, &o sa podla (34) rovnd

1[1_1+_1__l + +(_1)n—k—_)
Blor 10 T2r a T (n—k) )’
a to sa zasa pribliZne rovné &islu E/k! (ak » > 9). Teda vy-
sledok cvidenia by sa podstatne nezmenil, keby sme polet
20 manZelskych pérov nahradili lubovolnym inym po&tom
n > 9. Je prekvapujice, Ze napr. aj pri stotisic pdroch pravde-
podobnost, %e sa stretne viac manZelskych pérov neZ 3, je
mensia nez 2 9,.

9. Vysledky: a) 8! = 40 320. b) D, = 14 833. Dékazy: Ak
poutijeme algebraickd 8achovi notdciu, pri ktorej a, b, ..., h
st stipce Bachovnicea 1, 2, .. ., 8 81 jej rady (matematik by asi
povedal riadky), kaZdé rieSenie tlohy a) mo#no vyjadrit
v tvare matice

[ a b ¢ d e f g h ]
1 P Ps Py Ps Ps P1 DPe] »
kde [py, Ps: - - -5 Ps) je poradie prvkov 1, 2, .... 8, ktorych je
8! Ak aj stlpce oznadime 1, 2, ..., 8, kazdé rieSenie lohy b)
mozno vyjadrif v tvare normalizovaného latinského obdl#nika

typu 2 x 8: )
1 2 3 4 5 6 7 ‘8
Pr Py Ps Pa Ps Ps P1 DPsj-

Ich podet je N(2, 8) = D,. -
10. Pre kaidé prirodzené &islo n plati D, — D, , = (—1)».
Aby sme to dokézali, stadi poutif (34) a (30):
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D, —D,,=D,—nD,y =nDy, + (—1)*—aD,, =

= (—1)™.

11. Pre ka2dé prirodzené &fslo n pla.tx;

Doksze sa to zo vztahov (20) a (30).

R(2,n + 1) = nR(2,n) —

R(2, n) + (—1)*

n

12. Oznaé¢me muiov A4, B, C, D, E a ich manzelky (v danom
poradi) a, b, ¢, d, e. Ak mu#i sedia okolo stola v zdkladnom
poradi ABCDE (v smere hodinovych rudidiek), ich manzelky
méZu byt rozsadené Iubovolnym z nasledujtcich 13 poradi
(taktiez v smere hodinovych rudidiek), zadinajiac od miesta
medzi muimi 4 a B: caebd, cdeab, ceabd, cebad, daebe, daech,
deabe, deach, debac, eabed, edabe, edach, edbac.

8 8
18. N(3,8) = DD, U, + (1] D,D,U, + (2] DD, U, +

+ [g] D,D,U, + L:] D.DU, = 70 299 264 .
14.
n 12| 3] 4 5 6
L(1, n) 1| 2] 6| 24 120 720
L2, n) 0 | 2 | 12] 216 | 5280 190 800
L(3, n) o o ' 12 | 576 | 66240 15 321 600
L4, n) o o | 0| 67¢ | 161 280
L(5,n) 0 | 0 I 0| o | 161 280 812851 200
L(6, n) 0 | 0 | o| \0| o| 812851200
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186.

n 1|2]3]4] 5 6 7 8 9 10
R(2,n) [OJ1 1|3 ]11] 53 308 2119 16 687 148 329
R(3,n) [0]0|1]4|46]|1084]35792 (1673 792 |103 443808 [8154 999 232

16. Ano. Stadi poutit lubovolny grécko-latinsky &tvorec
rédu 4.

17. a) Latinské &tvorce 4, a A4, zo (43). b), ¢), d) Neexistuja
(dokonca ani nenormalizované!).

18. Definujme latinské &tvorce A4,, A,, ..., Ay, ..., 4,_,
rédu n tekto:

Ay(3,j) = ki + j — k (mod n),
A 6.4)el, 2, ..., n}

pre
t =1,2,...,n;
J=1L2 ...,n;
k=12, ..., n—1.

(Pren = 5an = 3 dostdvame latinské &tvorce (41) resp. (42)).

Poznamenajme, %e ak a, b sii celé &isla a n je prirodzené é&islo,
tak zdpis ¢ = b (mod n) (ditaj: a je kongruentné s b modulo n)
znamend, %e &isla @, b maju ten isty zvysok pri deleni &islom n.
Inymi slovami, @ = b 4+ mn pre nejaké celé &islo m.

Lahko sa zisti, Ze vietky Eleny v ka%dom riadku lubovolnej
z tychto matic 4, st navzdjom rozne. Z podmienky, %e n je
prvodislo, vyplyva, %e to isté plati aj pre stipce;tej. st to la-
tinské Stvorce, & %e tieto s navzdjom ortogondlne. Podrobny
d6kaz tu neuvddzame, lahko si ho veak doplni kazdy &itatel,
ktory ovldda zédklady teérie éisel (poditanie s kongruenciami),
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19. Napr.

L

01 | 4,5 39 | 2.7 6,8
79 | 02 | 58 | 41| 38 |
81 | 03| 67 52 | 4.9
9,2 | 0,4 | 7.8 63 | 5,1
6,2 1,3 | 05| 88 7,4
85 | 7.3 24 | 06| 9,1
9,6 | 8,4 35| 07| 1,2
1,7 | 95 46| 08| 23
3,4 28 | 1,8 577 0,9

20. Nech existuje roomovsky Stvorec rddu 3 nad mnoZinou
M. Bez ujmy na vieobecnosti méieme predpokladat, Ze
M = {1, 2, 3, 4}. Nech dvojica {1, 2} ea nachédza v i-tom riadku
a j-tom stlpei. V ¢-tom riadku musi byt eéite jedna dvojica, a to
{3, 4. V j-tom stipci musi byt takisto eite jedna dvojica, & to
{3, 4}. To je viak nemozné, lebo dvojica {3, 4} by bola v roo-
movskom stvorci dvakrét.

77






LITERATURA

[1] L. Comtet: Analyse combinatoire II, Presses Universitai-
res de France, Paris 1970.

[21J. Dénes, A. D. Keedwell: Latin squares and their
applications, Akadémiai Kiadé, Budapest 1974.

[3] M. Hall (M. Choll): Kombinatorika, Mir, Moskva 1970
(preklad z angliétiny).

[4] J. Kaucky: Kombinatorické identity, Veda, Bratislava
1975.

[5]J. H. van Lint: Combinatorial theory seminar Eindhoven
University of Technology, Springer, Berlin 1974.

[6] E. Netto: Lehrbuch der Combinatorik, Chelsea, New York
1927.

[71 D. Raghavarao: Constructions and combinatorial pro-
blems in design of experiments, Wiley, New York 1971.
[8]J. Riordan (D%. Riordan): Vwedenie v kombinatornyj

analiz, IL, Moskva 1963 (preklad z angliétiny).

[91 K. A. Rybnikov: Vvedenie v kombinatornyj ::analiz,
Tzdatelstvo Moskovskogo universiteta, Moskva 1972.
[10] H.J. Ryser (G. D%. Rajzer): Kombinatornaja matematika,

Mir, Moskva 1966 (preklad z angli¢tiny).
[11] T. Saldét a kolektiv: Mald encyklopédia matematiky,
Obzor, Bratislava 1967.

79






REGISTER

Bammel S. E. 14

Bose R. C. 56, 57

Bruck R. H. 62

Cayley A. 48

Comtet L. 77

éast celd Cisla 49

&islo kombinaéné 40

¢len matice 21

Dénes J. 4, 77

Erdés P. 50

Euler L. 14, 33, 36, 54, 55,
56, 67,

Evans T. 30

faktoridl 14

Frolov M. 14

Guérin R. 62

Hall M. 23, 24 29, 77

Hanani H. 62

Ka_plansky I. 47, 50

Kaucky J. 77

Keedwell A. D. 4, 77

kédovanie 9

koeficient binomicky 40

kombinécia 19, 40

Lint J. H. van 77

MacMahon P. A. 14

MacNeish H. F. 62
matica 20

— obdiznikové 21

— Stvorcova 21

Netto E. 77

obdlznik latinsky 19, 22
Parker E. T. 56, 57
poradie 23

-pravouholnik latinsky 20, 22

— — normalizovany 25
— — — silne 44

— — redukoveny 25
— —typul x n 23
—— —2 X n32

— — — 3 X n44
———m X n 22

r4ad latinského Stvoroa 8, 22
— matice 21
Raghavarao D. 77
riadok matice 22
Riordan J. 49, 50, 77
Room T. G. 66
Rothstein J. 14
Rybnikov K. A. 77
Ryser H. J. 28, 62, 77
Sade A. 14

81



Shih C. C. 61

Shrikhande 8. S. 56, 57

Steiner J. 19

st{pec matice 22

sistava kompletnéd ortogo-
nélnych latinskych Stvor-
cov 60

symbol D, 32

- dﬂ.k 40

— Dy 42

—e 39

—E 39

— L(m, n) 26

—L,11

—n!l4

In

—1|=149
H

— N(m, n) 25

— N(n) 68

— R(m, n) 25

— R,14

— U, 46

systém steinerovsky trojic
19

Salét T. 77

gtvorce latinské navzdjom
ortogondlne 58

82

— — ortogondlne (dva) 55

8tvorec grécko-latinsky 6,
54

— latinsky @, 8, 22

— — redukovany 12

-— roomovsky 66

tabulka hodnét D, 49

— — L(m, n) 74

— — N(m, n) 51

— — N(n) 61

— —R(2,n) 75 .

— — R(3,n) 75

— — R(m, n) 52

——R, 13,14

——U, 49

Tarry G. 54

Touchard J. 47

typ matice 20

dloha o hostoch 44

— — 36 oficieroch 54

— — stretnutiach 32

varidcia 27
Wallis W. D. 70
Wells M. B. 14

Weyrauch J, J. 37

‘Wilson R. M. 61, 62

Yamamoto K. 50



OBSAH

Predslov - - - - — - = — = — — — — - — = - - - 3
I. Latinské stvorce alebo
mala exkurzia do polnohospodédrstva — — - - - 5
II. Latinské pravouholniky alebo
o praSkoch na spanie - - - - - - - - - - - - 18
III. Latinské pravouholniky typu 2 x = alebo
ako nezasielaf listy- — - — - - - - - — — — - 32
IV. Latinské pravouholnfky typu 3 x n alebo
ako rozsadif host{ pri stole - - - - - - - — - 44
V. Grécko-latinské Stvorce alebo
ako 36 oficierov nesplnilo rozkaz - - - - - — - 53
VI. Roomovské Stvorce alebo
hrame bridz - - - - - = - = - - - — - — — — 64
Vysledky evideni - - - - - = - — — — — - — — - 73
Literatira - - - - — - — — — — - — - -~ — - — — 79

Register - - - - - - - - - - - _—————— - - 81






SKOLA MLADYCH MATEMATIKU

JURAJ BOSAK

Latinské
stvorce

Pro udéastniky matematické olympiddy
vyddvd UV matematické olympiédy

v nakladatelstvi Mladé fronta

Ridi akademik Josef Novik

K tisku pfipravil Vladimir DolezZal
Obélku navrhl Jifi Pfibramsky
Odpovédny redaktor Jifi Sixta
Technicky redaktor Vladimfr Vécha <
Publikace &islo 3718

Edice Skola mladych matematiki, .
svazek 38

Vytiskl MIR, novinéiské zdvody n. p.,
zdvod 1, Praha 1, Viclavské ndm. 15
3,20 AA. 3,54 VA. 88 stran

Naéklad 5.500 vytiski. Prvni vyddéni
Praha 1976. 508/21/82.5

23-111-76 03/2 Cena broz. vyt. Kés 6,—


















		webmaster@dml.cz
	2015-09-09T12:48:34+0200
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




