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PREDMLUVA

CtenaF jiz zajisté fesil n&které jednoduché rovnice, ne-
rovnosti, soustavy rovnic a pravdépodobné i soustavy ne-
rovnosti. Zna¢na &4st této knizky je v€novina Feleni tloh,
jejichz nedilnou souddsti je feSeni soustav tzv. linedrnich
nerovnosti (popfipadé€ rovnic), tj. soustav nerovnosti, Které
Ize zapsat ve tvaru

%, + % + ...+ Guuxn = by,
anX; + ¥, + ... + donXn = bg,

am%y + ameXe + ... + Amn¥Xn = bm,

kde x;, X, ..., Xn jSOu nezndmé a dy;, Qg ... Amn,
bys by, . .. b jsou dana Cislal). Jednim ze zakladnich teore-
tickych prostfedkd, které ndm umoZni dokizat fadu du-
lezitych tvrzeni, je v&ta o oddélitelnosti konvexnich mnoho-
sténu, jejiz obsah miZeme na tomto mist& ¢tenafi pFibliZit
pouze tim, fekneme-li, Ze v roviné pro kazdé dva konvexni
mnoohothelniky, které nemaji spolené body, existuje
takovd pfimka, Ze uvaZované mnohothelniky leZi v opac-
nych polorovinich touto pfimkou uréenych, tj., Ze uva-
Yované mnohotihelniky jsou touto pfimkou oddéleny.
Tato véta, kterou uvddime v obecném piipadé bez diika-

1) Viechna ¢&isla, se kterymi se v této kniZce setkime, budou d&isla
redlni, a budeme proto pfivlastek redlny vynechévat.



zZu, je spolu s dal$imi nutnymi pojmy vyloZena ve 2. kapitole.
Prvni kapitola méd pfipravny charakter — pfipomindme
v ni n&které pojmy a vysledky zndmé ze stfedoskolského
studia a uvidime nékteré nové pojmy, nezbytné k daliimu
vykladu, zvli§t& pak pojem n-rozmérného prostoru. Bohu-
Zel v této kniZce neni moZné v&novat se podrobn&ji geo-
metrii vicerozmérnych prostori ; nastésti miiZeme odkazat
¢tendfe na kniZku prof. Karla Havli¢ka Prostory o étyfech
a vice rozmérech, kteri vysla jako 12. svazek v edici Skola
mladych matematiki. Déle se v kni¥ce vyskytl — i kdyZ
jen okrajové — pojem konvexni mnoZiny. Pro hlubsi
sezndmeni s timto pojmem lze Ctendfi viele doporudit
knihu doc. Jana Vysina Konvexnf titvary, 9. svazek zminéné
edice.

Posledni, nejrozsihlejsi kapitola je v&novana uZiti ziska-
nych teoretickych vysledki v rizmych oblastech mate-
matiky, které jiZ maji velmi blizko k praktickym apli-
kacim.

Tato kni¥ka je dal§im pokusem zafadit do sbirky Skola
mladych matematiki zpracovani tématu, které vyrazné pfe-
sahuje oblast stfedoskolské matematiky. Z toho také vy-
plyva zplisob zpracovani, ktery se lisi od mnoha pfedcha-
zejicich kniZek, které byly vé&tSinou sbirkami FeSenych
uloh.



1. kapitola

PRIPRAVNE UVAHY

I.1. Linearni nerovnosti

Nejprve si pfipomeneme nékolik znimych pojma
a postupii. ReSme napfiklad tuto soustavu ¢yt nerovnosti
o dvou neznamych x, y:

. x_|..

=R

-

(1)

e x e
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-

tj. hledejme takovou uspofiddanou dvojici Cisel x, y, po
jejichZ dosazeni do (1) za nezndmé x, y dostaneme platnou
soustavu nerovnosti. Posledni dvé nerovnosti soustavy (1)
nam Fikaji, Ze Cisla x, y maji byt neziporna; proto zpravidla
misto o feSeni soustavy (1) hovofime o neziporném feSeni
soustavy (2):

—2x— y= -2,

— x+2y=—4. 2)

MnoZinu viech nezapornych feSeni soustavy (2) miZeme
geometricky znazornit v roviné zpusobem, ktery je b&zné
znam ze stfedni Skoly.

Jsou-li x, ¥ soufadnice bodu v rovin€ (v pevné zvolené
pravotihlé soustavé soufadnic), pak vSechny body (x, ¥),
jejichZ soufadnice vyhovuji nerovnosti



—2x—y=—2, 3)
leZi na jedné strané od pfimky, jejiZ rovnice je
y=—2x+2. 4

Obr. 1.

Snadno také zjistime, na které strané&; staci dosadit do (3)
soufadnice libovolného bodu roviny, neleziciho na pfimce
(4), napf. soufadnice pocitku soustavy soufadnic, tj.
x = 0,y = 0. Odtud vidime, Ze prvni nerovnosti soustavy
(2) vyhowvuji viechny body leZici na pfimce (4) a vSechny
body leZici na opaCné strané od pfimky (4), nez leZi pocitek
soustavy soufadnic.
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Mnozinu vSech feSeni prvni nerovnosti soustavy (2) lze
tedy znazornit Srafovanou polorovinou (obr. 1). Nezaporni
FeSeni pak budou znizornéna tou ¢&isti této poloroviny,
kterd lezi v prvnim kvadrantu (obr. 2).

y=2x+2

Obr. 2.

Stejnym zpisobem zjistime, Ze body, zndzorfujici ne-
zdporna feSeni druhé nerovnosti soustavy (2), leZi na opac-
né strané od pfimky

Y= 7 X — 24

neZ leZi pocitek soustavy soufadnic, nebo na ni (obr. 3).
Nezaporni feSeni soustavy (2) jsou pak znizornéna body,
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které znizorfiuji zaroveil nezdporna feSeni prvni nerovnosti
i druhé nerovnosti soustavy (2) (tj. body Srafované plochy
na obr. 3). Z obr. 3 je patrné, Ze mnoZina hodl znizor-
fujicich nezdporn4 feSeni soustavy (2) neni omezena?).

/ //[L

b ¢

%

Obr. 3.

Pridame-1i k soustavé (2) nerovnost

—x—y=—6,
bude mnoZina znizorfiujici mnoZinu vSech nezipornych
FeSeni této nové soustavy omezend (viz Srafovana plocha.
na obr. 4).

1) MnoZinu A bodu roviny nazyviame omezenou, jestlize existuji
takova &isla a, b, Ze pro kazdy bod mnoZiny A o soufadnicich (x, y) platf
= Sa |y b
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Piidame-li jeSté nerovnost
X — Sy = 0,

Obr. 4.

bude mit vznikld soustava pouze jediné feseni, znizornéné

bodem o soufadnicich (13—6, %) (viz obr. 5).

Pfiddme-li nakonec jeité nerovnost



2x—y=-2,

dostaneme soustavu, kterd nema nezaporné feseni.
Zjistili jsme tedy na pfikladech, Ze soustava linedrnich
nerovnosti o dvou neznidmych (tj. nerovnosti, které maji

y=-2x+2

Obr. 5.

tvar ax + by < ¢) nemusi mit 24dné nezdporné feSeni
nebo miize mit jediné neziporné feSeni, nebo mize mit
nekoneéné mnoho nezdpornych feSeni; v poslednim pfi-
pad¢ mitZze byt mnoZina bodid roviny zndzorfujicich tato
feSeni bud omezend, nebo neomezena.
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O tom, Ze posledni z uvedenych soustav, tj. soustava

—2x—y = -2,
—x+2y= —4,
—x—) 5—6: (5)
xr—8 = 0,
2x—y =—2,

nem4 nezdporné feSeni, jsme se mohli velmi snadno pie-
sv&ddit takto: Vyndsobime-li druhou nerovnost tficeti
a posledni nerovnost dvaceti, dostaneme soustavu

—2x— y =—2,

— 30x + 60y = — 120,

—x— ) =—6 (6)
x— 8 = 0

40x — 20y = — 40.

Soustavy (5) a (6) maji zfejmé stejnou mnoZinu nezipor-
nych feSeni. AvSak soustava (6) nemd neziporné feSeni,
nebot kdyby ho méla, bylo by toto feSeni i nezipornym
feSenim nerovnost

8x + 30y = — 168, )

kterd vznikne seftenim vSech nerovnosti soustavy (6).
Nerovnost (7) viak zfejmé nema nezdporné feSeni.
Podobného postupu miiZeme uZit i v piipadé soustav
o jiném poltu rovnic a neznamych. VySetfujme napf.
tuto soustavu Ctyf nerovnosti o tfech nezndmych x, y, 2.

5— y— =z = 1,
—10x+ 10y — z= —3, (8)
—2x— y+4+ 10z = — 4,

x4+ y4+ 5z= 2

Vynasobime-li prvni a posledni nerovnost Cislem 2, dosta-
neme soustavu
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10x — 2y — 2z= 2,
—10x+ 10y — 2z= —3,
—2x— y+ 10z = —4,
l4x + 2y+ 10z = 4.

Sedtenim t&chto nerovnosti dostaneme nerovnost
12 49y + 172 = — 1,

ktera zfejmé nema neziporné feSeni, a tedy ani pivodni
soustava (8) nemd nezdporné feSeni.

Pozorny ¢tendf si jeSté viml, Ze uvedeny postup je spe-
cidlnim pfipadem obecnéj§iho postupu. Dfive nez tento
postup vylozime pro pfipad obecné soustavy Ctyf tzv. li-
nedrnich nerovnosti o tfech neznamych, zavedeme si nové
oznaceni, které se nam pozdéji v mnohém vyplati.

Misto abychom oznacili neznimé pismeny x, y, 2, 0zna-
¢ime je po fadé symboly x,, x,, X35 pro koeficient, jimZ je
v prvni nerovnosti nisobena prvni resp. druh4 resp. tfeti
neznamd, uZijeme symbolu se dvéma indexy, napf. a,,,
IESP. @y, IESP. d13; podobné symboly a,, a,., a,; budou po
fad& oznalovat koeficienty u neznamych x,, x,, x; ve druhé
nerovnosti; je jiz ziejmé, jak budou oznadeny koeficienty
v ostatnich nerovnostech. Pravou stranu prvni nerovnosti
oznadime b,, druhé nerovnosti b,, tfeti a ¢tvrté nerovnosti
by ab,.

Na zdkladé této dohody miZeme obecnou soustavu Ctyf
linedrnich nerovnosti o tfech neznidmych x,, x,, x, zapsat
takto:

ay X%y + @y Xy + ag X3 = by,
Qg1 Xy + Ggp Xp + Gp3 X3 = by, 9)
@31 Xy + Qg2 Xy + ag3 X3 = by,
Qg1 %1 1 Qe X5 + Qg3 X3 = by,

POlOiiIIlC-li napf- au = 5, a12 == l, ala = "‘l, bl - 1,
dostaneme prvni nerovnost soustavy (8). :
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' V¥3e popsany postup, kterym jsme se presvédéili, e sou-
stava (8) nemd nezdporné feSeni, je obsaZen v diikazu
tohoto tvrzeni:

Véta A, Existuji-li Cty¥i nezdpornd &isla y,, Yoy V3, ¥4 tak,
Ze plari nerovnosti

Yian + Y2 @ +ysan +yia4 20,
V1@ + Yo Qps + Y3 Aze + Y4842 2 0, (10)
Y113+ Yo Qos + Vals + Y585 20,

a %e zdrover plati nerovnost
Y1bi+¥2 by + 3305 + 346, <O, (11)

pak soustava (9) nemd nezdporné feseni.

Diuikaz Kdyby soustava (9) méla neziporné feSeni
a kdyby existovala nezdporna &isla y;, vs, Vs, ¥4 S Vlast-
nostmi uvedenymi v pfedpokladech véty A, bylo by (pro-
toze Cisla y,, ¥s V3, V4 jsou nezipornd) toto feSeni také
fefenim soustavy

Y1 (@ %1 + @13 %5 + a13 X3) = 31 by
Y2 (@2 %1 + Aop X3 + Ag3 X3) = Y2 by, (12)
Y3 (@s X%y + e X3 + a3 %3) = y3 by
Ya(Qgy %y + Qgp X3 + g3 X3) = Y4 by,

a také nezdpornym feSenim nerovnosti, ktera vznikne se-
&tenim vSech nerovnosti soustavy (12). AvSak po snadnych
upraviach (po provedeni naznaceného nasobeni ¢isly Jv Y
Y35 Y4 2 PO vytknutl neznamych x,, x,, x,) zjistime, Ze tato
nerovnost ma tvar

(311 + Y2 an + Y331 + yaag) %, +
4+ (¥1@12 + Y2 @op + Y3 32 + Y4 Ag2) %5 +
+ (a3 + Y20 + Y3z + Y4 04) X3 =
S 31 b +32by + y385 + 34 by,
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ze kterého je patrné, Ze nemuZe mit neziporné feSeni,
nebot podle pfedpokiadu jsou koeficienty u nezndmych
nezdpornd Cisla, kdeZto pravd strana nerovnosti je za-
porna.

Vétu A lIze vyslovit v této logicky ekvivalentni formé:

Véta B. Md-Ii soustava (9) nezdporné feSeni, pak plati
toto: Jsou-li vy, Yoy Vs, V4 takovd nezdpornd &isla, Ze plati
nerovnosti (10), pak také plati nerovnost

by + yoby + y5by + y4by 2 0.

Ctendf si pravdépodobné poloZi otizku, zda vétu A
(nebo ji ekvivalentni vétu B) Ize obritit. Jak vyplyne
z dalsiho vykladu, odpovéd na tuto otizku je kladna.

1.2. Oddélitelnost mnoZin

Jiz v pfedmluvé jsme se zminili o dileZitosti véty o od-
délitenosti konvexnich mnohosténii. Myslenku této véty
vyloZime nejdfive v roviné.

Mé&jme piimku p v roviné g. O pfimce p budeme fikat, Ze
oddé&luje navzdjem mnozZiny M; a M, bodu roviny o,
jestliZe mnoZina M, leZzi v opalné oteviené poloroviné,
uréené pfimkou p, nez leZzi mnozina M,. O dvou mnozinich
M,;, M, bodu roviny o budeme fikat, Ze jsou navzijem
oddé&litelné, jestliZe existuje pfimka oddélujici mnozZiny
M, aM,.

Je zfejmé, Ze jsou-li mnoZiny M, a M, oddélitelné, pak
mnoZiny M, a M, nemaji spole¢né body, ¢ili, jak Casto
fikime, jsou disjunktni. Kdyby totiz bod X patfil do mno-
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ziny M, i do mnoziny M,, pak pro bod P neleZici na pfimce
P, ktera oddéluje mnoziny M, a M,, by tsecka XP ziroven
méla i neméla spole¢ny bod s pfimkou p.

Da se snadno ukédzat, Ze obracené tvrzeni neplati.
Vezmeme-li za M, viechny body uréité kruZnice 2 aza M,
mnoZinu leZici uvnitf kruhu uréeného kruZnici k£, dosta-
neme mnoziny M,, M,, nemajici spoleny bod. Avsak
mnoziny M,, M, nejsou oddélitelné, nebot pro kazdou
piimku p nastiva pravé jeden z té€chto dvou ptipadi:

1. pfimka p nem4 s kruZnici k£ Zadny spoleCny bod; v ta-
kovém pfipadé lezi mnoZiny M,, M, ve stejné poloroviné
urené pfimkou p, a nejsou tedy pfimkou p oddéleny;

2. pfimka p ma s kruZnici 2 spole¢ny alespoii jeden bod;
v takovém pfipadé mnoZina M, neleZi (celd) ani v jedné
z (otevienych) polorovin urenych pfimkou p, a nemtize
tedy leZet ani v poloroviné opacné k poloroviné urcené
pfimkou p, ve které lezi (leZi-li tam viibec) mnoZina M,.

Hlavni myslenka véty o oddélitelnosti konvexnich
mnohothelnikd spoliva v tom, Ze v pfipadé konvexnich
mnohothelnikii lze vySe uvedené tvrzeni obratit, tj. Ze
kazdé dva konvexni mnohothelniky K,;, K, roviny o,
které nemaji Zidny bod spole¢ny, lze oddélit. Vétu o od-
délitelnosti konvexnich mnohothelniki Ize tedy vyslovit
takto:

Vé&ta C. Dva konvexni mnohotihelniky roviny o jsou od-
délitelné prdvé tehdy, jsou-li disjunkini.

Jak jsme se jiz zminili, obecnou vétu o oddélitelnosti
konvexnich mnohosténi nebudeme dokazovat; piesto
viak v tomto specidlnim pfipadé uvedeme Gvahy naznacu-
jici jednu z moznych cest vedoucich k diikazu.

Vzhledem k tomu, co bylo uvedeno vyse, staci dokazat,
Ze jsou-li K;, K, dva disjunktni konvexni mnohouhelniky,
jsou mnohouhelniky K;, K, oddélitelné.

15



Nejprve dokaZeme, Ze existuje dvojice bodd X, Y,
takova, Ze
l. XocK,2. Y, Ky,a 3 XYy = XY pro viechny
dvojice bodi X, Y takové, Ze X € K; a Y € K,. Popi-
Seme konstrukci bodi X, a Y,,. Pfi této konstrukci budeme
potfebovat nasledujici jednoduché lemma.
Lemma. Necht AB a CD jsou dvé libovolné ziseé'ky leZici
v roviné. Potom existujz’ dva body X' a 'Y’ tak, Ze

1.X'€ AB, 2. Y’ = CD a 3. X'Y' < XY pro viechny
dvojice bodii X, Y takové, ¢ X € ABa Y < CD.

Dukaz lemmatu Ize provést snadno rozebrinim jednotli-
vych typickych pfipadd vzijemné polohy uselek a pfene-
chiavame jej Ctenafi.

Vratme se nyni k ditkazu véty. Necht obvod mnohotihel-
nika K; sestidva z useek uy, up, ..., u,~ (r =3) a obvod

mnohothelnika K, z dsecek vy, vy ..., v5 (s = 3). Uva-
Zujme nyni vSechny moZné dvojice usecek w, a v, kde
i=1,2, ...,raj=1,2, ..., s. Na zdkladé lemmatu
existuje ke kazdé dvojici w, v, dvouce bodi X (7,7)a Y
@Gk, e X (G,j)cu, Y (@, j) e vy a X(z,]) YG,)) = XY
pro viechny dvojice X a Y takové, ze X c y;a Y < ;.
Budi? nyni M mnoZina &isel dy = X (5,/) Y GHGE=1,2,

Loryf=1, 2 ., 5). ProtoZe M je koneénd, existuje
dvojice mdexu t*, ] , pro kterou je ¢&islo dis j» minimélni,
tj. plad

dio o = X (% O Y (%)= dy = X G, /) Y G5, f)-

(Pokud existuje takovych dvojic vice™neZ jedna, vybereme
nékterou z nich.) Ctendf snadno sim dokaZe, %e body
= X(@*j*) a Y, = Y (i*j*) jsou body s nejkrati
vzdalenosu
K zakonceni ditkazu zbyva sestrojit pfimku p oddélujici
K; od K,. ProtoZe mnohotuhelniky K; a K, nemaji spo-
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lené body, je bod X, rizny od bodu Y,; je tedy moZné
vést stfedem tsecky X, Y, pfimku p kolmou k této isecce.
UkéZeme, Ze kolmice p oddéluje mnohothelniky K;, K,:

Obr. 6.

Kdyby pfimka p mnohothelniky K,, K, neoddélovala,
existoval by bod R, leZici na ptimce p a zdrovedi naleZejici
jednomu z mnohothelnikii K,, K,. Bez djmy obecnosti
miZzeme pfedpokliddat, Ze bod R ndlezi mnohotuhelniku
K, (viz obr. 6). Oznaime-li Q patu vysky SQ v pravo-
ihlém trojuhelniku A Y RS (< S = 90°), pak (protoie
body Y, R ndleZi konvexnimu mnohotihelniku K,) bod Q
nilezi mnohodhelniku K,. Avsak

X0 < X, Y,
nebot
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X,0 < X,S 4+ SO < X,S + SY, = X,Y,.

To je viak ve sporu s vlastnosti dvojice bodi X, Y.

1.3. Pojem n-rozmérného prostoru

Vime, Ze polohu bodu na pfimce miizeme urcit jednim
¢islem, polohu bodu v roviné uspofiddanou dvojici a polohu
bodu v prostoru uspofidanou trojici Cisel. Vyjdeme-li
z této skutecnosti, miZzeme dospét k této definici n- roz-
mérneho prostoru:

MnozZinu viech uspofadanych n-tic X = (x;, X5, . . ., %n)
realnych ¢isel x;, %5, ..., x» nNazveme n-rozmérnym
prostorem a oznaCime symbolem R~.

Pritom dvé uspofiadané n-tice X = (x, X5, ..., Xn),
Y = (v, ¥ - .-, Yn) povaZujeme za stejné (sobé rovmné),
plati-i x; = Yy, X, = Y95 -« -» Xn = Yu. Prvky mnoZiny
Rz budeme nazyvat body prostoru R”; Cisla x,, X5, .. .5 X2
budeme nazyvat soufadnicemi bodu X = (x;, x,, ...,
Xn).

)V ptipadé, ze n = 1, 2, 3, budeme uzivat znimého geo-
metrického zndzornéni prostoru R pomoci pevné zvolené
pravoihlé soustavy soufadnic. Na tomto misté chceme
Ctenafe upozornit na to, Ze v definicich pojmii, formulacich
vét a pfi provadéni dikazi budeme uZivat vyhradné ana-
lytickych (volnéji feCeno pocetnich) metod, které budou
vychazet doslovné z definice prostoru R” jakoZto mnoZiny
vsech uspofddanych #n-tic realnych &isel. Kdybychom v3ak
dasledné odmith uzivat geometrickych pfedstav, zbavili
bychom vyklad veSkeré geometrické ndzornosti a pfipravili
bychom se o moZnost porovnavat smysl definic, tvrzeni
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a zékladnich myslenek dikaz se zkuSenosti, kterou jsme
ziskali pfi kaZzdodennim vnimani prostorovych vlastnosti
svéta, v némzZ Zijeme. Z téchto divodu budeme uZivat
ssgeometrické’ terminologie, kterd umoZfiuje davat jed-
notlivym definicim, vétifn a myslenkovym postupiim
nazorny geometricky smysl. PouZivani geometrickych pfed-
stav n€kdy umoZni i ,,uhodnout pfedem‘ pfesné nebo
alespori ,,pfiblizné‘ znéni véty, popfipadé postup dikazu.
Proto v posledni &asti tohoto odstavce zavedeme geo-
metrické nizvy pro podmnoziny prostoru R”, se kterymi se
v dal$im vykladu budeme setkavat.

Jsou-li a,, b dana disla, pfiCemz a, = 0, pak mnoZinu
prvki prostoru R, jejichz soufadnice x; vyhovuji rovnici

a, x, = b,

Ize znizornit bodem; je to prosté jednobodova mnoZina.

]sou -li ay; Ay b dani cisla, pfiéemi alesponi jedno z Cisel
a;, a, je razné od nuly, pak mnoZinu bodd prostoru R?
jejichZ soufadnice x,, x, vyhovu)1 rovnici

a, X, + a; x, = b,

Ize znéazornit pfimkou.

Jsou-li a;, a,, as, b dania ¢isla, prlcemz alespon jedno
z Cisel a,, a,, a, je rdzné od nuly, pak mnoZinu bodd pro-
storu R3, jejichZz soufadnice x;, x,, x; vyhovuji rovnici

a; x; + as x, + a5 x; = b,

lze zndzornit rovinou.

Bude uZiteCné zavést pro podobné mnoziny (Ctenaf jiz
tusi jaké) v prostorech R specialni nazev. Dospivame tak
k této definici:

Necht a,, a, . . ., an, b jsou dand Cisla, pfiCemZ alesponl
jedno z Cisel a, s, ..., an je rizné od nuly. MnoZinu
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bodt X = (x;, %3, .. ., *¥a) prostoru R®, jejichZ soufadnice
X1 Xpy <o o5 Xn vyhovu]l roviici

al,xl+a2x2+...+anxn=b, (13)

nazveme nadrovinou v prostoru R”. Rovnici (13) na-
zyvime rovnici této nadroviny. .

MnoZinu bodit X = (x, X5, - . ., %x), jejichZ soufadnice
vyhovuji nerovnosti

a1 %t ayx,+ ... +anxn £ b, (14)

nazveme uzavienym poloprostorem v prostoru R®
urlenym nerovnosti (14). MnoZinu bodd, jejichz sou-
fadnice vyhovuji nerovnosti

a X+ ax,+ ... +anxn 2 b, (15)

nazveme rovnéz uzavienym poloprostorem, a to uzavienym
poloprostorem uréenym nerovnosti (15).

Uzaviené poloprostory urfené nerovnostmi (14), (15)
naz§vime také (navzdjem) opaénymi uzavienymi po-
loprostory uréenymi nadrovinou o rovnici (13).

Otevienymi (navzijem opaénymi) poloprostory
urenymi nadrovinou o rovnici (13) nazyvime mnoZiny
bodt X = (xy, X, . .., Xn), jejichZ soufadnice vyhovuji
nerovnostem

a X, +Fay X+ ...+ anxn <b
resp.
ay %, + ayx; + ... + an xn > b.

Jsou-li Y = (91, Yoy - - 3 ¥n)s £ = (815 235 . - -5 2n) body
prostoru R?, pak useckou spojujici body Y, Z nazgvime
mnoZinu téch bodi X = (x, x5, ..., Xa), pro jejichZ sou-
fadnice x,, x,, . . ., x, plati
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x, =M+ (1-2) 2,
Xy = Ayy + (1—4) 25,

Xn = 2._)’11, + (1—]») Zny

kde 1 miZe byt libovolné &islo, pro které plati 0 = 4 < 1.

O mnoZiné bodi prostoru R fikime, Ze je konvexni,')
jestliZe pro libovolné dva jeji body do ni patii i celd usecka
tyto body spojujici.

Cvideni

1. DokaZte, Ze ma-li soustava linedrnich rovnic o tfech neznimych
X1y Xgy Xy
an Xy + @y xy + @3 x; = by,
Gy Xy + gy Xy + Gy X3 = by,
a3 % + Gy Xy + Gg3 X3 = by

neziporné feleni, pak pro kazdé feleni (¥, y,, ¥5) (nikoli jen nezi-
porné!) soustavy lineirnich nerovnosti

Y181y + Ve G + Yad3 = 0,

MG+ Y28y + V385 2 0,

Y1813 + Y28y + V3853 20
plati nerovnost

Y1by+ y2by + 338, 20.

2. Uzavienym kruhem se stfedem S a polomérem r (r > 0) rozu-
mime mnoZinu bodi X roviny g, pro které plati nerovnost $X = r;
otevienym kruhem se stfedem S a polomérem r (r > 0) rozumime
mnoZinu boda X roviny g, pro které plati §X < r. DokaZte, Ze

1) Na rozdil od kniZek [2] a [3] politdime prdzdnou mnoZinu mezi
mnoziny konvexni.
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a) jsou-li K, a K, uzaviené kruhy, jsou K, a K, oddélitelné privé
tehdy, jestliZe kruhy K; a K, nemaji spole¢né body;

b) jsou-li K; a K, oteviené kruhy, jsou K, a K, oddélitelné pravé
tehdy, jestlize kruhy K; a K, nemaji spole¢né body.

Obdobné tvrzeni viak neplati, je-li jeden z kruhi K;, K, otevieny
a druhy uzavieny.

3. Necht bod M neleZi na pfimce p. Které primky oddéluji bod M
a pfimku p ?

4. UkaZte, Ze muze existovat vice dvojic s vlastnosti dvojice (X, Y,)
z dikazu tvrzeni 3. V takovém pfipadé viak existuje takovych boda
nekoneéné mnoho.

5. Znazornéte v roviné mnoziny téch bodi X = (x,;, x,) a prostoru
R?, pro jejichZ soufadnice plati:

(@ x2+ x? =< 1azirovei x, > x,%
b x =1 a zdroved x,% + x,2 > 1,
(©) x4 x® = laziroved | x; | + | x| 2: 1.
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2. kapitola

ODDELITELNOST KONVEXNICH
MNOHOSTENU

II.l. Konvexni mnohostény

V tomto odstavci budeme definovat dileZitou tfidu
podmnozin prostoru R?, které budeme nazyvat konvex-
nimi mnohostény. Konvexni mnohostény budou pro nis
duleZité tim, Ze pojem konvexniho mnohosténu zobeciiuje
v jistém smyslu pojem konvexniho mnohouhelniku v ro-
viné a zdroven i pojem mnoZziny vSech feSeni soustavy
linearnich nerovnosti (popfipadé¢ rovnic). Pfi vykladu
budeme postupovat takto: Nejprve uvedeme. definici
konvexniho mnohosténu, potom ukdZeme geometrickou
interpretaci tohoto pojmu a nakonec uvedeme nékteré
zakladni vlastnosti konvexnich mnohosténii potfebné
v dal§im vykladu.

Soustavou m lineirnich nerovnosti o 7 neznamych
Xyy X9y - - -» Xn (kde m, n jsou pfirozena c1sla),4na;yvame
soustavu nerovnosti tvaru

¥y - GypXp + ... Tt Qakn = by,
Qg1%y —|— Q5oXs + o+ Ayn¥n = by, (16)
Am1Xy + AmaXs + . amnXa = bm,

kde a;15 ay95 - - .5 Qmns b1> b2, ...» bm jsou dana disla.
Mnozinu viech bodd X = (x,, x,, . .., x») prostoru R?,
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jejichZ soufadnice vyhovuji viem nerovnostem soustavy
(16) nazyvime konvexnim') mnohosténem v prostoru
R7 definovanym soustavou (16).

Konvexnim mnohosténem v prostoru R* je tedy kaZzda
takovd mnoZina K boda prostoru R”, pro kterou existuje
takova soustava lineirnich nerovnosti o » neznimych, Ze
mnoZina K pfedstavuje mnozZinu viech feSeni této soustavy.

Priklad 1. Prizdni mnoZina je konvexnim mnoho-
sténem v prostoru R®, nebot pfedstavuje mnoZinu vSech
fefeni nerovnosti

Ox; + Oxty + ... + Oxp < —1.

PFiklad 2. Prostor R* je konvexnim mnohosténem
v prostoru R?, nebot pfedstavuje mnoZinu vSech FeSeni
soustavy

Ox; +0x,+ ... +0x;, = 1.

PFiklad 3. V prostoru R! jsou konvexnimi mnohostény
pouze tyto mnoZziny: (a) prizdnd mnoZina; (b) prostor R!;
(c) mnoziny téch bodi X = (x,) prostoru R!, pro které
plati ¢ = x, < b, kde a, b jsou dCisla, pro kterd je a < b;
(d) mnoziny t&h bodd X = (x,) prostoru R!, pro které
plati x; < b, kde b je jisté Cislo; (e) mnoZiny téch bodi
X l= (x,) prostoru R, pro které plati a < x,, kde a je jisté
dislo.

Podejme si hned dikaz tvrzeni obsaZzeného v ptikladu 3.
Je-li K konvexni mmnohostén v prostoru R!, pak K pied-
stavuje mnoZinu viech FfeSeni jisté soustavy nerovnosti
tvaru:

1) To, %e konvexni mnohostén je konvexni mnoZina, dokdZeme
pozdéji; viz véta 2.

24



aux, < by,
g%y < by, a7

MuiZe nastat pravé jedna z téchto dvou moZnosti:

1. Soustava (17) nema feSeni.

2. Soustava (17) mad feSeni.
Nastiva-li prvni moZnost, dostivame piipad (2). Stadi tedy
dale vysetfovat pouze druhou moZnost. Necht je tedy
mnozZina K neprizdnid. Potom nastdvi praveé jedna z t&€chto
&yt vzidjemné se vyluCujicich moZnosti:

(2a) ay =0proi=1,2,...,m;

(2b) existuji takové indexy i, 7o, Ze plati
a1 > 0,a5,1 < 0;

(2c) @ = Oproi = 1 2, ..., m a existuje takovy index
19, Ze plat ay,, > O

(2d) an £0proi=1,2, ..., m a existuje takovy index
1o, Ze plati a1 < 0.

Nastava-li pfipad (2a), musi byt b; =0 pro : = 1,2,
..., m, nebot podle pfedpokladu soustava (17) m4 feSeni.
Avsak je-lia, =0a b =0proi=1,2,...,m, je tele-
nim soustavy (17) kaZdé redlné d{islo; nastiva tedy
pfipad (b).

Nastdvd-li ptipad (2b), dostivime pfipad (c): Necht
19> 115 - - -5 Ir jSOU VSechny mdexy, pro ktere plan a1 > 0,
@, > 0 > a1 >0 a necht jg, 71, ..., /s jsou vsechny

indexy, pro které plati ;1 < 0, a1 <0, ...,a;,;, <O.

by, b
Oznadime-li pismenem a nejvétsi z cxsel a;‘ o
l
b b, b b
e [BPY pismenem & nejmensi z Cisel —— h L,
a1 01.,1 a Qirl
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je mnoZina K tvofena vSemi Cisly x,, pro kterdplatia = x, = b.

Nastava-li pfipad (2c) a jsou-li %,y ...,% vSechny

indexy, pro které plati a;, > 0,41 > 0, ..., a1 > 0,

dospivame k pfipadu (d), nebot mnoZina K je tvofena

viemi Cisly x,, pro ktera plati ¥, = b, kde b je nejmensi
z Cisel b S — b .
a1 i Qirl

Je jiz zfejmé, jakym zpisobem dospéjeme k tomu, Ze
mozZnosti (2d) odpovida (e).

Pozniamka. Ziskané vysledky miZeme shrnout také
takto: Konvexnim mnohosténem v prostoru R! je bud
prizdnd mnoZina, nebo cely prostor R!, nebo prinik
kone¢ného poctu uzavienych poloprostori prostoru R!
(uzaviené poloprostory prostoru R! je pfirozené nazyvat
uzavienymi polopfimkami).

Piiklad 4. VySetiujme nyni konvexni mnohostény
v prostoru R2. Necht K je konvexni mnohostén v prostoru
R? dany soustavou nerovnosti

anpx; + apX,
Ay Xy + AgeXy

b, (18)

amlxl + am2x2 = bm.

JestliZe v nerovnosti a;;x, + aipx, = b, kde 7 je jedno
z Cisel 1, 2, ..., m, je alesponi jedno z Cisel ay,, a;, Tizné od
nuly, pak je touto nerovnosti urlen jisty uzavieny polo-
prostor prostoru R? (v pfipad¢ prostoru R? je pfirozené
nazyvat tento poloprostor uzavienou polorovinou).

JestliZe je a;; = ai, = 0, pak bud tato nerovnost nema
feSeni (b; < 0), nebo soufadnice libovolného bodu prostoru
R?jsou jejim feSenim (b; = 0). Vzhledem k tomu, Ze feSeni
soustavy (18) jsou pfedstavovana témi body prostoru R?, je-
jichZ soufadnice vyhovuji viem nerovnostem soustavy (18),
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dostavame, Ze konvexni mnohostén v prostoru R? je bud mno-
Zina prazdna, nebo cely prostor R2, nebo mnoZina, kterd je
prinikem kone‘né mnoha uzavienych polorovin (tento
prunik mtZe byt také prazdnou mnoZinou). Viimnéme si
jeSté, ze kazdy prinik konelného po¢tu uzavienych polo-
rovin je konvexnim mnohosténem v prostoru R?.

Ctenaf ji? sim nahlédne, %e analogické situace nastiva
v ptipad& konvexnich mnohostént v prostoru R® (pouze
misto o priniku uzavienych polorovin musime hovofit
o priuniku uzavienych poloprostori).

Rovnéz v pfipad¢ konvexniho mnohosténu v prostoru
Rr zadaného soustavou (16) miZeme fici, ze K je bud
prazdna mnoZina, nebo cely prostor (viz pfiklad 1 a pfiklad
2), nebo prunik koneéného poctu poloprostorit uréenych
tmi nerovnostmi aux; + @isXs + ... + AGnxn = by, ve
kterych je alesponi jedno z &isel ayy, aip, - . ., ain TZDE Od
nuly.

Konvexni mnohostény maji jednu dilezitou vlastnost,
kterou uvedeme bez ditkazu, ale kterou budeme v dal§im
vykladu ¢asto pouZivat.

UvaZujme zobrazeni prostoru R* do prostoru R™, které
je definovano tim, Ze bodu X = (x,, X, - . ., X») prostoru
Rn pfifazuje prvek Y = (¥4, ¥s ..., ¥m) prostoru Rm
podle pfedpisu

N =cnX + X + ... + CiaXn,
Yo = CnX; + CopXa + ... + CanXn, ™

Ym = CmiX%y + CmoXs + ... + CmXn,
kde ¢y i =1,2,...,mj=1,2,...,n jsou dana (isla.
Zobrazeni tvaru (*) se nazyva linedrni zobrazeni.
Je-li K konvexni mnohostén v prostoru R#, pak jeho
obrazem pfi zobrazeni definovaném pfedpisem (*) je jistd
mnozina L bodd prostoru R™ (bod M = (3, ¥, - - .5 Ym)
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prostoru R™ patii do mnoZiny L, existuje-li takovy bod
X = (xy, X35 ..., ) mnohosténu K, Ze pro soufadnice
bodu Y, X plati (*)). D4 se dokdzat, Ze plati tato véta:

Ve&ta 1. Je-li K konvexni mnohostén v prostoru R», je
obraz L mmoZiny K pii zobrazeni uriemém predpisem (*)
konvexnim mnohosténem v prostoru R™.

Na zivér tohoto odstavce dokdZeme jeSté tuto vétu:

Véta 2. Konvexni mnohostén v prostoru R* je konvexni
mnoZinou.

Diikaz. Necht K je konvexni mnohostén v prostoru R»
u_rceny soustavou (16) a necht body ¥ = (31, ¥as - - -5 ¥n)s
= (21 25 ..., 2n) prostoru Rn» patii do mnoiiny
Podle definice konvexni mnoZiny staci dokazat, Ze pro
kazdé ¢islo 4, pro které plati 0 < 1 < 1, patfi bod X =
=M+ A —21.2p4y,+ (1 —2)2,,.. .,lyn + (1 — Azn)

do mnoZiny K. Staci tedy dokazat, Ze plati

ay(A.y + (1 — A) 21) + ap(A yz + 1A —2).2)+ .
S anoyn + (1= 1).29) < by,

azl(l Y1+ (1 — 2).21) + as(4 J’z + 1 —4).2)+ .
c+ @A yn + (1 — 2).2a) < by,

am(l I+ (A —2).2z) + am(d.y, + (1 — 2).25) + .
.+ aﬂm(}h Yn + ( - 11) zn) < bm.

ProtoZe by = 4.5, + (1 — 1).b; ¢ =1, 2, ..., m), vyplyva
platnost posledni soustavy z naSich pfedpokladii nasobenim
kaZdé nerovnosti platné soustavy

au + @y + ... + am.yn = by,
ayn-Y2 + Gg-Y2 + ... + An.Yn = by,

................................

aAmy N+ amp. Y+ ... + AmnYu = bm
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¢islem 2, kazdé nerovnosti platné soustavy

apn.%, + a2+ ... + an-20 = by,
Q91.27 + Qo925+ ... + Gon.Zn = by,
amy .27 + am2-32 + A + Amn.2n = bm

Cislem (1 — 1) a seCtenim odpovidajicich si nerovnosti.

I1.2. Oddélitelnost konvexnich mnohosténud

Budte M, a M, dvé neprazdné podmnoZiny prostoru
R». Budeme fikat, 2¢ mnoZiny M, a M, jsou (vzijemné)
oddélitelné, jestlize existuji takova Cisla ay, a@, ..., an, b,
Ze alesponi jedno z Cisel ay, a,, ..., an je rizné od nuly
a ze pro vSechny body X = (x;, x5, ..., xn) mnoziny
M, plati

ax; + asxs + ... + apxa > b

a pro viechny body X = (x;, %5, . . ., X») mnoZiny M, plati
ayx; + axX, + ... + anxa < b.

Uiijeme-li terminologie zavedené v piedchozi kapitole,
iZeme pravé vyslovenou definici vyjadEit také takto: Dvé
neprazdne podmnozmy M, a M, prostoru R* nazjvime
oddélitelnymi mnoZinami, ]esthie existuje takovd nad-
rovina prostoru R, Ze mnozZiny M, a M, leZi v opacnych
otevienych poloprostorech touto nadrovinou uréenych.
Podle definice je zfejmé, Ze oddélitelné mnoZiny nemaji
spole¢né body. Snadno ukiZeme, Ze neprizdné mnoZiny,
které nemaji spolecné body, nemusi byt oddélitelné. Necht
napf. M, je sjednocenim mnoZin A, A,, A;, A, kde mnoZiny
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Ay, Ay, Ay, A, jsou definovany takto (zndzornéte si uvedené
mnozZiny v roving):

A= {(x, %) |0 = x; = 1, x; = 0},
Ay = {(x1, %) |0 = x; = ], X, = 1},
A = {(x1, x, ¥ =00=x =1}
Ay = {(x %) n=L1L0=x=1}

(tj. A, je mnoZina bodi, jejich? soufadnice spliuji pod-
minky 0 = x, < la x, = 0; zplsob zipisu A,, A; a A, je
zcela analogicky. Uvedeného zplisobu definice mnoZin se
v matematice béZné pouZivd) a necht mnoZina M, je tvofe-
na témito dvéma body: (-1— i) (i i)

‘N4’ 4)\4 4)
Je zfejmé, Ze mnoziny M, a M, jsou neprizdné a nemaji
spolecné body. Pfitom vSak mnoZiny M, a M, nejsou od-
délitelné, protoZe kdyby existovala takovi &isla a,, a,, b,
Ze alespoil jedno z Cisel ay, a, je rizné od nuly a Ze pro
kazdy bod X = (x;, x,) mnoZiny M, plati

ax, + asx, > b
a zaroven pro kazdy bod X = (x,, x,) mnoZiny M, plati

ayx; + apx, < b,
muselo by platit
a, + a, > 2b,

nebot (0,1), (1,0) patfi do mnoZiny M, a ziroven
a, + a, < 2b,

nebot body (i 1 ), ( 3 3 ) patfi do mnoZiny M,.

44\ 4
Pro konvexni mnohostény vsak plati tato véta (sr. s vétou
C v pfedchozi kapitole):
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Ve&ta 3. Dva neprdzdné konvexni mnohostény v prostoru
Rn jsou oddélitelné prdvé tehdy, nemaji-li spoleéné body.

Jak jsme se jiz zminili, od dikazu této véty upoustime,
avSak v dal§im vykladu si ukdZeme né&které jeji aplikace.

Cviceni

1. DokaZte, Ze konvexni mnohostén v prostoru R? je mnoZina bud
prazdni, nebo jednobodovi, nebo obsahujici nekoneéné mnoho bodda.

2. Znizornéte tyto konvexni mnohostény v prostoru R!:

a) 3x, = 4, b) —-3x, = —4, c) 3x, = 4,
2x, =10, —2x, <10, —2x;, = —1,

3x, <13, —3x;, = —13, Ox, = 1,
—3x, = 0,

5x, = 8.

3. Dokazte, Ze prinik dvou konvexnich mnohosténi v prostoru R#
je konvexnim mnohosténem.

4. UkaZte, Ze sjednoceni dvou konvexnich mnohosténu v prostoru
R” nemusi byt konvexnim mnohosténem v prostoru R7%.

¢ 5. Znazornéte tyto konvexni mnohostény v prostoru R?:

a) Ox; + x, 22 0;

b) x4+ 0x, = 0,

Ox; - x, 22 0;

o x+ x=1,
X9 = 1:

1.

W\

X — Xg
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3. kapitola

NEKTERA UZITI VETY
O ODDELITELNOSTI

III.1. O feSitelnosti soustav lineiarnich
nerovnosti

V 1. kapitole jsme ve specidlnich pfipadech zjistili, Ze
spolu se soustavou linedrnich nerovnosti tvaru

;X + ayex, + ...+ aynxn = by,

g%y + AgoXs + ... + AonXn = by,
............................. , (19)
amiXy + AmaXy + e "+— AmnXn = bm

je uzitetné uvaZovat jeSté soustavu linearnich nerovnosti
tvaru

N + Yoo + ... + Ymam 2 0,

Ya1z + Yoloe + ... + Ymamy 2 0,

.............................

N@in + Volon + ... + Ymlmn = 0.
Plati totiZ tato véta (sr. konec odstavce 1.1):

(20)

-

Véta 4. Soustava linedrnich nerovmosti (19) md ne-
zdporné FeSeni prdvé tehdy, plati-li pro kazdé nezdporné
feseni (Y1, Vs - - -» Ym) soustavy (20) nerovnost

Wby + ybo + ... + Ymbm = 0.
Dikaz. 1. Pfedpoklidejme, Ze soustava (19) ma nezi-
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porné feSeni (x;, x5, ..., Xa) @ necht (¥, V2 ..., ¥m) j€
libovolné nezdporné feseni soustavy (20). Za téchto pfed-
pokladi je ztejmé, Ze (x;, X5 ..., X») je také feSenim
soustavy

yi{an® + apXs + ... + @a¥xn) = Nby,

Y@ + GgXe + ... + Gn¥n) = yoby, (1)

ym(am1x1 + amoXy + . amnxn) = ymbm

a tudiZ také nerovnosti, kterd vznikne setenim vSech ne-

rovnosti soustavy (21). Aviak po provedeni naznaleného

nasobeni &isly ¥;, ¥s, .-., Ym a po vytknuti Cisel x,, x,,
. .» X, Zjistime, Ze tato posledni nerovnost ma tvar

(3181 + Yeas + ... + Ymamy) X, +

+ (12 + Yolz2 + ... + Ymamy) Xy +
................................ (22)
+ (M@0 + Voon + ... + Ymama) Xa =

< by + yobs + ... + Ymbm.

Z tohoto tvaru je patrné, Ze plati nerovnosc

ylbl +y2b2 + ... +_ymbm =0,

nebot podle piedpokladi na levé strané nerovnosti (22)
jde o soucet souind nezépom}"ch Cisel.

2. Zbyvé dokézat, Ze podminka vety je postaCujici pod-
minkou existence neziporného FeSeni soustavy (19) K to-
mu vSak staci dokazat, Ze neexistuje-li nezaporné feseni
soustavy (19), neni splnéna zminénd podminka. Pfed-
pokladejme tedy, Ze neexistuje nezéporné feSeni soustavy
(19). Oznaéme symbolem K, mnoZinu téch bodt (¢,, &,,. . .,
£x) prostoru R™, pro jejichZ soufadnice plati

51 ébl, ‘52 ——bz, ceey Em _S_bm.
Dile symbolem K, oznatme mnoZinu bodu (&), &,, ...,

33



&m) prostoru R™, jejichz soufadnice maji tyto vlastnosti:
existuje takovy bod K = (x;, x5, ..., x,) prostoru R», %e
plati

ay%, + apXy + ... + @ = &y,

A% + QosXs + ...+ AgaXn = &y

Jinymi slovy: mnoZina K, je mnoZina bodd prostoru R
tvaru

(anxl + “ e —‘|— alan, a'21x1 + PP + aznxn, eeey
Ami%y + ... + AmaXa),

kdex;, =2 0,2, 20,...,x, = 0.

Mnoziny K, a K, jsou neprizdné konvexni mnohostény.
V ptipadé mnoZiny K, je to zfejmé, v pfipadé mnoZiny K,
je to jednoduchy duasledek véty 1. ProtoZe neexistuje ne-
zdporné feSeni soustavy (19), nemaji mnoZiny K; a K,
spole¢né body a jsou v dusledku véty 3 oddélitelné. Existuji
tedy takovi Cisla a,, 4, ..., am, b, pEicemZ alespon jedno
z Cisel ay, ay, ..., an je ruzné od nuly, Ze pro kazdy bod
(§15 €25 - - -» m) mnoZiny K, je

ﬂ151+a252+ cee —+—am£m <b
a pro kazdy bod (&,, &5, . . ., ém) mnoZiny K, je
a1£1 + 0252 + ... 4+ anén > b.

Odtud vsak plyne, ze Cislo & je zdporné, nebot bod (0,0,
..., 0) patfi do mnoziny K,, takZe plati
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a10+a20+ ...+amo>b.

Dile dokdZeme, Ze ¢isla a;, ay ..., am jsou nezaporna:
Je-li pro né&jaké 7, a;, < 0 a poloZime-li

§1="0b,6=0b,.. -aEi.—lz bi.—l) Ei,11= bi.+1: coesém=bm,

5 — mjn [bin, b - (Zlbl eee™ aio—lbi"_;i: a{°+1bi°+1 ese™ ambm]’

patfi bod (§,, &, ..., &m) do mnoZiny K; (viz zavedeni
mnoziny K,), a musi tedy platit

a.lfl + a2£2 + L + amEm < b
Ptimym vypoctem viak zjistime, Ze plati

0151 + azfz + ... +anbn =
= aibi, + (@é ... + ai16ip1 F Gigrbivn + - F

+ am‘fm) =
= b— albl I aiu_lbio_l — aioﬂbml — .. —
— ambnm +
+ (@b + ..o+ iyl + @iableg .-+
+ ambm) = b,

takZe pfedpoklad a;, < 0 vede ke sporu.
Dokazeme nyni, Ze

J1= Q1Y =gy -3 Ym = Am
je takové nezaporné feSeni soustavy (20), Ze plati nerovnost
_ylbl +,y2b2 + ... +ymbm < 0,

tj. Ze neni splnéna podminka véty 4. Posledni nerovnost
viak plyne z toho, Ze Cislo & je zaporné a Ze bod (b,
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bz, -

. bm) patfi do mnoziny K,. Zbyva tedy dokdzat, Ze

(Y1 Yos - - -» Ym) je FeSenim soustavy (20).

Predpoklidejme, Ze existuje index j, tak, Ze plati

Ny, + Ye@ys, + ... + Ym@my, <O

a polozme x; = 0 proj # j,,

b
T @yt Ve, + ...+ Ymamg,

X5,

Potom bod (&5, &, .. ., &m), kde

& = apx; + g% + ... + Gya¥a,
Ep = apyXy + A%y + ... + Agn¥n,
............................. R
Em = amy%y + @mp¥s + ... + amnXn

patfi do mnoziny K,, takZe plati

&+ b+ oo+ Ynbm > b

AvSak pfimym vypoltem se miZeme pfesvédc":it, Ze plati
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V& F b+ oo+ Ynbm =
= y(anx + % + ... 4 Gnxa) +
+ yz(azlxl + Ggexs -+ ... + aznxn) +

+ ym(@mix; + amzxzb + ... + amnxa) =

= ylalj. .

M@y + Yoloj, + - .. + Ymamj,
b

NG, + Yolos, + - o .+ Ymamy, +

+ y2a2.10




Tento spor nam fikd, Ze index j, s uvedenou vlastnosti
neexistuje, takZe (y;, ¥, - .., ¥m) je FeSenim soustavy (20)
a ditkaz véty 4 je dokoncen.

Doporucujeme Ctendfi, aby se pokusil dokazat jako cvice-
ni tyto véty:

V&ta 5. Soustava (19) md FeSeni (nejednd se tedy pouze
o0 nezdporné resem) pravé tehdy, plati-li pro kaZdé nezdporné
FeSent (Y13 Vs - - -5 Ym) soustavy linedrnich rovnic

@11 + Yoo + ... + Ymam = 0,
Y1Gyz + YoGzs + ... + Ymams = 0,

Yi@n + Yolon + ... + Yma@mn = 0
neroonost

ylbl +.y2b2 + ... +ymbm = 0.
Véta 6. Soustava linedrnich rovnic

@y1X; + GyoXs + ...+ apexn = by,
a21x1 + aozxz + “ee + AonXp = bz,

amXy + ameXy + ... + AmaXn = bm

md nezdporné feSeni prdvé tehdy, plati-li pro kadé (nikoliv
jen nezdporné) veseni (¥, Vs, . . .5 Ym) soustavy (20) nerovnost

ylbl +.y2b2 + ... +ymbm = 0.
Vé&ta 7. Soustava linedrnich rovnic

auxl + a12x2 + e e + alnxn = bl’
anX) + @poXy + ... + GonXa = by,

AmiX; + AmoXs + ... + AmaXn = bm
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md feSeni prdvé tehdy, jestliZe pro kadé Feseni
(Y15 V25 - - -» Ym) soustavy linedrnich rovnic

Y@ + Yooy + - .. + Ym@my = 0,
N1z + Ye@ge + ... + Ymams = 0,

) Yi@in + Volon + ... + Ym@mn = 0
plari

ylbl + yzbz - ...+ ymbm = 0.

II1.2. O dlohich linearni optimalizace

Ulohou linearni optimalizace nazyvime tuto tlo-
hu: Mezi nezipornymi feSenimi (x;, x,, ..., x») (pokud
viibec existuji) soustavy linearnich nerovnosti tvaru

auxl + a12x2 + e + alnxn é bl’ .
Ao1Xy + GgoXe + ... + AgnXn = by, (23)
............................. ,

AmpXy + AmoXs + ... + AmnXn = bum

nalézt takové, pro které nabyva dana funkce 7 proménnych

SOty Xay s Xn) =% + €%+ ...+ cuxn (24)
(kde ¢;, ¢5y ..., cn jsou dana Cisla) své nejvétsi hodnoty;
strucné to zapisujeme symbolem

Sf(x15 X35 - . .5 Xn) — max?). (25)

Pro nezipornd feSeni soustavy (23) se vzil nazev pFi-

1) Funkci f nazyvame nékdy aéelovou funkci ; kromé toho i v pfipade,
ze hleddme nejmensi hodnotu funkce f, hovofime o floze optimalizace.
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pustnd FeSeni ulohy lineirni optimalizace a pro pfipustn
feSeni ddvajici nejvét§i hodnotu funkce (24) se vzil nizev
optimalni FeSeni tlohy lineirni optimalizace.

Uvedme na tomto misté alesponi jeden pfiklad wlohy
z praxe, kterd vede na tlohu linedrni optimalizace. K vy-
robé riiznych druhid produkce je potfeba uZit jistych tech~
nologickych postupd a urcitych surovin a tlohou je roz-
hodnout, jakd mnoZstvi jednotlivy’ch druhii produkce ma-
me vyrobit, abychom pfi pouZiti danych technologickych
postupid nepiekroCili dané zasoby potfebnych surovin
a abychom pftitom dosahli co nejvétiiho zisku.

Ptedpokladejme, Ze se jednd o n druht produkce a Ze
k vyrobé je tteba m druht surovin. Oznac¢me symbolem
(=12, ..., n) zisk z vyroby kazdého jednotkového
mnozstvi produkce j-tého druhu a symbolem &b (i =
=1, 2, ..., m) zasobu i~té suroviny. Jsou-li technologické
postupy takové, Ze k vyrobé jednotkového mnoZstvi j-té
produkce je potfeba mnozstvi a;; i-té suroviny a oznaCi-
me-li x; hledané mnozZstvi produkce j-tého druhu, pak

podminky nepfekroceni zasob jednotlivych surovin lze
vyjadfit soustavou (23);

zisk z vyroby lze vyjadfit vzorcem (24);

podminku nejvétSiho zisku lze vyjadfit podminkou
(25).

Jak jsme jiZ zjistili v I. kapitole, soustava linedrnich ne-
rovnosti nemusi mit Zddné feSeni, nemusi tedy existovat
ani pfipusiné feSeni Glohy linearni optimalizace. Jako cvi-
Ceni by si mél ¢tenaf ukdzat, Ze i v pfipadé€, kdy soustava
(23) ma feSeni, nemusi mit neziporné feSeni. UkaZeme si,
Ze i v ptipadé¢, kdy uloha linearni optimalizace méd pfi-
pustné feSeni, nemusi mit optimalni feSeni.

MizZeme k tomu uzit soustavy (2) z L. kapitoly, tj. sou-
stavy
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— 2%, — x,
— x; — 2x,

— 2,
— 4,

jejiz mnoZina FeSeni je znizornéna na obr. 3, ze kterého
je patrné, Ze tato mnoZina neni omezena. Je take zrejme,
Ze zvolime-li pevn¢ hodnotu neznimé x, = X, tak, Ze je
x, >0, bude existovat takovd hodnota neznamé X = xl,
Ze kromé dvojice &isel (x;, x,) bude FeSenim uvaZované
soustavy i kazdd dvojice cisel (%, %;), pro kterou plati
%, > %;. Odtud viak plyne, Ze bude-li funkce f(x,, x,) mit
napf. tvar

A N7

Slxsxs) = x; + %o

miZeme vhodnou volbou hodnot proménnych dosihnout
toho, aby funkce f(x;, x,) nabyvala hodnoty v&tsi neZ jaké-
koliv pfedem zadané Cislo a nemize tedy funkce f nabyvat
na mnozin¢ pfipustmych feSeni své nejvétsi hodnoty.

Plati v3ak tato véta.

V&ta 8. Existuje-li pFipustné ieseni ilohy (23), (24), (25)
a existuje-li rakové Cislo M, Ze pro viechna pripustnd veSeni
X1, Xg5 - . 5 Xn) plati

clx1+czx2+ e T CaXn EM,
potom existuje i optimdini FeSeni.
Didkaz. Mnozina viech nezapornych feSeni (x; x5, . - -,
..» Xp) soustavy (23) je konvexnim mnohosténem K

v prostoru R* Podle véty 1 je mnoZina K viech bodii
Z = (z,) prostoru R!, pro které existuje takovy bod
(%15 %25 - . .» Xn) mnohosténu K, Ze plati

2 = X1 + €% + ... + CaXa,
konvexnim mnohosténem v R Podle pfikladu 3 kapitoly IT
je tedy K bud (a) prizdnd mnoZina, nebo (b) prostor R,
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nebo (c) mnoZina bodd (x,) prostoru R!, pro které plati
a < x; < b, kde a, b jsou {isla, pro kterd je a = b nebo (d)
mnoZina bodu (x;) prostoru R}, pro které plati x, < b, kde
b je jisté Cislo nebo (e) mnoZina bodid (x;) prostoru R?,
pro které plati a < x;, kde a je jisté Cislo. ProtoZe vSak
podle piedpokladu existuje pfipustné feSeni, nemiiZe
nastat pfipad (a), protoZe kromé toho existuje &islo M

tak, Ze pro viechny body (z,) mnoZiny K plati 2, < M,
nemohou nastat ani pfipady (b) a (e). At jiZ nastava ktery-
koliv ze zbyvajicich pfipadl, optimalni FeSeni existuje;
je jim kazdé feSeni (xy, x5, . .., Xn), pro které plati

Clxl + szz + L + CaXn = b,
a takové FeSeni existuje, nebot funkce
J(x Xay <« s %) = 3% + CaXp + ... + Caxn

zobrazuje mnozinu K na mnoZinu K.

Vyhodné je studovat spolu s ulohou (23), (24), (25)
i tuto dlohu: Mezi nezipornymi feSenimi (y;, ¥y, - - .5 Ym)
soustavy linedrnich nerovnosti tvaru

Y@y + Yoy + - -+ Yma@my = ¢y ,
M1z + YVoloo + ... + Ymamy = Cp (23"
.............................. ,

Yi@in + Yolon + ... + Ymdmn = Cn

nalézt takové, pro které nabyvi funkce m proménnych
Jvle - -3 Vm

EDp Yo - 5 ¥m) = by + by + ...+ bnym,  (24)
své nejmensi hodnoty; stru¢né piSeme
&Yz -+ ym) — min,
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Ulohu (23%), (24"), (25’) nazyvame tlohou dudln k tloze
(23), (24), (25).
V§imnéme si toho, Ze obé ulohy jsou zaddny systémem
Cisel
@15 Qyzs - - -5 Qyms by

Qo1 Aagy -+ -5 Aany Dy
................ R
Qmyy Amoy - - + Amny bm,
€1y C2 5+« sCn

a toho, Ze duélni uloha je ulohou linedrni optimalizace
stejného typu jako iloha (23), (24), (25), nebot soustavu
(23") miZeme pfevést na soustavu

—anY — QY2 — - T GmYm = — Cp,
T G12Y1 — AggYe — ... — GmpYm = — €y
.................................. s

— QY1 — QYo — ... — AmaYm = — Cn

a podminku (25’) na tvar
- g(xh Xoy <oy xn) —- max.

Kromé toho &tendf snmadno nahlédne, Ze vytvofime-li
k dudlni dloze dlohu duilni, dostaneme tlohu pivodni;
proto Casto hovofime o dvojici vzdjemné dudlnich loh.

Véta 9. Fe-li (x;, xs, . . ., Xa) pFipustné feseni ulohy (23),
(24), (25) a je-li (Y13 V2> - - -5 Ym) pFipustné FeSeni dudlni
tlohy, pak plati nerovnost

Xy X+ oo+ CaXn = by + by + ...+ bYm.

Dikaz. UZijeme-li postupné nerovnosti (23") a (23),
dostaneme
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Xy +CoXy 4+ ... Lol Fepxn =

= (nay + Yean + ... +Ymam)x, +
+ (3112 + Yoo + ...+ YmAmg)xs +
+ (ylaln + Yolon + ... + ymamn)xn =
= yy(@nX, + @a%; + ... + GuXa) +
+ ya(@n%y + ag%y + ... -+ @pnxn) +
F Im(@mixy + Gmgks + - + Qmaxa) =
= ylbl + y2b2 + «ae + ymbm.

Véta 10. Pnpusma Fesent (Xyy Xgy - - <5 Xn)y (Y1 P
.s Ym) vzdjenmé dudlnich uloh (23) — (25) a (23) —
(25 ), pro kterd plari

51321‘1— Cgfz + “« e + Cn.in = le"l —}‘ sz}z + “ e + bmjm
Jsou optimdini.

Dikaz. UkaZeme napf., Ze (JEI, X3 - .- Xn) j€ Optimilni
feSeni ulohy (23) — (25); to, Ze (yl, jz, ...» Ym) je opti-
malni feSeni dlohy (23') — (25), st Ctenaf zcela analogicky
dokdZe sim. Mdme dokdzat, Ze pro libovolné pfipustné
FeSeni (xy, Xy, ..., %) Ulohy (23) — (25) plati nerovnost
Xy + CXs + ...+ Cnxn = 0%, + €%y + ...+ CnXa.
Avsak podle véty 9 plati
C1Xy + CoXo + “ee + CnXn = blj)l _|L 62332 + “e “L bmjm

a podle pfedpokladu véty 10 plati
bl&l ‘I" b25’2 ‘I" e + bmjm = Cl'il + Cg.i'g + “ o + Cn.in.
Véta 11. Existuji-li pripusind feSeni vzdjemné dudinich

uloh (23) — (25) a (23') — (25'), pak existuji i optimdini
FeSeni téchto dloh a je-li (x; Xy ..., Xn) optimdini Feseni
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tlohy (23) — (25) a (Y15 Vos - - -» Ym) Optimdlni FeSeni vlohy
(23") — (25", pak plati

Clx]_ + C2x2 + e + Cnxn =5 blyl + b2y2 + “se + bmym'
Diikaz. Je zfejmé, Ze staCi dokazat existenci takovych

nezdpornych feSeni (x;, X3 -.., Xn)s (Vs Var «--» Ym)
soustav
anXy + @pX; + ... + aaxa = by,
5%y + AgoXp + ... + AsnXn = b,,
............................. , (26)
AmiXy + AmpXy 1 ... + AmaXn = bm,
—apyr—anY:— ... —GmIm = — Cp
— QY — AnYy — ... — GmeYm = — Cy
................................. s 27
— @nY1 — QYo — ... — AmaYm = — Cny
Ze plati

bl.yl + b2y2 + e + bmym, = Clxl + szz + .o + ngj

Protoze vsak pro kazdé pfipustné feSeni plati podle véty 9

nerovnost

blyl + b2y2 + ... + bmym Z Clxl + szz —l‘ LIRS + Cnxn,

stali misto (28) pozadovat splnéni podminky

blyl + b2y2 + v + bmym é C1x1 + szz + « e + Cnxn,

a ta je ekvivalentni s podminkou

by + by, + .. bmym — % — CaXp— ... — CnXn =
=0. (29)

Maime tedy dokdzat, Ze soustava m + n -+ 1 nerovnosti
(26), (27), (29) o m + n nezndmych x;, X35 ..., X, Y1,
Y2 - - -» Ym Ma nezdporné FeSeni.
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Ptedpokliddejme, Ze tato soustava nema nezdporné feseni,
potom podle véty 4 existuji takovd neziporni &isla &,
25« o3 Emy N1s Mas - - -5 My A, Z€ Plati

anéy +ané + ...+ amén —d 20,
a1ofy by + ...+ ambm — A = 0,

.....................................

>
aé, + azwfz + ... + amubm — cnd 2 0, (30)

—anm — Gy — ... — Gl + 64 Z 0,

— @y — Gpl)s — ... — Ganfn + bl 20,

— @Gmfy — Amals — ... — Qmalln + bmd Z 0,

a zaroveni

b1£1+b252+ LRI +bm§m—cl1}1—02772~ e _Cnﬂn <
< 0 31

UkéaZeme nejdfive, Ze nemiZe byt 1 = 0. Je-li totiz 2 = 0,
dostaneme, na zikladé (30), soustavu nerovnosti

apnéy +ané+ ... +amém 20,

Aoy + apts + ... + ameém 2 0, (32a)
ity + by + -+ - + Gmnkm = 0,

—Quih — @il — -.. — Gata Z 0,

—QgMh Gyl — .- — AaMn Z 0, (32b)

—am — amznz — ves — Qmnn = 0.

Podle pfedpokladu véty existuje pfipustmé feSeni (x;, x,,
.. .5 %) ulohy (23)—(25) a ptipustné FeSeni (y;, ¥ .- .»
ym) ulohy (23)—(25"). Vynasobime-li j-tou nerovnost
soustavy (32a) Cislem x; a vzniklé nerovnosti sefteme,
dostaneme
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0 =x,(ané; +apée+ ... + amlfm) +
+ x5 (@161 + Ggefs + ... + amebm) +
+ X (alﬂfl + aunés + ... + amndn =
= &y (ayx + apXe + ...+ apxa) +
+ &y (@nx; + @opxs + ... + agnxn) +
¥ Em (@mi¥y + ampks + -« + Gmnxn) =

=&b + b+ ...+ mbm.

Vynasobime-li i~tou nerovnost soustavy (32b) Cislem 7
a vzniklé nerovnosti seéteme, dostaneme obdobné

0 =y (—aum —ahe — ... — @Quin) +
+ Yo (—apiy —solp — ... — Qgafn) +
+ ym (—ampny —amatlz — ... — Gmalin) =
= (—auy — auY: — ... — AmYm) +
N2 (—@1Y1 —ag9Y2 — - .. — AmaYm) +
Nn (—ad) — @GuYs — ... — AmnYm) =
= —M6 — Mol — .- — Tnlne

Sectenim takto ziskanych dvou nerovnosti dostaneme ne-
rovnost

blt,tl + b2£2 + e + mem - C1771 - C27}2 T ee e T Cnnnz
=

b]

ktera je ve sporu s nerovnosti (31); musi tedy byt 4 > 0.
Potom vSak miiZeme kazdou nerovnost soustavy (30) délit
Cislem A a ziskat tak soustavu

& &

an ——|—¢221 T+ ...TamngCI,
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U .
........................................... 5
ain % + Qaon % + + amn 5}"” 2 Ca

I e

A’ A’
Zeni tlohy (23)—(25) a Ze (% LN
né fedeni ulohy dudlni, tj. Glohy (23')—(25"). Pak oviem
podle véty 9 musi platit nerovnost

To viak znamena, Ze ( . %) je pFipustné fe-

) je ptipust-

«51 Ez

011 + ¢ '7?‘*‘ +Cnin—§b1 +b2 + .

A
b

Nisobime-li posledni nerovnost c1slem 1, dostaneme ne-
rovnost

e+ e+ oo+ Catn = bE + bk 4+ ...+ bmém,

kterd je ve sporu s nerovnosti (31). Odtud vSak plyne, Ze
pi‘edpoklad o tom, Ze soustava nerovnosti (26), (27), (29)
nema neziporné feSeni, je nespravny, ¢imZ je véta do-
kazana.
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Véta 11 umoziiuje dokazat snadno tuto vétu:

Véta 12. Przpusma FeSeni (xy5 Xa5 « - .5 Xn)y (Y15
Ym) vzdjemné dudlnich uloh (23)— (25), (23)— (25) ]sou
optimdInimi prdvé tehdy, jestliZe jsou spinény tyto podminky.:

jelixy > 0,jeayy, + apye + ... + ampym = ¢35
je-liyi > 0,7e aixy + auxs + ... + Qinxn = by,

Diikaz. Pfi dikazu véty 9 jsme ukazali, e plati ne-
rovoosti ¢;x; + X + ... + Caxn =

= (nan + 300 + ... + Ymam) x, +
+ (112 + Yoo + ... + Ymame) xp -

- (man + Yoaon + ...+ Ymlmn) X =

=y (anx, + apx, + ... + a@uxa) +
+ 3o (@nX1 + a@sXs + ... + auxa) +

+ Ym(@mxs + amo¥s + ... + Gme¥a) =
= blyl + bﬂz + e + bmym.

Pfitom vSak podle vét 10 a 11 jsou pfipustnd FeSeni

(% X5 - -5 Xn)s (Y15 Vg5 -+ - ¥Ym) optimdlni pravé tehdy,
plati-L

axy + Coxp + ...+ uxn = by, + by, + ... + bnym,
tj. pravé tehdy, plati-li

[ — (@ + 202 + ... + Ymam)] % +
Flea — (812 + 3285 + ... + Imamy)] x, +

Flen — (nain + Y2on + ... + IYmams)] % = O



[6y — (anx1 + apxe + ... + auxa)] 31 +
+lby — (au¥1 + apxy + ... + amxa)] ¥, +

+[bn — (am¥ + @meXs+ ... + Gmaxn)] Ym =0.

ProtoZe kazdy ze s¢itancid na levé strané prvni rovnosti je
nekladny a kaZdy ze sCitanct na levé strané druhé rovnosti
je nezdporny, musi byt proj = 1,2, ..., 7

6 — (@ + 38y + ... + Imamy)] 5 = 0
aproi=12,...,m

[b: — (@ + aixs + ... + awxa)] 3 = 0.
Odtud jiz snadno plyne tvrzeni véty.

P¥iklad 5. VySetfujme tyto vzijemné dudlni ulohy:

x + 3x, + x =4,
2%, +  x =3, 33)
X+ 4dx3+ x, =3,

n20x0,x=20x 20,
f(xb Xas X3y x4) = 2-'*:1 + 412 + x3 + X, —> max. (34)

n+ 2y <2
I+ yt ya =4,

4y, = 1, (33)
N+ »zl

Nnz20y20y=2 0
g(Yuyuys) =41+ 3y + 3y >min.  (34)
Snadno se Ize pfesvédéit, Ze ( 1,1, —%—,
feSeni tlohy (33), (34). Véty 10 a 12 umoZiuji rozhod-

0) je pfipustné
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nout, zda toto feSeni je optimdlni. Je-li (l, l,%, 0) opti-

malni, musi podle véty 12 platit pro libovolné optimalni
feSeni (¥, 2, 35) Ulohy (33°), (34')

N+ 2y, =2,
3+ yts=4
4y, = 1.
Snadno se Ize presvédcit, Ze tato soustava lineirnich rovnic
e v 11 9 1
ma jediné reSeni, a to y, = 102 = ¥ = -

Avsak snadno zjistime, Ze pro ptipustna feSeni (1, 1, %, 0) ,

11 9 1y, A
(‘1?’ — T) dloh (33), (34) a (33") (34) plati
13

2x1+4x2+x3+x4:T:4y1+3y2+3y31

takZe podle véty 10 jsou tato pfipustna FeSeni i optimdlni.

II1.3. O prahovych funkcich

V tomto odstavci uvedeme jednu aplikaci pojmu z teorie
linedrnich nerovnosti a pojmu oddélitelnosti mnoZin, pfi-
Cem? tato aplikace se vztahuje k teoretické i k technické
kybernetice.

Piedstavme si ndsledujici situaci. Uréitd skupina sestd-
vajici z n osob se seSla proto, aby rozhodla hlasovdnim
o pfijeti né&jakého ndvrhu. Pfedpokldddme kviili jednodu-
chosti, Zze se nikdo nemuzZe zdrZet hlasovani, tedy kazdy
musi hlasovat bud pro nivrh, nebo proti nému. Pfitom
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hlasy jednotlivych ucastnikii mohou mit raznou ,,vahu®
(napf. v zdvislosti na autorité, kterou maji podle své od-
borné zpusobilosti, nebo v zévislosti na mocenském posta-
veni, které zaujimaji v uvaZované skupiné). Dile budeme
predpokladat, Ze hlasujici osoby jsou oéislovany v n¢jakém
pevné zvoleném pofadi a Ze vahu j-tého ¢lena lze vyjadrit
nezidpornym cCislem A;. Jeden z pouZivanych zpisobu pro
zhodnoceni vysledku provedeného hlasovani spociva
v nasledujicim: Jestlize j-ty Clen skupiny (s vahou hlasu
A;) hlasuje pro navrh, pfedstavujeme si, Ze jeho pfispévek
pro pfijeti ndvrhu je A;; v opatném pfipadé pokladame
jeho pfispévek pro pfijeti ndvrhu za nulovy. Po skonceném
hlasovini sefteme pfispévky jednotlivych ¢lend a ziskany
souCet porovname s jistou hodnotou B, kterou povaZujeme
za ,,celkovy polet hlasi“, ktery je nutny a postacujici pro
pfijeti daného navrhu. JestliZe je soucet pFispévka (hlasit)
jednotlivych ¢lent vétsi nebo roven nez B, povaZujeme
navrh za pfijaty, v opaCném pfipadé konstatujeme, Ze
navrh pfijat nebyl.

Neni t&%ké si rozmyslet, Ze Ize tuto situaci popsat zave-
denim jisté funkce f (x;, X4, . - ., X») 7 proménnych x,, x,,

..» Xn, pFiemZ kaZzdd proménna x; nabyva pouze dvou
hodnot 0 a 1. Pfitom poloZime x; = 1 v tom pfipadé,
jestlize j-t4 osoba hlasuje pro navrh a x; = 0 jestliZe j-td
osoba hlasuje proti ndvrhu. Funkce f (x,, x,, . . ., ¥n) milZe
nabyvat dvou hodnot, a sice hodnoty 1, jestlize navrh byl
pfijat, a hodnoty 0, jestlize nivrh nebyl pfijat. Z toho, co
bylo feCeno, je patrné, Ze funkce f (x, X, - - ., *x) je defi-
novana timto pfedpisem:

(&1 Egs ooy En) = 1, jestlize 4.6, + ... + An.én =2 B
a
f(El, 52, s ey E”) = 0, ieStliiCAl.El + aa + An--’fn < B.
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Pfiklad 6. Polozime n =5, 4, =1, A, = 2, A, =3,
A, =4 a B= 3. Funkce f(x,, x5, X3, x;,) je definovina
pfedpisem:
flpénéné)=1, iestliie E+ 28+ 38, + 45, 23(%
f(‘fl: &y &3, 54) = 0, jestlize &+ 28, + 38, + 4E, < 3.

Sestrojime nyni tabulku hodnot této funkce.

El’ EZ! 533 54 If(fb 52’ 53) 54) l ‘51) 52) 53’ 54 |f(£1’ 52’ 53’ 54)

0000 0 1 000 0
0001 1 1001 1
0010 1 1010 1
0011 1 1011 1
0100 0 1100 1
0101 1 1101 1
0110 1 1110 1
0111 1 1111 1

PopiSeme konstrukci tabulky. V levém sloupci jsou za-
psiny vSechny uspofidané Ctvefice (&4, &p &3y £y), kde
& = Onebo & = 1 proj = 1, 2, 3 a 4. Snadno zjistime, Ze
pocet téchto Ctvefic je 2¢ = 16. (KaZdé £; nabyva dvou hod-
not a tedy celkovy pocet &tvefic je 2x2X2x2 = 24.) Cel-
kovy pocet &tvefic v naSi tabulce je 16, pfiCemZ Zidnd
¢tvefice se nevyskytuje dvakrit. Z toho tedy vyplyva, Ze
v tabulce se vyskytuji vSechny {tvefice, pfiCemZ kaZda
pravé jednou. Na pofadi, ve kterém vypisujeme Ctvefice,
sice nezdleZi (pokud oviem odpovidajicim zpsobem uspo-
fdddme hodnoty funkce), poznamenejme vSak pro tplnost,
Ze pfikonstrukci tabulky jsme pouzili tzv. lexikografického
uspofadani. Lexikografické uspofddani je v naSem pifipadé
definovéno takto: Necht (&, &,, &;, &,) a (11, Ty, 75, Ty) jSOU
dve libovolné &tvefice z nul a jednitek. Ctvefice (£,, £y, &3y
&,) je pred Crvefici (ty, To, Ty, T4), jestliZe nastdva alespon
jeden z t&chto ptipadu:
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1. £, = 0, 7; = 1 (ostatni §; a t; mohou byt libovolnd),
2.6 =1,& =0, 1,=1 (&, &, 32 7, mohou byt libo-
volnd),

3.8, =1y, &3 = 15, &3 = 0, 73, = 1 (£, a 7, mohou byt libo-
volnd) nebo

4.§1=T1,£2=12532‘[3,54:0314: 1.

Ctenaf si snadno ovéFi, Ze pofadi &tvefic v tabulce sku-
tetné odpovidé lexikografickému uspo¥adini 1—4.

P#i konstrukci lexikograficky uspofidané posloupnosti
¢tvetic Ize pouzit nasledujiciho mechanického postupu:

(i) Na prvni misto v tabulce napiSeme &tvefici (0, 0, 0, 0).

(i) Pfedpoklidejme, Ze po jistém poctu krokt jsme pFisli
k ¢tvefici (&4, &, &5, £,). MZe nastat pravé jeden z téchto
péti piipadu:

a) &, = 0.V tomto pf¥ipadé za étvefici (&, &, &3, 0) napi-
Seme &tvefici (&, &,y &3, 1).

B &, =1, & = 0.V tomto pEipadé za Ctvekici (&, &, &5
&) = (&, &5, 0, 1) bude nasledovat Ctvefice (£y, &5, 1, 0).
y)Plat &, =1, & =1, £, = 0. V tomto pfipadé bude za
ctvefici (&4, &ay &35 £4) = (1,0, 1, 1) ndsledovat Ctvefice
(¢, 1,0, 0).

Plati&, =1,46,=1, & =1, & = 0, tj. dand Etvefice je
(0, 1, 1, 1). Za tuto ¢tvefici napiseme &tvefici (1, 0, 0, 0).

e) Plati &,, = &5 = & = & = 1. Civetice (b1 25 &35 &4) =
= (1,1, 1,1) je posledni ¢tvefici; proces konstrukce tim
kondi.

Po této kritké exkurzi do {isté kombinatorickych otazek
se vratime k funkci f (x,, x,, %3, X,). Funkce f (5, X, %3, X4)
je definovina vztahy (*) a jeji hodnoty Ize pfecist z tabulky.
Ze vztahl (*) nebo z tabulky se lze piesvédCit o tom, Ze
v uvaZovaném piikladé je ndvrh pfijat pfi vSech moZnych
hlasovanich s vyjimkou téchto t¥i pfipadi:
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1. Nikdo nehlasuje pro navrh; 2. pro ndvrh hlasuje
pouze prvni ucastnik; 3. pro ndvrh hlasuje pouze druhy
ucastnik. Idealizovana situace s hlasovanim nas pfivadi
k pojmu tzv. prahové funkce. Zatim jsme pfedpoklidali,
Ze Cisla A,, A,, ... a A, jsou nezdporna; tento predpoklad
souvisel s konkrétni povahou nasSi ,hlasovaci situace.
Obecné viak tento pfedpoklad nema opodstatnéni, nebot
prahové funkce se vyskytuji i v jinych aplikacich matema-
tiky, jako napf. v neurofyziologii, v slaboproudé elektro-
technice, pfi konstrukci pocitaca aj.

Definice prahové funkce: Prahovou funkci 7 pro-
ménnych budeme rozumét funkci f (x;, x5 ..., X2)
definovanou na mnoZiné¢ vSech uspoiadanych »-tic
z jedni¢ek a nul, a zobrazujici tuto mnoZinu do
mmnoziny {0, 1}, pfi¢emZ musi byt splnéna tato pod-
minka: Existuji realna ¢isla 4,, ..., A, a B tak, Ze
plati:

fee 5= | Liestlize dy 5 + .+ Au5s 2 B,
L s =) =0, jestlife 4.6, - ...+ An.£n < B.
(35)

Cisla A, ..., An se nazyvaji vahami a &islo B prahem.
Z definice prahové funkce je patrné, Ze je to funkce dosti

specidlni struktury. V matematické logice a jejich aplikacich

se definuji tzv. logické funkce. Uvedeme tuto definici.

Definice logické funkce. Logickou funkci » pro-
ménnych (oznaleni F (x;, ..., x»), budeme rozumét
zobrazeni mnoZiny vSech uspofadanych n-tic z nul
a jednicek do mnoZiny {0, 1}.

Poznamka. Termin logicka funkce pochazi od toho, Ze
proménné x; i hodnotu funkce F (x,, ..., x») lze interpre-
tovat jako logické vyroky; pfitom 1 interpretujeme jako
pravdivy vyrok ,,ano“ a 0 jako nepravdivy vyrok ,,ne‘.
K ilustraci pojmu logické funkce viz cvileni 8 na konci
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kapitoly a ucebnice pro SVVS (8). Srovninim obou dvou
definic dostavime tuto zfejmou vétu:

V&ta 13. Kaidd prahovd funkce je logickou funkci.

Obricené tvrzeni vSak neplati, jak vyplyva z nésledujiciho
ptikladu.

P¥iklad 7. M¢&jme logickou funkci ¢ (xy, x,, X;), defino-
vanou takto: ¢ (0,0,0) =¢ (1,1, 1) =1,
@ (15 €25 £3) = O, jestliZe (&4, &y, £5) = (0,0,0) a (&5, &y, &5)
# (1, 1, 1). DokaZeme, Ze funkce ¢ (x,, x5, X3) neni pra-
hova, tj. Ze neexistuji ¢isla 4,, A,, A, a B tak, aby platilo

(15 £y £2) = 1, jestlize A,.5, + A,.&, + A&, = B,
P o1 e 53) =0, jestlize 4,.£, + A,.&, + A;.& < B.

Dikaz provedeme sporem. Kdyby totiz takova Cisla
existovala, musela by spliiovat nerovnosti

A1+A +A3 2B, (¢(l,L,1)=1),
=B, (p(0,0,0)=1),

—A, > —B, (¢(1,0,0)=0),
— 4, > —B, (¢(0,1,0)=0),

— 43> —B, (9(0,0,1)=0).

Nyni druhou nerovnost vyndsobime dvéma a vSecky ne-
rovnosti takto vzniklého systému seCteme. Tim dostdvime
nerovnost 0 > 0, kterd vSak znamena spor.

Z ptikladu 7 tedy vyplyva, Ze ne kazd4 logicka funkce je
prahova. Na druhé strané, jestlize néjaka logickd funkce
f(x15 ... xn) je prahovd, nejsou koeficienty a prava strana
ve vztazich (35) ureny jednozna¢né. UkaZeme si tuto sku-
teCnost na prahové funkci tfi proménnych v nasledujicim
pfikladu. Diikaz v obecném pfipadé si Ctenaf lehce provede
samostatné.
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PrFiklad 8. VySetfujme prahovou funkci tfi promén-
nych v (x,, X3 x3) definovanou takto:

_ [Ljestlize & + & + &5 = 2,
vemm={om L8R

Neni t&Zké ovefit, Ze funkce y (x1, X5, X3) je definovina té%
napf. takto:

(% gy %5) = 1, jestlize 10.&;, 4 11.§, + 12.&, = 20,
"p 1> 425 3 0, iest].iie 10.51 + 11.52 + 12-53 < 20.

Posledni dva pfiklady nis pfivad&ji k myslence, %e jedna
z nejduleZit&jsich otdzek, které vznikaji v teorii prahovych
funkci, je ndsledujici: Je ddna logicka funkce F (x;, x5, . . .,
xn) n proménnych. Mame rozhodnout, zda tato funkce je
prahova, a v kladném pfipadé nalézt alespod jedno vy-
jadfeni ve tvaru (35). Tato otizka je v celé své §ifi znatné
sloZit4 a lze Fici, Ze doposud nebyla ani zdaleka uspokojivé
dofeSena. V nasem vykladu se omezime na to, Ze ukdZeme,
jak posledni otdzka souvisi s pojmem oddélitelnosti, a jako
dasledek vyslovime jedno kritérium. Logickd funkce je
podle definice definovdna na mnoZin& vSech uspofidanych
n-tic (€4, &9, ..., &n)kde & =0 nebo & = 1proj= 1,2,
..., n. Kazdd takovd n-tice je bodem #-rozmérného pro-
storu Rn. Viecky tyto body tvofi jistou kone¢nou mnoZinu
v Re, Oznaéme posledni mnoZinu symbolem B7 ). Oznad-
me ddle symbolem F~1(0) mnoZinu viech bodt (§;,&,, . . .,
&n) z B, pro néZ plati F (&, ..., &) = 0, a symbolem
F-1(1) mnoZinu vSech bodl (&;, &,, ..., &s), pro néZ plati
F (&, ..., &) = 1, tj. symbolicky (tohoto typu symboliky
bylo jiZ pouZito v odst. II. 2):

1) Mnozina B” je mnozinou vrcholi #-rozmérné jednotkové krychle
(viz [1] str. 69—70).
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F30) = {(€1, -5 &n) < Bn| F (£, ..., &) = O}
FY1) = {(£1 .- .» &n) € Ba | F(£r, ..., &a) = 1}

(MnozZiny F~1(0) resp. F~1(1) se obvykle nazyvaji vzory 0
resp. 1 pfi zobrazeni pomoci funkce F.)

Nyni je jasné, Ze zaddnim funkce F(x,, ..., x,) jsou
jednoznaéné ureny mnoZiny F-1(0) a F-1(1), a obriceng,
ze znalosti mnoZin F~1(0) a F(1) Ize jednoznaén& urdit
funkci F. (K uréeni funkce F staci ovSem zndt kteroukoliv
jednu z mnoZin F~1(0) nebo F(1)).

Pfedpoklidejme nyni, Z%e F(x;,...,x.) je prahovd
funkce a necht plati

F(Elj .« .,fn)z l,iestliieAl.fl + “ e +An.§n Z B, (35)
F(y,...;60)=0,jestlize 4,.5, + ... + An.&n < B.

Posledni vztahy lze pfepsat ekvivalentnim zpisobem takto:

(El’ . .,En)EF—l(l),jeStlﬁeA1.§1 + . +A7L-‘En ;B, (35')
sy -« s En) € FY(0), jestliSe Ay . £+ . . . + An.En < B.

Tim je vSak dokizina ndsledujici
Véta: 14, Funkce F (xy, . . ., xn) je prahovd prdvé tehdy,
jestliZe nastdvd alespori jeden z téchto dvou pripadi:

a) alespori jedna z mnozin F-Y(0) a F-Y(1) je prdzdnd,

b) mnoZiny F-Y(0) a F-1(1) jsou neprdzdné a oddélitelné.
Abychom mohli vyslovit zajimavé&;si kritérium pro to, Ze

funkce F je prahovi, zavedeme pojem konvexniho

obalu konetné mnoZiny bodi prostoru Rz. V dal$im textu
pouZivime Casto pro soulet a; + a, + ... -+ @ symbo-

lického zépisu Z a.
=1
Definice: léechf A je kone¢na neprizdnid mnoZina
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bod prostoru R”. Necht mnoZina A obsahuje body
1 1 1
(20, 2D, .. 2,
2 2
(2, %D, . xS M

L Y
(x(l ), xg )J ] xSl))'

Konvexnim obalem mnoZiny A (oznaceni K (A)) bu-

deme rozumét mnoZinu definovanou takto: K (A)

obsahuje viechny ty body (x;, ..., x.) <~ R#, pro kte-

ré existuje k-tice &isel 2,74, ..., 4 tak, Ze 1, =0
k

(=12 .., k)%= Z hx? pro j=1,2,...,na

x=1
Zl A= 1.

~ PFiklad 8. Necht body (x1, 31); (g ¥2)s - - - (Xks Vi)
jsou vrcholy konvexniho mnohothelnika M. PoloZme
P = {(x1, y1)s (X2, ¥3)s - - -» (Xn yu)}, takZe P je jistd koneCna
mnozina. Snadno lze ukazat, Ze plati

K(P)=M.
Plati zfejmé
lemma
Plari K(A)D A.

Diitkaz ptenechavame Ctendfi. (Navod: PoloZte 1; =
=0,..00/ =0, 4 =1, 4,4, =0, ...,% = 0postup-
né pro x = 1,2, ..., k).

Véta 15. Konvexni obal K (A)je konvexni mnohostén
v Re,
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Dikaz. UvaZujme mnozinu S téch bodu (4,, ..., 4) €
Rk, pro jejichz soufadnice plati A4, =20 (x = 1,2, ...,k)
&
a Z e = 1.§S je zfejmé konvexnim mnohosténem v R%.

x=1

Zobrazeni definované vzorci

k
X = Z VI Al
x=1

je linedrni zobrazeni R¥ do R#, které zobrazuje S na K (A).
K zakonceni ditkazu nyni zbyva pouZit véty 1.

Nyni jsme schopni zformulovat a dokazat vétu:

Véta 16. Logickd funkce F (x, ..., xn) je prahovou
Junkci prdvé tehdy, jestliZe je spinéna ndsledujici podminka:
Bud plati F-'(0) = @, nebo F-'(1) = @, nebo mnoZiny
F~1(0) a F~Y(1) jsou obé neprdzdné a plati

KFHO) NKF1) = 2. (36)

Dukaz: A. Postacitelnost podminky. Necht je splnéna
podminka véty. Rozlisime tyto dvé moZnosti:
1. Plati bud F-1(0) = o, nebo F-(1) = @. V tomto pfi-
padé je funkce F prahové na zdkladé véty 14.
2.Plati FF1(0) = o a F'(1) = @ a tedy téZ vztah (35').
Konvexni mnohostény K (F-1(0)) a K (F-(1)) jsou tedy
na zdkladé véty 3 oddélitelné, tj. existuji Cisla 4,, A, . . -,
Ay a B tak, Ze plati:
A5+ . .+ A bn<Bpro(&y, ..., &)« K(FY0))
a 37
A6 ..+ AnEn=Bpro(&y, ..., &) e K(F-Y 1)
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JestliZe si vSak uvédomime, Ze plati (lemma)

K (F-%(0)) D F-(0) a K (F-(1)) DF(1), pfichizime k za-
véru, e mnozZiny F~1(0) a F~1(1) jsou také oddélitelné, coZ
bylo tfeba dokazat.

B. Nutnost podminky. Necht funkce F je prahovi, tj.
necht existuji Cisla 4,, ..., An a B tak, Ze plati vztahy (35).
JestliZze jedna z mnoZin F~}(0) nebo F~(1) je prazdnai,
neni jiZ co dokazovat. Pfedpoklidejme tedy, Ze plati
F10) = o a FY(l1) # @. DokdZeme, Ze plati nerovnosti
(37), ¢imZ bude ditkaz dokoncen. DokdZeme, Ze plati prvni
ze vztahi (37). Druhy se dokaZe zcela analogicky. Necht
mnoZina F-1(1) obsahuje body

(x(ll), e XYy e (9 L x8), L (R, L, xB),
Podle pfedpokladu plati 4;.x + ... + An.x2 =B (38)

pro x = 1,2, ..., k Budiz nyni (%15 - - +» %) € K(F-Y(1)).
Z nerovnosti (38) dostavame

k
Al-xl + ... +An.xn=A1.23x.x§x) 4+ o+
k k =
-+ An Z A X0 = Z;"‘ (A2 + ...+ An.x) 2
x=1

=

ffM»

coZ bylo tfeba dokazat.
Z podaného diikazu vsak vyplyva nasleduucn véta, ktera

ma daleko obecnéj$i platnost, neZ pouze v teorii prahovych
funkci.
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V&ta 17. Nechf A a B jsou dvé neprdzdné koneéné mno-
Ziny bodit v prostoru Rr. Potom mnoZiny A a B jsou oddéli-
telné pravé tehdy, jestlize plati

KANKB =¢

III.4. O rozliSovani objekti

Téma tohoto odstavce se tuzce pfimykd k tématu pfed-
chézejiciho odstavce. Povime si néco o klasifikaci udaju.
V procesu souasné védeckotechnické revoluce se velka
pozornost vénuje vyzkumim souvisejicim s perspektivou
automatického feSeni tzv. intelektudlnich dloh, jejichZz
feSeni mohl podle tradi¢nich ndzord provadét pouze ¢lovék.
Tak napf. jiz byly podniknuty nékteré vice i méné uspéiné
pokusy pouZiti samofinnych pocitaci pfi hfe v 3achy,
k pfedpové&dim pocasi, k rozliSovani zvuku fe€i, k automa-
tickému Cteni rukopisi, k nalézini diagnéz v medicing aj.

Mnohé z téchto uloh vyZzaduji schopnost klasifikovat
(rozliSovat) velké mnoZstvi udaji, popisujicich zkoumané
objekty, poptipad€ celé situace. Viimnéme si napi. prm—
cipu, na kterém pracuji smyslové orgény clovéka a Zivo-
Zichii. JestliZe pozorujeme néjaky pfedmét, probiha v pod-
stat& tento proces: Jednotlivé svételné signaly pFichdzeji na
sitnici oka a pfindSeji informaci o rozmérech, tvaru, veli-
kosti, vzdalenosti, barvé a prostorovém umisténi objektu.
Tato informace se pfendSi prostfednictvim nervové sou-
stavy do pEislusnych center a tam se vytvafi obraz pozoro-
vaného objektu. Tento mechanismus zrakového vnimani
ndm umoZiuje rozliSovat velmi mnoho navzdjem riznych
objektd (rozlisime stil, knihu, ¢lovéka atd.). Jako ilustraci
matematickych metod a problémi, které vznikaji v sou-
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vislosti s problematikou rozliSovini objekt, popiSeme
jisty jednoduchy matematicky model, ktery budeme nazy-
vat Klasifikdtorem objekti.

Pfedstavme si, Ze mame k dispozici jistou obdélnikovou
destiCku a kousek kfidy. Kfidou muZeme na desticku
kreslit rizné obrazce — objekty, napf. pismena latinské
abecedy. Clovék drZici kfidu napise néjaké pismeno, potom
toto pismeno smaZe a napise né¢jaké jiné pismeno atd. Nasim
ukolem je diskutovat existenci zafizeni, které by umozo-
valo automaticky rozhodovat, které pismeno je na desticce
vyobrazeno. Situace je zde totiz komplikovana tim, Ze
ruzni lidé piSi napf. pismeno a rizné a dokonce ani tyZ
¢lovék nenapiSe dvakrat za sebou dvé stejnd pismena a.
ZafFizeni, které chceme navrhnout, musi pfedevsim ,,umét
Cist”“ napsand pismena. KaZdé pismeno na destiéce je

Obr. 7

zobrazeno vlastmé tim, Ze nékteré body na desti¢ce jsou
bilé (leZi na nich vrstva kfidy), ostatni jsou ¢erné. Dokonalé
zafizeni by tedy muselo reagovat na jednotlivé body
destiCky, coZ je ovSem neuskuteCnitelny a zcela fiktiv-
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ni poZadavek, odporujici zdkladnim fyzikdlnim faktéim.

Abychom nalezli vychodisko z této situace, rozdélime
obdélnikovou tabulku na konecny podet oblasti, oznadenych
feknéme O,, O,, ..., 0, (viz obr. 7.). Nyni kazdému
objektu na desticce pfifadime jistou podmnoZinu mnoZiny
{05, 0y, ..., 04}, a sice mnoZinu téch oblasti, jejichz
vnitfkem prochdzi ¢iara objektu. Dale pfedpoklédé.me, Ze
oblasti 0; odpovidd jisté zafizeni, které vytvarl signal
hodnoty g, jestliZe vnitfkem oblasti prochazi ¢dra pismene,
a vytvafi signal nula v opacném pfipadé. JestliZe je tedy na
destiCce jisty objekt, vznikne jistd mnoZina signali. Tyto
signaly, pomoci nichZ je objekt zakédovan, pFichizeji dile
do centralniho zafizeni, jehoZ tkolem je provést klasifikaci
objektu.

ProtoZe nam jde o pouhé vysvétleni principi, pfijmeme
dile jeSté tento zjednodusujici pfedpoklad: Zafizeni bude
rozliSovat navzdjem pouze dvé tfidy objekti, napf. typ 4
od typu B. Nakonec nim tedy zbyva popsat schema prace

§ =1
—

Obr. 8

centrilniho zafizeni. Toto zafizeni bude sestdvat ze dvou
»»Sériové zapo;enyc ‘ Casti: zaFizeni na s¢itini signila
a klasﬂiku)lcl za¥izeni. Zafizeni na sCitini signild
pfijima jednotlivé signdly z desticky a na jeho vystupu se
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objevuje signil, jehoZ hodnota je rovma souctu hodnot
jednotlivych signli. Klasifikujici zafizeni srovndvd hod-
notu signalu-souctu s jistou danou hodnotou a, nazjvanou
prahem: JestliZe je hodnota signalu vét$i nebo rovna neZ
prah, patfi objekt do jedné tfidy, v opacném pfipadé patfi
objekt do druhé t¥idy. Schematicky je popsany klasifikitor
znizornén na obr. 8.

Nyni napiSeme nerovnosti, popisujici funkci klasifikd-
toru. Za tim ucelem oblasti 0; pfifadime dvouhodnotovou
proménnou x; (j = 1,2, ..., n), pficemZ poloZime x; = 1,
jestlize objekt prochdzi vnitfkem O; a x; = 0 v opatném
piipad€. Timto zplsobem je tedy objekt na desti¢ce popsan
n-tici (%, Xy, - . ., %a). ProtoZe zafizeni neni schopno roz-
liSit jemné&§i rozdily mezi objekty, mifeme jednoduse
ztotoZnit objekty na destiCce s n-ticemi (X;, Xg5 . . .y Xn).
Z tohoto diivodu budeme misto ,,0bjekt popsany n-tici
(%15 Xay ..., xn)“ Fikat prosté ,,objekt (xy, %, ..., Xn)%.
Objekt nyni patfi do prvni tfidy, jestliZe plati

Z a.% = a, (39)
j=1
a patfi do druhé tfidy, jestlize

Z a;.x; < a. (40)

j=1

Popsany klasifikitor tedy rozdéli danou mnoZinu objekti
na dvé tfidy.

Nyni budeme zkoumat mnoZinu klasifikdtorti popsaného
typu pii pevné zvoleném rozkladu na systém oblasti {O;},
avsak pfi libovolné volitelnych hodnotich vah a; a prahu a.

Zformulujeme problém syntézy klasifikitoru. Je
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déna jistd mnoZina objekth € = {(x;, Xy, ...., %)} C B®
(viz str. 56) a jeji rozklad na dvé podmnoZiny:

C=AU P,

kde 2 n B = . Problém zaleZi v nalezeni vah g; a prdhua
tak, aby odpovidajici klasifikitor rozliSoval mnoZinu [ od
B. (Mnozina € je obvykle vlastni podmnoZinou') B).

Je zfejmé, Ze k feSeni posledmho problému je nutno
Fesit soustavu linearnich nerovnosti (39), (40). My se viak
— podobn¢ jako v predchazellcun odstavci — omezime
na otdzku existence. Z véty 17 pfedchoziho odstavce vy-
plyva nasledujici

Véta 18. Klasifikdtor (1. koeficienty a,, ..., an a a)
rozlisujici dvé tiidy objekti U a B existuje prdvé tehdy,
JestliZe je splnéna jedna z téchto dvou podminek:

a) alespori jedna z mnoZin U a B je prdzdnd,

b) obé dvé mmoziny jsou neprdzdné a plati

K@) K(B) =

Doufime, %e se ndm v tomto odstavci alesponi ¢dsteCné
podafilo ukézat, v Cem spoCivd problematika rozliSovani
objektd. Poznamenejme, Ze celd problematika i metody
feSeni jsou podstatné sloZitéj$i. Tak piedevsim obvykle jde
o rozliSeni né&kolika tfid objektd, jak jsme ostatné uvadéli
na zatatku tohoto odstavce. Za druhé v uvaZovaném nej-
jednodus$$im pfipadé se vytvafi prosty soulet signalt

n

z a;.x), zatimco v obecném pfipad¢é se pouZiva i sloZi-
j=1

1y Rikame, %¢ M je vlastni podmnozinou mnoziny N, jestlize M C N
aM=#N,
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téjSich (nelinedrnich) zavislosti na proménnych x;, coZ
pfirozené ma za nasledek zvétSeni rozliSovacich schopnosti
klasifikatoru.

Nakonec nejdiileZitéj§i poznimka. MnoZina rozliSova-
nych objektii nebyva zpravidla apriori znima, nebo obsa-
huje ,,pfili§ mnoho® prvkiu, nebo je sloZitd apod. V tako-
vych pfipadech se k syntéze klasifikatorti obvykle pouZiva
metod adaptace (u€eni). Tyto metody spocivaji v tom,
Ze na klasifikator pfichazi v néjaké posloupnosti pouze jista
podmno¥ina ,,typickych® objekti, u nichZ je znimo
pfedem, do které tFidy pfisluSny objekt patfi. Na zdklade
ucici posloupnosti objekttlt se uréi parametry klasifikitoru.

Cviéeni

Ve cvigenich 1 — 5 je x; =2 0.
1. DokaZte, Ze loha lineirni optimalizace
2x, - 5%, £ 3,
—3x, + 8x, £ —5,
3x; — 2x, > max
nema4 pfipustné feleni.

2. DokaZte, Ze iloha lineirni optimalizace
—3x; + 2x, = —1,
X — X = 2
X, — X, = max
ma pfipustna fedeni a nema optimalni FeSeni.
3. Bez pfimych vypoctd dokaZte, Ze tiloha dudlni k tloze ze cvigeni
dvé nema pfipustné feleni.

4. DokaZte, Zze 1loha linearni optimalizace
X+ Xy = 4,
Xq -+ Xy = 1)

66



x2+x3§l’

n+xn=1

x3+x4§3)

X; + X - X3 T X, —> max
m4 optimélni feSeni x; = 1, x, =1, %, = 0, x, = 1.

5. DokaZte, Ze tloha linearni optimalizace
—2x L x,£2,

x — 2x, <2,

x L+ x =5

X, — X, - max
ma optimdlni feSeni x, = 4, x, = 1.
6. V odstavci 1.3 jsme definovali pojem konvexni mnoZiny. Necht K je
libovolni konvexni mnozZina obsahujici koneénou a nepriazdnou mno-
Zinu bodi M prostoru R%. Potom plati K 5 K (M) (tento fakt se téz

nékdy vyjadfuje slovné: Konvexni obal je ,,nejmendi‘ konvexni mno-
Zina obsahujici danou mnoZinu).

7.a) Urfete podet prvkit mnoZiny B® — viz str. 56. (Odpovid: 27).
b) Uréete pocet viech logickych funkci » proménnych. (Odpovéd: 22”).
(Navod: Viimnéte si, Ze tento poet se rovnd poétu prvkd mnoZiny
B2™.

8. (Ilustrace pojmu logické funkce). Necht A, B, C oznakuji libovolné
vyroky. Témto vyrokim pfifadime dvouhodnotové proménné x4, xp,
x¢ definované takto: x4 = 1, jestlize vyrok A plad, x4 = 0, jestliZze
vyrok A neplati; zcela analogicky je vyznam proménnych xp a xc.
Necht nyni vyrok C vznikne operaci disjunkce (logického souétu),
symbolicky to zapisujeme C = A V B, tj. C= A V B plati pravé
tehdy, jestlize plati alespor jeden z vyroki A nebo B. V tomto piipadé
je x¢ logickou funkci proménnych x4 a xg, poloZzme

xc = fayB (x4, xB).

a) Sestrojte tabulku hodnot funkce f4y/ g (x4, *B).
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b) Ukazte, %e plati

max (xA’ xB))
1—(1—x4)(0 —xg) =x4 +xp— x4.XB.

xc
xc

c)1) Naleznéte logické funkce odpovidajici daliim logickym operacim:
konjunkce A A B, implikace A = B, negace nonA a ekvivalence
A < B.

9. Ptifadme kazdé uspotiddané &tvefici z nul a jednifek (§,, &gy Eay &)
¢&islo
d(Sp 52’ 53: Ed) = 51-23 + stz 22 + ‘53 2t + Eg-

Ukaite, Ze lexikograficky uspofiddané posloupnosti ¢tvefic odpovidd
rostouci posloupnosti &isel d (§,, &,, &3, &,)-

10. UvaZujme mnozinu viech uspofadanych n-tic (&}, &5 .. .5 Ep) z nul
a jednitek. Kazdé n-tici (§,, &, - . ., &) piifadime &slo

d(€péy . 8 =85 .27 L, m72 L 4 En.

Na mnoziné viech n-tic definujeme vztah lexikografického uspof4dani:
Budeme fikat, Ze n-tice (£, &y ... E,,) je pted n-tici (91, ...,7p)
a zapiSeme to symbolicky (51, 65 -« -5 §2) < (1> Mas - - +5 )
jestlize

d(fp Ez; eery En) <d (M 7es -+ o5 "71;)-

UkaZte zpusob konstrukce lexikograficky uspofddané posloupnosti
n-tic, analogicky popsanému zpidsobu uspofidddni &tvefic.

1) Vyrok A A B plati pravé tehdy, jestliZe plati oba dva viroky Aa B
soucasné;
Vyrok A = B plati pravé tehdy, jestlize bud A neplati, nebo souasné
plati Ai B;
Vyrok nonA plati pravé tehdy, jestlize neplati A;
Vyrok A<-B plati pravé tehdy, jestlize vyroky A, B bud soutasné
plati, nebo neplati.
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