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PREDHOVOR

Ciefom tejto kniZky je obozndmit (itatela s jednym zauji-
mavym usekom teorie Cisel. Spracovanie litky je volené
tak, aby $tidium kniZky bolo dostupné $tudentom strednej
$koly, ktori maji hibsi zdujem o matematiku.

Do textu si vloZené priklady (oznafované Py, P,, ...),
ktoré shiZia na precvienie litky a tie? prehibenie textu.
Mnohé z nich su rozrieSené, k inym je pripojeny ndvod na
rieSenie. Jednotlivé vety (poufky) oznafujeme priebeZne
znakmi V,, V,, ..., definicie oznatujeme znakmi D;, D,,

Obsahove sa kniZka Cleni na tri kapitoly. V proej su
vyloZené niektoré poznatky z teorie isel, potrebné ku
Stadiu dalsich kapitol. Ide hlavne o zdkladné poznatky,
ktoré sa tykaja delitelnosti v obore celych €isel a vlastnosti
funkcii o a 7. Druhd kapitola obsahuje vyklad zdkladnych
vlastnosti dokonalych a spriatelenych Cisel. Tretia kapitola
je obsahove najniro¢nejSia. VyZaduje znalost istych po-
znatkov o Ciselnych postupnostiach. Predpokladidme hlav-
ne, Ze Citatelovi je znimy pojem nulovej postupnosti. Autor
sa sna%il potrebné veci o Iimitich postupnosti objasnit
priamo v texte tretej kapitoly. Ak by napriek tomu $tidium
tejto kapitoly robilo itatelovi velké faZkosti, nech sa spo-
koji s preStudovanim prvych dvoch kapitol, uZ tie mu
poskytnii dostatodnii informéciu o dokonalych a spriatele-
nych &islach.

PretoZe viacero publikécii, vyslych v edicii ,,8%ola mla-
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dych matematikd® je venovanych teorii Cisel, nebolo moZné
vyhnif sa prekryvaniu textu tejto publikicie s textom
uZ vyslych publikicii (ide hlavne o Sedli€kovu publikiciu
»Co vime o prirozenych &slech*, Praha, 1965 a Veselého
5,0 delitelnosti celyich &sel* Praha 1966) Autor sa usiloval
spracovat spominani prelu'yvaiﬁcu sa Cast odli$ne od spé-
sobu spracovania v uvedenych kniZkich. Vo velkej miere to
bolo umoZnené novym, origindlnym Surdnyiho d6kazom
tzv. fundamentélnej vety aritmetiky. 4
utor



1. kapitola

'NIEKTORE POZNATKY
Z TEORIE CISEL

DELITEL’'NOST V OBORE CELYCH CISEL

V tejto kniZke slovo ,,&slo*, uvedené samostatne, bez pri-
davného mena, znadi celé dislo, teda prvok mnoZiny

S {0,1,—-1,2,—2,...n,—mn, ...}

Casto budeme hovorit o prirodzenych &slach, teda o prv-
koch mnoZiny
{(1,2,3,...n,...}

V dalSom budeme pouZivat tito, Citatefovi iste znimu
vlastnost celych &isel:

Nech M je nejakd neprazdna mnoZina celych &isel. Ak
existuje také redlne &islo @, Ze’vietky prvky mno¥iny M st
nie vifSie neZ g, potom v mnoZine M existuje najva&si
(maximélny) prvok (tj. existuje také &islo &, Ze b € M*) a pre
kaZdy prvok x € M plati x < b).

Podobne plati:

Nech M je nejakd neprizdna mnoZina celych isel. Ak
existuje také redlne Cislo a’, Ze vietky prvky mnoZiny M
sd nie mensie neZ a’, potom v mnoZine M existuje najmens{
(minimdlny) prvok (. existuje teké &islo &', 2e b'e M a pre
kaZdy prvok x e M platd x = &").

*) x € A znadi: x patr{ do mnoZiny A.



Pripomerime eSte pojem absolutnej hodnoty celého disla.
Ak a je celé &islo, potom absolutnou hodnotou |g| isla a
rozumieme &islo a, ak ¢ = 0 a &slo — g, ak a < 0. Tak
napriklad |6] = 6, |— 5| = — (— 5) = 5 a pod.

Iste je Citatefovi znidme, %e absolutni hodnota suéinu
dvoch cisel sa rovnd sicinu absolutnych hodnét tych Cisel
a absolutnd hodnota sictu dvoch Cisel nepresahuje sucet
absolumych hodnét tych ¢isel. Tak napr. |(— 3).8] =
=|—-3.8=3.8=24,|—348 <|—3]+ (8 =1l

Di. Hovorime, Ze &islo a deli &islo b, ak existuje &islo
q tak, Ze b = aq.

Namiesto ,,a deli b hovorime aj ,,a je delitelom ¢&isla 5%,
,»0 je nasobkom dCisla a“, ,,b je deliteIné Cislom a“. Ak a
deli b, piSeme a | b. Ak a nedeli b, piSeme a 14 5. .

Celé disla, ktoré su delitelné &islom 2 nazyvame parny-
mi, ostatné celé Cisla nazyvame neparnymi. .

P,. 3|18,3 +(—101),0] 0, 046.

P2. Ako vyzerd mnoZina vietkych nisobkov &isla 7?

Ps. Ak a | b, potomaj(—a)|b,a|(— b),(—a) | (— b).

Tie prirodzené Cisla, ktoré su delitelmi Cisla @, nazyvame
prirodzenymi delitelmi &isla a. Tak napr. ¢isla 1, 2, 3, 4,
6, 12 st prirodzenymi deligefmi &isla — 12 a &islo — 12
uZ inych prirodzenych delitefov nema. '

Pa. Cislo 0 je delitefné kazdym Zislom.

Ps. Cislo O nie je delitefom Ziadneho celého isla
b+ 0.

Vi. Ak a|b, b + 0, potom |a| < |b].

Dékaz. Na ziklade predpokladu existuje celé ¢ tak, Ze

(1) b=agq.
Ked?e b # 0, je aj ¢ # 0 a tak |g| = 1. Z (1) dostidvame

potom |b] = |a|.|q| & |al, teda |b| = |al.
Ps. Nech a | b a sG&sne b | a. Potom |a} = |b|.



Niévod: Pouzite V,. a Pg!

Vztah g | b nie je symetricky, to znali, e z a | b ne-
vyplyva este b | a. Tak napr. 2 | 4, ale 4%.2. No tento vztah
ma nasledujicu vlastnost, tzv. vlastnost tranzitivnosti.

V2. Ak a|b, b|c, potoma]c.

- D8kaz. Na ziklade predpokladu existuji ¢isla ¢,, ¢,
tak, Ze b = aq,, ¢ = bq,. Ak do druhej rovnosti dosadime
z prvej za b, dostaneme ¢ = (aq,). ¢, = a(q,.g,). PretoZe
g1> 2 SU celé &isla, je aj g¢,.4, celé a ¢ = a(q,.q,), teda
alc.

Va. Nech a je celé, m prirodzené. Potom existuju &isla
q, 0 =r < mtak, Ze ,

(2) a=mq+r.

Cisla q, r, 0 = r < msa &slami g, m jednoznaZne uréené.
Dodkaz. Zostrojme raciondlne islo %. V mnoZine viet-

kych celych ¢&isel nie va&ich neZ % existuje najvacsi prvok.

Oznaéme ho znakom g¢. Teda na zdklade definicie Cisla ¢

plati: ¢ < % < ¢+ 1. Vynédsobenim tychto nerovnosti

Cislom m dostaneme mq < a < mq' -+ m. PoloZme

3 r=a— mq.

Z predoslého vyplyva, Ze rjecelé a 0 = r < m. Z (3)
dostidvame potom @ = mq + .

Nech é&isla ¢, ¥, 0 < ' < m spliujd rovnost
@ a=mq + 7

a nech napr. r & r’. Potom ak od (2) od¢itame (4), dosta-
neme

®) r—r =mqg— q)



Odtal vyplyva, Ze m deli rozdiel r — +’. No z podmienok
r2r, 0= r<mO0=r <mvyplyjvaO =r —r' <m
aodtial vdésledku V,r — ¥ =0, r=r"az(5) qg= ¢’
Teda dvojica Cisel ¢, 7, 0 < r < m je &slami a, m jedno-
znatne urdend.

P7. Néjditeq, r,0 < r < m, ak
l.a=—158m=10.
2Z.a= 74,m=13.

Uvedieme teraz niektoré vlastnosti parnych a nepirnych
Cisel. Ak a je celé dislo, potom na zdklade vety V, existuji
celé &, r tak, 2¢ ¢ = 2k + r,pritom 0 < r < 2. Ak
r = 0, potom a je delitelné islom 2, teda g je pirne. Ak
r = 1, potom a nem6Ze byt delitelhe Cislom 2. Ak by
totiZ a bolo delitelné &islom 2, potom na ziklade V, a P,
aj fislo 1 = a — 2 % by bolo deliteIné &slom 2, a to nie je
moZné (pozri V,). Tym sme dokizali vetu

Vaa. Celé Eislo a je parne vtedy a len vtedy, ked ma
tvar @ = 2k (k celé) a nepirne vtedy a len vtedy, ked
md tvar a = 2k 4+ 1 (k celé).

Lahkym désledkom uvedenej poucky su tieto vety.

Vsb. SiZet dvoch parnych &isel je parny, si&et dvoch
nepirnych &isel je parny. SGet k (k = ? nepirnych
Elsell je parne &islo vtedy a len vtedy, ked k je parne
Eislo.

Vie. SG&in dvoch parnych &isel je parny, siZin dvoch
neparnych &isel je nepérny a siin nepérneho a pérneho
gisla je parny

Ak a, b su celé &isla, potom existuju (celé) &sla, ktoré
s sutasne deliteImi aj &isla @ aj Cisla b, Takymi &slami
sal, — 1.

D:. Cislo d nazjvame spolonym delitefom Eisel g, b,,
akd|a,d|b.

Da. Cisla g, b nazyvame nestdelitefnymi, ak nemaju



inych spolotnych delitefov neZ 1, — 1. Ak a, b nie sd
nesidelitefné, nazyvajd sa siidelitelné,

Prikladom nesiidelitelnych disel sa Cisla 12, — 35, pri-
kladom sudeliteInych &isel su &sla 24, 60.

Ps. Naijdite mnoZinu vietkych spoloénych delitefov
Eisel 1.24,60 2. — 50,17 3. — 18, 48.

Vs. Ak a|b, a|c, potomal] (b + c).

Dokaz. Podla predpokladu existuja celé g;, ¢y tak, ie
b = aq, c = aq,. Potom b + ¢ = a(q; + ¢o). Pretoie
q —lz g, je celé, vyplyva tvrdenie vety z rovnosti b + ¢ =
=alq + ¢

Vs. Ak a | b a c je celé &islo, potom a | b.c.

Dékaz. Podla predpokladu existuje celé g tak, Ze b =
= aq. Potom z rovnost b¢c = a(q.c) vyplyva tvrdenie
vety.

Naskyté sa otdzka, i predoslé vety V,, V; moZno v istom
zmysle obritit, presne reeno, & platia tieto poucky:

Ak a | bc, potom bud a | baleboa | c.
Aka|(b+c) potom bud a | balebo a | c.

Lahko sa moZno presvedCit, Ze posledne uvedené vyroky
si nepravdivé. Stadi napr. volit b = 6, ¢ = 8, a = 14.
Potom a | (b + ¢), a sufasne a|b.c, no pritom atb,
ath.c.

Teda delitel siinu dvoch &sel nemusi byt delitefom
niektorého z &initefov sti¢inu. Pri istom dodato¢nom pred-
poklade vyplyva z delitelnosti stifinu dvoch &sel danym
¢islom deliteInost asponi jedného z &initelov danym gislom.
O tom pojednéva nasledujica veta, nazjvani pre jej vefky
vyznam aj fundamentdlnou vetou aritmetiky. Origindlny
dokaz tejto vety, ktory tu poddme, pochddza od mad'arskeho
matematika §. Surdnyiho.

Ve. Nech a | b.c a nech a je nesidelitefné s b. Potom
alec.

Ddkaz. Oznaéme znakom C, mnoZinu vietkych tych
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Cisel x, pre ktoré a | bx. Teda c € C. Na ziklade Vs do C
patria vSetky ndsobky ¢isla a. UkdZeme (a to k dokondeniu
dé6kazu stadi), Ze C pozostdva prive zo vSetkych nisobkov
disla a.

Oznatme znakom m najmenSie kladné Cislo patriace do
C. Zrejme stadi dokdzat platnost tychto dvoch vyrokov:
i) KaZdy prvok z C je deliteIny cislom m.

(if) m = |al. o

Nech x € C. Na zdklade V; existuja celé ¢, 7, 0 = r <m
tak, Ze x = mq + r. Odtial r = x — mgatak br =
= bx — bmgq. PretoZe x, m € C, deli Cislo a stdin bx i bm
a teda aj Cisla bx a — bmg (pozri V;). Na zaklade V, potom
a| (bx — bmqg), teda a | br, r € C. Keby bolo 0 <r <m,
potom by r bolo kladnym prvkom mnoZiny C mens$im
neZ m a t® by viedlo ku sporu s definiciou Cisla 7. Musi
teda byt r = 0, potom x = mgq, m | x. Tym je platnost
vyroku (i) dokdzan4.

DokéZeme (ii). PretoZe a € C, m | a na ziklade (i). Teda
existuje Cislo ¢, tak, Ze

(6) a = mq,.

KedZe me C, a | bm, existuje Cislo g, tak, Ze bm = agq,.
Dosadme za a do poslednej rovnosti zo (6), dostaneme
bm = mgq,. q,, odual

Q) ) b= ¢.¢.
Teda g, deli a (pozri (6)) a na ziklade (7) aj 4. PretoZe
viak g, b st nesudeliteIné, je ¢, = 1 alebo ¢, = — 1

(pozri Dy). Zo (6) potom dostivame m = |a].

KaZdé prirodzené Cislo » > 1 mad aspoi dvoch prirodze-
nych delitefov, s nimi &isla 1 an. Akd|nal <d <mn,
potom d nazyvame netrividlnym delitefom &sla 7. Cisla 1
a n nazyvame trividlnymi deliteImi &sla n.

10



Ds. Cislo n > | sa_nazyva prvotislom, ak nema ne-
trividlnych delitefov. Cislo n > | sa nazjva zlo¥enym
Eislom, ak nie je prvotislom.

Ak teda Cislo 7 je zloZené, md asponi jedného netrividl-
neho delitela.

Uz Euklidovi (4. st. pred n. 1) bol zndmy pojem prvo-
isla. Od Euklida pochddza aj prvy dbkaz nekoneénost
poctu prvodisel. I ked vieme, Ze vietkych prvocisel je ne-
koneéne mnoho, predsa ich konkrétme v3etky nepoznime.
Nevieme napriklad, aké je vyjadrenie vietkych prvodisel
v desiatkovej sustave. Ba vieme toho hodne menej. Ne-
pozname dokonca ani Ziadne prvocislo vicSie nez 21! 13,
NajvicSie zndme prvocislo je 211218 — 1, Pre hladanie
prvocisel sa v poslednom ¢ase s vyhodou pouZivaji naj-
novsie matematické poditacie stroje.

Ps. Dokaite, Ze kaZdé parne &islo @ > 2 je zloZené!

Pio. Ak p, g su dve prvotisla, potom bud p = q alebo
p, q su nesidelitefné. DokéZte to!

V7. Nech n je zloZené &islo, nech p je najmen3i netri-
vidlny delitef &isla n. Potom p je prvocislo.

Dokaz. Z definicie netrividlneho delitela vyplyva, Ze
p > 1. Ak p nie je prvocislo, potom existuje d, 1 <d <p
tak, Ze d | p. Z d | p, p | n vyplyva na zdklade V, d | n. To
je viak vo spore s definiciou disla p.

Ve. Ak a je celé a p prvotislo, potom bud p | g alebo
p, a st nestdelitefné.

Doékaz. Ak p, a st sidelitelné, potom existuje celé Cislo
d # 1, — 11tak, Ze d | p a stasne d | a. Z d | p vyplyva
na zdklade P, |d| |pakedied # 1, — l,je ¢g=|d| > 1.
Ked?e ¢ | p,je g=patak p | a.

Vs. Nech g, b st celé a p prvotislo. Ak p | a.b, potom
bud p | a alebo p | b. ’

Dékaz. Ak p+ a, potom na zdklade Vj si1 a, p nesideli-
teIné. Z V4 vyplyva p | b.
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Nasledujica veta mi velmi nézomy vyznarn Ukazuje,
populérne receno, Ze prvodisla si stavebnymi kamedmi,
z ktorych st vybudované vietky prirodzené &isla > 1.

Poznamenajme, Ze v dalSom vyraz a,.a, ... a,, kde aq
st celé a s = 1, nazyvame siinom (o s &initeloch). Teda
v pripade s = 1 mdme sidin o jedinom diniteli.

Vio. KaZdé prirodzené &islo n > | sa da vyjadrit ako
sGZin prvotisel a to aZ na poradie &initefov jednoznaZne.

Dokaz. Napred ukiZeme, Ze kazdé » > 1 sa di pisat
vo tvare sidinu prvofisel. Dékaz tohoto faktu uskutoénime
matematickou indukciou. Tvrdenie je zrejme sprivne pre
n = 2 (2 je prvolislo!). Predpokladajme, %e tvrdenie je
sprivne pre vietky prirodzené Cisla > 1, ktoré s nie vicSie
nez n(n > 1). DokiZeme, Ze tvrdenie plati aj pre » + 1.
Ked?e n + 1 > 1, je n + 1 bud prvodislo alebo zloZené
&slo. Ak 7 + 1 je prvolislo, potom tvrdenie plati zrejme.
Ak n + 1 je zloZené, potom na zdklade V, existuje prvotislo
p tak, 2e p | (n +- 1). V ddsledku toho existuje prirodzené

a tak, Ze

® n+1=p.a

Ked?e p = 2,je a = n a ked?e n + 1 je zloZené, musi byt
a > 1. Podla induk&ného predpokladu @ = p,.p, ... ps,
kde p1(1=1,2, ... s) sa prvodisla, s = 1. Z (8) potom
vyplyvan 4+ 1 = p.p,.p, ... Ps, teda aj n + 1 je si¢inom
prvocisel. '

DokéZeme teraz jednoznafnost takého vyjadrenia. Treba
dok4zat, Ze ak

()] n=7p»,.p2... ps
a sifasne
(10 n=¢,.q, ... qr

,i=12,...59/=1,2, ... r,st prvodisla, s, r st
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prirodzené isla), potom s = r a kaZdé ps je totoZné s ne-
jakym g; a obritene. Z (9) a (10) dostdvame

€8)) PrPe---Po= 1.9 --- 4r.

Nech s < r. Potom z (11) vyplyva g, | p;.ps - . .ps. Na
zdklade V, odtial vyplyva ¢, |p, alebo ¢, | p2.05 - - - Ps.
Ak ¢ + P, opitovnym pouZitim V,, dostaneme: ¢, | p, ale-

bo ¢ | 5 . . : ps. Po konetnom pocte tychto dvah nijdeme
také 1, 1 S i1 < s, Ze ¢, | pe. PretoZe pri formulécii jedno-
znatnosti neberieme ohfad na poradie &nitefov, mézeme
uZ predpokladat, Ze ¢ = 1 (keby tomu tak nebolo, zamenili
by sme ofislovanie &isel p, a p¢). Potom teda ¢, | p;, az Py,
vyplyva ¢, = p;. Ak s > 1, dostaneme z (11)

(12) p2...P¢=q2...qr.

Ak predoshi uvahu zopakujeme eSte s — 1 -krét, dostaneme

z(12)1 = gz 4+ ... gr. Této rovnost je zrejme nespriavna,

pretoZe séin na ]ej pravej strane ma hodnotu = 2. Musi

teda byt s = r. Analogicky sa di ukdzat, ¥e r = s, teda

s = r. Z priebehu dékazu vidiet, Ze pri evcntua]nom pr'c-

&islovani &isel py, . . . s dostavame p=qiE=12,...59).
Pri vyjadreni &slan > 1 vo tvare sidinu prvoéisel

(13) n=p,.ps... P55 =1,

nemusia byt prvodisla p,, p;, ... ps navzijom roézne. Ak
na zéklade znimeho komutativneho a asociativneho zdkona
pre nisobenie zgrupujeme rovnakych Cinitelov, dostaneme
z (13) tzv. kanonicky rozklad &isla

(14 n=dqp.q3 ... &%
g1 93 - .- gk SG navzijom roézme prvodisla, a;, ag, ... ag
su prirodzené &isla.

P11. Néjdite kanonické rozklady &isel 32, 54, 300.
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Pi2. DokédZte, Ze ak n > 2, potom medzi n a n! =
= |.2 ... nleZi aspoii jedno prvoislo.

RieSenie. PretoZe n = 3, jen! — 1 = 2. Preto v désled-
ku V,, existuje prvolislo p tak, %e p| (n! — 1), teda
p=n!—1 <nl Akbyp = n, potom by p delilo n! a tak
v dosledku V, by p delilo aj 1 = n! — (n! — 1). Musi
teda byt p > n, teda vcelku n <p < nl

P1a. DokéZte na ziklade P12, Ze v3etkych prvolisel je
nekone&ne vefa.

RieSenie. Medzi 3 a 3! lezi p,, medzi 3! a (3!)! lezi
. atd. Takto moZno (indukciou) kon$truovat nekoneni
postupnost navzijom roznych prvodisel.

ARITMETICKE FUNKCIE s a ©

Aritmetickymtfunkciami nazyvame funkcie definované na
mnozine vSetkych prirodzenych &isel s hodnotami v mno-
Zine komplexnych ¢isel. Aritmetické funkcie sd teda vlastne
postupnosti s komplexnymi &lenmi, Specidlne teda méZu
ich ¢leny byt celymi resp. prirodzenymi ¢islami.

Ném pdjde v dalSom len o dve také funkcie, a to o a7.
Funkcia ¢ (7) je definovan4 takto:
ak n je prirodzené &islo, potom o(n) (z(n)) znali su&et
(polet) prirodzenych delitefov &isla n.

Taknapr.o (1) =1, 0 (2)=1+2=3,0(12) =
=14+24+3444+6+12=287(1)=1,7(2) =2,
t3)=2714) =372 =6.

Pri $tidiu rozmanitych otdzok v teorii Cisel je vePmi
dolezité vediet na zdklade znalosti kanonického rozkladu
disla # > 1 urdit hodnoty o (n) a © (n) O tom pojedniva
nasledujica poudka.
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Vi, Nech n = qf:.q% ... g5 je kanonicky rozklad
&islan > |. Potom

o(n) = q"*‘ —11 g — 1 qi"*‘ —11 .
L@ @D
Dékaz. Napred ukidZeme, e prirodzené Cislo d je de-
litefom &sla 7 vtedy a lep vtedy, ked ma tvar

(15) - d=gh.gh ... ¢k,

kde 0 = i = = 1,2, ... k). Ak d m4 tvar (15),
potom je zrejme delitefom Cisla 7, vyplyva to ihned zo
zrejmej rovnost

g ... gk =(qh.qb ... gfk).
(q‘l'l —h_ﬁa—ﬂa RN’ d = F),
Obritene, ak d | n, potom existuje prirodzené n’' tak, Ze
n = dn',teda dn’ = ¢1.q% ... ¢*. Ztejto rovnosti na zé-

klade V,q vyplyva, Ze v pripade d > 1 v kanonickom roz-
klade Cisla d mé%u vystupovat len prvocisla ¢; a to s ex-

ponentami nie viC3imi neZ a¢ (1 = 1, 2, ... k). Teda
d > 1 musi mat tvar (15). Ak d = 1, dostaneme ho z (15)
prify =8 = ... =f=

Z vety V,, vyplyva, Ze dve dsla
d=gh.gh ... gfe,d' = ¢gf'r.qf» ... g0

st rézne, ak existuje 7 tak, Ze f; # f'«. Oddal vyplyva, Ze
vietkych prirodzenych delitefov &sla # je prave tolko,
kolko je roznych 2 — tic (B, B --- Pr)y 0 < fi < w
(f=1,2,...,k). Tychto & -tic je zrejme (a; 4 1) (a; + 1)

.(ax + 1,tedar(m)=(a; +1).(ap+ 1) ... (ax + 1).
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Dalej o () je rovno sudtu vietkych &isel (15) a tento
stidet moZno napisat vo tvare
A+ a+@E+...+@).(0++E+...+¢) ...
(16) ... A+ ge+ ¢+ ... + g
Skutotne, ak v (16) vykonime naznalené nisobenie, objavi
sa tam ka?dé z Cisel d prdve raz. Na ziklade vzorca pre
geometricky stfet dostdvame odtial

] S | e+l |
a(n) = q‘ . & g

Pua. Aky je poc‘fet v§etk)"ch prirodzenych delitefov &isla
100?

P1is. Ndjdite v3etky tie prirodzené &isla n, pre ktoré je
n)=2,tn+1)=3.

eSenie. Z 7 (n) = 2 vyplyva, %e n je prvodislo.

Z v (n + 1) = 3 vyplyva zase, Zze n 4+ 1 musi mat tvar
n+ 1 = ¢?% ¢ je prvocislo. Odtial n = (¢ — 1).(¢ + 1).
Ak ¢ — 1 > 1, potom 7 nie je prvodislo. Musi teda byt

g—1=1, —2 n + 1 = 4, n = 3. Obritene (3) = 2,
1:(3+ 1)—1(4)—3

Pie. Nijdite prirodzené n, ak viete, Ze 3 |n, 4|n,
7(n) = 14.

RieSenie. Ked%e4 |n,3j2 | n. Pretoakn =

gr.qa ... g

je kanonicky rozklad &sla », musi byt 2 = 2. Dalej
TM)=14=2T7=(; + 1 (ag+1)... (ax + 1)
PretoZe 2, 7 s prvodisla, musi byt 2 < 2, teda & = 2,
n=g¢a.¢ ¢ =29 =3 Potomjebuda, + 1 =2,
ay+ 1=7Taeboa, +1=7a + 1= 2.V prvom
pripade a; = 1, n = 2.3% a 7 nie je delitelné &islom 4.
Musitedabyta, + 1 =7,a,+1=2,n= 293 = 192,
Obritene pren = 192 plati 3 (n, 4 | n, 7 (n) =
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P17. Vypotitajte 0(100), o(128), o(45).

Pis. Ak a, b si nestdelitefné prirodzené &isla, potom
o(a.b) = o(a).a(b), v(a.b) = 7(a).7(b). DokaZte to!

Nivod. Poulite V;,.

P1s. DokaZte, Ze o(n) = n + | vtedy a len vtedy, ked n
je prvotislo!

P20. DokiZte, Ze pre kaZdé zloZené n je o(n) =
= 1 + J/n + n; pre nekoneZne mnoho n je o(n) =
= | 4 }/n + n a tieZ pre nekone¥ne mnoho n je
o(n) > 1 + |n+n.

Nivod. Nech p je najmen3i netrividlny delitel &sla 7.
Potom n = pn,sn > n, > 1 a tak aj n, je netrividlny delitel
&Gsla n. Z definicie pyvypljva ni = pn, = n, m; = W
Pre n = p? (p je prvodislo) je ¢ (n) = 1 + pl+ p? =
=1+4|n+n.

Pre n = p3 (p je prvodislo) dostanete 6 (7) > 1 + {n + n.

Px. Nijdite vSetky tie prvoZisla p, pre ktoré o(p) je.
druhou mocninou prirodzeného Zislal

P22. DokaZte, Ze rovnica s nezndmou x : o(x) = x + |
mé nekoneZne mnoho rie¥eni a rovnica o(x) = x + k
(k je pevne zvolené prirodzené &islo > I) ma len kone&ny

pocet riedeni v prirodzenych x.
Nivod. PouzZite Pyg, Pyy.
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2. kapitola

DOKONALE A SPRIATELENE
CisLA

\J

DOKONOLE CISLA (PRVEHO DRUHU)

Kazdé &slo » > 1 ma asponi dvoch delitelov, a to Cisla 1
an, preto o (n) = n + 1. Ak skimame velkost ¢ (1) v po-
rovnani s dvojnisobkom ¢isla 7, méZeme vietky prirodzené
Cisla n > 1 rozdelit do troch mnoZin, z ktorych Ziadne
dve nemaja spoloéné prvky. Prvii mnoZinu tvoria tie
éisla n > 1, pre ktoré ¢ (n) < 2n. Tieto {isla nazyvame
Cislami deficientnymi (numeri deficientes). Sem patria vietky
prvocisla, teda nekoneéne vela &isel patri do tejto mnoZiny.
Druhd mnoZinu tvoria tie &isla # > 1, pre ktoré o(n) > 2n.
Tieto &isla nazyvame &slami abundantnymi (numeri abun-
dantes). Sem patria napr. vSetky &isla tvaru 2%.3, kde
k > 1. Naozaj, ak n = 2¥.3, & > 1, potom na ziklade

- k41 1 321
o(n) =1 31 (26+1 — 1).4 > 2.(2%.3)

= 2n,

Teda aj tito mnoZina obsahuje nekonefne mnoho ¢isel.
Konelne tretiu mnoZinu tvoria tie &sla n > 1, pre ktoré
o(n) = 2n. Tieto Cisla nazyvame dokonalymi, perfektnymi
(numeri perfecti), nieckedy aj podrobnejsie dokonalymi &isla-
mi proého druhu.

Preskimajme podrobnej$ie podmienku () = 2n. Z tejto

18



rovnosti dostivame a(n) — n = n. Cislo o(n) — 7 sa zrejme
rovna siétu vsetkych tych prirodzenych delitefov &sla
n > 1, ktoré st mensie neZ n. Takychto delitelov nazyvame
pravymi delitelmi Cisla 7. Teda ak #z > 1 je dokonalé, potom
sa rovna suctu vSetkych svojich pravych delitefov. Obri-
tene, ak # > 1 je rovné suctu vsetkych svojich pravych
delitefov, potom o(n) — n = n, odtial o(n) = 2n, teda n
je dokonalé. Tym sme dokédzali poucku.

Viz. Cislo n > | je dokonalé (prvého druhu) vtedy
a len vtedy, ked sa rovnd sittu vietkych svojich pravych
delitefov.

Na ziklade V,, moZno teda dokonalé &isla (prvého druhu)
definovat aj tak, Ze su to tie Cisla » > 1, ktoré sa rovnaju
sadtu vietkych svojich pravych delitefov.

Videli sme, Ze aj mnoZina vietkych deficientnych, aj
mnoZina vietkych abundantnych isel je nekone&ni. Po-
dobny vysledok nevieme dokazat o dokonalych d&slach
a nevieme ani dokdzat, Ze vSetkych dokonalych ¢isel je len
kone¢ne mnoho. Hoci pojem dokonalého &isla bol znimy
uZ matematikom Pythagorovej skoly (6. st. pred n. 1) a
Euklidovi (4. st. pred n. 1), dodnes poznime len 23 do-
konalych &isel. NajmenSim z nich je &islo 6 (=1 4+ 2 + 3).
Najvacsie zndme dokonalé Cislo je 21 212 (211 213 _ 1),
Toto {islo napisané v desiatkovej sdstave md 6751 cifier.

Vsetky dodnes zniame dokonalé (isla st pirne, nepoznd-
me ani jedno neparne dokonalé &islo a ani nevieme dokdzat
existenciu alebo neexistenciu takého &isla. Existuje po-
Cetnd skupina matematickych viet, ktoré udivaji nutné
podmienky k tomu, aby nepérne ¢islo bolo dokonalym. Ak
oviem nejaké nepirne &slo tieto podmienky splfia, eSte
nemusi byt dokonalym. Uz od L. Ewlera (1707—1783)
pochid#a nasledujica veta o nepidrnych dokonalych ¢&is-
lach. -

Via. Ak n > | je neparne dokonalé &islo, potom n musi
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mat tvar: n = p* + ' N2, kde k je celé, k = 0, p je prvo-
Zislo tvaru 4s 4 | (s = 1) a N nie je delitefné &islom p.

Dékaz. Nech n je neparne Cislo > 1, nech 7 je dokonalé.
Akn = pjr.p% ... pr je kanonicky rozklad Cisla n, potom
v désledku V. s1’1 vietky prvodisla p; (1 = 1, 2, ... 7) ne-
%éme. KedZe n je dokonalé, dostivame na ziklade vety

1214) Pt —1 ppil—1 prt—1

= 2n.
p—1 p—1 pr— 1

vr p?‘+1 - l . ” ,
Uvé¥me, Ze d&isla 'p T =12, ...r) sa celé.
. —
KedZ%e 2n je parne Cislo, je aj sudin viavo v (14’) parnym
2741 1
Cislom a tak v désledku V, existuje 7 tak, Ze 2 | L—l
Bez ujmy na vSeobecnosti méZeme Eredpokladaf ie j=1
Ak by 2 bolo deliteIné Cislom 4, vyplyvala by odtial
delitefnost &isla 7 &islom 2. Preto 2n nie je deliteIné &islom

4 a tak ani lavi strana v (14) nie je delitelna &islom 4.
¢(+1

1
Z toho Tahko vyplyva, %e isla 1’?— G=2,3...7)
it —1

—q =1tn+

musia byt nepirne. UvidZme, Ze
L4

+p2+ ...+

PretoZe ps (! = 2, 3, ... r) je nepdrne, je aj kazdé z &sel
p? (n je prirodzené) nepirne a tak vpravo mime stcet
a¢ + 1 neparnych Cisel. PretoZe tento sucet je nepirnym
Cislom, musi byt polet s¢itancov v fiom neparny (pozri
Vgp)atakay +1=2L+41, odtial ag = 214(1 =2,3...1).
PoloZme N = pj:.pls . p'r, potom N je zrejme nestdeli-

telnéspfran = p‘l'l.N2
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P¢1+l_l .
Kedze __l——1+p1+pf+...+p’1‘11epér-

ne, podobnou dvahou predoslej zistime, Ze ¢, musi byt
nepirne. PoloZme a, = 2/ 4+ 1. Potom na ziklade znimej
uZ pouzitej identity x» — 1 =(x — 1).(1 + x4+ %2+ ...
PT‘“ —1 p2(1+1) —1.

. + xn-1) dostaneme

P — T o p— -
_ (pf)’“—l _ @D (1+p2+p4+ +p")

p—1
=+ D.(A+ 2+ 1+ ... + pf’)-
KedZe p, je nepirne, vyplyva z V, Iahko, Ze p; musi mat
tvar 4s + 1 alebo4s+3.Akp1=4s+ 3 (s  0), potom
p+1=4. (s 1) je delitelné Cislom 4 a tak na ziklade

@+l l
(14") aj L [~ 2 potom aj 2n je delitelné Cislom 4.
Musi teda pll mat tvar p, = 4s + 1(s = 1).
Dalej
(14" 1+p2 4004 ... +p2

musi byt nepirne (inak by prava a potom aj lava strana
v (14”) bola delitelnd &slom 4). Ked%e kaZdy zpomedzi
s€itancov v (14"’) je neparny, musi byt polet sCitancov
v (14""") neparme &islo (pozri Vgp). Tedal + 1 = 2k + 1,
1+ a12 1 =2k+ 1,0, =4k + 1,k = 0. Tym je d6-
kaz vety skonCeny.

Dnes je uZ zname, Ze nepirne dokonalé &isla, ak vobec
existuja, maji tvar 12k | 1 alebo 36% + 9 (¢ = 1) a Ziadne
neparne slo mensie neZ 102 nie je dokonalé,

Vritme sa k pirnym dokonalym &islam. Medzi klasické
vysledky teorie Cisel patri nasledujica veta, podla ktorej
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moZno rozhodovat, &i dané pirne &islo je dokonalé alebo
nie.

V14, Parne &islo n > 1 je dokonalé vtedy a len vtedy,
ked ma tvar n = 2* -'.(2° — 1), kde s je prirodzené,
s > 1a2* — 1 je prvotislo.

Dékaz. Nech » mi uvedeny tvar. Oznaéme p = 25 — 1.
Potom n = 2¢ —1,p je kanonicky rozklad disla z a tak na

zdklade V,, o(n) — 22":11 1;_—11 _
—@-p 0 ED — a4 -

=25p—p-+20—1=25p, teda o(n) = 226~ 1.p) =
= 2n, n je dokonalé.

Nech teraz obritene, » > 1 je parne dokonalé Cislo.
Napred Iahko nahliadneme, Ze v kanonickom rozklade
éisla » musi okrem prvocisla 2 vystupovat aj nejaké iné
(teda neparne) prvocislo. Ak by tomu tak nebolo, potom
by #» malo tvar n = 2%, a = 1 a z predpokladu, Ze 7 je
dokonalé, dostdvame na ziklade V,,

a+l
o) = L —am =2,

odtial 2* +1 — ] = 2= +1 a to je zrejme nespravna rovnost.
Teda kanonicky rozklad ¢&isla » musi mat tvar
n=22pupa.. . .pmk=lLeaut=12...k%s0
g;iirodzené Cisla, po(f = 1, 2, ... k) st nepirne prvo-
cisla.

PoloZme I = p1.p5 ... pi¥, potom / > 1, / je nepirme
&islo. Dalej polofme a = s — 1, potoms = a + 1 > 1.
KedZe 7 je dokonalé, pomocou V,; dostivame
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28 — 1 P;1+1_1 P:g+1_l
a(n) = 271 P1—1 =

pe—1
=@ —1.o() =21, ,
it WY ekl NP
kedZe o(l) = s ovnos
an (2s — D.o() = 2s.1 )
ukazuje, Ze 2¢ deli sa&n (258 — 1).0(l). Z vety V, vyplyva,
Ze Cislo 2¢ je deliteIné len &slami 1, — 1, + 27,1 <r < s.

PretoZe 2¢ — 1 je neparne, Iahko odtia? vyplyva, Ze élsla 28
a 2¢ — 1 st nesudelitelné. Z fundamentilnej vety aritme-
tky Vq vyplyva, Ze 2¢ | o(/). Preto existuje ¢ = 1 tak, Ze
o(l) = 22. q. Dosadme za o(]) z poslednej rovnosti do (17),
dostaneme po vykriteni &islom 2¢

(18) (2¢—1).9q=1
Odtial Tahkou dpravou dostaneme
(19) 22.g=1+4 g,
teda

(20) o)=1+4q.

Cislo I > 1 je delitelné &slom / a na zdklade (18) aj &islom
q. Z rovnosti (19) vyplyva (s > 11) I ## q. (20) ukazuje, Ze
Cislo / nem6Ze mat inych prirodzenych delitelov, neZ si
! a g. Ak by totiZ nejaké d = 1, d # I, g, delilo /, potom
by sucet vietkych prirodzenych delitelov &isla / bol aspoii
rovny suctu / + ¢ + d a to by viedlo ku sporu s (20).
Teda l, g su jedinymi prirodzenymi delitelmi ¢isla / a tak /
ma prave dvoch rdéznych prirodzenych delitelov. Preto /
musi byt prvolislo a ¢ = 1. Z (18) potom dostdvame
=2 " lap=2¢-17]=2¢-1 (2t~ 1), kdel=2¢ — 1
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je prvodislo. Tym sme dokizali, Ze ak # je pirne dokonalé
{islo, potom 7 md tvar 22 -1,(26 — 1), kdes> 1a2s — 1
je prvodislo. Tym je dokaz vety skonéeny.

Na prvy pohlad sa zdi, Ze V,, ndm umoZiiuje pohodlne
hladat parne dokonalé &sla. No nie je tomu tak, celd
tazkost spoliva v tom, Ze v poucke V,, sa vyZaduje, aby
2¢ — 1 bolo prvotislo. PouZitelnost vety V,, vyZaduje
riedit tito otdzku: Pre aké hodnoty s > 1 je 2¢ — 1 prvo-
Cislo? RieSenie tejto otazky je velmi tatké, dodnes ne-
uskuto&nené. Cisla M; = 29 — 1 (s = 1, 2, ...) nazjvame
Mersennovymi Cislami (M. Mersenne (1588—1648) bol
franciizskym matematikom). Prvodisla tohoto tvaru na-
zyvame Mersennovymi prvo&islami. Ak s je zloZené a napr.
s=kL1l <k<s,1 <l<s,potom2¢—1=2k —]1=
= (2k) — 1 odtial vidiet, 2e M; = 2¢ — 1 je delitelné
Gisloma = 28 — 1,1 < a < M,, tak¥e M; je zloZené.

Teda M, méZe byt prvodislom, len ak s je prvoéislo.
Ale ani skutoCnost, Ze s je prvocCislo, nezaruuje, Zze M, je
prvodislo. Tak pre s = 2, 3, 5, 7 je M; prvo€islo (o tom
sa Citatel Tahko presvedéi), no M,; = 21 — 1 = 2047 je
zloZené (islo, ako ukazuje rovnost 2047 = 23.89.

Teda problém ‘hladania pirnych dokonalych cCisel je
v désledku V,, prevedeny na velmi ta?ky problém hladania
Mersennovych prvodisel. Dodnes poznime len 23 Mersen-.
novych prvodisel a teda aj prave tofko parnych dokonalych
disel. NajviadSie zndme Mersennovo prvolislo je My, 13 =
=228 __ 1 a to je aj sulasne najvilSie znime prvo-
Cislo vdbec.

Existuji viaceré matematické postupy, ktoré slaZia
k overovaniu toho, & My = 22 — 1 (p je prvodislo) je
prvocislo.Tieto postupy klada oby&ajne vefké niroky na
zdfhavé vypolty a preto predtym, neZ boli skon3truované
moderné matematické pocitacie stroje, nenachidzali vi&ie
uplatnenie. Pomocou niektorych tychto postupov moZno
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vypracovat pre elektronkové poditacie stroje programy na
overovanie prvoliselnosti &isel My, p je prvofislo. Medzi
takéto postupy patri aj postup na overovanie prvociselnosti
Mersennovych disel, zaloZeny na tejto poucke, ktori uve-
dieme bez d6kazu.

Vis. Nech p je neparne prvotislo. Potom M, je prvo-
Cislom vtedy a len vtedy, ked M, je delitefom ¢isla
Hp _ 1, ktoré vypotitame pomocou tohoto (rekurentné-
ho) postupu: klademe u1 = 4,

Po=p2 — 2 py=ps—2, ... 42 1 =pp_,—2.

PouZitim matematickych poditacich strojov bolo pomo-
cou V,; zistené, %e zpomedzi &isel M, (p prvodislo),
P < 12000 su prvocislami tie a len tie (isla Mjp, kde
p=2,3,5,17,13, 17, 19, 31, 61, 89, 107, 127, 521, 607,
1279, 2203 2281 3217, 4253 4423 9689 9941 11213,
To je spolu 23 Mersennovych prvoélsel

Existuje vela hypotéz, ktoré sa tykaju dokonalych &isel.
Véiina z nich je doteraz nerozrieSend. Tak napr. nie je
ani dokédzand ani vyvriteni hypotéza, podIa ktorej existuje
nekonefne mnoho dokonalych Cisel. Ind takd hypoteza
tvrdi, Ze ak Mp = 27 — 1 je prvodislo, potom aj M, =
= 2Mp — 1 = 2% -1 — 1 je tie} prvocislo. Bolo dokazane,
¥e tito hypotéza je nespravna. Cislo M;, = 8191 je totiZ
prvolislo, no Myr,3 = 2519 — 1 je zloZené. Ddkaz uvede-
ného tvrdenia o &isle Mar,, bol uskutoneny na matema-
tickom pocitacom stroji pomocou poucky Vi a cely vy-
pocet na stroji trval vySe 100 hodin. Poznamenajme, Ze
1 ked vieme, Ze 28191 — ] je zloZené {islo, nepoznime do-
teraz Ziadneho jeho netrividlneho delitefa.

Pojem dokonalého &isla mo#no zovseobecnit, ako ukazuje
nasledujiica definicia.

Ds. Nech m > |. Hovorime, Ze &islon > | je m-nasobne
dokonalé, ak o(n) = mn.
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Teda dokonalé Cisla su prave tie &sla » > 1, ktoré si
dvojndsobne dokonalé.

Oznacme v dalSom znakom Q, mnoZinu vsetkych -n4-
sobne dokonalych &isel. Je uZ zndme, Ze ku kazdému m,
1 < m =< 8 existuje aspoii jedno m-nisobne dokonalé
Cislo. Teda ka?d4 z mnoZin Qm, 1 < m =< 8 je neprizdna.
Nie je znidme, & podobné plati aj o mnoZinich Qm,
m> 8.

K pojmu dokonalého &isla sa primyka aj pojem kvazi-
dokonalého &isla.

Ds. Cislo n > | sa nazyva kvazi-dokonalym, ak a(n) =
= 2n+4 . .

Poznamenajme, Z¢ dodnes nepoznime ani jedno kvazi-
dokonalé éislo.

P23, DokéZte, Ze n > | je kvazi-dokonalé vtedy a len
vtedy, ked sa rovnd sultu vietkych svojich netrividlnych
delitefov.

P2s. Nech d1, d2, ... d, st v3etky delitele &isla n > 1,
;ﬁ?ie neZ 1. DokaZte, Ze n je dokonalé vtedy a len vtedy,

e

1 1 1
l=—+—5—+ ... + 5
d1 + d2 + + d' .
Naivod. Uviite, Ze ak d deli #, potom aj prirodzené
Cislo % deli #.
P2s. Dokézte: ak n € Q2 a 3%.n, potom 3n < Qa.
Nivod. PouZite P,g!
P2¢. Nech n, k sG prirodzené &isla. Nech 3n = Qu,
3 + n. Potom n e Qaz. Dokaite to!
Navod. Ako v Py,
P27. Dokaite: 120 € @3, 25.32.5.7 < Qa.
P2s. Ak n < Qs, potom n musi mat viac neZ pat roznych
prvoliselnych delitefov. DokaZte to!
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RieSenie. Ak n = pf1.p% ... p& (kanonicky rozklad),

potom

_ 1 it — 1 p
=51 -1 ~ p—1
(21) 5 N R ..

Pk—l _Pl ...pk Pl—l Pk'—'l.

Nech p;, < p, < ... < pr. PretoZe — il

ak zvif§ime aq a pretoZe p, = 2, p, = 3 Ps=5,p 217,
ps = 11, dostdvame prik = 5z (21)

2 3 5 7 1 1
oM =ry 3 15 1711 —1= 16 "%

sa zmensi,

DOKONALE CfSLA DRUHEHO DRUHU

Dokonalymi Cislami (prveho druhu) sme nazvali tie Cisla
n > 1, ktoré sa rovnaji suétu vsetkych svojich pravych
delitefov. Nahradenim slova ,,sucet* slovom ,,sa&n* do-
chddzame k pojmu dokonalého ¢isla druhého druhu.

Ds. Cislo n > 1 sa nazyva dokonalym &islom druhého
drruhu, ak sa rovna sacinu vietkych svojich pravych deli-
tefov.

Prikladom dokonalého {isla druhého druhu je &islo 6
(= 1. 2. 3.). Teda 6 je dokonalé {islo prvého i druhého
druhu.

Zatial ¢o dodnes nevieme, ¢i mnoZina vietkych doko-
nalych &isel prvého druhu je kone¢ni a & nekonecni, je
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podobna otizka pre dokonalé isla druhého druhu vplne
zodpovedana v nasledujiicej poucke.

Vie. Cislo n > 1 je dokonalé &islo druhého druhu vtedy
a len vtedy, ked je bud tretou mocninou prvotisia alebo
stitinom dvoch réznych prvotisel.

Dékaz. Ak n = p? alebo n = p,.p, (p, P1> Pe S0 prvo-
Cisla, p; ++ po)y potom v pripade n = p* st pravymi deli
telmi #» Cisla 1, p, p?, v pripade » = P1.0: cisla 1, py, P
v oboch pnpadoch v1det, Ze n sa rovnd sudinu v§c ych
svojich pravych delitelov, teda # je dokonalé druhého
druhu

Nech obritene # > 1 je dokonalé ¢islo druhého druhu.
UkiZeme, Ze potom n = p? alebo n = p;.p,, Py, pp sU
prvodisla, p, # p,. Nech n = pf1. paa ... p% je kanonicky
rozklad &isla 7. PoloZme s = (n), nech dy, dy .. d, sd
vietky prirodze¢né delitele &islan, nech 1 = d; < ..
... < ds = n. Pretoe n je dokonalé druhého druhu, je

n=d,.d,...ds_,; Ak nisobime tito rovnost na oboch
stranich &islom n = d,, dostaneme

(22) n2 == dl'd2 s e ds
Uvazme, Ze spolu s Cislom d, d | » aj Cislo —Z— deli n, preto
n= l, l, LI (vSetky) prirodzené delitele
d,” d, ds
¢isla n. Preto :
2" 1 n
(23) n_,dl'd2°”ds'

Ak vynisobime (22), (23) dostaneme n* = »%, odtial s = 4.
Teda ak 7 je dokonalé &islo druhého druhu, potom (7)) =4.
Vieme, %e t(n) = (¢; + 1) ... (ax + 1) (pozri Vy,).
V kaZdej ziatvorke vpravo sa nachiddza C&islo = 2. Ak by
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bolo 2 > 2, potom z predoslého by vyplyvalo 7(n) = 23 =8.
KedZe je 7(n) = 4 < 8, musi byt & < 2, takZe kanonick)?m
rozkladom Cisla 7 je bud n = p%1. p3s alebo n = ph. Ak
n = pu, potom z 7(n) = a, + 1 = 4 vyplyva ¢, = 3,
teda n = p3. Ak n = pj1. p%2, potom z rovnosti z(n) =
= (a; + 1)(ap + l)=4vypl}'fvaa1+ 1=2,0,+1=2,
a, = a, = 1, teda n = p;.p,, Tym je ddkaz vety skon-
ceny.

P2s. Dokéite: Cislo n > | sa rovnd sainu vietkych
svojich prirodzenych delitefov vtedy a len vtedy, ked n je

prvotislo.
Pso. Ak n je zloZené, potom silin vietkych jeho pri-
3

rodzenych delitefov je = n2. Dokaite to!

Niévod. Pouzite Pyy!

P312). Néjdite také dokonalé &islo druhého druhu, ktoré
je delitefné &islom 7 a pre ktoré o(n) = 32! .

b) Dokéite, Ze 6 je jediné pirne C&islo, ktoré je doko-
nalym &islom prvého i druhého druhu!

Nivod. PouzZite V,, a V4!

c) DokiZte, %e neexistuju nepirne &isla, ktoré by
boli sutasne dokonalé prvého i druhého druhu!

Navod. PouZite V,3a V4!

SPRIATELENE CISLA

Ds. Dve prirodzené &isla g, b, @ = b nazyvame spriatele-
nymi, ak su&et v¥etkych pravych delitefov &isla a sa rovna
&islu b a sttet vietkych pravych delitefov &isla b sa rovnd
&islu a.

KedZe sudet vsetkych pravych delitelov ¢&isla m > 0
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je o(m) — m, st a, b spriatelené, vtedy a len vtedy, ked
o(a) — a = b, a(b) — b = a, teda vtedy a len vtedy, ked
o(a) = o(b) =a + b.

Ak a, b s spriatelené, potom mnoZinu {a, b} nazyvame
dvojicou spriatelenych Cisel a &sla a, b nazyvame Clenmi
tejto dvojice.

Uz Pythagorovi (6. st. pred n. 1) bola znama dvojica
{220, 284} spriatelenych Cisel. Vietkymi pravymi delitelmi
¢isla 220 su disla 1, 2, 4, 5, 10, 11, 20, 22, 44, 55, 110 —
ich stlet je 284 a v§etk)"mi praV}"mi delitelmi &sla 284 s
Cisla 1, 2, 4, 7; 142 — ich sucet je 220.

Daldiu dvojicu spriatelenjch &sel objavil P. Fermat
(1601—1665). Bola to dvojica {2¢.23.47, 24.1151}. Dvo-
jicu {27.191.383, 27.73727} spriatelenych ¢isel objavil
R. Descartes (1596—1650). Viac neZ 59 dvojic spriatele-
nych &isel nasiel L. Euler. V 19. storodi bolo zndmych 66
dvojic spriatelenych &isel. Dnes poznidme uz asi 390 ta-
kych dvojic. Z najmenSich &lenov pozostiva uZ uvedend
dvojica {220, 284}.

Dodnes nevieme, ¢i vSetkych dvojic spriatelenych &isel
je konecne a ¢i nekoneéne mnoho. Dodnes nepozndme ani
jednu taka dvojicu spriatelenych Cisel, ktorej jednym cle-
nom by bolo pirne a druhym neparne ¢islo. Doteraz uve-
dené priklady dvojic spriatelenych &isel su také, Ze oba ich
Cleny si parne ¢isla. Pozndme dnes aj taku dvojicu spriate-
lenych ¢isel, ktorej oba Cleny s nepdrne. Je to napr. dvo-
jica {33.5.7.11, 3.5.7.139}. Dodnes nie je znima dvojica
spriatelen)"ch &isel, ktorej Cleny by boli nesudelitelné. Bolo
dokazane, Ze ak taka dv0]1ca ex1stu1e, _potom kazdy jej
&len musi byt vilsi nez 10% a sulin jej Clenov musi byt
deliteIny viac neZ dvadsiatimi réznymi prvodislami.

V 9 st. n. 1. udal arabsky matematik Thdbit ben Korrah
tato formulu pre hladanie dvojic spriatelenych &isel.

Viz. Ak p = 3.2%1—1,q=3.2n—1, r=9.20""—1

30



(n > 1) st prvotisla, potom 27.pq a 28.r s spriatelené
&isla.
Dékaz. Za predpokladov vety na zdklade V;, dostavame

o@2r.pg) =2+ —D.(p+ g+ )= (2*+1—1).
3.20-1328 =20 +1—1),9.22 -1, g(2n.1) =
=@l 1).(r+1)=(2r+1—1).9.2m -1,

teda o(27.pq) = o(20.7).
Dalej

2.pg+ 20 r=20.(pg+1r)=9.2"-1 (20 +1 1),
teda
o(2n.pq) = o(2n.1) = 2m.pq + 2n.1.

Pre n = 2 dostdvame z predoslej vety dvojicu {220, 284}
spriatelenych Cisel, podobne dostaneme aj pre n = 4
a n = 7 dvojice spriatelenych ¢&isel. Pre Ziadne iné » < 200
nie je splneny predpoklad prvodiselnosti Cisel p, ¢, r a pre
Ziadne n < 200, n # 2, 4, 7 predosld formula nediva
dvojicu spriatelenych cisel.

Pa2. DokéZte: Ak p = g, p, q su prvolisla, potom p3, ¢3
nie sd spriatelené &isla.

P33. Pokdste sa zov¥eobecnit tvrdenie z Pgy. Na ostat-
né mocniny p¥, g¥ (k = 3) prvotisel p, q!

Ndévod. Postupujte v dokaze nepriamo!

Pis. Dokaite, Ze dve rdzne dokonalé &isla druhého
druhu, obe tvarup.q, p #~ q,p, q neparne prvolisla, nie si
spriatelené.

RieSenie. Nech p,. gy, Ps. ¢, si dve dokonalé &sla dru-
hého druhu, uvedeného tvaru. Nech napr.

4, = max (Pl: 1 P 42)'

Z predpokladu o(p,.9y) = o(ps. o) = p1. 41 + 5.9 VY-
plyva (p, + 1)(qs + 1) = p;. ¢1 + P. g5, odtial dostaneme
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(25) Pfa=pP1+ ¢ + L

Na ziklade predpokladu vety je p, # g¢;. Nech napr.
¢1> pyteda gy 2 p, + 2atakpyg, 23¢,> 2¢, 22¢q; 2
2(2‘051)_'_ ¢, + 2, teda p,q, > p, + ¢, + 2 a to je vo spore
s (25).

Pss. Nech a = Qm, b Qk,a #b. Nech b, m sG ne-
sudelitelné. DokiZte, Ze potom g, b nie st spriatelené!

Nivod. Postupujte podobne ako v rieSeni Py,.

U% z toho, ¢o sme doteraz povedali o dokonalych a spria-
telenych Cislach sa di vytusit, Ze dokonalé a spriatelené
(isla si ¢islami velmi vzdcnymi. Tito domnienku po-
tvrdzuje aj nasledujici vysledok, ktory podime v trochu
populirnej forme: Nech A znali krorikolvek z nasledu-
jucich troch mnoZin: mnoZina vetkych dokonalych d&isel
prvého druhu, mnoZina vietkych dokonalych ¢isel druhého
druhu, mnoZina vSetkych spriatelenych &isel. Potom A ma
tato vlastnost: ak {1, 2, 3, ... n} nazveme tsekom mnoZiny
vietkych prirodzenych &isel a &slo 7 diZkou tohoto Gseku,
potom ku ka’dému prirodzenému &islu m existuje také
prirodzené &islo 7y, e vietky useky, ktorych di¥ka 7 je

vicsia nez 7, obsahujui menej nez % Cisel patriacich do A.

Tak teda napr. aj k &islu m = 108 existuje také n,, Ze zpo-
medzi &isel {1, 2, ... n}, n > n, patri do mnoZiny A
menej neZ %, teda menej neZ miliontina poétu tychto
&isel. Strucne receno, vietky dost dlhé useky prirodzenych
&isel obsahuji menej &isel z mnoZiny A neZ ¢ini miliontina

poctu ich prvkov. Podrobnejsie o tychto otiazkach pohovo-
rime v tretej kapitole.
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3. kapitola

POJEM HUSTQTY MNOZINY
V TEORII CISEL
A DOKONALE CISLA

POJEM HUSTOTY A HUSTOTY NIEKTORYCH MNOZIN

Citatelovi je mo¥no znimy pojem &iselnej postupnosti.
Tym mame na mysli funkciu definovani na mnoZine P
vietkych prirodzenych ¢isel. Ak oznaime znakom a, hod-
notu tejto funkcie v &isle n € P, potom tito funkciu (postup-
nost) oznaujeme znakom

Ay A5 A3y ... Ay o v s
o0
alebo strucnejSie znakom {a,.}" . Reilne disla ap
(m = 1, 2, ...) nazyvame pritom ¢lenmi spomenutej

postupnosti.
Zo strednej Skoly je zndmy pojem nulovej postupnosti
(pozri u&ebnicu matematiky pre 3. roé. SVS). Pripomefime

si tento pojem. Postupnost jas woy 32 nazyva nulovai, ak

ku kazdému dislu ¢ > 0 existuje prirodzené Cislo 7, tak,
%e pre ka?dé prirodzené Cislo # > 7, je aa| < & Na stred-

nej $kole sa dokazuje, Ze geometrickd postupnost {qﬂ}: .

je nulovd, ak |¢| < 1.
P3s. Nech a je &islo a nech pre kazdé n =1, 2, 3, ...

je an = a (postupnost {a,.}m nazyvame v tomto pri-

[
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pade 3tacionarnou alebo kon3tantnou — spomeiite si na
pojem konitantnej funkcie). Takto definovand postup-
nost je nulova vtedy a len vtedy, ked a = 0. DokaZte
to!

N4avod: Jediné dislo, kto rého absolutna hodnota je men-
$ia neZ Tubovolné kladné (redlne) Cislo, je 0.

Vie. Ak {a,.}: o {bn}m su dve nulové postupnosti

=1

a ¢ je dané &islo, potom aj postupnosti {a,, + b,.}m

. o0 n=DL
{a,, - b,.} , {ca,.} sU nulové.
nal l

A a1 & ... : we
Dékaz. Nech ¢ > 0. K &islu — existujii prirodzené ¢isla
2 €
n, a n, tak, Ze pre kazdé n >n, je |aa| < — apre kazdé

n> n2 je lbal < 7 Prc n > no = max (n,, n,) platia

obe nerovnosti lan] < —— 2 , |bn| < —— a na zdklade znamej

vlastnosti absolutnej hodnoty je |2,, + b,,l < |as| —|— |by|.
Odtial pre n > n; dostdvame |aa 4 bn| < - + 2 = g,
Ak {a,.} je nulovd a ¢ je Cislo, potom ako vieme zo
strednej skoly (pozri udebnicu pre 3. ro. SVS), je 3j
¢ a,.}” o nulova.

Pojem nulovej postupnosti pouZijeme v nasledujicej de-
Ds. Hovorime, Ze &islo a je limitou postupnosti

oo
{a,.} , (v strutnom zipise @ = lim g, alebo an — a),
B n> oo

ak postupnost {a,. - a}: e nulova.
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. . oo ’ vV v
AK a je limitou postupnosti {a,.} , hovorime tiez, Ze

oo n=-1
{an}n , konverguje k dislu a.
Z definicie Dy ihned je zrejmy tento poznatok: {a ,.}: .
je nulovd vtedy a len vtedy, ked m4 limitu O. '
Naskytd sa prirodzena otizka, kolko limit méZe mat

postupnost. O tom pojednava nasledujica poucka.
Vi19. KaZda postupnost ma najviac jednu limitu.

Dékaz. Nech postupnost {an};: . ma limity a, a'.
Potom na zdklade definicie Dy st obe postupnost
{a,, — a}m , {a,. — a'}oo nulové a preto v ddsledku

n_, noy
Vs je aj postumpnost' a—a :: L= {(a,, —a) —
— (an — a') et nulovi. To je vSak konitantnid postup-
nost (kaZdy jej Clen je rovny Cislu @’ — g). Na zdklade
Py je d — a = 0, @’ = a. Postupnost {an}::l

neméZe mat teda dve rézne a teda ani viac roznych limit.

Predo$la veta nezaruduje existenciu limity (to ani nie je
mozZné — pozri Py,), zaruCuje len jednoznaénost limity,
tj. ak dand postupnost m4 limitu, potom m4 jedind limitu.
Nie ka?da postupnost m4 limitu. Ukazuje to aj nasledujiici
priklad.

o0

P37. Presvedite sa, Ze postupnost {(— 1)”} nema
limitu. met1

Nivod. UkdZte, Ze Ziadne Cislo ¢ nemébZe byt limitou
tej postupnost. Rozozndvajte pri tom pripady a = 1,
a=—la#*1,—1

Pas. Kazdd kon3tantnd postupnost ma limitu, rovnl
fubovolfnému &lenu tej postupnosti.

35



Per. Dokite, Ze | _’|'_3}°° ma limitu 1 2
Nl
m+6) = T
{—3n+4 n-lmallmltu 3

V2. Ak an — a, by — b, potom an + by — a + b,
ap — bp —>a — b.

Dékaz. Postupnosti {a,. — a}m {b,. — b} sa
podIa predpokladu nulové. Na zéklade Vi sU 3j
{ont b —G@+8)" af@m—b)—@-8]

nulové.

Pso. Ak a, — a a c je dané &islo, potom cas — ca.
Nivod: PouZite V,q!
Va21. Nech 0 < an < b, pre kazdé n = 1, 2, 3, ...

Ak {b,.}: , je nulova, je aj {a,.}: , Nulova,

Dokaz. Dékaz vyplyva priamo z definicie nulovej po-
stupnosti.

Pa. DokaZte: {a,.}:o_ je nulovd vtedy a len vtedy,
ked {|a,,|} , je nulova.
Ps. Nech a5 — a, bs — b, nech c1, c2 st dané &isla.

DokaZte, Ze postupnost {cla,. + cab,,}m , mé limitu
C,a + cgb. =
Niévod: PouZite Vy4 a P,,!

Pss. DokaZte, Ze postupnost {kvl__}” (k je pri-
N jnat

rodzené, k > 1) je nulova.
RieSenie. K dislu ¢ > 0 existuje prirodzene dislo
n, ZL Potom pre n > n, 10:i < ¢k, odtal = ,‘V_ <e.
n
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Nasledujicu vetu budeme ¢&asto potrebovat v dalfich
avahich.

V22. Nech a5 — a, by — b a nech pre kaZdé n je ap < ba.
Potom a < b.

Dokaz. Postupujme nepriamo. Nech a > 5. Potom
a — b > 0 a tak na ziklade definicie D, existuje prirodzené
Cislo n, tak, Ze pre vietky prirodzené {isla n > n, je

26) |a,.—a|<"‘2"’.
Podobne existuje 7, tak, Ze pre kazdé n > n, je
@7 |b,.—b|<a;b.

Pre n > mn, = max (n,, n,) plata nerovnost (26), (27)
a oviem aj B

(28) an é bn.

a—>b a—+b ,
7 = J{ > Vyplyva

a+b
2
+b a+b

Podobne z (27) vyplyva b5 < 12——— atak ap > )

> bp, an > ba. To je spor s (28).

Dio. Nech m|< n2 < ... < mx < ... je nejakd po-
stupnost prirodzenych &isel. Potom postupnost dn;, dag,
Gngy ... Gmp, ... Nazyvame Ciastolnou (vybranou) po-

Nech n > ny. Ked%e a —

z (26) sprivnost nerovnosti an > (nalrtnite si).

stupnostou postupnosti {a,}”
Tak napr. a, ag ... a2k, ... je Gastoénou postup-

nosfou postupnosti yan .1
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V2, Ak postupnost {a”}: . konverguje k &islu a,
potom aj kaZdi jej Ciasto&nd postupnost konverguje k &is-
lua.

Dékaz. Nech {an k}: ) je nejaka iastofnd postupnost
postupnosti {an}:: I nech ¢ > 0. KedZze {a,.}:"_1 ma
limitu a, existuje », tak, Ze pre # > n, je [apn — a| < e
Dalej existuje %, tak, %e pre k > k, je nx < n,. Potom pre
k > k, je na zdklade predoSlého lan, — a| < & Teda

predo$ld nerovnost plati pre vSetky Ceny postupnosti
{ank}:_ . od istého clena podinajuc. Teda postupnost

oo

an, — a}k - je nulovd a tak a je limitou postupnosti

{
{an }°° . :

PZ.kSékaite pomocou vety Vz, Ze postupnost
{a,.}:_ L= {(— I)"}:ﬂ= , hemd limitu.

Nivod: Vysetrujte jej Ciastofné postupnosti
fos ol fom ),

Pre dalSie potreby bude ucelné urcit limitu postupnosti
{ log n}m » log n je dekadicky logaritmus ¢isla n.

n
=1
UkéZeme, Ze uvedend postupnost je nulova.

V2. Pre kazdé celén = 0je2n =1 + n.
Ddkaz. Na ziklade binomickej vety je pre n > 1

2"=(l+l)"=l—|—n—|—(%]+...+ (%]gl+n.

Pre n = 0 resp. n = 1 je spravnost tvrdenia zrejma4.

38



Vazs. Pre kaZdé redlne &islo a je 2= > a.

Dokaz. Nech 7 je najvicSie zpomedzi vietkych tych
celych ¢&isel &, pre ktoré 2 < a. Také islo existuje na zi-
klade viastnosti celych Cisel spominanych v tvode prvej
kapitoly. Potom zrefme » = 0, # < a < n + 1. KedZe
funkcia y = 27 je rastica, je 2* = 27 a podfa V,, je 2* =
= 1 + n > a. Teda celkove

i22m214n>a 2°> a

V2. Pre kazdé prirodzené n je log n < |/n.
Ddkaz. Na ziklade definicie dekadického logaritmu ma-
me n = 10 10¢ 5, odtial umocnenim oboch strdn na expo-

nent % dostaneme |/n = ()/10)'°* ™. Pretoze [/10 > 2

alogn =0(n=1,2,...), dostivame odtial |/n = 2108 »

a tak na zdklade V,; je Vn > log n.

log n | =
n

V2. Postupnost _ je nulova.
P

n
Doékaz. Pre kazdé pru'odzené fislo n plati na zéklade

Vg, 0= 105 " V" = a teraz staCi pouZif V, a Py,
n

Citatelovi je iste dobre znamy fakt, Ze v rovinnej geo-
metrii moZno niektorym mnoZ%inim nachidzajicim sa v ro-
vine priradit isté nezaporné {isla, nazyvané ploSné obsahy
tych mnozin, Podla velkost tohoto isla moZno usudzovat
aj) na ,rozsiahlost”, ,,velkost danej mnoZiny. Pritom ak
A c B a mnoZiny A, B maju ploSny obsah, potom plosny
obsah mnoZiny A je nie va¢§i neZ ploSny obsah mnoZiny B.
O niefo podobné sa pokusime teraz v stvislosti so $tudiom
podmnoim mnoZiny P vietkych pnrodzenych Cisel. Teda
presnejSie pokusime sa podmnoimém mnoZiny P priradit
nerdporné disla, ktore budeme nazyvat hustotami tych
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mnozin. Pomocou tychto ¢isel moZno potom usudzovat na
s»svelkost* podmnozin mnoZiny P. Uvidime, Ze hustota
podmnoZiny neméZe presiahnut hustotu nadmnoZiny.

D11. Nech A € P, nech n je prirodzené &islo. Ozna¥me
znakom A(n) potet vietkych tych &isel a € A, pre ktoré

a = n. Ak existuje limita postupnosti {@}w , nazy-
. .o
vame ju hustotou mnoZiny Aa oznalujeme h(A) = lim @
ny- oo

Vsimnime si bli¥Sie uvedeného pojmu hustoty. Cislo
%n) uddva ,,relativnu poetnost* prvkov mnoZiny A medzi
prvymi z prirodzenymi ¢islami. M4 aj jednoduchy pravde-
podobnostny vyznam. Uddva pravdepodobnost javu, ktory
spoc¢iva v tom, Ze pri ndhodnom vybere jedného zpomedzi
Cisel 1, 2, ... n vyberieme ¢islo patriace do mnoZiny A.
Cislo #(A) ma potom vyznam akejsi asymptotickej pravde-
podobnosti.

KedZe pre kazdé n je zrejme 0 = A(n) < n, vyplyva
= A_r(ln_) < 1 a tak na zdklade V,,, ak A m4 hustotu,
je 0 < h(A) = 1. Teda hustota mnoZiny je vidy Cislo
z intervalu < 0, 1 >.

D12. Ak h (A) = 0, potom mnoZinu A nazyvame riedkou
‘mnoZinou.

Poznamenajme, e nie kazdd podmnoZina mnoZiny P m4
hustotu. UkdZeme to na nasledujicom priklade.

Pga). MnoZinu A; nech tvoria vietky Cisla tvaru

Rk—1D%*-14 5, 5s=1,2,... (2k)* — (2k — 1)2k -1,
Znakom A oznalme zjednotenie vSetkych mnoZin A
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(k=1,2,...). Teda mnoZinu A tvoria prave tie prirodzené
Cisla a, ktoré maja tvar

a=QQk—1D¥*-1435 s=1,2,...
o (2R — (2 — 1k - E=1,2,...

'PretoZe medzi &islami, patriacimi do mnoZiny A a nepresa-
hujicimi &slo (2k)%* sa nachddzaju Cisla

2k —12e-1+5, 5=1,2,... (2R)% — (2k — 1)* — 1,
je A ((2k)%) = (2k)* — (2k — 1)%* ~1a tak
_ (2R 1pk-1 AR
QR T (2K*
2k — 1)%-1 (2k)% - 1
(2k)%* =T (2R
(2k — 1)k -1) e ) \
R nulové (pozri V) a tak v ddsledku
V,0a V,, je limita postupnosti (29) A(2R)™) | =
203 Vg2 ) postupno! R
KedZe &sla )
(k)% + 5, s =1,2, ... (2k + 1)% +1 — (2k)%

nepatria do mnozZiny A, je A((2k + 1)%* +1) < (2k)%,
oddal Fahko zistime, Ze limita postupnosti

A((2E+ 1)+ 1))
(30) { Qk+ D%+1 [,
je rovna 0. No (29), (30), s &astoné postupnosti postup-
nosti @ ®  a tak v désledku vety Vy, neméZe mat

=]

tito postupnost limitu.

1 =L

KedZe

= 2—1k’ je postupnost

rovna l.
k=1

=1
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Pgb). Dokazte, 2e kazd4 koneénd mno¥ina je riedka.
Niavod. Nech A je koneéna a ma k prvkov. Potom pre
(n)

kazdé prirodzené n je —— S —, pouZite teraz V,, a Py,

P,ea) Nech A je m.noima vsetkych parnych &isel. Potom
A = DR

b) Nech A je mnoZina vsetkych neparnych ¢isel. Potom
hA) = —

Navod. Vsetkych parnych &isel neprevysujacich &islo n

je %, ak n je parne a % — —;—, ak 7 je neparne. Pre kaZ-
: . . , 1 1 A(n)
dé n prirodzené teda plati > = 2n . = 7 Po-

uZite teraz vetu V,,. Podobne postupujeme aj pri rieSeni
casd b).
Pa7. Nech k je prirodzené, k > |. DokdZte, Ze mnoZina
Qx v3etkych k-tych mocnin prirodzenych &isel je riedka.
Navod. Nech s je najvicSie také prirodzené Cislo, Ze s*
neprevySuje n. Potom Qi(n) = s a z s¢ < n vyplyvd

el — z

s < *)/'n. Teda () = V= = U = l_ . Pou-
n n n V"

Zite teraz V,,.

Pss. Nech g, d su celé &isla, a = 0, d > 0. Nech A je
mnoZina &lenov aritmetickej postupnosti a + d, a + 2d,

a+3d,...a4 ki, ... Potom h(A) = — (teda husto-

ta mnoZiny A sa rovni prevritenej hodnote diferencie
tej aritmetickej postupnosti — porovnaj s Pas).
Ndvod. Nech s je najvil§ie také prirodzené Cislo, Ze

42



a+ sd <n Potomn <a-+ (s+ 1).da A(n) = s. Od-
tiaI";a —1<s< n;a a teraz pouZite V,, a Py,.

Pss. Nech P — A znati komplement mnoZiny A v mno-
Zine P, tj. mnoZinu vietkych tych prirodzenych Cisel,
ktoré nepatria do A. Dokazte: A ma hustotu vtedy a len
vtedy, ked P — A ma hustotu. Ak A md hustotu & = h(A),
potom h(P — A) = 1 — 4. Specnalne h(A) = 0 vtedy
a len vtedy, ked h(P — A) =

Va. Ak A, B maji hustotu aA CB, potom h(A) =
=< h(B).

Dékaz. Pre kazdé n je A(n) < B(n), odtial
B( ) . Tvrdenie vyplyva z vety V,, uz okamZite.

A(n) =

Pso. Ak A C B a B je riedka, potom aj A je riedka.

Naivod: pouzite V,s avV,.

Vzs. Nech A, B si riedke mnoZiny. Potom aj mnoZina
A U B (zjednotenie mnoZin A, B) je riedka.

Dékaz. Mnozina A U B pozostiva, ako je znime, zo
vietkych tych prirodzenych disel, ktoré patria aspoii do
jednej z mnoZin A, B. Polofme C = A U B. Potom z de-
finicie mnoZiny C dostévame pre kazdé prirodzené n =

=1,2, ... C(n) < A(r) + B(n): Odtial —2. C(")

= @ + B(") . Na zdklade predpokladu vety a na zi-
klade V5 je —= A(n) + @ — 0 a tak podla V,, je
_C(n) - 0.
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RIEDKOST MNOZINY VSETKYCH DOKONALYCH CISEL

Ozna¢me znakom D mnoZinu vSetkych dokonalych d&sel
(prvého druhu). V druhej kapitole sme uviedli, Ze dodnes
nie je znime, & mno%na D je konelnid a & nekoneCna.
V dalSom uké¥eme, Ze v kadom pripade je D ,,chudobni*
mnoZina, je to totiZ riedka mnoZina.

Vao. Mnozina D je riedka.

Dékaz. Polome D = D, U D,, kde D, zna¢i mnoZinu
vietkych neparnych a D, mnoZinu vietkych parnych doko-
nalych ¢isel. Na zdklade V,g stadi dokizat, Ze obe mnoZiny
D,, D, st riedke.

DokéZeme napred, Ze D, je riedka. Na ziklade vety Ny,
je D, obsaZena v mnoZine A vietkych isel tvaru
P +1 N2 kdepjeprvoislotvaruds + 1 (s = 1), 2 =20
je celé, N prirodzené a p nedeli N. Na ziklade Py, stai
dokézat, Ze A je riedka mnoZina. PoloZme A = A, U A,
kde A, je mnoZina vetkych tych isel z A, ktoré maju tvar
p.N%a A, je mnoZina vietkych ostatnych Cisel mnoZiny A.
Nech teraz v,, v, € A, v; = p,.N? v, = p,.N? (teda obe
¢isla vy, v, maja i ista ,,kvadraticku* ¢ast N2), UkdZeme,
Ze potom p, = p,. Naozaj, na zdklade V,, a na ziklade
definicie dokonalého {isla je

o(vy) = (P + 1) o(N?) = 2p,N?,
o(va) = (P2 + 1) o(N?) = 2p,N?,

odtial vydelenim dostidvame ‘; 1 1’; 1__:: 1 'a odtial jedno-
2 2

duchou udpravou p, = p,. Teda ku kaZdému kvadritu N2
prirodzeného Cisla N existuje najviac jedno prvocislo p
tak, Ze pN% A,. Oddal vyplyva, Ze polet A,(n) prvkov
mnoZiny A, neprevysujtcich islo # je nie vd&§i neZ polet
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vietkych kvadritov prirodzenych d&isel, neprevy$ujacich
&slo n, teda A,(n) < |/n (pozri Pg,). Odtial vyplyva @ <
= —1_— , teda A, je riedka mnoZina.

n
é/islo A,(n) je zrejme nie viadSie neZ B(n), kde B znaci
mnoZinu vSetkych Cisel tvaru p/. N2, = 4,8, ... 4 ...,
N=1,2,3, ... . No kazdé &slo uvedeného tvaru patri
do mnoZiny Q, kvadritov vetkych prirodzenych &isel, preto
B c Q, a ked?e Q, je riedka (pozri Pyy), je aj B riedka mno-

¥ina. PretoZe =22 Z(n) B(n) — je na ziklade V,, ajA, riedka.

Z vety Vo vyplyva potom aj riedkost mnoZiny A a tym aj
riedkost mnoZiny D,.

DokéZeme teraz, Ze aj D, je riedka mnoZina. Na ziklade
V,, je D, podmnoZinou mnoZiny v3etkych Cisel tvaru
25 —1,(28 — 1), kde s je prvolislo. Tito mnoZina je zase
podmnoZinou mnoZiny E vietkych &isel tvaru
22-1(2—1),s=1,2,3, ..., preto D, C E. Sta¥i
teda dokizat, Ze E je riedka mnoZina. Ozname znakom ¢
najvidSie zpomedzi tych prirodzenych Cisel s, pre ktoré

20-1 < n. Potom zreime En)<tat—1=< lo_gn_.
log 2
; E(") logn
Odtal —= = — + log2 ——
Na zéklade V,; je —— log % 0 a tak v désledku'P,, a V., je

E(n) — 0. Teda E je riedka. Tym je dokaz vety skonceny.

Da sa ukizat, e aj mnoZina vSetkych dokonalych Cisel

druhého druhu je riedka (o tejto mnoZine vieme, %e je ne-
konefnd — pozri V,4). Dbkaz tohoto vysledku vSak pre-
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sahuje rdimec moZnost metod pouZitefnych v tejto kniZke.

Poznamenajme pre zaujimavost, Ze aj mnoZina vSetkych
prvoclisel je riedka. Dékaz tohoto faktu sa tiez vymykd
na$im moZnostiam.

Spomefime nakoniec, e aj mnoZina vSetkych spriate-
lenych Cisel je riedka. Zatial €o riedkost mnoZiny vSetkych
dokonalych ¢&isel prvého a dokonalych Cisel druhého druhu
je divno znimym faktom, je poznatok o riedkosti mnoZiny
vietkych spriatelenych ¢&isel novsieho data. Pochidza
z 1. 1955 od madarského matematika P. Erddsa a jeho
dbkaz je zaloZeny na pouZiti istych pravdepodobnych me-
tod v teorii Cisel.
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