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P R E D H O V O R 

Cielom tejto knížky je oboznámiť čitatela s jedným zaují-
mavým úsekom teorie čísel. Spracovaníe látky je volené 
tak, aby štúdium knížky bolo dostupné študentom strednej 
školy, ktorí majů hlbší záujem o matematiku. 

Do textu sú vložené príldady (označované P15 P^ ...), 
ktoré slúžia na precvičenie látky a tiež prehíbenie textu. 
Mnohé z nich sú roznesené, k iným je připojený návod na 
riešenie. Jednotlivé vety (poučky) označujeme priebežne 
znakmi V13 V2, . . . , definície označujeme znakmí Dl5 D2, 

Obsahové sa knížka člení na tri kapitoly. V prvej sú 
vyložené niektoré poznatky z teorie čísel, potřebné ku 
štúdiu dalších kapitol. Ide hlavně o základné poznatky, 
ktoré sa týkajú dělitelnosti v obore celých čísel a vlastností 
funkcií a a r . Druhá kapitola obsahuje výklad základných 
vlastností dokonalých a spriatelených čísel. Tretia kapitola 
je obsahové najnáročnejšia. Vyžaduje znalosť istých po-
znatkov o číselných postupnostiach. Předpokládáme hlav-
ně, že čitatelovi je známy pojem nulovej postupnosti. Autor 
sa snažil potřebné veci o limitách postupností objasniť 
priamo v texte tretej kapitoly. Ak by napriek tomu štúdium 
tejto kapitoly robilo čitatelovi velké ťažkosti, nech sa spo-
kojí s preštudovaním prvých dvoch kapitol, už tie mu 
poskytnú dostatočnú informááu o dokonalých a spriatele-
ných číslach. 

Pretože viacero publíkácií, vyšlých v edícii „Škola mla-

3 



dých matematiků" je věnovaných teorii čišel, nebolo možné 
vyhnúť sa prekrývaniu textu tejto publikácie s textom 
už vyšlých publikácií (ide hlavně o Sedláčkovu publikádu 
„Co víme o přirozených číslech", Praha, 1965 a Veselého 
„O dělitelnosti celých čísel", Praha, 1966). Autor sa usiloval 
spracovať spomínanú prekrývajúcu sa časť odlišné od spó-
sobu spracovania v uvedených knižkách. Vo veíkej miere to 
bolo umožněné novým, originálnym Surányiho dókazom 
tzv. fundamentálnej vety aritmetiky. 

Autor 
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1. kapitola 

N I E K T O R É P O Z N A T K Y 
Z T E O R I E Č Í S E L 

DELITEL'NOSŤ V OBORE CELÝCH ČÍSEL 

V tejto knižke slovo „číslo", uvedené samostatné, bez pří-
davného mena, značí celé číslo, teda prvok množiny 

{0,1, - 1, 2, - 2, . . . « , - « , . . . } . 

Často budeme hovoriť o prirodzených číslach, teda o prv-
koch množiny 

{1,2,3, . . . » , . . .} . 
V dalšom budeme používať túto, čitatelovi iste známu 

vlastnosť celých čísel: 
Nech M je nějaká neprázdná množina celých čísel. Ak 

existuje také reálne číslo a, žéVšetky prvky množiny AI sú 
nie váčšie než a, potom v množině M existuje najváčší 
(maximálny) prvok (tj. existuje také číslo b, že b e M*) a pre 
každý prvok x e M platí x sS b). 

Podobné platí: 
Nech M je nějaká neprázdná množina celých čísel. Ak 

existuje také reálne číslo a', že všetky prvky množiny M 
sú nie menšie než a', potom v množině M existuje najmenší 
(minimálny) prvok (tj. existuje teké číslo b', že b'e M a pre 
každý prvok * e Ai platí x ž ¿0-

*) * e A znáči: x patři do množiny A. 
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Připomeňme ešte pojem absolutnej hodnoty celého čísla. 
Ak a je celé číslo, potom absolutnou hodnotou |a| čísla a 
rozumieme číslo a, ak a S 0 a číslo — a, ak a < 0. Tak 
například |6| = 6, | - 5| = - ( - 5) = 5 a pod. 

Iste je čitatelovi známe, že absolutná hodnota súčinu 
dvoch čísel sa rovná súčinu absolutných hodndt tých čísel 
a absolutná hodnota súčtu dvoch čísel nepřesahuje súčet 
absolutných hodnot tých čísel. Tak napr. |(— 3).8| = 

- | - 3|.8 - 3.8 = 24, | - 3 + 8| š | - 3| + |8| = 11. 
Dt. Hovoříme, že číslo a delí číslo b, ak existuje číslo 

q tak, že b = aq. 
Namiesto „a delí b" hovoříme aj „a je delitelom čísla b", 

„b je násobkom čísla a", „b je deÚteíné číslom a". Ak a 
delí b, píšeme a | b. Ak a nedelí b, píšeme a + b. 

Celé čísla, ktoré sú delítelné číslom 2 nazývame párny-
mi, ostatně celé čísla nazývame nepárnymi. • 

Pí. 3 | 18,3 + ( -101 ) ,0 | 0 ,0%6 . 
P2. Ako vyzerá množina všetkých násobkov čísla 7? 
P3. Ak a \ b, potom aj (— o) | b, a \ (— b), (— a) \ (— b). 
Tie prirodzené čísla, ktoré sú delitelmi čísla a, nazývame 

prirodzenými delitelmi čísla a. Tak napr. čísla 1, 2, 3, 4, 
6, 12 sú prirodzenými delitelmi čísla — 12 a číslo — 12 
už iných prirodzených delitelov nemá. 

P4. Číslo 0 je delitefné každým číslom. 
Ps. Číslo 0 nie je delitefom žiadneho celého čísla 

b--1= 0. 
Ví. Ak a | b, b 4= 0, potom \a\ ^ |b|. 
Ddkaz. Na základe předpokladu existuje celé q tak, že 

(1) b = aq. 

Keďže b ^ 0, je aj q ^ 0 a tak ^ 1. Z (1) dostáváme 
potom \b\ = \a\.\q\ ^ |a|, teda |6| ž \a\. 

Pé. Nech o | b a súčasne b \ a. Potom |a| = |b|. 
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Návod : Použité Vx. a P5! 
Vzťah a \ b nie je symetrický, to značí, že z a | b ne-

vyplývá ešte b | a. Tak napr. 2 | 4, ale 4+^2. No tento vzťah 
má nasledujúcu vlastnosť, tzv. vlastnost' tranzitivnosti. 

V2. Ak a | b, b\c, potom a | c. 
Dókaz. Na základe předpokladu existujú čísla qv q2 

tak, že b = aq1} c = bq2. Ak do druhej rovnosti dosadíme 
z prvej za b, dostaneme c = (aq1).q2 = a{qx.q^. Pretože 
q1} q2 sú celé čísla, je aj celé a c = a(q1. q2), teda 
a | c. 

Va. Nech a je celé, m prirodzené. Potom existujú čísla 
q, r, 0 šil r < m tak, že 
(2) a = mq + r. 

Čísla q, r, 0 ^ r < m sú číslami o, m jednoznačne určené. 
Ddkaz. Zostrojme racionálně číslo — . V množině všet-

a m 

kých celých čísel nie váčších než — existuje najváčší prvok. 
Označme ho znakom q. Teda na základe definície čísla q 
platí: <7 < q + 1. Vynásobením týchto nerovností 
číslom m dostaneme mq ^ a < mq + m. Položme 
(3) r = a — mq. 
Z predošlého vyplývá, že r je celé a 0 ^ r < m. Z (3) 
dostáváme potom a = mq + r. 

Nech čísla q', r',0 < r' < m splňujú rovnosť 
(4) a = mq' + r' 
a nech napr. r ^ r'. Potom ak od (2) odčítáme (4), dosta-
neme 
(5) r — r' = m(q — q'). 
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OdtiaT vyplývá, že m delí rozdiel r — r'. No z podmienok 
r a: r', 0 r < m, 0 ^ r' < m vyplývá 0 ^ r — r' < m 
a odtial v dósledku Vx r — r' = 0, r = r' a z (5) g = q'. 
Teda dvojica čísel q, r, 0 ^ r < m je číslami a, m jedno-
značae určená. 

P7. Nájdite g, r, 0 ^ r < m, ak 
I. 0 = - 5 8 , m = 10. 
2 . o = 74, m = l 3 . 

Uvedieme teraz niektoré vlastnosti párnych a nepárnych 
čísel. Ak a je celé číslo, potom na základe vety V3 existujú 
celé k, r tak, že a = 2 k + r, pričom 0 ^ r < 2. Ak 
r = 0, potom a je delitelné číslom 2, teda a je párne. Ak 
r = 1, potom a nemóže byť delíteíne číslom 2. Ak by 
totiž a bolo delitelné číslom 2, potom na základe V4 a Pa 
aj číslo 1 = a — 2 k by bolo delitelné číslom 2, a to nie je 
možné (pozři Vj). Tým sme dokázali vetu 

Vsa. Celé číslo a je párne vtedy a len vtedy, ked má 
tvar a =. 2k (k celé) a nepárne vtedy a len vtedy, ked 
má tvar a = 2k + 1 (k celé). 

Lahkým dosledkom uvedenej poučky sú tieto vety. 
Vsb. Súčet dvoch párnych čísel je párny, súčet dvoch 

nepárnych čísel je párny. Súčet k (k ^ 2 ) nepárnych 
čísel je párne číslo vtedy a len vtedy, kecf k je párne 
číslo. 

Vac. Súčin dvoch párnych čísel je párny, súčin dvoch 
nepárnych čísel je nepárny a súčin nepárneho a párneho 
čísla je párny. 

Ak a, b sú celé čísla, potom existujú (celé) čísla, ktoré 
sú súčasne delitelmi aj čísla a aj čísla b. Takými číslami 
sú 1, — 1. 

D2. Číslo d nazývame spoločným deliteCom čísel a, b, 
ak d | o, d I b. 

Da. Čísla a, b nazývame nesúdelitefnými, ak nemajú 
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iných spoločných delitefov než 1, — 1. Ak a, b nie sú 
nesúdelitefné, nazývajú sa súdelitefné. 

Príkladom nesúdelitelných čísel sú čísla 12, — 35, prí-
kladom súdelitelných čísel sú čísla 24, 60. 

PS. Nájdite množinu vSetkých spoločných delitefov 
čísel 1.24, 60 2 . - 50,17 3 . - 1 8 , 4 8 . 

Va. Ak o | b, a | c, potom a \ (b + c). 
Ddkaz. Podia předpokladu existujú celé qv qa tak, že 

b - aqu c = aq2. Potom b + c = a(qx + Pretože 
?i + ?2 Je celé, vyplývá tvrdenie vety z rovnosti b + c = 
= + 

VS. Ak o | b a c je celé číslo, potom a | b.c. 
Ddkaz. Podia předpokladu existuje celé q tak, že b = 

= aq. Potom z rovnosti bc — a(q.c) vyplývá tvrdenie 
vety. 

Naskýtá sa otázka, či predošlé vety V4, V5 možno v istom 
zmysle obrátit', presne řečeno, či píatia tieto poučky: 
Ak a | bc, potom bud a \ b alebo a | c. 
Ak a | (b + c), potom bud a | b alebo a \ c. 

Eahko sa možno presvedčiť, že posledne uvedené výroky 
sú nepravdivé. Stačí napr. voliť b = 6, c = 8, a ~ 14. 
Potom a | (b + c), a súčasne a | b.c, no přitom a^b, 

Teda delitel súčinu dvoch čísel nemusí byť delitelom 
niektorého z činitelov súčinu. Při istom dodatočnom před-
poklade vyplývá z dělitelnosti súčinu dvoch čísel daným 
číslom delitelnosť aspoň jedného z činitelov daným číslom. 
O tom pojednává nasledujúca veta, nazývaná pre jej velký 
význam aj fundamentálnou větou aritmetiky. Originálny 
ddkaz tejto vety, ktorý tu podáme, pochádza od maďarského 
matematika J. Surányiho. 

Vó. Nech a | b.c a nech a je nesúdeliteFné s b. Potom 
o I c. 

Ddkaz. Označme znakom C, množinu všetkých tých 
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čísel x, pře ktoré a \ bx. Teda c e C. Na základe \s do C 
patria všetky násobky čísla a. Ukážeme (a to k dokončeníu 
ddkazu stačí), že C pozostáva právě zo všetkých násobkov 
čísla a. 

Označme znakom m najmenšie kladné číslo patriace do 
C. Zrejme stačí dokázať platnost' týchto dvoch výrokov: 

<i) Každý prvok z C je delitelný číslom m. 
(ii) m = \a\. 

Nech xeC. Na základe V3 exístujú celé q, r, 0 ^ r < m 
tak, že * = mq + r. Oddal r = x — mq a tak br = 
= bx — bmq. Pretože x,/neC, delí číslo a súčin bx i bm 
a teda aj čísla bx a — bmq (pozři V6). Na základe V4 potom 
a | (bx — bmq), teda a | br, reC. Keby bolo 0 <r <m, 
potom by r bolo kladným prvkom množiny C menším 
než m a t<* by viedlo ku sporu s deftníciou čísla m. Musí 
teda byť r = 0, potom x = mq, m \ x. Tým je platnosť 
výroku (i) dokázaná. 

Dokážeme (ii). Pretože a e C, m \ a na základe (i). Teda 
existuje číslo qx tak, že 

(6) a = mqx. 

Keďže meC, a | bm, existuje číslo q2 tak, že bm = aq2. 
Dosaďme za a do poslednej rovností zo (6), dostaneme 
bm = mq1. q2, odňal 

(7) b=qi.q2. 

Teda q1 delí a (pozři (6)) a na základe (7) aj b. Pretože 
však a, b sú nesúdelítefné, je qx = 1 alebo q1 = — 1 
(pozři Da). Zo (6) potom dostáváme m = |a|. 

Každé prirodzené číslo n > 1 má aspoň dvoch prirodze-
ných delitelov, sú nimi čísla l a « . Ak </1 n a 1 < d <n, 
potom d nazývame netriviálnym delitelom čísla n. Čísla 1 
a n nazývame triviálnymi delitelmi čísla n. 
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D4. Číslo n > I sa nazýva prvočíslom, ak nemá ne-
triviálnych deliteFov. Číslo n > I sa nazýva zloženým 
číslom, ak nie je prvočíslom. 

Ak teda číslo n je zložené, má aspoň jedného netriviál-
neho delitela. 

Už Euklidovi (4. st. před n. 1.) bol známy pojem prvo-
čísla. Od Euklida pochádza aj prvý dokaž nekonečnosti 
počtu prvočísel. I keď vieme, že všetkých prvočísel je ne-
konečne mnoho, predsa ich konkrétné všetky nepoznáme. 
Nevieme například, aké je vyjadrenie všetkých prvočísel 
v desiatkovej sústave. Ba vieme toho hodné menej. Ne-
poznáme dokonca ani žiadne prvočíslo váčšie než 211213. 
Najváčšie známe prvočíslo je 2U 213 — 1. Pre hladanie 
prvočísel sa v poslednom čase s výhodou používajú naj-
novšie matematické počítacie stroje. 

P9. Dokažte, že každé párne číslo o > 2 je zložené! 
P10. Ak p, q sú dve prvočísla, potom buď p = q alebo 

p, q sú nesúdelitefné. Dokážte to! 
V7. Nech n je zložené číslo, nech p je najmenší netri-

viálny deliteF čísla n. Potom p je prvočíslo. 
Dokaž. Z definície netriviálneho delitela vyplývá, že 

p > 1. Ak p nie je prvočíslo, potom existuje d, 1 < d < p 
tak, že d \ p. Z d | p, p | n vyplývá na základe V2 d \ n. To 
je však vo spore s definíciou čísla p. 

Ve. Ak a je celé a p prvočíslo, potom bud p | a alebo 
p, a sú nesúdeliteCné. 

Ddkaz. Ak p, a sú súdelitelné, potom existuje celé číslo 
d ^ 1, — 1 tak, že d \ p a súčasne d \ a. Z d | p vyplývá 
na základe P3 \d\\p& kedže d ^ 1, — 1, je q = |d| > 1. 
Kedže q \ p, je q = p a tak p \ a. 

V». Nech a, b sú celé a p prvočíslo. Ak p | a.b, potom 
bud p | a alebo p [ b. 

Ddkaz. Ak a, potom na základe V8 sú a, p nesúdeli-
telné. Z Vfl vyplývá p \ b. 
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Nasledujúca veta má velmi názorný význam. Ukazuje, 
populárně řečeno, že prvočísla sú stavebnými kameňmi, 
z ktorých sú vybudované všetky prirodzené čísla > 1. 

Poznamenajme, že v ďalšom výraz ax.a2 . . . a», kde a< 
sú celé a s ^ 1, nazývame súčinom (o 5 činiteroch). Teda 
v případe 5 = 1 máme súčin o jedinom činiteli. 

V10. Každé prirodzené číslo n > I sa dá vyjadriť ako 
súčin prvočísel a to až na poradie činitefov jednoznačne. 

Ddkaz. Napřed ukážeme, že každé n > 1 sa dá písať 
vo tvare súčinu prvočísel. Dókaz tohoto faktu uskutočníme 
matematickou indukciou. Tvrdenie je zrejme správné pre 
n = 2 (2 je prvočíslo!). Predpokladajme, že tvrdenie je 
správné pre všetky prirodzené čísla > 1, ktoré sú nie váčšie 
než n(n > 1). Dokážeme, že tvrdenie platí aj pre n + 1. 
Kedže w + 1 > 1, j e n + 1 buď prvočíslo alebo zložené 
číslo. Ak n + 1 je prvočíslo, potom tvrdenie platí zrejme. 
Ak n + 1 je zložené, potom na základe V7 existuje prvočíslo 
p tak, že p | (n + 1). V dósledku toho existuje prirodzené 
a tak, že 
(8) w + 1 = p. a. 

Kedže p ^ 2, je a ^ n a kedže » + 1 je zložené, musí byť 
a > 1. Podia indukčného předpokladu a = p1.p2 ... ps, 
kde pi(i = 1, 2, . . . s) sú prvočísla, s ^ 1. Z (8) potom 
vyplývá n + l = p.p1.p2 ... ps, teda aj n + 1 je súčinom 
prvočísel. 

Dokážeme teraz jednoznačnost takého vyjadrenia. Třeba 
dokázať, že ak 
(9) n = p1.p2...p, 
a súčasne 
(10) n=q1.q2...qT 

(/>i, í = 1,'2, . . . s; qj,j = 1,2, . . . r, sú prvočísla, s, r sú 
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prirodzené čísla), potom s = r a každé pt je totožné s ně-
jakým qj a obrátene. Z (9) a (10) dostáváme 

(11) Pi-Pz ...p»=q1.q2... qT. 
Nech j < r. Potom z (11) vyplývá | p1 .p2 .. .p,. Na 
základe V9 oddal vyplývá qx | px alebo q1 \ p2 .pa ... ps. 
Ak qx i- p1 opátovným použitím VB dostaneme: q1 \ p2 ale-
bo | p3 ... ps- Po konečnom počte týchto úvah nájdeme 
také i, 1 íS i ^ s, že qx \ pt. Pretože pri formulácii jedno-
značností neberieme ohlad na poradie činitelov, móžeme 
už predpokladať, že i = 1 (keby tomu tak nebolo, zaměnili 
by sme očíslovanie čísel px a pt). Potom teda q± | a z P10 
vyplývá qx = pv Ak s > 1, dostaneme z (11) 

Ak predošlú úvahu zopakujeme ešte 5—1 -krát, dostaneme 
z (12) 1 = qs + 1 ... qT. Táto rovnosť je zrejme nesprávná, 
pretože súčin na jej právej straně má hodnotu ^ 2. Musí 
teda byť s ^ r. Analogicky sa dá ukázať, že r ^ s, teda 
5 = r. Z priebehu dókazu vidíeť, že pri eventuálnom pře-
číslovaní čísel Pu . . . Pí dostáváme pt = qt (i = 1,2, ... s). 

Pri vyjádření čísla n > 1 vo tvare súčinu prvočísel 

(13) n = p1.pi ...p„ 5 2: 1, 
nemusia byť prvočísla pv p2, ... pt navzájom rózne. Ak 
na základe známého komutatívneho a asocíatívneho zákona 
pre násobenie zgrupujeme rovnakých činitelov, dostaneme 
z (13) tzv. kanonický rozklad čísla 

?i> í » • • • sú navzájom rózne prvočísla, a15 a^ . . . at 
sú prirodzené čísla. 

Pii. Nájdite kanonické rozklady čísel 32, 54, 300. 

(12) p2 ... pt= q2 ... qT. 

(14) 
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Piz. Dokážte, že ak n > 2, potom medzi n a n! = 
= 1.2 . . . n leží aspoň jedno prvočíslo. 

Riešenie. Pretože n ž 3, je «! — 1 S 2. Preto v dósled-
ku V10 existuje prvočíslo p tak, že p | (w! — 1), teda 
p ^ «! — 1 < «!. Ak by/> ^ ra, potom by p dělilo n! a tak 
v dósledku \ 1 by p dělilo aj 1 = n\ — (n! — 1). Musí 
teda byť p > n, teda vcelku n < p <n\. 

Pia. Dokážte na základe P12, že všetkých prvočísel je 
nekonečne vefa. 

Riešenie. Medzi 3 a 3! leží pv medzi 3! a (3!)! leží 
p2 atd. Takto možno (indukciou) konstruovat nekonečnú 
postupnost navzájom róznych prvočísel. 

ARITMETICKÉ FUNKCIE a a r 

Aritmetickými^ funkciami nazývame funkcie definované na 
množině všetkých prirodzených čísel s hodnotami v mno-
žině komplexných čísel. Aritmetické funkcie sú teda vlastně 
postupnosti s komplexnými členmi, špeciálne teda móžu 
ich členy byť celými resp. prirodzenými číslami. 

Nám pójde v dalšom len o dve také funkcie, a to a a r. 
Funkcia a (r) je definovaná takto: 
ak n je prirodzené číslo, potom <x(n) (r(n)) značí súčet 
(počet) prirodzených delitefov čísla n. 
Tak napr. a (1) = 1, a (2) = 1 + 2 = 3, a (12) 
= 1 + 2 + 3 + 4 + 6 + 12 = 28, t (1) = 1, r (2) = 2, 
R (3) = 2, T (4) = 3, T (12) = 6. 

Při štúdiu rozmanitých otázok v teorii čísel je velmi 
dóležité vedieť na základe znalosti kanonického rozkladu 
čísla n > 1 určiť hodnoty a («) a r («). O tom pojednává 
nasledujúca poučka. 
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VII. Nech n = qp.qp . . . qf* je kanonický rozklad 
čísla n > I. Potom 

.(n) - <7^ ~ 1 <7?+l - 1 - 1 

<Í1 - 1 qa - 1 <7* - 1 
r(n) = (ax + 1) (a2 + 1) . . . (ak + 1). 

Dokaž. Napřed ukážeme, že prirodzené číslo d je de-
litelom čísla n vtedy a len vtedy, keď má tvar 
cis) 

kde 0 ^ pt ^ at (i = 1, 2, . . . k). Ak d má tvar (15), 
potom je zrejme dtlitelom čísla n, vyplývá to ihneď zo 
zrejmej rovnosti 

... fk* = (ql^.qp ... qfc). 

Obrátene, ak d \ n, potom existuje prirodzené n tak, že 
n = dri, teda drí = ... tfi*. Z tejto rovnosti na zá-
klade V10 vyplývá, že v případe d > l v kanonickom roz-
klade čísla d móžu vystupovať len prvočísla qt a to s ex-
ponentami nie váčšími než a< (i = 1, 2, . . . k). Teda 
d > 1 musí mať tvar (15). Ak d = 1, dostaneme ho z (15) 
pri h = p2 = . . . = p t = 0. 

Z vety V10 vyplývá, že dve čísla 

d= q{r.q% ... qfc, ď = .. . q£'* 

sú rdzne, ak existuje i tak, že Pt # P'i- Odtial vyplývá, že 
všetkých prirodzených delitelov čísla n je právě tolko, 
kolko je róznych k — tic (pv p2, . . . Pt), 0 ik Pí -at 
(i = 1,2, ..., k). Týchto k -tic je zrejme (ai + 1) (02 + 1) 
. . . (a t + 1), teda r (») = (a± + 1) .(<z2 + 1) . . . (a* + 1). 
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Ďalej a (») je rovno súčtu všetkých čísel (15) a tento 
súčet možno napísať vo tvare 
a + ? i + ? ? + + + . . . + í? ) . . . 
(lfi)...(l + í k + S Ž + . . . + j p ) . 
Skutočne, ak v (16) vykonáme naznačené násobenie, objaví 
sa tam každé z čísel d právě raz. Na základe vzorca pre 
geometrický súčet dostáváme oddal 

a (n) = — . : — . . . — 
í i - 1 ía - 1 í* - 1 

Pí4. Aký je počet všetkých prlrodzených delitefov čísla 
100? 

Pis. Nájdite vSetky tie prirodzené čísla n, pre ktoré je 
r(nj = 2, r(n + I) = 3. 

Kiešenie. Z r (») = 2 vyplývá, že n je prvočíslo. 
Z r (n + 1) = 3 vyplývá zase, že n + 1 musí mať tvar 
n + 1 = q2} q je prvočíslo. Oddal" n = (q — 1).(? + 1). 
Ak q — 1 > 1, potom n nie je prvočíslo. Musí teda byť 
q— 1 = 1, 0 = 2, « + 1 = 4, M = 3. Obrátene r(3) = 2, 
r (3 + 1) = r (4) = 3. 

Pió. Nájdite prirodzené n, ak viete, že 3 | n, 4 | n, 
r(n) = 14. 

Riešenie. Keďže 4 | n, aj 2 | «. Preto ak n = 

• • • ft 
je kanonický rozklad čísla n, musí byť k 2. Ďalej 
T („) = 14 = 2.7 = ( a i + 1) (a, + 1) . . . (a t + 1). 
Pretože 2, 7 sú prvočísla, musí byť k ^ 2, teda k = 2, 
n = í j1 . í i = 2, í 2 = 3. Potom je bud ax + 1 = 2, 
a2 + 1 = 7 alebo e^ + 1 = 7, a2 + 1 = 2. V prvom 
případe ax = 1, n = 2.3a a « nie je delitelné číslom 4. 
Musí teda byť + 1 = 7, <z2 + 1 = 2, « = 2e .3 = 192. 
Obrátene pre « = 192 platí 3 | », 4 | », r («) = 14. 
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Pn. Vypočítajte a(IOO), ff(l28), ít(45). 
Pie. Ak a, b sú nesúdeliteCné prirodzené čísla, potom 

a(a.b) = tr(fl).a(b), r(a.b) = r(o).r(b). Dokážte to! 
Návod. Použité V u . 
Pí9. Dokážte, že <r(n) = n + I vtedy a len vtedy, ked n 

je prvočíslo! 
P20. Dokážte, že pre každé zložené n je a(n) ^ 

I + ]/n + n; pre nekonečne mnoho n je <r(n) = 
= I + ]/n + n a tiež pre nekonečne mnoho n je 
o(n) > I + V" + n-

Návod. Nech p je najmenší netriviálny delitel čísla n. 
Potom n = />«] j n> n1> 1 a tak aj nx je netriviálny delitel 
čísla n. Z definície /»¿vyplývá »? ^ pn1 = n, nx ^ Y"-
Pre n = p* (p je prvočíslo) je a («) = 1 + />]+ p2 = 
= 1 + ]/« + ». 
Pre n = p3(p je prvočíslo) dostanete a (ti) > l + l(n + n. 

P21. Nájdlte všetky tie prvočísla p, pre ktoré a(p) je 
druhou mocninou prirodzeného čísla! 

P22. Dokážte, že rovnica s neznámou x : <r(x) = x + I 
má nekonečne mnoho riešení a rovnica cr(x) = x + k 
(k je pevne zvolené prirodzené číslo > I) má len konečný 
počet riešení v prirodzených x. 

Návod. Použité P19, PGO-
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2. kapitola 

D O K O N A L É A S P R I A T E L E N É 
Č Í S L A 

DOKONOLÉ ČÍSLA (PRVÉHO DRUHU) 

Každé číslo n > 1 má aspoň dvoch delitelov, a to čísla 1 
a n, preto a (n) ž n + 1. Ak skúmame velkosť a (n) v po-
rovnaní s dvojnásobkom čísla n, móžeme všetky prirodzené 
čísla n > 1 rozdělit' do troch množin, z ktorých žiadne 
dve nemajú spoločné prvky. Prvú množinu tvoria tie 
čísla n > 1, pre ktoré a (n) < 2«. Tieto čísla nazývame 
číslami deficientnými (numeri deficientes). Sem patria všetky 
prvočísla, teda nekonečne vela čísel patří do tejto množiny. 
Druhů množinu tvoria tie čísla n > 1, pre ktoré a(n) > 2n. 
Tieto čísla nazývame číslami abundantnými (numeri abun-
dantes). Sem patria napr. všetky čísía tvaru 2*.3, kde 
k > 1. Naoza), ak n = 2*.3, k > 1, potom na základe 
Vn 

2*+i _ 1 32 — 1 
= 2Tzry - j z r y = (2*+1 - 0 -4 > 2.(2*.3) = 

= 2n. 
Teda aj táto množina obsahuje nekonečne mnoho čísel. 
Konečne tretiu množinu tvoria tie čísla n > 1, pre ktoré 
a(n) = 2n. Tieto čísla nazývame dokonalými, perfektnými 
(numeri perfecti), niekedy aj podrobnejšie dokonalými čísla-
mi prvého druhu. 

Preskúmajme podrobnejšie podmienku a(n) = 2n. Z tejto 
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rovnosti dostáváme a(n) — n = n. Číslo o(ri) — n sa zrejme 
rovná súčtu všetkých tých prirodzených delitelov čísla 
n > 1, ktoré sú menšie než n. Takýchto delitelov nazývame 
pravými delitelmi čísla n. Teda ak n > 1 je dokonalé, potom 
sa rovná súčtu všetkých svojich pravých delitelov. Obrá-
tene, ak n > 1 je rovné súčtu všetkých svojich pravých 
delitelov, potom <r(n) — n = n, odtiaf a(n) = 2n, teda n 
je dokonalé. Tým sme dokázali poučku. 

V12. Číslo n > I je dokonalé (prvého druhu) vtedy 
a len vtedy, ked sa rovná súčtu všetkých svojich pravých 
delitefov. 

Na základe V12 možno teda dokonalé čísla (prvého druhu) 
definovat aj tak, že sú to tie čísla n > 1, ktoré sa rovnajú 
súčtu všetkých svojich pravých delitelov. 

Viděli sme, že aj množina všetkých deficientných, aj 
množina všetkých abundantných čísel je nekonečná. Po-
dobný výsledok nevieme dokázať o dokonalých číslach 
a nevieme ani dokázať, že všetkých dokonalých čísel je len 
konečne mnoho. Hoci pojem dokonalého čísla bol známy 
už matematikům Pyihagorovej školy (6. st. pred n. 1.) a 
Euklidovi (4. st. pred n. 1.), dodnes poznáme len 23 do-
konalých čísel. Najmenším z nich je číslo 6 ( = 1 + 2 + 3). 
Najváčšie známe dokonalé číslo je 211212. (211213 — 1). 
Toto Sslo napísané v desiatkovej sústave má 6751 cifier. 

Všetky dodnes známe dokonalé čísla sú párne, nepozná-
me ani jedno nepárne dokonalé číslo a ani nevieme dokázať 
existenciu alebo neexistenciu takého čísla. Existuje po-
četná skupina matematických viet, ktoré udávajú nutné 
podmienky k tomu, aby nepárne číslo bolo dokonalým. Ak 
ovšem nějaké nepárne číslo tieto podmienky spíňa, ešte 
nemusí byť dokonalým. Už od L. Eulera (1707—1783) 
pochádža nasledujúca veta o nepárnych dokonalých čís-
lach. 

VIS. Ak n > I je nepárne dokonalé číslo, potom n musí 
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mať tvar: n = p*k + 1 ,NS, kde k je celé, k ^ O, p je prvo-
číslo tvaru 4s + I (s ^ 1) a N nle je delitefné číslom p. 

Dokaž. Nech n je nepárne číslo > 1, nech n je dokonalé. 
Ak n = pp ... p*T

r je kanonický rozklad čísla n, potom 
v dósledku V3C sú všetky prvočísla p% (i = 1,2, ... r) ne-
párne. Kedže n je dokonalé, dostáváme na základe vety 

p r 1 - 1 p r 1 - 1 - 1 = 2 n . 

px - 1 p2 1 pr ~ 1 

£«1+1 _ l 
Uvážme, že čísla ±1 (i = 2, ... r) sú celé. 

pi- 1 
Kedže 2n je párne číslo, je aj súčin vlavo v (14') párnym 

PV+1 ~ 1 

číslom a tak v dósledku Ve existuje / tak, že 2 | — — 
Pi — 1 

Bez ujmy na všeobecnosti možeme predpokladať, že 7 = 1. 
Ak by 2n bolo delitelné číslom 4, vyplývala by oddal 
deliteínosť čísla n číslom 2. Preto 2n nie je delitelné číslom 
4 a tak ani lavá strana v (14') nie je delitďná číslom 4. 

PV+1 ~ 1 Z toho rahko vyplývá, že čísla — (1 = 2,3, . . . r) pi — 1 
Pi,+1 ~ 1 

musia byť nepárne. Uvážme, že 5— = 1 + pi + 
* pi — l 

Pretože pi (i = 2, 3, . . . r) je nepárne, je aj každé z čísel 
p? (n je prirodzené) nepárne a tak vpravo máme súčet 
<H + 1 nepárnych čísel. Pretože tento súčet je nepárnym 
číslom, musí byť počet sčítancov v ňom nepárny (pozři 
V8b) a tak a{ + 1 = 2U + 1, odtial a{ = 2li(i =2,3, ... r). 
Položme N = p^.pí? .. • p\T,potom N je zrejme nesúdeli-
telné s p>p a n = pp .N2. 
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p'l+1 - 1 
Keďže =— = 1 + px + p{ + . . . + pp jepár-

Pi — 1 

ne, podobnou úvahou predošlej zistíme, že ax musí byť 
nepárne. Položme ax = 21 + 1. Potom na základe známej 
už použitej identity x" — 1 = (x — 1). (1 + x + x2 + ... 

p°i+1 - 1 pfl+li - 1 
... + xn~1) dostaneme — r— = — — = 

; Pi ~ 1 Pi - 1 
W1+1 - 1 (PÍ -1) • (1 + tf+ P\ + • • • + P?) 

Pi - 1 Pi ~ 1 
= (/>!+ 1)-(1 +PI+PÍ+ - ••+Pf)-
Keďže px je nepáme, vyplývá z V3 lahko, že px musí mať 
tvar 4s + 1 alebo 4s + 3. Ak px = 4í + 3 (s ž 0), potom 
px + 1 = 4.(í + 1) je delitefné číslom 4 a tak na základe 

/>í1+1 - 1 

(14") aj — a potom aj 2n je delitelné číslom 4. 
Pi — 1 

Musí teda p1 mať tvar px = 4s + l(s ^ 1). 
Ďalej 

(14"') + 

musí byť nepárne (inak by pravá a potom aj lává strana 
v (14") bola delitelná číslom 4). Keďže každý zpomedzi 
sčítancov v (14"') je nepámy, musí byť počet sčítancov 
v (14"') nepárne číslo (pozři V3&). Teda / + 1 = 2k + 1, 

1 + 1 = 2k + 1, ax = Ak + l,k^0. Tým je dó-

kaz vety skončený. 
Dnes je už známe, že nepárne dokonalé čísla, ak vdbec 

existujú, majů tvar \2k + 1 alebo 36£ + 9 (k ž í) a žiadne 
nepárne číslo menšie než 1020 nie je dokonalé. 

Vráťme sa k párnym dokonalým číslam. Medzi klasické 
výsledky teorie čísel patří nasledujúca veta, podia ktorej 
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možno rozhodovať, či dané párne číslo je dokonalé alebo 
nie. 

Vi4. Párne číslo n > 1 je dokonalé vtedy a len vtedy, 
ked má tvar n = 2S - ' . (2* — 1), kde s je prirodzené, 
s > 1 a 2S — 1 je prvočíslo. 

Dokaž. Nech n má uvedený tvar. Označme p = 2« — 1. 
Potom n = 2* ~ 1 .p je kanonický rozklad čísla n a tak na 

2» — 1 f>2 i 
základeVna(n) = 2 _ l

 r _ t = 

= (2* - 1) { P ~ ¡ ^ l ) = <* - 1 H P + 1) = 

= 2'.p —p + 2> — 1 = 2>.p, teda a(n) = 2(2« - x.p) = 
= 2n, ti je dokonalé. 

Nech teraz obrátene, n > 1 je párne dokonalé číslo. 
Napřed lahko nahliadneme, že v kanonickom rozklade 
čísla n musí okrem prvočísla 2 vystupovat' aj nějaké iné 
(teda nepárne) prvočíslo. Ak by tomu tak nebolo, potom 
by n málo tvar n = 2", a ^ 1 a z předpokladu, že n je 
dokonalé, dostáváme na základe V n 

2«+i i 
o(n) = = 2n = 2a+1, 

odtial 2® + 1 — 1 = 2" + 1 a to je zrejme nesprávná rovnosť. 
Teda kanonický rozklad čísla n musí mať tvar 
n = 2".pp.p? .. • pp, k ^ 1, a, m(i = 1, 2, . . . k) sú 
prirodzené čísla, pt(i = 1, 2, . . . k) sú nepáme prvo-
čísla. 

Položme l = .pg . . . pjf, potom l > 1, / je nepárne 
číslo. Ďalej položme a = j — 1, potom s = a + 1 > 1. 
Kedže n je dokonalé, pomocou V u dostáváme 
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2>-l p-i+i - 1 p?+1-l 
* ( « ) = " 2 P l - l p>-l = 
= (2« - l).<r(Z) - 2»./, 

¿«1+1 _ 1 y.ft+1 _ 1 
keďže «</) = — =— . . . — =—• Rovnost' w Px - 1 Pt - 1 
(17) (2* — 1).<t(/) = 2'.l 

ukazuje, že 2' delí súčin (2S — 1). a(J). Z vety Vj vyplývá, 
že číslo 2* je delitelné len číslami 1, — 1, ± 2r, 1 ^ r ^ j . 
Pretože 2* — 1 je nepárne, lahko odtial vyplývá, že čísla 2* 
a 2' — 1 sú nesúdelitelné. Z fundamentálnej vety aritme-
tiky V6 vyplývá, že 2S | a(l). Preto existuje q ^ 1 tak„ že 
<r(7) = 2 ' .q. Dosaďme za a(J) z poslednej rovnosti do (17), 
dostaneme po vykrátení číslom 2« 

(18) ( 2 « - 1 ) . Í = Z. 
Odtial lahkou úpravou dostaneme 

(19) 2 >.q = l+q, 
teda 
(20) <r(/) = l+q. 
Číslo / > 1 je delitelné číslom / a na základe (18) aj číslom 
q. Z rovnosti (19) vyplývá (s > 1!) / ^ q. (20) ukazuje, že 
číslo / nemóže mať iných prirodzených delitelov, než sú 
/ a q. Ak by totiž nějaké d ^ 1, d ^ /, q, dělilo /, potom 
by súčet všetkých prirodzených delitelov čísla / bol aspoň 
rovný súčtu l q + d a to by viedlo ku sporu s (20). 
Teda /, q sú jedinými prirodzenými delitelmi čísla / a tak / 
má právě dvoch róznych prirodzených delitelov. Preto l 
musí byť prvočíslo a q = 1. Z (18) potom dostáváme 
1 = 2'-law = 2 ' - 1 . / = 2 « - 1 . ( 2 « - 1),'kde/ = 2' - 1 
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je prvočíslo. Tým sme dokázali, že ak n je párne dokonalé 
číslo, potom n má tvar 2' ~1.(2' — 1), kde s> 1 a 2' — 1 
je prvočíslo. Tým je dokaž vety skončený. 

Na prvý pohíad sa zdá, že VM nám umožňuje pohodlné 
hladať párne dokonalé čísla. No nie je tomu tak, celá 
ťažkosť spočívá v tom, že v poučke V14 sa vyžaduje, aby 
2" — 1 bolo prvočíslo. Použitelnost' vety V14 vyžaduje 
riešiť túto otázku: Pre aké hodnoty s > 1 je 2* — 1 prvo-
číslo? Riešenie tejto otázky je velmi ťažké, dodnes ne-
uskutočnené. Čísla Mt = 2* — 1 (í = 1, 2, . . . ) nazývame 
Mersennovými číslami (M. Mersenne (1588—1648) bol 
francúzskym matematikom). Prvočísla tohoto tvaru na-
zývame Mersennovými prvočíslami. Ak s je zložené a napr. 
s = k.l, 1 < k < s, 1 <1 <s, potom 2» — 1 = 2 " — 1 = 
= (2*)' — 1 odtiaT vidieť, že Aí, = 2« — 1 je delitdné 
číslom a = 2fc — 1, l < a < Ms, takže Mt je zložené. 

Teda Ms móže byť prvočíslom, len ak s je prvočíslo. 
Ale ani skutočnosť, že s je prvočíslo, nezaručuje, že Ms je 
prvočíslo. Tak pre 5 = 2, 3, 5, 7 je Ms prvočíslo (o tom 
sa čitatel Tahko presvedčí), no Mu = 211 — 1 = 2047 je 
zložené číslo, ako ukazuje rovnosť 2047 = 23.89. 

Teda problém' hladania pámych dokonalých čísel je 
v dósledku V14 převedený na velmi ťažký problém hladania 
Mersennových prvočísel. Dodnes poznáme len 23 Mersen-
nových prvočísel a teda aj právě tolko párnych dokonalých 
čísel. Najváčšie známe Mersennovo prvočíslo je Aíu 213 = 
_ 2 n 213—1 a to je aj súčasne najváčšie známe prvo-
číslo vóbec. 

Existujú viaceré matematické postupy, ktoré slúžia 
k overovaniu toho, či Mp = 2* — 1 (j> je prvočíslo) je 
prvočíslo.Tieto postupy kladů obyčajne veTké nároky na 
zdíhavé výpočty a preto predtým, než boli skonštruované 
modemé matematické počítacie stroje, nenachádzali váSie 
uplatnenie. Pomocou niektorých týchto postupov možno 
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vypracovať pre elektronkové počítacie stroje programy na 
overovanie prvočíselnosti čísel Mp, p je prvočíslo. Medzi 
takéto postupy patří aj postup na overovanie prvočíselnosti 
Mersennových čísel, založený na tejto poučke, ktorú uve-
dieme bez dókazu. 

Vis. Nech p je nepárne prvočíslo. Potom Mp je prvo-
číslom vtedy a len vtedy, keď Mp je delitefom čísla 
fip _ j, ktoré vypočítáme pomocou tohoto (rekurentné-
ho) postupu: klademe ywi = 4, 

= — 2,^3 = f4 - 2, . . . n\ _ ! = Hj, _ 2 — 2. 
Použitím matematických počítacích stroj ov bolo pomo-

cou V16 zistené, že zpomedzi čísel Mp (p prvočíslo), 
p < 12 000 sú prvočíslami tie a len tie čísla Mp, kde 
p = 2, 3, 5, 7, 13, 17, 19, 31, 61, 89, 107, 127, 521, 607, 
1279, 2203, 2281, 3217, 4253, 4423, 9689, 9941, 11 213. 
To je spolu 23 Mersennových prvočísel. 

Existuje vela hypotéz, ktoré sa týkajú dokonalých čísel. 
Váčšina z nich je doteraz nerozriešená. Tak napr. nie je 
ani dokázaná ani vyvrátená hypotéza, podia ktorej existuje 
nekonečne mnoho dokonalých čísel. Iná taká hypotéza 
tvrdí, že ak Mv = 2? — 1 je prvočíslo, potom aj Mmp = 
= 2M* — 1 = 2^ " 1 — 1 je tiež prvočíslo. Bolo dokázané, 
že táto hypotéza je nesprávná. Číslo M13 = 8191 je totiž 
prvočíslo, no Mmí3 = 28191 — 1 je žložené. Dokaž uvede-
ného tvrdenia o čísle Mm13 bol uskutočnený na matema-
tickom počítacom stroji pomocou poučky V16 a celý vý-
počet na stroji trval vyše 100 hodin. Poznamenajme, že 
i keď vieme, že 281®1 — 1 je zložené číslo, nepoznáme do-
teraz žiadneho jeho netriviálneho delitela. 

Pojem dokonalého čísla možno zovšeobecniť, ako ukazuje 
nasledujúca definícia. 

DS. Nech m > I. Hovoříme, že číslo n > I je m-násobne 
dokonalé, ak a(n) = mn. 
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Teda dokonalé čísla sú právě tie čísla n > 1, ktoré sú 
dvojnásobné dokonalé. 

Označme v dalšom znakom Qm množinu všetkých m-ná-
sobne dokonalých čísel. Je už známe, že ku každému m, 
1 < m 8 existuje aspoň jedno m-násobne dokonalé 
číslo. Teda každá z množin Qm, 1 < rn < 8 je neprázdná. 
Nie je známe, či podobné platí aj o množinách Qm, 
m > 8. 

K pojmu dokonalého čísla sa přimyká aj pojem kvazi-
dokonalého čísla. 

Dó. Číslo n > I sa nazýva kvazi-dokonalým, ak a(n) = 
= 2n + I. 

Poznamenajme, že dodnes nepoznáme ani jedno kvazi-
dokonalé číslo. 

P23. Dokážte, že n > I je kvazi-dokonalé v tedy a len 
vtedy, ked sa rovná súčtu všetkých svojich netriviálnych 
delitefóv. 

P24. Nech di, di, ... ds sú všetky delitele čísla n > 1, 
váčšie než 1. Dokážte, že n je dokonalé vtedy a len vtedy, 
ked 

1 1 , , 1 

Návod. Uvážte, že ak d delí n, potom aj prirodzené 
TI číslo —T delí n. a 

P2S. Dokážte: ak n e Q3 a potom 3n e Qa. 
Návod. Použité P18! 
P26. Nech n, k sú prirodzené čísla. Nech 3n e Q«, 

3 n. Potom n e Qst- Dokažte to! 
Návod. AkovP^ . 
P27. Dokažte: I20 e Qs, 2«.32.5.7 e Q*. 
P28. Ak n e Qs, potom n musí mať viac než páť roznych 

prvočíselných deliteFov. Dokážte to! 
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Riešenie. Ak n = pp. ... pj* (kanonický rozklad), 
potom 

a{n) = — — - — < 
p1- 1 pk - 1 /»i - 1 " ' 

(21) pl*+1 ^ ^ pí pu 
"' pt- 1 Pl1 ''' Pk" Pi ~ 1 " ' Pk - 1 * 

Nech p1 < p2 < . . . < />*. Pretože — — r sa zmenší, 
a — 1 

ak zváčšíme a a pretože p1 ^ 2, />2 ^ 3, />3 ž 5, />4 ž 7, 
/>6 ž 11, dostáváme při £ ^ 5 z (21) 

, , ^ 2 3 5 7 11 77 
°00 ^ » P T J = \ 5 ^ 1 7 ^ 1 I T ^ T = 16 w < 5n-

DOKONALÉ CfSLA DRUHÉHO DRUHU 

Dokonalými číslami (prvého druhu) sme nazvali tie čísla 
n > 1, ktoré sa rovnajú súčtu všetkých svojich pravých 
delitelov. Nahradením slova „súčet" slovom „súfin" do-
chádzame k pojmu dokonalého čísla druhého druhu. 

D7. Číslo n > 1 sa nazýva dokonalým číslom druhého 
druhu, ak sa rovná súčinu všetkých svojich pravých deli-
terov. 

Príkladom dokonalého čísla druhého druhu je číslo 6 
(= 1. 2. 3.). Teda 6 je dokonalé číslo prvého i druhého 
druhu. 

Zatial čo dodnes nevieme, či množina všetkých doko-
nalých čísel prvého druhu je konečná a či nekonečná, je 
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podobná otázka pře dokonalé čísla druhého druhu úplné 
zodpovedaná v nasledujúcej poučke. 

Ví6. Číslo n > 1 je dokonalé číslo druhého druhu vtedy 
a len vtedy, ked je bud treťou mocninou prvočísla alebo 
súčinom dvoch róznych prvočísel. 

Dokaž. Ak n = p3 alebo n = px .p2 (p, pu p2 sú prvo-
čísla, px ^ p2), potom v případe n = p3 sú pravými deli-
telmi n čísla 1, p, p2, v případe n = px.p2 čísla 1, pu p2, 
v oboch prípadoch videť, že n sa rovná súčinu všetkých 
svojich pravých delitelov, teda n je dokonalé druhého 
druhu. 

Nech obrátene n > 1 je dokonalé číslo druhého druhu. 
Ukážeme, že potom n = p? alebo n = p1 .p2, ply p2 sú 
prvočísla, px ^ p2. Nech n = pp. . . . pf* je kanonický 
rozklad čísla n. Položme s = t(h), nech d13 d2, ... d, sú 
všetky prirodz^jié delitele čísla w, nech 1 = dx <d2 < ... 
... < ds = n. Pretože n je dokonalé druhého druhu, je 
n = dx.d2 ... d, _ v Ak násobíme túto rovnosť na oboch 
stranách číslom n = d„ dostaneme 

(22) n2 = d1.d2... d8. 
Uvážme, že spolu s číslom d, d | n aj číslo deli n, preto 

TI N N 
n = -3-, - j- , . . . - j - = 1 sú (všetky) prirodzené delitele 

«1 "2 <*» 
čísla n. Preto 
<23> 

Ak vynásobíme (22), (23) dostaneme w4 = n>, odtial 5 = 4. 
Teda ak n je dokonalé číslo druhého druhu, potom r(n) =4. 
Vieme, že r(n) = (ax + 1) . . . (a* + 1) (pozři V1L). 
V každej zátvorke vpravo sa nachádza číslo ^ 2. Ak by 
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bolo k > 2, potom z predošlého by vyplývalo r(ri) ž 23 =8 . 
Keďže je t(h) = 4 < 8, musí byť k sí 2, takže kanonickým 
rozkladom čísla » je bud n = p\i. p®2 alebo n = p\i. Ak 
n = potom z t(m) = aj + 1 = 4 vyplývá ax = 3, 
teda w = p^. Ak n — p p . p g , potom z rovnosti r(n) -
= (Ql + l)(a2 + 1) = 4 vyplývá a2 + 1 = 2, a2 + 1 = 2, 
ai = a2 = 1j t eda n = px .p2, Tým je dókaz vety skon-
čený. 

P29. Dokážte: Číslo n > I sa rovná súčinu všetkých 
svojich prirodzených deliteTov vtedy a len vtedy, kedn je 
prvočíslo. 

Pao. Ak n je zložené, potom súčin všetkých jeho pri-

rodzených delitefov je n2. Dokážte to! 
Návod. Použité P20! 
Psia). Nájdite také dokonalé číslo druhého druhu, ktoré 

je deliteFné číslom 7 a pre ktoré a(n) = 32! 
b) Dokážte, že 6 je jediné párne číslo, ktoré je doko-

nalým číslom prvého i druhého druhu! 
Návod. Použité V14 a V16! 
c) Dokážte, že neexistujú nepárne čísla, ktoré by 

boli súčasne dokonalé prvého i druhého druhu! 
Návod. Použité V13 a V ie! 

SPRIATELENÉ ČÍSLA 

DS. Dve prirodzené čísla a,b,a^b nazývame spriatele-
nými, ak súčet všetkých pravých delitefov Čísla a sa rovná 
číslu b a súčet všetkých pravých deliterov čísla b sa rovná 
číslu a. 

Keďže súčet všetkých pravých delitelov čísla m > 0 
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je o(m) — m, sú a, b spriatelené, vtedy a len vtedy, keď 
a(a) — a = b, a(b) — b = a, teda vtedy a len vtedy, keď 
o(a) = o(b) = a + b. 

Ak a, b sú spriatelené, potom množinu {a, b} nazývame 
dvojicou spriatelených čísel a čísla a, b nazývame členmi 
tejto dvojice. 

Už Pythagorovi (6. st. před n. 1.) bola známa dvojica 
{220, 284} spriatelených čísel. Všetkými pravými delitelmi 
čísla 220 sú čísla 1, 2, 4, 5, 10, 11, 20, 22, 44, 55, 110 -
ich súčet je 284 a všetkými pravými delitelmi čísla 284 sú 
čísla 1, 2, 4, 7, 142 — ich súčet je 220. 

Ďalšiu dvojicu spriatelených čísel objavil P. Fermat 
(1601-1665). Bola to dvojica {24.23.47, 2M151}. Dvo-
jicu {27.191.383, 27.73727} spriatelených čísel objavil 
R. Descartes (1596—1650). Viac než 59 dvojíc spriatele-
ných čísel našiel L. Euler. V 19. storočí bolo známých 66 
dvojíc spriatelených čísel. Dnes poznáme už asi 390 ta-
kých dvojíc. Z najmenších členov pozostáva už uvedená 
dvojica {220, 284}. 

Dodnes nevieme, či všetkých dvojic spriatelených čísel 
je konečne a či nekonečne mnoho. Dodnes nepoznáme ani 
jednu takú dvojicu spriatelených čísel, ktorej jedným čle-
nom by bolo páme a druhým nepárne číslo. Doteraz uve-
dené příklady dvojíc spriatelených čísel sú také, že oba ich 
členy sú párne čísla. Poznáme dnes aj takú dvojicu spriate-
lených čísel, ktorej oba členy sú nepárne. Je to napr. dvo-
jica {33.5.7.11, 3.5.7.139 }. Dodnes nie je známa dvojica 
spriatelených čísel, ktorej členy by boli nesúdeliterné. Bolo 
dokázané, že ak taká dvojica existuje, potom každý jej 
člen musí byť váčší než 1023 a súčin jej členov musí byť 
delitelný viac než dvadsiatimi róznymi prvočíslami. 

V 9 st. n. 1. udal arabský matematik Thábit ben Korrah 
túto formulu pre hladanie dvojíc spriatelených čísel. 

V i t . A k p = 3 . 2 B _ 1 — 1, q = 3 . 2 " — 1, r = 9 . 2 2 " " ' - 1 
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(n > I) sú prvočísla, potom 2n.pq a 2n . r sú spriatelené 
čísla. 

Ddkaz. Za predpokladov vety na základe V n dostáváme 

o(2ř.pq) = (2» + 1 - l).(p + l ) ( ř + 1) = (2» + 1 - 1). 
.3.2» = (2» + 1 - l ) ^ ^ 2 " - 1 , cr(2B.r) = 
= (2» + 1 - l).(r + 1) = (2» + 1 - 1).9.22B - 1 , 

teda o(2n.pq) = a(2n.r). 
Ďalej 
2»./>? + 2».r = 2n.(pq + r) = 9.22n -1 .(2» + 1 - 1), 

teda 
a(2n.pq) = a(2n. r) = 2 n.pq + 2 ».r. 

Pře n = 2 dostáváme z predošlej vety dvojicu {220, 284} 
spriatelených čísel, podobné dostaneme aj pře n = 4 
a n = 7 dvojice spriatelených čísel. Pre žiadne iné n < 200 
nie je splněný předpoklad prvočíselnosti čísel p, q,r a pre 
žiadne n < 200, w ^ 2, 4, 7 predošlá formula nedává 
dvojicu spriatelených čísel. 

P32. Dokážte: Ak p q,p, q sú prvočísla, potom p3, q3 

nie sú spriatelené čísla. 
P33. Pokúste sa zovšeobecniť tvrdenie z P82. Na ostat-

ně mocniny pk, qk (k 3) prvočísel p, q! 
Návod. Postupujte v dókaze nepriamo! 
PA4. Dokážte, že dve rozne dokonalé čísla druhého 

druhu, obe tvaru p.q, p ^ q,p,q nepárne prvočísla, nie sú 
spriatelené. 

Riešenie. Nech px. qv p2. q2 sú dve dokonalé čísla dru-
hého druhu, uvedeného tvaru. Nech napr. 

q2 - max (j>Xi qx, p2, q2). 
Z předpokladu a(px.qj = a(j>2.q^) = Pi-qx + P2.q% vy-
plývá (/>! + 1)(?! + 1) = px. qx + p2. ?2, odtial dostaneme 
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(25) P% Í2 = Pl + + 1-
Na základe předpokladu vety je # qv Nech napr. 
?i > Pi> t eda ?! S />! + 2 a takp2q2 S 3q2 > 2q2 ž ^ 
^ Pi + 9i + 2, teda p2q2 > px + ^ + 2 a to je vo spore 
s (25). 

Pas. Nech a e Qm, b e Q*. o ^ b. Nech b, m sú ne-
súdelitel'né. Dokážte, že potom a, b nie sú spriatelené! 

Návod. Postupujte podobné ako v riešení P34. 
Už z toho, čo sme doteraz povedali o dokonalých a spria-

telených číslach sa dá vytušit', že dokonalé a spriatelené 
čísla sú číslami velmi vzácnými. Túto domnienku po-
tvrdzuje aj nasledujúci výsledok, ktorý podáme v trochu 
populárnej formě: Nech A značí ktonikolvek z nasledu-
júcich troch množin: množina všetkých dokonalých čísel 
prvého druhu, množina všetkých dokonalých čísel druhého 
druhu, množina všetkých spriatelených Ssel. Potom A má 
túto vlastnosť: ak {1,2,3, . . . n) nazveme úsekom množiny 
všetkých prirodzených čísel a číslo n dížkou tohoto úseku, 
potom ku každému prirodzenému číslu m existuje také 
prirodzené číslo n0, že všetky úseky, ktorých dlžka n je 

váčšia než «„ obsahujú menej než čísel patriacich do A. 

Tak teda napr. aj k číslu m = 10® existuje také n0, že zpo-
medzi čísel {1, 2, . . . n}, n > «o patří do množiny A 
menej než , teda menej než milióntina počtu týchto 
čísel. Stručné řečeno, všetky dosť dlhé úseky prirodzených 
čísel obsahujú menej čísel z množiny A než činí milióntina 
počtu ich prvkov. Podrobnejšie o týchto otázkách pohovo-
říme v tretej kapitole. 
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3. kapitola 

P O J E M HUSTjQTY M N O Ž I N Y 
V T E O R I I Č Í S E L 

A D O K O N A L É Č Í S L A 

POJEM HUSTOTY A HUSTOTY NEEKTORÝCH MNOŽfN 

Čitatelovi je možno známy pojem číselnej postupnosti. 
Tým máme na mysli funkciu definovaná na množině P 
všetkých prirodzených čísel. Ak označíme znakom an hod-
notu tejto funkcie v čísle ne P, potom túto funkciu (postup-
nost') označujeme znakom 

al> a2> • • • an> 

alebo stručnejšie znakom | f l n | n 1- Reálné čísla an 

(n = 1,' 2, . . . ) nazývame přitom členmi spomenutej 
postupnosti. 

Zo strednej školy je známy pojem nulovej postupnosti 
(pozři učebnicu matematiky pre 3. roč. SVS). Připomeňme 
si tento pojem. Postupnost' | a»}B l

 s a nazýva nulová, ak 
ku každému číslu e > 0 existuje prirodzené číslo tak, 
že pre každé prirodzené číslo n > w0 je |<zn| < e. Na stred-
nej škole sa dokazuje, že geometrická postupnosť 
je nulová, ak | q\ < 1. 

P36. Nech a je číslo a nech pre každé n = 1, 2, 3, . . . 
j e an = a ( p o s t u p n o s ť | ° » } B , nazývame v t o m t o p r í -
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pade štacionárnou alebo konštantnou — spomeňte si na 
pojem konštantnej funkcie). Takto definovaná postup-
nost je nulová vtedy a len vtedy, ked a = 0. Dokážte 
to! 

Návod: Jediné číslo, ktorého absolutná hodnota je men-
šia než Iubovolné kladné (reálne) číslo, je 0. ^ 

Vis. Ak j. {^n},, x
 s " ^ve n u ' o v é postupnosti 

a c je dané číslo, potom aj postupnosti jan + f>»jB x 

| a n — | c o » | b 1 sú nulové. 

Dokaž. Nech e > 0. K číslu — existujú prirodzené čísla 

nx a w2 tak, že pře každé n >nx je \an\ < a pře každé £ ^ 
w > m2 je \bn\ < ~7T- Pře n > n0 = max (nx, n2) platia 

e e 
obe nerovnosti \an\ < \bn\ < y a na základe známej 
vlastnosti absolutnej hodnoty je |an ± bn\ < \an\ + \bn\-

S B Odtial pře n> nx dostáváme \an ± bn\ < H—TT = e. ( i » 2 2 
Ak \an\ je nulová a c je číslo, potom ako vieme zo 

l J» -1 „ 
strednej školy (pozři ucebnicu pre 3. roč. SVS), je aj 
| c a » | n ^ nulová. 

Pojem nulovej postupnosti použijeme v nasledujúcej de-
finícii. 

D9. Hovoříme, že číslo a je limitou postupnosti 

{Onr . (v stručnom zápise a = lim an alebo an -> o), 
ak postupnost jo» — a\ ^ je nulová. 
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Ak a je limitou postupnosti |a„[ , hovoříme tiež, že 
r 1» l J "= i 
ia n ř konverguje k číslu a. 
I J " - i r i « 

Z definície D9 ihned je zřejmý tento poznatok: \ a n\ 
je nulová vtedy a len vtedy, ked má limitu 0. 

Naskýtá sa prirodzená otázka, kolko limit móže mať 
postupnosť. O tom pojednává nasledujúca poučka. 

V19. Každá postupnosť má najviac jednu limitu. 
Dokaž. Nech postupnosť {tfn}n i má limity a, a'. 

'. 'otom na základe definície D9 sú obe postupnosti 
On — jfln — i nulové a preto v dósledku 

V18 je aj postupnosť ja' — aj^ ^ = |(aw — a) — 
— (an — a')Jn nulová. To je však konštantná postup-
nosť (každý jej člen je rovný číslu a' — a). Na základe 

ř 1°° 
P36 je a' — a = 0, a' = a. Postupnosť |a»jB 
nemóže mať teda dve rózne a teda ani viac róznych limit. 

Predošlá veta nezaručuje existenciu limity (to ani nie je 
možné — pozři P37), zaručuje len jednoznačnosť limity, 
tj. ak daná postupnosť má limitu, potom má jedinú limitu. 
Nie každá postupnosť má limitu. Ukazuje to aj následuj úci 
příklad. 

P37. Presvedčte sa, že pos tupnosť l(— 1 W nemá 
l i m i t u . 1 J b - 1 

Návod. Ukážte, že žiadne číslo a nemóže byť limitou 
tej postupnosti. Rozoznávajte pri tom případy a = 1, 
a = — 1, a 1, — 1. 

Pas. Každá k o n š t a n t n á pos tupnosť má l i m i t u , r o v n ú 
rubovoCnému č lenu t e j pos tupnos t i . 
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Pm. Dokážte, že i — ^ - i má limitu 1 a 
l n + 3 J»_ i 

I 2« + 6) 1 » , .. . 2 
i =—r-4-}. ma limitu 
\ - 3 » + 4 f B _ 1 3 

V20. Ak o» -»• a, bn -*• b, potom 0» + bn -»• a + b, 
On — bn —•*• 0 — b. 

Dókaz. Postupnosti | a„ — aj^ ^ | b n — ^ sú 
podia předpokladu nulové. Na zátdade V1S sú aj 
{(<*» + bn) - (a + 6)}n°°_ i a {(a« - bn) - (a - *)} i 

nulové. 
P40. Ak an -*• a a c je dané číslo, potom ca„ co. 
N á v o d : Použité V18! 
V21. Nech 0 ^ o , á b , pre každé n = I, 2, 3, . . . 

Ak |í>»|B , je nulová, je aj | ° n | n t nulová. 
DSkaz. Dókaz vyplývá priamo z definície nulovej po-

stupnosti. 
P41. Dokážte: | ° n | n , je nulová vtedy a len vtedy, 

ked {|O„|}b ( je nulová. 
P42. Nech oB -*• a, bn -> b, nech ci, C2 sú dané čísla. 

Dokážte, že postupnosť jcjO« + caí>„f má limitu 
cxo + cab. 1 ) a - 1 

N á v o d : Použité V20 a P4 0! 
P43. Dokažte, že postupnosť i k._ I (k je pri-

l yn J»-i 
rodzené, k > 1) je nulová. 

Riešenie. K číslu ek > 0 existuje prirodzené číslo 
1 . • 1 . . ... . J _ 

l n 
rif, ^ —j-. Potom pře n > n0 je — < ek, odtial < s. 
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Nasledujúcu vetu budeme často potrebovať v dalších 
úvahách. 

V22. N e c h o n -*• a, b„ b a nech p ře každé n j e an ^ bn-
P o t o m a ^ b. 

Dokaž. Postupujme nepriamo. Nech a > b. Potom 
a — b> 0 a tak na základe definícíe D0 existuje prirodzené 
číslo ny tak, že pře všetky prirodzené Šsla n> nx je 

(26) \an — a\ < 

Podobné existuje n2 tak, že pre každé n > n2 je 

(27) Ibn -b\< - f ^ A . 

Pre n > n0 = max (nu n2) platia nerovnosti (26), (27) 
a ovšem aj 
(28) an á 

Nech w > «o- Kedže a — ° ~ vyplývá 

z (26) správnosť nerovnosti On > a ^ (načrtnite si). 

Podobné z (27) vyplývá bn < a ^ — a tak o» > a b 

> bn,an> bn. To je spor s (28). 
D10. N e c h m | < m < . . . < n * < . . . j e ně jaká p o -

s t u p n o s t p r i r o d z e n ý c h čísel. P o t o m pos tupnosť o n i , ana , 
Ona. • • • ° n t , • • • nazývame č ias točnou ( v y b r a n o u ) p o -
s tu pnosťou pos tupnos t i { a n } n ^ 

Tak napr. a^ . . . aztt . . . je čiastočnou postup-
nosťou postupnosti ja«}n l> 
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Via. Ak postupnosť |o»|B konverguje k číslu a, 
potom aj každá jej čiastočná postupnosť konverguje k čís-
lu a. 

Dokaž. Nech 1 )e nějaká čiastočná postupnosť 

postupnosti is nech e > 0. Keďže 1 má 
limitu a, existuje nx tak, že pre n > ^ je \an — a\ < e. 
Ďalej existuje k0 tak, že pre k > k0 je n* < «„. Potom pre 
k > k0 je na základe predošlého \anic — a\ < e. Teda 
predošlá nerovnosť platí pre všetky členy postupnosti 

a»fc}t od istého člena počinajúc. Teda postupnosť 

anic — a|fc ^ je nulová a tak a je limitou postupnosti 

P44. Dokažte pomocou vety V23, že postupnosť 

4 n 1 = { ( - » » r 1 n e m á M m i t u-
Návod: Vyšetřujte jej čiastočné postupnosti 

^ " Í - i ' {aA*-i 
Pre dálšie potřeby bude účelné určiť limitu postupnosti 

logwl °° 
n J . - i 

, log n je dekadický logaritmus čísla n. 

Ukážeme, že uvedená postupnosť je nulová. 
V24. Pre každé celé n ^ 0 je 2» ^ 1 + n. 
Dokaž. Na základe binomickej vety je pre n > 1 

2» = (1 + 1)» = 1 + n + + ... + 1 + n. 

Pre n = 0 resp. n = 1 je správnost' tvrdenia zřejmá. 
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Vís. Pre každé reá lne číslo a j e 2 " > a. 
Dokaž. Nech n je najváčšie zpomedzi všetkých tých 

celých čísel k, pře ktoré k ^ a. Také číslo existuje na zá-
klade vlastností celých čísel spomínaných v úvode prvej 
kapitoly. Potom zrejme » 2 : 0 , n ^ a < K + l . Kedže 
funkcia y = 2X je rastúca, je 2a ^ 2» a podia VM je 2n Si 
ž 1 + íi > a. Teda celkove 

i 2", ž 2» 2 1 + n > a, 2" > a. 
Vžó. Pre každé p r i r o d z e n é n j e log n < ] / n . 
Ddkaz. Na základe definície dekadického logaritmu má-

me n = 10 l0« n, odtial umocněním oboch stráň na expo-
nent A dostaneme ]fn = ( |/l0) l o g n . Pretože V10 > 2 
a log n ž 0 (n= 1, 2, . . . ) , dostáváme odtial ]/n ž 2 1 ( « » 
a tak na základe V26 )c]/n> log n. 

V27. Postupnosť „ JE nu lová. 

Ddkaz. Pre každé prirodízené číslo n platí na základe 

V« 0 sS ^ n < = a teraz stačí použiť V2i a P43. n n |ln 
Čitatelovi je iste dobré známy fakt, že v rovinnej geo-

metrii možno niektorým množinám nachádzajúcim sa v ro-
vině priradiť isté nezáporné čísla, nazývané plošné obsahy 
tých množin. Podia velkosti tohoto čísla možno usudzovať 
aj na „rozsiahlosť", „velkosť" danej množiny. Přitom ak 
A c B a množiny A, B majů plošný obsah, potom plošný 
obsah množiny A je nie váčší než plošný obsah množiny B. 
O niečo podobné sa pokúsime teraz v súvislosti so štúdiom 
podmnožin množiny P všetkých prirodzených čísel. Teda 
presnejšie pokúsime sa podmnožinám množiny P priradiť 
nezáporné čísla, ktoré budeme nazývat' hustotami tých 
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množin. Pomocou týchto čísel možno potom usudzovať na 
„velkosť" podmnožin množiny P. Uvidíme, že hustota 
podmnožiny nemóže presiahnuť hustotu nadmnožiny. 

D t i . N e c h A c P, nech n je p r i r o d z e n é číslo. O z n a č m e 
z n a k o m A(n) poče t vše t kých t ý c h čísel a e A, p re k t o r é 

o g n. A k ex i s tu je l i m i t a pos tupnos t i J - ^ ^ - j , nazý-
l n J » - i 

v a m e j u h u s t o t o u m n o ž i n y A a o z n a č u j e m e h(A) = l im 
n>oo n 

Všimnime si bližšie uvedeného pojmu hustoty. Číslo 

udává „relatívnu početnost" prvkov množiny A medzi 

prvými n prirodzenými číslami. Má aj jednoduchý pravde-
podobnostný význam. Udává pravdepodobnosť javu, ktorý 
spočívá v tom, že při náhodnom výbere jedného zpomedzi 
čísel 1, 2, . . . n vyberieme číslo patriace do množiny A. 
Číslo h(A) má potom význam akejsi asymptotickej pravdě-
podobnosti. 

Kedže pre každé n je zře jme 0 s? A(n) < n, vyplývá 

odtial 0 ^ ^ s; 1 a tak na základe V22, ak A má hustotu, n 
je 0 ^ h(A) 1. Teda hustota množiny je vždy číslo 
z intervalu < 0, 1 > . 

D«2. A k / i (A) = 0, p o t o m m n o ž i n u A nazývame r i e d k o u 
m n o ž i n o u . 

Poznamenajme, že nie každá podmnožina množiny P má 
hustotu. Ukážeme to na nasledujúcom příklade. 

P^a). Množinu A* nech tvoria všetky čísla tvaru 

(2k - l)2* - 1 + í, í = 1, 2, . . . (2£)2* - (2k - l)2* - \ 

Znakom A označme zjednotenie všetkých množin Au 
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(k = 1,2, . . . ) . Teda množinu A tvoria právě tie prirodzené 
čísla a, ktoré majů tvar 

a = (2k- l ) 2 * - 1 + í , Í = 1 , 2 , . . . 
... (2kf* - (2k - l)2* - k = 1, 2, . . . 

Pretože medzi číslami, patriacimi do množiny A a nepresa-
hujúcimí číslo (2k)2k sa nachádzajú čísla 
(2k - l)2" ~ 1 + s, s = 1, 2, ... (2k)2k - (2k - l)2* - S 

je A ((2kf*) ^ (2kfk - (2k - l)2fc - 1 a tak 
(2k — l)2fc ~1 ^ A(í2k)2*) 

(2k)2k = (2kfk ~ 

(2k - l)2* -1 ^ (2kf* ~1 1 . 
K e d Ž C (2*)2* - (2&)2* = - 2 F ' , e p ° S t U p i l 0 S t 

— - 1 1 OO 
- — ( 0 h \ i k [ nulová (pozři V21) a tak v dósledku 

\Zk) Jfc - 1 | A((2kfk) 100 

Vjo a V22 je limita postupnosti (29) i —^ft)2* | rovna 1. 

Kedže čísla . * " 1 

(2k)2k + í, s = 1, 2, ... (2k + l)2* + 1 - (2kfk 

nepatria do množiny A, je A((2k + l)2* + 1) ^ (2kfk
y 

odtíal lahko zistíme, že limita postupnosti 

í A((2k + l)2* + *) 1 °° 
(30) { (2k + l)2* + 1 

je rovna 0. No (29), (30), sú Sastočné postupnosti postup-

nosti \ 1 a tak v dósledku vety V23 nemóže mať 
l w J . - i 

táto postupnosť limitu. 
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PMb). Ďokážte, že každá konečná množina je riedka. 
Návod. Nech A je konečná a má k prvkov. Potom pře 

každé prirodzené n je ^ ^ ^ —, použité teraz V21 a P40. n n 
P46a) Nech A je množina všetkých párnych čísel. Potom 

K4 = i -
b) Nech A je množina všetkých nepárnych čísel. Potom 

Návod. Všetkých párnych čísel neprevyšujúcich číslo n 

je ak n je párne a ak n je nepárne. Pre kaž-

dé n prirodzené teda platí 4 J— < A&L J L . pQ_ 
r 2 2n n 2 

užité teraz vetu V22. Podobné postupujeme aj pri riešení 
časti b). 

P47. N e c h k j e p r i r o d z e n é , k > I. D o k á ž t e , že množ ina 
Qie v še t kých k - t y c h m o c n i n p r i r o d z e n ý c h čísel j e r i edka . 

Návod. Nech s je najváčšie také prirodzené číslo, že s* 
nepřevyšuje n. Potom Q*(») = s a z sk < n vyplývá 

1 £ ^ T e d . £ = 1 - . P o u . 
n n n y„ 

žite teraz V22. 
P48. N e c h a, d sú celé čísla, a ^ 0, d > 0. N e c h A j e 

m n o ž i n a č l enov a r i t m e t i c k e j p o s t u p n o s t i a + d, a + 2d, 
1 

a + 3d, ... a + kd, ... P o t o m h(A) = -j- ( teda h u s t o -
t a m n o ž i n y A sa r o v n á p r e v r á t e n e j h o d n o t ě d i f e renc ie 
t e j a r i t m e t i c k e j pos tupnos t i — p o r o v n a j s P46). 

Návod. Nech s je najváčšie také prirodzené číslo, že 
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a + sd ^ n. Potom n < a + (í + \).d a A(n) = s. Od-
. „ n — a , - _ n — a _T _ tial — ^ 1 = s ^ — 2 — a t e r a z pouzxte V22 a P12. 

P49. Nech P — A značí komplement množin/ A v mno-
žině P, tj. množinu všetkých tých prirodzených čísel, 
ktoré nepatria do A. Dokážte: A má hustotu vtedy a len 
vtedy, ked P — A má hustotu. Ak A má hustotu <5 = h(A), 
potom h(P — A) = 1 — <5. Špeciálne: h(A) = 0 vtedy 
a len vtedy, ked h(P — A) = 1. ' 

V28. Ak A, 8 majů hustotu a A c B, potom h(A) ^ 
^ h(B). 

Dokaž. Pře každé n je A(n) ^ B(n), odtiaT ^ á 
B(n) " ' íS — T v r d e n i e vyplývá z vety V22 už okamžité. 

Pso. Ak A C B a B je riedka, potom aj A je riedka. 
Návod: použité VM a V21. 
V29. Nech A, B sú riedke množiny. Potom aj množina 

A U B (zjednotenie množin A, B) je riedka. 
Ddkaz. Množina A U B pozostáva, ako je známe, zo 

všetkých tých prirodzených čísel, ktoré patria aspoň do 
jednej z množin A, B. Položme C = A U B. Potom z de-
fínicie množiny C dostáváme pre každé prirodzené n = 
= 1, 2, . . . C(n) ^ ^(m) + B(ra). Odtial ^ 

<; západe předpokladu vety a na žá-
re K 

klade V18 je + ^ 0 a tak podia V21 je 
r^r \ n n 

n 
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RIEDKOSŤ MNOŽINY VŠETKÝCH DOKONALÝCH ČÍSEL 

Označme znakom D množinu všetkých dokonalých čísel 
(prvého druhu). V druhej kapitole sme uviedli, že dodnes 
nie je známe, či množina D je konečná a či nekonečná. 
V dalšom ukážeme, že v každom případe je D „chudobná" 
množina, je to totiž riedka množina. 

Vso. Množina D je riedka. 
Ddkaz. Položme D = U D2, kde značí množinu 

všetkých nepárnych a Da množinu všetkých párnych doko-
nalých čísel. Na základe V29 stačí dokázať, že obe množiny 
Dly D2 SÚ riedke. 

Dokážeme napřed, že Dx je riedka. Na základe vety V18 
je Dj obsažená v množině A všetkých čísel tvaru 
ptt +1. jv2, kde p je prvočíslo tvaru 4j + 1 (i S 1), í ž 0 
je celé, N prirodzené a p nedelí N. Na základe P M stačí 
dokázať, že A je riedka množina. Položme A = Ax U A2> 
kde Aj je množina všetkých tých čísel z A, ktoré majů tvar 
p.N2 a A2 je množina všetkých ostatných čísel množiny A. 
Nech teraz vv v2 e Als vx = p1.N2, v2 = p2.N2 (teda obe 
čísla v2 majů tú istú „kvadratickú" časť N2). Ukážeme, 
že potom px = p2. Naozaj, na základe V u a na základe 
definície dokonalého čísla je 

= Oi + 1) o(N2) = 2pxN\ 
= (/>2 + 1) a(N2) = 2p2N2, 

odtial vydelením dostáváme — - ^"t" | í a odtiaT jedno-
Pz Pi+ 11 

duchou úpravou px = p2. Teda ku každému kvadrátu N2 

prírodzeného čísla N existuje najviac jedno prvočíslo p 
tak, že pN2e Av Odtial vyplývá, že počet A^n) prvkov 
množiny A± neprevyšujúcich číslo n je nie váčší než počet 
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všetkých kvadrátov prírodzených čísel, neprevyšujúách 

číslo n, teda A^n) ^ j/w (pozři P47). Odtial vyplývá ^ ^ ^ 
1 n 

f í YP^ , teda Ar je ríedka množina. 
A n 

Číslo Az(n) je zrejme nie váčšie než B(n), kde B značí 
množinu všetkých čísel tvaru p*. N2, j = 4, 8, . . . 4/ . . . , 
N = 1, 2, 3, . . . . No každé číslo uvedeného tvaru patří 
do množiny Q2 kvadrátov všetkých prírodzených čísel, preto 
B c Q 2 a kedže Q2 je ríedka (pozři P47), je aj B riedka mno-
žina. Pretože ^ je na základe V21 ajA2 riedka. 

n n 
Z vety V29 vyplývá potom aj riedkosť množiny A a tým aj 
riedkosť množiny Dv 

Dokážeme teraz, že aj D2 je riedka množina. Na základe 
V14 je D2 podmnožinou množiny všetkých čísel tvaru 
2« -1.(2« — i), kde s je prvočíslo. Táto množina je zase 
podmnožinou množiny E všetkých čísel tvaru 
2' ~1.(2* — 1), s = 1, 2, 3, . . . , preto D2 c E. Stačí 
teda dokázať, že E je riedka množina. Označme znakom t 
najváčšie zpomedzi tých prírodzených čísel s, pre ktoré 
2* ~1 á n. Potom zrejme E(n) ^ í a í - 1 ^ log 2 ' 

O d t i a l ^ - + 
n n log 2 n 

Na základe V27 je -> 0 a tak v dósledku*P42 a V21 je n 
— ^ -> 0. Teda E je riedka. Tým je ddkaz vety skončený. 

Dá sa ukázať, že aj množina všetkých dokonalých čísel 
druhého druhu je riedka (o tejto množině vieme, že je ne-
konečná — pozři Vie). Dókaz tohoto výsledku však pre-
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sáhuje rámec možností metod použitelných v tejto knižke. 
Poznamenajme pre zaujímavosť, že aj množina všetkých 

prvočísel je riedka. Dókaz tohoto faktu sa tiež vymyká 
našim možnostiam. 

Spomeňme nakoniec, že aj množina všetkých spriate-
lených čísel je riedka. Zatial čo riedkosť množiny všetkých 
dokonalých čísel prvého a dokonalých čísel druhého druhu 
je dávno známým faktom, je poznatok o riedkosti množiny 
všetkých spriatelených čísel novšieho data. Pochádza 
z r. 1955 od maďarského matematika P. Erdosa a jeho 
dókaz je založený na použití istých pravděpodobných me-
tod v teorii čísel. 
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