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PREDMLUVA

Ulohy na vySetfovan{ geometrickych mist bodt dané
vlastnosti se zatazuji do Skolské matematiky jiZ dlouhou
dobu. K jejich fefenf se¢ pouzivd, s vyjimkou nejvy3i
tiidy SVVS, témér vyhradné tzv. syntetické metody.
V této knfice budeme naproti tomu pouZivat pfi vy-
§etfovan{ geometrickych mist bodd zasadné pocetni me-
tody, vyuzivajici zndmych vysledkt z analytické geo-
metrie; mluvime o tzv. metodé soufadnic. Piitom se ome-
zime na nejjednodus$i matematické prostiedky. Ctenati
pfi studiu prirucky vystali prakticky se znalostmi rovnic
piimek a kuZeloselek, jejichz osy jsou rovnobéZné s osami
soufadnic, a s vypoltem vzddlenosti bodi a piimek.
Nikde se nepouziva tecen kuZeloselek, jejich polar a rov-
nic algebraickych kfivek vysiich stupnii. Pro viechny
pHpady je jeSté v 5. kapitole uveden, bez jakychkoliv
dikazd, stru¢ny piehled pouzivanych vysledkd z ana-
Iytické geometrie.

I ptes omezené matematické prostfedky jsme se sna-
zili vybirat takové piiklady, které nelze jednoduse fesit
synteticky. Domnivame se, Ze nenf i¢elné pouZivat me-
tody souradnic tam, kde zndme jiné jednoduché feienf.
Metody soufadnic pouZivime naopak pravé v téch pfi-
padech, kdy nezndme jiny zpisob feseni.

Reknéme si téZ néco o zptisobu zpracovén{ a o studiu
této knizky. Nejdfive viak malé pfirovnani.

Pravdépodobné znate pokus, ktery konajf fyziologové
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s my$f v bludiiti. Jde o bludisté, na jehoZ jednom konci
je umisténa potrava, kterou mys ucitf hned na zacatku
své cesty a snaZi se k ni co nejrychleji dostat. Samoziejmeé
pii prvnfim pokusu nenf jeji cesta nejkratsf, asto si za-
jde a mus{ se vracet. AvSak pfi opakovani pokusu do-
sahne cile jiz rychleji a po nékolika pokusech bézi rov-
nou nejkratsf cestou.

V podobné situaci, jako my$ pfed prvnim pokusem,
byva i matematik, ktery ma fesit néjaky problém nebo
sloZit&jsf ulohu. Jeho cesta za vysledkem byva dost kli-
katd. Jakmile viak dojde jednou k cfli, za¢ne obvykle
své fefenf zjednoduSovat a to tak dlouho, aZ dostane co
nejjednoduss( feSenf. (Podobnou zku$enost méte asi i vy
s FeSenfm a vypracovavanim soutéZnich tiloh Matema-
tické olympiddy.) Oviem nejnamahavéjsf a tfim i nej-
pou¢néjif je prvnf objevna cesta. Bohuzel, pfi zpracova-
véan{ uéebnic nebo jiné studijnf literatury se na tuto sku-
teénost bere malokdy zfetel. Obvykle se publikujf ta
nejkrat$f a nejelegantnéjsi feSenf. Tim se oviem zastfe
diavod, pro¢ pfi tomkterém kroku feSenf se ubfridme
pravé zvolenou cestou nebo jak se na urdity (zdanlivé
umdély) obrat piijde.

Autor si byl pfi zpracovan{ knfZky téchto obtfZ{ védom.
Proto neuvad{ vidy nejkrat§f fefeni. Sva fefeni se snaif
komentovat tak, aby usnadnil &tenafi myslenkovy po-
stup, kterym lze dospét k dal$imu pokralovani. Jak se
mu to podafilo, posoudite sami.

Z uvedeného ptirovnani plyne dileZité poudenf i pro
¢tendre. Pro rozvoj matematickych schopnostf je roz-
hodné dlinnéjst, jestlize sc kazdy pokus{ nejdifve sam
najit svij vlastni postup (i se viemi oklikami a zatag-
kami) neZ pasivni studium ptedloZeného textu. Pfitom
neni nikdy vylouceno, Ze najde jednodu$si fefenf. A to
je koneckoncu také ucel.
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Rada pifkladil je volena tak, Ze se v pribéhu fefent
rozpadnou na vice pifpadd. Této situaci jsme se mohli
vyhnout vhodnou obménou tlohy. NepovaZovali jsme
to viak za dcelné. Je zndmou skuteZnostf, Ze FeSitelé
matematickych tloh pfi olympiadach velmi ¢asto zapo-
minajf na zvla§tnf pfipady nebo dokonce na podstatnou
¢ast reSenf. Domnivame se proto, Ze FeSenf obdobnych
pitkladd vam pomuzZe vyznat se i v ,,dZungli* FeSenf
sloZitéjiich soutéinich uloh.

Tolik slov dvodem. A nynf vdm jiZ pfejeme mnoho
uspéchi pfi studiu knfzky.






1. kapitola

UVODNi POZNAMKY

Ka?d4 matematicka disciplina si vytvai celou fadu za-
kladnich pojmil, se kterymi potom bézné pracuje a které
déle rozviji. Proto 1spé$né studium kterékoli matema-

tické discipliny vyzadu-
je dukladné pochopem
viech zadkladnich pojmi
i souvislostf mezi nimi.
Ka?d4 nepiesnost nebo
nejasnost se vzdy, at dif-
ve ¢i pozdéji, né&jak vy-
msti. Proto i my si nej-
difve podrobné vysvétli-
me nékteré vice ¢i méné
znamé véci z analytické
geometrie.

Predné si ujasnime co
to znamena, kdyZ v ana-
lytické gcometrii fekne-
me, Ze néjaky geome-
tricky idtvar U') ma
(v kartézské soustavé sou-

£
0

Obr. |

fadnic) to a to poletni vyjadieni (napi. tu a tu rov-
nici ¢ nerovnost). Jako priklad, na kterém si to uka-

Zeme, uvedeme vétu:

1) Geometrické dtvary chapeme viude jako mnoZiny bodu.



Kruh U se stiedem S = [3; 1] a polomérem r = 3 (obr. 1)
md (v kartézské soustavé soutadnic) poletni vyjddient

(x=3)2+0—1?=9 (1)
KdyZ si tuto vétu podrobné promyslime, zjistime, Ze
se v nf mluvi vlastné o dvou mnofindch. Je to jednak
kruh U, ktery je mnoZinou viech bodd £ = [&; 7],
které majf od stredu § vzdalenost nejvyse rovnou trem,
jednak je to mnoZina P viech bodd & = [&; 7], jejichZ
soufadnice vyhovujf poletnfmu vyjddrenf (1). Uvedena
véta pak ffka, Zze mnoZiny U a P se sobé rovnajf, tzn.
skladajf se presné z tychZ boda.

Pripomeiime si, Ze bodové mnoZiny U a P se sobé&
rovnaji (coz zapisujeme U = P) pravé tehdy, jsou-li
pro kazdy bod < splnény podminky:

[A]: Jestlize bod £ patfi mnoZiné U, potom patfi i mno-
Ziné P. Jinymi slovy: MnoZina U je ¢asti mno-
Ziny P, coZ zapisujeme U C P.

V nafem pifpadé to znamena: Jestlize bod
K = [&; n] patif kruhu U, pak jeho souradnice
vyhovujf nerovnosti (1).

[B]: Jestlize bod £ patii mnofiné P, potom patfi i mno-
Ziné U. Jinymi slovy: MnoZina P je ¢4stf mno-
ziny U, coz zapisujeme P C U?).

V nafem pi{padé to znamena: JestliZe sou-
fadnice bodu < = [&; %] vyhovu) nerovnosti
(1), pak bod £ patif kruhu U.

1) Viz napf. [6] na str. 87,

2) Pfipomeiime, Ze v matematice ma slovo ,,&4st'* $ir§f vyznam
nez v bézné fedi. V hovorové i spisovné éestiné je totiz vidy éast
y»»mensi‘ nez celek. Naproti tomu v matematice, mluvime-li o asti,
nevyluéujeme tim celek. Proto naptiklad kazdy &é:verec je svou vlast-
nf &asti, pravé tak jako kazda pfimka je ¢asti sama sebe,
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Obé& podminky [A] i [B] mlZeme vyslovit téZ v tav.
obménéném (negationim) tvaru:
[A’]: Jestlize bod & nepatit mnoZiné P, potom nepatii
ani mnoZiné U.
V najem piipadé to znamenda: Jestlize sourad-
nice bodu £ = [&; 5] nevyhovujf nerovnosti (1),
pak bod < nepatii kruhu U.
[B]: Jestlize bod & nepatfi mnofiné U, potom nepatii
ani mnofiné P, '
V naSem pifpadé to opét znamena: Jestlize
bod £ = [&; 7] nepatH kruhu U, pak jeho sou-
fadnice nevyhovujf nerovnosti (1).

Podmfnky [A] a [A’], pravé tak jako podminky [B]
a [B’], ffkajf jinymi slovy o mnoZinich U a P presné
totéz. Tak napt. ve viech situacich, kdy je splnéna jedna
z podminek [A] a [A’], je splnéna i druha, a ve viech
situacich, kdy jedna z téchto podminek neplati, neplatf
ani druhé. Spravnost tohoto tvrzen{ si miZete ovéfit na

+22

+Z, ‘

UcP (plati [A] i (A7) Ug.P (nepiati [A] ani [A])
Obr. 2ab

11



mnoZinovych diagramech na obrézcich 2ab. TotéZ platf
i o podminkach [B] a [B’].

Vlastnosti [A] a [B], resp. [A’] a [B'] maji zakladn{
vyznam, nebot ukazuj{ cestu, jak se dokazuje rovnost
dvou mnozin U a P. Je tfeba vidy ovéfit jednak jednu
z podminek [A] a [A’], jednak jednu z podminek [B]
a [B’]. Tuto hlavnf myslenku vyjadiuje schéma:

ot [A] & [A) 4. UCP
| ' |

Mnozina U, tj. Mnozina P, uda-
dany geometricky na podetnim
utvar vyjadienim

T |
overit [B] G [B], §. PC U

Pro tuplnost si pfipometime, Ze kartézskou soustavou sou-
fadnic rozumime soustavu pravouhlych soufadnic, pfi
nfZ jsou za jednotky na obou osich zvoleny shodné
use¢ky. V této knfzce viak budeme pro struénost mfsto
slov ,,kartézskd soustava soufadnic® uZivat kratstho na-
zZvu ,,soustava soufadnic*’,

Viimnémec si nyni podrobnéji struktury FeSeni
dloh na vySetfovani geometrickych mist boda.
Také zde operujeme s mnozinami. Jestlize pfi vySetfo-
vani geometrickych mist bodi dané vlastnosti pouzfva-
me metody soufadnic (tj. analytické geometrie), pracujeme
vét§inou dokonce se tfemi mnoZinami. UkdZeme si to opét
na pifkladé.

1. Piiklad. Jsou ddny dvé kolmice g, b. Bod X pro-
bfha ptimku @, bod ¥ ptimku b a to tak, Ze usetka XY
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mé stdlou délku 24. Ma-
me vydetfit geometrické
misto M stfedd < viech
usecek X7.

eSeni. Za osy soufad-
nic zvolime pifmky a, b
(obr. 3). Zvolime si libo-
volnou usetku X1 vyho-
vujicf zadanf pifkladu;
jejistted jebod & = [£;7].
Tim dostaneme libovolny

SR\

bod geometrického mfsta
(j. prond mnoZiny) M. Sou-
fadnice bodd X, Y zvo-
lime podle obrazku 3.

] Obr. 3
Usetka X7 mia délku
24, tzn. je

Xr=Ju—02 +0—o) =) + 2 =24. (2)
Stfed < tdse¢ky XY ma soufadnice

1 1
f=g O =gu "
1 1
n=g 0+ =50

Parametry u, v vyloutfme, jestlize dosadime za u, v ze
vztahl (3) do poslednf rovnosti (2). Po dpravé zjistime,
Ze soufadnice libovolného bodu { = [£; 5] mnoZiny M
vyhovujf pocetnfmu vyjadren{

gt = e ®)
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Tim jsme viak dostali drukou mnoZinu. Je to mnoZina P,
kterou tvoff viechny body & = [£; %], jejichZ soutadnice
vyhovujf rovnici (4). Z dosavadnich dvah zaroveii vy-
plyva, ze je

MCP. (5)

(Vztah (5) jsme totiz dok4zali ovéfenfm podminky
[A].)

Abychom dokézali rovnost mnoZin M, P, mus{me
jeSté dokazat vztah

PCM. (6)
To provedeme napt. ovérenim podminky [B’]. Necht
bod £ = [&; 5] nepatff mnoZiné M, tzn. £ je stied

usetky X7, ktera ma sice krajnf body na ptimkéch g,
b, ale nemda délku 24. Pak

XY = Vu2 + % # 2d. _ . (29

Dosadfme-li opét ze vztahll (3) za u a v do nerovnosti
(2'), dostaneme po tpravé

£ o o dv @)

Nerovnost (4') viak znamen4, Ze bod £ = [£; 7] ne-

patii ani mnoziné P. Tim je tedy dokdzin vztah (6),
ktery spolu se vztahem (5) ukazuje, Ze je

P =M. (7)

Z analytické geometrie viak vime, Ze rovnice (4) je

potetnim vyjadrenfm kruZnice U se sttedem O v po-

¢atku soustavy soufadnic (tj. v prase¢ftku pifmek aq, 6)

a s polomérem d. Kruznice U je tedy tfet! mnoZinou; pfti-
tom analyticka geometrie ika, Ze

U=P (8)
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Z rovnostf (7) a (8) pak plyne, Ze
U=M,

tzn. kruZnice U je vySetfovanym geometrickym mfs-
tem M.

Vysledek. Geometrické misto M je kruZnice U se
stfedem v prase¢iku kolmic a, b a s polomérem d.

Redenf pifkladu 1 jsme udélali tak podrobné proto,
abychom ukézali vSechny tfi mnoZiny, které se v pri-
béhu feSenf vyskytujf. Pfitom oviem mnoZina P cha-
rakterizovana spoletnym pocetnfm vyjidfenfm mno-
Zzin U, M sehrala pfi fefenf pouze ilohu jakéhosi pro-
stfednfka ,,tfet{ osoby‘‘. Proto také pii reSeni dalsich
pifkladd ani o mnoziné P explicitné nemluvime; mlu-
vime viak vZdy o spoleéném poéetnfm vyjidien{ mno-
zin U, M, coz je oviem v podstaté totéZ.

Strukturu fefeni ulohy na vy3etfovani geometrickych
mfst bodd metodou soufadnic miZeme vyjadrit sché-
matem:

ovétit [A], . M C P
l {

MnozZina MnozZina 1
M, tj. dané P, udans | Zana.
geometrické poletnim gclom.
misto boda vyjadienim plync

- ' P=U
ovérit [B] ¢ [B'], tj. P C M L
MnoZina
U, 4.
nalezeny
geom, utvar
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Muizeme tedy Fici, Ze FeSeni se v podstaté sklada ze tfi
fazi. Predné zjistime, jakému poletnfmu vyjadieni vy-
hovuji viechny body mnoziny M. Tim vlastné najdeme
mnozinu P a zaroverni ovéfenim podminky [A] doka-
Zeme, ¢ M C P.

Potom ovéienim jedné z podminek [B] a [B’] doka-
Zeme, Ze je téZ P C M. Tato faze feSenf ma, populdrné
feleno, zajistit, Ze se do P nepfipletly body, které ne-
pati{ geometrickému mfstu M, ptipadné takovéto ,,pfi-
Zivujfci* se body v&as vyloudit.

Kone&né ve tretf fazi na zdkladé znalosti z analytické
geometrie uréime geometricky dtvar U, ktery se rovna
mnoziné P a tedy i mnoZiné M. Tato faze je tedy vlastné
jen dilem okamziku.

Pripomefime viak, Ze metoda souiadnic je pii feSeni jen
pomocnym apardtem, a proto je tieba vidy vysledek formulovat
nezdvisle na zvolené soustavé soufadnic, tj. pouze s pouitim
danjch proki.

Je samoziejmé, Ze neni ulelné uZivat pfi vySctfovani
geometrickych mist bodd dané vlastnosti pouze mctody
soufadnic. Napf. nebudeme pouZivat této metody, zna-
me-li jednoduchy synteticky zpusob Icieni. Proto si
feknéme, kdy pfi fefeni tloh o geometrickych mistech
bodi uZivime metody soufadnic:

1. Jestlize vysledek nedovedeme jinym zptisobem od-
hadnout.

2. Jestlize sice dovedeme odhadnout vysledek, ale
sviyj odhad nedovedeme jinak dokazat,

Ukazeme si viak pozdéji, Ze ani v uvedenych dvou
pifpadech se nevyhybdme jednoduchym syntetickym
dsudkiim, nebot ty mohou fefeni zna¢né zjednodusit.
Metoda souiadnic je totiZ sice velmi spolehliva metoda
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(vede k cili i tam, kde napt. syntetickd metoda selhala),
ale nékdy je dost pracna. Odtud staré porekadlo, Ze
analytickd geometrie nahradila duchaplnost syntetické
geometrie trpélivostf.

Pracnost potetnf metody do znaéné miry ovliviiuje
mimo jiné i vhodnost ¢i nevhodnost volby soustavy sou-
fadnic. Pro nejvyhodnéjs$f volbu soustavy soufadnic ne-
existuje bohuzel univerzalnf nidvod. Ve vétiiné pifpada
je viak dlelné volit soustavu souradnic podle za-
sady: Jestlize je geometrické misto M soumérné podle
néjaké pfimky, ztotoZnfme tuto pffmku s nékterou sou-
fadnicovou osou. Jestlize je geometrické misto M sou-
mérné podle néjakého stredu, zvolfme jej za potatek
soustavy soufadnic. (Této zdsady jsme mlcky vyuZili jiz
pii feSenf piikladu 1.)
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2. kapitola

APLIKACE VZDALENOSTI
DVOU BODU

Jak napovida jiz nazev kapitoly, budeme se nejdffve za-
byvat geometrickymi mfsty takovych bodd, jejichZz po-
lohu 1ze charakterizovat vzdalenostmiod pfredem danych
pevnych bodu.

i 2. P¥iklad. Je dén trojdhelnik ABC a redlné é&fslo
¢ > 0. Ke zvolenému bodu V sestrojime postupné body
X, 7, £ tak, aby body 7, X byly soumérné sdruzené
podle stiedu 4, body X, ¥ soumérné sdruzené podle
sttedu B a koneéné body V, £ soumérné sdruzené podle
sttedu C. VySetf{me geometrické misto M viech bodd V,
pro néZ je VL < ¢.

ReSeni. Soustavu soutadnic zvolime podle obrazku 4.
Pro zjednodusen{ je zvolena za jednotku na osich sou-
fadnic use¢ka AC. Na obrazku jsou oznaleny téZ sou-
fadnice vSech potrebnych bodu.

Nyn{ postupné uréfme soufadnice bodt X, 7, £ po-
moc{ soufadnic bodu 4, B, C, V.

& = —¢&; m = —7;
£, = &+ 2 7y =1 + 25; (1)
b3 = —§—2r + 2; Ny = —n — 2s.

Jestlize bod V = [£; 5] pati{f mnoZiné M, pak je
podle pfedpokladu V< =< ¢, neboli

VE—&> +m—n)*<e. (2)




Po dosazeni za £; a 1, z rovnostf (1) a po dpravé dosta-
neme nerovnost

E—(—nl+m+r=spe (3)
y
Y= [f2i5)
8=[r:s
X=[f1;’l1
A C~= [1,'0] -
v=[§in]
Z= [fa;’la]

Obr. 4

Soufadnice libovolného bodu V = [£; ] mnoziny M
vyhovuji tedy nerovnosti (3). Ta je viak zaroveit polet-
nim vyjadfenim kruhu U se sttedem D = [1 —r; — ]
as polomérem—;—c. Tim je tedy dokdzano, z2e M C U.

Nynf se pokusfme zjistit, zda platf téz vztah U C M.
Budeme postupovat tak, Ze ovéiime podminku [B].

19



Necht bod V = [&; 5] patif kruhu U, potom jeho sou-
fadnice vyhovujf nerovnosti (3). Tu v§ak miZeme upra-
vit na tvar

E—(——2r+ )P+ [n—(—n—29)]* = ¢%

resp. s pouZitim rovnostf (1) na tvar
(—&)2+(n—m)=c

ProtoZe obé strany této nerovnosti jsou nezaporna ¢fsla,

muZeme je odmocnit a tim dostancme tvar (2). Ten

viak znamena, ze V{ < ¢, ¢ili bod V pati{ mnoziné M.

Tim je dokdzino, ze U C M.

Ze vztahi M CU a UCM jiz plyne rovnost
M = U. Je tedy geometrické misto M kruh U se stfe-
dem v bodé D =[1—r; —s]as polomérem%c. To
viak jesté nenf v pravém slova smyslu vysledek, nebot
v odpovédi se udava poloha bodu D pomocf soufadnic.

Snadno si viak ukdZeme, Ze bod D dostaneme tak, Ze
doplnfme trojthelnik ABC na rovnobéinik ABCD.

Vysledek. Geometrické misto M je kruh U = (D;

»é—c), jehoz stfed D je vrcholem rovnobézniku ABCD.
Vsimnéte si, Ze metoda soufadnic nim dala vice nez
to, co jsme zadali. Vypolty a vysledek platf i v tom p#i-
padé, kdyz body A4, B, C nejsou vrcholy trojihelnika,
ale kdy lezf v pfimce a pi{padné i vielijak splyvaji. Pak
sice nelze v fe§enf hovofit o rovnobézniku ABCD, ale to
nevad{; v tom pripadé se uZije jiné formulace.

Z pifkladu 2 muzeme vytézit navic tyto obecnéjsi po-
znatky:
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1. Analytlcka metoda muZe &asto automaticky vy-
fesit vice neZ to, co se v dané uloze pozaduje.

2. V nékterych piipadech je vyhodné zvolit v sou-
stavé soufadnic za jednotkovou usecku jistou usecku
daného utvaru.

3. Vysledek mame vzdy popsat pouze pomoci danych
prvkd, tzn. tak, aby se v ném nevyskytovaly matema-
tické objekty (napr soufadnice, body, pimky ap.),
které jsme zavedl sami aZ v prubehu Fefenf. Jinymi
slovy to znamen4, Ze formulace vysledku ma byt jasni
po prectent zad4ni ulohy i bez studia jejtho Feenf.

3. Priklad. Je dina usetka AB = 24 a &slo k£ > 0.
Vysetifme geometrické misto M viech bodd £, které
majf od bodid 4, B staly rozdil druhych mocnin vzdaile-
nostf rovny £.

ReSeni. Geometrické mfsto M je na prvni pohled
soumérné podle pfimky AB i podle osy usecky AB. Sou-
stavu soufadnic proto zvolime podle obrazku 5.

y

Z2=[§.n]

A-[a,0] B-(a,q]

Obr. 5
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Podle pfedpokladu je pro kaidy bod < = [&; 7%]
mnoziny M

| 43— BZE | = K, (4)

neboli
[[(¢ +a) + ] —[(E—a) =] [ =k (5
Odtud postupné dostaneme

4a .| &| =k,
k
T’ pro & >0,
e 6)
— 45 Pro £ <.

To znamen4, Ze kazdy bod { = [£; ] mnozZiny M vy-
hovuje jedné z rovnostf (6). Z : nalytické geometrie
vime, Ze rovnosti (6) jsou poletnfm vyjadfenim dtvaru
U sloZeného ze dvou rovnobézek s osou y ve vzdalenosti

| &] = Tktf od pocatku. Dokazali jsme tedy vztah

McCU.

Vztah U C M dokézZeme obracenfm dosavadnfho po-
stupu. Pro soufadnice libovolného bodu & = [£; #]
utvaru U plati néktery ze vztahl (6); z nich miZeme
odvodit vztah (5) a tfm i (4). Patif tedy bod & = [£; 7],
ktery vyhovuje jedné z rovnostf (6), skute¢né mnozZiné
M, tzn.UC M.

Vysledek. Geometrické mfsto M je udtvar U, ktery
se skladd ze dvou pffmek rovnobéZnych s osou dsetky

AB vedenych ve vzdilenosti 4 ka od stfedu tisedky AB.
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4, Priklad. Je dan rovnoramenny trojuhelntk RST se
zakladnou RS = 2¢ a k nf pifslusnou vyskou ». < je
takovy bod, Ze z useéek a = RS, b = S, ¢ = T lze
sestrojit ostrouhly trojuhelnik. VySetfime geometrické
mfisto M viech bodi <.

ReZeni. Predné musime zjistit nutnou a postadujici
podminku pro to, aby usecky a, b, ¢ byly stranami ostro-
uhlého trojuhelnika. Podle kosinové véty a véty k nf
obracené vime, Ze trojihelnfk (at uZ ostrouhly, pravo-
uhly &i tupouhly) o stranach g, 4, ¢ a proté&jiich dhlech
a, B, y existuje pravé tehdy, jestlize platf

a® = b? + ¢ — 2bc cos a,
b%* = a® 4 ¢* — 2ac cos B, }

(7)
c? = a® + b% — 2ab cos y.

I

Duté dhly a, 8, y jsou ostré pravé tehdy, kdyZ jsou jejich
kosiny kladné. Tedy vzhledem k rovnostem (7) miZeme
nutnou a postadujfci podminku pro to, aby usecky a, b,
¢ byly stranami ostroihlého trojihelnfka, vyjadiit sou-
stavou nerovnosti

b? < a® + ¢,
¢? < a® + b

a? < b + ¢
} (8)

Nynf jiZ miZeme zalft s analytickym vySetfovidnfm geo-
metrického mista M. ProtoZe je zfejmé toto geometrické
misto soumérné podle osy dse¢ky RS, zvolfme soustavu
soufadnic podle obrazku 6. Nerovnosti (8) piepiSeme
uzitfm soufadnic a uvedeme na kone¢né tvary

(E—20)2 + (n— )2 > 422, (9a)
(& + 20)2 + (g —0)? > 4482, (9b)
£ 4+ (n + 0)2 > 2(0* —t2). (9c)



Zjistili jsme tedy, Ze soufadnice kazdého bodu & = [£;
n] patfictho mnoZiné M, vyhovuji nerovnostem (9a)
az (9c). Pritom nerovnosti (9a) a (9b) jsou pocetn{ vy-
jadfenf vnéjskd U, a U, kruznic &, = (C,; 2t), k, =
= (G,; 2t), kde G, G,
y jsou (jak se sami snad-
no presvédeite) vrcho-
lyrovnobézntka RSC, T
a RSTC,. Pro utvar
U,, dany poletnfm vy-
jadfenfm (9c), musfme
rozlisit tfi pripady:

l. Prava strana ne-
rovnosti (9¢) je kladna.
Pak U, je vnéjsek kru-
hu k3 s polomérem
V2(2* — #2) a stiedem
C, soumérné sdruZe-
nym s bodem T podle
piimky RS. Tento pif-
pad nastane praveé
tehdy, je-li » > ¢, tzn. je-li trojihelnik RST ostro-
uhly.

2. Pravé strana nerovnosti (9c) se rovna nule. Pak je
U, celd rovina s vyjimkou bodu C,. Tento pifpad na-
stane pravé tehdy, je-li » = ¢, tzn. je-li trojihelntk RST
pravotihly.

3. Prava strana nerovnosti (9¢c) je zadporna. Pak je U,
celd rovina bez vyjimky. To nastane pravé tehdy, Je-ll
0 < v < ¢, tzn. je-li trojuhelntk RST tupouhly.

Pro kazdy bod & = [£; 5] geometrického dtvaru M
Jsou splnény vSechny tfi nerovnosti (9a) az (9c) zaro-
veti, a proto je mnozina M &ast{ viech tff utvara U,

R=[-t0] |O S=[t, 0

Obr. 6
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U,, U;. MnoZina M je tudfZ ¢astf priniku?) mnozin U,
U, U, g MCcU=U,nNn U, N U; (na obr. 7abc je
mnoZina U vysrafovina).

Nyni dokdzeme obricené tvrzeni, tj. U C M. Doké-
Zeme to nepifmo, tj. ovéfenim podminky [B’]. Jestlize
z tseCek a = R, b = 8, ¢ = TX nelze sestrojit ostro-
uhly trojuhelnik (tzn., Ze z nich bud vubec nelze se-
strojit trojuhelnik, nebo je tento trojuhelnfk pravouhly
¢i tupouhly), pak neplati asport jedna z nerovmosti (8).
V disledku toho neplatf pro bod £ = [&; 7] aspori jedna
z nerovnosti (9a) az (9¢c). To viak znamend, Ze bod
nepati{ aspofi jednomu z utvara U,, U,, U, a tedy ne-
muZe patfit ani jejich priniku U =U, N U, N U,.
Tim je tedy dokazan vztah U C M.

Vysledek. Geometrické misto M je ttvar U, jehoz
konstrukce byla popsdna (nezavisle na zvolené soustavé
soufadnic) v prabéhu feSeni. (Viz obr. 7abc; hrani¢ni
kruZnice k,, k,, k; geometrickému mfstu M nepati{
a jsou proto vytazeny pouze ¢arkovaneé.)

Priklad 4 ukazuje, Ze geometrické misto miZe byt
nékdy charakterizovdno nékolika podminkami [viz ne-
rovnosti (8)]. Ka%da z téchto podminek ur¢f jedno ,,po-
mocné* geometrické misto (viz utvary U,, U, U,).
Hledané geometrické misto tvoff potom spoleind &ast
neboli prinik téchto ,,pomocnych geometrickych mifst.

Neékdy je ,,tvar* geometrického mista zdvisly na vza-

1) Prinikem dvou mnoZin M, N rozumime mnoZinu P, ktera se
sklada pravé z téch bodi, které patii zdroveii obéma mnoZindm
M, N. (Zapisujeme to P = M N N.) Jestlize mnoziny M, N nemaji
Zadny spoleény bod, rikdme, Ze jejich pranik je mnoZina prazdna
(oznageni ). Podobné se definuje prunik t¥ a vice mnoZin.
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jemné poloze danych prvku. V takovém pf{padé musfme
provést samoziejmé pifsluiné tifdént vySetiovaného geo-
metrického mista (viz podrobnou diskusi mnoZiny U,
v ptikladu 4).

V druhé &asti fesenf pffkladu 4 jsme potfebovali vy-
slovit negaci soustavy nerovnost{ (8). Viimnéte si, Ze
negace spravné znéla: Asposi jedna z nerovnosti (8) neni
spinéna. gasto se totiz chybuje v tom, Ze za negaci se
prohlasf vyrok: ,,Z4dn4 z nerovnost{ (8) nenf splnéna.*
Podobné se utvorf napf. negace vyroku: ,,V§echny vstu-
penky na dne$ni predstaveni jsou vyprodiny.“ Negace
spravné zni: ,,VSechny vstupenky na dneSnf predstavent
nejsou (jesté) vyprodany ¢&ili alesponi jedna vstupenka je
na prode;j.

5. Priklad. Jsou diny rtznobézky a, & a bod £, pro
ktery plati: Vzdalenost pat kolmic vedenych z bodu &
na pfimky a, b se rovnd danému &fslu 4 > 0. VySetifme
geometrické misto M vSech bodu <.

ReSeni. Je zfejmé, Ze geometrické misto M je sou-
mérné podle obou os rtiznobézek g, 5. Zvolfme proto
tyto osy zaroveil za osy soustavy soufadnic {obr. 8).

Pfedpokladejme, Ze bod K = [£; n] patif mnoZiné M.
Ur¢ime soutadnice bodu A4, B, které jsou patami kolmic,
z bodu £ na piimky a, b. Vypolet provedeme napted
Ero bod A. Uréime rovnici pfimky 4Z; je to kolmice

pifmce y = kx a prochidz{ bodem { = [£; #]. Smér-

nice pHmky 4% je — . Rovnice primky AZ je tedy
1
y—n=—p G—8).
Soufadnice bodu 4 dostaneme tudfZ-feSenfm soustavy
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y = kx,

1
J—n =—7("—‘5)-

Po snadném vypoétu vyjde

kn + & k(kn + &
§1=h; "‘=Lln+k2)' (10)

y:—kx

Obr. 8

Vypocet soufadnic bodu B bychom mohli provést iplné
stejné; je to oviem zbytelné. Stalf totiz ve vysledcich
(10) nahradit viude ¢&fslo £ éfslem k nému opadnym.

AR gy e Ry ©
Protoze bod { patfi mnoZiné M, je AB = d, tzn.
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V(& —&)T+ (i —ma)® = d; (12)
po dosazenf z (10) a (11) a po tpravé vyjde

£ 42 = [W] g (13)

Rovnice (13) je poletnim vyjddfenim kruZnice U se
sttedem O v prisetfku riiznobéZek a, b a s polomérem
d(l + k?)(2k)71. Tim je dokdzina prvni tast M cC U.

Nyni dokazcmc obracené tvrzeni: U C M. Necht bod
L = [&; n] nepatif mnoziné M, pak prisluina usetka
AB nema délku d, tzn.

V(& — &)% + (m —ma)® # d. (12°)
Odtud pak, podobné jako vyse, odvodime nerovnost
2
g2 4+, 2¢l_+_k) . (13"

To viak znamend, Ze bod { = [£; %] nepati{ kruZnici U.
Tim je dikaz ukon&en.

Zbyva pouze urlit polomér kruZnice U nezavisle na
zvolené soustavé soufadnic. Oznaéme a odchylku pif-
mek a, 5. Potom zfejmé smérnice £ pfimky a je £ =
= tg% ; jednoduchym vypoétem pak zjistfte, Ze polo-
mér kruznice U je

d(1 + k%) (2k)™ =d. (sin a) 7%
Vysledek. Geometrické misto M je kruznice U se stie-
dem v pruse¢fku riznobézek a, b a s polomérem r ==
=d. (sin «) 7, kde « je odchylka pfimek a, .

29



Viimnéme si, Ze polomér r kruZnice U jsme mohli
uhodnout i bez vypoctu. Staéi totiz zvolit bod { geo-
metrického mista M na nékteré z pifmek a, & (obr. 9).

Cviceni

. a) Je dan &tytahelnik ABCD a &islo d> 0. Zvolte si bod V a se-
strojte lomenou ¢aru VWX tak, Ze body 4, B, C, D jsou
po Fadé stfedy tdsecek VW, WX, XY, YZ. Vyietiete geo-
metrické misto M bodua V, pro néz je velikost ase¢ky Vg <d.

b) Reite obdobnou tlohu pro pétitihelnik ABCDE!

. a) Jsou dany dva razné body 4, B a Cislo > 0. Vy3etfete geo-
metrické misto M viech bodu £, které maji od boda 4, B
staly souéet druhych mocnin vzdalenosti rovny 2.

b) Reste obdobnou tlohu pro piipad, Ze jsou dany tti body 4,
B, C, resp. ¢tyfi body 4, B, C, D. (Vysledné geometrické misto
uréete pomoci vzdalenosti danych bodu.)

3. Je dana usecka AB a ¢&islo £ (0 < & # 1). VySetiete geometrické

misto M viech bodta £, pro néZ plati AL : B = k.



4, Je dan trojuhelnik PQR. Vy3ettete mnozinu M viech bodi £,

5.

7.

8.

pro né% plati: PZ®*+ QZ*= RJ*

Pidorys mistnosti je rovnostranny trojihelnik 4ABC o strané
10 m. Viechny stény jsou obloZeny zrcadly. Paprsek, ktery vy-
$el z bodu &, se po odrazu od viech t#i stén vratil zpét do bodu
Z»; pHitom urazil vodorovnou drihu dlouhou 20 m. Vy3etfete
geometrické misto M viech bodti £, které maji stejnou vlast-
nost jako bod Z,.

. Jsou dany dvé& kolmice o,, 0,. Po pfimce o, se pohybuje bod 4

a po pitimce 0, bod B tak, Ze Gise€ka AB ma stilou délku d. Vy-
Setiete geometrické misto M viech bodu &, pro né# plati: bod
B je stiedem tsetky AZ.
Je dén tzv. deltoid ABCD, tj. &tyiihelnik soumérny podle Ghlo-
piitky AC. VySetiete geometrické misto M viech bodu £, pro
néZ plati:

AZ*< BZ:+ DQ%< CZA.

Je dan rovnostranny trojihelnik ABC. VySetfete geometrické
misto M viech bodt £, pro né% plati: AJ 4+ B = CZ. (Na-
vod: Soustavu soufadnic zvolte tak, aby C= [0; —I1] a t&Ziste
trojihelnika ABC bylo v potatku soutadnic.)
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3. kapitola

APLIKACE VZDALENOSTI
BODU A PRIMKY

Budeme vySettovat geometrickd mista takovych bodu,
jejichZ polohu lze charakterizovat pomoci vzdalenostf
od danych bodi a pfimek.

6. P¥iklad. Jsou dany dvé raznobéiky p, ¢ a &fslo
k > 0. VySetftime geometrické misto M viech bodid £,
které majl od pifmek p, ¢ staly soucet vzdalenostf
rovny k.

ReSeni. Geometrické misto M je zfejm& soumérné
podle obou os ruznobézek p, g. Zvolime proto tyto osy

4
21 ax-by=o
i
\\
V2 = [fin)
4/ X
/
/
¢ /
P 22 >
aX#—b}’:O
Obr. 10
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zéroveil za osy soustavy soufadnic (obr. 10). Rovnice
pifmek p, ¢ napiSeme po fadé ve tvaru

e R e

Jestlize bod £ = [&; 5] pati geometrickému mfstu M,
potom je (viz obr. 10)

R+ R =k, (1)

kde £, <, jsou paty kolmic vedenych z bodu < na
pifmky p, ¢. Vyjadifme-li rovnost (1) pomocf analytické
geometrie, dostaneme

|a§ —bn| + |aé + by | =k (2)
Nynf rozli¥ime nékolik pifpadd.
1. Za predpokladu, Ze je
0 — by =0, at+by=0, (3)
(tzn. za pfedpokladu, Ze bod £ = [£; ] lezf ,,pod*‘ nebo
na pfimce p a zirovef ,,nad* nebo na pfimce ¢), mu-

Yeme na zdkladé definice absolutn{ hodnoty prepsat
rovnici (2) ve tvaru

(a6 —bn) + (ak —bn) =k

k

E=a. )
To znamend, Ze kaidy bod £ = [&; 5], patici geo-
metrickému mfstu M a vyhovujfcf podminkam (3), lez{
na pifmce o rovnici (4); pfesnéji feCeno na usecce u,,
kterou na této pifmce vytinajf rdznobézky p, ¢. (Sou-
fadnice # viech bodi této tsetky bychom mohli zjistit
z nerovnost{ (3) po dosazenf za & z rovnice (4).)

neboli
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2. Za predpokladu, Ze je
at—m =0, ak +m=0, (9)

(tzn. za predpokladu ze bod £ = [§; n] leif ziroven
,nad‘ nebo na pfimce p i ¢), mizZeme rovnici (2) pte-
psat ve tvaru

(—ag + bn) + (a& + by) = &
neboli

=y (6)

Proto kazdy bod { = [£&; 5], patfici mnoZiné M, musf
za uvedenych predpokladd leZet na pifmce o rovnici
(6); 1épe Feteno na uselce u,, kterou na nf vytinajf riz-
nobézky p, ¢
Viimnéte si, Ze usetky u, a u, maj{ na pfimce p spo-
le¢ny krajnf bod. K tomuto vysledku miZeme dojit i bez
vypottu; z jednoduché syntetické uvahy totiz ihned
plyne, Ze na kazdé z pifmek p, ¢ lezi pouze dva body
geometrického mista M, které jsou soumérné sdruZené
podle priscéfku O raznobézek p, ¢
Protoze celé geometrické misto M je soumérné podle
pruse¢iku O pfimek 4, b, nemusime zfejmé zbyvajfci dva
piipady
af—bn =0, aé + by =0, (7)
ak—bn =0, at +bn <0 (8)

ani poletné vySetfovat.

Z najich dosavadnich dvah tedy vyplyva, Ze geo-
metrické mfsto M je ¢ast{ obvodu U obdélnfku ABCD
s vrcholy na pifmkéch p, ¢. Body 4, B, C, D dostaneme
v souhlase se zaddnim geometrického mista M tak, Ze
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na pifmce p, resp. ¢ najdeme body, které maj{ od
pHmky ¢, resp. p vzdalenost £ (obr. 11).

Nyni vySetfime obricené, zda je obvod U obdélniku
ABCD ¢ésti geometrického mista M. Vzhledem k sou-
mérnosti obdélnfku ABCD i mnozZiny M podle stfedu
O miZeme se omezit napf. pouze na strany AB, BC

Obr. 11

(obr. 11). Sta¥f tedy dokédzat, ¢ AB CM a také
BC CM.

Jestlize bod & = [&; %] patif useéce AB, pak jeho
soufadnice vyhovujf rovnici (4) a nerovnostem (3). Ale
rovnici (4) maZeme prepsat ve tvaru

(a6 —bm) + (aé + b)) =k

a vzhledem k nerovnostem (3) ve tvaru (2). Rovnost (2)
je viak jen jiny tvar rovnosti (1). Patff tedy uvaZovany
bod < téz geometrickému mifstu M a proto je AB C M.

Uplné stejné se dokdze BC C M. Tim je diikaz hotov.

Vysledek. Geometrické misto M je obvod U obdél-
nftku ABCD, jeho? kazdy vrchol lez{ na jedné z rizno-
bézek p, ¢ 2 ma od zbyvajici vzdalenost £.
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Pri feSenf tohoto prikladu se ndm vyplatila kombinace
pocetnf metody s jednoduchymi syntetickymi dvahami.
Tim se totiz Fedenf znatelné zkratilo.

Dile si fcknéme jesté jednu praktickou radu. Pfi
podrobnéj§im vyietfovan{ rovnic typu (2) se pomérné
snadno udéla chyba ve znaménku. Dobrou kontrolu vy-

A

& ¢

Obr. 12ab

po¢td umoZiiuje nékdy véta, kterou lze pomérné jedno-
duse dokazat.

Utvar U, dany rovnict s absolutnimi hodnotami mnoholleni,
Je ve vSech seych bodech | spojitou* Carou. Je to tedy dtvar slo-
Zeny z jedné nebo nékolika ,,lomenych lar nebo kfivek*, kieré
nemajt Eddné krajnl body.

Nemuze to tedy byt napf. Zidny z tdtvari na obr. 12ab.
Prvnf z nich ma totiz jeden krajnf bod (4), druhy ma
dva krajni body (B, C).

7. Priklad. Je dana pifmka p a mimo ni ve vzdale-
nosti » (v > 0) bod D. VySetiime geometrické misto M
boda £, které maji od pifmky p a od bodu D soulet
vzdilenosti nejvyse rovny & (£ > o).

Reseni. Okamzité je vidét, Ze geometrické misto M
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je soumérné podle kol- y2p
mice o k pfimce p, pro-
chézejicf Dbodem D. Z -
Zvolime proto pfimku ! Z-l’f i ”]
0 za osu x a piimku p
za osu y (obr. 13).
Jestlize bod £ =

= [£; y] patii geome- /] oux
trickému mista M, pak 0 p=[g

platf '

22, + 2D <k (9 Obr. 13

kde £, je pata kolmice z bodu £ na pf{fmku p. Nerov-
nost (9) prepfSeme uZitim prostfedka analytické geo-
metrie ve tvaru

&1 +VE—0® + 72 <k, (10)

resp. ve tvaru
JE—o +n*<k—§proé=0, (lla)
JE=vt+ P <k+&prof<0. (11b)

Nejdfive vySetfime nerovnost (11a). Obé strany umoc-
nime na druhou a po dal§f dpravé dostaneme

7t < 26w —k) — (v — k) (v + k). (12)

Nerovnost (12) pfipomina poletnf vyjadien{ jistého ro-
vinného ttvaru omezeného parabolou, jejiZz osa je rov-
nobézna s osou x. Nerovnost (12) proto upravime na
tvar

- grrea

ot < 20— k) [5—%(0 +k)]._ (13)
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ProtoZe je podle predpokladu » < k, je v — &k < 0. Je
tedy nerovnost (13) poletnim vyjadienfm itvaru U,,
skladajictho se z paraboly P, o rovnici

7= 20— B[t~ 6 +h)

a jejfho vnitfku. PFitom vrchol paraboly P, je bod
v, :[—;— (v + k); 0]. Jejf ohnisko splyva s bodem
D = [v; 0], nebot

1 1 o
?(U-l‘k)-'—'?(v—k)—v.)

Ridici pifmka d, ma od pifmky p vzdalenost &, nebot
l 1 .
?(v + k) —?(v—k) =k 1)

Zjistili jsme tedy, Ze kazdy bod £ = [&; 5] (kde & = 0),
patifci geometrickému mistu M, nalez{ tvaru U, (do-
konce pouze té &asti utvaru U,, ktera lezf v poloroviné
D).

Uplné stejné mizZeme vysetfit nerovnost (11b). Zjis-
tfme, Ze je pocetnfm vyjddienfm utvaru U,, slozeného
z paraboly P, o rovnici

=2 +B|e—5 6—h)]

a jejtho vnitiku. Parabola P, ma ohnisko opét v bodé D
a jejf fidici pffmka 4, ma také od pifmky p vzdélenost
k. Proto kazdy bod = [£; n] (kde & < 0) patficf geo-

Y) Viz napk. [7], str. 88.
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metrickému mistu M, nalez{ utvaru U, (dokonce pouze
té casti utvaru U,, ktera patif k poloroviné opalné
k poloroviné pD).

Obé paraboly P,, P, protinaji ptimku p v tychZ bo-

a2 I dy
K
R R
Z:
//5/ 0
v Z
_
Z 25
L

k

Obr. 14

dech, které majf od bodu D vzdélenost rovnou k. Mi-
Zeme proto Fci, Ze geometricky utvar M je Eastf dtvaru
U = U, N U, (na obr. 14 je utvar U vysrafovan).
Zbyva dokézat, Ze je téZ U C M. Zde ukadzeme pouze,
Ze &ast U,, patiicf poloroviné pD, je souddstf mnoziny M.
Duiikaz obdobného tvrzenf pro iitvar U, pfenechame Cte-
nafi. Jestlize bod £ = [£; ] (kde & = 0) patif dtvaru
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U,, pak jeho soufadnice vyhovujf nerovnosti (13). Tu
muZeme upravit na tvar

JE—or + 7 < |kE—E| (14)

Z definice dtvaru U, viak ihned plyne, Ze k > & neboli
k— &£ > 0. MiZeme proto nerovnost (14) prepsat ve
tvaru (11a), resp. (10). Tzn., Ze bod { pati{ mnoziné M.

Vysledek. Ozna¢me U,, U, itvary sklddajici se z pa-
rabol (a jejich vnitrkid), které majf spole¢né ohnisko D,
a jejichz ridici pffmky jsou rovnobézky s pifmkou p, ve-
dené ve vzdalenosti k. Geometrické misto M je pak
dtvar U=U, n U,

Pfi feSenf naseho pifkladu jsme vztah U C M doka-
zovali obracenfm postupu, kterym jsme ovéfili vztah
M C U, . ovéfenim podminky [B].

V jistém smyslu bude poucné, jestlize dukaz vztahu
U C M provedeme jeité jednou ovéfenfm obménéné
podminky [B’]. Omezime se vSak opét pouze na pii-
pad, Ze £ = 0. Pripad £ < 0 pfenechidme opét &tendfi.

Necht bod £ = [§; n] (kde & = 0) nepatif mnoZiné
M. Potom postupné dostaneme:

KR + XD >k, (9%
&1+ E—=o) 2 F 72 >k, (109
VE=2 +p2>k—¢&  (112)

Nynf viak musfme rozli§it dva piipady.
a) Pravé strana nerovnosti (11a’) je ziporn4, tzn.

k<& (15)
Av3ak 2adny bod £ = [&; 5] vyhovujicf nerovnosti (15)
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nemlzZe ndleZet tvaru U, (viz obr. 14) a tedy ani
utvaru U.

b) Prava strana nerovnosti (11a’) je nezipornd. Pak
muzZeme obé strany umocnit na druhou a dostaneme

(§—o) +7°> (k—¢)®
a po dal3ich dpravich

> 20—k [.{-‘—%(v—i—k)]. (13')

Tedy ani v tomto pifpadé nepati{ bod < udtvaru U,
a tudfZ ani utvaru U.

Pripomeiime, Ze pfi tomto postupu nesmime vynechat
pifpad a). Opomenuti tohoto ptipadu by mohlo v ob-
dobnych situacich vést k hrubé chybé. MazZeme se o tom
presvéddit na jednoduchém pifkladu. Snadno totiZ zjis-
time, Ze z nerovnosti

VEF+7n>—2 (16)
neplyne nerovnost
E4+n>4,

kterd vznikne z (16), jestliZe umocnime obé strany na
druhou. Staéf zvolit napf. £ =5 = 1.

K uvedenému feden{ prikladu 7 pripojfme jeité jednu
pozniamku. V okamziku, kdy jsme zjistili tvar geometric-
kého mista M, tj. v okamziku, kdy jsme dokazali vztah
M C U, mohli jsme jiz docela pohodlné fefenf dokonit
syntetickou metodou. (Pokuste se o to sami!) Poletn{
metoda méla proto v tomto pffpadé cenu hlavné ,,ob-
jevitelskou*,

8. Priklad. Je ddna pifmka p a mimo ni ve vzdile-
nosti v (v > 0) bod D. Kromé toho je dano &fslo £ > 1.
Vysettime geometrické misto M viech boda £, pro néz
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platf: Pomér vzdilenostf bodu { od pifmky p a od
bodu D je stily a rovna se k.

ReZeni. Geometrické misto M je soumérné podle
piimky o jdoucf bodem D kolmo k piimce p. Soustavu
soufadnic zvolime jako na obr. 13. .

Oznatime <, patu kolmice z bodu { = [£; ] na
piimku p. Jestlize bod £ pati{ mnozin& M, pak je

‘%%‘ =k. (17)
Pomocf souradnic prepfSeme rovnost (17) ve tvaru
N L
[GEDE
resp.
|6l =k (E—v)? + 0. (18)

Umocnime obé strany rovnice (18) na druhou a upra-
vime na tvar

E2(k® — 1) — 2k%& + k%2 4+ k22 = 0.  (19)

Dostali jsme rovnici, ktera je vzhledem k obéma sou-

fadnicim &, 4 kvadratickd. Rovnice (19) je proto prav-

dépodobné pocetnfm vyjadienfm néjaké stfedové ku-

7elosetky; upravime ji proto na néktery tvar uvedeny

v [8] nebo {9]. (Viz str. 88—90.) Postupné dostaneme
k% k2v?

2
(k2_ 1)[5__1‘:2_71] + kz,,]z = E2—1°

k2v 2
T
\ kr—1 J+"}2_:1. (20)

( ko ]2 v?
kT 1
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2
Profoze £ > 1, je ﬁ > 0. Proto je rovnice (20)
potetnim vyjadfenfm elipsy U se sttedem S = [£2(k? —
— 1)72; 0] a s délkami poloos

kv v

“F—1 'Typ=T

Protoze soutadnice kaZdého bodu £ = [&; ] mnoZiny
M vyhovujf rovnici (20), je tim dokdzano, Ze M C U.

Nyni obracené ptredpokladejme, Ze bod £ = [&; 7]
vyhovuje rovnici (20). Potom obracenym postupem do-
jdeme od rovnice (20) aZ k rovnici (18). Geometricky
vyznam rovnice (18) je vyjddten vztahem (17). To
tedy znamena, Ze bod { patti mnoziné M, neboli
ucmMm.

Zbyva popsat elipsu U nezavisle na zvolené soustavé
soufadnic. Pritom chceme, aby popis byl co nejjedno-
dusdi. V takovém piipadé byva vyhodné zobrazit si pro
urdité £ elipsu U a vysledek nejdifve uhodnout a pak
teprve dokazat. Na obrdzku 15 je znazornéna elipsa U
pro k = 2. Jist¢ se vim bude zdit ndpadni poloha

P

Obr. 15
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bodu D. Neni tézké pfijft na to, Ze bod D je ohniskem
elipsy U. Tento odhad skute¢né ovérime vypoctem. Ex-
centricita clipsy U je

— k%? v? v
”=V“2_”2=V(kz—1)z TEFE—T T F—1

a ohniska majf prvnf soufadnici

B+l
& Sl E—1

v
s porEEoT =,

Je tedy bod D to ohnisko elipsy U, které je blfZze pffm-
ce p.
Hlavnf vrcholy majf prvnf soufadnice
7 kv ko
E3-4= kz_l :l: k2—1 = k:F 1 .
Ziejmé jsou obé soufadnice &,, &, kladné (¢ > 1), proto
lezf hlavn{ vrcholy v poloroviné pD.

Vysledek. Geometrické mfsto M je elipsa U s ohnis-
kem D, hlavnf osou kolmou k pifmce p. Hlavnf vrcholy
lezf v poloroviné pD a maj{ od pffmky p vzdalenosti
kv(k— 1)t a ko(k + 1)7

Pt feSenf piikladu 8 jsme dostali kvadratickou rovnici
(19) pro souradnice &, n. Viimnéte si, Ze jsme se o geo-
metrickém dtvaru, jehoZ pocetnim vyjidienim je rov-
nice (19), vyjadrili velmi opatrné. Nemusf byt totiZ
kazda kvadratickd rovnice pro &, n pocetnim vyjadre-
nim kuZclosetky, presnéji receno ,,nedegenerované‘ ku-
zelosetky. Uvedeme si ptiklady:
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1. Rovnice
4x? —8x +32 +4 =0
je potetnim vyjadfenim jediného bodu § = [1; 0],
nebot je ekvivalentnf s rovnicf
4(x—1)2 42 =0,
2. Rovnice
4x? —8x —y* +4 =0

je poletnfm vyjadienfm dvou riznobézek, nebot je ekvi-
valentn{ s rovnicf

4x—1)2—y =0,
resp. s rovnicf
(2x—y—2)(2x +9y—2) =0.
3. Rovnice
4x* —8x +* +3 =0

je poletnfm vyjidfenim mnoZiny prdzdné, nebot je
ekvivalentni{ s rovnic{

4(x—1)2 4 y2 = —1.

Z uvedenych pifklada je tedy vidét, Ze nestaéf pro-
hlédnout si, jak se to bohuzel dost asto stivd, pouze
koeficienty u kvadratickych ¢lenti. Kromé toho je vidét,
Ze poletn{ vyjadienf mnoZiny bodd nemusf byt jediné.

9. Priklad. Je din rovnoramenny trojihelntk ABC
se zakladnou AB = ¢ a uhlem a pfi zdkladné. Vzdile-
nost libovolného bodu { hledané mnoziny M od piimky
AB je geometrickym pramérem jeho vzdalenosti od pii-
mek AC, BC. VySetifme toto geometrické misto M.
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Refeni. Geometrické misto M je zfejmé soumérné
podle osy o zdkladny AB trojuhelnika ABC; zvolime ji
proto za jednu ze soufadnicovych os. Trojihelntk ABC

Oay
xsina +ycosa =0 XSING - y.COSq =0
8 4 AL,
/a & > a y= ?ic.?ga
K757
Y2,
Z, !
C=0 a . x
Obr. 16

umistime podle obr. 16. Smérovy thel pifmky AC je «
(nebot AB || x); ptimka AC ma proto rovnici

xsina—ycosa =0 (21)

a pifmka BC, ktera je soumérné sdruzenas pfimkou AC
podle osy y, ma rovnici

xsina +ycosa =0. (22)
Polozime-li
sina =a, cosa =10,
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miizeme rovnice (21) a (22) napsat ve tvaru

ax — by =0,

o+ By =0 }a2+b2= , a>0, 6>0. (23)
Rovnice pfimky 4B je

1
)= ? 4 tg a,
resp.
1 =10, (24)

kde v = Setga je vyska trojuhelnfka ABC na zéklad-
nu AB.

Jestlize nynf bod £ = [£; 5] patif geometrickému
mistu M, potom je (viz obr. 16)

R =VZR: - R (25)

kde Z,, £, <3 jsou paty kolmic vedenych z bodu { na
pHmky AC, BC, AB. Tuto podminku vyjadifme po-
detné:

|o—n|=VlaE—by|.[ak +bn[. (26)
Odtud vypotitime, Ze
(v —n)? = | a6 — b |. (27)

Nynf rozli{fme dva pifpady:

a) Necht je a2£2 — b2 < 0, neboli ¢jé| = bln|. Tato
podminka znamen4, Ze bod { = [£; %] pati{ bud hlu
ACB, nebo uhlu k nému vrcholovému. Potom rovnice
(27) ma tvar

(v—n)® = —a€* + b, (28)

Rovnici (28) upravime s pouZitfm rovnosti a? -+ 62 = 1
na tvar
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v )2 vb\?
| —=) - [7] (29)
Rovnici (29) prepfieme jesté jednou s pouZitim danych
prvka ¢, «:

¢ c )
£2+[n_sin2a]=[sin2a]' (30)
V pripadé a) lezf tedy body < na kruznici U, se stftedem
S = [O; s o |2 polomérem 9 sicn — - ProtozZe ze za-

déin{ ulohy je ihned patrné, Ze geometrické misto M
mus{ obsahovat body 4, B, snadno na zakladé dosavad-
nich vysledkd usoudime, Ze mnoZinu U, lze sestrojit
jako kruznici dotykajici se pifmek AC, BC v bodech A,
B (obr. 17). Stadf napft. ukdzat, Ze trojihelnik BCS ma
pii vrcholu B pravy uhel. Vime, Ze

¢
"~ sin2a’
Odtud postupné dostaneme
_ BD 1  BC BC
~ cosa sina  sina  cos (R—a)

a tedy trojihelnfk BCS je skute¢né pravoihly. [K dua-
kazu jsme oviem mohli pouzit i metody soutadnic; napf.
vySetfovat vzajemnou polohu kruznice U, dané rovnicf
(30) a ptfmek AC, BC danych rovnicemi (23).]

b) Necht je a2£2 — b2y = 0, neboli a|&| = b|n|. Tato
podminka znamend, Ze bod { = [&; #] patif nékteré-
mu z vnéjsich Ghld trojihelnika ABC pfi vrcholu C.
Potom rovnice (27) ma tvar

(0 —n)? = a?f* — by (31)



Rovnici (31) uvedeme na tvar

v 2
g (—1v%)
v2h? - v2h? =1; (32)
a® (1 + 6% (I 4+ b%)2
pouzijeme-li danych prvki ¢, «, dostaneme
[1, cotg a 2
£2 T 2(1 + costa ]
c? - ¢?sin® a ) =1.(33)
4(1 + cos?a) 4(1+ cos?a)?
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V tomto pitipadé tedy lezi body < na hyperbole U,
dané rovnici (33). Ze zadanf ulohy je opét ziejmé, ze
body A, B patif geometrickému mistu M. ProtoZe sou-
fadnice téchto bodd vyhovujf podmince a2£2 — b2 >
= 0, musi tedy hyperbola U, prochézet body 4, B.

Dokonce se hyperbola U, v bodech 4, B pifmek AC,
BC dotykd. Ze zadan{ ulohy je totiz zfejmé, Ze body 4,
B jsou jediné dva body geometrického mifsta MlezZlct
na piimkich AC, BC. To oviem znamend, Ze ka?da
z pifmek AC, BC ma s hyperbolou U, spole¢ny jediny
bod. Protoze viak pfimky AC, BC nejsou rovnobézné
s Zadnou z asymptot hyperboly U, (pfesvédéte se o tom
vypoltem sami!), musi byt pfimky AC, BC te¢nami
hyperboly U,. (Vzijemnou polohu pifimek AC, BC
bychom mohli samoziejmé vySetfit i poéetné.)

Shrneme-li pifpady a) a b), dostaneme ¢asteény vy-
sledek: Kazdy bod geometrického mista M patif bud
kruznici U,, nebo hyperbole U,, neboli M C U =
= U, U U, (obr. 17)}).

Dtkaz obriceného tvrzenf U C M bude nyni jiZ
lehkou zalezitost{. Necht bod £ = [£; 5] nepatff mno-
Ziné M, pak neplatf rovnost (25). Odtud viak snadno
dojdeme k zévéru, Ze soutadnice bodu £ nevyhovuji ani
rovnici (30), ani rovnici (32). To znamena, Ze bod < ne-
patif ani mnoziné U = U, Y U.,.

Vysledek. Necht U, zna&{ kruZnici dotykajfcf se pii-
mek AC, BC v bodech 4, B. Necht U, je hyperbola do-
tykajicf se také pifmek AC, BC v bodech 4, B, s hlavn{

osou délky ¢(1 -+ cos? a)-% rovnobéZnou s pifmkou 4B

1) MnozZina U = U, (J U, je tzv. sjednoceni mnoZin U, a U,;
sklada se pravé z té&ch bodu, které patfi bud Gtvaru U,, nebo dtvaru

U,
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a vedlej§! osou délky c¢sin a(l + cos? a)™ splyvajicf
s osou o useCky AB. Potom geometrické misto M je
utvar sloZeny z kruznice U, a hyperboly U, (obr. 17).

Hyperbola U, je sice ve vysledku piikladu 9 popsdna
jednozna¢né, aviak tento popis pro pifmou konstrukei
neni nejvhodnéjsi. Potfebné
prvky hyperboly U, mize-
me oviem na zdkladé uve-
dené¢ho Fesenf uréit téZ kon-
struktivné,

Predné uréime stied O
hyperboly U,. Vime, Ze jeho
vzdalenost od vrcholu C je
[viz rovnici (32)]

lo

2 v _
1 +4 1+ cos?a
1 |
:v--l—z,
+ cos*a Obr. 18

kde v je vyska trojihelnfka

ABC k zékladné AB. Uréime proto nejdifve konstruk-
tivné pomér 1 : (1 + cos?a). Ze sttedu D zékladny
AB (obr. 18) spustime kolmici na stranu AC; patu této
kolmice oznatime E. Potom je

AE = AC cos? a.

Sestrojime bod F soumérné sdruZeny s bodem E podle
sttedu 4. Potom platf

AC AC e 1
FC = AC(l +cos*a) 1+ cos?a’
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Stfed O je proto prusecik pifmky CD s piimkou p ve-
denou bodem A rovnobéiné s DF.
Obdobné lze udat konstrukci délek obou os. To viak
jiZz pfenechivame Ctenafi.
Na zavér naSeho pifkladu znovu upozoriiujeme na
efektivnost kombinace
y syntetické metody
s poletni metodou,
a,x+b,y =lo ax-byy=0 Kdo ma dost trpéli-
Z 8 vosti, miZe si pro srov-
> y=1 nanf napf. numericky
0 2[5 vy$etfit vzijemnou po-
. lohu pfimky AC a hy-
Z5 x_ perboly U,.

2

10. Priklad. Je din

trojuhelnik ABC.

Necht £ je libovolny

Obr. 19 bod trojihelnfka

ABC"Y); paty kolmic

spu§ténych z bodu £ na strany AB, BC, AC oznatme

po fadé K, <1, <. Vysetifme geometrické mfsto M
viech boda £ trojuhelnika ABC, pro néz platf

KR — K5l = KK = KK + KK (34)

ReSeni. V kazdém trojuhelniku alespoit jedna pata
vy$ky na pifslusnou stranu ndleZi vnitrku této strany.
Muizeme proto bez omezeni obecnosti pfedpokladat, ze
to nastane pro vysku ke strané BC. Soustavu soufadnic
pak zvolime podle obrazku 19. Rovnice piimek AB,
AC, BC mizeme pak napsat po fadé ve tvaru:

1) Bod trojuhelnika je jeho vnitini bod nebo bod na jeho obvodu.
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ayx + by =0, kde a; +b=1, a,>0, b, >0,
y=1.

Necht bod £ = [&; 5] patff geometrickému mistu M.

To znamena, Ze bod < patfi trojihelniku ABC a vyho-

vuje podmince (34). Bod £ patif trojuhelnfku ABC pravé

tehdy, jestlize leZf zadroveil ,,nad‘‘ nebo na pifmkach
AB, AC a ,,pod* nebo na pifmce BC; pro bod { tedy
platf nerovnosti

ayx—by =0, kde a2 +b3=1, ¢, >0, b, >0,
(35)

af—bn=0,
a¢ +bm =20, (36)
n=s1.

Podminku (34) nejdiive nahradime ekvivalentni sousta-

vou nerovnost{
K1 = KR + KK s _
KRy = KK+ KK s } (37)
RR3 =K1+ KKz

Soustavu (37) pfepfSeme pomocf soufadnic bodu <.
|1 —n| < |aeé + ban| + |aré— b1yl
|as€ + bay| < |ay€ —byn| + |1 —n), (38)
ey —bml S |1 —n| + |aé + bon].

Absolutn{ hodnoty odstranime na zakladé€ nerovnost{
(36). Po dalsi jednoduché vpravé dostaneme

(—ay +a))é+ (b +b,+1)p—120,
(—ay—a)é + (by—by— 1) +1=0, (39)
(a1 + a)€ + (—by + b6,—1)n +1=20.
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Ka%da z nerovnostf (39) je (za predpokladu, Ze vidy
alespori jeden z koeficientl u £ a % se nerovna nule) po-
¢etnfm vyjadfenim jisté poloroviny. Geometrické mfsto
M musf byt proto &astf viech téchto tfi polorovin i da-
ného trojihelnfka ABC. Prinikem téchto ti{ polorovin
a trojuhelnfka ABC bude zfejmé néjaky mnohoudhelnfk;
jeho vrcholy bychom mohli zjistit poetné. Misto poéi-
tan{ se nam v3ak opét vice vyplatf jiny postup. Vysetii-
me totiZ synteticky, kolik bodd ma mnoZina M na stra-
nach trojihelnika ABC. Necht bod {, geometrického
mista M lez{ napf. na strané BC. Potom je K, = 0,
takze poslednf dvé z nerovnostf (37) majf zjednoduseny

tvar
Rz = Kok Koks = Kok (40)

Odtud v3ak plyne, Ze <<, = <o<s @ tedy bod <, lezf
na ose vnitinftho uhlu BAC. Pritom je zfejmé, Ze bod
Ko lez{ zaroveni na hrani¢nich pffmkach polorovin vy-
jadfenych poslednfimi dvéma nerovnostmi v soustavé
(39). Obdobna uvaha platf i pro zbyvajicf dvé strany
trojihelntka ABC.

Z dosavadnich dvah tedy plyne: Geometrické misto
M je tastf trojihelnfka T,
Jehoz vrcholy jsou prise-
¢ky os vnitfnich thla
s protéjsfmi stranami troj-
thelntka ABC (obr. 20).

Dikaz obriceného tvr-
zen{ T C M pienechdme
JiZ ¢tenafam.

Viimnéte si, jak lze
charakterizovat nerov-
Obr. 20 nostmi body vnitfku troj-



thelntka T. Jaky geometricky vyznam majf{ pak body
vnitiku trojuhelnika T?

Pii fefenf pifkladu 10 jsme se omezili na body patiici
trojihelntku ABC. Je samoziejmé mozZné vySetfovat
stejnym zpasobem i vnéjsek trojihelnika ABC; viz cvi-
¢enf 18.

11. Priklad. Je dana dsetka 4B s vnitfnim bodem V,
ktery ji délf na dse¢ky VA =a, VB = b (a > b). Vy-
Jetffme geometrické misto M viech bodd C, pro néz
platf: pfimka CV je osou vnitfnfho uhlu trojuhelnika

Reseni. Ulohu bychom mohli samoziejmé Feit tak,
Ze bychom pocetné vyjadrili podminku

& BCV = & ACV. (41)

Tento postup viak nenf pravé lakavy pro svou pracnost.
Staci si uvédomit, Ze jen k vypo&tu uhlu BCV musime
znat smérnice ptimek BC a VC.

Z planimetrie viak vime, Ze podminka (41) je splnéna
pravé tehdy, jestliZe ma bod V od obou z pffmek AC,
BC stejnou vzdalenost. ProtoZe budeme vysetfovat vzda-
lenosti dvojic pfimek od bodu V, umistime kvili zjed-
noduleni vypottl pocatek soustavy soufadnic v bodé V.
Soustavu soufadnic zvolfme podle obr. 21.

Podminka (41) je tedy ekvivalentnf s podminkou

vV, = VV,, (42)

kde V,, V, jsou paty kolmic z bodu ¥V na ptimky AC,
BC. Necht bod C = [&; 5] patti geometrickému mfstu
M. Potom rovnice primek AC, BC muzZeme napsat po-
fad¢€ ve tvaru (viz [3], str. 86)
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nx—a)—(§—a)y =0,
n(x + 06— (5§ + oy =0,
resp.
nx—(&—a)_y—na=0,} (43)
nx— (E4+0)y +nb=0.

Y

C=[§i”]

Obr. 21

Uzitfm soufadnic bodu € miZeme nynf s pomoc{ rovnic
(43) vyjadfit téz rovnost (42):

_bmal Il gy
V@—(E—a® Vi +(E+0)?
Protoze bod ' nemuze leZet na piffmce AB, je n # 0.

Mauzeme tedy &fslem 7 rovnici (44) délit. Po odstranénf
zlomki a umocnén{ dostaneme
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£2(a®— %) + 2abé(a + b) + n*(a®—b%) =0, (45)
neboli po délenf sou¢tem a + b (#~ 0)

Ea—0b) 4 2abé 4+ n?(a—0b) = 0. (46)
ProtoZe je a > b, miZeme rovnici (46) pfevést na tvar
ab \? ab \?
(6+525) +7 = (325" (47)
\

s 87 T A\
AN
Obr. 22

Tak jsme zjistili, Ze geometrické misto M je &astf dtvaru
U, ktery se skladad ze vSech bodi kruZnice k se stfedem

ab ’ .

A} =[— ——5 O] a polomérem L vyjimkou
prase¢ikit s pfimkou AB.

Nynf obracené necht bod C = [£; 5] patif dtvaru U.

Pak jeho souradnice vyhovujf rovnici (45), z nfZ snadno

odvodime rovnici
a*[n? + (& + 8)%] = b*[n* + (E—a)?], (48)
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resp. rovnici
la] 6]
Ve +E—ar V@ E+or

ProtoZe bod C lez{ mimo osu %, je n # 0; miZeme tedy
ob& strany rovnice (49) nésobit éislcm 7| = |—nl.
Tfm dostaneme rovnici (44), kterd je jen _]mym vy-
jadfenim rovnosti (42). To viak dokazuje, Ze platl téz

ucMmM

(49)

Vysledek. Necht £ znadf kruZnici, ktera ma stied §
od potatku V

a ktera prochaz{ bodem V. Geometrické¢ misto M je
pak kruZnice £ s vyjimkou jejich prasecfkii s pifmkou
AB. (Konstrukce kruznice £ je zfejmd z obrazku 22.)

na polopiimce VB ve vzdalenosti p ﬁ b

Cviéeni

9. Je dana piimka p a mimo ni, ve vzdalenosti v (v> 0), bod D.
Vygetfete geometrické misto M viech boda g, které maji od
piimky p a bodu D staly rozdil vzdélenosti rovny k& (k> 0).

10. Je déna piimka p a mimo ni, ve vzddlenosti v (v> 0), bod D.
Vy3etfete geometrické misto M viech bodi £, které maji od
ptimky p a bodu D souéet druhych mocnin vzdalenosti mensf
ne% dané ¢islo k> 0.

11. Je dana pfimka p a mimo ni, ve vzdalenosti » (v > 0), bod D.
VySetfete geometrické misto M viech bodd <, které maji od
piimky p a bodu D staly rozdil druhych mocnin vzdalenosti
rovny k£ (k> 0).

12. Jsou ddny dvé raznobézky a, b. Vyletfete geometrické misto M
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viech bodi £, které maji od piimek a, b rozdil vzdalenosti
aspoft k (k> 0).

13. Jsou dany dvé ruznob&zky a, b s odchylkou a. VySetfete geo-
metrické misto M viech bodu <, které maji od pFimek g, b
staly rozdil druhych mocnin vzdalenosti rovny k? (k> 0).

14. Je dédna dsetka AB = 2a se sttedem § a ¢&islo k> 1. Je-li C
libovolny bod, znai body §,, S, po fadé paty kolmic spuiténych
z bodu § na piimky AC, BC. Vy3etiete geometrické misto M
takovych bodu C, pro néz plati §S, = £SS,.

15. Je dana usetka AB = 2a se stfedem S. VySetfete geometrické
misto M viech bodt C, pro né% plati: soudet pievracenych
hodnot druhych mocnin vzdalenosti bodu § od ptimek AC,
BC je roven danému ¢islu k (k > 0).

16. Jsou dany dvé riiznob&zky a, & s odchylkou ¢. Vysetiete geo-
metrické misto M viech boda Z, které maji staly soucet pre-
vracenych hodnot vzdalenosti od ptimek a, b rovny k (k> 0).

17. Je dan trojihelnik ABC a éislo k> 0. Vy3etfete geometrické
misto M viech bodil &, které maji od pfimek AB, AC, BC stily
soucet vzdalenosti rovny k. Geometrické misto M skuteéné pro
né&jaky trojuhelnik sestrojte.

18. Je dan trojuhelnik ABC. Je-li £ hbovolny bod, pak oznacime
Ziy Zas K5 po Fadé paty kolmic z bodu & na ptimky BC, AC,
AB. Vysettete mnozinu M viech bodii £ vmn&jsku trojithelnika
ABC, pro néz plati:

| RR—R i< &< R+ X

19, Je dan thel AVB = 2¢ a na jeho ose o, ve vzdilenosti v od
vrcholu, bod D. Vy3etiete geometrické misto M viech bodu Z,
pro néZ plati: Souéin vzdalenosti libovolného bodu g od pti-
mek AV, BV se rovnad druhé mocniné jeho vzdilenosti od
bodu D.

20. Je din vdhel AVB = 2¢p a na jeho ose o, ve vzdilenosti v od
vrcholu V| bod D. Vy3etfete geometrické misto M viech boda
<, pro néZ plati: Vzdalenosti libovolného bodu & od pfimek
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21.

22.

AV, BV jsou délky stran pravouhlého trojihelnika, jeho% pfe-
pona ma délku DZ.

Je déna ptimka p a mimo ni, ve vzdalenosti v, bod D. Kromég
toho je dano kladné &islo £ < 1. Vyietiete geometrické misto
M viech bodua &, pro néZ plati: Pomér vadalenosti bodu £ od
piimky p a jeho vzdalenosti od bodu D je roven stale £.
Necht ABC je rovnostranny trojihelnik a x, y, z jsou vzdale-
nosti libovolného bodu V od jeho stran. Vy3etfete geometrické
misto M viech bodu V trojihelnika ABC, pro néz jsou ¢&isla
x, 3, z délky stran ostroihlého trojihelnika.



4. kapitola

APLIKACE VYSETROVANI
VZAJEMNE POLOHY
DVOU UTVARU

Prichdzime ke tfetf a posledn{ skupiné priklada. Jde
o geometricka mista, kterd vyplnf body incidujicf s jed-
nim nebo dvéma proménnymi (napi. pohybujicimi se)
utvary. Pfi jejich vysetfovdni budeme proto zkoumat
vzajemnou polohu danych a proménnych ttvard.

12. Priklad. Jsou dany dvé soustiedné kruZnice
k, = (S;n), ks = (S;15), kder, > r,alislo k(0 < k& +#
# 1). Na kruZnici k, je ddn bod A. Po kruzZnici £, se
pohybuje bod X a po kruznici £, bod ¥ tak, Ze polo-
pifmka S4 je osou uhlu XSY. Bod < leZf na polopiimce
XY a platf pro né) X = k.XY. VySetifme geometrické
misto M viech bodu <.

ReSeni. Geometricky ttvar M je zfejm& soumérny
podle primky SA4 i podle kolmice vedené stiedem §
k piimce SA4. Soustavu souiadnic zvolime proto podle
obrazku 23.

“Sowradnice bodd X, 7 mtZeme vyjadrit takto:
& =r cos@; & =r1,c08 (—@) = rycos @; (1)
M =1 Sing; 7y, =rysin(—p) =—T,sing.

Potom soufadnice bodu £ jsou (viz [2], str. 85)

& = ‘51 + k(fz'— ‘51),
n = + k(na—mn),
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resp.
¢ =[r, + k(rg—r,)] cos ¢,

. 2
7 = [re— k(ry + )] sin . @
Yy
X= [ff/’h]
k,
r 7 .
r Sy A=[r,;q]
k{ (= [-521”2]
FEl( )
Obr. 23

Z rovnic (2) musime nynf vyloutit parametr . Pfitom
rozli§fme tfi pifpady:
a) Vyraz
rn+k(rg—rn)=0.
Potom je
—r, r

k = - : (3)

Tqa—1n T, — Ty

Podle pfedpokladu je r, > r,, a tedv k > 0. Zjistili
jsme, Ze tento pifpad skute¢né muZe nastat. Potom viak
majf rovnice (2) tvar
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=0, n=/[r,—k(r, +1)]sing,

resp. po dosazenf za £ z (3)
£=0, 5=-01 gng. 4)

1 2

ProtoZe je |sin ¢| = 1, jsou rovnice (4) poletnim vy-
jadfenfm dsecky PQ , kde

P:[O; 21112] 0 — IO 2rlrzl

- 12 - 72
b) Vyraz
ry—k(ry + 1) =0.
Potom je
r
k= | 5
n+7 (%)

Tento pf{pad muzZe tedy také nastat. Pritom rovnice (2)
maji tvar

21 _
f_mcosq:, n=0. (6)

Protoze |cos ¢| =1, jsou rovnice (6) opét poletnfm
vyjaddfenim isecky, tentokrat vsetky RT, kde

2r,r ' 2n,r
R=[--250), T:[ L ;0].
) [ n+r T
c) Pro oba vyrazy je
1+ k(ra—n) #0, r,—k(ra +1) #0,

to znamena

k o, 7
gé"1:!:’2 <)
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V tomto pifpadé uzijeme k vyloulenf parametru ¢ zna-
mé identity sin%? ¢ + cos? ¢ = 1. Vyjadiime proto z rov-
nic (2) cos? ¢ a sin? g:

4:2
2 —
A T s ®)
2
sin p = 1

[r,—k(re + )]’
a pak se¢teme levé a pravé strany téchto rovnic. Vyjde
nam
52 ,'72
1 = .9
PR B e ) TR

Dodli jsme tak k poletnimu vyjaddfen{ elipsy E, jejiZ osy
splyvaji se soufadnicovymi osami, a délky poloos jsou
a=r+k(ry,—n), b =r—k(r, +n).

Zjistili jsme tedy, Ze kazdy bod { geometrického
mista M pati{ dtvaru U, ktery je v zavislosti na £ bud
usetka PQ, nebo usetka RT, nebo elipsa E. Jinymi
slovy to znamenad, 2e M C U.

Nyn{ zbyva dokazat, Ze je téZ U C M. Budeme ové-
fovat podminku [B’]. Necht bod < = [§; 5] nepatif
mnoziné M. To znamend, Ze pro prisluiné body X, ¥
neplatf X = k. XY. V tom pifpadé¢ pro soufadnice
&, n nemohou platit obé rovnice (2), to znamena, Ze
aspori jedna z nich neplati. Pak viak neplati za ptislusnych
podminek ani rovnice (4), ani rovnice {6), ani rovnice
(8). Proto bod < nepatii ani utvaru U.

Vysledek. a) Je-li & =r(r, —7.)7, pak je geo-
metrické misto M usetka PQ, kterd je kolma k pfmce
S4, ma sticd v bodé § a délku 4r,7,(r, — r,) L. (Obr.
24a.)

64



b) Je-li k = r,(r, + r,)71, pak je geometrické mfsto
M usecka RT, ktera je ¢astf ptimky S4, m4 stied v bodé
§ a délku 4r,7,(r, + r,)7L (Obr. 24b.)

c) Je-li k # r(r; &+ 1), pak je geometrické mfsto
M elipsa E se stiedem v bodé S, jejichZ jedna osa splyva
s pifmkou S4 a ma délku 2a = 2[r; + k(ry — ;)]
a druhd osa ma délku 26 = 2[r, — k(r, + r;)]. (Obr.
5 1

24c pro 7, =2rz,k =5

Q

h 8

-~

™
®

Obr. 24abc
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Ctenéti, ktet{ znajf funkce sin & x cos £ x (tzv. hyper-
bolicky sinus a hyperbolicky kosinus), mohou stejné jedno-
duge Fesit obdobnou ulohu, kterou dostaneme, jestlize
v pifkladé¢ 12 kruZnice k,, &, nahradime rovnoosymi
hyperbolami se spole¢nymi asymptotami a spoletnou
hlavn{ osou. Ulohu Ize
sice fedit i bez znalost{
zminénych funkcf, fe-

vvvvv

Senf je viak sloZitéjsi.
D=[-11]

13. P¥iklad. Je dan
ttverec ABCD. Bod X
probihd pfimku AC.
Bodem X prochézejf
dvé kruznice &k, a k..
Prvni z nich se dotyka
ptimky AD v bodé 4
a druha se dotyka
pifmky DC v bodé C.
Kruznice £, a k, se pro-
tfnaji kromé bodu X

Obr. 25 jesté v dalsfim bodé £.
Vysetfime geometric-
ké misto M boda <.

Reseni. Soustavu soutadnic zvolme podle obrazku 25.
Za jednotku na osich zvolfme polovinu strany &tverce
ABCD.

St¥edy kruZnic &,, k, majf soufadnice

ISl = [u’ _1]’ SZ = [ls U] ’

vk

A=[1,+1]

a polomniéry
=1 +ul, , =|1 —u|, kde ju| #1. (10)
Podminka |u] # 1 zaji§tuje, Ze Z4dnd z kruZnic k,, &,
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nedegeneruje v jediny bod. MizZeme proto napsat rov-
nice kruZnic k,, k, ve tvaru

(x—u)2 4+ (y+1)2 = (1 +u)2, (11)
(x—12+ (p—u)® = (1—u).
ProtoZe bod £ = [&; 7] lez{ na obou kruZnicich k,, k,,

vyhovujf jeho soufadnice rovnicfm (11). Po dosazen{
a upravé dostaneme

&+ n*—2& =2u(n—1).

Abychom dostali potetnf vyjadfenf mnoZiny M, musfme
z rovnic (12) vyloudit parametr u.Tak dostaneme rovnici
(& +n"+ 2)(n—1) = (6 +n*—=26(¢ + 1)

a po dal¥f dipravé
(E+n—=2)(n—4§ =0. (13)

ProtoZe viechny body & = [&; 5] geometrického mfista
M lezf mimo piimku AC, je & # # a miZeme tedy rov-
nici (13) délit vyrazem n — é # 0. Tak upravime rov-
nici (13) na kone¢ny tvar

£2+772——2=O)
Bt =2, (14)

Rovnice (14) predstavujf kruznici K opsanou &tverci
ABCD. Tim jsme dokézali, Ze kazdy bod { geometric-
kého mista M patif kruznici K. ProtoZe viak musf byt
v (10) |u| # 1, snadno zjistime, Ze z kruZnice K musime
vyloudit vrcholy 4, C, D. Pro takto vznikly utvar U je
tedy dokazan vztah M C U.

resp.
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Protoze lze postup zfejmé obratit, je téz U C M.
(Provedte podrobné sami.)

Vysledek. Geometrické misto M je utvar U, skla-
dajici se ze viech boda kruZnice K opsané &tverci ABCD,
s vyjimkou bodd 4, C, D.

(Obr. 26.)
Viimnéme si, Ze rovnice
D C (7) je vlastné potetnim vy-
Jadfenfm dtvaru, ktery se
skldidd jednak z kruZnice
opsané nad pramérem AC,
jednak z ptfmky AC. To ply-
ne ihned z toho, Ze sourad-
nice bodu K = [&; ] vyho-

A 8 vujf rovnici (13) pravé
tehdy, je-li bud
E#+n”—2=0,
Obr. 26

nebo
n—&=0.
S podobnymi rovnicemi se v analytické geometrii se-
tkdvame dosti ¢asto. Naptfklad rovnice

(B3x—4)(3x +4) =0
znadi dvojici riiznobézek prochézejici pocatkem. Jindy
se musfme sami teprve pokusit upravit dané po&etnf vy-
Jadfenf na takovy tvar, aby na jedné strané rovnice (ne-
rovnosti) byla nula a na zbyvajicf strané vznikl sou¢in.
V takovém pifpadé dostaneme obvyklé vitané zjed-
noduden{. Napftklad mame-li rovnici

x4 2x%? 4 P —4x2 =0,

nemuzeme predem o pifslu§né kfivce mnoho ffci. Snad-
no viak provedeme tipravy
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(¥ + %) — (262 =0,
(6 - + 20 (x? -+ 5 —2%) =0,
[ +2)* +2—4] [(x—2)* + 32— 4] = 0.

Odtud je jiz okamzité vidét, ze jde o dvé shodné kruz-
nice o poloméru 2, dotykajicf se osy v po¢itku soustavy
soufadnic.

14. Priklad. Je dan trojuhelnik ABC. Vy3etifme geo-
metrické misto M viech bodi £, pro néz platf: Paty kol-
mic vedenych z bodi & na pifmky 4B, BC, AC leif

v piimce,.

4

azx+b2y=o /'}?\2=[§i”]

Obr. 27

ReZeni. Podobné jako pti fedeni piikladu 10 maZzeme
zvolit soustavu soufadnic podle obr. 27.

Rovnice pifmek BC, AC, AB zapfSeme po fadé ve
tvaru:
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ayx—by =0, kde a} + b} =1; ¢, >0, b, >0, (15)
apx + by =0, kde a2 +5b2=1;a,>0, b,>0, (16)
y = 1.
Kc’)lmice.k. piimce BC, prochizejict bodem { = [&; 7],
ma rovnici
bx— &) + ay—m) = 0. (18)

Pata 2, = [£,; 7,] kolmice z bodu £ = [£; 5] k p¥Hm-
ce BC ma za soufadnice kofeny soustavy rovnic

ax—by =0,

by(x—§) +a(y—mn) =0.
Po jednoduchém vypoltu dostaneme

§ = bl(aln + bl‘E) ) } (19)
m = a,(am + b,§) .

Podobné vypolteme soufadnice paty <, = [&5; 7],
resp. {3 = [&3; 1s] kolmic vedenych z bodu £ = [£; 7]
k pifmce AC, resp. AB:

By = —by(agy— byf) s By = &;
o) B0 @

Nynf musfme vyuzit pfedpokladu, Ze viechny tfi body
L1 K2 Ks leif v piimce. Nejdifve si vyre§fme pripad,
kdy dva z téchto tif bodl splynou. Jestlize napf. £, =
= Z,, pak zfejmé bod < splyne s vrcholem C trojihel-
nfka ABC (nakreslete si sami pifsluiny obrazek). Geo-
metrickému mfstu M tedy patif vrchol C. Podobné se
ukdZe, Ze mu patf{ i daldf dva vrcholy B, 4 daného
trojihelnfka.

MizZeme tedy v dalifm pfedpokladat, Ze viechny tii
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body £;, <» <s jsou navzijem ruzné. Potom majf
piimky £ <3, <3< tytéZz smérnice, tzn.

NM—Ns _ Ne—17"s

61_58 62_58 ’

odtud plyne

(M —m)(E2— &) = (e —m) (& — &) . (21)

Rovnost (21) viak vyjadifuje nutnou a postaéujic{ pod-
minku pro to, aby body <\, <. <, lezely v pimce,
i v pfipadé, Ze nékteré z nich splynou. Kromé toho ma
rovnice (21) i tu vyhodu, Ze nevylutuje pifpady, kdy
piimky <<, <2Ks jsou rovnobéiné s osou y.

Po dosazenf z rovnic (19) a (20) do rovnice (21) po
nékolikeré 1ipravé, s vyuzZitim rovnostf

fa? b2 =1, a2 +b2 =1,
dostaneme tvar
a,85(a20; + a105) E + aya5(ahy + a1b)n? + £(6; —b3) —
— n(aby + ah,) =0. (22)

Koeficienty u kvadratickych élenli se sobé rovnajf
a jsou riizné od nuly (odivodnéte!). Rovnice (22) mize
byt proto rovnic{ kruznice. Aby to byla skute¢né kruz-
nice (a nikoliv pouze bod nebo dokonce mnoZina prazd-
na), musf jf vyhovovat soufadnice alespoii dvou riz-
nych bodi. AvSak podle nasf pfedbézné vivahy jiz vime,
ze geometrickému mistu M patti body 4, B, C. Odtud
tedy dostdviame, Ze rovnice (22) pfedstavuje kruznici K
opsanou trojuhelniku ABC.

Tim je dokazédno, ze M C K.

Necht nyni bod £ = [£; ] nepatif mnoZiné M. Pak
body <, <, K3 neleif v piimce, a tedy neplatf pro jejich
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soufadnice rovnost (21)., Pak viak nemiiZze pro soufad-
nice bodu £ platit ani rovnost (22). To viak znamena,
Ze KCM.

Vysledek. Geometrické misto M je kruznice K opsa-
na trojihelnfku ABC.

Z. fefenf poslednftho pifkladu je vidét, Ze nemusime
vZdy nutné upravovat zfskanou kvadratickou rovnici na
néktery ze zakladnich tvart, které uvadime v kapitole 5.
V nafem piipadé napf. vias provedend synteticka ivaha
nés zachranila od nepfili§ ldkavé dpravy algebraické
rovnice (22). Kromé toho zjiitén{ stfedu a poloméru
kruZnice K by nam neukazalo, Ze jde o kruznici opsanou
trojuhelnfku ABC,

15. P¥iklad. Je dana kruZnice £ se stftedem S a polo-
mérem p. Ve vzdalenosti v (0 < v # p) od stiedu §
je dan bod D. Bod X probfha kruZnici £. Druhy prise-
¢tk pifmky DX s kruZnicf £ je bod Y. Oznaéme { ta-
kovy bod polopifmky DX, pro ktery platf

2 1 1
Dz =~ Dx T DI"

(23)

Vysetiime geometrické misto M boda <.

ReSeni. Vyictiované geometrické misto M je ziejmé
soumérné podle pifimky DS i podle stfedu D. Soustavu
souradnic mizeme tvolit pro v > p podle obrdzku 28a
a pro 0 < v < ¢ podle obrazku 28b.

KruZnice ¥ ma potom rovnici
(x —0)? +0% =%, (24)
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a pifmka DX ma rovnici
xsing—ycosg =0, (0 = ¢ <27). (25)
V tomto pripadé bude vhodnéj’f pouZit polarnf sou-

y

(=, 9]

b

Obr. 28ab
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stavy soufadnic, jejichZ pdl je v bodé D a polarn{ osa
v polopifmce DS. PouZijeme pfevodnich vzorct
x=rcosp, y=rsing, (26)
a rovnici (24) pfepfSeme ve tvaru
(rcos ¢ — v)2 4 r?sin? ¢ = p?,
resp. po vipravé
r?—2rvcosp + 02— =0. (27)

Rovnici (27) vyhovuji oviem i polarn{ soufadnice
bodd X = [ry; @11, ¥ = [re; @.]. Musfme viak rozlifit
dva piipady: a) Bod D lezf vné kruZnice £ (tj. v > 0),
pak bod Y leif na poloptimce DX a je tedy ¢, = ¢,
(obr. 28a). b) Bod D lezf uvniti kruznice £ (fj. 0 <
< v < p), pak bod ¥ leif na polopiimce opaéné
k polopfimce DX. V tom piipadé je ¢, = ¢, — =
(obr. 28b).

Viimnéme si nejdifve prvniho ptfpadu. Cfsla r, =
= DX, r, = DY jsou (kladné) kofeny rovnice

—2mwcosp, +v2—p*=0. (27a)
Pokud je diskriminant
4 = v¥cos?ep, + o — v? = p? — v%sin%e, (28)
nezaporny, jsou kofeny r,, rovnice (27a) rovny

710 = U COS @; VZ— (29)
Diskriminant 4 je nezdporny pravé tehdy, je-li

Isin @,| < % <1. (30)
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Odtud plyne pro ¢, nutnd podminka |p,| < % ,
a tedy cos ¢; > 0. ProtoZe v tomto pifpadé je
‘A < 22cos? ¢, ,

plyne z naSich dvah, Ze oba kofeny (29) jsou, za pted-
pokladu, Ze 4 > 0, kladné. Jsou to proto prvn{ soufad-
nice bodi X a ¥ v soustavé polarnich soufadnic.

Necht je nynf vzdalenost DS = r. Potom z podminky
(23) dostaneme

2 1 1
Sl S T
r r Ts
neboli po dosazenf
1 1

‘llf\?

veosp, + |4 + veos g, — |4
a po tpravé

v? —p® =rvcos ¢,. (31)
Pouzijeme-li opét pfevodnich vzorci (26), miZeme rov-
nici (31) pfepsat v kartézské soustavé souradnic ve tvaru

v:— % = ux,
resp.
% — g?
v

X =

(32)

Dostali jsme tak rovnici piimky. Bez dlouhého pocet-
nfho vysetfovani je viak ziejmé, Ze geometrické misto
M je podmnozinou pouze té &asti P pifmky (32), kterd
lez{ uvnitf hlu uréeného te¢nami z bodu D ke kruZnici
k (obr. 29a). Z podminky (23) kromé toho snadno od-
vodime, Ze
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DX < DZ < DY, resp. DY < DZ < DX.

Nenf{ proto tézké uhodnout, Ze P je vnitfek dsecky, jejiz
krajni body jsou body dotyku T;, T, te¢en kruZnice k
vedenych z bodu D. (Tento odhad snadno dokiZete

pomoci Euklidovy a Pythagorovy véty s uZitim rov-
nosti (32).)
Dutkaz tvrzenf P C M pienechdvame jiz ¢tendfi.

Diéle se budeme zabyvat druhym pipadem (0 <
< v < p). Podobné jako vySe zjistime, Ze ¢&fsla r, =
= DX, r, = DY jsou kladné kofeny rovnic

2 —2mwcos g, +v2—p? =0, (27b)

resp.
F 2rvcosp, - v2—pt =0,
Spole¢ny diskriminant
4 = p?* — v?sin? ¢,
obou rovnic (27b) je vidy kladny. Kofeny rovnic (27b)
jsou
vcos ¢, + VA—, resp. —v cos ¢, + VA_;

kladné z nich jsou pouze kofeny

r, = vcos ¢ + VA_, resp. 1, = —U COS ¢; + VZ

To jsou prvni soufadnice boda X, ¥ (v soustavé polar-
nich soutadnic).

Nyni opét vyuzijeme podminky (23). Po dosazenf za
DZ = r, DY = r, dostaneme

2 1 1

’
r T T,

76



2 1 1
i T 4 —— + — coTTTT T —
4 vcos g, + |4 —vcos, + |4
Po tpravé dojdeme k rovnici
r2(e* — vsin’e,) = (¢® — 7). (33)

Rovnici (33) pfepffeme v kartézské soustavé soutradnic
s uzitim pfevodnich vzorct (26). Po dpravé dostaneme
koneény tvar

%2 P
’éz_vz + '[éz_vz] = 1. (34)
0

ProtozZe je ¢ > v, je 1 p* — v? > 0 a tedy rovnice (34)
je potetnim vyjadrenfm elipsy E se stfedem D a hlavnf
osou v pi{mce DS.

Tim je dokdzéno, ze M C E. Dukaz tvrzenf ECM
pfenechdvdme opét ¢tenafi.

N o N\ =m

Obr. 29ab.
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Vysledek. a) Je-li v > o, je geometrické misto M
vnitfek P usecky 7,7, jejiz krajnf body jsou zaroveri
body dotyku tefen z bodu D ke kruZnici &£ (obr. 29a).

b) Je-li v < g, je geometrické misto M elipsa E se
sttedem D. Daile, jak sami snadno zjistite, jsou hlavnf
vrcholy elipsy E pruse¢iky kruZnice £ s kolmicf { k pifm-

ce DS jdoucf bodem D.
c Excentricita elipsy E je
x=[c.. rovna vyice pravouhlého
k ' 5] trojuhelnfka s pfeponou g
a odvésnou v (obr. 29b).

A P S 8 pitklad, ve kterém s vy-
hodou pouZijeme polar-
nich soufadnic.

16. P¥iklad. Je déina

b kruznice k£ = (S; o) a jejf

O, 39 praumér 4B, Bod X pro-

biha kruZnici k. £ je ta-

kovy bod polopifmky SX,

jehoZ vzdalenost od poc¢atku .S je mensf nez vzdalenost

bodu X od piimky AB. Vy3etiime geometrické misto M
viech bodi <.

ReSeni. Geometrické misto M je soumérné podle
piimky AB i podle osy use¢ky AB. Zvolime proto nej-
dfive kartézskou soustavu soufadnic podle obrazku 30.

Soufadnice bodu X vyjadfime s vyhodou pomoci
smérového uhlu ¢ piimky SX.

é =gcosp, 7, =pgsing. (33)

Zvolme .- nyn{ soustavu poldrnich soufadnic s pdlem §
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a polérnf osou v polopfimce $B. Jsou-li nynf r, ¢ polarnf
soutadnice libovolného bodu { mnoZiny M, pak je

r < |osin ¢|. (36)

Zbyva zjistit, ktery dtvar mé v polirnich soufadnicich
potetn{ vyjadfen{ (36). Pro r = 0 dostaneme pdl S,
ktery tedy patff mnoziné¢ M. MuzZeme tedy v dal3im
predpokladat, Ze je r > 0 a uZit pfevodnich vzorct

r = an +y:, x=rcosq, y =rsin g
k vyjadfeni nerovnosti (36) v kartézské soustavé sou-
Fadnic; dostaneme

I

sz + <o sz +)'

resp. po upravé

2
ﬂ+b—%d <%¢,m092m
(37)

2
xa+[}+%e] <%92, pro y=0.

ProtoZe nerovnosti (37) jsou podetnim vyjadfenfm vniti-
ka U,, U, kruhi dotykajicich se osy X v potatku, je tim
dokézdn vztah M Cc U = U, U U, U {S}.)

Obricené si sami jiZ snadno ovéfite, Ze je splnén vztah

Uucam.

Vysledek. Geometrické misto M tvoif vnitiky U,,
U, dvou kruhi s priméry CS, DS spolu s bodem S, kde
CD je praimér kruznice k kolmy k piimce AB a bod § je
priseénikem praméri AB a CD (obr. 31).2)

1) Zapis (S} znaéi mnoZinu obsahujici jediny bod §.
1) Na obr. 31 si dopliite oznadeni § stfedu kruZnice k.

79



17. Priklad. Jsou da-
ny dvé riznobézky p, ¢

C
X\\\\ s pruse¢tkem R. Na jed-
U né z os riznobézek p, ¢
@ je dan bod D ve vadale-
\\ nosti v (v > 0) od bodu R.
\ Bodem D prochaz{ pffm-
ka d, ktera se kolem néj

Y
%“u 2 olem o

2§ Otaci, Bcv>dy P, Q0 Jsou pri-

k \\ \S se¢fky pFimky d s pfimka-

mi p, ¢. Vysetiime geo-

D metrické misto M viech
Obr. 3i Stf'edlal z l:lSCéek PQ.
ResSeni. Vzhledem

k soumérnosti geometric-
kého mista M podle pfimky DR, zvolime soustavu sou-
fadnic podle obrazku 32.

Obr. 32
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Rovnice pfimek p, ¢, d miiZeme napsat po fadé ve tvaru

Y =ax, (38a)
y = —ax, (38b)
y—uv = kx (38¢)

Je sice pravda, Ze ve tvaru (38c) nemuZeme zapsat
pifmku d v pripadé, Ze splyne s osou y, ale v tomto pi{-
padé body P, Q splynou a nema smyslu mluvit o stiedu
usetky PQ.

Nynf uréfme soufadnice bodd P = [&; 7,], Q =
= [&,; 7.]. ReSenim soustavy slozené z rovnic (38a),
(38c) a soustavy rovnic (38b), (38c) dostaneme (pokud
k| + a)

El = 2 sy T = 2 ’
a—k a—k (39)

—0 av

etk T + k-
Nynf jiz miZeme vypolitat souradnice stredu £ vsetky
PQ:

£a=

kv a?y

fea—E 1Tk (40)

Abychom dostali goéctnf vyjadfen{ mnoziny M, vylou-
me z rovnic (40) parametr k. Pfedné uréfme podil
(zfejmé je n # 0)

f_k
n  a’
Odtud vypotftame k a dosadime do druhé rovnice (40):
a%
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Po jednoduchém vypoltu vyjde
n(n*—a*é* —un) = 0.

Protoze  # 0, muZeme jim kratit a po dalif upravé do-
jit k tvaru
1 2
e [—77
v P vy b
= &
Dostali jsme poletni vyjddfenf hyperboly H. Jak snadno
zjistime, jsou hlavnfmi vrcholy hyperboly H body R, D
a asymptoty jsou rovnobéz-
né s piimkami p, ¢.
Nezapomefime viak, Ze
zhyperboly musfme vylou¢it
bod R. Zjistili jsme tedy,
Z2e geometrické misto M je
dastf utvaru U, ktery se skla-
da ze viech bodi zminéné
hyperboly H s vyjimkou bo-
du R. (Obr. 33.)
Obricenf provedeného

postupu pienechavame ji%
¢tendri.

(41)

Vysledek. Geometrické
misto M je (s vyjimkou jedi-
ného bodu R) hyperbola H
s hlavnimi vrcholy R, D
a asymptotami rovnobézny-
Obr. 33 mi s pfimkami p, g¢.
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23.

24.

25.

26.

27,

28.

29,

Cviceni

Jsou dany dvé rtizné rovnobéiky 4B, ¢. Bod C probihd piim-
ku ¢. Vysetfete geometrické misto M viech pruselika vysek
trojuhelnika ABC.

Jsou dany dvé shodné kruznice K, K, se spole¢tnym bodem do-
tyku 7. Bod X probiha kruznici K;, bod 7 kruZnici K, tak, Ze
thel XTY je pravy. VySetfete geometrické misto M stfedi
& useek XY.

Dvé rovnobézky e, b protini spoleénd kolmice AB (4 je bod
ptimky a, B je bod piimky ). Bod X probih4 pfimku e, bod 7
piimku b a to tak, Ze sou¢in AX.BY je stale roven ¢&islu
k+# 1. Body X, ¥ jsou

a) v téze poloroviné uréené ptimkou 4B,

b) v opaénych polorovinach uréenych piimkou A4B.
Vysetfete geometrické misto M priseciki  pfimek AY, BX.
Jsou diny dva nesoustfedné kruhy K, = (S;; r,), K, = (S,; 75).
Bod X probiha kruh K,, bod ¥ kruh K, tak, fe sou&ct Ghla
815, T, S,5,X je stale roven @. Vysetiete geometrické misto M
stieda { Gsedek X7T.

Jsou dany dvé riznobéiky g, b se spoletnym bodem S. Po
ptimce a se pohybuje bod X a po pfimce b bod 1 tak, Ze troj-
dhelnik X7S ma konstantni obsah P. VySetfete geometrické
misto M stiedt < tseéek XY.

Na obvodu étverce PQRS se pohybuiji stidlou rychlosti tfi body
U, V, W, které rozdéluji obvod tohoto é&tverce na tii stejné&
dlouhé ¢&4sti (lomené &ary). Vysetfete geometrické misto M
té2i8t  viech trojihelnika UVW.

a) Je dana kruznice K = (§; ¢) a bod O ve vzdalenosti o
(0 < v3 g) od stfedu S. Dale je dano ¢&islo a>> 0. Bod X pro-
bih4 kruZnici K. Vy3etfete mnoZinu M viech bodi <, kde £ je
takovy bod polopfimky OX, pro ktery je OX. OZ = a
(Uzijte soustavy polarnich soufadnic!)

b) Reite tutéz dlohu pro ptipad v = g.
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30. Jsou diny dvé riznobézky p, g s priseéikem R. Na ose pfimek
p, ¢ je ddn bod D ve vzdalenosti » (v> 0) od bodu R. Bod P
probihd piimku p; Q je prusetik pfimky DP s piimkou g.

Vy3etiete geometrické misto M priseéikit £ vySek viech troj-
thelnikt PQR.



5. kapitola

PREHLED UZITYCH VYSLEDKU
Z ANALYTICKE GEOMETRIE

[1] Délka Gsecky
Délku usetky s krajnfmi body 4 = [x;; 3], B =
= [x4; »:] potitdme podle vzorce
4B = V( _x2)2+ ()’1 —)’2)2.
[2] Useéka, polopiimka

Necht jsou ddny dva ruzné body A4 = [x;; »,],
B = [x,; ¥,]. Potom bod £ = [£; 5] pati{ tsetce AB
pravé tehdy, kdyz pro jeho soufadnice platf

‘5="1+"("2—"1)’}kd 0o<i<l
7= +Ap—), ev=4=1-

Pritom pro polohu bodu £ platf A = A4B.
Specilné pro stied § = [£,; #,] dse¢ky AB dostaneme
1 1
& =7(x1 + %), M =7(}’1 +7:) .

Bod £ = [&; n] pati{ polopifmce AB privé tehdy,
kdyz pro jeho souradnice platf

f=x +A(x2—x1)a } kd <)
n=n+i0i—2), J K¢ 04

Pro polohu bodu £ pfitom plati AL = 1.4B.
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[3] PF¥imka
Smérnicoyy tvar rovnice pi{mky riaznobéiné s osou y je

_y=kx-|—q,

kde £ je tangens smérového thlu ¢(k = tg ¢).
Obecny tvar rovnice pi{mky je

ax + by +¢ =0,
pfitom ¢fsla a, b nejsou zaroveil rovna nule.

Vyjédrenf pifmky pomoct tzv. smérovych sinit a kosind
(tj. pomocf sint a kosind smérového dhlu ¢} je

xsinpg—ycosp +¢=0,
Pimka urlend dvéma riznymi body A = [x;; »,], B =
= [x4; y,] mé& poletnf vyjadien{
=2 (x—x) — (51— %) () —0n) = 0.
Tento tvar ma oproti ¢asto uZfvanému smérnicovému

tvaru tu vyhodu, Ze zahrnuje i pif{fmky rovnobéiné
s osou .

[4] Polorovina
»,Horn{‘‘ polorovina urtend pfimkou o rovnici
ax +by +c =0, kde a>0, b >0,
ma pocetn{ vyjadfen{
ax +byp+¢=0.
»Horn{** polorovina urtena pfimkou o rovnici
ax—by +¢ =0, kde a>0, 6 >0,
ma pocetn{ vyjadien{
ax—by +¢<0.



Pro piisluiné ,,dolnf{* poloroviny platf obricené ne-
rovnosti.

[5] Vzdailenost bodu a p¥imky

Vzdélenost » bodu 4 = [x,; y,] od pfimky, kterd mé
rovnici

ax + by + ¢ =0, (1)
se vypoctte podle vzorce
_lﬁx_lw_‘l_ (2)
Va2 + b2
Jestlize pro koeficienty rovnice (1) platf
a2+ b =1,

maé vzorec {2) tvar
0 = |ax, + by, + ¢l.
[6] KruZnice

KruzZnice £ se sttedem §' = [m; n] a s polomérem r méd
rovnici

(x—m)2 + (y—n)2 =12,
Vnitfek, resp. vnéjfek kruZnice k¥ ma poletnf vyjadien{
(x—m)t + (G —n)? <7,
resp.
(x—m)® + (y—n)2 >12,
(x—mEt 4+ (p—n)?=0

je poletnfm vyjadfenfm jediného bodu § = [m; n].
Nerovnost

Rovnice

(x—m)® + (y—n)* <0
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piedstavuje mnoZinu priazdnou (tj. nen{ poletnfm vy-
Jadfenfm Zadného bodu).

[7] Parabola
Rovnice
(—n? =4p(x—m), kde p#0,  (3)
je poletnim vyjadienfm paraboly P, s vrcholem V, =
= [m; n} a ohniskem F, = [m + p; n].
Rovnice
(x—m) —4p(y—n), kde p=#0, (4)

je potetnim vyjaddfenim paraboly P, s vrcholem V, =
= [m; n] a ohniskem F, = [m; n + p].
Vnéjsek paraboly P, ma poletnf vyjadrenf

(y—n)2>4p(x—m) pro p>0
(y —n)? < 4p(x—m) pro p <0.
Vnéjsek paraboly P, ma poletn{ vyjadieni
(x —m):>4p(y—n) pro p>0
(y—n)? <4p(x—m) prop <0.
Pro wvnitiky parabol P,, P, plati obricené nerovnosti.
[8] Elipsa
Rovnice

(x—m)z—k(},-—n)SI l1; (>0, 6>0)

a? b? B

je potetnim vyjddienim elipsy E se stfedem § = [m; n]
a vrcholy 4,,, = [m + a; n], By, = [m; n+ b].
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Excentricita (tj. vzdalenost ohnisek elipsy E od jejtho
sttedu S) je

e = |/[a¥—87[.
Vnittek, resp. vnéjSek elipsy E ma poletni{ vyjadient
—m)? — )
(x m) + (y n) < l s

a’ b®
resp.
x—m)?  (y—n)?
2 T 7 5 ) >1.
[9] Hyperbola
Rovnice

J— 2 —n)2
i az"’) _L bz") =1; (¢>0, 6>0)

je poletnim vyjidifenfm hyperboly H, se sttedem S =
= [m; n], hlavnimi vrcholy A4,,, =[m +a; n] a
asymptotami '

b
y—n=Fx—_—(x—m).
Rovnice
Gom? 0=t 15 @>0, 550

je potetnfm vyjddfenim hyperboly H, se sttedem § =
= [m; =n], hlavnimi vrcholy B,,, = [m; n 4+ 5] a
asymptotami

v—n =:1:%(x—m) .



Obé hyperboly H,, H, majf stejnou excentricitu
e V@ T
Vnéjsek hyperboly Hy, resp. hyperboly H, ma poletnf
vyjadfen{
(x—m)?®  (—n)?

o X <1,

resp.

(f“—azm)2 B ()’;")2 -_1.

Vnitfky hyperbol H, a H, vyhovujf obricenym nerov-
nostem.

[10] Soustava polarnich soufadnic

Zvolme v roviné dva ruzné body P, J. Témito body
je urlena tzv. soustava polarnich soufadnic, kterd ma
pol v bodé P, polarni osu v polopifmce Pf a jed-
notkovou usec¢ku PJ.

Je-li bod 4 # P, pak pro jeho polarn{ soufadnice
[r; @] plati (obr. 34):

a) pront soutadnice r je délka dsetky AP pii zvolené
jednotkové uselce PJ;

y

rsing [T T A A=[xy]

A=[p. l

[r:g] - |

r - |

|
y g o/ A N

P J P ~ reosy
Obr. 34 Obr. 35



b) drukd soufadnice ¢ je velikost orientovaného thlu

PA.
7 Je-li A = P, pak bod 4 ma prvn{ soufadnici r = 0;
jeho druha soufadnice se nezavadi.

Obracené kazdé dvojici redlnych ¢&fsel [r; ¢], kde
r > 0, odpovida v roviné se zavedenou soustavou polar-
nich soufadnic jediny bod 4 = [r; ¢].

[11] Transformaéni rovnmice

pro prevod kartézské soustavy soufadnic v polarnf sou-
stavu souradnic a obracené.

Necht podatek kartézské soustavy soufadnic splyne
s p6lem poldrn{ soustavy soufadnic a nezdporna ¢ast
osy x splyne s polarnf osou (obr. 35).

Pro pfevod mezi kartézskymi a polarnfmi soufadni-
cemi uzfviame vzorca

x=rcosp, y=rsing,
resp.

r =V 52, sinq)=—l———, COS(}J=T]-_—ixT—2_-.
X Ty
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VYSLEDKY CVICENI

2. kapitola

1. a) Viechny uset¢ky VZ jsou navzijem shodné a plati V<=
1
= 24E, kde E je vrchol rovnobéiniku BCDE. Je-li AE < 7 d,

1
je geometrickym mifstem M celd rovina. Je-li AE = Td’ je

geometrické misto M mnoZina prazdna (neobsahuje Zadny

bod).
1
b) Geometrické misto M je vnitfek kruhu & = [S;—z—d], kde

§ je stfed libovolné dseiky spojujici krajni body pkisluiné lo-
mené &ary.

1
2. a) Je-li p= + (2k* — AB?*) > 0, je geometrickym mistem M
kruznice U= (T; Jfo) , kde T je stied tseky AB. Je-li g = O,

je geometrickym mistem M jediny bod 7. Je-li p < O, je geo-
metrické misto M mnoZina prazdna. b) Pro dané tfi body A4,

1
B, C dostavame: Je-li g = T [3k* — (4B"+ AC*+ BC%]> 0,
Jje geometrickym mistem M kruZnice U= (T; V_;) , kde T je
té€2idt& trojuhelnika ABC. Je-li p = 0, je geometrickym mistem

jediné bod T, je-li ¢ < 0, je geometrickym mistem mnoZina
prdzdna. Pro dané ¢&tyfi body 4, B, C, D dostivame: Je-li

1
=15 [4k* — (4B* + AC*+ AD® + BG*+ BD? + CD%] >0,



je geometrickym mistem krufnice U= (T; Vg ), kde T je
téZistém &tvefice bodt 4, B, C, D (tzn. T je stied usetky spo-
Jjujici stiedy usecek AB, CD). Je-li ¢ = 0, je geometrickym
mistem jediny bod T a je-li ¢ < 0, je geometrické misto mno-
Zina prazdna.

. Tzv. Apolloniova kruZnice, tj. kruZnice opsand nad primérem
CD, kde C a D jsou body pfimky 4B, pro které plati: AC :
:BC=AD : BD = k.

.Jeli X PRQ> -;—, je geometrické misto mnozina prazdna.
Jeli X PRQ = % , je geometrické misto jediny bod S, &tvrty

vrchol rovnob&znika PRQS. Je-li & PRQ < —;— , je geometrické

misto M kruZnice U = (§; o), kde o = VZRP .RV,V je pata
vyiky vedené z bodu Q na stranu RP.

. Za piedpokladu, Ze paprsek se odrazil postupné od sté¢n urde-
nych piimkami 4B, BC, CA, je padorysem geometrického
mista spole¢na &ast vnitiku trojihelnika ABC a rovnobézky p
se stranou BC ve vzdalenosti v= 5 [V7—— V3 ] = 4,57 metri
od vrcholu 4.°

. Elipsa s osami 0, a 0,, délkou hlavni poloosy 24 a délkou
vedlejii poloosy d.

. Geometrické misto M je prinik dvou mno%in U, a U,, které
popiSeme kafdou zvlast. Oznalme § priselik uhloptitek AC

-a BD. Je-li. g, = 2(DS?* — A5*) > 0, je U, vnéjick kruhu
k= (E; VQ_,), kde E je bod soumérné sdrufeny podle stfedu §
s vrcholem A. Je-li g, = 0, je U, cela rovina s vyjimkou bodu E
a koneéné, je-li g, < 0, je U, celd rovina bez vyjimky. Je-li
0 = 2(DS* — CS?) > 0, je U, vnitfek kruhu k, = (F; |/e,), kde
F je bod soumérn& sdruzeny podle stiedu § s vrcholem C.
Je-li g, £ 0, je Uy mnoZina prazdna.
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8.

12.

13.

Geometrické misto M je krati{ oblouk 4B kruinice opsané
trojihelniku ABC.

3. kapitola

. Ozna¢me o kolmici vedenou z bodu D na piimku p a 4,, d,

rovnobézky s pfimkou p ve vzdilenosti k; pfitom oznaéeni
volme tak, aby pfimka d; leZela v poloroviné pD. Je-li v> &,
sklada se geometrické misto M z parabol P, P, se spoleénym
ohniskem D a fidicimi pfimkami d,, d,. Je-li v = k, sklada se
g. m. M z paraboly P, s ohniskem D a fidici pfimkou d, a z téch
boda pfimky o, které neleZi ,,mezi‘‘ bodem D a piimkou p.
Je-li v< k, skldda se g. m. M z té &asti paraboly P,, kterd
nalezi poloroviné pd, a z té &asti paraboly P,, kterd naleZi
poloroviné pD.

. Oznatme P patu kolmice vedené z bodu D na ptimku p a §

stied tsecky PD. Je.li v* = 2k, je geometrické misto M mno-
zina prazdna. Je-li v*< 2k, je g. m. M vnitick U elipsy se
sttedem v bodé S, s hlavnl osou délky VZ (2/: — v)? rovnobé&z-

. Oznaéme P parabolu s ohniskem D a Fidici pnmkou p. Geo-

metrické misto M se skldd4d ze dvou shodnych parabol P,, P,,
které vzniknou z paraboly P posunutim ve sméru jeji osy v obou

k
smyslech o vzdilenost 5

Necht kaZdy vrchol obdélniku ABCD le%i na jedné z ptimek
a, b a ma od zbylé pfimky vzdilenost k. Geometrické misto M
se pak skldd4 z celé roviny s vyj mkou vnittkil dvou past rov-
nob&zek AB, CD a BC, AD.

Geometrické misto M tvoti shodné rovnoosé hyperboly, s dél-
kou hlavni poloosy (k sin a)~" a a s asymptotami splyvajicimi
s osami ruznobézek a, b.



14. Geometrické misto M je kruZnice se sttedem O na polopfimce

16.

17.

18.

19.

SA ve vzdalenosti a(k®+ 1) (k* — 1)~! od polatku S a s polo-
mérem 2ak(k? — 1)1,

2
. Jelli k £ —, je geometrické misto M mnoZina prazdna. Je-li
a!

2
k> —-, je geometrické misto M hyperbola se sttedem v bodé
a

S, s vedlej§i osou délky 2a splyvajici s pfimkou 4B a hlavni
osou délky a |/2 (ke — 2)=".

Oznaé¢me H,, H, hyperboly se spoleénymi asymptotami a, ¥
a excentricitou (vzdidlenost ohniska od stfedu hyperboly)

2(!: . V sin a )“. Kazdou vétev téchto dvou hyperbol posufime
ve sméru hlavni osy piisluiné hyperboly od pruse¢iku P raz-
nobézek @, b o pfisluinou délku hlavni poloosy. Viechny &ty
posunuté vétve hyperbol tvofi dohromady geometrické misto M.
Geometrické misto M je bud mnoZina priazdna, nebo bod, nebo
usetka anebo uzaviena lomena €ara maximélné se Sesti vrcholy
umisténymi po dvou na ka?dé z ptimek 4B, AC, BC (né&které
z téchto vrcholi mohou pfipadné splynout). Vrcholy na pfimce
AB muiZeme sestrojit napk. takto: Sestrojime geometrické misto
M’ viech bodt £, které maji od pfimek BC, AC stily soucet
vzdalenosti rovny £ (viz ptiklad 6 na str. 32). Spole¢né body
geometrického mista M’ a piimky AB vy&erpavaji viechny
body geometrického mista M, leZici na pfimce AB.
Geometrické misto M se skldd4d z vnitfku t¥f trojihelniky, je-
jich? jeden vrchol je vidy priseéik osy vnitfniho thlu s pro-
t&3i stranou a dali dva vrcholy jsou prisedtky os vnéjSich
Ghld pEi zbyvajicich vrcholech s ptimkami obsahujicimi pro-
téj§i strany.

Geometrické misto M je elipsa E, jejiz hlavni osa splyva
s ptimkou o, stfed § leZi na poloptimce VD ve vzdalenosti
vecos—? @ od potitku V, jeji délky poloos jsou vsin @ cos™? g,
vsin g cos™2 @ (1 + cos? @)~
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20.

21.

22.

23.

24.

25.

Je-li ¢ = 45°, pak je geometrické misto M osa usetky DV
s vyjimkou jejich prasedika s piimkami V4, VB. Je-li p # 45°,
pak je geometrické misto M rovnoosa hyperbola H (bez pra-
setikt s pfimkami VA, VB), jejiz hlavni osa splyva s pfimkou
0, stted S ma od bodu V vzdalenost |v cos™! 2¢ | a délky obou
poloos jsou |v V2—sin @ cos™ 2¢ |. Pkitom pro ¢ < 45° leii
bod § na poloptimce VD a pro ¢ > 45° na polopfimce k nf
opacné.

Geometrické misto M je hyperbola H, kterdA mi jedno ohnisko
v bod& D, hlavni osa délky ku(k? — 1)1 je kolma k pfimce p,
stfed hyperboly leZi v poloroviné pD ve vzdalenosti k% (k — 1)1
od piimky p.

Necht ABCD je rovnobéznik. H, znadi hyperbolu se stiedem
D, asymptotami BD, CD, hlavni osou AD a déilkou hlavni
poloosya=vV2 (v je vy3ka trojuhelnika ABC). H,, H, jsou
hyperboly, které vzniknou oto¢enim hyperboly H, kolem té&-
%i3té trojuhelnika ABC o dhly 120° a —120°. Geometrické
misto M je spolcéna €ast vnéjska hyperbol H,, H,, H, a troj-
thelnika ABC; je to ,,hvperbolicky trojihelnik‘‘ s vrcholy ve
stfedech stran trojuhelnika ABC.

4. kapitola

Geometrické misto M je parabola P, jejiZ osa splyva s osou
Gsecky 4B, vrchol V je prusetik vyiek rovnoramenného troj-
thelnika ABC. Parabola P prochézi body 4, B. ’ '
Geometrické misto M je kruZnice K, shodna s kruznicemi K,,
K, se sttedem T, s vyjimkou stfedu S, S, kruZnic K,, K,.

a) Geometrické misto M je s vyjimkou bodia 4, B elipsa E
s hlavnimi vrcholy 4, B a vedlejii osou délky Vk.

b) Geometrické misto M je s vyjimkou bodu 4, B hyperbola H

s hlavnimi vrcholy 4, B a vedlejsi osou délky Vk_ .



26.

27.

28.

29.

30.

Geometrické misto M je kruh K, jehoZ stfed S splyva se stie-
1 ;
dem uset¢ky §,S, a polomér je r= > (r1 + ro). Vyjimku tvoFi

bod S, ktery geometrickému mistu M nepatki.

Geometrické misto M tvoii dvé hyperboly H,, H, s asympto-
tami g, b a excentricitou ¢ = V2P sin " ¢, kde ¢ je odchylka
piimek a, b.

Geometrické misto M je obvod O &tverce P'Q’R’'S’, ktery je
stejnolehly se &tvercem PQRS se stfedem stejnolehlosti v pri-
se¢iku uhlopriéek PR, QS a koeficientem stejnolehlosti k = 1/9.
a) Geometrické misto M je kruzmce L se stfedem C na polo-
ptimce opalné k polopiimce 0S." Pitom je 0C= a*(v* —
— p*)~1 a polomér kruznice L je a% (v2 — %)~

b) Geometrické misto M je kolmice P k pfimce OS. Jeji pra-
setik C s polopfimkou OS ma& od bodu O vzdalenost

1
— (e*—20).
% (a o)

Geometrické misto M je hyperbola H s vrcholy R, V (V je
pruseéik vySek rovnoramenného trojihelnika PQR) a asympto-
tami kolmymi k ptimkam p, ¢
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