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MILI PRATELE,

dostdvdte dal¥i svazek své kniznice ,,Skola mladych mate-
matikd*. Je vénovdn feSeni konstruktivnich siloh pomoct shod-
nych zobrazent.

Zdkladni znalosti o shodnych zobrazenich jste ziskali bé-
hem Skolntho vyucovdni, kde jste také ¥eSili nékteré dlohy.
Radu zajimavych iloh, jejich% ¥eient se opfrd o vlastnosti
zobrazent, jste jisté nash 1 v populdrni matematické litera-
tufe.

V tomto spisku si nejprve uvedeme nékolik iiloh, na kterych
pozndme souvislost FeSeni konstruktivnich dloh s otdzkami
praktického Zivota. V této Cdsti nebudeme provddét podrobnd
feSent. Druhd kapitola je vénovdna zopakovdni a doplnéni né-
kterych poymu tykajicich se shodnych zobrazeni. Zavedeme si
také vhodnou symboliku. V kasdé z dalsich Cty¥ kapitol je
ukdzdno FeSent ndkolika typi viloh pomoct jednotlivych druhi
shodnych zobrazeni. Releni nkterych dloh jsou podrobnd;
naulte se podle nich formulovat svd FeSeni konstruktivnich
uloh.

Nevadl, piectete-li brofuru nejprve jen letmo. Nespokojujte
se viak pouze s tim. Pokud je v textu za nékterou ulohou uve-
dena uloha podobnd, roz¥este si ji hned. Zapamatujete si tak
nejlépe to, nal byl kladen diiraz v iloze predchdzejici. Né-
které problémy nejsou umysing feSeny podrobné, zamyslete se
nad nimi hloub&ji. Vypracujte si a zapiste vSechny fdze ¥eSend
tiloh ve cvidenich, navyknete si tak psdt prehledné feSent sou-
téZnich uloh Matematické olympiddy.



Dékuji recenzentim Dr. Karlu Culikovi a Frantitku Hra-
deckému za pripominky, kterymi pFispéli ke zlepSent textu.
Dékuji ddle doc. Janu Vysinovi za pokyny tykajict se celko-
vého zpisobu zpracovdni tématu a za pFipominky ke koneiné
tupravé textu. 5.



I. &dst

NEKOLIK GLOH
UVODEM

Ve Skole se ulite FeSit konstruktivni tlohy. Jsou to ty
dlohy, jeZ vyZaduji sestrojeni jistého tutvaru, ktery vyho-
vuje danym podmink4m. ReSeni tilohy zpravidla zakonu-
jete grafickym sestrojenim hledaného utvaru. Uvédomili
jste si viak, Ze v praktickém Zivot€ nebyva cilem jen na-
kresleni hledaného titvaru, ale pfedevsim zjiSténi jeho roz-
méra a polohy? Proto také praktik potiebuje feSeni kon-
struktivni Glohy pfedeviim tehdy, chce-li bez nikladného
nebo zdlouhavého experimentovini zjistit rozméry a po-
lohu t&lesa, které je tfeba umistit podle danych podminek.
Vezméme si ptiklad, ve kterém jde o zji$t€ni délky cesty.

Uloha 1. Firka s Milanem se vypravili na vylet. Do stanice
A jeli viakem, od ni se vydali péSky piimo k rozhledné na
obzoru. SIi dlouho lesem. Kdy# vysli z lesa ven, vidéli, 3e se
Sene boufe. Chtéli se vrdtit, ale Clovék, kterého potkali, jim
ukdzal smér do vesnice B, kam je o t¥i kilometry blife nez na
stanict A. Pred vesnici si Milan v$iml smérové rabule, na ni%
bylo uddno, Ze vzddlenost z B do A je osm kilometri. Zpdtky
na stanici A se svezli autobusem po primé silnici. Doma se
nemohli dohodnout, kolik kilometri vlastné usli. Jak byste je
rozsoudsli, kdybyste odhadli, Ze jejich cesta od stanice A
k rozhledné se odchylovala od piimé silnice z A do B o0 30°?

Jist& vis napadne nakreslit si ve zvoleném méfitku pla-
nek. Dospéjete asi k obr. 1a, kde « oznacuje hel o velikosti
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30°. NemiiZete viak zakreslit bod X, ktery by odpovidal
mistu, v némZ zmé&nili smér. Pfitom je nutné znit bod X,
chceme-li odméfit z niértku délku useéek AX, XB. Mu-
sime tedy feSit ulohu na sestrojeni trojihelnfka ABX. Co
o ném vime? Je zfejmé& AB =8, a = 30°, AX — BX =
= 3.*) Formulujme si pkisluSnou geometrickou ulohu:

Obr.1a,b,c

Sestrojte trojihelntk ABX, je-Ii ddno AB = 8, < BAX =
= 30°, AX — BX=3.

Je tedy ddna velikost strany, hlu k nf pfilehlého a roz-
dilu dvou dalSich stran trojihelnika. Postupujme tak, jak
jste zvykli FeSit konstruktivni Glohu. Nakresleme si libo-
volny trojihelnik ABX (obr. 1b). Vyzna¢me si v n¥m na
polopfimce AX tuse¢ku AB’ = AX — BX. Trojihelnik
ABB’ Ize sestrojit, protoZe znidme jeho tthel BAB’ a strany
leZici na jeho ramenech. Jak sestrojime bod X, stfed otaCeni,
které pfevedlo bod B v bod B’'? Zfejmé jako prisetik osy
useCky BB’ a pfimky 4AB'. Provedte si konstrukci bodu X
sami a rozhodnéte spor Jirky s Milanem,

*) Nékoho z vis moZné napadlo, Ze je vhodné uit hyperboly
s ohnisky A4, B. Je to moZné, ale mélo pfesné a zdlouhavé.
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ProtoZe tloha je vzata ze skuteénosti, kde misto X oprav-
du existovalo, m4 jist& feSeni. Dosahli jsme cile, pokud jde
o zodpovézeni otdzky v tloze. Zamysleme se viak nad ma-
tematickou dlohou, ke které jsme dosli. Co myslite, mi
tloha vZdy feSeni, at zvolime usecky AB, AX—BX a tihel
o jakkoliv ?

Provedeme diskusi, feknete si jist&. Sestrojeni trojiihel-
niku ABB’ je jednoznalné*) a vidy mozné. Osu o usecky
BB’ 1ze jisté také sestrojit jednoznacné. Nejista je pouze
existence bodu X. Pfimka o protne pfimku AB’ vidy,
pokud neni BB’ | AB’,tj. AB’ = AB.cos a. Je-li AB'
+ AB.cos a, existuje vidy pravé jeden prusetik X p¥imek
oa AB'.

Na obr. 1cje zobrazen trojihelnik ABX sestrojeny podle
postupu, ktery jsme odvodili. Je zfejmé < BAX = a, AB
ma danou velikost, ale tsetka 4B’ neni rozdilem uselek
AX, BX, ale jejich soutem. Sestrojili jsme sice rrojuhelnik
ABX, ale ten nemd poZadované viastnosti.

Na co jsme zapomnéli pfi feSeni ? Vynechali jsme zFejmé&
dikaz spravnosti konstrukce. Vidite, jak o$idnd miiZe byt
frize ,,dikaz plyne z rozboru“! Budte si védomi toho, Ze
dikaz sprdvnosti konstrukce je ve skuteCnosti nejdileZi-
t&j81 Casti feSeni. Ovéfuje, Ze konstrukce, kterou jsme od-
hadli podle rozboru, vede k cili, tj. sestrojeni titvaru, ktery
mé poZadované vlastnosti. Je obdobou zkousky, kterou
provadite pfi feSeni algebraickych uloh.

Vratme se k obr. 1b, c. K tomu, aby dsecka 4B’ byla
shodni s rozdilem AX—BX, je zfejmé& nezbytné, aby bod
X lezel za bodem B’ na polopfimce AB’. Zduvodnéte, Ze
tento pfipad nastane pravé tehdy, kdyZ je thel AB’'B tupy,
tj. AX—BX < AB cos a.

*) Trojihelnfkd ABB’ Ize sestrojit nckoneéné mnoho, jsou viak
viechny navzdjem shodné.



Rozfeite samostatné podle poznatkii z feSeni tlohy
1 nésledujici Glohu.

Uloha 2. Letadlo ptelétlo z letisté A na letisté B lestct
200 km severndji. Pilot zmémil smér letu pouze jednou,
2 letist® A letél po polopiimee svirajict s polopitmkou AB
tthel o velikosti a. Podle spotieby pohomnych hmot bylo
zfisténo, Ze uletél 300 km. Zjistéte vzddlenost letist A, B od
mista X, nad kterym letadlo zménilo smér letu,

Uloha vede zfejme ke konstrukci trojihelnika ABX, je-li
zniama jeho strana AB, <¢ XAB = « a soucet usefek AX,
BX. Zakreslete si pro zajimavost na svém nacrtku nékolik
bodi X, nabyvi-li « riznych hodnot.

UkaZme si nyni, Ze je uZitetné pokusit se pfi feSeni geo-
metrické dlohy o nalezeni praktického problému, ktery
vede k uvaZované uloze.

Uloha 3. Fsou ddny tiselky p, v. a kel a. Sestrojte troj-
tthelnik ABC, pro ktery plati: AB + BC + CA = p,
X BAC = «, vzddlenost bodu C od primky AB je rovna v..

Resent ilohy mo¥néd znite, Provadi se obvykle tak, e se
tseCky AC, BC otoéi do poloh AC’, BC"' na pfimce AB




(obr. 2). V trojihelniku CC'C” je C' C”" = p, X CC'C" =
= g , jeho vyska je rovna v.. Tento trojihelnik dovedete

sestrojit; body 4, B pak zjistite pomoci os usetek CC’,

cc”.

JestliZe se viak nepustite jhned do mechanického feseni
ulohy, ale pfedstavite si, kdy by bylo tfeba takovou lohu
Fesit, pHjdete na jednodussi feseni.

Takovym problémem by bylo postaveni tro;ﬁheln.ikové
ohridky, maéte-li k dispozici prkno, které je tfeba rozfezat

na takové tfi dily, aby kaZ-
dy z nich byl stranou troj-
thelnika s prvky «, 9.
V praxi bychom si jist&
nejprve vytyCili thel « a
na jeho rameni bod C, kte-
ry ma od druhého ramene
vzdailenost v.. Vidite, Ze
tim mdte vyznalenu stra-
nu AC, odfiznéte ji z prk-
na. Nyni zbyvd problém
jednodussi: sestrojte troj-
tthelnik ABC, zndte-li jeho
stranu b = AC, thel « a
usecku shodnou se soultem
dvou zbyvajicich stran. Tu-
to ulohu jiz umite Fesit
(tiloha 2).

Provedte si uplné feSe-
ni tlohy; vite, Ze tloha 2
skryva tskali v dikazu
konstrukce, Z tlohy 3 si
muZete odnést pouceni, Ze
byvd mnohdy uZitetné
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umistit pfi feSenf nepolohovych tloh thel. Vyhnete se tak
jeho sestrojovani v pribéhu konstrukce, ¢asto 1 zjednodusite
feSeni.

V dlohdch 1 aZ 3 jsme pouZivali zobrazeni jen mini-
malné. UkaZme si nyni dvé& dlohy, ve kterych ma zobrazeni
podstamy vyznam.

‘Uloha 4. V uzaviené sklenéné skiini, kterd md tvar pil-
vdlce (obr. 3), je na stojanu zavéseno matematické kyvadio.
Bod zdvésu kyvadla je nad bodem Z, podlahy skiiné, Sta-
novte rovinu, v ni se kyvadlo pohybuje v pripadé, e se
hmotny bod v krajnich polohdch kyvu dorykd sién sk¥iné.*)

Resent. Sestrojme si ptdorys sk¥iné a v ném vyznatme
kolmy primét Z, bodu zivésu kyvadla do roviny podlahy
(obr. 4). Polohy hmotného bodu B pfi maximalnich vy-
chylkich oznatme A, 4’ jejich priméty 4,, A’;. Je zfejmé
Z, A, = Z, A'\. ReSeni nasi ulohy vyZaduje feseni této
geometrické tlohy:

Je ddn pulkruh a jeho vniténi bod Z,. Sestrojte tisecku
A, A’ tak, aby bod Z, byl jejim stiedem a body A,, A, le-
Zely na obvodu pilkruhu.

//""\\\\A1 X1
7/

, /\N/\ J
f ' x
l___,_/__

X A',
Obr. 4

*) Hmotny bod se neodrd2i od stén, ale vraci se od nich samovolng
po dotyku bez rizu.
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Jak by postupoval praktik, ktery by se nechtél ,,zdrZo-
vat” geometrickym feSenim? Nepochybné by zkousel,
odhadl by pEibliznou polohu hledané roviny kyvu, rozkyval
kyvadlo a sledoval, zda se hmotny bod dotkne stén. Myslite,
Ze to je opravdu nejlepsi metoda? Vzhledem k moZnosti
rozbiti skla jisté neni nejvhodnéjsi,

Pfi geometrickém feSeni mliZeme také zalit experimen-
tem. Zvolme bod X, obvodu pilkruhu, povaZujme jej za
pudorys krajni polohy hmotného bodu B a pfifadme mu
bod X', soumérné sdruZeny s bodem X podle stfedu Z,.
Na obr. 4 jsou pfifazeny timto zptlisobem soumérné sdru-
Zené body vétSimu poctu neoznaenych bodit obvodu
kruhu. Co vytvireji tyto soumérné sdruzené body ? Vite, Ze
to je opét obvod pulkruhu shodného s ptivodnim, protoZe
popsanym piifazenim sestrojujeme vlastné obraz daného
pulkruhu v soumérnosti podle stiedu Z;.

Obraz obvodu pilkruhu muZete snadno sestrojit, zobra-
zite-li nejprve stfed kruhu a koncovy bod jeho priméru.
Hledany bod A’, je spoletnym bodem obvodu kruhu
a jeho obrazu v soumérnosti podle stfedu Z;. Dokoncete
sami feSeni, nezapomente na dikaz spravnosti konstrukce.
O jakou vlastmost stfedové soumérnosti se tento diikaz
opird? Kolik miize mit loha feSeni?

Pti feSeni geometrické ulohy vyvozené z tlohy 4 bylo
tfeba sestrojit dva neznamé body 4,, 4,’. Vyuzili jsme
piedpisu, ktery pfifazuje neznimému bodu 4, neznimy
bod A’,. Na fadé¢ uloh poznite, Ze tohoto obratu uZivime
velmi Casto.

Dal§im typem tloh, pii jejichZ feSeni je vhodné uiit
zobrazeni, jsou tlohy na vySetfeni geometrickych mist
bodi. Takovy postup je pfirozeny zvlisté v téch pfipadech,
kdy pfedpis, podle kterého muZeme sestrojit kazdy bod
hledané mnoZiny, je jednoduchy a predstavuje zndmé
zobrazeni.
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Uloha 5. e dina mnoZina Ervercit XY ZU, jeZ maji spo-
leény stied S a jejichs vrchol X probihd danou primku. Vy-
Setfete, které utvary jsou mnoZinami bodu Y, Z, U.

Na obr. 5 jsou nakresleny tfi {tverce dané mnoZiny,
smysl obihidni vrchola X, Y, Z, U je vidy kladny. Nedi-
vejte se jen na hotovy obrézek, ale sestrojte si také né&kolik
¢verctt. Uvédomite si jisté, Ze kdyZ zvolite bod X na p,
sestrojite vidy bod Z jako bod stfedové soumérny s X
podle S. KaZdému vrcholu X &tverce lze proto pfifadit
bod Z jako obraz bodu X ve stfedové soumérnost. Z toho
plyne, Ze kazdy bod Z leZi na piimce z soumérné sdruZené
s pfimkou p podle stfedu S. KaZdy bod pfimky =z je také
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vrcholem ¢&tverce, jehoZ protéjsi vrchol leZi na p. Plati
proto, Ze mnoZinou bodil Z je pFimka z | p.

Jak pfifadime bodu X vrchol Y pfislu$ného &tverce?
Ztejmé oto¢ime bod X kolem S o 90° v kladném smyslu.
Z vlastnosti otiCeni plyne, Ze mnoginou bodi Y je piimka y
kolmd k p. Obdobné stanovime mnoZinu bodu U jako
obraz piimky p v otoCeni 0 90° v zépomém smyshu. PHimky
P, s 2, 4 jsou na obr. 5 vyrazné vytaZeny.

Pfi feSeni 1iloh 4 a 5 jsme se pf&védélh Ze je vhodné vy-
hleddvat takové vztahy mezi vyznaénymi body tvard,
které lze chapat jako disledek jistého zobrazeni. Takovy
pfistup k feSeni tloh odpovidd modernimu pojeti geo-
metrie jako védy zkoumajici, které vlastnosti vitvaru se
neméni pH urditych druzich transformaci (zobrazeni).

Cvideni

1. Sestrojte trojihelnik ABC, je-li ddna velikost jeho hlu
B, visky va a souttu BC 4+ CS + SA tselek trojihelnika
(bod S je stfedem strany AB).
2. Zvolte si v uloze 4 skfifl ve tvaru kvadru a feSte stejnou
ulohu.
3. Je dina mnoZina pravidelnych Sestitihelniki ABCDEF
se spole¢nym vrcholem A. Vime, Z¢ mnoZinou bodu C je
kruZnice neprochizejici bodem A. Vy3etfete, které utvary
jsou mnoZinami vrcholti B, D, E, F Sestithelniki.
[Popiste predpisy, podle kterych sestrojite jednotlivé
vrcholy Sestidhelnika, znite-li jeho vrchol 4 a zvolite-li
jeho vrchol C na dané kruZnici. UZijte také otoCeni a stejno-
lehlosti.]
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2. &st

SHODNA ZOBRAZEN{
V ROVINE

V tlohich minulé kapitoly jsme pouZili stfedové sou-
mérnosti a otoleni. Znte jisté 1 dal$i shodné zobrazeni —
identitu,*) osovou soumémost a posunuti. Dfive neZ bu-
deme fesit pomoci kaZdého druhu shodnosti urdité typy
dloh, probereme si n&které jejich spole¢né vlastnosti.

X’

N\

Obr. 6

Shodné zobrazeni v rovin€ budeme oznalovat velkym
polotu¢nym pismenem Z (v rukopise piSte velké psaci
»zet). Skutecnost, Ze zobrazeni pfifazuje bodu X bod X’

*) Identitou (totoZnosti) rozumime takové zobrazen{ v roviné, které
plifazuje kaZdému bodu roviny tyZ bod. Je moZné, Ze jste uZivali ter-
minu identita v jiném vyznamu, v této broZufe viak bude mit jen vyse
uvedeny vyznam,
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zapiSeme symbolicky Z (X—X"). Smér $ipky je podstatny,
protoZe pfifazeni X'-—-X muiZe pfedstavovat jiné zobrazeni.
Tak napf. posunuti znazornéné na obr. 6 vlevo pfifazuje
bodu X bod X’. Posunuti pfifazujici bodu X’ bod X*) je
zfejmé inversni (zpémé) posunuti.

Jestlise shodné zobrazent Z (X—X'), nazyvdme shodné
zobrazeni prifazujici X'—X inversnim vzhledem ke zobra-
zeni Z a oznacujeme je Z-! (X'>X).

/\X’s)’
// v
//"S/ TX-=-Y
e |
-~
<, |
XY H
i 0
|
I
|
iy
Obr. 7

Je pozoruhodné, Ze zobrazeni inversni K identité, stfe-
dové a osové soumérnosti je totoZné s puvodnim zobraze-
nim. VSimné&te si na obr. 7 stfedu S a dvojice boda X, X’.
Bod Y = X’ mi ve stfedové soumérnosti se stfedem S
obraz Y, ktery splyva s bodem X. ProtoZe tomu tak je pro
viechny body roviny, je sttedovd soumérnost se sttedem S
totoZna se zobrazenim k ni inversnim. Zcela stejnou tvahu
miZeme provést pro osovou soumémost O s osou o
(obr. 7).

*) Obrézek vpravo mi pfedstavovat tyté body X, X’ jako obrizek
vlevo. Vyznateni obou Sipek v témzZ obrdzku by bylo nepiehledné.
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SlySeli jste jist® o #rvarech samodruinych v nékterém
zobrazeni. Jsou to ty utvary, které splyvaji se svym obra-
zem v piisluSném zobrazeni. V otoCeni kolem bodu S jsou
samodruZzné viechny kruZnice se stfedem S, v posunuti
P(X—X') jsou samodruZné viechny pfimky sméru XX’
Kazdy ttvar, o kterém Fikiame, Ze je soumérny podle stifedu,
je samodruZny v soumérnosti podle tohoto stfedu. Pre-
svédcte se o tom u Ctverce, kruhu, elipsy, hyperboly. Osové
soum&rné jsou rovnoramenné trojihelniky, deltoidy, kruz-
nice, elipsa, hyperbola, parabola atd. Ovéfte si pfitom, Ze
dtvar muZe byt samodruZny, i kdyZ Ziadny jeho bod neni
samodruZny.
Shodnosti jste délili na pfimé a nepiimé podle toho, zda
bylo tfeba obracet priisvitku pfi pfemistovani bodd roviny
pomoci prisvitky. Z jmenovanych typt shodnosti je ne-
piima pouze osovd soumérnost. Na obr. 8 je zobrazen
trojuhelnik ABC; pfesvédCte se, Ze se tento trojuhelnik
nemizZe ztotoZnit sdm se sebou, otofime-li priisvitku na

B
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Obr. 8

rub. Rovnoramenny troj-
thelnik KLM vsak Ize pfe-
nést tak, Ze se ztotoZni sdm
se sebou, pfevritime-li
prusvitku na rub. Bod K
piejde v L, bod L v K, bod
M je samodruZny.

Na zikladé¢ poznatkl
ziskanych v minulém od-
stavci miZete poradit ko-
ZeSnikovi, ktery se dostal
do nepfijemné situace.

KozZesnik chtél opravit
poskozeny kabdr. Vystfihl
opatrné poskozenou Cdst ko-
Zefiny, otvor zarovnal na



trojuhelnik podobny trojihelniku ACB na obr. 8. Ddle chtél
vystiihnout = ndhradntho kousku koZeSiny shodny trojihelnik,
aby jej mohl vsadit do otvoru. PodloZil koZeSinu pod kabdt, ale
do srsti st nemohl vyznacit obvod trojuhelnika (obr. 9). Otocil

proto koZesinu na rub a na vydélanou kisi si vyznadil hranici
fezu. Pak vystiihl vyznaleny trojihelnik a chystal se $it. Ar
vsak délal co délal, nemohl vystiiZeny trojuhelnik zasadit tak,
aby jeho srst zakryla orvor. Jak byste vysvétlili tuto podivnou
véc a jak byste poradili koZesntkovi, ktery uZ nemd podobnou
koZesinu ? _

Otvor v kabdté a vystfiZeny trojthelnik jsou zfejm& ne-
piimo shodné, proto je nelze ztotoZnit bez obraceni. Vy-
stfiZeny trojihelnik je tfeba rozstfihnout na rovnoramenné
trojuhelniky, protoZe ty lze ztotoZnit po obriceni na rub.
ReSeni ukazuje obr. 10 pro pravotihly trojihelnik KLM.
DokaZte, Ze trojihelniky KLN, LMN jsou opravdu rovno-
ramenné. Ka’dy trojuhelnik Ize sloZit z rovnoramennych
trojuhelnikd (pouZijte rozdéleni trojihelnika na pravouhlé
trojtihelniky).

Ziustaime jeSt€ kritce u zaméstndni, kterd pracuji
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s jehlou. Jaky je vztah mezi kusy
kiize vystfizenymi do tvaru pod-
riZky pro levou a pravou botu?
Vsimnéte si, jak krej¢i nebo Svad-
lena vystfihuje z latky dily oblekuy,
napf. levou a pravou Cdst zad ka-
batu. Jak svym postupem piedcha-
zeji tomu, abychom nenosili na jed-
né strané zad kabdtu latku na ruby ?

Casto se ptéme, v kolika riiznych
shodnych zobrazenich je dany Gtvar
samodru?ny. Ka¥dy utvar je sa-
modruzny v identité, Nis oviem
zajimaji pfedeviim dalsi shodna zobrazeni. Rovnoramen-
ny trojuhelnik KLM se stranou KM = LM na obr. 8 je
samodruZny v osové soumérnosti, kterd vyménuje body
K, L. ZapiSme si pfifazeni vrchola trojihelnika KLM ve
zobrazenich, ktera jej reprodukuji (ve kterych je samo-
druyny): identita J (K—K, L—L, M—M), osova sou-
mérnost O (K—L, LK, M—-M),

M¢é&jme dan pravidelny Sestithelnik ABCDEF (obr. 11).
Pocet shodnych zobrazeni, ktera jej reprodukuji, je moZno
urovat zkusmo. Vyhodnéj$i vSak je uzit vlastnosti shod-
nych zobrazeni, zejména véty o urlenosti.

Jsou-li ddny dva shodné trojihelniky A\ ABC =~ N\ A’ B’ C’,
existuje pravé jedno shodné zobrazeni v roviné, které pfira-
zuje A—~A'y B—~B’, C—~C'.

Je samozfejmé, Ze pfi shodném zobrazeni pravidelného
Sestitthelnika piejdou sousedni vrcholy opét v sousedni
vrcholy. Pocet shodnosti reprodukujicich pravidelny Sesti-
thelnik ABCDEF stanovime tak, Ze uréime pocet trojic
za sebou nisledujicich vrcholit (trojice DEF je rtizna od

18

Obr. 10



Obr. 11

FED!), které urcuji trojihelniky shodné s trojihelnikem
ABC. Jsou to po fade¢ trojice ABC, BCD, CDE, DEF,
EFA, FAB a CBA, DCB, EDC, FED, AFE, BAF, celkem
dvanict. ZapiSte si ptifazeni pfisluSnych vrcholi shodnych
trojihelnika a urete druh shodnosti, kterd zobrazuje po
Fadé vrcholy 4, B, C zikladniho trojihelnika ABC do
bodld zvolené trojice. Vezmete-li mapfiklad trojice ABC
a CDE, Z (A—~C, B—~D, C—E), dostanete otoceni (rotaci)
o 120° v kladném smyslu. V pfipadé, Ze vezmete trojici
z druhé Sestice, jde vzdy o osovou soumérnost, stanovte
eji osu.

) ]Uréete polet shodnosti reprodukujicich pravidelny
n- uhelnik. Kolik z nich je osovyich soumérnosti, kolik
stfedovych a kolik rotaci? Pro¢ mezi nimi neni nikdy po-
sunuti ?
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Sestrojime-li titvar U’ jako obraz ttvaru U v n&kterém
shodném zobrazeni Z, (U—U’), neni samozfejmé zakdzino
sestrojit je$t€¢ obraz U’ utvaru U’ v dalS$im shodném
zobrazeni Z,. Chapeme-h shodné zobrazeni utvarti jako
jejich pfemist&ni, je zfejmé, Ze i konetny vysledek kterého
ysme dosahli, tj. pfermstém utvaru U na utvar U”, je
shodnym zobrazenim tutvaru U na atvar U”. Na obr. 12 je
zobrazen trojtihelnik ABC nejprve na trojihelnik 4'B’C’
v otolenf se stfedem S o thel 120° v zéporném smyslu.

— -
/— —

c \.\\
-———- \
- =< \
\\ \\
A —~ 4\
~ 72T~ \
8 N TN
L,
s 10 /]
/7 /
VY /
P /
/ /” //
/
; A p
B” C”
Obr. 12

Tento trojuhelnik je pak zobrazen posunutim v trojihelnik
A" B" C". Je zfejmé, Ze existuje shodné zobrazeni v ro-
viné, které pfevede trojihelnik ABC pfimo v trojihelnik
A” B” C”. Na obr. 12 je timto zobrazenim otoeni se
stfedem S’ o uhel 120° v zdporném smyslu. Bod S’ se-
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strojte jako prusecik os useek 44", BB, CC". O vysled-
ném otoceni fikime, %e vzniklo sloZenim prvniho otofeni
a uvedeného posunuti.

Jsou-li ddna dvé shodnd zobrazeni Z,, Z, v roviné a pri-
fazuje-hi Z, (X—X'), Z,(X'+X"), nazyvdme shodné
zobrazent Z3 (X—X'"') slofentm zobrazeni Z,, Z, v tomto
pofadi a zapisujeme Z, = Z; Z,.

Zipis Z; = Z, Z, ma tvar soulinu; skuteCné se také
nékdy hovofi o soudinu zobrazeni. Rad¢ji si viak nezvy-
kejte na tento termin. Ceskd terminologie uZivd termint
sklddéni, sloZeni apod.

Obr. 13
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Provedte si fadu pfikladd na sklddéni otodeni s posunu-
tim podle obr. 12, sklidejte dale dvé posunuti. SloZte dvé
otoCeni s riznymi stfedy, jejichZ thly otoceni jsou navzi-
jem opacné, dostanete posunuti,

Zkuste sloZit zobrazeni v uvedenych pfikladech v opad-
ném pofadi (obr. 13). PfesvédCite se, Ze obraz trojiihelnika
ABC ve zobrazeni Z, Z, je jiny neZ obraz téhoZ trojihel-
nika ve zobrazeni Z, Z,. Pfi skldddni dvou posunuti jsou
viak zobrazeni Z, Z,, Z, Z, totoZna.

Skldddni zobrazeni nenf vidy komutativnf, mige byt
Zl Zg *= 22 Zl'

Zatim jsme nesklddali osové soumé&rnosti a stfedové sou-
mémosti. Presvédcte se, Ze sloZenim dvou osovych sou-
mémmosti 0,, O,, jejichZ osy o,, 0, se protinaji v bod¢ S, je
otoleni kolem stfedu S (obr. 14). V ptipadé, Ze osy o0y, 0,
osovych soumérnosti O,, 0, jsou rovnob&imé a rizné,
dostanete posunuti. Jaky je smér tohoto posunuti? SloZi-

Obr. 14
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te-li dvé stfedové soumé&mosti s riznymi stfedy, dostanete
posunuti,

Jak'vidite, je sklidddni zobrazeni zajimavé. NemliZeme se
bohuZel zabyvat hloubéji skldddnim zobrazeni ani obra-
cené rozklddinim jedné shodnosti na dvé nebo tfi slozky.
Lze dokdzat, Ze kaZdé shodné zobrazeni v roviné je moZno
vyjddfit jako zobrazent sloZené z osovych soumérnosti, jejichZ
pocéet neni vé1si nes .

ZkouSejte si zobrazovat trojihelniky nebo jiné dtvary
v Zobrazeni sloZeném ze dvou nebo tfi osovych soumér-

Obr. 15

nosti, stfedové a osové soumémosti atd. PFi systematickém
vykladu této partie se dd ukdzat, Ze existuje celkem pét
riznych druhit shodnych zobrazeni v roviné, a to identita,
otoleni a posunuti jako shodnosti pHimé a osovd soumérnost
a posunuté zrcadleni jako shodnosti nepfimé. Posunutym
zrcadlenim rozumime zobrazeni sloZené z osové soumeér-
nosti a posunuti ve sméru osy (obr. 15). Ma posunuté
zrcadleni samodruzny bod ? Je néktera pfimka samodruZni
v posunutém zrcadleni ?
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Cviéenf

4. Které shodna zobrazeni reprodukuji kosotverec?

5. Ve kterych shodnjch zobrazenich jsou samodruZné
utvary majici tvar stojatych tiskacich pismen D, E, H,
N, Z?

6. Jestlize ka’dé ze dvou zobrazeni reprodukuje dany
utvar, reprodukuji jej i zobrazeni, kterd vzniknou sloZenim
danych zobrazeni v libovolném pofadi. Pfesvédite se
o spravnosti véty na zvolenych ptikladech (¢tverci, Sesti-
thehiku atd.).

7. Nakreslete si profil pfimého schodisté a pfedstavte si
atvar, ktery z tohoto profilu vznikne, pfiddvime-li bez
omezeni dal$i schody na oba konce schodiité. Urlete
shodnd zobrazeni, v nichZ je tento utvar samodruZny.
Kolik md stfedl soumérnosti ?

8. Zobrazte si podobné jako ve cvieni 7 ,,nekonelny*
Zebtik a vyhledejte shodnd zobrazeni, ktera jej reprodukuji.
Jsou mezi nimi posunuta zrcadleni ?

9. Zamyslete se nad problémem, které trojihelniky lze
rozstfihnout na tfi rovnoramenné trojihelniky.

(VyuzZijte nejprve stfedu kruZnice opsané trojuhelniku,
pak déleni trojuhelnika vySkou na dva pravothlé troj-
uhelniky. Kdy je pravoudhly trojuhelnik rovnoramenny ?)
10. Pfesvédcte se, Ze sloZzenim dvou osovych soumérnosti,
jejichZ osy jsou navzijem kolmé, vznikne stfedovd sou-
mérnost. Zdavodnéte na zdkladé toho stfedovou soumér-
nost elipsy.
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III, st

STREDOVA
SOUMERNOST

V této kapitole si ukiZeme nékteré typy tloh, které lze
Fesit vyhodné pomoci stfedové soumérnosti. Jisté vite, jak
piifazujeme obraz danému bodu nebo ttvaru (pfimce,
kruZnici). Pfipomerime si jesté¢ dvé véty o stfedové sou-
mémosti v roviné. Jsou to véty, které Fikaji, Ze za jistych
pfedpokladt existuje privé jedna stfedovd soumérnost
majici dané vlastnosti. -

Je-li din v roviné bod S, existuje prdvé jedna stfedovd
soumérnost se stiedem S.

Je-li dina v roviné dvojice riznych bodii A, B, existuje
pravé jedna stfedovd soumérnost, kterd zobrazuje A v B,
B v A. Jejim stfedem je stied visecky AB.

Zabyvejme se nejprve problémem ,,vzpfifeni® useCky
mezi dvéma Wutvary tak, aby byla ptlena danym bodem S.

Uloha 6. Je ddn &tverec ABCD, piimka p a bod S. Se-
strojte usecku XY tak, aby jejim st¥edem byl bod S a aby bod
X lezel na p, bod Y na obvodu érverce.

Rozbor. Uloha m4 dva neznidmé body X, Y, které jsou
viak zavislé. Kdybychom znali bod X, pfifadili bychom
mu snadno bod Y jako obraz v soumérnosti podle stfedu S.
Bodem X je vSak n&ktery bod ptimky p, ,,vyzkouSime
tedy nékolik bodil pfimky p podobné jako jsme experimen-
tovali pfi feSeni tlohy 4. Na obr. 16b jsou pokusy cisloviny,
nepodafilo se viak najit zkusmo hledanou usecku XVY. Je
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zfejmé, Ze hledany bod Y je bodem pmky p’, kterd je
obrazem pfimky p v soumérnosti podle stfedu S. ZapiSme
si vysledek rozboru:

D c D c

Obr. 16 a, b

Je-li isecka XY ¥eSenim dlohy, pak
bod X je obrazem bodu Y v soumérnosti podle stfedu S,
bod Yle2t 1. na obvodu &tverce ABCD,
2. na obrazu p' pFimky p v soumérnosti
podle stiedu S.
Konstrukce: K. Sestrojime obraz p’ piimky p v sou-
mérnosti podle stiedu S.
K,: Sestrojime spoleény bod Y pFimky p'’
a obvodu Ctrverce.
K;: Sestrojime obraz X bodu Y v soumér-
nosti podle stéedu S.
K,: Sestrojime usecku XY.
Dikaz sprdavnosti konstrukce. Z konstrukce K, plyne, Ze
bod Y leZi na obvodu &tverce. Z konstrukce K, plyne, Ze
bod S je sttedem useCky XY. ProtoZe podle K, zobrazuje
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soumérnost S (p—p"), zobrazuje také p'—p, proto bod X
(obraz bodu Y ptimky p’) leZi na ptimce p. Dokazali jsme,
Ze sestrojend uisecka ma Zidané vlastnosti.

Diskuse. Konstrukce K, mé pravé jedno feleni. Polet
feSeni konstrukce K, zavisi na vza;cmne poloze piimky p’
a obvodu &tverce ; tyto titvary mohou mit spole¢nou dsecku,
dva rizné body, iedin)'r bod nebo Zidny bod. Konstrukce
K; ma jediné feSeni. Konstrukce K; mé feSeni, pokud je
XY,

I;\'I_éeni-li bod S spole¢nym bodem obvodu étverce a pfim-
ky p, ma loha prave tolik feSeni, kolik jich m4 konstrukce
K,. Je-li bod S spolecnym bodem obvodu étverce a piimky
* p, md tloha vidy o jedno feSeni méné neZ konstrukce K,.

Viimnéte si feSeni dlohy 6 pozorné, zvlasté ;e;1ho zaplsu
Nejste asi zvykli psat shrnutf rozboru. Je viak uZiteCné za-
psat si, co jsme zjistili o nezndmych bodech. Musi to byt
takové jejich vlastnosti, na zikiadé kterych je moZno tyto
body sestrojit. Zpravidla uddvime, na kterych danych
nebo z danych udaji sestrojitelnych zdkladnich k¥ivkich*)
leZi kaZdy neznimy bod. UZivime-li metody zobrazeni,
miZeme neznamy bod sestrojit jako obraz jiného bodu
v nékterém zobrazeni.

Je vam jisté zfejmé, Ze jsme mohli pfi feSeni tlohy 6 pfi-
fazovat obrazy bodiim obvodu &tverce. Dostali bychom
obraz Ctverce v soumérnosti podle stfedu S. Provedte si
feSeni timto zplisobem a zapiSte si je podrobn& podle
vzoru feSeni dlohy 6.

Zvolime-li misto pfimky a ¢tverce jiné utvary, zistane
princip feSeni ziejmé stejny. Podivejte se na obr. 16a, kde
je siln€ vyznaCena “iseCka XY. Dovedli byste sestrojit

*) Pri konstrukcich kruZitkem a pravitkem jsou zdkladnimi kfivkami
kruZnice a pfimky. Neznimé body sestrojujeme jako spolefné body
zdkladnich kiivek.
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&tverec, jehoZ thlopfickou je tsetka XY ? JistéZe ano; pak
také vyfedite i ndsledujici ulohu.

Uloha 7. ¥sou ddny pitmky, a, b a bod S. Sestrojte étverec
XYZU o stfedu S, jehog vrchol X le2f na a, vrchol Z na b.

Resent. Sestrojite-li tiseCku XZ o stfedu S, provedte
navic konstrukci ¢tverce o uhlopfi¢ce XZ. Zapiste si po-
drobné feleni.

Uvedme si nyni lohu, ve které se pouZije dvou stfedo-
vych soumérnosti.

Uloha 8. Ye dina piimka p, krusnice k = (S, r) abody Sy,
S, navzdjem rizné, Sestrojte trojuihelntk ABC tak, aby jeho
vrchol A leZel na p, vrchol B na k a body Sy, S, byly po fadé
stfedy stran AC, BC.

A
P
S1 P sl
R £ = 36
/ \ P
| s’ /'
S+ X //k
~ e -
8 k
Obr. 17

Rozbor (obr. 17). Viechny vrcholy trojihelnika jsou ne-
zndmé, bod C je viak obrazem bodu 4 v soumérnosti S,
o stfedu S, a bodu B v soumérnosti S, o stfedu S,. Bod 4
lezi na pfimce p, jeho obraz A’ = C leZi na obrazu p’
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piimky p v soumérnosti S;. Bod B leZi na %, jeho obraz
B’ = C le#i na obrazu k' kruZnice £ v soumérnosti S,.
Shrime vysledek rozboru:

M-l dloha Fesent, le2i bod C
1. na obraze p’ p¥imky p v S,
2. na obraze k' kruZnice k v S,.

Konstrukce. Jednotlivé kroky konstrukce popiSete snadno
sami. Pamatujte vSak na to, Ze posledni konstrukce musi
sestrojit hledany Gtvar.

Diikaz konstrukce a diskusi provedte podle vzoru uloh
6 a 7. Uloha miZe mit nejvyse dvé rizna feSeni.*)

Ulohy 6, 7, 8 jsou polohové konstruktivni tlohy, protoZe
poZaduji sestrojeni dtvaru, jehoZ vyznaéné prvky maji mit
pfedepsanou polohu. Pomoci stfedové soumérnosti lze
vSak fesit i nepolohové konstruktivni ilohy, tj. lohy nepo-
Zadujici od Zddného prvku hledaného utvaru, kde mé lezet.
Sestrojovani neznimych bodi vSak provddime na zikladé
polohovych vlastnosti (hledime spole¢né body dvou zi-
kladnich kfivek). Chceme-li fesit nepolohovou tlohu, mu-
sime z ni nejprve ucinit dlohu polohovou, a to tak, Ze
umistime n&ktery z danych prvkia utvaru (thel, dsecku
apod.). Umist&ni tohoto prvku pfedchézi vlastnimu feSeni
ulohy, napiSeme je proto jako konstrukci K.

Uloha 9. Sestrojte trojihelntk ABC, zndte-li jeho stranu
¢, téZnici ta a duty thel o sevFeny téénici ta a stranou b.

Rozbor. Pfedpoklidime, Ze tiloha m4 fe3eni a narysujeme
obr. 18. PovaZujme za umistény utvar ihel ¥ MAN =
s vyznaCenou tseckou AS na rameni AN. Neznimé body

*) Ulohu muete fedit také pomoci jediného zobrazeni. Urete je

jako sloZeni stfedovych soumérnosd se stfedy S;, S,. Ktery bod je
obrazem bodu 4 ve vysledném zobrazeni ?
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B, C jsou soumémné podle stfedu S. Bod C leZi na polo-
pfimce AM, bod B na kruZnici 2 = (4, ¢). Hledime-li
polohové vlastnosti boda B, C, providime vlastn€ rozbor
této polohové tlohy:

Obr. 18

Je ddna polopfimka AM, krusnice k = (A, c¢) a bod S.
Sestrojte usecku BC tak, aby bod B lefel na k,, bod C na
polopttmce AM a aby bod S byl stiedem iisecky BC.

Tuto dlohu vyfesime snadno podle vzoru tilohy 6. Vysle-
dek rozboru lze formulovat takto:

Mad-li dloha Fesent,

le#i bod C 1. wonit¥ polopFimky AM,

' 2. na krutnici ¥’ = (A’ c), kterd je
obrazem kruinice k = (A, ¢)
o soumérnosti podle stiedu S.
Konstrukce (ptivodni 1lohy):

K,: Umistime tthel << MAS = w, AS = ta.

K,: Sestrojime k = (A, c).

K,: Sestrojime k' = (A’, ¢) jako obraz kruinice k v sou-

mérnosti podle S.
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K;: Sestrojime bod C jako spolecny bod vnitiku polopiimky
AM a krugnice k.

K,: Sestrojime bod B jako obraz bodu C v soumérnosti dle
stFedu S.

K;: Sestrojime trojuhelnik ABC.

Diikaz konstrukce. JiZz konstrukci K, jsme dosahli toho,
Ze je AS = t, z K, plyne, Ze bod S je stfedem usecky
BC, proto tsecka AS = t5 je téZnici ra trojihelnika
ABC. Z K, a K, plyne dile, ze X CAS = o je Ghlem
sevienym téZnici a stranou AC. Z konstrukce K, plyne, Ze
bod B leZi na k = (4, ¢), je proto AB = c.

Diskuse. Konstrukcti K, nediskutujeme, konstrukce K,
K, maji jediné feSeni. Konstrukci K; mitZeme dostat dva,
jeden nebo Ziddny bod C. Konstrukce K, ma jediné feSeni,
konstrukce K; také, pokud nelezi body A4, B, C na jedné
pfimce. Kdyby viak body 4, B, C leZely na pfimce AM,
leZel by i bod S na AM a 1hel o by byl nulovy nebo pfimy.
ProtoZe tomu tak neni, ma K; pravé jedno feSeni.

Pocet feSeni celé ulohy zdleZi tedy na vzdjemné poloze
polopfimky AM a kruZnice &' = (4, c).*)

U nepolohovych dloh provadime obvykle diskusi i podle
danych udajt, v naSem pfipadé dhlu w a usecek za, c. Tato
diskuse vyZaduje znalost trigonometrie, specidlné trigono-
metrického feSeni pravouhlého trojihelnika. Na obr. 19a
je zobrazen pfipad, kdy je thel o ostry. KruZmice k' =
= (4', ¢) ma s vnititkem polopfimky AM spolecné dva
rizné body pravé tehdy, kdyZ je d < ¢ a souCasné A'4 =
= 2 ta >c. ProtoZze d = AA’ sin @ = 2ta sin w, dostiva-
me podminku 2t4 sin o <c¢ < 2t4. Je-li ¢ = 2t4, ma
kruZnice k£ s vnittkem polopfimky AM jediny spolecny

*) Také tuto dlohu muZete fedit tak, Ze ve stfedové soumérnosti se

stiedem § zobrazite polopfimku AM a vyhledate spole¢né body jejiho
obrazu a kruZnice k.
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bod. Na obr. 19b je tdhel o tupy, kruZnice &’ miZe mit
s vnitfkem polopfimky AM nejvyse jeden spolecny bod,
to nastane pravé tehdy, kdyz je ¢ > 2za.

Obr.19a,b

Vulohich 6 a2 9 byl vidy stfedem stfedové soumér-
nosti dany bod. V fad¢ tloh lze vSak vyuZit i toho, Ze za
stfed soumérnosti zvolime hledany bod.

Uloha 10. e dina krusnice k = (S, r) a jejt vn&j§ bod
A. Sestrojte bod dotyku kruZnice k s jejf tenou prochdzejict
bodem A, nepousivejte véak Thaletovy kruZnice.*)

Rozbor (obr. 20). ProtoZe hledanym bodem T je n&ktery
bod kruZnice %2, musime provést rozbor tak, jako by kazdy
bod kruZnice byl stfedem soumérnosti. Snadno si doka-
Zete, Ze obrazy bodu S v mnoZiné viech soumérnosti, které
maji stfed na kruZnmici %, le?i na krunici &, = (S, 2r).

*) Takovou konstrukci potfebujeme napf. v Loba&evského geo-
metrii, kde neplati véta Thaletova.
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Obraz S’ bodu S v soumérnosti podle hledaného bodu T
le#{ pak jest¢ na kruZnici k, = (4, AS), protoZe je AS’ =
= AS. Rozbor miZeme shrnout takto:

s/
/7 d l]ll— = N
// | :T \\‘
/ | \ A
r \ \
\ SJ‘ k |
\ \ Ik,
\ ) N //
N 2\
~ s

\§~—— -

Obr. 20

Bod T je stfedem soumérnosti zpbrazujlci bod S v bod S’.
Bod 8" lez{ 1.mna k, = (S, 2r),
2.na ky, = (A4, AS).

Konstrukce. K,: Sestrojime krusnici k, = (S, 2r).

K,: Sestrojime krugnici ky = (A4, AS).

K,: Sestrojime spoleény bod S’ kruZnic ky, k,.

K,: Sestrojtme stied T soumérnosti
S(S—>§').

Dalsi fize feSeni muZete provést snmadno sami. VEimli
jste si, Ze v rozboru této tilohy se objevil pomocny nezni-
my bod §’. Doplnili jsme jim uréeni bodu 7. V konstruk-
ci jej sestrojujeme dfive neZ bod T.

Dosud uvedené tlohy byly celkem jednoduché, ukaZme
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si feSeni jedné obtiZn&jii dlohy. Jist& ocenite pomoc, jakou
nim Kk jejimu zvlddnuti poskytne stfedova soumérnost.

Uloha 11. ¥e ddna krusnice k = (O, r) s vyznacenym
primérem PQ a nesecna p kruZnice k, na p je ddn bod S.
Sestrojte bod Z krugnice k, ktery md tu viastnost, Se prisectky
X, Y pFimek PZ, QZ%*) s piimkou p jsou soumérné sdruseny
podle stfedu S.

Obr. 21 3, b

Resent. Na obr. 21a jsou narysoviny dané utvary a dile
pruseliky X, Y pfimek QZ, PZ s ptimkou p. Bod Z je
zvolen libovolné, neni feSenim tlohy. ZkouSejte si na
podobném obrazku dalsi body Z, s body X, Y nebudete

*) V této tloze a vlohich ji podobnych je tfeba povaZovat telnu
kruZnice v bodé P za pfimku PZ v pfipadé, kdy je Z = P. Obdobny
vyznam m4 pfimka QZ v pfipadé, kdy je Z = Q.
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mit asi uspéch, zato si jisté uvédomite, Ze pfimky PZ, OZ
jsou navzajem kolmé pfi kazdém Z.

Rozbor. Na obr. 21b je sestrojen bod Z, ktery je feSenim
ulohy. Priiseciky pfimek ZQ, ZP s pfimkou p jsou oznaleny
pismeny X, Y. Soumérnost se stfedem § zobrazuje na-
vzijem X a Y, zobrazme v ni ,,na zkousku* i bod P a pfim-
ku PY, S (S—»S Y- X, P> P,PY > PX)

Protoze | je piimka PY rovnobéznd s pfimkou P'X a sou-
¢asné kolmad na pfimku QX, je také pfimka P'X kolm4 na
pfimku QX. Vidite, Ze bod X je vrcholem pravého thlu
nad dseckou P'Q. Napi$me si shrnuti rozboru:

Je-li bod Z tefenim dlohy, ndlesi krunici k a pFimkdm
QX, PY.

Bod X leZi 1. na pfimce p,

2. na kruZnici o priméru P'Q.
Bod P’ je obrazem bodu P v soumérnosti o stfedu S.

Konstrukee.
K, : Sestrojime obraz P’bodu P v soumérnosti o stFedu S.
K,: Sestrojime krusnici k' o priméru P'Q.
K,: Sestrojime bod X jako spolecny bod primky p a kruini-
ce k.
K,: Sestrojime pFimku QX.
K;: Sestrojime bod Z jako spolecny bod kruznice k a pFimky
(0). 8
Diikaz sprdvnosti konstrukce. Z konstrukce K, plyne, Ze
je P’'X kolma na QX. Z konstrukci K;, K, plyne podle
Thaletovy véty, Ze je PZ kolmd na QZ = QX. Pfimky
PZ, P'X jsou kolmé k téZe pfimce, proto navzijem rovno-
bé&Zné. Protoze P'X protind p, protind ji i pifimka PZ,
ozna¢me prisecik jako bod Y. Soumérnost § se sttedem S
zobrazuje P — P, P’ - P, p — p, pfimku P'X v rovno-
b&Zku prochézejici bodem P. Touto rovnobézkou je viak
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pfimka®PZ = PY. Pruselik pfimek P'X, p pfejde v pri-
selik obrazit téchto pfimek, tj. bod X pfejde v bod Y.
V disledku toho je bod S stfedem tsecky XY.

Diskuse. Konstrukce”K;,* K,”maji prav& jedno feleni,
pfitom bod P’ leZi uvnitf opalné poloroviny vytaté pHim-
kou p neZ bod Q. Pfimka p obsahuje vnitfni bod usecky
P’'Q, proto i vnitfni bod kruZnice k', konstrukce K; md
pravé dvé feleni. Konstrukce K,, K; maji jediné feSeni.
Celkov& mé tedy tdloha praveé dvé feSeni.*)

Umély obrat, kterého jsme uZili, 1ze snad nejlépe cha-
rakterisovat takto: v soumé&mosti, kterd pfevidi jeden ne-
znimy bod v druhy, jsme zobrazili jeden z danych bodii,
nikoliv viechny dané body. V dal$im textu poznite, Ze pro
uZiti zobrazeni je v mnoha ptipadech typické to, Ze v ném
zobrazujeme jen nékteré dané utvary a hleddme pak jejich
vztahy k nezobrazenym bodam.

V kapitole III jsme si ukazali Glohy, v nichZ byl stfedem
soumérnosti dany bod (ulohy 6, 7, 9, 11), dva dané body
(dloha 8) nebo hledany bod (tiloha 10).

Cvileni

11. Jsou ddny dvé soustfedné kruXnice k,, k, a bod S na
mensi z nich. Sestrojte rovnobéZnik se stfedem S, jehoZ
vrcholy leZi na danych kruZnicich.

12. Jsou diny Ctyfi kruZnice a bod S. Sestrojte rovnob&z-
nik XYUV se stfedem S, jehoZ kaZdy vrchol leZi na jedné
z danych kruZnic,

13. Sestrojte trojihelnik ABC, je-li déno:

*) V piipadé, Ze je pfimka p rovnobéZni s primé&rem PQ, 1ze tilohu
snadno fedit pomoci stejnolehlosti.
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1. ta, tp, tc, 4, tp, Un, DA,

2. ta, tB, Ys 5. A, VG >

3. ta, UB; UG, 6. ta, B, Y.

[Umistéte té&%nici za = AS a stanovte mnoZiny bodd,
kterym naleZeji nezndmé vrcholy B, C. VyuZijte k tomu
viastnosti t&Zist€ nebo vzddlenosti bodu S od stran 4B,
AC trojihelnika, dostanete bud kruZnice, oblouky kruZnic,
piimky nebo polopfimky. Dile postupujte podle tilohy 9.]
14, Zobecnéte ulohu 11 v tom smyslu, Ze zvolite body P, Q
libovolné na kruZnici &, nikoliv jako body diametralné proti-
lehlé.

[PHi feSeni vyuZijte vlastnosti obvodového thlu PZQ;
pamatujte na existenci dvou obloukt dané kruZnice s kraj-
nimi body P, Q.]
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1V. cist

OSOVA SOUMERNOST
[ ]

Konstruktivni vyuZiti osové soumérnosti je mnohostran-
né. Jisté zndte vlohy o odrazu a nékteré 1lohy o nejkratSim
spojeni dvou bodi lomenou ¢arou. Teoretickym zdkladem
FeSeni téchto tloh je nasledujici véta.

Svird-li pfimka p s osou o osové soumérnosti ostry hel o,
2obrazuje se v této osové soumérnosti v primku p’ = p, kterd
protind osu o v témég bodé jako p a svird s nf uhel shodny
s tthlem o.

Uvedme si jesté dve véty o urCenosti osové soumérnosti.

Je-li dina piimka o, existuje prdvé jedna osovd soumérnost
v roviné, kterd md osu o.

Fsou-li diny dva rizné body A, B, existuje prdvé jedna
osovd soumérnost v roviné, kterd zobrazuje A —- B, B — A.

Stfedovd soumérnost umoziiovala ,,vzpfiCit* mezi utvary
tseCku pilenou danym bodem, osovd soumérnost umoz-
fuje sestrojit takovou ,,pficku‘“ mezi ttvary, kterd je kolmi
na danou pfimku a pfitom je ji pilena.

Uloha 12. Je ddna pitmka p, tisecka u a dvé kruZnice
oddélené piimkou p. Sestrojte kosoltverec ABCD, jehos
uhlopFicka BD = u le#i na dané p¥imce a kasdy ze zbyva-
Jjicich vrcholi leZi na jedné =z danych kruZnic.

Rozbor. Predpoklddané feSeni je zobrazeno na obr. 22.
Vsechny ¢tyfi vrcholy kosoétverce jsou nezndmé body, ale
B, D sestrojime snadno, budeme-li zniat bod S. K sestro-
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jeni bodu S potfebujeme dselku AC. Osovd soumérnost
s osou p zobrazuje A - C, C — A, bod A lezi proto na
obrazu &, = (S’ r,) kruZnice &, obsahujici bod C. Vysle-
dek rozboru:

Body B, D le2i 1. na pfimce p,

2. na krutnici k = (S, } u).

Bod S lezt 1. na p¥imce p,

2. na primce AC.

Bod A lezt 1. na krusnici kb, = (S, 1),

2. na obraze k'y = (8'y, ry) kruinice
ky = (Sy 1o) v 0sové soumérnosti
s osou o.

Na zikladé podrobného rozboru muZete snadno dokon-
¢it FeSeni tlohy. V konstrukei sestrojujte postupné ttvary
a body uvedené ve shrnuti rozboru, postupujte od dtvara
umozZiujicich konstrukci bodu A4 ke kruZnici % slouZici ke
konstrukci bodua B, D.

Vezméme si nyni praktickou tlohu o odrazu.
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Uloha 13 (obr. 23a). ¥e déna nepohyblivd zrcadlict sténa,
nepohyblivd clona s otvorem O a otdéivy svételny zdroj- Z,
ktery vysild uzky svazek paprski. Mdme natocit zdroj Z tak,
aby svételny paprsek prochdzel po odrazu od zrcadlict stény
otvorem O,

A

/

Yo

Obr. 23 a

Resent, Svételny paprsek ze zdroje Z a paprsek odraZeny
le%i v jedné roviné kolmé k zrcadlici sténé. Tato rovina je
jednoznatné urlena body Z, O, jeji priisetnice se sténou
je o;naéena p (obr. 23b). Tim dostdvame planimetrickou
tlohu:

Jsou ddny dva rizné body Z, O lesict uvnit¥ tége poloroviny
yytaté primkou p. Sestrojte bod X pFimky p tak, aby pFimky
ZX, XO sviraly s piimkou p shodné shly.

Reseni této tlohy znite. Bod X leZi na pfimce ZO’, kde
O’ je obrazem bodu O v osové soumé&rnosti podle pfimky p.
NapiSte si podrébné feSeni této ulohy.
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Obr. 23 b

Ulohy o odrazu se vyskytuji‘i ve sportu. Tam se oviem
nezamyslime dlouze nad feSenim, protoZe hra vyZaduje
rychlé reakce. Teprve po zépase je Cas na rekapitulaci hry.
Jak byste objektivné rozhodli, zda pH postavent podle obr.
24a mohl hrdé A pihrde spoluhrdéi B odrazem od mantinelu ?
PF# zdpase se o to sice hrdé A pokusil, ale jeho piihrdvku
zachytil protivnik Z.

Hri¢ A na tousi nestoji, musime proto pofitat s tim, Ze
tou$ leZi uvnitf jistého kruhu ks o stfedu 4. Hridi B, Z
mohou tou$ zachytit jen v tom pFipadé&, Ze jeho driha pro-
chazi kruhy kg, kz o stfedech B, Z.

Zobrazme kruh kg vsoumérnosti podle m (obr, 24b). Tous
vystieleny z kruhu ks se odrazi od mantinelu do kruhu
kg privé tehdy, kdyZz prodlouZeni jeho pivodni drihy
prochizi kruhem kp'. Vyjidfete si obdobn&¢ podminku,
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kdy se tou$ odrazi do kruhu kz. Danou otizku miZeme
zodpovédet kladné jen v tom ptipadé, ex1stu)e-11 spolecnd
seCna kruhi ks, kB ,» kterd je soulasné neseCnou kruhit
kz, kz-. Provedte si feSeni tlohy pfi riznych postavenich
hra¢a 4, B, Z.

4+~

Obr. 2423, b . B N
\_,A,

-

Obdobnou geometrickou problematiku feSime i pii
kuleCniku. Nechr body A, B na obr. 25 pfedstavuji polohu
dvou kulecntkovych kouli. Mdme zakresht drdhu koule A,
kterd se odrdZi po ¥adé od stran sy, s,, s3 kulecniku a nakonec
zasdhne kouli B,

Chceme-li postupovat obdobné jako pfi feSeni piede-
Slych tdloh, musime zobrazit cil — bod B — nejprve do
bodu B’ v soumérnosti podle pfimky s5, bod B’ do bodu
B’ v soumérnosti podle s, a kone¢né bod B’ v soumérnosti
podle s; do bodu B’”’. Prvni Cast drahy koule A4 pak leZi
na polopfimce AB’"’, v bodé D, se koule odrdZi a sméfuje
do bodu B”. Pii tomto pohybu se odrazi v bod¢ D, od
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strany s, a sméfuje do bodu B’. V bod& D, se odrazi do
bodu B. Reste si samostatné podobné tlohy o kule¢niko-
vych koulich. Porovnejte délku lomené &iry AD,D,D,B
s délkou useCky AB’".
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Osova soumérnost je vhodnai i k FeSeni tiloh o nejkrat$im
spojeni dvou bodi lomenou ¢arou, jejiz vrchol leZi na dané
primce. ReSeni t&chto tloh se opird o nisledujici vétu:

Jsou-li A, B, X t¥i rizné body, platt AX + XB = AB
pravé tehdy, kdyz bod X lesi mezi A, B. Vztah AX — BX =
= AB plaii prdavé tehdy, kdy B le3i mezi A, X. Vidy
plati AX + BX 2AB,AX — BX = AB (pro AX > BX).

Véty dokaZete snadno sami. Vyjadfete si zdvislost mezi
souctem resp. rozdilem use¢ek AX, XB ve viech pfipadech
zakreslenych na obr. 26.

43



A X B
A5 X B
4 5 A

Obr. 26

Uloha 14. Fsou ddny dva rizné body A, B nele3ici na
dané piimce p. Sestrojte bod X pitmky p, pro ktery je soucet
AX + BX nejmenst.

Rozbor této nilohy vede k nutnosti Fefit 1lohu zvlast pro
pfipad, kdy body leZi v téZe poloroviné vytaté pfimkou p.
Je-li bod X FeSenim tlohy, je AX + BX minimdlni, Podle
vyse uvedené véty je vidy AX + BX = AB.

Obr. 27

Je-li souet AX + BX = AB, lezi bod X mezi A4, B.
Je-li soufet AX + BX sice minimdlni moZny (pro body
X ptimky p), ale pfesto v&tsi ne? 4B, nemlZe leZet mezi
A, B #idny bod pfimky p, oba body leZi v tom pfipad¢
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uvnitf té%e poloroviny vytaté pfimkou p. Releni tlohy
providime pak tim zpisobem, Ze misto bodu B vezmeme
ten bod roviny, ktery mé od kaZdého bodu p¥imky p stej-
nou vzdalenost jako bod B. Timto bodem je bod B’ sou-
mérné sdruZeny s bodem B v osové soumérnosti s osou p
(obr. 27). Zivér rozboru musime formulovat pro dva rizné
piipady:

. Lezi-li body A, B uvnitf tée poloroviny vytaté primkou p
a je-li AX + XB nejmensi, pak lesf bod X na tseéce AB',
kde B' je obrazem bodu B v soumérnosti podle p.

Lezi-li body A, B uvnitf riiznych polorovin vytatych piim-
kou p, je hledany bod X bodem usecky AB.

Na ziklad¢ tohoto rozboru snadno napiSete pro kazdy
pfipad postup konstrukce. Diikaz spriavnosti konstrukce je
pak snadny, v diskusi dojdete k jedinému Feseni.

Podrobny rozbor minulé vilohy se vim moZn4 zd4l pFli$
mnohomluvny, kdyZz didvno znite konstrukci bodu X.
Vidéli jste vSak pfiklad dlohy, v niZ dojdeme k nutmosti
rozitépit rozbor. Kdybychom si v uloze 14 nakreslili hned
na zacitku rozboru obr. 27 a provedli rozbor podle néj,
dosli bychom ke konstrukci pomoci soumé&rného bodu B'.
Takova konstrukce by nim v pfipadé, Ze body A4, B leZi
uvnitf opacnych polorovin, nedala Zidné feSeni. Mohli
bychom tim byt svedeni k ukvapenému zivéru, Ze v tomto

c C

Qbr. 28 a, b
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ptipad¢ nem4 iloha FeSeni. Budte proto pozorni pfi pro-
vadéni rozboru a nenechte se ovlivnit pfi vysloveni konec-
ného tsudku obrizkem. Z obvyklych 1loh o trojihelnicich
jsou v tomto sméru ,,nebezpetné* zejména tlohy, v jejichz
rozboru se pracuje s patou nékteré vysky. Tak napf. rozbor
alohy: sestrojit trojihelnik ABC, je-li ddno B, vc, b se Casto
providi na zdkladé obr. 28a. MuzZe nis to svést k zavéru,
Ze nejprve sestrojime pomocny pravouhly trojihelnik
CPB s tihlem PBC = . ProtoZe nelze sestrojit trojihelnik
PBC v ptipadé, Ze uhel 8 je tupy, mohli bychom prohlsit,
Ze v tom pfipad¢ dloha nema feSeni. To je vSak hruby
omyl, protoZe trojihelnik PBC muZe obsahovat také whel
n—f (vyplikovy k uhlu B). Je-li Ghel B pravy, trojihelnik
PBC neexistuje. Pii rozboru tlohy uvedené v této poznim-
ce musite uvaZovat zvlast o ostrotthlém, pravoihlém a tupo-
uhlém trojihelniku ABC.

Podle vzoru ulohy 14 si rozfeste, nejlépe ihned, nasledu-
jici dlohu: )

Uloha 15. Je ddna piimka p a body A, B nelesici na p,
z nichZ B je blize pFimky p. Sestrojte bod X pFimky p, pro
ktery je rozdil usecek AX — BX nejvétsi.

Sledujte pfedevsim formulaci rozboru tlohy 14, zapiste
si podle ni rozbor ulohy 15.

Pomoci osové soumérnosti v roviné miZeme fesit i ty
ulohy, ve kterych je ddn soudet nebo rozdil (hlu nékterého
utvaru.

Uloha 16. Ysou ddny dsecky b, ¢, d a tihel . Sestrojte
lichobésnik ABCD iak, aby bylo BC = b, CD = ¢, DA =
=d, {DAB — S ABC=a — B =
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Resent. Podivéte-li se na obr. 29, kde jsou vyznaleny
dané vsecky, vidite, Ze mame dan rozdil dhla ptiléhajicich
k tsetce AB. Musime si zfejmé v obr. 29 sestrojit 1ihel
« — B = e. Rekli jsme si, Ze byva vhodné zobrazit osovou
soumérnosti jeden vrchol v druhy. PouZijme osové sou-

mérnosti O (A—B, B> A), v ni pfejde D— D,
<X BAD —~ < ABD'. Protoie je « > B, lezi D' na pfimce
CD tak, e C oddéluje D, D’. Uhel <t CBD’ = ¢ = a — .

Obr. 29

Mi-li lichob&mik ABCD Zidané vlastnosti, mé troj-
tthelnik BCD' stranu BC= b, BD' = d, < CBD' = .

Trojthelnik BCD’ snadno sestrojime, znime thel troj-
thelnika a strany leZici na jeho ramenech. V tomto sméru
uZ v rozboru pokracovat nemusime. Ptejme se spiSe, zda
budeme moci sestrojit body 4, D, aZ budeme mit sestrojen
trojuhelnik BCD'. Co vime o vztahu téchto boda k troj-
thelniku BCD'?

Bod D le2f 1. na polopiimce D'C,

2. na krugnici k = (C, c).
Bod A je obrazem bodu B v soumérnosti O (D’ —~ D).
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Konstrukee.

K,: Sestrojime trojihelnik BCD' s whlem <X BCD' = e,
BC = b, BD" = d.

K,: Sestrojime polopttmku D'C.

K. Sestrojime kruznici k = (C, c).

K,: Sestrojtme D jako spolecny bod polopiimky D'C a krus-
nice k.

K;: Sestrojime osu soumérnosti O (D' — D).

Kq: Sestrojime obraz A bodu B v soumérnosti O.

K,: Sestrojime lichobéinik ABCD.

Diikaz. Z konstrukci K, K, plyne, Ze je CD = ¢ a bod
C lezi mezi D, D', PouZita osovd soumérnost O (D' — D,
B> A, A — B) zobrazuje Gsecku BD' = d v tsecku
DA = d a dhel D'BA v thel & BAD = a, je proto
< D'BA = «. ProtoZze polopifimka BC leZi uvnitf thlu
ABD, je thel CBD' = o — B. V K| jsme viak sestrojili thel
X CBD' = ¢, je tedy « — B = e. Tim jsme dokazali, Ze
v sestrojeném Ctyfuhelniku ABCD je AD = d, BC = b,
CD = ¢, « — p = e. NemtZeme viak tvrdit, Ze ¢tyfthel-
nik je lichobéZnikem s hlavni zdkladnou AB. Sestrojeny
¢tyfuhelnik ma rovnob&iné strany 4B, CD, muZe viak
byt rovnob&’nikem (pfi b= d) nebo lichobéznikem
s AB > CD nebo lichobéZnikem s AB < CD.

Diskuse. Kazdy krok konstrukce je jednoznmacny, proto
i tloha m4 jediné feleni. VySetfovani podminek, kdy vyjde
lichobéZnik s AB > CD, nebudeme provadét.

Re3eni ulohy bylo dost pracné, pfestoZe jsme konstrukci
trojuhelnika BCD' zapsali jako jeden krok konstrukce.
Tohoto obratu se uZiva i v jinych pfipadech, miiZete ho ta-
ké pouZit pfi feSeni uloh Matematické olympiddy. Budte
si vSak v&domi toho, Ze nesmite dopustit, aby se vam tim
skrylo v feSeni né¢jaké nedopatieni. KaZdou takovou diléi
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ulohu si musite vyfeSit samostatn& a pfipojit k feSeni celé
ulohy. Zvl4$t€ nezapominejte na diskusi poctu feSeni dilci
ilohy.

V popisu konstrukce tlohy 16 neni uveden krok K.
Je vynechdn proto, Ze konstrukce K, je nepolohovi a je v ni
»skryto” umisténi Utvara.

Uvedme si je$té jednu tlohu o ¢tyhihelniku, kterou 1ze
vyhodné FeSit pomoci osové soumé&rnosti. UZ z jejiho textu
byste jist¢ usuzovali, Ze bude vhodné uZit osové soumér-
nosti.

Uloha 17. ¥sou ddny isecky, a, b, ¢, d, pii éem% jea > d.
Sestrojte Ctyfihelnik ABCD, jehoZ strany AB, BC, CD,
DA jsou po ¥adé shodné s usec"kamz a, b, ¢, d, je-li ddle znamo,
Ze tihlopticka AC je osou tihlu o.

Rozbor. Na obr. 30 je
zobrazen ¢étyfuhelnik 4BCD,
ktery ma poZadované vlast-
nosti. Zobrazme v osové sou-
mérnosti s osou AC bod B
do bodu B’; tato soumérnost
zobrazi zfejmé& polopfimku
AB na poloptimku AD. Pro-
toZe je AD < AB, leZibod D

mezi body 4, B’'.

Md-Ii CryFihelnik ABCD
Zddané vlastnosti,  existuje Obr. 30
trojuhelntk B'CD, ktery md HUENEY

stranu BC= b,CD =¢, B D= = a — d.

Podobné jako v tloze 16 nebudeme provadét rozbor tlo-
hy na sestrojeni trojdhelnika B’CD na ziklad¢ uvedenych
jeho vlastnosti. Jde o konstrukei trojuhelnika ze tfi stran,
o té vite, Ze md pravé jedno feSeni, vyhovuji-li strany troj-
uhelnika trojihelnikovym nerovnostem.
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Bod A le2i 1. na polopFtmce opainé k polop¥imce DB’
2. na kruénici k = (D, d).

Bod B je obrazem bodu B’ v osové soumérnosti s osou AC.

Na zéklad€ podrobného rozboru miiZete snadno popsat
konstrukci ¢tyfihelnika. Pfi diikazu konstrukce ani v dis-
kusi nedojdete k Zidnym potizim.
Uloha 17 je oviem
/L jen &asti obecngjsi tlo-
7 N\ hy, ve které se nepfed-
\ poklada platnost né&ja-

i 7 dochézime opét k nut-

/ nosti 3tépeni rozboru.

/ V ptipadé, %eje a < d,

/ nelisi se dalsi postup

/ mnoho od feSeni dlohy

Obr. 31 ~ 17. Je-li a = d, je tyi-

h uhelnik soumérny podle

piimky A4C, je proto

deltoidem (obr. 31). V témZ obrizku je zakreslen druhy

deltoid, ktery md také strany a, b, ¢, d. N&kdy existuje

nekonelné mnoho deltoidi, které jsou feSenim zobecnéné
tlohy. Jak sestrojite n&ktery z nich?

/
// 0 kého vztahu mezi tseé-
Vs \ kami a, d. Pfi rozboru
\ této obecnéjsi Ttlohy
7
\
\ .
\\ B
AN

Cviéeni

15. Je dina pfimka p, kruZnice %, bod T a smér s. Sestrojte
rovnoramenny trojihelnik ABC s t&%istém T, jehoZ zi-
kladna 4B naleZi sméru s, vichol 4 leZi na pfimce p,
vrchol B na kruZnici k. _
[Sestrojte nejprve osu soumérnosti trojihelnika.]
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16. Pozméiite text tlohy 10 tak, aby poZadovala sestrojeni
teny kruZnice bez pomoci Thaletovy véty. Tuto tlohu
Ize feSit pomoci mnoZiny bodt soumérné sdruZenych se
stfedem kruZnice podle teden kruZnice, Provedte si takové
fedeni 1lohy a zamyslete se nad jeji souvislosti se znimymi
konstrukcemi tecen elipsy pomoci fidici kruznice.

17. Jsou diny dvé kruZnice k,, &, a jejich spolecnd vmitini
te¢na ¢. Sestrojte bod X piimky ¢ tak, aby pfimka ¢ byla
osou dvojice vrcholovych thli sevrcnych druhymi te¢nami
z bodu X ke kruZnicim k,, k,.

18. Je dén ostry thel MNP a jeho vnitfni bod 4. Sestrojte
ten trojihelnik ABC s vrcholy B, C na ramenech thlu,
ktery méd nejmensi obvod.

19. Pfi stejném zaddni jako ve cviCeni 18 sestrojte drihu
bodu A4 pEedstavujiciho kouli, ktera se po odrazu od ramen
thlu vrati na své misto. Porovnejte feSeni cvifeni 18, 19
s feSenim 1loh 13, 14.

20. Postavte kulecnikové koule na uhlopficku stolu tak,
aby jejich vzdjemna vzdalenost byla rovma vzdalenosti
kazdé z nich od rohu stolu. Stanovte drdhu jedné koule
tak, aby se odrazila postupné od tfi stran stolu a zasdhla
druhou kouli. Ma tloha feSeni pfi libovolné pfedepsaném
pofadi stran, od kterych se md koule postupné odrazit?
Lze najit jeji drahu v piipadé, Ze poZadujeme Ctyfnasobny
odraz?

[Kombinujte sklidini soumérnosti, jejichZ osy obsahuji
strany obdélnika. Pro existenci poZadované drahy je roz-
hodujici, abychom body odrazu dostali uvnitf pfislusnych
stran. ]

21. Sestrojte trojihelnik ABC, jsou-li dény velikosti jeho
stran a, ¢ a uhlu « — B. [Uloha je zjednoduienim feSené
ulohy 16.]
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V. &st

POSUNUTS
°

Dtive neZ si uvedeme zdkladni véty o posunuti v roving,
zmifime se struné o pojmu souhlasné rovnobé&Znych polo-
piimek.

Jsou-li AM, BN dvé polop¥imky lesici na rovnobéskdch
a lezi-li obé v tée poloroviné s hraniénd pFimkou AB, nazy-
vdme je souhlasné rovnobéiné. Dvé polopfimky leZict na téZe
Piimce povasiujeme za souhlasné rovnobéiné, je-li jedna z nich
Cdsti druhé.

Poloptimky AM, BN na obr. 32a, b jsou zfejmé& sou-
hlasné rovnobé&Zné. Pro nds je duleZité, abychom si uvédo-

\l
\ ;
A b

Obr.324a,b
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mili, e p¥i obvyklém znadeni vrcholt lichob&Znikd a rov-
nob&Znikli pismeny ABCD dosihneme vidy toho, Ze je
poloptimka 4B souhlasné rovnobéZni s polopfimkou DC.
Navzijem opacné polopiimky nejsou souhlasné rovno-
béine, ani polopfimky AB, BA nejsou souhlasn€ rovno-
b&Zné.

Je-li ddana polopFimka AB a bod X, existuje prdvé jedna
poloprimka XY souhlasné rovnobésnd s AB.

Pomoci souhlasné rovnobéZnych polopfimek mieme
pfesné vyjadfit pfedpis, kterym pfifazujeme kadému bodu
roviny obraz v né€kterém posunuti.*)

Jsou-li ddny dva rizné body A, A', pFifazujeme v posunutf
T (A— A') bodu X bod X' tak, 3e sestrojime polopiimku
XN souhlasné rovnobéinou s AA' a na ni sestrojime bod
X' tak, aby bylo AA’ = XX’ (obr. 33).

X X’ N
A >4
A >8'
r >y’
Obr. 33

Fsou-li AM, BN dvé rizné souhlasné rovnobéiné polo-
piimky, existuje prdvé jedno posunuti v roviné, které zobrazi
polopiimku AM na polopifmku BN.

Vyzna¢ime-li v obrazku 33 pfifazeni ¢irkovanych bodi
netdrkovanym pomoci Sipek, feknete si jisté, Ze jsme za-

*) Posunut{ znatime obvykle pismenem T, protofe se nazyvd té2
translace. Pismenem P oznalujeme zpravidla podobné zobrazeni.
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kreslili sob& rovné vektory 44’, BB’. Skutetn€ miZeme
Fici, Ze vektor A4’ = BB’, jestlize body A’, B’ jsou obrazy
bodl 4, B v témZ posunuti v roviné.*)
Ke kazdému posunuti T (A — A') existuje inverzni zo-
brazent T (A" — A), které je vidy rizné od T.
Nakreslete si podle obrizku 33 takovy obrazek, na kte-
rém bude vyznaceno pomoci vektord pfifazeni bodii v T

8
/ A B A )
‘A/B -
A/B

X Y Y X
A

Obr. 34a,b, c

Je-li dina tisetka AB, muZeme ji oznalit jako vektor
(orientovat) dvéma riiznymi zpusoby (obr. 34a), bud pti-
ddme Sipku k bodu B nebo k bodu 4. Vime jiZ, Ze exis-
tuje posunuti T (4 — B) a druhé, k nému inverzni,
T1 (B — A). Tato dvojice posunuti vystupuje pfi feSeni
dloh nerozluéné spolu. V ulohich se casto setkime
s dvojici shodnych a rovnob&inych useCek (obr. 34b, c).

Jsou-li ddny dvé rovnobéiné a shodné usecky AB, XY,
existuji pravé dvé posunuti zobrazujici soucasné jeden kraj-
ni bod kaZdé z damych tuseCek v druhy. Jsou to posunutf
T, (A—>B), T, (B—~4).

Na obr. 34b zobrazuje T, (4—B, X—Y), kdeZto na
obr. 34c zobrazuje T, (A—B, Y—-X).

*) Na zikladé pojmu vektoru se ulili o posunuti ti z vis, kte¥
pouiivali pokusné uéebnice pro 11. tféidu dvanactiletych stfednich $kol.
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Podobné jako u stfedové a osové soumérnosti zatnéme
i zde s Glohami na ,,vzpfiCeni® tise¢ky mezi danymi dvéma
utvary. Vzhledem k vlastnostem posunuti to viak budou
pticky rovnobézné a shodné s danou useckou.

Uloha 18. Fsou ddny dvé krusnice k,, k, a dvojice ridznych
bodii A, B. Sestrojte tiseCku XY rovnobéinou s AB tak, aby
bod X lefel na ky, bod Y na ky a aby XY = AB.

A - g
Obr. 35

Rozbor. Na obr. 35 je zobrazena dvojice tsefek AB, XY.
Body X, Y jsou nezndmé, vime viak, Ze bod X pfejdev Y
jednou z translaci T, (A—B), T, (B—A). Nevime,
ktery bod X kruZnice k, pfejde v hledany bod Y kruZnice
ky, miiZeme proto opét ,,zkouSet v&tsi pocet bodu kru-
nice k,. Pozorujeme, Ze obrazy boda kruZnice %, (hroty
Sipek) vytvifeji kruZmici. ProtoZe v posunuti je obrazem
kaZdé kruZnmice kruZnice shodnd s puvodni, dochizime
k tomuto vysledku:
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Bod Y lezi 1. na krugnici ky = (S,, 15),
2. na kruZnici k', = (§8'y, 1), kterd je obrazem
krugnice k; = (Sy, ry) v posunut{ T, (A—~B)
nebo T, (B—A)

Konstrukce.
K,: Sestrojim krusnici 'y = (S'y, 1), kterd je obrazem
krusnice K, v posunut{ T, (A—B),
K,: Sestrojim spoleiny bod Y krugnic k',, k,.
K,: Sestrojim bod X jako obraz bodu Y v T, (B—~A).
K,: Sestrojim useCku XY .

Ptipojte sami jeSté€ obdobny popis konstrukce v pfipadg,
Ze pouZijeme posunuti T, (B—A).

Diikaz konstrukce provedte sami, je velmi jednoduchy.

Diskuse. Viechny konstrukce kromé K, jsou jednoznalné.
Pocet FeSeni tilohy zavisi jedin€ na poctu spoleénych bodii
kruZnice k2 s obrazy kruZmice &, v posunuhch T, T
Uloha m4 proto nékdy i nekonetné mnoho feSeni. Nejvyssi
konecny pocet feSeni je roven ¢tyfem, dile miZe mit viloha
tfi, dvé, jedno nebo Z4dné fefeni.

Vidite, Ze feSeni uloh pomoci posunuti je jeSt¢ nirod-
néj$i na formulaci textu neZ Fefeni tloh v kapitolich III
a IV. Komplikace zpusobuje existence dvou posunuti,
kterd mohou ulohu fesit. Pfipomeiite si znovu obsah po-
znamky za tilohou 6. Snadno pak vyfesite dalsi Glohu.

Uloha 19. e ddna dvojice pFimek a, b a tsecka MN.
Sestrojte ctverec XYZU o strané XY = MN a rovnobésné
s MN, je-li dina podminka, aby bod X lefel na pfimce a
abod Y nab.

Refeni tlohy pfedpokldda sestrojeni tsecky XY s uve-

denymi vlastnostmi. Kolik pak existuje ¢tverci, které maji
stranu XY?
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Uloha 20. ¥e ddna krusnice k s vyznalenym primérem
PQ a neselna p krutnice k s vyznalenou sseCkou AB. Se-
strojte bod Z kruZnice k, ktery md tu vlastnost, fe p¥imky
PZ, QZ protinaji p v bodech X, Y tak, $eje XY = AB.

Rozbor. Je-li bod Z na obr. 36 feSenim tlohy, je tsecka
XY = AB. ProtoZe je ptimka XY rovnob&Zni s AB,
mime moZnost pfevést bod X v bod Y jednim z posunuti
Ty (A—B), T, (B—~A). Zobrazme v tomto posunuti bod P
v bod P’. Na obr. 36 jde o posunuti T, (B—+4, X—Y,
P—P"). Ptimka PX je rovnobé&Znd s pfimkou P'X’' = P'Y;
protoZe je PX kolmi na QY, je také P'Y kolmi na QY.
Dochazime tedy k zavéru:

Bod Y je obrazem bodu X v T, (B—A),
le2i 1. na primce p,
2. na Thaletové krusnici o priméru P’ Q.

Stejné tak by ovSem mohl byt bod Y obrazem bodu X
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v posunuti T, (A—B). Nakreslete si pro tento pfipad
obrazek.

Ostatni 4sti feSeni této tlohy si miZete zpracovat sami,
voditkem vim miZe byt fedeni wlohy 11. Dostanete nej-
vyse Ctyfi riznd feSeni (obr. 37).

~

Obr. 37

Dosud viechny ulohy této kapitoly byly polohové a vcel-
ku jednoduché, nasli jsme okamZité mnoZinu bodd, které
néle?i neznimy bod. Cast&jii je ptipad, kdy po ztotoinéni
dvou neznimych bodd posunutim dojdeme k tloze o jed-
nom neznimém bodu, kterou musime fefit nékterym dal-
$im zplisobem.

. Uloha 21. Na piténém profilu terénu jsou ddny body P, Q
a primka p, na niz lez{ dno vykopu pro Zeleznicni trat. Na-
rysujte profil vykopu, jestlize $tika jeho dna je AB a stény
wykopu maji ty2 spdd.

Reteni. Na obr. 38 je narysovino FeSeni tilohy. PouZijeme
osvédleného zplisobu a sestrojime obraz P’ bodu P
v T; (A—>B, X—Y). Snadno si dokiZete, Ze je pfimka PX
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rovnob&Zna s pfimkou P'Y. Je také zfejmé, %e bod Y je tim
bodem pfimky p, ve kterém by se paprsek vyslany z P’
odrazil od p do bodu Q. Tim jsme tlohu pfevedli na dfive
fedenou tlohu o odrazu (tloha 13). ReSeni dokondete sami,
nezapomeiite viak na posunuti 7T, (B—A). Pfislu$nd lo-
mend Cira PXYQ se protind, nemd proto vyznam pro
prakuckou tlohu, ze které jsme vysli. Mame pfiklad, kdy
praktickd uloha m4 méné feSeni neZ z ni vyvozend tloha
matematickd. Podobné pfiklady znite z feSeni kvadratic-
kych rovnic.

A 8 X Y P
Obr. 38:

Jisté jste jiZz fefili fadu tdloh na sestrojeni trojihelnika
ABC, jsou-li diny velikosti tfi z jeho prvkii a, b, ¢, a, B, ¥,
ta, IB, LCy, Vas UB, Uc. Trojuhelnik ABC lze sestrojit zvlasté
snadno, je-li dina nékterd z trojic a, b, ¢; a, b, v; a, b, va;
a, b, tas @, Va, a5 Gy > VA5 G5 Y5 IA3 G % IAS Gy O DA G
UB, tA} @, VB, tc; 4, UB, UC5 9, U, Uc. Jsou-li vSak dany
nékteré jiné trojice prvkd, dostavime tlohy mnohem ob-
tiZnéj$i. Sezndmili jste se patrné i s umélymi obraty, po-
moci kterych se sestrojuje trojihelnik, je-li dino va, vs, vc
nebo Ia, I, IC.

Pfi feSeni nisledujici dlohy pouZijeme posunuti a stfe-
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dové soumémosti jinym zptsobem neZ dosud. Pokud tento
zpusob neznite, bude vam pfipadat umély. Pozdéji se
vsak ptesvédcite, Ze je to velmi uZiteCny zpisob feSeni tiloh
o trojihelniku,

Uloha 22. Sestrojte trojithelnik ABC, jsou-li ddny tisecky
shodné po Fadé s proky tc, va, vc trojihelntka.

Resent (obr. 39). Zobrazme bod C jednak v T (4—B),
jednak ve stfedové soumérnosti S o stfedu B. Obrazy
oznacme po fad¢ pismeny D, E. DokaZte si sami:

Obr. 39

Mad-li trojihelnik ABC poZadované vlastnosti, md troj-
uhelntk CDE stranu DE = 2tc, vysku vp = va, vysku vg =
= 2‘1)(:.

Zname tedy v trojuhelniku CDE stranu DE a vysky vy-
chizejici z jejich koncovych bodid. Z t&chto podminek lze
trojihelnik CDE sestrojit. Bude viak moZno sestrojit body
A, B, budeme-li znat trojuhelnik CDE? Ziejmé ano,
protoZe bod B je stfedem soumérnosti S (C—E) a bod 4
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je obrazem bodu B v posunuti T, (D—C). Jist¢ snadno
dokondite feSeni celé ulohy. Dejte pozor pfi diskusi na to,
Ze konstrukce trojihelnika CDE muZe mit dv& riznd fe-
Seni! KaZdé z nich je vychodiskem k jedné konstrukci troj-
thelnika ABC. ‘

Uvedenou tlohu Ize fesit i jinym zptisobem, napf. po-
moci podobnosti trojihelniki. Nase feSeni spocivalo v tom,
Ze jsme nasli pomocny trojihelnik CDE, jehoZ prvky zévi-
seji jednoduchymi vztahy na danych prvcich trojihelnika
ABC. Pokusme se nyni aplikovat tento zpisob feSeni i na

jiné pfipady.
c

A

D

Obr. 49

Sestrojme si znovu trojuhelnik ABC a body D, E (obr.
40), vyznaéme vSak viechny moZné trojithelniky, které maji
za vrcholy tfi z bodl A4, B, C, D, E. Je jich devét, v kaZdém
si stanovime ty jeho strany, dhly, téZnice a vysky, které 1ze
vyjadfit jednoduchou zivislosti na prvcich trojihelnika
ABC. Pisme vysledky do tabulky (viz str. 63).

Naucme se nyni pracovat s hotovou tabulkou. Zvolte si
libovolnou trojici prvki trojuhelnika ABC, napf. vc, B, 5.
Hiedejte, na kterém fidku (od tfetiho polinaje) jsou tyto
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‘Troj-

Ghelnik strany thly téZnice vysky
ABC ab,c o B,y tas I, Icy | VA, UB, UC
CBD | byca By, Ip, IC) Tay | UCs> UBs VA
BDE | 2tc,a,b | m-v,-, - e, - - -, VA, UB
CDE | 2tc,2a, ¢ B, - - -y b, - | - va,20¢c
ACE 2a, 2tg, b Y~ [ DAy = 2vp

ADE |2tc,2tp,2ta| === i, 2b,2a | -,-,-

ABE | a,2ts, ¢ | - m-B,- -,4b,- | va,-57c

ABD | b,2ta,c | -y -0, - - %a, - VB, =5 UC

ACD c, 2IA, b =y =0y = -y %a, - Vcy, =5 VB

prvky napsiny soudasn&. Najdete fddek pfislulejici troj-
thelniku ABE. Na niértku trojuhelnika ABE uvidite, Ze
znite jeho stranu AE, X ABE = =-f a vysku vg = vc.
Trojuhelnik ABE miiZete snadno sestrojit, umistite-li thel
ABE. Konstrukce hledaného trojthelnika je pak snadna.
Dalii pokyny a poznimky k prici s tabulkou najdete ve
cviCenich.

Podivejme se blize na pojem &yfihelntka. Vite ze své
zkuSenosti, Ze trojihelnik ABC povaZujeme za sestrojeny,
nalime-li jeho obvod, tj. uzavienou lomenou &iru
ABCA, kterd neni C4sti pfimky. Tento ndvyk nds vSak
miZe v piipadé ¢tyfihelnika dovést do neCekanych situaci.
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T

Obr. 41

Lomen4 &ira ABCDA, které neni ¢ist pfimky, miZe mit
i jiné tvary, neZ je ten, ktery mi obvod vypuklého &tyP-
uhelnika. Na obr. 41 jsou zndzornény moZné ptipady.

Pii feSeni uloh poZadujicich sestrojeni Ctyhihelnika
sestrojujeme vlastné lomenou &iru ABCDA na zdkladé
délek jejich uselek, uhla sevienych jejimi seCkami apod.
NemiiZeme se proto divit, Ze ndm vyjdou i podivné &tyf-
thelniky jako na obr. 41b, ¢, d, e, .

Uloha 23. ¥sou ddny dsecky a, c, e, f a kel . Sestrojte
SeyFihelnik ABCD, v ném# je AB — @, CD — ¢, AC = ¢,
BD = f a sihel € je shodny s im shlem pFimek AC, BD, jeho#
ramena prochdzeji body A, B.

Rozbor. Ptedpoklddime, e tloha md feSeni, ozname
priselik jeho uhlopti¢ek pismenem U (obr. 42). Vyrazn&
jsou vyznaleny dané prvky Ctyfdhelnika. Je ziejmé, Ze
thlu ¢ nemiiZeme vyuzit, jestlize nezname bod U. Napadi
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tu my$lenka, zda by nebylo mono uhel pfemistit tak, aby
na jeho ramenech leZely dané Gsecky (v uloze 16 jsme toho
Gsp&iné vyuzili). Zobrazme v posunuti T (D—C) bod B
v bod B’, tim pfejde whlopficka BD v usetku CB’ rovno-
bé&Znou s DB, je proto < ACB’ = ¢. Dokézali jsme:

Obr. 42

Mad-li éyiihelntk ABCD poZadované vlastnosti, md troj-
tthelnik AB'C stramu AC = ¢, CB' = f, < ACB' = «.

Na zdklad& téchto vlastnosti trojithelnik AB’'C snadno
sestrojime. Zabyvejme se viak vztahem bodu D, B k troj-
tbelniku AB’C. DokaZte si sami, Ze plati:

Md-Ii trojuhelntk AB’C uvedené vlastnosti,
lez{ bod B 1. na kruZnici k, = (B’ c),

2. na kruznici ky = (4, a).
Bod D je obrazem bodu C v posunutf T (B'—B).

Cely sviij postup stavime na pfedpokladu, %e vznikne
trojuhelnik AB'C. Vznikne opravdu vidy? Zamyslete se
nad tim, v tloze 17 jste videli, Ze to miZe byt rozhodujici
pro dalsi postup.

Konstrukee.

K,: Sestrojime rrojihelnik AB'C, ktery md < ACB' = e,
AC=¢,CB =

K,: Sestrojime krusnici k= (B, o).
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K,: Sestrojime krugnici ky = (4, a).

K,: Sestrojtme spoleény bod B krusnic ky, k,.

K: Sestrojtme obraz D bodu C v posunuti T* (B'—B).
Ky: Sestrojtme lomenou édru A B C D A.

Diikaz. Z konstrukci K; K, plyne, Ze je AB = a, z kon-
strukce K vyplyvd A4C = e. Obdobn¢ snadno dokéZete, Ze
je BB'=¢, CD=BB'=c¢ a BD=BC=f. Uhel
B'CD = ¢, jeho rameno CB’ piejde v posunuti T-1 v polo-
piimku DB, Je proto thel ¢ shodny s tim dhlem pfimek

2

Obr. 43

AC, BD, jeho% ramena prochéizeji body A, B. Dokézali
jsme, Ze sestrojeny wtvar se Ctyfmi vyznaénymi body 4, B,
C, D ma viechny vlastnosti, které iloha poZaduje. Nemi-
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Yeme viak dokézat, Ze tento vtvar je vypuklym ctyhihel-
nikem. Popsanou konstrukci jsme sestrojili uzavienou
lomenou ¢aru ABCDA, ktera ma vlastnosti Zddané v textu
ulohy.

Diskuse. Polet uzavienych lomenych ¢ar ABCDA zavisi
pouze na poétu spoleénych bodu kruZnic %y, k,. Zajimé-li
nis, kdy je tato &ira obvodem vypuklého Ctyhihelnika,
musime najit mnoZinu bodd B, pro néZ plati, Ze usecky
BD, AC maji spolecny vnitfni bod. DokaZte si, Ze takovou
mnozinou boda B je vnitfek rovnob&inika ACB’E (obr.
43). Na obr. 43 vidite, Ze mohou existovat také dva vy-
puklé ¢tyhihelniky ABCD, které jsou feSenim tdlohy. Pro-
vedte si sami podrobnou diskusi.

Cviceni

22, Sestrojte pfi¢ku dvou rovnobé&Zek a, b, ktera je k obéma
kolma4 a je z daného bodu M vidét pod danym uhlem «.
[Sestrojte nejdfive libovolnou pficku a mnoZinu bodi,

z nichZ je vidét pod danym thlem «.]
23. Jsou diny dvé nesoustfedné kruZnice k,, &, a smér s.
Sestrojte pfimku sméru s, na které vytinaji dané kruZnice
shodné tétivy.

" [Pfe}mistéte vhodné stfed jedné tétivy do stfedu druhé
téuvy.

24. Zobecnéte ulohu 20 v tom smyslu, Ze body P, O budou
libovolné dva body kruZnice. VyuZijte vlastnosti obvodo-
vého uhlu.

25. Sestrojte trojihelnik ABC, je-li ddno:

1, ta, o, vs, 4. tp, ¢, a,
2.ta, by oy 5.18, v, ¢
3. ta, tp, Icy 6. tc, Va, ﬁ

[Najdéte vidy v tabulce trojuhelnik, jehoZ prvky obsa-
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huji dané prvky trojthelnika ABC. Zjistéte, které strany,
uhly nebo vysky pomocného trojuhelnika znite a jak jej
pomoci nich sestrojite. ZapiSte si, jak potom sestrojite
vrcholy hledaného trojuhelnika ABC].

26. Viimnéte si, Ze v tabulce jsou vyjddfeny vysky vSech
trojihelnikli pomoci vySek vychoziho trojihelnika ABC,
kdeZto t&Znice jsou nékdy vyjaddfeny pomoci stran a obra-
cené. To znamend, Ze pomoci trojuhelnikil zapsanych na
tfetim aZ devatém fddku miZeme vyhodné feit ty Glohy,
ve kterych jsou dany té€Znice s dalSimi prvky. Kazdou z nich
Ize fesit i dal$imi zpisoby, pokuste se vyfesit jinym zpl-
sobem tulohy ze cvideni 25.

27. Sestrojte rovnobéznik ABCD, znite-li velikosti jeho
stran a velikost toho dhlu uhlopfi¢ek, jehoZ ramena pro-
chézeji vrcholy A4, B.

28, Sestrojte ¢tyhihelnik ABCD, je-li zndma odchylka e
piimek AB, CD a dale délky viech stran 4B, BC, CD, DA
&ryfthelniku. UZijte posunuti T (D—C) a sestrojte thel,
ktery ma velikost ¢ a vrchol v bodé 4.
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V1. &st

OTOCENT{
®

V pfedchazejicich kapitolich jste se sezndmili s podrob-
nymi feSenimi dloh pomoci zobrazeni a nékteré z nich jste
si sami rozfesili. V této kapitole nebudeme proto rozvadét
uvahy o feSeni uloh; ukdZeme si tfi typické ulohy, které
feSime pomoci otoCeni.

Definice otoleni (rotace) vyZaduje znalost pojmu orien-
tovaného thlu. V této publikaci nemizeme opakovat vlast-
nosti orientovanych whli, budeme je proto povaZzovat za
znamé., Pfipomenme si jen, Ze (neorientovany) uhel AVB
je moZno ,,orientovat” dvéma riznymi zptisoby. MuZeme
povaZovat za pocitedni rameno polopfimku V4 a dosta-

neme tak orientovany hel A/I/\'B, nebo povaZujeme za po-
¢itedni rameno polopfimku VB a dostaneme orientovany
thel BV A.

Otoceni v roviné je jednoznaén& urdeno, je-li din bod S
a orientovany thel w. Otoceni se stfedem S a \ihlem otofeni

N ~
o budeme znatit R (S, w).
 Je-Ii ddn (neorientovany) uhel AVB, existuj{ dvé otolent se
stfedem V, kterd zobrazuji jedno rameno vhlu v druhé ra-
N\ 7\

meno. Jsou to otolent R, (V, AVB), R, (V, BVA).

Je vam jisté zfejmé, Ze uvedené dvé rotace R;, R, jsou
zobrazeni navzdjem inverzni. ZvlaStnim pfipadem rotace
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je stfedovd soumé&rnost, kteri je, jak vime, totoZni se
zobrazenim k ni inverznim.

Uloha 24. ¥sou diny dvé pimky p, g, bod T a rovno-
ramenny trojuhelntk KLM. Sestrojte trojihelnik TUV po-
dobny trojihelniku KLM tak, aby vrchol U leZel na pitmce p
a vrchol V na q.

Obr. 44

Rozbor. Na obr. 44 je zakreslen trojihelnik TUV a dané
utvary. Mdme opét dva neznamé body U, V, 1eden v druhy
muZeme zobrazit rotaci kolem stfedu. T Uhel této rotace

je bud shodny s orientovanym tihlem LEM nebo s oriento-
vanym uhlem MEKL.
Nezndmy bod V lesi 1. na pFimee q,
2. naobrazu p’ primky p v otocent
~ ”~
R, (T, LKM) nebo R, (T, MKL).

Konstrukce.
K,: Sestrojime obraz pfimky p v otoéent R, (T, LKA'I)
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K,: Sestrojtme spoleény bod V prlmek ?,
K,: Sestrojime obraz U bodu V v otoceni R 1 (T, MKL)
R,.

K,: Sestmﬁme trojuhelnik TUV.

Zapiste sami konstrukci pomodi R, (7, MKL) a proved'te
diikaz spravnosti konstrukce. V diskusi dojdete k zavéry, Ze
miZe existovat také nekonetn& mnoho feleni. Pfi jaké vza-
jemné poloze pfimek p, ¢ nastane takovy pfipad? Nary-
sujte si jej.

Uloha 25. Y ddn ¢tverec ABCD a tisecka MN. Se-
strojte Ctverec XY UV, jehoZ kaZdy vrchol le2i na jedné
strané érverce ABCD a strana XY = MN.

Resent je jednoduché, dokiZete-li si, e stfed &tverce
XYUZ je totoZny se stfedem ¢tverce ABCD. Sestrojime-li
libovolny étverec XY UZ se stiedem S (obr. 45) shodny se
Ctvercem XYUZ, existuje rotace se stfedem S, kterd
zobrazi X—»>X, Y--Y, U--U, Z—Z. Uloha je pozoru-
hodnd tim, Ze neznime thel otofeni, pouze jeho stied.
Musime proto uvaZovat, kde leZi obrazy bodu X ve viech

otolenich se stfedem S.
c Snadno si dokiZete, Ze timto
ttvarem je kruZnice k =
(S, §X). Konstrukce a ostat-
y  ni Césti feSeni dlohy vychdze-
ji z tohoto z4véru rozboru:
Neznamy bod X lest
1. na vsecce AB,
2. na krugnici k = (S, SX).
Polomér kruZnice %k mu-
Zeme sestrojit i bez pomo-
B ci bodu X, protoze je
ziejmé SX = } MN.) 2.

D
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V diskusi dojdete k nejvySe dvéma riznym Felenim.

Uloha 26, Ye ddna kruznice k = (S, r) a dva rizné body P,
Q. Sestrojte dvé rovnobésky p, q prochdzejict body P, Q tak,
Zby protinaly kruZnici k v bodech X, Y omezujicich érortinu

rusnice.

Refent. 1 v tomto pHpadg se ndm osv&d&i metoda uit4 pti
feSeni uloh 11 a 20; zobrazime bod X v bod Y (obr. 46).

Vhodnym zobrazenim je zfejmé& otofeni kolem bodu S
o pravy thel v kladném nebo ziporném smyslu. Pfimka p
rovnobéZnd s pfimkou ¢ pfejde timto otolenim v piimku
2’ kolmou ke ¢. Dochizime k zivéru, Ze
bod Y lezi 1. na dané krusnici k,
2. na Thaletové kruznici o priméru P’ Q.
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Konstrukee.

A
K,: Sestrojime obraz P’ bodu P v rotaci R, (S, « = 90°).
K,: Sestrojime krusnici o priméru P’ Q.
K;: Sestrojime spolecny bod Y kruZnic k, k,.
K,: Sestrojime bod X jako obraz bodu Y v otoéeni R1,.
K;: Sestrojz’me pFimky p = PX, q = QY.
Popj\§te konstrukci v ptipadé, Ze pouZijete rotace

R, (S, w = —90°). Provedte si podrobny diikaz konstrukce
a diskusi. Kdy bude mit dloha nekoneéné mnoho FeSeni?
Jaky je nejvétsi moZny konelny pocet feSeni? Narysujte si
jednotlivé ptipady.

Touto tlohou kondi nase spolecna cesta, béhem piZ jsme
pozndvali, jak nAm mohou shodni zobrazeni pomoci pH
feSeni konstruktivnich tloh. Pokud jste jen broZuru pro-
listovali, projdéte si ji jeSté jednou a zaméite se na sledovani
logického postupu feSeni a jeho formulovini. Poznatky
a zkuSenosti ziskané v tomto sméru muZete uplatnit pfi
stylizaci feSeni soutéZnich dloh Matematické olympiidy.

Cviéeni

29. Je déna kruZnice k a bod A. Sestrojte tétivu XY kruz-
nice %, kterd mid danou délku a prochdzi bodem 4. [Na-
rysujte si libovolnou tétivu dané délky a pouijte vhodného
otoCeni.]

30. Jsou diny dvé soustfedné kruZnice %, &, a bod A leZici
na k,. Sestrojte rovnostranny trojihelnik ABC, jehoZ
vrchol B leZi na &, a vrchol C na k,. [Znite stfed i thel
otofeni pfevadéjiciho bod B v bod C).

31. Jsou diny dv& rizné kruZnice k,, k, se spolenym
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bodem A. Sestrojte &tverec ABCD, jeho% vrchol B leZi na
k, a vrchol D na k,.
32, Je dina kruZnice %k, bod B a useCka MN. Sestrojte
tétivu XY = MN kruZnice & tak, aby byla vidét z bodu B
pod thlem 60°.

[Postupujte obdobn€ jako ve cviteni 22.]

ObtiZné&jsi Glohy

33. Zobecnéte tlohu 26 v tom smyslu, aby hledané body
X, Y omezovaly oblouk kruZnice pfislusejici stfedovému
thlu «.

34. Dokazte, Ze sloZenim stfedové soumérnosti S a posu-
nuti T vznikne stfedovd soumémnost s jinym stfedem.
[Zobrazte n&kolik bodi X roviny ve zobrazeni ST (X—X’)
a sestrojte stfedy tsefek X X’. PouZivejte vlastmosti stfedni
pficky trojuhelnika.]

35. DokaZte, Ze sloZenim lichého pottu stfedovych sou-
mérnosti vznikne stfedovd soumémost, kdeZto sloZenim
sudého poctu stfedovych soumérnosti vznikne posunuti
nebo identita.

[Pouzijte v&ty formulované ve cvi€eni 34 a znamé véty, Ze
sloZzenim dvou posunuti vznikne posunuti nebo identita.]
36. Narysujte si ctverec S; S, S; §,. Zdivodnéte pomoci
véty vyslovené ve cviCeni 35, %e kazd4 lomend Céra
XYZUV, jejiz use¢ky XY, YZ, ZU, UV maji po fadé
stfedy Sy, Sp, Sy, Sy, je uzaviensd, tj. bod X = V.

[Zobrazte bod X ve zobrazeni, které vznikne sloZenim
soumérnosti S;, S,, S5, S, se stfedy S;, S, S35 S, Po-
rovnejte zobrazeni S, S,, S5 5,.]

37. V rovin¢ je déno pét libovolnych bodi S;, Sy, S3, Sy
S;. Sestrojte uzavienou lomenou &iru ABCDEA, ktera
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mA4 tu vlastnost, ¥e¢ dané body jsou po Fad& stfedy tuselek
AB, BC, CD, DE, EA lomen¢ &iry.

[PHi rozboru ulohy sestrojte obraz bodu A a libovolného
bodu X ve zobrazeni S, S, S3 S, S5 které dostanete
sloZenim stfedovych soumémosti podle stfedd S;, S,, S,
Sy S
38. Je déna ptimka p s bodem M, kruZnice % a ithel «.
Sestrojte kruZnici, kterd se dotykd v bodé¢ M pfimky p
a protind danou kruZmici tak, Ze teny t&hto kruXnic ve
spoletném bod¢ svirajf tihel o velikosti .

[V rozboru zvolte osu soumérnosti tak, abyste zobrazili
prusetfk obou kruZnic do bodu M. Obraz kruznice k
v této soumérnosti oznalte k. Zamyslete se nad tim, zda je
moZno sestrojit krufnici ' dfive neZ znite osu soumér-
nosti.]

39. Jsou dény tH pfmky prochdzejici bodem O a dile je
dén bod A4 £ O. Sestrojte trojihelnik ABC, pro ktery na-
stane jedna z moZnosti:

1. jeho vysky leZi na danych pfimkéch,

2. jeho t&%nice leZi na danych pfimkich,

3. osy jeho vmitfnich nebo vné&j§ich 1ihli leZi na danych

pEimkich.

[Prvni pfipad je snadny, v daldich uZijte vhodné sou-
mérnosti. ]

40. Sestrojte ¢étyfuhelnik ABCD, jsou-li dédny velikosti
usedek AC, AD, BC a velikosti thlu ADB, DBC.

[Jedno z moznych feleni zalind konstrukci jistého troj-

thelnika, jehoZ vnitfni thel je shodny s rozdilem danych
uhlid. Jako &st FeSeni se objevuje uloha obdobni uloze 18.
MuZete v3ak najit jiné feSeni.]
41. Jsou dény pHmky a, b prochdzejici po fadé danymi
body A4, B. Dile je din smér s. Sestrojte pfimku daného
sméru tak, aby protinala pfimku ¢ v bod& X, pfimku b
v bodé Y a aby platilo AX = BY.
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[Usefku AX miiZete zobrazit na usetku BY vhodnym
otoCenim. Zjistéte velikost nékterého hlu s vrcholem X
nebo Y, jehoZ ramena prochédzeji danymi body nebo stfe-
dem otoleni pfevddéjiciho pfimku ¢ v pfimku b.]
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