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PREDMLUVA

V této kniZce jsem se snaZil jit ve stopich onéch svazedkd
sbirky ,,Cesta k v&déni‘“, které dobfe plnily jeji hlavni po-
sldni: nevelkym rozsahem uvadét do vyssich partii exaktnich
véd pfirodnich na podkladé nanejvySe védomosti ze Skoly
tretiho stupné.

Pri knizkich tohoto zaméfeni a takovych pfedpokladi je
oviem vidy problém, jak spojit poZadavek piistupného a
pfitom struéného vykladu s poZadavkem netiplatné vécné
spravnosti a matematické piesnosti. V abstraktnim pied-
métu, jakym se obird tato knizka, je tato potiZ vétsi nez jinde,
a to tim spie, Ze jde o latku jen z&4sti zpracovanou v udeb-
nicich (theorie grup*) a vibec ne, pokud je mi zndmo,
v dobrych popularisujicich publikacich. Do jaké miry se mi
podafilo se s timto problémem vyrovnat, to posoudi étendfi.

V podstaté mislo o toto: sezndmit étendfe nékterymiziklad-
nimi pojmy theorie grup a theorie svazi, které obé maj{ vsou-
¢asné matematice obdobny a zdkladnf{ vyznam. Uk4zat na riz-
norodém piikladovém materidlu, Ze béZi v obou piipadech
o velmi obecnou matematickou zikonitost, kterou jsme obje-

* V nasi kninf lijeratufe je theorie grup zastoupena: ,,Uvodem do
theorie grup*‘ od prof. Boravky (viz seznam literatury) — pies velikou
védeckou cenu a hloubku této publikace se mi zdé, Ze pro opravdu
uvadéjiei sezndmeni s grupemi to neni vhodné publikace, a to jednak
pro vysokou abstraktnost, jednak pro to, e znadnou &ést kniZky za-
ujimaji dtvary daleko obecndjdi, neZ grupy, t. zv. grupoidy, jimiZ se
prof. Boravka zabyvé ve svych odbornych pracich. Ctenéfi ovlédda-
jicimu zéklady theorie grup e cvitenému v abstraktnim mysleni moz-
no oviem detbu Boruvkovy knizky viele doporudit.

3



vili v nejriiznéjsich jejich konkretnich tvarech, v matematice
i piimo ve skutednosti. Upozornit a pokud lze i ukézat na
aplikace v pfirodnich a technickych véddch. Pfedvést né-
kolik typickych ukdzek dikazovych method. Nazna&it ukoly
obou theorii a alespofi v hlavnich rysech ukdzat nékteré dalsi
vysledky, jichZz bylo dosaZeno pomérné neddvno.

Tato knizka nemd byt ani udebnici ani jeji ndhrazkou. PFi
jejim malém rozsahu a pfi danych pfedpokladech védomosti
nebylo samoziejmé mozno probrat viechny zékladni pojmy
— a ani o to nedlo. Slo Jen o to, aby si tend¥i odnesli z této
kniZky alespofi pfesvéd&eni, Ze ani abstraktni algebraické
theorie, jakymi jsou theorie grup a svazi, nejsou samo-
téelné abstraktni hifit¢ky zasvécenych matematiki.

Kniha neni uréena pro odborniky; mtZe je vSak pfece
jen zajimat staf o induktivnim dikazu jednoduchosti
alternujici grupy stupné =+ 4.

Za 1delem kontroly porozuméni textu a pro prohloubeni
a doplnéni vykladu samostatnym uvaZovénim jsou k vétsiné
paragratli pfipojena cvideni. Méné snadnd jsou opatfena
hvézdidkou, pFipadné zbéZnym ndvodem k FeSeni.

K ilustraci a objasnéni abstraktnich pojmi piispéji jisté
i obrazky. Nakreslil je dle mych ndvrhi asistent Jos. Ma-
tush z matematického dstavu vysoké skoly strojniho inZe-
nyrstvi v Praze.

Lad. Rieger



CAST 1.

THEORIE GRUP

1,1. POJEM ZAKRYTOVEHO POHYBU

U é&ar a u ploénych i prostorovych ttvart, at jiZ vytvore-
nych pfirodou nebo lidmi, se setkdvame Sasto s vlastnosti,
které fikdme geometrickd pravidelnost, ve zvléstnim pFipadé
(stfedovd, osovid, rovinnd) soumérnost. (Listy a kvéty rostlin,
krystaly nerostl; ornamenty, stavby.)

V &em zileii (jak je definovana) geometrickd pravidelnost ?
Bez obsirnych uvah lze Fici, Ze itvar shleddivdme geometricky
pravidelnym, jestlize lze udat t. zv. zdkrytové pohyby, jimiz se
ztotoZni utvar jako celek sim se sebou, anizZ se tedy obecné
jeho jédnotlivé body vratily do svych ptivednich poloh. Vy-
stizeni geometrické pravidelnosti utvaru je potfebi tedy hle-
dat v souhrnu jeho zikrytovych pohybt. Tak na pf. obdélnik
(obr. 1) m4 t¥i takové zdkrytové pohyby, t. j. dvoji pFeklo-
penf (dle kazdé z obou os soumérnosti) a jejich kombinaci,
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t. j. otofeni o 180°, Utvar na obr. 2 mi rovné% presné tii
zdkrytové pohyby, ale jiné, totiZ otoleni roviny ol, 2,3
pravé tihly. Nekone¥ny pds na obr. 3 m4 nekoneéné mnoho
zékrytovych pohybid. Jsou to posuvy o celistvé ndsobky
jednoho dilku pdsu — a jiné zdkrytové pohyby nemaé.

tverec (obr. 4) md 7 zdkrytovych pohyba (4 pieklopeni
kolem os soumérnosti a 3 otodeni o 90°, 180°, 270°).

ST

Obr. 3.

Aby pozdéji nevzniklo nedorozuméni, je dobfe vyslovnd objasnit -
geometricky rdz pojmu zékrytovy pohyb. Na rozdil od skutetného
(fysikélniho) pohybu pfi zékrytovém pohybu nep#ihliZzime ani k ¢aso-
vému pribdhu pohybu (k rychlosti), ani k tomu, po jaké dréze se
jednotlivé body (geometricky pravidelného, tuhého) utvaru dostaly
z pavodni do nové polohy. To znamené, Ze dva zédkrytové pohyby
plati za stejné, jestlife vedou z téZe vychozi polohy utvaru do téze
polohy koneéné. Tak na pf. v obr. 2 otoéen{ o uhel 90° a otodeni o ihel
450° = 360° 4+ 90° (v témie smyslu) povaZujeme za tenty% zékry-
tovy pohyb. Pak je viak diusledné pripoudtét za zdkrytovy pohyb
i takovy pohyb, pii ném?Z se keZdy jed-
notlivy bod vriti odkud vysel (ztotoZni
se se sebou samym). Takovému pohybu,
danému na pf. ototenim rovinného obraz-
ce o 360° Fikéme pohyb identicky,
takZe utvar na obr. 2 pravé tak jako
obdélnik, maji ve skutetnosti po tty-
fech zdkrytovych pohybech a pfi pésu
na obr. 3 pfipoustime i zdkrytovy posuv
o nulovou délfu. (Pak oviem i geometric-
ky zcela nepravidelné utvary maji za-
krytovy pohyb, totiz jediny, identicky
zékrytovy pohyb.)

Souhrn zékrytovych pohybi libovolného daného itvaru
mé nékteré dileZité a jednoduché zdkladni vlastnosti. Tak
na pf. pozorujeme, %e dva zdkrytové pohyby provedeny po
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sobé (sloZeny) daji opét zdkrytovy pohyb, Ze ke kaZdému
zdkrytovému pohybu existuje zdkrytovy pohyb zpétny, uvi-
déjicf dtvar v kazdém jeho bodu do pivodni polohy (tedy
sklddajici 8 danym pohybem pohyb identicky) a pod. Stu-
dium zpfisobd sklédéni zdkrytovych pohybi a téch souvislosti
mezi témito pohyby, které jsou sklddinim dény (pouhy poéet
zékrytovych pohybi #fkd p#ili§ malo, jak jsme vidéli na p¥i-
kladé obdélnika a tvtvaru na
obr. 1), tvofi matematicky ob-
sah theorie geometrické pravi- i
delnosti. Tak jsme vedeni
k pojmu grupy zdkryto-
vych pohybd, kterymZztond- -
zvem oznadme prozatim zhru-
ba souhrn zdkrytovych pohybi
daného ttvaru vzhledem k to-
mu, jak se zé,krytove pohyby
skla,da.p Tento pOJem si ob-
jasnime bliZe pomoci pfikladu -
zdkrytovych pohybét rovno-
stranného trojthelnika.

Ao

o
<3

5.

Cvident k 1,1.

1. Urdete zék.rytové pohyby: a) pravidelného Sestiihelnika, b) vl-
novky y = sinz, c) neomezené &tverové sitd v roving, d) téie sitd
opatfené jestd uhlopiitkami.

2. Ukaste, jak vynechdnim a) vhod.nych bodua, b) vhodnych
usetek vznikne z rovnostranného trojihelnika (obr. 5) Gtvar o 3 zé-
krytovych pohybech (kterych?).

1,2. GRUPA ZAKRYTOVYCH POHYBU ROVNOSTRAN-
NEHO TROJUHELNIKA. AXIOMY GRUPY.

Abychom mohli sledovat skldddni zdkrytovych pohybu
rovnostranného trojibelnika (obr. 5)! vyznaéme si pro jedno-

! Cten4f udini dobfe, kdy? si vystiihne z papfru rovnostranny troj-
7



duchost jednotlivé zdkrytové pohyby takto: Pismena 4, B, C
necht znadi po fadé jednotliva pfeklopeni kolem osy tihlu
&, B, y. Pismena D a E necht znaéi pohyby dané otodenim ro-
viny trojihelnika o 120° a 0 240° (proti sméru ruéiéek hodin),
a konetné J necht znaéi identicky pohyb (dany otodenim
o 0°). Tim jsme pojmenovalj viech 6 zékrytovych pohybi
rovnostranného trojihelnika, jak se &tendf sim snadno pfe-

s s wiw

A|lB|C|D|E|J
A | J|D|E|B|C]|A
B|E|J|D|C|A|B
CiD|E|J]|A|B]|C
D|ClA|B|E|J|D
E|lB|C|A|J|D]|E
J|A|B|C|D|E|J

Tab. I.

hyb, feknéme Z, vznikly tim, Ze po jistém zdkrytovém po-
hybu Y provedeme je§té jisty zdkrytovy pohyb X, budeme
prosté psit jako XY, tedy Z = XY. Misto XX piSeme pak
X2, Skldddni zdkrytovych pohybt rovnostranného trojihel-
nike nyni nejlépe uvidime na nésledujici tabulce (tab. 1),
jejiz sprivné sestrojeni necht si dtendf ovéfi (viz pozn. 1).
thelnik (radsji nikoli ten, ktery je na obt. 5 v knize) a sleduje ndzornd
grupu jeho zékrytovych péhybi podle dalstho vykladu; pozor na to,
Ze po pieklopeni se m&nf amysl kladného otéent.
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Jeji uZiti je zFejmé: vysledek CD na pf. otodeni o 120°,
t.j. pohybu D, ndsledovaného pfeklopenim kolem osy dhlu v,
t. j. pohybem C, najdeme v priiseliku fddku uvedeného
pismenem D a sloupce, uvedeného pismenem C, tedy odeéte-
me CD = B vysledek je pfeklopeni kolem osy uhlu 8; po-
dobné AB = E, AA = A% = J atp.

Pomoci tabulky 1 lze nyni pohodIné uréovat i vysledné zé-
krytové pohyby (rovnostranného trojihelnika) sloZené pte-
depsanym zplsobem?2) postupné z vice ne% ze dvou pohybi.

(AB)C = EC = A, A*D = D, (BC)(DE) = DJ = D.

(Slovni vyznam té&chto rovnosti si étendf laskavé uvédomi
sdm.) A '

JiZ z toho, co bylo dosud fedeno a napsino, étendfe moZnd
napadlo, Ze mezi skldd4dnim zdkrytovych pohybt (v daném
pfikladé rovnostranného trojihelnika) a ndsobenim &isel
je jistd podobnost. Vytkndme si, v éem sklddéni zdkrytovych
pohybtt (dejme tomu rovnostranného trojihelnika) se sho-
duje s ndsobenim é&isel (mysleme pro uréitost na kladnd &isla
lomend (&ili raciondlni &isla)), t.j. formulujeme zdkony plat-
né pro oboji. To jsou privé axiomy grupy.

Axiom (1). \

Predevsim nahliZime, %e libovolné dva zdkrytové po-
hyby X a Y sloZeny v urditém pofadi X, ¥ daji opét zdkryto-
vy pohyb, feknéme Z = XY (téhoZz rovnostranného troj-
dhelnika), pfi dem% vysledny zdkrytovy pohyb Z je urden
jednoznaénsé, t. j. nezdvisle na tom, jakym zplisobem byly
provedeny pohyby X, resp. Y.

Podobns libovolnd dvé kladnd lomend ¢&isla, feknéme R =
= § a § = {4 daji jednoznadéné uréeny soudin RS = & =
= 0,12 nezdvisle na tom, zda &islo R je ddno na p¥klad jako

2 Zapisovén{ po sobd né,sledu,)ic(ch pohybd od prava doleva mé

avoje duvody, jeZ se objasn{ pfi definici ,,ndsobeni‘‘ permutacf a trans-
formaef v odst. 1,3. Je dule£ité ei na to zvyknout.
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1,2 nebo &islo S je ddno jako 5-2+3 nebo jakkoli jinak —

50
jen kdyZ jsou &isla t4z.

Rikdme strudng, %e skldddni zakrytovych pohyba, stejné
jako nasobeni &isel, spliiuje zdkonneomezenostiajedno-
znaénosti.

Axiom (2).

Déle shleddavame toto:

Skliddme-li jakékoli tii zdkrytové pohyby Z,Y, X, (v na-
Sem pfipadé na pf. tii pfeklopeni X =4, Y =B, Z = C),
pak jsou dvé moZnosti, jak to provést, ani% porusime proti-
abecedné vyznadeny sled kterychkoli dvou z uvaZovanych
pohybt. Jednak lze nejprve utvofit pohyb YZ provedenim
pohybu Y po pohybu Z a nechat po jiZ zndmém pohybu YZ
nésledovat pohyb X. Za druhé mozno pohyb Z nechat nésle-
dovat (pfedem jiZ zndmym) vysledkem XY sloZeni pochybu ¥
ndsledovaného pohybem X. Pfi prvé moZnosti utvofime tedy
pohyb X(YZ), pti druhé pohyb (XY)Z. V nasem pitikladé
mame jednou A(BC) = AE = B a podruhé (4B)C = EC =
= B, tedy totéZ. Snadno si uvédomime, Ze tomu tak musi byt
pfi sklddéni pohybi vidycky, nebof i pfi druhé moznosti
vlastné nisleduji t¥i dané pohyby v daném pofadi privé tak
jako pfi moZnosti prvé.

Rikéme, Ze je splnén zdkon asociativity a piSeme jej
struéné

(XY)Z = X(YZ).

Tento zdkon, jak dobfe vime ze 8koly i z pocetni praxe, je
splnén pii nédsobeni "¢isel (nahradime-li zdkrytové pohyby
&isly). Jeho dileZitost (kterd byvé Zasto stirdna p¥ilid po-
vrchni formulaci ,,nezdlezi na uzdvorkovani‘) tkvi v moz-
nosti definovat jednoznaénd sloZeni tii (a vice) zdkrytovych
pohybil v daném pofddku rovnostmi

XYZ = (XY)Z = X(YZ);
z toho pak plyne mo#nost definovat
X'=XXX, X¢=XXXX, atd.

10



Axiom (3).

Mezi ¢isly je pravé jedno, totiZz 1, naddno vlastnosti, Ze
nechédva jakékoli ¢islo jim ndsobené beze zmény. Tuto Glohu
jednotky v souboru zakrytovych pohybﬁ m4é zminény 1den-
ticky zdkrytovy pohyb J, coZ zapisujeme rovnostmi

XJ=JX=X
platnymi pro kaidy pohyb X. Rikéme, Ze je splnén zdkon
jednotkového prvku, pokud budeme pozdéji hovofit
obecnéji o prvecich grupy misto o zdkrytovych pobybech,
budeme nazyvat J jednotkovym prvkem.
Axiom (4).
Ke kazdému lomenému &islu L (rozumi se dle pfedpokladu

L % 0) mdme jedno jediné &islo Il/’ t. zv. pfevrdcenou hod-

notu k L, t. j. ¢islo, jeZ zndsobeno danym é&islem d4 jednotku,

1 1 1
E—al—1 = — is &1 —1 i -—_—
L, 7 1 y? . L. (Plseme radéji L—1namisto L)'
Podobné i ke kazdému zdkrytovému pohybu (rovnostran-
ného trojihelnika) X mame pfesné jeden zpétny pohyb X1
totiz takovy, Ze po pohybu X se timto pohybem X -1 vrdtime
zpstglo vychozi polohy, coZ pfSeme rovnosti

XX =J.
Pohyby X a X —!se vzdjemnd ,,rudi‘, t. . je téZ
XX—1=J.

Na pf.-A-! = A, protoze AA = A* = J, nebo D-*=E
protoze DD—! = D-1D = J = DE. (Viz tabulka.)

Tomu, Ze kazdému zdkrytovému pohybu existuje jeden je-
diny zpétny pohyb, fikime, Ze je splnén zdkon inversniho
prvku; ten dovoluje spolu se zdkonem asociativity providét
u zédkrytovych pohybii obdobu d&leni &isel, to jest: do-
voluje ke dvéma danym pohybim Y a Z uréit pohyb X talk,
aby XY = Z; zfejmé totiz musi byt X = ZY-!. Podobné

11



pro pohyb X hledany rovnici YX = Z nalézéme X = Y -1Z.
Na pf. so ptejme, jaky pohyb musi pfedchidzet pfed pieklo-
penim B kolem osy thlu g naseho trojuhelnika, aby vysledek
bylo otodeni D o 120°? Nahlédnutim do tabulky zjidfujeme
X = B-1D = BD = C jako odpovéd, t. j. jako FeSeni rov-
nosti BX = D. Slovy: hledany pohyb je pfeklopeni kolem
osy uhlu y. .

Tuto dilefitou okolnost, Ze zdkrytové pohyby (rovno-
stranného trojihelnika) spliuji uvedené &tyfi zdkony (axio-
my grupy) struéné vyjadifujeme réenim, Ze zdkrytové po-
hyby tvofi grupu vzhledem k sklddani pohybi.
Ctyti axiomy grupy jsou pravé tim, co maji viechny iplné
soubory zdkrytovych pohybh kteréhokoli geometricky pravi-
delného titvaru spole¢né. Pojem grupy (zdkrytovych pohybil)
tedy vystihuje matematickou podstatu pojmu pravidelnosti
dtvara (prostorovych i rovinnych). Vidéli jsme viak také, Ze
grupové axiomy jsou splnény pravé tak i pro ndsobeni
(kladnych lomenych) &isel misto sklddani pohybi, kde tyto
axiomy jsou ze 8koly nim dobfe znamymi zdkladnimi podet-
nimi zdkony, jichZ uZivime v kazdodenni podetni praxi, aniz
jsme si toho pro jejich samoziejmost védomi. MizZeme tedy
Fici, Ze kladnd lomen4 &isla tvofi rovné? grupu, t. zv. ndsobici
(¢ili multiplikativni) grupu kladnych lomenych &isel.

Je vBak jesté jeden (potetni) zikon (axiom), ktery je splnén
pro nésobeni &sel a neni splnén na pf. pro skldddni zékryto-
vych pohybd rovnostranného trojihelnika, totiz t. zv. z4-
kon zdménnosti &ili zdkon komutativity.

Axiom (5).
NezéleZi na pofadi éinitelii, struéné ve tvaru rovnosti
XY =YX,
platné pro ka?dé X a ka%dé Y.
Skutedns totiz vidime, Ze na pf. je
DA =0C, ale AD=B
12



slovy: pfeklopeni kolem osy dhlu x nédsledované otoftnfin
o0 120° dé preklopeni kolem osy whlu y, kdeZto otoéeni o 12Q°
nésledované pfeklopenim kolem osy uhlu « dé prehloﬁcui
kolem osy thlu 8.

Rikdme, e ndsobici grupa kladnych lomenych x}) je
komutativni grupa, také nékde: Abelova® grupa, kdeito '
zdkrytovych pohybi rovnostranného trojihelnika neni ko-
mutativni.

Jsou tu oviem i dalsi rozdily mezi ob&ma grupami. Tak na
pi. vech kladnych lomenych &sel je nekonedné mnoho,
kdeZto viech zdkrytovych pohybl rovnostranného trojihel-
nika je kone¢n& mnoho, totiz 6.

Rikéme, %e ndsobici grupa kladnych lomenych &sel je ne-
koneénd,* kdezto grupa zdkrytovych pohybd trojihelnika
rovnostranného je konednd, konedného ¥ddu 6. Jiny
rozdil, souvisici s privé uvedenym, je tento: Libovolny zlo-
mek a rizny od jednotky mé vesmés navzdjem rizné mocni-
ny s celistvymi kladnymi mocniteli a, a2, a® ... Naproti
tomu libovolny zikrytovy pohyb X trojihelnika rovmo-
stranného proveden Sestkrite po sob& d4 identicky pohyb,
t. j. zde plati bez omezeni rovnost X¢ = J, takie X7 = X,
X8 = X2 ..., — ,mocniny“ se ddle periodicky opakuji.
(Vime dokonce, Ze kazdy ze zékrytovych (neidentickych) po-
hybd rovnostranného trojihelnika, ponévadz je to vidy bud
pieklopeni, anebo otodeni o 120°, resp. o 240°, spliuje vidy
jednu z rovnosti X2 = J nebo X2 = J.)

Za pomoci toho, co jsme si pravé uvedli, si tedy uvédomu-
jeme tento souhrnny poznatek: Nékteré zdkladni podetni zd-
kony, totiZ t. zv. zdkony -grupové (1) aZ (4), samozfejmé

3 Na podest pFeddasnd zemfelého norského matematika N, H. Abela
(1. pol. XIX. stol.).

4 O rozliSovéanf ruznych nekoneden se &tendf poudf v kniZce této
sbirky B. Pospisil: Nekonefno v matematice; tam zjisti, 2o viech klad-
nych lomenyoh &fsel je spotetnd nekoneénd mnoho (tolik kolik celych
kladnych dfsel) — jojieh grupa je tedy, jak e iké spodeind neko-
ne&né.
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splnéné pii ndsobeni (kladnych lomenych, p¥. i jinych) &isel
nalézdme splnény i pfi skliddni zakrytovych pohybi geo-
metricky pravidelnych tdtvard; tato okolnost, Ze zdkrytové
pohyby tvoii grupu, je spole¢nou podstatou pojmu geo-
metrické pravidelnosti. Sklddinim zavidime jakési
»ndsobeni‘ (ve zvl. pf. ,,moenéni*) zdkrytovych pohybd.
VSechny vlastnosti, samozfejmé pro ndsobeni a mocnéni
&isel viak pro toto ,,ndsobeni‘‘ jiZ nejsou samozfejmymi, ze-
jména neplat{ neomezeny zdkon zdménnosti pro sklddéni
zékrytovych pohybi.

K doplnéni dodejme: Grupa zdkrytovych pohybi nemusi
oviem byt konednd. Co vice, z konelnosti pravidelného
itvaru neplyne koneénost grupy zdkrytovych pohybi, jak to
vidime na zfejmé nekonedné grupé zikrytovych pohybi
kruZnice. Rovnéz z nekoneénosti (t. j. neomezenosti) rovin-
ného pravidelného dtvaru neplyne nekonednost grupy jeho
zékrytovych pohybd, jak to vidime na grupd zdkrytovych
pohybl obyéejného osového kiize (dvou navzdjem kolmych
piimek); tato grupa je fddu 8 (obsahuje 8 zdkrytovych po-
hybii: 4 pieklopeni a 4 otodenf).

Uvedenim do obecného pojmu grupy pomoci pojmu geometrické
pravidelnosti sledujeme zhruba cestu, kterou (dle ndzoru nékterych
matematiki, jako je 4. Speiser® jit staii Egyptané dosli k neuvédo-
malé znalosti a8 pouZitf tohoto jednoho ze zdkladnich pojmi modernf
matematiky. Zaroveli méme tak jiz na zaldtku moZnost naznalit
nékolik odpovédi na otézku, nag je theorie grup, tato zikladni discipli-
ne abstraktni algebry. Bez obsirnych vykladu je pfednd pochopitelné,
%e ruzné ulohy z ornamentélni geometrické vyzdoby (at jiz
ploiné nebo prostorové) jsou v podstatd ilohami theorie grup zdkry-
tovych pohybd. Pravé nepfedstiZné mistrovstvi starych Egyptana
v ornamentélni geometricky pravidelné vyzdob® je davodem k né-
zoru, %e jiZ oni v podstatd znali pojem kone&né i nekonedné grupy,
ktery se v novovdké matematice objevuje teprve v XIX. stoleti.

Theorie konednych grup (zékrytovych pohybu) je dédle podstatnym
pomocnikem nauky o t. zv. pravidelnych mnohosténech vepsa-
nych do koule. (Stru¢né odvozeni tvaru pravidelnych mnohosténi
pomoci theorie grup najde &tendf na pf. v uéebnici Zassenhausovd.®

8 Srov. jeho Theorie der Gruppen endlicher Ordnung.
¢ H, Zassenhaus, Lehrbuch der Gruppentheorie.
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Piimou praktickou diuleZitost mé theorie grup zékrytovych pohybu
v krystalografii, t. j. v nauce o geometrické pravidelnosti krysta-
la,” af jiz jde o t. zv. makrokrystaly (viditelngch rozméra) nebo
o mikrokrystaly (neviditelné pouhym okem).

Podobn® mé theorie grup aplikaci i v chemii, v theorii stereoiso-
merd, t. j. v nauce o chemickych slouteninéch tychz atoml v témz
podtu, ale lisicich se geometrickym uspofddénim v molekule.?

Cuvident k 1,2.

1. ABCD = 1, ABDE = ?, A®B® — ? Rebte rovnice AX = E;
XE = B, XB = X*C.

2. Najdéte dalsi piiklady dvojic zdkrytovych pohybi rovnostran-
ného trojihelnika, které ukazuji neplatnost komutativniho zékona.

3. A =1}, D78 =1, (AD)'® = ? (Néavod: na pi. D® = J = D°
a pod.; uZijte déleni mocnitele se zbytkem!)

4. Piesvédite se, %e v grupd zékrytovych pohybl rovnostranného
trojuhelnika neplat{ vidy poudka: Soudin se umocni, umocni-li se
jednotlivi &initelé. (Najdéte pohyby X, ¥, aby pro vhodny mocnitel,

“celistvé n bylo (XY)* & X® ¥Yn.)

5.*Sklédejme po sobé provédéné zdkrytové pohyby rovnostran-
ného trojihelnika tak, %e pfi tom kaZdou osu pieklépéni povaiujeme
za nehybnou (pevné danou v pivodni rovind), stejnd jako osu otadeni
roviny. Takové skldédén{ spliuje 1., 3. a 4. axiom theorie grup, nikoli
viak 2. axiom asociativity. Presvédéte se o tom.

6. Sestrojte tabulku pro grupu zékrytovych pohybu &tverce.
Ukazte, Ze je to komutativn{ grupa.

'

1,3. OBECNY POJEM GRUPY. JINE PRIKLADY
GRUP.

K vytéeni ¢tyf axiomi grupy jsme byli pfivedeni potfebou
objasnit pojem geometrické pravidelnosti; pfi tom se uké-
zalo, %e axiomy grupy, platici pro sklddani zékrytovych po-
hybt geometricky pravidelného dtvaru jsou vlastné n&kte-
rymi poéetnimi zdkony, které plati pro ndsobeni &isel (na pf.
kladnych zlomkd). Aviak ukdZeme si, v jak rozmanitych

i Blizé{ v ugebnici Speiserovsd nebo ve specidlni monografii od
F. Burckhardta (viz lit. na konci).

8 Viz na pf. Pély a, Acta Mathematica (1937).
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dalsfch podobdch nalézdme splnény tytéi axiomy grupy (1)
a% (4) z 1,2. K tomu si vyslovnd uvédomme nisledujici.
Axiomy grupy budou splnény vzdy né&jakym, ndsobeni pfi-
pominajicim dkonem, na p¥. ,,skldddnim‘* (pohybi) prova-
dénym s pfedméty, kterym budeme od nynéjska iikat
proky grupy. Tyto prvky musi oviem tvoFit vymezeny soubor
(t. j. grupu) tak, Ze vysledek ,ndsobeni (,8loZeni*) dvou
prvki grupy v daném pofadi je opét prvkem grupy. Chee-
me-li si tedy vyslovné formulovat axiomy grupy obecné,
vritime se do predchoziho odstavce 1,2 a slova ,,zdkryto-
vy pohyb‘ nahradime slovy ,,prvek grupy*, slova ,zpétny
pohyb*, slovy ,,inversni prvek“,' slova ,,identicky pohyb‘
slovy ,,jednotkovy prvek‘, nebo i strudnéji ,,jednotka‘ a
kone¢né slova sklddéni ,,pohybl‘ slovem ,ndsobeni‘‘. Mu-
sime v8ak mit stdle na paméti, Ze slovo jednotka a slovo ndso-
bent (pPesnéji Fedeno: jednotka grupy, grupové nasobenf
(v grupé) a odpovidajict ndzvy, jako soudin, mocnina (8 celist-
vym.mocnitelem) majé od nynéjska pro nds obecnyj smysl, ze to
miZe byt cokoli, na co se vztahuji zdkony (axiomy) grupy,
v daném pfipadé tedy také to, co s ndsobenim &isel nemd co
délat). Abychom to oziejmili hodné drastickym zpis bem,
piipomefime si, Ze rovmnéZ selitdni ¢&isel, na pf. celych,
kladnych i zdpornych véetné nuly tvort grupu, t. zv. seéltact
(¢ili aditivni) grupu celych &isel. Zde se ,,ndsobenim‘‘ grupy
rozumi obyéejné setitdni, jednotkovym prvkem je obydejnd
nula a inversnim prvkem k celému ¢&islu a je &islo — a. Sedi-
taci grupa celych ¢&isel je tedy komutativni (Abelova) neko-
neénd grupa; axiomy grupy (1), (2), (3), (4) a (5) jsou tu zn4-
mymi zdkladnimi podetnimi zdkony pro seéiténi. (Podobné
je tomu oviem pro lomen4 nebo i redlnd ¢sla.)

Moiné, e se &tendf zepts, prod se tedy mneuiivd pro tkon ve
smyslu axiomu grupy nézvoslovi, vzatého ze s&iténi, misto z ndsobeni
nebo vibec néjakého jiného ,neutrilnfho‘ nézvoslovi. Skuteéné né-
ktef{ ameri¢ti matematikové uzivajf t. zv. setitaci (aditivni) symbo-
liky a ndzvi i pro nékteré nekomutativni grupy, ale vieobecnd to
nen{ pfijiméno. Jak 2 formélnich duvodd jednoduchého psani, tek
i vzhledem k t. zv. representacim grup grupami matic (o tom viz
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v daliim), u nichZ jde o skuteéné a obecnd nekomutativni{ né.
soben! (na rozdfil od seiftdni matic) se jevi historickym vyjvojem
ustdlené ,,nésobiof” nézvoslovi & symbolika obecné theorie grup
oprévnénou.

Pojem a theorie geometrické pravidelnosti, z nich% jsme
vysli, se jevi s obecného stanoviska, na néZ hodldme vy-
stoupit, jako zcela specidlni aplikace abstraktni theorie
grup, vedle ohromné rozmanitosti jinych aplikaci a projevi
grupové zdkonitosti v pFirodnich i matematickych zjevech.
O tom si uéinime obraz na nésledujicich piikladech grup.

Pfiklad 1. Grupa vBech permutaci koneédné mnoha
pitedméti. (Symetrickd grupa.)

Méjme n piedméti, jeZ si pro jednoduchost vidy miiZeme
nahradit &sly 1, 2,3, ..., n. Jestlize zastoupime soudasné
kaZ?dé z napsanych &isel opét nékterym z téchto &isel, fek-
néme ¢&islo + (1 < ¢ < n) &slem n(7) tak, Ze dv& riiznd &isla
¢ #+ j jsou nahrazena vidy dvéma riznymi &isly n(i) 4 =(j),
paek takovému soudasnému zastoupeni n Fkéme permutace.
Je tieba si poviimnout, Ze na stfedni 8kole spojujeme se slo-
vem permutace (z &isel) jen pfedstavu nového pofadi =(1),
7t(2), 7(3), ..., m(n); zde viak slovem permutace rozumime
‘onu zménu, kterd k takovému novému pofadi vede, to jest
permutace n je soufasné nahrazovani &sla 1 é&islem n(1),
disla 2 gislem 7(2), atd., coZ samo mii%e byt uvaZzovino bez
ohledu na jakékoli pofadi.

Chceme-li vypsat urditou permutaci, uvedeme do prvni
fadky &islice v pfirozeném pofadi a pod né do druhé Fidky
postupnd ty é&islice, kterymi nahrazujeme pfi dané permu-
taci ¢islice nad nimi. Na pf.

(123
T=1\231
znadi toté% co rovnosti

a(l)=2, n(2) =3, n(3) = 1.
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_{1234586
=\231465

znadi totéZz co rovnosti
e(l) =2, e(2) =3, e(3) =1, o4) = 4, o(5) = 6,
e(6) = 5.
(Mohli bychom oviem stejné dobfe psat

{132
T=\213)

(456231)

€=l465312

nahrazovdni samo, to jest permutaci, tim neménime.)

Misto permutace » &isel f{kdv4 se také permutace stupné n.
Dvé permutace téhoZ atupné lze v uréeném potfadi ,,znédso-
bit*‘. Ndsobenim v uréitém pofadi dvou danych permutaci
rozumime jejich provedeni po sobé v pofadi pravé obrice-
ném,. Pfesnéji feteno, umluviine si, Ze jestliZe permutace =
previdi &islo ¢ v &islo n(¢) a permutace g (téhoZ stupné) pre-
vadi é&islo n(s) v &islo e(n(2)), pak permutace, kterou oznadme
jako o=, prevddi &islo ¢ v éislo o(x(2)). Soudin oz je opét per-
mutace stupné n (pfitom zdénlivd nesrovnalost v pofadi
obou znadek = a ¢ mé svoje vyhody a je ddna matematicky
nepodstatnou okolnosti, Ze jsme bézné zvykli &ist odleva do-
prava, ale psit permutované — nahrazované — ¢islo ¢ na-
pravo od permutace x).? Na pf. je-li

L (1234
=\2413

{1234
®= 13124
? Kdybychom se této nesrovnalosti chtéli vyhnout, museli bychom
psét permutované &fslo pfed permutaci, tedy (i), misto n(i), coZ by
bylo méné vhodné.
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pak
{1234
en = (1 43 2)-
Nynf si dokazme, Ze permutace stupné n tvort vzhledem k uve-
denému ndsobent grupu, t. zv. symetrickou grupu S, kierd je
Ffddu n!=1.2.3...n.

(1) Axiom (zdkon) neomezené jednoznaénosti ndsobeni je
podle definice samozfejmé splnén.

(2) Axiom asociativity Zddd, aby pii libovolnych tfech
permutacich =, ¢, 0 &islo o(on(¢)) bylo totéZz jako &fslo
oo(n(?)), a to pfi jakémkoli ¢. Skutetns, dle na&f definice
ndsobeni permutaci jsou obé &isla rovna &slu o(e(=(z))).

(3) Axiom jednotkového prvku je zfejmé splnén t. zv.
identickou permutaci (&ti jota)

_{123...n (6) = i
t=(123.. a) D=2

(4) Axiom inversnfho prvku je splnén, nebot zFejmé
inversni permutacf k permutaci @ je prosté permutace,
oznadme ji 71, pfevadéjici &islo,j = (i) v &islo ¢ = n—1(j).
Vzpomeneme-li si jesté ze st¥edni 8koly, %e vSech pofadi z n
éisel je n! =1.2.3...n (n — faktoridl), a Ze tedy bude
i tolik permutaci kterymi se tato pofadi ze zdkladniho daji
vytvofit, pfesvédédili jeme se o platnosti celého naseho
tvrzeni.

Grupy permutaci jsou dilefité theoreticky i v aplikacich, v mate-
matice i v pitirods. Lze ¥ici, Z6 v modernf matematice na pos. XIX.
stoletf se pojem grupy objevil v grupdch permutaci, a to p¥imo v apli-
kaci na theorii algebraickych rovnic libovolného celistvého kladného
stupns o jedné neznémé. (O této t. zv. Galoisové® theorii rovnic najde
étendf zminku ve Schwarzové kni¥ce ,,0 rovnicich'¢, v této sbirce
»Cesta k védéni*; pro zékladnf pojmy Galoisovy theorie viz na pf.
Kurosovu uéebnici.)

1o J, E. Qalois, ktery pfedéasnd zahynul v souboji, byl genidlnim
francouzskym matematikem z podétku XIX. stol. (Zemfel ve véku
21 let.)
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V theoretické fysioe nalézdme aplikace theorie symetrické grupy
v kvantové mechanice,* kde jde o permutace elektrond v atomu 3i
molekule.

Pfiklad 2. Grupa geometrickych transformaci.

Pro geometrii (i fysiku) je zdsadné& dileZity pojem grupy
geometrickyjch (po pf. fysikélnich) pohybd &ili transformaci.1?®
Tento pojem si objasnime na prikladé ze Skoly znidmych
euklidovskyjch pohybi roviny.

Pfedstavme si, Ze se tuhd rovina, undsejici soufadnicovy
ki{Zz x 0 y, pohnula v sobé samé, t. j. aniZ se kterykoli bod
této roviny dostal mimo ni. Pak zménu polohy (pohyb) této
roviny budeme posuzovat vzhledem k vychozimu postaveni
soufadnicového kiize. Bod, ktery mél pivodné useéku hod-
noty feknéme z’ a pofadnici hodnoty feknéme y’ (jeZ se po
pohybu objevuji a odeéitaji v nové poloze souiadnicového
k¥ize), dospél do mista bodu, jehoz tisedka obndsf z a jeho
pofadnice obndsi y (oboji méfeno v pavodni poloze soufadni-
cového kiiZe). , Nové* soufadnice bodu z,y lze vyjddFit
y8tarymi‘‘ soufadnicemi z’, y’ ze §koly zndmymi t. zv. trans-
formaénimi vzorci

r = 2’ cosx — ¥y’ sinx + a,
y = 2’ sinax + ¥’ cosx + b,

kde x je proti ru¢kdm hodin kladné méfeny ihel otoéeni
(uréeny aZ na celistvy ndsobek plného thlu 22 v mife oblou-
kové), t. j. thel od staré polohy osy tdsedek k jeji nové po-
loze, @ a b jsou soufadnice bodu, do néhoZ se dostal po po-
hybu poéétek 0 soufadnicového kiiZe.

Tyto zdvislosts novych soufadnic na starych (které ve
svém uhmu oznaéme T'(«, a, b)), popisuji a definuji t. zv.
euklidovskou transformaci, &ili euklidovsky pohyb ro-
viny. Kazdy euklidovsky pohyb T je plné uréen uspofdda-

11 Viz na pf. B. L. van der Waerden, Gruppentheoretische Me.
thode in der Quantenmechanik.

12 Srov. 8 vysvétlenim geometrického rdzu pojmu pohybu drob-
nym tiskem v odst. 1,1.
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nou trojici éisel &, @, b — t. zv. svymi parametry. Zpisob,
jakym si oznadime (staré &i nové) soufadnice je lhostejny, je
potfebi jen védét, které soufadnice jsou staré a které nové,
kterd z nich je tsetkou a kterd pofadnici; jinak se volba
oznateni soufadnic Fidi jen zietely formalni (podetni) Gdel-
nosti.

Zvlastnimi piipady euklidovského pohybu roviny jsou:
disty posuv (pro « = 0) a &isté otodeni (pro a = b = 0); obec-
ny piipad je kombinaci obou (pfi éemZ pozor na pofadi, viz
niZe).

- PfedepiSme si obecné jiny euklidovsky pohyb roviny,
o parametrech «’, a’, b’, ktery ui¢elné vypiSme takto:
z’ = 2" cosx’ — y” sinx’ + a’,
y' = z* sine’ 4 y” cosa’ 4- b,

Predstavme si, Ze jsme oba pohyby sloZili v jeden tim, Ze
jsme provedli nejprve pohyb T(«’,a’,b’) a pak pohyb
T(x,a,b). Vysledkem musi oviem byt opét euklidovsky
pohyb T”(x",a”,b”), cot dokiZieme a jeho parametry
«”, a”, b” nalezneme prosté tak, Ze dosadime do rovnic, uréu-
jicich T z rovnmic, uréujicich 7”. (Kdybychom si nebyli
vhodné oznadili soufadnice, museli bychom si je vhodné pfe-
jmenovat pfed poéetnim sloZenim obou pohybi.) Mdme
T = (x” cosx’ — y” sinx’ 4 @’) cosx — (x” sinx” + y” cos’ +
+ b’) sinx + @ = z”(cosx’ cosx — sinx’ sinx) — y”(sinax’ .
. cosx + cosx’ sinx) -+ a’ cosoe — b’ siny + a = x” cos(a” +
+ ) — y*sin(x’ + &) + a’ cosx — b’ sinx + b.

Podobné
y=2z"sin(a” + a) + y* cos(a’ + a) + a’sinx +
+ b’ cosx + b,
tak¥e «” = x + a’ (dhel otodeni vysledného pohybu je
souétem obou 1dhla otodeni) a

a” = a’ cosx — b’ sinx + a,
b = a’ sinx 4 b’ cosx + b.



(Podétek se prvym pohybem 7,dostal do bodu a’, b’ a tento
bod dostal se dalsim pohybem T do bodu a”, 5”.)18

Sklddéni euklidovskych pohybi roviny lze tedy struéné
vystihnout rovnost{

T(a: a, b) T,(O‘Il a"; b’) =
=T"(x + &', a’ cosx — b’ sinx + @, a’ sinx + b’ cosx + b).

(Podobné jako pii ndsoben{ permuteci zaznamendvdme v soudinu
dvou geometrickych transformaci postup sklddanych pohyba od
prava doleva; hlubsim divodem pro toto nezvyklé psani je okolnost,
%e zobecnéni pojmu permutace na nekone&né soubory predmdt, jako
jsou na pf. body roviny, zahrnuje v sob$ i pojemn geometrické (eukli-
dovské) transformace roviny jako zvldstni pffpad. Permutovanymi
predmsty jsou pak na mistd celych éisel pary realnych &isel (kde prvé
tislo je usedkou, druhé pofadnici bodu) a euklidovsky pohyb jakoZto
predepsamé nahrazend starych soufadnic bodu, t. j. pdru z’, ¥’ novymi
soufadnicerni téhoZ bodu, t. j. prem z, y, se opravdu jevi jako jisté
»permutace‘‘ bodi roviny, rozumf se oviem nikoli ve stfedodkolském,
nybrz ve shora uvedeném smyslu slova.)

Snadno se d4 ukézat,!s %e euklidovské pohyby mozno po-
vaZovat za prvky grupy, Ze totiZ plati i pro skldddni eukli-
dovskych pohybi, povaZované za ,,ndsobeni", v t. zv. grupé
euklidovskych pohybi roviny, axiomy (1) aZ (4). Tato grupa
je nekomutativni a nekone¢nd. (Neplatnost komutativniho
zdkona jiz pFi obrdcent sledu &istého posuvu a &istého otodeni
zné kazdy, kdo vi, Ze vpravo v bok a pak krok vpied d4 néco
jiného, ne% krok vpied a pak vpravo v bok.)

Ke grupd euklidovskyoh pohybu roviny (véetnd pireklapéni) mu-
%eme dospdt i jinym, ménd ndzornym zpiisobem: Je to totiz prévd

18 Na stiedni 8kole se pii geometrickém odvozovédnf soudtové
poutky pro ein a cos (jiZ jeme tu uZili pfi odvozeni parametra vysled-
ného pohybu) vychézi naopak z geometricky nézorného faktu, Ze uhel
dvou po sob® nésledu jicich euklidovskych ototeni je roven soudtu
obou thli, a z geometrického znézornéni otolenf se vyvodi souétové
poucky pro sin & cos.

14 Prenechévdm to étendfovd pili; asociativni zdkon se nejlé;';e bez
poéiténi dokazuje na zékladé predchozi poznémky, e pohyb roviny
je permutace jejich bodu. (Asociativni zdkon pro koneéné permutace
anéme.)
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ta grupa (t.zv. linedrnich transformacf ¢i permutaci) bodu! roviny,
kterd zachovévé vzdélenost dvou bodd, cof vychdz na poiadavek

aby dve body z,, ¥, & x5, ¥, vidy pfeily ve dva body ‘”1- yl a :cz, ya
tak, ze

V=@ —aP + G —o) = l/(z; — 23 + (y,— ya)®.
+

Rikéme, Ze funkce V soufadnic je invariantem vaé&i (linedrnf)
grupd transformaci euklidovskych. (Grupa se nazjva line4rni,
jestlize transformaéni zdvislosti jeou linedrni.)

Jestlize uréime za definujici invariant jinou vhodnou funkci sou-
fadnic, dostdvame linedrni grupu jinych, t.zv.neeuklidovgkych ,,po-
hybi‘ roviny, odpovidajicich ,,neeuklidovské‘‘ geometrii. DileZi-
tost theorie invarianta vidi grupAm- transformaci pro obecné geome-
trické uvahy je tak velikd, Ze némecky matematik F. Klein pfimo
defi-noval geometrii jako studium invarianta vasi grupim
transformaci.

Ve fysice poznéme vyznam obecné theorie grup transformaci s da-
nym invariantem na tomto piikladé: Z pozadavku specidlni theorie
relativity, Ze svitelny signdl se ma &ffit stejnou a neprekrotitelnou
rychlosti na v3echny strany nejen vzhledem ke zdroji svdtla (coZ je
samoziejmé) nybrs i v soustavd, ktera se vzhledem ke zdroji pohybuje
piimotafe rovnomérné, vyplyvé (v nejjednodudsim piipadé posuvu
osy = v sob8) poiadavek invariance (neménnosti) funkce x? — c*?
(pti linedrni transformaci starych ,,soufadnic novymi); ,,soufad-
nice* ¢t mé tu vyznam &asu, ¢ znadi rychlost svétla. Timto invariantem
je definovéna jisté linedrni grupa (neeuklidovskych) transformaci,
t. zv. grupa Lorentzova. Jeji studium je matematickym zékladem
speciélni theorie relativnosti.!® (Viz cvié. 10 k par. 1,4.)

Pfiklad 3. Grupalineirnich homogennich transfor-
maci ( grupa matic).

Zavedme si ve vzorci pro &isté euklidovské otodeni (viz
predchozi piiklad) toto oznadeni (z déivodd, je budou ihned
ziejmé): ’

15 Linedrn{ se nazyvé transforma¥nf zdvislost, v niz se soufadnice
vyskytuji nanejvys v prvni mocniné. (Ndzev podle lat. linea recta =
piimka, v jejiZ rovnici se vyskytuji soufadnice rovaéZ nejvys v prvni
mocning.)

18 Ctenat se miZe poudit o theorii relativity v ptistupnd psané kni¥-
ce Fr. Zavikky, nezapomenutelného profesora theoretické fysiky na
KU, umuéeného nacisty. Knizka mé nézev ,,Einsteintiv princip rela-
tivnosti a theorie gravitaénd', vyd. JCMP.
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@y = CO8x, Q19 = — sina, Qg = sinx, @gy = COBx.
Pak euklidovského otodenf zni

T =a,z + a,y’,
Y= a2’ + ayy’.

Podobné kdybychom sledovali euklidovskd otodeni pro-
storu, nalezli bychom pro zavislost novych prostorovych
soufadnic z,y,z na starych prostorovych soufadnicich
z’, y’, 2’ téhoZ bodu vzorce

z = a2 + ay,y’ + a7,

Y = 8uT + @Y + a2,

Z2 = Ay 4 G5y + g7, .
kde pevné é&islo (t. zv. koeficient) ay, stojici v ¢-tém Fddku
a k-tém sloupci pravé strany napsaného vzorce je kosinus
tihlu, ktery svird i-t4 soufadnicovd osa v plivodni poloze
8 k-tou soufadnicovou osou v nové poloze. (i, k znamend né-
které z &isel 1, 2, 3; na pf. a,; je kosinus 1ihlu mezi starou
polohou osy z-0vé s novou polohou osy z-ové.)

Euklidovsk4 otodenf roviny, resp. prostoru jsou piiklady
t. zv. lineirnich homogennich!? transformaci. Timto po-
jmem, ktery m4 velikou dileZitost v celé matematice, geo-
metrii a i v theoretické fysice, rozumime obecné souhrn z4-
vislosti » zdvisle proménnych &isel 2,z ,z,,...,z, na m
danych (nezévislych) proménnych ¢&islech z;, 3, 7y, ..., z,,
takovych, Ze je 1ze napsat ve tvaru

Ty, = @nT, + Gty + ... + Gy,
4 | B=au + @yoTy + .o + CyuT

’ ’ ’
Ty = @yT) + ApyTy + ... + AT,

Koeficienty transformace, pevnd &isla a;;, svou hodnotou (pfi
danych hodnotéch t. zv. f4dkového indexu 4 a t. zv. sloupco-
vého indexu k) plné urduji svym souhrnem takovou linedrni

17 Homogennf (¢esky — stejnorody) zde znadf, Ze viechny siitance
obeshuji nezévisle proménné (nenf t. zv. abeolutniho &lenu).
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homogenni transformaci, kde#to oznafeni proménnyoh (ni-
koli jejich poFadi) je lhostejné. V dalsim se omezime na
linearni homogenni transformace, kde je tyz podet zdvislych
i nezdvislych proménnych, tedy kde m = n a ddle takovych,
ze 2 predpoklddanych hodnot zdvisle proménnych z,, z,, ...,
Z, 1ze k nim vypoéist (jednoznaéné) hodnoty zdvisle pro-
ménnych, t. j. Fedit transformadni rovnice podle nezndmych
z, 25, ..., %, (Néktery &tenaf vi, Ze nutnd a postadujfci
podminka takové FeSitelnosti transformaénich rovnic 4 je ta,
aby t. zv. determinant soustavy byl &éislem od nuly riiznym.28)
Nezndmé xj, 23, ..., z, lze tedy vyjddfit linedrni homo-
genni zdvislosti na danych hodnotdch z,, z,, ..., z,, &ili lze
nalézt . zv. inversni (linedrni homogenni) transformaci
Méme tedy na mysli jen linedrni homogenni transformace,
které maji k sobé (linedrni homogenni) transformaci inversni.
Podobné jako pki geometrickych transformacich (piiklad
2) budeme definovat i skldddni lin. hom. transformaci (tého%
pottu proménnyech) jejich postupnym provddénim. Pfedve-
deme si to na pfikladé n = 3. Méjme dvé takové lin. hom.
transformace.1®

T, = a2, + alzz; + a“z;

A =3z, = a5, + a,,7; + G52y,

Ty = @yT, + 657, + Q5574

3—'; = byyxy + bisTy + bi1a7y
B = Ty = bnzy + bzza:} + b,,:c',;.
Ty = by 2] + b3aTy + basTy

SloZenou transformaci A B (¢ili soudinem A B obou transfor-
maci) rozumime vyjddfeni zdvisle proménnych z,, z,, z,
transformace A nezdvisle proménnymi zj, z3, z3 transfor-

mace B, coZ se provede dosazenim za xj, x3, Zy z rovnic pro B

18 O determinantech se &tendi poudi v kaldé zékladni udebnioi
(klasické) algebry, anebo piimo v udebnici B. BydZovského: Uvod
do theorie determinanti a matic, JOMF Praha.

19 Qfselné piiklady najde Stenét ni%e — zde by visk pravidelnost
sklddéni transformact spike zatemnily, nef objamily.
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do rovnic pro 4. Po pifslugné tpraveé vytykédnim dostdvime
(provedeni pfenechdvdme ¢tendfi jako snadné cvideni):

= (@b + @uba + a1dy) xi’ + (@ubie +
+ alabzz + alsbaa)af'; + (@11015 + @13D55 + A13bg,) - x;,

Ty = (@orbn + azzbm + Gggby) 11’ + (aabi +
AB = +@g5005 + Apsbsa) x; + (@a1byg 1+ Bgpbay+ Asiby,) . T4,

2y = (agby;, + aszb,s'u 4+ agby) xlll + (@nbi +
+ Basbgg+s3bas) Ty + (@a1d1at+@aabas + Aabss) - 75

Souéin 4B obou lin. hom. transformaci je tedy opét lin.
hom. transformace; jeho tvofeni si zapamatujeme, kdyZ si
uvédomfime, Ze v i-tém Ffddku a k-tém sloupci pravé strany
transformace AB se naléz4 ,,souéin i-tého fadku z 4 s k-tym
sloupcem z B* (¢tendF jisté pochopi bez dlouhého popisovani,
co se mini zkrdcenym réenim v uvozovkich).

Pfi pravé definovaném ndsobeni viechny ty linedrni homo-
gennf transformace tfech — a obecné n proménnych, které
maji k sobé inversni (Ln. hom.) transformaci, t vofi grupu,
t. zv. homogenni linedrnt grupu n-tého stupné; pfitom viak je
tieba jedté udat druh koeficientd, které vystupuji v transfor-
macich grupy, t. j. zda jsou to ¢&isla raciondlni, redlnd &
dokonce komplexni. (Podrobné ovéfeni platnosti axiomi
grupy musime zde vynechat; &tendf je najde v kazdé udeb-
nici vy33f algebry, viz literaturu na konei.)

ProtoZe, jak jsme jiZ zdaraznili, lin. hom. transformace
je uplné déna svymi koeficienty, miZeme misto ndsobeni
transformaci hovofit prosté o ,,ndsobeni‘ celych souhrni
piisludnych koeficientt (jako celkd). Témito souhrny koefi-
cientd rozumime jejich hodnoty v charakteristickém &tverco-
vém uspofdddni tvaru

. 11 Q13 --- Qi
A2y Qs ... Qaq

qn1 Qg -« Qngp
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a fkéme jim reguldrni{ matice n-tého stupnd (n-fadové)
koeficientti pFislusné linedrni homogenni transformace,
pfitem% dodatek , koeficientd...”“ zpravidla vynechdvdme a
mluvime prosté o reguldrnich maticich stupné =; slovo regu-
larni (pravidelny) vyznaéuje prdvé onu pfedpoklddanou
vlastnost pfislugné lin. hom. transformace, Ze k ni existuje
transformace inversni (dle pozndmky shora lze téZ Fici, Ze
matice je reguldrni, je-li determinant z jejich koeficientf
rizny od nuly).

Matici (stupné n), majici v ¢-tém Ffddku a k-tém sloupci
tislo (ay;), pak oznadujeme strudnd jako (ay) (je-li zdhodno,
s dodatkem 7,k = 1,2, 3, ..., n). '
Soudinem matice 4 = (a,;) ndsobené zprava matici B = (b,;)
rozumime tedy matici 4B =C = (c,,), kde

Crs = Bpibyg + Bpabyy + ... + b 1,8 =1,2,...,n.

Tim je definovdna grupa (regulirnich) matic stupné n
(n-fadovych).

Mezi maticemi (jakoZto &tvercovymi schematy &isel) a pifsludngmi
linedrnimi homogennimi transformacemi je zhruba feeno (srovnej
dalsf odst.) jen tenrozdil, e uvaZovat matice misto piislusné trans-

formace je pfirozenym zjednodusenim, jestlife nam jde spfie o néso-
benli (sklddénf) transformacf neZ o jejich samotné provadéni.

Jednotkovym prvkem je tu t. zv. jednotkovd matice

10...0
01...0
00...1

majici vesm&s jednotky v hlavn{ tthlop¥iéce a nuly na ostat-
nich mistech. Jednotkovd matice pfislusf k identické trans-
formaci
T, =1, 2, =124, ..., T, = 7,.

(Z definice nésobeni matic snadno vidét, Ze nédsobeni jed-
notkovqu matici danou matici nezméni.) Nékolik é&selnych
prikladii étendfi pomiiZe pfekonat piipadné politedéni potize
¢i nedorozuméni.
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&) JestliZe stupeit matice je » = 1, pak reguldrni matijce
jsou prost® &sla riznd od nuly. (Matice se sklddd z jediného
koeficientu, Feknéme a,, = a, nebo b,;; = b a pod.) Nésobeni
matic j > prosté nisobenin &fsel. PiisluSné homogenni trans-
formace jsou ty nejjednodussi linedrni z4vislosti, feknéme

A={r=az', B={2'=0bz", AB = {z = abz”
a pod.

Grupe matic stupnd 1 je tedy prosté ndsobici grupa jejich

koeficienti.

b) Polofme n = 2. Necht na pF.
(12 10
4=(ss)} 2= (1)

AB—(L-3+2.1 1.0+42.2) (34
“BB.1+4.1 3.044.2) 28

Matice AB pifsludi k soudinu (sloZeni lin.hom. transformace)

Pak

T, = 1:1—{-21:
z, = 37, +4x

8 transformacf (pro ni% schvdlné volme jiny zpisob oznadeni
proménnych, abychom si uvédomili jeho nepodstatnost)

z =}z,
y=z 4 2y
¢) Hledejme inversn{ matici k matici
‘ 1 20
A= (— 2 —4 O).
1 11
Méme tedy nalézt matici X tak, aby

1 20 100
( 40)X=(010)_
1 11 001
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To dle pfedchoziho znamend roafedit pialuiné sranafor-
maénf rovnice

z = ::'+2:|:;
xg=—2a:l—4:c .
Ty = 1+1+1'3

pro nezndmé z;, z,, 74 za predpokladu, Ze &isla z,, z,, 2, jsou
libovolné ddna, a vyjidfit tak linedrni homogenni z4vislost
(inversni transformaci) proménnych &drkovanych na pro-
ménnych neéérkovanych

Abychom se pfipadné zbyteéné nenamihali, je dobfe vy-
zkoumat, zda napsané rovnice maji vibec Fefeni (pro kazdé
Z,, 4, T,). Vidime viak, Ze pfiéteme-li k dvojndsobku prvni
rovnice druhou rovnici, dostdvdme rovnost 2z, + r, = 0. To
je v rozporu s libovolnou volitelnosti a tedy se vzdjemnou ne-
zavislosti proménnych x, a x,. Lze tedy napsané rovnice
fedit dle ¢irkovanych nezndmych jen tehdy, jestlize je
splnéna podminka 2z, + z, = 0 (coZ obecné neni), takZe
inversni transformace k transformaci o dané matici A ne-
existuje; matice 4 neni reguldrni a neni tedy prvkem nasf
grupy (linedrni grupy matic stupné 3 s raciondlnimi koefi-
cienty). (Ctena¥, znaly zdkladh theorie determinant to vi
pfedem, nebot si viimne, 7e determinant dané matice 4 je
nula, protofe drubhy fdadek matice je -2-krdte vzaty prvnf
fidek.)

d) Vezméme si misto matice 4 matici
100

B = (l 0 3)

120

a hledejme k ni inversni matici, t. j. hledme vypo¢ist hod-

noty d&irkovanych proménnych pomoci neéérkovanych
z rovnic -

z=2
y=2za + 34’
z =z 4 2y
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Redeni je, jak se ¢tendf snadno presvéddi

’

r =
y=—14= + 3z
2 =

Tedy inversni matice

120 -

Skutetns, zndsobeni obou matic déva
1.140.—240.—1 1.04+0.0+40.}
BB-1=(1.1+ —1+4+3.—1 1.0+0.0+3.3
1.1+ —3+0.-—3} 1.04+2.0+0.1

Piehlédnuvie v piedchozich tfech piikladech nejdalezi-
t8j8i druhy grupového ndsobeni, obratme se jesté ke dvéma
piikladim grup zcela jiného druhu.

Ptfiklad 4. Grupa idealisovanych barev.

Za prvky této grupy pokldddme barvy v jejich duhové
&istoté, za grupové ndsobeni miseni barev (bez ohledu na je-
jich pofadi, pijde tedy o grupu komutativni).

Predpoklidejme tfi zdkladni barvy v zdkladni sile, t. j.
modi M, dervet C a 2lut Z tak, Ze smiSenim t&chto t¥ barev
vznikne &ird (neutrdlni) barva N. K pfibliZzné realisaci po-
slouzi zndmy barevny kotoud, rozdéleny na tii stejné veliké
vysede, modrou, &ervenou, zlutou, na némZ se dojem ne-
utrdlni, ve skuteénosti Sedivé Spinavé smési N docili rych-
lym otdfenim. Misenim zdkladnich t¥{ barev lze (theoreticky)
docilit v8ech barevnych odstind jen tehdy, kdyZz jsou z4-
kladni intensity modré, ervené a Zluté dosti jemné. Miseni
barev, oviem v pfislusné idealisaci, podléhd zdkonim komu-
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tativni grupy, v niZz neutrdlni barva N je jednotkovyui piv-
kem a dopliikové barva je prvkem inversnim. Tak 5ia’ pi:
mizemepsit M . 0.2 = N&liZ-1 =M .C (t.].
barva ke Zluti je ,,soudin‘* M . &, coz je fialova bairs
kladni sile). (2 . Z je oranZové &ervenavého odstinuy f®

Ze symbolika theorie grup je s to vyjadfit, barevné odstiny
mnohem pfesnéji, nex obvykld ndzvoslovi nauky o barvich).

Pftklad 5. Booleova grupa.

Meéjme jakykoli polet pfedmétd, na p¥. 4 pfedméty, na-
zvané a, b, ¢, d. Utvofme z nich vSechny skupiny (kombi-
nace) bez ohledu na pofadf; téch je 24 = 16, jestliZe poditdme
i t. zv. skupinu prdzdnou, neobsahujici Zddny piedmét,
kterou oznatujeme jako @ at.zv.skupinu plnou, obsahujici
viechny pfedméty. Téchto 16 skupin budeme povaZovat za
prvky jisté grupy, ve smyslu nésledujiciho ,,ndsobeni‘: Za
soudin X . Y dvou skupin X a ¥ budeme povaZovat skupinu,
kterd vznikne shrnutim pfedmét z obou skupin X i Y a vy-
louéenim pfedméti, které jsou soudasné v obou skupindch.
Tak na pk. jestlize X se skldd4 z ptedméta b, ¢, d a Y z pied-
méti a, b, ¢, pak X . Y se skldd4 z pfedmétii a, d. Kdyz by ¥
bylo ¢, d pak X . Y by bylo .

Axiomy theorie grup jsou tu splnény (jak se laskavé étendi
sém mize pfesvédiit; vétii ndémahu mu d4 jen ov&fenf plat-
nosti axiomu asociativnosti). Jednotkovym "prvkem je
prizdnd skupina @, inversni skupinou ke skupiné X je tato
skupina sama, je X-1 = X, nebot plati (podle definice nso-
beni v nasf grupé) X . X = X2'= @ pro kaZdou skupinu X
(coZ neni nic zvlastniho, i pfi ndsobeni &isel mdme — 1-1 =
= —1).

Této grupé, kterd je Abelova a pfi » danych pfedmétech
mé 27 prvki, to jest skupin z danych pfedméti, a kterd pfi
nekonedné mnoha danych pfedmétech je oviem nekoneénd,
se Fikd Booleova?® grupa.

% G, Boole byl anglicky matematik z poloviny XIX. stol,, ktery
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Cvideni k 1,3.
1. Upravte na ,,normAlni tvar
' .
(123...)'“9}). (abc...)
permutace
52143 2657314 dbefac cdabd
14352/" \3626147)" \eafbcd/’ \adcd]’
1234656} (123456 -9 123454_,
6/\616423] 52413/  °
12345\, 1234) 1234) (1234\7'_,
52413/ — " \2314/\3214/1\2314] - °
3. Redte rovnice (pro nezndmé permutace X)
x abcde) _[abcde) [abcde X = abcde
cabed|/ — l\eacbd/’\cabed ~ \eacbd/’
4. Urdete euklidovsky pohyb roviny pomoci parametri, vznikly

ototenim o 30°, nésledovanym posuvem z' =z + 2, y' =y —3
8 joitd nésledovany otodenim o —60°.

5. Reite v grupd euklidovskych pohybi roviny rovnici
T(30°% 1, 2) X = T(—90°; —2, 5)

o neznémé — pohybu X.
8. Vypodtste

12—34\* 1234\
10 3\ (123 03—41 03—41
21—2|{123)=1 o0 1ol =10s 10| =1
50 1/\i23
00 02 00 02
1234\ /0100
1234)f1000]_,
1234)loo010|="*
1234/ \0001

7. Ukaite, %e pii nésoben{ libovolnyeh ne nutnd regulérnich
dvou matic stupnd alespofi 2 se mii%e stét, e dva &initelé ruzni od
nulové matice (ze samych nul) mohou dét nulovou matici jako souéin.

vedle zékladnich praci o t. zv. diferendnim potu proslul zavedenim
algebraického zpusobu uvaZovan{ do theoretické logiky, &imZ se
stal jednim ze zakladateld moderni matematické logiky.
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8.*Ukazte, 7o ndsledujici ndsobenf je grupové (jsou splnény axiomy
1, 2, 3, 4): Prvky grupy necht jsou vechny skupiny predméta, vy-
brané z n danych pfedméti, véetnd skupiny priazdné a skupiny viech
n pfedméta. Ndsobeni necht je didno timto predpisem: z danych
dvou skupin — ¢&initeld — utvofime novou skupinu — souéin — tim,
%e shrneme do jedné skupiny ty pFfedméty, jeZz jsou soudasnd v obou
danych skupindch s tdmi piedméty, jeZ jsou soudasn® mimo obé dané
skupiny. (Jednotkou bude plné skupina.)

9.*DokaZte, 2e grupa, v ni% plati £? = § (j jednotke grupy) pro
kazdy prvek z, je komutativni. Uvaite %e z~! = r plati pro kaZdy
prvek z.)

10.*Doka%te, Ze homogenni linedrni transformece dvojice promdn-
nyoh z, ¢ ve dvojici proménnych z’, ¢’ dané rovnicemi tvarn

2’ = k(z — vt) b= 1
ro-f s (T
c’
v

kde ¢ je konstenta, v je parametr, |v| < |¢| tvofi grupu, t. zv. Lo-
rentzovu grupu specidlni theorie relativity. (¢ =— 3 . 10° cm/seo
je stéla rychlost svétla ve vakuu, z, ¢ jsou délke a &as (v cm a sec)
na relativnd klidné piimce a; z’, ¢’ jsou délka a &as na relativné pohy-
bované piimce a’ rychlosti v (stélou) a rovnobéinou s piimkou g.2*

1,4. POJEM ISOMORFISMU GRUP. ABSTRAKTNI{
POJETI GRUPY (TYP ISOMORFISMU).

Jak jsme v pfedchozim poznali, prvky grupy mohou byt
véci velmi rozmanitého druhu: na pf. zdkrytové pohyby,
disla, permutace, geometrické transformace, matice, barvy,
skupiny z danych pfedméti. Ndsobeni v grupé miiZe byt
déno velmi riznymi zpisoby: na pf. sklddénim zékrytovych
pohybii, ndsobenim ¢&isel v plivodnim smyslu slova, sedit4-
nim é&isel, kombinovanim permutaci v daném pofadi, postup-
nym providénim geometrickych transformaci, ndsobenim

2 Srov. F. Zaviika, Einsteiniv princip relativnosts a theorie gravi-
taénd, JCMF Praha 1925, str. 60.
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matic, misenfm barev, shrnovdnim pfedméti ze dvou skupin
do jedné, pokud se nevyskytuji v obou.

Stédvd se viak, Ze dvé grupy, aékoli se lidi vzéjemné bud
ve svych prvcich, (nékterych & ve viech) anebo ve zpusobu,
resp. vysledeich grupového ndsobeni, anebo v obojim, ptece
jsou téhoZ typu, ¢ili, jak se ¥ikd, jsou isomorfni (z fec. iso =
stejné, morfos — tvar). Pojem isomorfismu grup si diive
objasnime na piikladech, neZ piistoupime k jeho definici; je
to jeden ze zdkladnich pojmu celé abstraktni algebry.

Vratme se ke grupé zdkrytovych pohybi rovnostranného
trojihelnika z odst. 1,2. Oznaéme 8i jeho vrcholy v zdkladni
poloze ¢islicemi 1, 2, 3 od levého dolniho vrcholu poédinaje
proti sméru rudek hodin (obr. 5). Pak s kazdym zakrytovym
pohybem dojde k uréité soudasné ndhradé kazdého z ¢&isel
1, 2, 3 opét jednim z &isel 1, 2, 3, &ili k permutaci &isel 1, 2, 3,
nebo chceme-li, k permutaci vrehold. Obrécené, kaZdd ze
Sesti permutaci t¥i &isel 1, 2, 3 je takto ddna prévé jednim
zé,krytovym pohybem naéeho trO]uhelnika, Avsak co je diile-
trOJuhelmka. odpov1da.]101m1 permutacemi, pak jsme tim jiZ
zastoupili i kazdy soudin (vysledek sloZeni) pehybi sou-
¢inem permutaci, odpovidajicichpotfadédanym po-

hybim. Tak na pf. permutace (i gg) odpovidé pieklopeni

A kolem osy uhlu x, permutace (; % g) odpovidd ototeni E

132
. (:13 ? g) = (; g :13) je permutace odpovidajici pfeklopeni
kolem osy thlu 8, B = A . E (viz tab. v 1,2 a obr. 6).

Vidime tedy, Ze symetrickou grupu permutaci &, miZeme
od grupy zdkrytovych pohybii rovnostranného trojtihelnika
odliSit jen konkretni povahou prvki (jednou pohyby roviny
trojuhelnika, po druhé permutace) & riznym zptsobem, ja-

roviny trojihelnika o 240°. Souéin obou permutaci (l 2 3) .
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kym se provadl nasobeni. Pomoci vhodného vzédjemné jedno-
znatného piifazeni prvki jedné grupy k prvkum druhé lze
v3ak ptenést ndsobeni z jedné grupy do druhé a obrécens.
Abychom nés piiklad doplnili, sestrojme si jeSté i grupu
sklddajici se ze Sesti dvojfddkovych matic, kterd bude rovnéZz
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typu nasi grupy viech permutaci t¥i pfedmétd, &ili typu grupy
viech zakrytovych pohybi rovnostranného trojuhelnika, a to
pomoci pitikladi 2 a 3 z odst. 1,3.

Euklidovské otodeni D roviny rovnostranného trojihelnika
o uhel 120° (ili o =) je déno linedrni homogenni transfor-
maci

z=— ' — §|3y’
v= 13— .
protoze
TT . 27'[ $—
By = CO8 - = = 3 @ =— sin o = — %]/3,
. 27 = 2n
g = sm? = %V3, ayy = cos? =— 1.

Podobné otodeni D — & o 240° (éi.h' o 4%:) je dino trans-

formaci
r=— 3z + %V3y',
y=— 432 — 1.
Koneéné pteklopenim C kolem osy dhlu ¥ je ddno transfor-
maci
r=—2,
y=v".

Z obou otodeni D a E a z pieklopeni C dovedeme sloZit
viechny ostatni zikrytové pohyby rovnostranného troj-
uhelnika (viz tab. z odst. 1,2), nebof nalézéme 4 = CD,
B = CE. Nahradme tedy zdkrytové pohyby piisluSnymi,
analyticky je vyjadfujicimi linedrnimi homogennimi trans-
formacemi, skldddni pohybi nahradme postupnym prova-
dénim transformaci a konené transformace a jejich po-
stupné providéni nahradme pfisluSnymi maticemi a jejich
nasobenim podle pfedchoziho odstavee. Dostaneme celkem
toto vzdjemné jednoznadné pfifazen{ zikrytovych pohybit
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k permutacim a permutac{ k maticim 2. stupné (s redlnymi
koeficienty), které vzdjemné pfendsi sklidéni pohybi v né-
sobeni permutaci a v ndsobeni matic (srov.) tab. 1 a obr. 6:

Zékrytovy pohyb Permutace .

(rovnostr. trojuh.) (3 vrcholu) Matice (2. stupnd)
Pieklopeni 4 123 1 1)/3
(kolem osy dhlu ) """ °° 77777 132)°" %V?,— -1/

Pteklopeni B : 123
(kolem osy dhlu g) ~*"*T""
Preklopeni C (l 23 (

(kolem Osy ﬁhlu y) ..........

Otodeni Do 4+120°.......... (l 2:13) N i _ _’:’V3)
23 3 -1
Otodeni £ 0 +240° .......... 123 —1 _ 12]!/3
312 _11/3 _1
z z
S 123 10
Identicky pohyb J .......... (1 23) (0 l)

Takovému vzdjemné jednoznaénému piifazeni prvki jed-
né grupy k prvkim jiné grupy, jaké je tu vyznadeno
tedy takovému, které vystihuje ndsobeni v jedné grupé
ndsobenim v jiné (které pfevddi nédsobeni v jedné grups
v ndsobeni v druhé), fkdme isomorfni zobrazent jedné grupy
na druhou grupu; ob& grupy pak plati za (vzdjemné) iso-
morfni. Uvedme si jefté jeden kazdému dobfe zndmy pfi-
klad takového isomorfniho zobrazeni jedné grupy na druhou.
Prvni grupa budiZ ndsobici grupa vsech kladngch redlnych
¢éisel, druhd grupa budiz seéétact grupa vdech redlnych &isel
vitbec. Pak za isomorfni zobrazeni prvni grupy na druhou mi-
%eme povaZovat logaritmovani (feknéme pti zdkladu 10).
Ke kazdému kladnému é&islu je ddna jedind realna hodnota
jeho logaritmu pfi zdkladu 10, kazdé redlné &islo (kladné, z4-
porné i nula) je desitkovym logaritmem pr4vé jednoho klad-
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ného redlného ¢isla, a co hlavniho, logaritmus souéinu se
rovné soudtu logaritmi, &ili nédsobeni kladnych redlnych
&isel se vystihuje (podetné jednodudtim) setitanim &isel redl-
nych (viabec), totiz prislusnych logaritmii. Z tohoto pfikladu
té% vidime, Ze takové isomorfni zobrazeni jedné grupy (na pf.
nasobici grupy kladnych redlnych é&isel) na jinou grupu (na
pi. setitaci grupu viech redlnych &isel) nemusi byt jen jedno,
nebof prévé takovy isomorfismus davé i logaritmovan{ pfi
jiném, t¥eba pfi t. zv. pfirozeném zikladu.

Pfistupme nyni k ob8irné a presné definici dileZitého
pojmu isomorfniho zobrazeni a isomorfismu grup.

Definice.

Budtez @ a H dvé grupy. Necht ke kaZdému prvku x
z grupy @ je ptifazenim f ddn pfesné jeden prvek y = f(x)
z grupy H,t.zv. obraz prvkux z G pfizobrazeni f, tak, Ze
jsou splnény tyto dvé podminky:

(i) ke kazdému prvku y z grupy H existuje pravé jeden
prvek z z grupy G tak, Ze y = f(z),

(ii) pro kazdé dva prvky x, a z, z grupy @ je splnéna rov-

nost
f(z1z5) = f(z,) . f(z,)

(jestliZe soudin v G vyznadujeme prostym psanim éiniteld
vedle sebe a soudin v H kvili rozlifeni vyznaujeme teékou
mezi &initeli).

Rikéme, Ze grupa G, jeisomorfni s grupou G, ]esthie
existuje aspon jedno takové isomorfni zobrazeni G na. G,,
a vyznaéujeme to symbolem

Gy~ G,

V piedchozim pfikladé H byla ndsobici grupa kladnych
redlnych &isel, G byla seditaci grupa viech redlnych &isel &ili
1. jest tFeba nahradit ,,-“ (pfi ¢emZ nic nevadi, Ze zde na-
hodou viechny prvky prvni grupy jsou obsaZeny mezi prvky
druhé grupy, coZ je oviem moZné jen pfi nekoneénych gru-
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péch) isomorfni zobrageni f byl desitkovy logaritmus, f(z) =
= log,o 2.
Jaky smysl md pojem isomorfismu grup?

Piedevsim ten, Ze stadf dokdzat poudku o jedné urédité
grupé, abychom tim méli zdrovenh ddno neomezené mnoZstvi
odpovidajicich poudek pro kazdou grupu, kterd se ukdze byt
8 danou grupou isomorfni. Je to poZadavek obecnosti vysled-
ki theorie grup, ktery nut{ k jasnému zavedeni a vyuZiti
pojmu isomorfismu.

Abstraktni theorie grup se tedy nezabyva urlitou kon-
kretni grupou (jako na pf. je grupa permutaci daného poétu
pfedméti nebo grupa matic s redlnymi koeficienty daného
stupné), nybrz formuluje svoje poudky tak, aby platily pro
viechny konkretni, vzdjemné isomorfni grupy soudasné, a to
nejen pro ty, které jiZz zndme, nybrZ i pro vdechny, s nimiz
bychom se kdy mohli setkat. Cili abstraktni theorie grup mé
za 8vé vlastni pfedméty celé typy vzdjemné isomorfnich grup
(typy isomorfie, nebo jak se méné vhodné, ale struénéji ik,
abstraktni grupy), nikoli jednotlivé grupy samotné. Ab-
strahuje se tu tedy jak od (poéetnich) zpiisobi, jakymi je v té
které grupé vytvafeni soudinu z jeho &initeli zavedeno (at jiz
si vzpomeneme na pf. na ndsobeni permutaci nebo ndsobeni
matic), tak i od samotného druhu prvku grupy (od toho, zda
jsou to permutace nebo pohyby nebo i &isla). Takovito ab-
strakce je pravé nutnd k tomu, abychom, pfendsejice vlast-
nosti a zékonitosti z jedné grupy na druhou (s touto isomorf-
ni), nepfenesli pfipadné omylem néjakou specifickou vlast-
nost, zaloZenou v povaze prvki nebo ve zpuisobu providéni
ndsobeni jedné. konkretni grupy, tedy vlastnost & vztah,
které do vlastni theorie grup nepat¥i.

Pro typ isomorfismu grup je tedy podstatny 1. podet jejich
prvki (v pfislusném zobecnéni i na t. zv. nekonedny podet
4ili mohutnost. mnoZstvi prvkid grupy, o tom viz Pospisil,
cit. v pozn. 3), 2. okolnost, Ze ke kaZdym dvéma prvkim
grupy v daném pofadi je (néjak) stenoven jednoznaéné je-
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jich soudin podrobeny axiomdm (1) a% (4), lhostejno, jakym
zpfisobem se ndsobeni uskutedni.

Smysl popsané abstrakce v theorii grup je ddle v tom, Ze
abstraktni theorie grup, nepfestivajic na abstraktnim ze-
v3eobeciiovani vlastnosti znimych konkretnich grup syste-
maticky hledéd v3echny typy grup, které jenom (po pf. jeSté
za dodateinych pifedpokladi) jsou vibec logicky moZné,
i kdy% pfedem ptiklady takovych grup znimy nejsou; na-
opak, klade si, mimo jiné, za tkol takové piiklady uméle
hledat, sestrojovat je. UZitednost takového poéindni pro se-
zndnf grupové zdkonitosti je pravé takovi, jako v pfirodnich
véddch pokusné sestrojovdni pfirodnich déji za umélych
podminek, které sice (po ptipadd zatim) v pfirodé nebyly na-
lezeny, ale maji pro poznini dané pfirodni zékonitosti dile-
%ity vyznam theoreticky (jeho? prakticky dosah se musf
difve &i pozdéji objevit).

Cvident k 1,4.

1. DokaZte, Ze ndsobici grupa vSech komplexnich &isel = 0 (tvaru
z + y) je isomorfni s ndsobici grupou matic tvaru

( z y) (z, y redlnd disla, zy + 0).
—y z
2. Ukaite, %e grupe zdkrytovych pohybu nekonedného pédsu na
obr. 3 je isomorfni sedftaci grupou celych &fsel. (Udejte presnd iso-
morfn{ zobrazen{.)

3. Ukaite, Ze grupa zdkrytovych otoéeni pravidelného n-thelnika
& nésobici grupa viech n-tych odmocnin z 1 jsou isomorfni grupy
(cyklické grupy #4du n). (Udejte pFesnd isomorfni zobrazeni.)

4.*UkaZte, %o Booleova grupa z par. 1,3 a grupa ze cvid. 8* (za
tym% par.) jsou isomorfni grupy (pfi stejném podtu danych pred-
méta). (Isomorfn{ zobrazeni pfifazuje skupind predmdta jakoito
prvku jedné grupy skupinu viech zbyvajicich pfedméti jakoito
prvek druhé grupy.)

40



1,5, GRUPOVA SCHEMATA (TABULKY). ISOMORFN{
REPRESENTACE LIBOVOLNE KONEONE GRUPY
GRUPOU PERMUTACL A GRUPOU MATIC.

Zejména u konednych grup mozZno se pfi vyzkumu a umé-
1ém sestrojovéni moZnych typh isomorfie grup (ve shora po-
psaném smyslu abstraktni theorie grup) opfit o zdkonitosti
ve &tveredném schematu z prvki grupy, jehoZ zdpisem je gru-
pova tabulka (jak jsme ji poznali jiZ v odst. 1,2), kterd prévé
dovoluje pfehlédnout hotové vysledky grupového ndsobeni
bez ohledu na to, jak se k nim do8le. Uvedme si jesté
jako &ty¥i pfiklady jednoduché grupové tabulky pro viechny
grupy fddu 2, 3,4 (j znadf vidy jednotkovy prvek, ostatni
prvky jsou oznadeny malymi latinskymi pismeny).

|j a | ab
jilia j|jab
alaj alabj '
b(bja
Tab. 2. Tab. 3.
[ abec |[jabe
jljadbe j|ljabec
alabecj alajch
blbcja blbcja
clcjabd clcbaj
Tab. 4. Tab. 5.

Grupy v tab. 2, 3,4 jsou t. zv. cyklické grupy tddu
2, 3, 4. Obecnd cyklickou grupou fddu n rozumime grupu,
jejiz vSechny prvky se daji vytvofit mocninami svého vhod-
ného prvku, fekndme @, na pf. @, a® = § v tab. 2; a,a® = b,
a® = j v tab. 3; a, a® = b, a® = ¢, a* = j v tab. 4. Obecné lze
prvky cyklické grupy fddu » vypsat ve tvaru a, a?, ad,
a"-1,a" = j. (Ndzev ,cyklickd*“ grupa pochézi z faktu, Ze
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mocniny vytvéfejiccho prvku a se periodicky opakuji:
a"tl=qa" ., a =9§.a=a,a"t? = d?, ... coz lze zndzornit na
kruZnici.) Ciselnym p¥ipadem cyklické grupy ¥4du = je naso-
bici grupa n-tych odmocnin z 1, coZ jsou ovSem obecné &isla
komplexni.

Tabulka 5 pfedvadi t.zv. Kleinovu grupu; je o komu-
tativni grupa fddu 4, dand na pf. v8emi zikrytovymi pohyby
obdélnika (nikoli &tverce).

Grupovou tabulku je vhodné zjednodusit tim, Ze na prvni
misto ivodniho fiddku i sloupce ddme jednotkovy prvek; pak
ivodni fddek a Gvodnf sloupec miZeme vynechat, protoZe
jeden i druhy se opakuji v dalsim f4dku, resp. sloupci.

Jaké vlastnosti takového &tveretného schematu o »n? polich
obsazenych n réiznymi véemi jsou typické pro grupova sche-
mata? Odpovéd, kterou podime v ndsledujici vété, ddva
mozZnost studovat abstraktni typy isomorfismu koneénych
grup pomoci jisté koneéné kombinatoriky &tvereénych uspo-
fadani » riznych pfedmétd.

Véta 1.
Ctvercové schema o n polich, zaplnéngjch n rizngmi pfed-
méty §,a,b,c, ... — pfi demZ predmét § necht leZi v levém hor-

nim rohu — pfedstavuje grupu s jednotkovym prokem §
(v nadem smyslu, t. j. tak, te za grupovy soulin xy libovolného
pfedmétu x s libovolngm predmétem y jest tfeba poklddat pied-
mét, kteryj je v Fddku, uvedeném pfedmétem x a ve sloupci, uve-
deném predmébtem y) tehdy a jen tehdy, splituje-li takové schema
tyto dvé podminky:

(1) KaZdy pfedmét se vyskytuje v kaidém fddlku a v kafdém
sloupe (o tody IR TGO )

(2) JestliZe sloupec, v ném# le%i predmét u na misté k-tém
shora, se protind s fddkem, v némZ leZi pfedmét v na mistél-tém
odleva, v poli obsazeném ,,jednotkou’ j, potom fddek k-ty shora,
se protind se sloupcem l-tym zleva v poli, obsazeném soulinem
% .v). (2) je t. zv. obdélnikové pravidlo, zndzorndné timto
vysekem z tabulky: ’
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ktyf. ...u...uv
Y
i-ty sl.

Dikaz:

Tvrzeni mé dvé édsti. Jako prvni éist dokazme, Ze jestlize
pfedméty 7, a, b, ... jsou prvky dané grupy, pak pfisluiné
étveretné schema (zndzornéné grupovou tabulkou ,,bez
vstup‘‘) mé vlastnosti (1) a (2). Jako druhou ¢ast dokdZeme,
Ze obricené mé-li ¢tveretné schema z predméti j,a,b, ...
vlastnosti (1) a (2), pak je tim déna urditéd grupa s jednotko-
vym prvkem j.

Za prvé tedy necht j je jednotkovy prvek a a,b,¢, ...
ostatni prvky grupy, z nichZ je tvofeno &tveredné schema
zndzornéné tabulkou. ‘

Vlastnost (1):

Kdyby se jisty prvek grupy, na piiklad a, vyskytoval
v Fddku, uvedeném tfeba prvkem b dvakrit, jednou pod
prvkem ¢ a jednou pod prvkem d, pak by to znamenalo, Ze
b.c=0b.d =a. Z toho ndsobenim prvkem b-! zleva by
vyplyvalo ¢ = d. Tedy skutetné nemiZe byt v témze fddku
tyZ prvek dvakrét.

Vlastnost (2):

Podle pfedpokladu pro (2) méjme dva prvky u«, v v nasi
grupé, které se vyskytuji v pfisluiném grupovém é&tvereéném
schematu v poloze, vyznagené nejlépe timto vysekem z ta-
bulky:

c...d
a..u...ad..
b 7 v '
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To jest, vychézime z rovnosti
a.c=u, b.e=j, b.d=v
a mame dokdzat, ze
a.d=u.v.

Z napsanych rovnosti vyplyvd pomoci asociativniho za-
kona a pomoci zdkona o inversnim prvku

a.d=(u.c)bl.v) =uct.bY).v=u.(b.c)"t. v
=u.j"t.v=u.j.v=u.v,
protoze je .
(be)~1 = c=1~1, t.j. (be)(c— b)) =3

Za druhé, necht ¢tveredné schema spliiuje podminky (1)
a (2). Mdme dokdzat, Ze ndsobeni, zavedené ve smyslu, ve
vété uvedeném, spliiuje zdkony grupy.

Zikon (1) neomezenosti a jednoznaénosti grupového souél-
nu je splnén samozfejmé podle podminky (1).

Zikon (2) asociativity snadno vyplyvé z dvakrdte uZitého
,»obdélnikového pravidla“, za pomoci tohoto vyseku z ta-
bulky:

U...uv ... u(vt) = (uv)t

oo v ... o0t

joo..t

{Delsi a nizsi obdélnik m4 v pravém hornim rohu souéin
. (v.t) krat§i a vy88i md na tomtéZ misté soudin (u.v).¢;
samoziejmé, Ze tvary obdélnikd mohou byt riizné.)

Zikon (3) jednotkového prvku j je splnén samoziejmé p¥i-
jatou imluvou o tom, %e prvni fddek a prvni sloupec sche-
matu se setkdvajf v levém hornim rohu v misté obsazeném
pfedmétem j (vstupni fddek a vstupni sloupec je nyni na-
hrazen prvnim fddkem & prvnim sloupcem vlastni tabulky).

Rovné? konednd i zédkon (3) inversniho prvku je splnén,
tfebaZe nikoli tak samozfejms, jak by se snad mohlo zddt.
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Abychom to dokazali, zavedme si na chvili toto oznadeni:
jestlize z je néktery z nadich » budoucich prvkji grupy (t. j.
z pfedméti vystupujicich ve zkoumaném schematu), pak
jako z;1si oznaéime ten prvek, jimz je uveden sloupec, obsa-
hujici jednotkovy prvek j v fddku, uvedeném prvkem z.
Tento— podle pfedpokladu (1) — jednoznaéné k libovolnému
zurdeny prvek z;1 bychom mohli nazvat ,,pravym inversnim
prvkem* k prvku z, protoZe spliiuje (dle toho, jak byl uréen)
rovnost z . z;1 = § (ve smyslu ndsobeni daného pomoci nasf
tabulky). Podobns si jako z;! oznaéime prvek, jimz je uve-
dena fddka, obsahujici jednotku ve sloupci, uvedeném pod z.
Prvek by mohl byt nazvan ,levym inversnim prvkem prvku
z*, protoZe spliiuje rovnost x;! .z = j. Nyni, uZivajice jiZ
dokézaného asociativniho zédkona pro nade ndsobeni, méme
vynisobenim prvni rovnosti zleva prvkem z;! a uZitim
druhé rovnosti

zpl (z.x;l) =27t f =271 = (x71 . 7). x5! = 251

Je tedy z;1 = z;1. Oba inversni prvky, pravy i levy jsou si
rovny, existuje tedy pravé jeden inversni prvek z—! ke kaz-
dému z. Tim je dikaz nasi véty dokonden.

Praktické vyuziti této véty k (vice méné zkusmému) hle-
déni viech moZnych typd konednych grup fidu »n (pki pev-
ném ») sestrojovanim tabulek, spliujicich podminky (1) a (2)
véty, je velmi omezené: JiZ pro », které piekrotilo 10, je sesta-
vovéni grupovych tabulek zdlouhavé a &im ddle méné piehled-
né, pro nilezité veliké fidy by pak nabyvaly jiZ samy ta-
bulky (pokud pismena nemaji se zmenSovat pod okem vidi-
telné rozméry) nepraktickych astronomickych velikosti.

Je tedy tfeba pfi studiu viech moZnych typu isomorfie
grup, anebo jak se struénéji, aé méné spravné fikd, ke studiu
abstraktnich grup uZiti jinych prostfedkd, totiz hlavné
t. zv. representace abstraktnich grup grupami permutaci
a grupami matic, o ¢emZ bude ¥e¢ v ndsledujicim. (Nédzvu
,»abstraktni grupa‘* moZno uZivat jen ve smyslu zkratky pro
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nézev ,,typ isomorfismu grup‘‘ — ,,abstraktni* grupy ne-
jsou Zddnym zvlastnim druhem grup.)

K pojmu isomorfni representace abstraktni grupy grupou
konkretni, pfedevéim grupou matic (jakoZto grupou, v niZ
grupové nasobeni je déno pomoci &tyt zédkladnich dkont po-
&etnich s isly), jsme vedeni jedté i jinymi diivody, z nich
uvedme alespon tfi.

Predevdim vieobecné, jestliZe jsme v pojmu typu iso-
morfismu grup dospéli na (ov8ern relativni) vrchol abstrakee,
potfebujeme také znat cestu doli. Ponékud méné obrazné
fedeno, jestliZe v jistych uvahdch theorie grup se nestarime
o to, jak v tom kterém pFipadé se uskuteéfiuje grupové niso-
beni (v tom &i onom typu isomorfie grup), pak pfi jinych
ivahdch bychom naopak potfebovali vystihnout (abstraktné
pojaté) grupové nédsobeni nisobenim, které dobfe zndme
z jistého druhu konkretnich grup; p¥i tom musime ovSem pro
toto isomorfni uskutelnéni a vystiZeni &ili representaci ab-
straktniho grupového ndsobeni konkretnim grupovym néso-
benim zvolit takové representujici ndsobeni, které je univer-
sdint, aby kazdé grupové ndsobeni se jim dalo vystihnout a za
pomoci isomorfismu nahradit. Takovym universdlnim grupo-
vym ndsobenim je pravé ndsobeni permutaci a jestd lépe:
ndsobeni matic, (Viz pf. 1 a 3 v odst. 1,3.)

Druhym divodem, ktery vlastnd dopliuje a vysvétluje
prvni, je opora, kterou ndém v theorii grup poskytuji
vztahy mezi ¢isly, jestliZe se ndm poda¥i pomoei isomorfni
representace nalézt ke kazdému typu isomorfismu (koneéné
nebo i nekoneéné grupy, za zvl. pfedpokladf) grupu matic
tohoto typu, jak jsme to na ptiklad vidéli v isomorfnim vysti-
%eni grupy zdkrytovych pohybi rovnostranného trojihelnika
a zdroven symetrické grupy &, stupné 3 v pfedchozim od-
stavci. ' '

Cfselngeh vztaht pfi representaci grup maticemi vyuiivé ke
studiu abstraktnd pojatych (representovanych) grup t. zv. theorie
charakteri, o niZ se &tendf poudf ve Speiserovd uiebnici theorie
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grup; po pf. ve specidlnich monografifch (pro hlubsi studium) od
D. E. Littlewooda™ a pro zvlastn{ nekone&né, t. zv. topologické grupy
ve skvélém dile L. S. Pontrjagina.’

Koneéné tfetf, oviem nikoli nejmén& dileZity dévod
k hledani isomorfnf representace grup grupami matic, jsou
aplikace fysikdlni a jiné, o nichZ jiZ byla zminka a na néz
(s pFislusnou udanou literaturou) étendfe nutno odkézat.

Nez se obratime k isomorfnim representacim, zavedme si
jedté dalsi, v podstaté zndmy pojem.

Jestlize ¢dst prvkid dané grupy tvoii (ve smyslu ndsobeni
v dané grupé zavedeného) sama pro sebe grupu, pak této
grupé fikdme podgrupa dané grupy. Tak vSechna celd &fsla
tvofi podgrupu seditaci grupy vSech raciondlnich &isel
(zlomkd); tato grupa sama je podgrupou seditaci grupy viech
redlnych &isel (raciondlnich a iraciondlnich dohromady). Vie-
chna &istd otoleni, prdvé tak jako i vSechny &isté posuvy
tvofi dvé podgrupy v grupé viech euklidovskych pohybd
roviny. (VSimnéme si, Zo obé podgrupy jsou komutativni,
celd grupa viak nikoli.) VSechny permutace z # prvnich &isel
tvoii podgrupu v grupé viech permutaci jakéhokoli vétsiho
pottu m prirozenych &isel.

Véta 2.

Ke ka%dé grupé @ existuje 8 ni isomorfné podgrupa G’ grupy
viech permutact z tolika predméti, kolik je proki grupy G (&ili
jaky je v koneéném pFipad¥ fdd n grupy @).

Dikaz:

Zg permutované piedméty vezmeme pro zjednoduSeni pii-
mo prvky dané grupy G. Samoziejmé Ze pomoci libovolného
oéislovédni prvka grupy, pokud by jich oviem byl jen koneény
podet, miZeme pfevést permutace prvki dané grupy v per-
mutace n pfirozenych &isel, coZ vSak jiZ provadét nebudeme.

22 D, E. Littlewood, The theory of group characters and matriz
representations of groups, Oxford 1940.

B L. 8. Pontrjagin, Népreryvnye gruppy, ONTI NKTP SSSR
1938. (Vyslo i v angl. pt.)
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Ke kazdému pevnému prvku a z dané grupy G pfifadme tu
permutaci — oznadme ji 71,, kterd nahrazuje libovolny prvek
x grupy @ jeho levym @ — nisobkem a . z, tedy z,(z) = a . .
Ze 7, je skutené permutace, je zfejmé, nebof soudasnd ni-
brada viech prvki  prvky a .  méni dvarizné prvky «, a z,
ve dva riizné nisobky az, a ax,, protoZe by jinak z a .z, =
= a ., vyplyvalo z; = z, vyndsobenim prvkem a—1 zleva,

Ze dvéma riiznym prvki grupy a a b jsou takto pFifazeny
dvé rizné permutace, je rovnéz zfejmé, nebof permutace 7,
prevadi prvek = § (jednotkovy prvek) v prvek a, kdeito
permutace 7, pfevadi tyZ prvek j v jiny prvek b. Je tedy pfi-
Fazeni permutace 7, k prvku e grupy vidy vzdjemné jedno-
znaéné a zbyva, dle definice 1 ukézat, Ze soudinu prvki je
takto ptifazen soudin permutaci (ve smyslu pf. 1, z odst. 1,3)
pfifazenych danym prvkim. Mame se tedy pfesvédéit o plat-
nosti rovnosti

ﬂa . ﬂb = nab.

Tato rovnost nefikd nic jiného, neZ to, Ze zndsobit libovol-
ny prvek z nasSi grupy souéinem a.b zleva dd totéz, jako
znésobit soudin b . z zleva prvkem a. To v8ak je privé zaru-
deno asociativnim zdkonem. Tim je dikaz véty 2 proveden.

Véta 2 ndm tedy zaruduje, Ze mezi podgrupami symetrické
grupy viech permutaci (dejme tomu pro konkretnost) » prv-
nich pkirozenych é&isel nalezneme zéstupce viech typa iso-
morfismu grup fddu n. (PonévadZ jsme vsak pfedpokladu
koneénosti grupy G nikde v dikazu neu#ili, plati véta i pro
nekonedné grupy, viz odst. 1,4.) Pozor na to, Ze symetrickd
grupa permutaci n pfedméti, kterd sama m4 »! prvkd, to jest
permutaci, muZe byt tedy isomorfné representovdna pod-
grupou v symetrické grupé viech permutaci z n! pfedméti.

Obratme se k maticim.

Véta 3.

Budiz G libovolnd grupa (nikoli nuitné véech) permutact z m
pfedméti (permutace stupné m). Pak existuje v grupé viech regu-
ldrnich matic stupné m podgrupa isomorfni s danou grupou G.
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Diukaz:

Permutované pfedméty si nyni pro jednoduchost nahrad-
me pfirozenymi &isly 1, 2, 3, ..., m. (Véechny indexy 1, %, I,
r, 2 budou nabyvat hodnot od 1 do m.)

BudiZ # libovolnd permutace z grupy @, kterd necht pfe-
vadi &islo ¢ v &islo (2) (oviem Ze 1 < ¢ < m). Pritadme této
permutaci 7z m-fadovou étvereénou matici, kterd mé v i-tém
fidku a v zz—2(z)-tém sloupci (kde z—* je inversni permutace
k permutaci z) &fslo 1 a na viech ostatnich mistech mé ¢&islo 0,
t. j. k = pfifazujeme matici (a,;), kde a,;, = 1 pro &k = n—1(z)
a ay = 0 pro k £ n—'(¢). Matice a,, takto pfifazend k per-
mutaci 7 je jist€ reguldrni, nebot odpovid4 linedrni homogen-
ni transformaci velmi prostého tvaru

X, =0.X,+0.X;+ .. +1X,,_1+ .+0.X,,
X,=0.X;+0.X;+...+1. X’_1+ .+0.X;,

Xn=0.X+0.X;+ .. +1.X, 1 +...+0.X,
{m

(Regeni napsanych transformaénich rovnic dle &irkova-
nych neznémych je tim totiZ napsino; je tfeba jen prevritit
strany rovnic a vhodné pfeménit jejich pofadi; snadno nahli-
Zime, Ze lze psit fefeni ve tvaru

X;=0.XI+O.X,+...+l.X,,(l)+...+0.X,,,
X,=0.X,+0.X,+...+1. X, +...+0.X,

X =0.X,4+0. X, 4.+ 1. Xoimy+ ... + 0. Xp.)

Protoze provedend. pfifazeni matic k permutacim je
ziejmé vzdjemné jednoznadné, zbyvé jen dokdzat, Ze soudinu
dvou permutaci 7 . p je pfifazena matice, kterd je soufinem
matic, pfifazenych k obéma permutacim, a to ve stejném
pofadi &initelti. Necht tedy prvni permutaci z je pfifazena
matice (a;;) 8 Bingt = laayg =0 pro & + z~(¢) a podobné
permutaci ¢ matice (b,,) sb,,( 1=1ab,=0pros + p~(r)
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(¢, k,r,s =1,2,3, ..., m). Zndsobenim obou matic obdrZime
(dle odst. 1,4) dle definice

(@ix) « (brs) = (C10)s

Cisg = a’ilbla + a’izbza + s + a'imbms-

Jasné je, Ze koeficienty c;, matice, kterd je vysledkem prove-
deného nasobeni, budou opét jen é&isla 0 nebo 1. Z uvedené
definice ndsobeni matic (,,f4dka krite sloupec*) plyne, Ze
bude ¢;, = 1 jediné tehdy, kdyZ v ¢-tém Fddku matice (@) je
jednotka na tolikdtém misté, na kolikdtém (shora) je jednot-
ka v s-tém sloupci matice (b,,). V i-tém fddku matice (@) je
viak vidy jednotka prdvé na misté z—1(¢)-tém. V-s-tém sloup-
ci matice (b,,) je vidy jednotka na privé takovém misté
k-tém (shora), Ze p~Y(k) = 8 &ili k = g(s). Tedy k tomu, aby
(soudet ze souéini) ¢,, pii zndsobeni r-tého fddku prvni ma-
tice s s-tym sloupcem druhé byl roven 1, je nutno a stadi, aby
a~i(r) = k = g(s) &ili aby s = p~1n~1(r). Pak tedy ¢,, =1
pro s = g~ *n~Yr) a jinak c,, = 0; protoze viak je g~ln—1 =
= (mp)~Y, je tedy s = (mp)~(r), takZe skutednd obdrZend
matice ¢, je ta, kterd je pfifazena k permutaci x . g, ¢imZ je
dukaz proveden.

Z véty 2 a 3 plyne ihned

Véta 4.

KaZdd grupa fddu m je isomorfni s jistou grupou matic
stupné m (m-fadovych matic).

Nebot dle véty 2 lze kaZdou grupu isomorfné representovat
vhodnou grupou permutaci a dle v&ty 3 tuto grupu permu-
taci lze opét isomorfné representovat grupou matic; je tim
tedy i dina isomorfni representace dané grupy grupou matie.

Véty 3 a 4 maji spife theoreticky, nez prakticky vyznam:
Zaruduji hledanou universilnost ndsobeni permutaci a néso-
beni matic a ddvaji nejjednodussi moznost kazdé grupové né-
sobeni vlibovolné koneéné (a ve vhodném zobecnéni i neko-
neéné) grupé pievést v nisobeni permutaci a jedté lépe v né-
sobeni matic, to ‘jest v ndsobeni vykondvané pomoci sedi-
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tani, odéitdni, ndsobeni a déleni ¢isel. Aviak representace ve
smyslu véty 4 vede na matice zbytednd vysokého stupné,
totiz rovného fadu grupy. Prakticky, pro studium struktury
dané grupy, maji vétsi vyznam representace maticemi co nej-
mendiho stupné (o co nejmensim podtu Fddkd), kde také
vétsi rozmanitost ¢iselnych koeficienti matic a tedy i boha-
tost jejich vztahh ddvéd vice moZnosti vyuZivat aritmetic-
kych poznatkd pro theorii grup. Prosty pfiklad takové
usporné a Géinné representace grupy zdkrytovych pohybi
rovnostranného trojuhelnika, ¢ili tim i symetrické grupy
viech permutaci stupné 3 (kterd je fidu 6), grupami matic
stupné 2, jsme si probrali v pfedchozim odstavei.

V dalim opustime pojem isomorfni representace, aby-
chom alesponi z ddlky ukdzali, jakym zpisobem Fesi ab-
straktni theorie grup fadu dalsich svych typickych vkola.
Jde o to, jakym zplsobem jednoduché podminky, kladené na
bliZze neuréenou grupu, omezuji jeji moZny typ isomorfismu,
8 cilem stupnovat takové pfehledné podminky tak, aZ jsou
jimi moZnosti pro typy isomorfie grupy uplné a pfehledné
uréeny. Ponékud obecnéji Feéeno, studium logickych zavis-
losti jednéch vlastnosti abstraktni grupy na jinych vlast-
nostech jiné nebo téZe grupy je dalsim hlavnim vkolem t. zv.
obecné theorie grup.

Zv145té vyznamny je jmenovit® tkol, na né&jZ se éasto
v aplikacich theorie grup naraZi (na pf. v aplikacich na
theorii algebraickych rovnic a na krystalografii), toti ziskat
co mozno uplny pfehled o poétu a souvislostech pod-
grup v grupé, podrobené uréitym podminkdm; zvldsté pak
bézi o t. zv. normdlni podgrupy. Abychom mohli alespon
naznadit tyto problémy a jejich FeSeni, musime se sezndmit
8 nékolika dalsimi zdkladnimi, jiz abstraktnimi pojmy theorie
grup.

Cvident k 1,5.

1. UkaZte, Ze grupe je komutativni tehdy a jen tehdy, jestliZe jeji

tabulka je soumérné dle hlavni uhlopiiéky (zleva nahofe doli do-
prava).
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2.*Piesvddéte se na podklads ulohy 1, Ze viechny grupy fédu men-
siho neZ 6 jsou komutativni (Abelovy).
3.*Ukaite, jak je Kleinova grupa isomorfnd representovéna gru-

pou matic
. 10) 01} (—1 o 0—1
=1lo1) 1o)>\ o) \—1 of

4. Presvédite se, %e matice daného stupnd n takové, Ze v libovol-
ném Fédku a v libovolném sloupei je jediné komplexni &fslo rizné od
nuly — tvofi nekomutativni nekonednou grupu, t. zv. monomiélni
grupu stupné n. Tato grupa je isomorfni s grupou specidlnich t. zv.
monomiélnich (&esky: jednodlennych) (linedrnich homogennich) trans-
formaci tvaru

z: = kZa(1)

2y = ksza(2)

z,’, = KnZa(n) .
(¢ =1,2,..., n; n(¢) je permutace hodnot indexu ), 0 + %; jsou kom-
plexni &isla.

5. Pregvédite se, Ze jestlize koeficienty k,, ks, ..., k, probihajf
pouze &isla z jisté podgrupy nésobfci grupy komplexnich &isel, pak
dostaneme monomidlni podgrupy monomidlni (viz cvié. 4) grupy
stupnd n. DokaZte, Ze probihaji-li &isla k; grupu f4du m, pak takové
podgrupa monomiéln{ grupy obsahuje m®n! prvka (matic).

6. Sestrojte tabulku monomiélni (viz cvié. 4) podgrupy stupnd 2
pro ky,y = £ 1.

7. UkaZte, Ze v monomiélni (viz evié. 4) podgrupd stupns® 2, kde k,,,
probihaji grupu viech 4-tych odmoenin z 1 (t. j. &sla +1, —1, 44,
—i (i = ]/ — 1)) tvoti nésledujici matice podgrupu #4du 8

+

4.9 (4 () (2

0 1) 0 Fif? \F1 +i  0f°
UkaiZte, %e v této podgrup$® platf tyto vzba.hy- oznadime-li
+ 0:1:1
si= 0:!:1) 1= 0%) s 8= (o1 %)
= :l:?:H) pak je
=i pP=P=1 ——t, 1!—1 f1=—l =4 =—14

Sestrojte tabulku: +1, +1, +E, 41 jsou t. zv. zékladni Hamiltono-
vy kvaterniony.
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8. Ukaite, Ze nésobici grupa viech komplexnich &isel o absolutni
hodnoté = 1 je isomorin{ s grupou vech euklidovskych ototenf ro-
viny (viz cvid. 1 k 1,4).

9.*Ukazte, %o vSechny regularnf lomené transformace T(a,, b,,
a,y, by) jedné reélné (po pf. komplexni) proménné z tvaru
_azx+b
" ag + b,
kde a,, b,, a,, by jsou redlné (komplexnf) &isla, t. j. parametry trans.
formace T'(a,, b, a,, b;), kterd je jimi plnd uréena, a kde a,b, —
— a4b; + 0 (podminka reguldrnosti)) tvoif grupu (zvlastni piipad
t. zv. projektivni grupy).

Ukaite, Ze tato grupa (kterd jakoito grupa transformaci jedné
proménné nenf linedrnf) je isomorfn{ s grupou viéech linedrnich
homog. transformaci dvou proménnych (&ili je isomorfni s grupou
viech regulérnich matic stupné 2).

Ukatzte, Ze t. zv. afinni transformace tvaru z’ = a,z -+ b; tvoFi
podgrupu (zvl. piipad t. zv. afinni grupy).

F(a,, by, ay by) = lz'

1,6. ROZDELENI PRVKU GRUPY DO TRID DLE POD.-

GRUPY.HOMOMORFNIZOBRAZENI, NORMALNI POD-

GRUPA, PODILOVA GRUPA. 1. A 2. VETA O ISOMOR-
FISMU. POJEM JEDNODUCHE GRUPY.

Budi? G n&jakd grupa a H néjaks jeji podgrupa. Vynasob-
me si libovolné zvolenym prvkem z grupy G postupné vse-
chny prvky z podgrupy H zleva, tedy utvofme si vSechny
prvky tvaru z . A, kde % probihd celou podgrupu H. Souhrn
téchto prvkil si oznadime jako z . H a nazyvdme jej levou
tFldou prvku x podle podgrupy H.

UkéZeme si dva pozoruhodné fakty. Za prvé, pro prvky z,
a T, jsou jen dvé moZnosti: budto obé tf¥idy splyvaji (obsahuji
tytéz prvky grupy) anebo obé t¥idy nemaji spoleéné prvky.
Jsou totiZ jisté jen dva mozZné ptipady: budto obé tiidy z,H
a x,H maji spoleény prvek, anebo spnledny prvek nemaji.
V prvnim pfipadé budiZ = takovy spoleény prvek. Potom je
z = z, . h; = z, . h, pfi vhodnych prvcich &, a h, z podgrupy
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H. Libovolny prvek z levé tiidy z,H mi tvar x, . k, kde & je'
prvek z podgrupy H. Dosazenim z pfedchoziho mime

2. h=1xy. hy . k7t . D

ProtoZe H je podgrupa, lezi v ni s prvky Ay, ks, b i soudin
kg . kit .k, takZe libovolny prvek z, . A z levé tiidy prvku z,
patii do levé tiidy prvku z,. Pravé tak dokdZeme, Ze i obrd-
cené libovolny prvek z levé t¥idy prvku z, patii do levé t¥idy
prvku z,. Tedy je v pfipadé spoleéncho prvku opravdu dokd-
zéno, %e obé levé tiidy splyvaji, ¢imZz je na8 prvy fakt
prokdzén.

Druhy fakt vyslovime jen pro koneéné grupy, adkoli
v pfisluSném zobecnéni pojmu podtu prvkdé na nekonedné
souhrny (viz pozn. 3, plati rovnéZ. Zni takto: viechny levé
t¥dy dle téZe podgrupy obsahuji tyZ podet prvka grupy, tak
veliky, kolik je prvki podgrupy.

Libovoln4 leva t¥ida zH obsahuje jisté nejvyse tolik prvki
grupy, t. j. ndsobki prvky z podgrupy H, kolik je v H prvkd.
Avsak 24dné dva rizné prvky %, a k, z podgrupy H nemohou
ddt vyndsobenim tyZ prvek levé tiidy, protoze z = .h, =
=z .hy by plynulo vyndsobenim prvkem z—! zleva, Ze

1 = k.

Oba poznatky spojeny tedy pravi, Ze prvky grupy jsou
kaZdou jeji podgrupou rozdéleny do jistého poétu ,,pfihrd-
dek’, to jest levych tfid podle dané podgrupy, pfi éemz pocdet
prvki ve t¥d8 je tyZ pro kazdou z nich. Mezi levymi t¥idami
oviem vystupuje i podgrupa sama jakoZto tfida jednotko-
vého prvku grupy. Z toho mdme tento disledek:

Véta 5.

V katdé koneéné grupé je ¥dd (. §. pocet proki) grupy ndsob-
kem Fddu kaZdé z jejich podgrup.

Skuteéné, f4d podgrupy je tolikrit obsaZen v fddu grupy,
kolik je levych t¥id dle této podgrupy. Vysledek déleni fadu
grupy fadem podgrupy se nazyvd sndexem dané podgrupy.
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Rozumi se, %e podobné tivahy lze délat pravé tak pro po-
dobné definované pravé tiidy dle podgrupy, coz si tu od-
pustime.

Zvl4sté jednoduse tvofenymi podgrupami, které nalézdme
v kazdé grupé jsou t. zv. cyklické podgrupy. Je-li @ dani
grupaaa eji prvek, pak cyklickd podgrupa je tvofena viemi
mocnmaml prvku a

e~ a-la =4al,a ...
Jestlize grupa G je koneénd, nemohou byt ani mocniny
a=ata%al, ...
viechny rizné, nybrz musi byt pfi jistém pfirozeném mocni-
teli m vétdim neZ jiné prirozene k am = a*, ¢&ili am—k = j; né-
které prirozené mocniny prvku a ddvaji ]ed.notku (grupy) 7.
Nejmensi phrozeny kladny mocnitel n, pro né&jz j je ar = j,—
existuje-li oviem — je t. zv. fdd prvku. Je to zdroven i fdd
cyklické podgrupy, vytvoiené prvkem a, protoZe prvky této
cyklické podgrupy jsou mocniny @, a? @3,...,a"*" 1, a"% =j
v podtu n. (Nepfekvapuje nds, Ze pak je tfebas pro prvek a
fadu 7
a—%=ad a® = a?)
Neexistuje-li takové n, aby a® = j, pak fikdme, Ze prvek je
nekonedného fidu. V tom pfipadd jsou vesmés ruzné
mocniny
a8, a2 a1 a0 =4, al,a%dd, ...
a tvofi t. zv. nekonednou cyklickou grupu. Nekonetné cy-
klické grupy jsou zfejmé isomorfni se seditaci grupou vsech
celych &fsel, totiZ mocniteld vytvdfejiciho prvku a. Berouce
specidlné v Gvahu cyklické podgrupy miiZeme vyslovit tento
diisledek véty 5: '

Rdd proku koneéné grupy je délitelem #ddu grupy.

Z tohoto tvrzeni plyne t. zv. mald Fermatova?$ véta &i-
selné theorie.

# Fermat byl veliky francouzsky matematik ze 17. stol., jeden
zo zlo)l:ladatelﬁ novovéké meatematiky. (Pojem grupy oviem jestd ne-
nal.
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Mald Fermat®va véta pravi toto: Jestlize a je celé &slo
nesoudélné s celym kladnym é&islem n, a jestlie oznaéime
jako @(n) potet celych kladnych &isel mensich neZ n a nesou-
délnych s n (kritce nesoudélnych zbytkil) — é&islo 1 v to po-
¢itaje — potom mocnina a?®) distetné vydélena &isem % za-
nechavd zbytek 1. Krétce tvrzeni vypisujeme symbolem

a?®) = 1 (modn)

smluvivse si, Ze £ = y (modn) (éti: z kongruentni s ¥ mo-
dulo ») znamend obecn$, Ze rozdil x — y je ndsobkem celého
kladného é&isla, » t. zv. modulu (0 = 0. = je rovnéZ nidsobek
&isla n). p je t. zv. Eulerova®® funkce &iselné theorie.

Odvozeni malé Fermatovy véty z naSeho disledku
véty 5 bude ukdzkou aplikace abstraktni poudky z theorie
grup na konkretnim matematickém materidlu. Provedme
je proto dikladné.

Bézi vlastné pouze o vytéeni vhodné grupy tak, aby téméi
bezprostfednim uZitim nafeho tvrzeni (Ze totiz ¥4d prvku ko-
neéné grupy je délitelem ¥4du grupy) na tuto grupu vyply-
nula mald Fermatova véta. K tomu cili musime uéinit dvé
véci: pfedné vytknout, co budou prvky nasi grupy, a za
druhé uréit pro né grupové ndsobeni.

Prvky nasi grupy budou nikoli snad jednotlivd &isla, ny-
brz jisté celé t. zv. zbytkové t¥idy dle délitele, t. zv. mo-
dulu », t. j. budou to od sebe oddélené skupiny celych &isel a
kaZd4a z téchto skupin bude obsahovat nekonednd mnoho ce-
Iych &isel. Do jedné takové skupmy ddme vSechna celd &isla,
kterd davaji tyZ cely nezdporny zbytek pfi déleni modulem .
Jinymi slovy, dvé celd &isla @ a b patii do téZe zbytkové
tiidy dle modulu », coZ piSeme a = b (modn), tehdy a jen
tehdy, kdyz rozdil @ — b je dé&litelny modulem n slovem (d8li-
telny rozumi se vidy délitelny beze zbytku); totéZ plati oviem
o rozdilu b —a = — (¢ — b). (Na pf. pro » =12 patH
54 =625 =52 .12 4 1 do téZe zbytkové tiidy modulo 12

% L. E-uler byl znamenity ndmecky matematik 18. stol., ktery
proZil &4st ¥ivota v Rusku v tehdejiim Petrohrad$ (Leningrads).
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jako 1; — 3 = 9 (mod12) protoze —3 —9=—12=—1.
.12)

Zbytkovou tfidu, do niZ patif &islo a, vyznadujeme nékdy
pomoci pruhu nahote, tedy jako @, takie @ = b znadf, Ze
zbytkova tfida &isla a je tdZ, jako zbytkovd t¥ida &isla b;
checeme-li viak presnéji vyznaéit i modul », ddme pfednost
zptisobu psani obvyklému v theorii &isel:

a = b (modn).

Je snadné nahlédnout, Ze v3echna &isla celd se vlivem da-
ného modulu » rozpadaji do zbytkovych tfid pfi emZ 24dné
&islo nepatii do dvou tfid soudasné a Ze tedy zbytkovych tiid
je pravé tolik, kolik je nezdpornych zbytki, které miZeme
dostat pfi (84stedném) déleni &islem =». Tyto tédy jsou
tedy 0,1,2,...,n — 1.

Ze zbytkovych tfid si nyni vybereme za prvky nasi grupy
jen zbytkové t¥idy téch zbytki, které jsou s modulem » ne-
soudélné (maji za nejvEtsiho spoledného délitele &islo 1). Po-
tet-takovych zbytkid a tedy takovych pfislusnych zbytko-
vych tiid je g(n), pro n = 12 na pF. ¢(12) = 4. Zde je
tfeba si uvédomit dvoji véc. Pfedné zbytek 0 neni nesoudélny
(= je soudélny) s &islem n, nebot 0 =n.0an = n.1, tedy
&isla 0 a = maji za nejvétsi spoledny ndsobek dislo n, &ili tiida
0, t. j. t¥éida viech ndsobkd modulu » do na3i grupy nepatii
zatim co ti{da 1 samoziejmé do nadf grupy pat¥i. Za druhé,
jestliZe &islo a zanechdvé cely nezdporny zbytek r, (pfi déleni
modulem 7) nesoudélny s »n, pak i samo éislo a. je s % nesou-
délné. Takové ¢&fslo lze totiz vyjadrit (8dstednym délenim)
jako

a=¢q.n+ 7,

(kde &fslo g je vysledek &dsteéného déleni). Kdyby &islo @ bylo
délitelno néjakym kladnym délitelem ¢ modulu =, pak by
timto délitelem ¢ musel byt délitelny i rozdilea —g.n =r,
proti piedpokladu. Ale privé tak i obrécens, jestlize &islo a je
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nesoudélné s modulem n, pak z privé naznadeného déleni
disla @ modulem 7, plyne nesoudélnost zbytku 74 8 %, nebot
jinak by i @ bylo soudélné s n. MiiZzeme tedy prosté Fici, Ze
prvky nadi grupy budou zbytkové tfidy takovych celych
tisel, kterd jsou nesoudélnd s modulem » a Ze naSe grupa
obndsi p(n) prvki.

Grupové ndsobeni nyni zavedeme prosté takto: soudinem
@ . b dvou zbytkovych t#d rozumime tu zbytkovou tiigu, do
niz ndleZi (oby&ejny) soudin ab. MiZeme tedy definici nadeho
ndsobeni tfid psit rovnosti

Na pt. pro modul » = 12 je 5.7 = 35 = 11, protofe 35 =
=2.12 4 11

Jde jiz jen o to zjistit platnost grupovych zdkont v nas1
t. zv. ndsobici grupé modulo =.

Axiom (1) neomezenosti a jednoznadnosti bude splnén,
jestlize pfedné — kviili jednoznaénosti — vysledek ndsobeni
ab tiidy @ tiidou b bude ty%, af jej provedeme pomoci jakkoli
zvolenych &isel v té které zbytkové t¥idé. Véc tedy neni ni-
kterak samozfejmd, nybrz mdme ukdzat, Ze jestlize a’ patif
do t¥idy @ a b’ do t¥idy b, potom soudin a’b’ pat#i do t¥idy ab,
Gili %o a’d’ = ab. Skutens, jestlife oba rozdily ¢’ —a a
b" — b jsou délitelny modulem 7, pak i rozdil

a't—ab=ab'—ab+ab—ab=a'(t —0d)+
+ b(a’ — a)
je &islem délitelnym modulem n — jakoZto soudet dvou &isel
jisté délitelnych é&islem n.

Za druhé — kvili neomezené proveditelnosti nasobeni
musime ukéazat, Ze vysledek ndsobeni dvou zbytkovych tiid
¢isel nesoudélnych s modulem # i soudin téchto t¥id (jak jsme
8i jej pravé zavedli) je nejen vidy definovan (coZ je jiz dosta-
teéné zfejmo), ale Ze je to opét tFida, do niZ pati éisla nesou-
délné s modulem. K tomu v3ak stadf si uvédomit, Ze soudin
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ab dvou éfsel @ a & obou nesoudélnych s modulem » je opét
¢islo nesoudélné s n.

Axiom (2) asociativity je din témét bezprostfedné pro nade
nédsobeni zbytkovych t¥id pfenesenim s asociativity nasoben{
disel samych. Nebof jsou-li a, b, ¢ tfi libovolnd cel4 &isla, pak
plati

a.(b.c)=a.bc=afbc) = (abc =ab.¢c = (a.b).c.

Axiom (3) jednotkového prvku je splnén pro zbytkovou
tkidu 1 (fsel, zanechdvajicich zbytek 1 p¥i déleni modulem).
Nebof necht 1 =¢.n + 1 je éislo z t¥idy 1 (t. j. 1 =3).
Necht libovolné celé &islo x je ze ttidy x = 7 kde r je nej-
mensi cely nezdporny zbytek pii déleni &isla * modulem =.
Pak Ize psat « = p . n + r (kde p je vysledek &4steného dé-
leni ¢&isla z modulem »). Tedy

v =iz =(pn +1r){gn + 1) = pgn® + n(p + r9) + 1,

takZe soudin zi = 1z ddvé pfi déleni modulem = tyZ zbytek r
jako ¢&islo z. Lze tedy psat opravdu pro zbytkové tiidy Zada-
nou rovnost

z.1=1.z=n=x.

Koneénd axiom (4) inversniho prvku si ovéfime takto:
VypiSme si jednotlivé nezdporné zbytky, nesoudélné s déli-
telem » ) '

a; =1, a,,a,, ..., ayy.
(Napt. 1,5,7,11 pron = 12, ¢(n) = 4.)

Kdyz jsme zvolili libovolné &islo celé @, mdme ukézat, Ze
Ize vidy nalézt celé &slo z tak, aby jeho zbytkovd tfida z
splilovala

z.a=a.z=1
¢ili aby ax = 1 (modn), to jest aby z = a—1.

Vyndésobme si proto po fadé nase nezdporné a s n nesou-

délné zbytky s » nesouddlnym &islem a, t. j. utvofme &isla

»
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ae, = a, aa,, ady, ..., Ad,,
(Na pf. tedy tfebas proa = 7, » = 12 &isla 7, 35, 49, 77.)

UkaZme, Ze nent moéné, aby mezi témito soudiny ani jeden
neddval po déleni éislem n zbytek 1. ProtoZe jiZ vime, %e
viechna &isla a, aa,, ..., g,y divaji vesmés zbytky nesou-
délné s délitelem n, znamenala by takovd moZnost (kterou
vylouéit je nasfm okamzitym cilem) to, Ze alespon dvé &isla,
teknéme aa, a aa, (pro k + k) z &isel aa,, aa,, ..., agyy,) by
divala tentyZ nezdporny zbytek p#i délenf modulem n. Jiny-
mi slovy, rozdil ae, — aa, = a(a, — a;) by bylo &slo déli-
telné modulem n. ProtoZe a je ¢islo s &islem » nesoudélné,
musel by byt rozdil a, — a, délitelny modulem n. To vSak
pravé neni moZné, protoZe a, a a, jsou &isla rizné, nezdépornd
a men§i nez n.

Tedy aspoi jedno &fslo aa, (pro jedno z ¢isel t = 1, 2, ..., n)
d4 nezdporny zbytek 1 pfi déleni &islem =, takZe pak lze
polo?it z = a,ajex.a = @ .z = 1. (V naem ptikladé mezi
&isly 7,35,49,77 nalézdme 49 =4 .12 4 1 =1 (modl12),
takZe pro @ = 7 zrovna ndhodou a—! = 7 = a.)

Tim je tedy dokonlen diikaz, ze zbytkové tiidy &isel ne-
soudélnych s délitelem = modulem % tvoii pfi vytéeném né-
sobeni grupu fddu @(»), kde @(n) je polet s &islem n nesou-
délnych zbytkil, jaké mohou vzniknout pfi édstedném déleni
éislem n.

Tim jsme viak jiZ také u naseho konedného cile, t. j. u malé
Fermatovy véty. JestliZe totiz m je f4d zbytkové ttidy a
(¢isla @ dle modulu %) jakoZto prvku nasi grupy, pak jednak
plati

amr =1
¢ili obSirnéji
e™ = 1 (modn).

Za druhé v3ak ¥4d m prvku a naéi grupy déli ¥4d ¢(n) této
grupy, tedy @(n) = m . ¢, kde g je celé kladné. Z toho oviem
plyne @%™ = gm? — (g™)¢ = 1¢ = I &ili opravdu
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av® = 1 (modn).

Poznamenejme je$té, Ze nédsobfci grupy ti{d celych &isel
nesoudélnych s modulem #, jichZ jsme pravé uZili ke grupové
theoretickému dikazu malé Fermatovy véty, ddvaji bo-
hatstvi ptikladii konednych Abelovych grup. V nadem p¥i-
kladé pro n = 12 to byla — aZ na isomorfii — ndm zndmd
Kleinova grupa &ili grupa zdkrytovych pohybd obdélnika.

Rozumi se, Ze posledni dsudkovy krok, ktery jsme uéinili
pii diltazu malé Fermatovy véty lze udinit zcela stejné
v libovolné konedné grupé. Tak dostdvdme t. zv. Fermato-
vu vétu theorie grup, to jest tvrzeni, Ze v grupé Fddu N je
N-td mocnina libovolného prvku rovna jednotce grupy, t. j.
a¥ = j, kde a je libovolng zvoleny prvek, j je jednotka dané

grupy.

Uvedme jeité dva disledky rozdéleni koneéné grupy na
(levé) tiidy dle fodgrupy. Pfedtim vSak je vhodné upozornit,
Ze mezi podgrupy dané grupy poditdme logicky diisledné i ty
dvsé, které se vyskytuji vidy, totiZ grupu samu a podgrupu,
sklddajici se jen z jediného prvku, jednotky dané grupy.
Témto podgrupém fikdme trividlni podgrupy. (Kdyby-
chom je z podgrup vylouéili, zkomplikovali bychom ne-
vhodné znéni pfislusnych poudek spoustou vyjimek.)

Véta 6.

Grupa, kterd md jen trividlnt podgrupy je koneénd cyklickd
grupa Fadu prvoliselného. Obrdcené, koneéné grupy prvoéisel-
ného Fddu maji jen trividini podgrupy.

Dikaz je dén vétou 5. BudiZ totiz G néjakd grupa (ko-
netnd nebo nekoneénd), o niz vime, ¢ mé jen trividlni
podgrupy. Zvolme vnilibovolny prvek rizny od jednotky coZ
1ze uéinit vidy kromé piipadu, Ze celd naSe grupa G se skldda
jen z jednotky. (V tom piipadé viak nemdme ddle co doka-
zovat, jestlize povaZujeme i &islo 1 disledné za prvoéislo, ja-
koZto ¢&islo nemajici jinych kladnych celych déliteld kromé
&isla 1 a sebe sama,)

Je-li tedy a 3= j prvek z grupy, pak jsou dvé moZnosti:
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1. a je fadu koneéného n a vytvaki tedy cyklickou pod-
grupu fddu n, coZ je sluditelné s pfedpokladem jen tehdy,
jestlize se tato cyklickd podgrupa shoduje s celou grupou,
takZe @ je v tomto piipadé konednd cyklickd grupa fidu =.
Kdyby n bylo ¢&islo sloZené, n = r . s, kde 7, 8 jsou nesou-
délnd &isla celd, kladna, riznd od jednotky, pak by prvek
a” % § vytvifel cyklickou podgrupu ¥idu s, skliddajici se
z mocnin a7, 27, 37, ., a*" = j, co pfedpoklad vyluduje. Tedy
fdd n = p na$i grupy G pouze s trividlnimi podgrupami
kterd se ukazala byt cyklickou koneénou grupou, je prvo-
¢islo p.

2. mozZnost: a vytvai{ v G nekoneénou cyklickou pod-
grupu

.oa"ta"l g a0l a? ...
Potom v3ak prvek a vytvafi v G netrividlni cyklickou pod-
grupu, takze moznost 2 dle pfedpokladu odpadé. Obricens
tvrzeni, Ze grupy prvodiselného fidu nemaji netrividlni pod-
grupy, je bezprostfednim disledkem véty 5. — Vé&ta 6 je
jednoduchym pfikladem na tGplné urdeni typu isomorfie
grupy predpokladem o fddu.

Véta 7.

'K tomu, aby &st proki kone&né grupy tvotila podgrupu,
stadi (a ovdem je i nutro), aby takovd &dst obsahovala s kazdymi
dvéma proky ¢ jejich souéin.

Dikaz:

Predné dle pfedpokladu s prvkem a obsahuje predpoklé-
danid ¢4st prvki grupy i mocninu a?, kde N je fad grupy; ta
je vSak dle zminéné t. zv. Fermatovy vfty theorie grup
rovna jednotce.

Za druhé, je-li v nadi &asti prvkid grupy néjaky prvek z
fadu n, pak dle pfedpokladu je tam i prvek an—!=— -1
Vice vSak k dikazu nepotfebujeme. — Je dileZité si po-
viimnout nezbytnosti pfedpokladu koneénosti grupy: bez
ného miZeme narazit na prvky nekonedného fidu a nds
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usudek pada. V tom piipadd je nutno a stadi jesté dokazat
pHtomnost inversnfho prvku ke ka¥dému prvku v nasf &4sti,
jez mé byt podgrupou, nebof pitomnost jednotky je jiZ
disledkem.

Obratme se k zdsadné dilezitému pojmu t. zv. homo-
morfnihozobrazenijedné grupy na druhou grupu.

Tento pojem je rozdifenim ndm jiz zndmého pojmu iso-
morfnfho zobrazeni. Isomorfni zobrazeni jedné grupy na
druhou grupu vé€mé zachovavd viechny grupové vlastnosti
zobrazované grupy (origindlni), pfendiejic je dokonale na
grupu obrazovou (na niz se zobrazuje origindlni grupa).
V hrubém piirovndni je to tak, jako kdyZ zndzorfiujeme Fek-
néme souddst stroje Skolnim modulem, ktery je sice z jiného
materidlu (a po pf. mensich rozmé&ril), ale jehoZz tvar je pfesné
shodny s tvarem origindlu.

Pro mnohé udely viak stadi zminénou soudast stroje kolmo
promitnout (pomoci deskriptivni geometrie) na jednu primét-
nu, to jest zobrazit utvar prostorovy na utvar rovinny. Tim
oviem nékteré prostorové vlastnosti zanedbame (nevystih-
neme), nebot rizné body origindlu se promitnou do jediného
bodového obrazu v primétné (celé hrany, kolmé k primétné
se zobrazi vidy jedinym bodem). Zato vSak byvd primét
jednodussi a ptehlednéjsi neZ model a &asto dovoluje snadno
nahlédnout (na vykrese) polohu promitané souddsti ve stroji
a jeji souvislost s ostatnimi éastmi.

Abstraktni obdobu toho médme v theorii grup (a i v ostat-
nich partiich abstraktni algebry): pojem vzdjemné& jedno-
znadného, isomorfniho zobrazovani jedné grupy na druhou
rozdifujeme v pojem homomorfniho zobrazeni jedné grupy
na druhou. Zde tedy jiZ i vice prvki zobrazované origindlni
grupy se mitZe zobrazit na jeder jediny prvek grupy obrazové,
pfi dem% se oviem nadéle soudin dvou prvki zobrazované
grupy zobrazi souinem pfislusnych obrazi. Homomorfni
obraz grupy je tedy jiZ obecné grupa, kterd podriuje jen né-
které grupové vlastnosti zobrazované grupy, nebot ostatni
vlastnosti se pfi homomorfnim zobrazovéni mohou porusit.
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Uvedme si alesponi dva p¥{klady homomorfniho zobrazeni
(které nejsou isomorfnimi zobrazenimi); je t¥eba si uvédomit,
Ze isomorfnf zobrazeni se jevi zvladtnim pfipadem homomorf-
niho zobrazeni, kde mohou, ale nemusi, existovat dva a vic
prvki majicich tyZ obraz.

1. V prvém piikladé bude zobrazovanou grupou zndmi
symetrickd grupa &, viech permutaci stupns » (z n pfedmé-
ti). Pritom si zavedeme nékolik pojmii, které budeme potife-
bovat i pozdéji.

Rikéme, e permutace 7 provedens na 7 &sel 1,2, ..., n
je sudé anebo liché podle toho, zda v potadi &isel 7(1),
7(2), ..., n(n) dodlo k sudému & lichému poétu poruseni
pfirozeného sledu dvou é&isel, &ili k sudému, &i lichému poétu
inversi. Na pf. v permutaci # = ;%i;) ¢islo 3 predeslo
jednak 1 a jednak 2, 4 piedeslo 2, mdme tedy tfi inverse a
permutace 7 je lichd. Permutace p = (,15 g i ‘; i’) je sud4,
protoZe ma celkem 8 inversi.

Prifadme libovolné zvolené permutace 7z stupné n, jakoZto
prvku symetrické grupy &,, &islo +1 anebo —1 podle toho,
je-li tato permutace sudd &i lichid. Takto pfifazené &islo
k permutacl 7 oznaéme jako+e(r). UkaZme, Ze tim definované
zobrazeni je homomorfnim zobrazenim grupy &, na (néso-
bici) grupu &isel +1 a —1, coZ patrné je cyklickd grupa Fadu
2. K tomu 1&elu vystihneme &islo e(rr) (k dané permutaci )
takto: Zndsobme si viechny rozdily n(h) — n(k), kde k > k.
Pak souéin (o zfejmém podtu(n — 1)+ (n—2)+ ... + 1=

_ (= 21) ™ tniteld) bude mit tolik zdpornych &initeld,

kolikrit doslo k inversi pfi permutaci =, tedy to bude é&islo
kladné pro permutaci sudou a zdporné pro permutaci lichou.
Délime-li jesté tento souéin jeho absolutni hodnotou, to jest
soudinem viech rozdild h — k, kde %, k=1,2,3,...,n a
h > k, obdriime pravé &islo e(n). Krdtce to lze vypsat for-
mulkou

64



n(h) — n(k)
h>L h —k '
(k) — nu(k)

h—k
kterd 1ze utvorit, probihaji-li 4 i k vSechna é&isla od 1 do », za
podminky, %e & je v&tsi neZ k.

Tato, zddnlivé neuZitednd sloZitd formule (vzhledem k to-
mu, Ze &) = 4 1) dovoluje nejuspornéji dokizat, Ze &(7)
dévé skutednd homomorfni zobrazeni grupy &, na grupu
(+1, —1). ProtoZe ziejmé existuji jak permutace sudé,
tak i liché kaZdého stupné =, takZe jak éisla +1 tak i éisla —1
opravdu bude jako obrazii permutaci vidy pouzito, jde jen o
to dokdzat, Ze souéin permutaci se zobrazuje vidy soutinem
¢iselnych obrazd jedmotlivych ndsobenych permutaci, to
jest, Ze plati

kterou dteme: &(x) je soudin pies viechna &isla

g(gn) = 6(9) &(7).
on(h) — on(k)
-t = et

Skutedn, pidme &slo ¢ gn po rozéi-

feni jednotlivych zlomkovych élmtelu jako ¢islo
en(h) — en(k) (k) — n(k)
w5k 7o(h) — n(k) h—k
Znésobme si prvni zlomky zvl44t a druhé také zv14st. Dosta-
neme tak
_ 1rol®) — o(n(k) 1ym(h) — n(k)
e = I m—m Lt

Zde druhy soudin je jiz &islo &(sr). Prvni soudin v3ak nenf nic
jiného, neZ &islo £(p). Nebot probihaji-li k, k &isla 1, 2, ..., n,
pak i 7(k) a (k) probihaji (obecnd v jiném potfadi) tato &isla,
takZe i rozdily (k) — n(k) probéhnou — aZ snad na znamén-
ko — viechny kladné rozdily riznych dvou &isel, utvofené
z &sel 1,2, ..., n. Stane-li se viak, Ze rozdil n(h) — n(k) je
zédporny (zatim co jsme pifedpoklddali ve jmenovateli rozdil
kladny), pak to nevadi, nebof 1ze psit v takovém piipads
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o(ne(h)) — o(n(k))  o(m(k)) — e(=(h))
ah) — n(k)  a(k) —a(h)

kde 7(k) — n(h) je klad.ny rozdil. Je tedy jedno, zda v prvnim
soudinu misoblme pres viechny indexy &, k anebo pfes odpo-
\lfdg,]ICI indexy z(h), 7(k), takZze prvnfi soudin opravdu je
vlastné £(p). Méme tedy skutedné rovmost £(gn) = &(g) &(x)
¢ili zobrazeni ¢ je vskutku homomorfnim zobrazenim.

Je jasue, %e zde homomorfni obraz, t. j. cyklickd grupa
Fédu 2, je hruby a vystihuje symetrickou grupu permutacl
velmi malo 26

2. V druhém piikladé bude homomorfni obraz v&rné&jsi.

BudiZ K (ze 8koly v podstaté zndm4) nésobici grupa kom-
plexnich éisel, riznych od nuly, vzhledem k ndsobeni, da-
nému rovnosti

(% + ¢ . 1)(2s + 1Y) = (B — %) +
+ 3. (B + 2ay)
(kde i = }/=1).
+

Zobrazme grupu K do nésobici grupy R vSech redlnych
tisel kladnych tim, Ze pfifadime komplexnimu é&islu z + 3y

jeho t. zv. absolutni hodnotu V:cz + % Pak zobrazeni
+
fe+iy) =)+
+

je homomorfnim zobrazenim grupy K na grupu R.

Nebof opravdu, jednak kaZdé komplexni é&islo riizné od
nuly mé jedinou kladnou absolutni hodnotu a kaZdé redlné
&islo je absolutni hodnotou komplexniho ¢&isla. A za druhé,
absolutni hodnota soudinu rovnd se soudinu absolutnich
hodnot jednotlivych komplexnich &initeld, jak si étendf ihned
ovéii na identité

" Rik jen, Zo sudé kréte sudé a liché kréte liché permutace jo
sudé, lichd krét suda a sud4 krat lichd permutace je lichd permutace.
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(123 — Y1) + (XY + 21 = (2 + 3N} + v))
(jestlize véc neznd ze skoly).
Nyni je jiZ na misté pfesnd abstraktni definice.
Definice.
Budtez ¢ a H dvé grupy.

Rikame, %e grupa @ je zobrazenim f homomorfndzobra-
zena na grupu H, jestlize ke kazdému prvku z grupy G je
zobrazenim f ptifazen presné jeden prvek y = f(z) z grupy H
tak, Ze jsou splnény tyto podminky:

(i) Kazdy prvek y z grupy H spliuje vztah y = f(z) ale-
spoii pro jeden prvek z z grupy G. Slovy: KaZdy prvek
grupy H je obrazem n&jakého prvku, t. zv. origindlu,

z grupy G.
(ii) Pro libovolné prvky =, a z, z grupy & plati

f(@yzy) = f(z1) . f(,)
(jestlize tedkou . odliSujeme grupové nasobeni v H od grupo-

vého ndsobeni v G, jez zvaité nevyznadujeme). Slovy: Obraz
soudinu se rovnd souéinu obrazi.

Rikéme té#, %e grupa H je (jako celek) homomorfnim
obrazem grupy G (pfi zobrazeni f). MoZnost takového
homomorfniho zobrazeni znaéime symbolem

H~QG.

Uvédomime si nékolik bezprostfednich disledki této defi-
nice. KaZzdou grupu lze homomorfné zobrazit na grupu, sklé-
dajici se jeding z jednotkového prvku; obrazem kaZdého
prvku je pak tento jediny (jednotkovy) prvek. Takové
zobrazeni oviem neni k nidemu, protoZe naprosto deformuje
zobrazovanou grupu.

Homomorfni zobrazeni ddv4 inversnimu prvku za obraz
inversni prvek k obrazu, f(a:—l) = f(z)~1, a jednotce jg
zobrazované grupy G pnra.zu]e jako obraz jednotku jg

grupy obrazi, {(jg) =
Nebot f(j4) = f( 7@70 = f(jg) . [(4g), z CehoZ druhy fakt
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plyne vyndsobenim prvkem f(jg)—!. Prvni fakt pak jiZ vy-
plyvé z rovnosti

f@=Y) . f(x) = flz=1x) = f(jo) = im

Nyni jiz neni tfeba zv145td podrobnd vysvétlovat, co je to homo-
mocfni representace dané grupy grupou permutaci anebo grupou
matic. Je to pfirozené a duleZité roziifeni pojmu isomorfni represen-
tace, 8 nimz% jsme se jiZ seznémili. Je zajimavé, 26 homomorfnf repre-
sentace grupy (grupami permutacf, nebo grupami matic) jekoito ja-
kési ,,promiténi* (pFi ¢em% za jednotlivé ,,pramdétny* slouZi symetrio-
ké grupy permutac{ stupnd n, po pfipad® grupy veskerych reguldrnich
matic stupnd n) prohlubuje zmindnou obdobu s prom{tinim télesa na
dvé kolmé pramétny. I tu lze totiZ uplnd rekonstruovat pavodni
grupu z jejich ,,pruméta‘, t. j. homomorfnich representaci (podobnd
jako si téleso zrekonstruujeme z jeho ndrysu a piudorysu), jestliZe
znédme t. zv. uplny systém homomorfnich representaci'” dané
grupy, z ndhoz lze sestrojit isornorfni obraz dané grupy. Vedlo by nés
pfilis daleko, kdybychom maéli podat pkiklady na to; tenéf, ktery se
odhodld k hlub3fmu studiu theorie grup je nalezne v obiirnéjdich
udebnicich theorie grup.

Obritime se k daldimu dileZitému pojmu abstraktni theo-
rie grup, ktery dzce souvisi 8 pojmem homomorfniho zobra-
zeni; je to jiZ zminény pojem normélni podgrupy, k né-
muZ miizeme dospét takto:

Pfi kazdém homomorfnim zobrazen{ f grupy @ na grupu H
nalézame ndsledujici rozdélenf prvkia grupy G do tfid bez
spolednych prvki: Ka?dd takovd tiida sestdvd ze viech
prvki z z grupy @ které maji tyZ obraz

y = f(2).

(Tak v prvém pfedchozim piikladd se symetrické grupa
&, (viech permutac{ stupnd ) rozpadd homomorfnim zobra-
zenim f = ¢ (na cyklickou ndsobfcf grupu z &isel 4-1) ve dvé
tiidy, téidu sudych a t¥idu lichych permutaci. V druhém
pfedchozim piiklad® se ndsobici grupa viech od nuly riz-

%7 Uplnym nazyvame takovy systém homomorfnich representaci,
v ném2 kaZdy nikoli jednotkovy ongmé.l obdr#{ alespoii jednou nikoli
jednotkovy obraz.
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nych komplexnich &isel, zndzornénych body komplexni ro-
viny (mimo poditek) rozpadd ve tfidy ¢&isel, zndzornénych
body na téZe kruZnici opsané okolo poditku.)

Dile zjidtujeme, Ze t¥ida vSech origindld k jednotkovému
prvku jg — to jest tfida viech z z G, pro néz f(x) = jg —tvofi
podgrupu grupy . — Nebof pfedné jestlize x, i, jsou ori-
gindly jednotky, f(z,) = jg, f(x;) = jm, potom i f(z,z,) =
= f(z;) . f(xz:) = jm - 7@ = jm,to jest pak i soudin z,z, je ori-
gindlem jednotky jg v H. (To ndm v pfipadé koneéné grupy
jiz stadi (viz vétu 7).) Snadno se pfesvéddime, Ze i ostatnf
podminky, aby souhrn originéld jednotky (v homomorfnim
zobrazeni) byl podgrupou, jsoua splnény, takZe naSe tvrzeni
plati obecns. Nebof je ndm jiZ zndmo, Ze v homomorfnim
zobrazeni je obrazem jednotky jednotka a obrazem invers-
niho prvku je inversni prvek k obrazu plivodniho prvku.
Podgrupu (grupy @) origindli jednotky v nasem homomorf-
nim zobrazeni grupy G na grupu H nazveme na piiklad N.

Vznik4 pfirozené podezieni, zda ostatni tfidy origindld se
stejnym obrazem (v homomorfnim zobrazeni) nejsou snad
pravé ndm jiZ zndmymi levymi tfidami podle podgrupy N
utvofenymi v zobrazované grupé G. Toto podezieni je
opravnéné. Nebot jestlize x je dany prvek v zobrazované
grupd @ a u je libovolny prvek z podgrupy N, potom souéin
zu mé v grupé H za obraz prvek

fleuw) = f@) . f(w) = f(z) . jr = [(@),

tedy tyZz jako z. Stejné tak oviem i obrdcené, je-li zu (pfi »
lezicim v podgrupé N) libovolny prvek levé tfidy prvku z,
pak jeho obraz f(zu) je roven obrazu f(z) libovolného prvku z
z téZe levé tiidy v grupé G podle podgrupy N.

Utvofeni tfid origindla se spoleénym obrazem je tedy sku-
teéné vlastn® totéZ co rozdéleni prvki zobrazované grupy do
levych t¥id podle podgrupy, tvofené vSemi originily jednot-
ky. — Tim v8ak celd véc zdaleka nekondi. Zjistujeme totiz,
Ze podgrupa N origindli jednotky se vyznaduje touto zvldstni
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vlastnosti: 8 kazdym prvkem z pat¥i do N i kazdy prvek
tvaru
22—l

kde z je libovolny prvek ze zobrazované grupy G. Nebot jest-
lize je f(x) = g, pak nisledkem homomorfnosti zobrazeni f
je

flzzz=1) = f(2) . f(x) . {z™Y) = }(2) . jm . (}(2))~* = jm-

Podgrupdm s touto duleZitou vlastnosti (nezavisle na ja-
kémkoli homomorfnim zobrazeni f) fikdme normdlni pod-
grupy.

Definice:

Podgrupa N grupy G se nazyvid normalni podgrupou,
jestliZe 8 kaZdym prvkem x patficim do N patfi do N i kaZdy
prvek zzz—1, t. zv. konjugovany prvek k prvku z pomoci
(libovolného) prvku z z grupy G.

Tak na pf. ze dvou ndm znamych podgrup grupy euklidov-
skych pohybi roviny (pi. 2 v odst. 1,4) je podgrupa &istych
posuvi normélni podgrupou, kdeZto podgrupa &istych oto-
&eni normalni podgrupou neni. — To vyplyvd snadno z okol-
nosti, Ze provedeme-li otodeni, pak posuv a nakonec zpétné
otodenf, dostdévime celkem opét &isty posuv (obecné oviem
jiny). Naproti tomu jestlize provedeme posuv, pak otodeni
a nakonec zpétny posuv, nedostivdme nikdy (pokud jde
o neidentické pohyby) &isté otodeni, nybrz smiseny pohyb.

V ptikladé s permutacemi viSechny sudé permutace v sy-
metrické grupé &, tvofit. zv.alternujici grupu ¥, stupns
n, kterd je normélni podgrupou v grupé €,. — V kaidé
Abelové (komutativni) grupé je oviem zfejmé kazdd pod-
grupa normdlni. (Obrécené tvrzeni neplati, viz cvid. 7 z odst.
1,5)*.

Dilezitost normélnich podgrup v grupé vyplyvé z toho, Ze
pomoci nich lze z dané grupy tvofit potiebné nové grupy, je-

*) V grupd zékladnioh kvaterniona ze cvié. 7 z odst. 1,5 je kazdé
podgrupa normélni podgrupou, atkoli grupa neni Abelova.
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jimiz prvky se stdvaji celé (levé) tfidy podletakoveé normalni
podgrupy. Ndsobeni v takové grupé levych t¥id dle normélni
podgrupy N grupy & je déno takto: Jsou-li xNV a yN dvé levé
tiidy (prvkd z a y z G), potom za jejich soudin z&N . yN polo-
Zime tu levou tfidu, kterd obsahuje soudin zy, to jest kla-
deme

N .yN = xyN.

DokaZzme, Ze axiomy grupy jsou pro toto nisobeni levych
tfid splnény. K axiomu (1) mdme vlastné jen zaruéit, Zze vy-
sledek nisobeni dvou t¥id nezaleZi na tom, jaké prvky si vy-
bereme v jednotlivych tiiddch k vytvofeni soudinu t¥id. To
jest, mame ukézat, Ze jestlize ' = xu, a y' = yu,, kde prvky
%; 8 % jsou z normalni podgrupy N, potom soudin z'y’ =
= zu,yu, patii do levé tfidy soudinu zy.

Skuteéné lze psit xu,yus = ryy—'u,yu, a podle pfedpokla-
du normdlnosti podgrupy N prvek y—lu,yu, patfi do N, eoz
pravé pottebujeme.

Ostatni axiomy si ovéfime jedté snadnéji."

Axiom (2) nyni jiz 1ze dokdzat prostym prenesenim z celé
grupy G do na3f grupy levych tfid (dle N) rovnostmi

zyN . zN = (zy)zN = z(yz)N =*2N . y2N.

Axiom (3): Ulohu jednotkového prvku v na$i grupé t¥id
patrné bude hrét (ndsledkem toho, jak jsme zarudili axiom
(1)) levé tiida obsahujicf jednotku jg grupy @, to jest sama
norméln{ podgrupa N.

Axiom (4): inversnim prvkem k prvku (t. j ke t¥id&) zN je
patrné tf¥ida z—1N, protoZe soulin zN .z~1N stejnd jako
z-1N . zN obsahuje jednotku jg.

Grupé levych tfid v grupé G dle normélni podgrupy N #i-
kime: Podilovéd grppa grupy G dle normélni podgrupy N
a znadime %; norm ’Llni podgrupé N se pak také nékdy #ikd
normdilni délitel./Podle véty.5 je ¥dd grupy G roven sou-

¢inu ¥4du normélni grupy N s fddem podilové grupy %
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Jaky je zobrazovaci vztah podilové grupy % k pivodni
grupé?
G .
Odpovéd je nasnadé: Podilovd grupa 5d je homomorfnim

obrazem pvodni grupy & pfi zobrazeni, pfifazujicim prosté
prvku z z grupy @ jeho levou t¥idu zN jakoZto prvek z podi-

lové grupy % Nebot to pfimo #k4d definice zN .yN =

= zyN nésobeni v %

Vratme se nyni k p¥ipadu, Ze normdlni podgrupa N grupy
@ je souhrnem origindld jednotky v jakémsi homomorfnim
zobrazeni f grupy @ na grupu H. Jaky bude vztah podilové

G
BTupy 4= ke grupé H?

Snadno nahlédneme, Ze tyto grupy jsou si isomorfni.
Zobrazeni zprostiedkujici tento isomorfismus pfifazuje prosté
t¥idé xNobraz f(z), ktery md prvek « z grupy G v grupé H pfi
~vychozim homomorfnim zobrazent f. Nebot takové zobrazenf

G
podilové grupy 7 De grupu H je zfejmé homomorfni a

kromé toho vzijemné jednoznaéné. Shriime si tedy vysledek
pfredchozich dvah do ndsledujici t. zv. prvnf véty o iso-
morfismu theorie grup.

Véta 8.

Jakmile podgrupa N grupy G je normdlni podgrupou, pak
levé tfidy N (x je z @), do nichZ se rozpadaji proky grupy G,

tvoft samy t. 2v. podilovou grupu -l% pFi ndsobent aN . yN =

= zyN. Podilovd grupa % je homomorfnim obrazem grupy G

pfi homomorfnim zobrazent x — xN pFifazugicim prvku z jeho
levou tFidu.
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Je-li obrdcené ddna grupa H, kterd je homomorfnim obrazem
grupy G pri zobrazent f, pak je tim uréena normdlnt podgrupa
N véeck origindli, jednotky jg grupy H tak, Ze podilovd grupa

% je isomorfné zobrazena ma grupu H zobrazentm f_,' danym

rovnosti

f(zN), = f(z).

Uvedend 1. véta o isomorfismu theorie grup (tento dlouhy
titul je nutny, protoze podobné véty o isomorfismu vystupuji
i v jinych &istech abstraktni algebry) uddvad prostou, ale
dilezitou souvislost pojmu homomorfniho zobrazeni s poj-
mem normalni podgrupy. Ve shora uvedenych dvou piikla-
dech se projevuje takto:

Podilové grupa QI_" symetrické grupy stupné n podle jeji

n
normélnf alternujici podgrupy %, je isomorfni s kteroukoli
cyklickou grupou fddu 2, na pf. s podgrupou (+1, —1) ndso-
bici grupy viech zlomki.

Naésobici grupa kladnych redlnych &sel je isomorfni s po-
dilovou grupou ndsobici grupy vSech komplexnich &isel
o absolutni hodnoté 1.

Uvedme jestd jeden diilezity pfiklad na tvofeni podilové
grupy. Za grupu ¢ vezméme seéitaci grupu viech celych &isel;
podgrupa N, kterd bude nésledkem komutativity samoztej-
mé normdlni, budiz tvofena v8emi ndsobky pevné zvoleného
celého kladného é&fsla n. Levé tf¥idy dle N jsou nyni ndm jiz
zndmé zbytkové tfidy dle modulu n, kaZd4d obsahuje viechna
celd &isla, jeZ jsou navzdjem kongruentni modulo n, t. j. jeZ
davaji pfi déleni modulem » tyZ nezdporny nejmensi zbytek.

Podilovd grupa yd je t. zv. seditaci grupa modulo =.

(Pozor, néco jiného byla t. zv. nasobici grupa modulo », kters
se sklddala jen ze zbytkovych tfid, naplnénych vesmés &isly,
nesoudélnymi s modulem, kdeZto seéitaci grupa modulo »
obsahuje vBechny zbytkové tfidy.) Je-li H jakdkoli cyklickd
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grupa fidu =z, na pf. ndsobici grupa viech # n-tych odmocnin
z 1, pak prvni véta o isomorfii ndm zde ¥iké, Ze seéitaci grupa
modulo 7 je isomorfni s touto cyklickou grupou.

Tvolenim podilové grupy z grupy G podle norméini pod-
grupy N ztotoZiiujeme vlastné prvky, patiici do téZe levé tFidy
dle N v G. Zanedbéavajice rozdilnosti mezi prvky téze levé
ttidy, poéindme si obrazné fedeno asi tak, jako bychom se na
nadi grupu divali (s jisté strany) z pfiméfené veliké délky, az
niém prvky z téze levé tfidy splyvajf. Takovy pohled dle
prvni véty o isomorfismu je rovnocenny s danym ,,promit-
nutim‘* (t. j. homomorfnim zobrazenim) dané grupy na jinou
grupu H.

Normélni podgrupy maji i jiné charakteristické vlastnosti,
jimiZz je moZno je definovat. Hloubavy &tendi se rdd pte-
svéddi, Ze:

a) Podgrupa U je normdlni tehdy a jen tehdy, kdyZ kazda
levd t¥ida 2U je rovna pravé tiidé Uz téhoZ prvku x (vBech
pravych ndsobkt uz prvki % podgrupy U ndsobenych zprava
prvkem x). _

b) Podgrupa U je normélni tehdy a jen tehdy, kdyz souhrn
zUyU viech soudinii ndsobkii xu, s ndsobky yu, (kde %, au,
jsou libovolné prvky z podgrupy U a z a y jsou pevné zvolené
prvky grupy) je vidy jistd levd tfida podle U.

Na konec tohoto paragrafu si odvodme dileZitou t. zv.
druhou vétu o isomorfismu theorie grup. Je to po-
mocnd véta vyznamu theoretického, jejiZ uZiti si ukdZeme
v par. 1,6. '

Véta 9. .

Budif G grupa, N jeji normdlni podgrupa a U jejt dalsi pod-
grupa. Pak plati:

1. Soubrn UN vdech soulini un proki w z podgrupy U
8 prvky n z normdint podgrupy N je opét podgrupa v grupé G.
(Takovy souhrn UN je t. zv. spojeni podgrup U a N.)

2. Souhrn oznaéeny jako U M N vdech proki z grupy G,
které lett soubasné v podgrupé U i v normdint podgry,pé N, je
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rovné% podgrupou, a to dokonce podgrupou v grupé U. (Tako-
vému souhrmnu U M N fkdme prinik podgrup U a N.)

3. (Vlastni tvrzeni véty):

Podgrupa N je normdlnt podgrupou v grupé UN, podgrupa
U O N je normdlni podgrupou v grupé U a podilové grupy
UN
N U 0

Dikaz:
Nejprve k bodu 1:

Mime ukdzat pfedevsim, Ze soudin dvou ndsobkd tvaru
un, a uyn,y, kde u,, u, jsou libovolné prvky z podgrupy U
a M4, Ny jsou libovolné prvky z normélni podgrupy N (vse
v G) je opét prvek tvaru un,kdeuw jez U & n je z N. Sku-
tedné je

¥ jsou navzdjem isomorfni.

(uymy)(ugng) = wyuy(uzing(ugt)-1n,).

ProtoZe N je normilni podgrupa, le#i v ni 8 prvky =, a =,
téZz i prvek n = uzln,(uzl)-ln,. Prvek u = u,u, pak lezi
v U, protoze U je podgrupa obsahujici #, i u,. Z rovnosti
(uyny)"t=m~t oy~ 1=9y1(unt ul—lge pak jiz snadno
patrno, Ze UN je vskutku podgrupou v

Déle k bodu 2:

Je.li z iy jak vU takiv N, pak plati totéZ i o soudinu zy,
protoze U, N jsou podgrupy. Jednotkovy prvek jg je oviem
jak vU tak i v N. Je-liz v U i v N pak oviem totéZ plati
ioxz—1,

Koneéns k hlavnimu bodu 3:

Pfedné je jasné, Ze N je podgrupou v grupé UN, nebot
prvky n z N lze psit jako soudiny j» kde § jednotka lezi v U
(jakoZto v podgrups). Je viak samoziejmé, Ze N je normdlni
podgrupou v grupé UN, nebof jestlize pro libovolny prvek z
z G a kterykoli prvek » z N je i konjugovany prvek znz—1
v N, pak to tim spiSe plat{ pro prvek z leZici v podgrup& UN.

Nyni jiZ fddné definovand podilové grupa %_V tvofi
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zfejmé podgrupu podilové grupy %, protoZe obsahuje ty

levé t¥idy dle N, které maji néjaky prvek v podgrupé U. PFi
ném zndmém homomorfnim zobrazeni x — 2N cclé grupy Gna

Q
podilovou grupu v zobrazime tedy patrné podgrupu U

(grupy @) timto homomorfnim zobrazenim na podilovou pod-

grupu —o-. Nyni uZijeme hlavni &isti 1. véty o isomorfismu.

V podgrupé U tvofi origindly jednotky normilni podgrupu
N

N’ tak, Ze podilové grupy g, jsou navzdjem iso-

‘N
. . o . UN .
morfni. Jednotkovym prvkem v podilové grups - Je

oviem N (jakoZto levd tfida jednotky). Je zfejmo, Ze p¥i ho-
momorfnfm zobrazen{ £ — «N, omezeném na x z podgrupy U,
budou mit N za obraz pravé ajen ty prvky z z U, které sou-
¢asng leZi v N, &ili opravdu N' = UNN je prinik U s N, coz
bylo dokdzat.

Nez ptikrodime k dalsimu paragrafu, zavedme si jeStd
jeden zdkladni pojem theorie grup: pojem jednoduché
grupy.

Tak jako (vzhledem k délitelnosti) hledime celd (sloZend)
tisla vystihovat &isly jednoduchymi, t. j. prvodisly, z nichz se
(ndsobenim) kazdé celé &islo dé sloZit, tak i pfi zkoumani
grup a toho, jak se,,sklidaji‘‘ ze svych podgrup a normélnich
podgrup nds zajimaji nejprve podgrupy co mozno ,,jedno-
duché‘. Slova ,,sklddaji* a ,,jednoduché‘ byla ddna do uvo-
zovek proto, Ze obdoba skldddni celého &isla jako soudinu
prvoéisel se ,,sklddénim‘‘ grup z ,,jednoduchych‘ podgrup
je neuréditd a mnohoznaénd: Jak obratu ,,sklddat grupu“ tak
vyTazu z o moZno ,,]ednoduchych podgrup’ moZno dédvat
riizné pfesné vyznamy, pfi nichZ zminéns obdoba s &isly je
pfi mnohem vétsi sloZitosti grup jednou vétsi, jednou
mensi. O tom vice v par. 1,7.
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Za jednoduchou budeme jisté povaZovat na pf. kazdou cy-
klickou grupu prvodiselného fddu, ponévadi ta, jak vime
z véty 6 nemd Zadné netrividlni podgrupy, podobné jako prvo-
&islo nema jiné délitele (celé kladné) neZ trividlni délitele
(sebe sama a jedni¢ku). Kdybychom v3ak omezili pojem je-
dnoduché grupy na cyklické grupy prvoéiselného fddu, byl
by takovy pojem pro vétSinu tvdeld pFilid dzky.

Jako jednoduchou grupu definujeme radéji grupu, kterd
nemd Eddné netrividlni normdlnt podgrupy. Takové grupy
maji tedy, obrazné fefeno, tu vlastnost, Ze si je jiZ nemtzZeme
zjednodusit a zmensit tim, Ze je ,,pozorujeme z dilky‘ tvore-
nim podilové grupy. Jednoduché grupy jsou tedy jednim
druhem zikladnich stavebnich kament obecnych grup.
Cyklické grupy prvoéiselného fidu jsou zvldstnim pfpadem
jednoduchych grup (které nemaji viibec netrividlni podgru-
py). Existuji vSak také jednoduché nekoneéné grupy (viz cvi-
deni 7. po 1,7) a pfi konednych grupéich neni jednodu-
chost grupy nikterak spojena s jednoduchosti jejiho fddu
(jak dale uvidime).

Zvlastni a pro theorii rovnic dileZity druh koneénych
jednoduchych grup tvofi alternujici grupy permutaci
stupné aspofi pdtého. Tém se budeme vénovat v pfistim
paragrafu, éimz skonéime systematickou &ist vykladu z4-
kladnich pojmi theorie grup.

Mnohy z &étendit bude snad ke své malé radosti konsta-
tovat, Ze uvahy daldiho paragrafu jsou obtiZngjsi, nez to, co
pfedchézelo. Je to pochopitelné: prozatim jsme se omezovali
na nejzakladnéjsi pojmy theorie grup a jejich vzdjemné nej-
jednodussi souvislosti. V podstaté jsme tim jen tfidili bohaty
materidl zjevil, ovladanych grupovou zdkonitosti, aniZ jsme
se o mnoho povznesli nad zev8eobectiovdni poznatkid zné-
mych v matematice i bez theorie grup. Usudky byly sice
mnohde dosti abstraktni, zato v8ak velmi prosté a priihledné.
Tam, kde theorie grup skytd hlubsi a podstatn® nové vy-
sledky, jez (jako na pf. v ndsledujicim) vedly k novym
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matematickym objevim, tam ‘je jiz tfeba vyvinout
znadné v&ts myslenkové tsili, abychom dob¥e pochopili z4-
kladni myslenku dikazu a jeji realisaci. Pokusim se &tendfi
toto pochopeni co nejvice usnadnit, t. j. provést ditkaz do po-
drobnosti, pfi tom ale nenechat v téchto podrobnostech za-
niknout hlavni motiv celé ivahy, jehoZ rozvijenirm a ovéfova-
nim priavé dikaz je.
Cvident k 1,6.

1. Jaké jsou podgrupy v grupd &, (sledujte v tabulce zdkrytovych
pohybi rovnostranného trojuhelnika; tabulka podgrupy je obsaZena
v tabulce grupy pfi vhodném pierovnéni jako jeji &tvercova &ast pFi
levém hornim rohu).

2. Jaké jsou levé tiidy dle podgrupy véech nésobkd éisla 3 (celych
&fsel tvaru 3k, k = + 1, £+ 2,...) v setftact grupd celych &isel. TotéZ
pro nésobky dfsel 2, 4, 5. Jaké jsou viibec viechny podgrupy seditaci
grupy celych &isel?

3. Ukaite, 7o v symetrické grupé &, (viech permutacf z n &sel),
vechny permutace, nechévajici stét pevn® rizné dené ¢isla &y, ky, ...
k., tvoii podgrupu, isomorfni s grupou &,_,. UkaZte, e takové pod-
grupy jsou pfi stejném podtu r pevnyeh &isel vzdjemnd isomorfni.

Jaké jsou levé tiidy dle takové podgrupy pro n = 3,4; r=1;
k, = n? (Udejte je vyslovnd.)

4. Provedte tytéZ vvahy, které v textu jsou provedeny pro levé
tiidy — i pro pravé tiidy v grup?d dle dané podgrupy.

Sledujte v grups &, levé i pravé tfidy dle téZe podgrupy.

5. Ukaite, e kaZdé podgrupa, ddvajici jen dv® levé tiidy, je nor-
mélnf (v dané grupé).

6. Ukaite, 7o zobrazen( f(z) = || (absolutnf hodnota z z) je homo-
morfni zobrazeni nésobici grupy viech reélnych &isel 3+ 0 na nédsobici
grupu viech klad:uych &fsel rezlnych.

7. UkaZte, Ze pfifadime.li komplexnimu &islu « = z + 4y jeho
reélnou tést z = R(a), pak R je homomorfni zobrazenf seiitact grupy
komplexnich &isel x na seditaci grupu reslnych &fsel x. TotéZ pro ima-
ginérni &ést J(a) = y.

8.* DokaZkte, Ze zobrazeni

i) {(Z: 2;)} = a;by — gz},

(@449, byyg reédinéd anebo komplexnf &fsla) je homomorfni zobrazenf
grupy vech regulérnich matic stupné 2 na nésobfef grupu véech redl-
nych (komplexnich) éisel & 0. Jaké je tu odpovidajici grupa origindla
jednotky (&isla 1)? (Dle 1. v8ty o isomorfismu.)
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9. Presvédéte 86, %e matice tvaru

(o)

(a % O, t. zv. diagondlni matice) tvoi normélni podgrupu v grupé
viech regulérnich matic stupn® 2. DokaZte, ze diagondlni matice jsou
komutativni s kazdou matici stupné 2.
10.* UkezZte, %o podilové grupa dle normélni podgrupy dle cvié. 9
je isomorfni s podgrupou viech matic :1 z‘ spliujicich
2 0a
alb, —_ aabl = 1.
(Navod: Ve t¥d®, kterd je prvkem podilové grupy, vyhledejte
k libovolné tam leZici matici
(1’1 ’.‘/1)
T3 Ys

( 1 0
T yl) (5____'— 1 )

1Ys — T2y ,
2 0 T1Ya — Zath
kterd v této tiidé lezf rovnd%. UkaZte, Ze pro libovolnou matici téie
tifdy je tento soudin t4Z matice a Ze tyto matice tvofi hledanou grupu
t. zv. grupu representantu tid, kterd je isomorfni s uvedenou
podilovou grupou.)

11. Co je dle 1. véty o isomorfii normélni podgrupou originéli jed-
notky pfi homomorfnim zobrazenf f(n) = " (i = V_ 1) setftaci grupy
+

matici

colych &isel na nésobici grupu vsech &tvrtych odmocnin z &isla +1?
12. BudiZ @ grups, N jeji normalni podgrupa, H jeji podgrupa.
Jestlize podgrupy N a H nemaji jinych spoleénych prvkia, nez jed-

notku grupy, pak je podilovd grupa HW— isomorfni s podgrupou H.
JestliZe jestd kazdy prvek grupy & se dé psat jakosoudin prvkuz Hsprv-
kem z N, pak podilova grupa a je isomorfnf s podgrupou H. (Jako

ve cvié. 10 je H pak grupou representanti k podilové grupd l—g—.)

— Doka;it,e.

13.*Budi%. G seditaci grupa viech celych &isel, U jeji podgrupa
viech celych nésobku &isla 4 a N jeji (normélnf) podgrupa viech na-
sobku &isla 6. Pak grupa UN je podgrupa viech sudych &isel, pranik
U n N je podgrupa viech nasobku é&isla 12.
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(Névod: 2 je nojvdtsl spoledny délitel &isel 4, 6; 12 je jejich nej-
mensi spoledny nédsobek.)

14.* Ukazte, Ze v pf. 13 ndm 2. véta o isomorfismu Fiké, Ze seditan{
& odéitdn{ sudych ¢isel modulo 6 je isomorfni se seéitanim a odé{tdnim
viech celych &fsel, dslitelngch dtyfmi, ale modulo 12.

1,7. TRIDA KONJUGOVANYCH PRVKU. NORMALISA-

TOR PRVKU. TRIDOVA ROVNICE. KONJUGOVANE

PERMUTACE. JEDNODUCHOST ALTERNUJICI GRU-
PY A, PRO n > 4.

Pfi pojmu normélni grupy jsme narazili na po]em konjugo-
vanych prvki v grupé (prvek y byl nazvén'konjugovanym
8 prvkem x pomoci prvku z, jestliZe platilo

y = zxz—l).

Vzijemnd konjugovanost prvkal je jakdsi pffbuznost,
ktera dovoluje rozdélit dileZitym zpisobem prvky grupy do
oddélenych tiid vzdjemné konjugovanych prvki (dle zcela
jiného hlediska neZ rozdéleni do levych tiid dle podgrupy).

Utvofime-li totiZ v grupé skupiny vzdjemné konjugova-
nych prvki, pak ziejmé kazdy prvek grupy lez{ v (alespori)
jedné skupiné a Ziddny nelezi ve dvou &i vice skupindch sou-
tasné. Nebot jakmile by prvek z byl konjugovdn jednak
8 prvkem =z, jednak s prvkem y, ¢ili jakmile by zxz;! =
= z,y2;1, pak by

— 21z dz=ly, — p=1 -1, }-1
Yy = 2312,22712, = 2512\ 2(2712)) 71,

tak¥e z by bylo konjugovino s y. Ka?d4 grupa @ se tedy
skutedné rozpadé ve tiidy vzdjemné konjugovanych prvki.

Nékteré tiidy mohou oviem obsahovat jen jediny prvek.
Piedeviim je jednotkovy prvek j (v grupé G) konjugovén
sdm se sebou, protoZe zjz—1 = 5. V Abelovych grupdch je
rozdéleni do tfid konjugovanych prvki zfejmé nezajimavé,
kazdd ttida vzdjemnd konjugovanych prvki se tam skléddd
z jediného prvku.
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Dalezité je, Ze polet vzdjemné konjugovanych proki je vidy
délitelem fddu grupy (jestliZe oviem jde o grupu koneénou).

Abychom to ukézali, uvazme k danému prvku a koneéné
grupy @ souhrn viech prvki z, které spliujf vztah ¢ = xaz—1,
t. j. ax = za. (Rikédme, %e z je prvek komutativni s prvkem
a.) Mezi takové prvky patii pfedné jednotka § nasi grupy G.
Jestlife @ = z,a271, @ = z,ax7!, pak dosazenim méme

a = 2z, 027127 = z,340(7)%,) Y,

takZe se dvéma prvky z; a x, i jejich souédin z,2, je komuta-
tivni &= danym prvkem a. Konelnd jestlize @ = xaz—1, pak
z~laxr = a, ¢ili spolu 8 x téZ inversni prvek z—! je komuta-
tivni 8 @. MiZeme tedy Fici, Ze souhrn viech prokd komutativ-
nich 8 danym prokem a z grupy G tvofl podgrupu N, grupy G,
t. zv. normalisdtor prvku a v grupé G.

Viimnéme si nyni levé tfidy yN, libovolného prvku y
podle normalisétoru N, prvku a. Ukazuje se, Ze viechny prv-
ky yx z takové levé t¥idy skytaji tyZ k a konjugovany prvek
yay—1. Nebot yza(yx)—! = y(xax—1)y—! = yay—!, podle defi-
nice normalisdtoru N,.

To tedy znamend, Ze riznych konjugovanych prvki
k prvku a je praveé tolik, kolik je levych t¥id v grupé @ podle
normalisdtoru N, coZ je opravdu é&islo, délici (dle véty 3) f4d
grupy G.

Z toho tedy celkem vyplyva tento zdvér:

Rdd n koneéné grupy @ je souctem nékterych svijch déliteli,
z nichZ kaZdy znamend poéet vzdjemné konjugovanych proki
v jedné tFids;, mezi témito déliteli, které se mohou i nékolikrdt
opakovat, vystupuje vidy &islo 1 jakoZto polet véech proki, kon-
jugovanych s jednotkou grupy. To je slovni vyjadfeni t. zv.
tfidové rovnice pro konedné grupy

n=1+4+hg+hy+ ...+,

kde » je F&4d grupy, kterd se rozpadd do r tiid vzdjemné kon-
jugovanych prvki, pifi demiZ i-t4 tfida obsahuje h; prvkil
(¢=1,2,...,7) a prvni tfida obsahuje jen jednotku grupy.
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V&imnéme si jedts jedné vyznamné okolnosti, Ze totik fdd
kaZdé normdint podgrupy v dané grupé je soultem &isla 1 a né-
kterych ze stitanci by aZ h,, nebot norméilni podgrupa obsa-
huje oviem jednotku grupy a s kazdym dal§im svym prvkem
obsahuje k nému i vdechny prvky s nim konjugované. To je
fakt, jehoZ se &asiwo vyuzivé pfi hleddni normdlnich podgrup
dané koneéné grupy.

Nyni se vratme k permutacim, abychom vidéli uZit{ pravé
zavedenych pojmi.

BudiZ =z néjakd permutace &isel 1,2,...,n, previdéjici
¢islo k v &islo n(k). Pak libovolnd s nf konjugovand permu-
tace gmp—! prevadi &islo k v &islo prme—1(k), t. j. &islo k = g(%)
v &islo pmp—1(o(¢)) = pn(i). Cili provést permutaci gmg—?!
konjugovanou s permutaci 7z pomoci permutace g je totéZ,
jako soudasné v horni i dolni fddce rozepsané permutace 7
zaménit tam stojici &isla podle permutace g, t. j.

o(l) e(2) ... e(n)).
on(l) en(2) ... gn(n)
(Potfebujeme-li, pfejdeme oviem snadno k takovému vy-
pséni, kde v prvni fiddce jdou &isla podle velikosti.) Na pf.

(1234 (1234
T=\1342) 2= \3241)

. {3241\ (1234
e = (3412) = (243 1)'

"Av3ak permutace, konjugované k dané permutaci a jejich
podet lze jesté lépe prehlédnout pomoci t. zv. rozkladu
permutace v oddélené cyklické permutace, strué¢né
v oddélené cykly. Cyklem (3, 2, ..., ¢;) rozumime pfi
tom permutaci, kterd pfevadi &islo i, v &islo 3, &islo i, v &¢slo
iy, atd. aZ &slo i, _, v &islo ¢, a &islo ¢, zpét v &slo 4, kdeZto
ostatni (nevyznadend) &isla nechdva stit. Podet k &isel, kterd
nepfejdou v sebe sama cyklickou permutaci (3,, 14, ..., %),
nazyvidme délkou cyklu. Cykly délky 2 (tvaru (sk)) se nazy-
vaji transposice; znamenaji zménu &sla ¢ v &slo k a &isla k
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v ¢islo ¢, pfi ¢emZ ostatni &isla zlstdvaji stdt, Dva cykly na-
zyvame oddélenymi, jestlie neni Zddného &fsla, které by se
meénilo jak pfi jednom tak pfi druhém cyklu.

DokéZeme si tuto poudku: '

Kazdd neidentickd permutace stupné n (na n-&lslech 1,2, ...,
...n) se dd jednoznaéné rozlofit v souéin oddélengch cykli,
pFi éemZ na pofadi &initelds nezdleXl.

Budiz tedy z jakdkoli neidentickd permutace, provedend na
&islech 1, 2, ..., n. Najdéme si prvni &islo ¢;, které neziistdvd
stat pfi permutaci =z, n(i;) + ¢,. Pak se mezi &isly n(1,),
73(4y), 12(%y), ..., H(4,); ... musi ndkterd opakovat, protoZe
viech permutovanych &sel je jen konetné mnoho. Jestlize
n7(4,) = 7%(¢,) pro r >s;r, 8 celd kladnd, pak n"(n?)-1=
= qT3i,) = 1.

Existuji tedy celd kladnd &isla m takovd, Ze n™(;) = 3,.
Budiz k nejmensi z takovych &isel. Pak &fsla ¢, 7(s,), #%(1,), ...
..., *~Y(1;) jsou navzdjem riizné, aviak n*(i,) = 1, (po prvé).
Cisla iy, iy = 71(4,), 83 = 7%(3}), ..., 4 = A*~2(3,) sklddaji cy-
klus délky k, ktery plisobi patrné na né pravé tak, jako celd
permutace 7. JestliZe jiZz neni daldiho &isla, které permutaci =
se méni, jsme hotovi. V opaéném pfipadé provedme s dalsim
¢islem, které oznaéme tiebas m,, totéz, co pred tim s &islem 1,,
takZze obdrzime dalsi cyklus, feknéme (m;m,...m,), kde
my =7t(m,), mg =n%(m,), ..., mq=n9"1(m,), kdetton%(m,) =
= m, (po prvé). Opét se dand permutace z a cyklus (m,m, ...
... my) shoduji co do svého iéinku na éisla m,, ..., m,. Jedno
a totéZ éislo nemiZe vystupovat v obou cyklech, protoZe
jinak bychom méli n%(3,) = #®(m,) pfi vhodnych mocnite-
lich a, b, takZe by &islo m, = 7°—?(3,) ndleZelo do prvnfho
cyklu, proti pfedpokladu. Budeme-li tento postup opakovat
tolikrat, kolikrdt je moZno, dosdhneme (ndsledkem koned-
ného podtu permutovanych é&isel) nakonec toho, Ze viechna
&isla, kterd danou permutaci 7t nepfechdzeji v sebe sama, se
rozdéli do jednotlivych cykld. Pfipomefime znova, %e kaidy
takto ziskany cykl je permutace, nechivajici stdt viechna
&isla, kroms téch, kterd v cyklu vystupuji — a &sla v cyklu
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vystupujici zaménuje stejné jako rozklidand permutace.
Koneéns je ziejmo, Ze oddélenost cykld, t. j. okolnost, Ze
z4dné dva razné cykly nehybajf tymZ &fslem, m4 za ndsledek
jejich vzdjemnou komutativitu. Tim je nafe tvrzeni dokdza-
no. Nésledujici ptiklady na rozklad permutace v souéin oddé-
lenych cykla si dle potfeby &tendf pro vétsi jistotu sdm do-
plni daldimi. (Pozor na to, Ze provedenim cyklu (t. j. cyklické
permutace) na samotnych &islech cyklu dostdvdme tyz cykl,
jen jinak psany!)

3142

12345678910\
1045918726 3]

—(11035)(24968)[= (49682)(35110) =...].

(Je tfeba pamatovat na to, Ze k urdeni permutace jejim
rozkladem v cykly je tieba udat podet permutovanych pied-
métd (isel), které jsou v eyklickém rozkladu vyznaéeny.)

Podle pfedchoziho nyni uré¢ime permutaci grg—?! konjugo-
vanou 8 permutaci & pomoci permutace ¢ nejjednoduseji,
je-li x ddna rozkladem v oddélené cykly. Pak prosté nahra-
dime v takovém cyklickém rozkladu kazdé &slo ¢ ¥slem p(s)
a obdrzime tak konjugovanou permutaci pmp—! v rozkladu
v oddélené cykly. Tak na pk., je-li  posléze uvedend permu-
tace a p je permutace

12 345678910
5610789234 1)

pak v cyklickém rozkladu lze psét pohodlnd
omo~1 = (51108)(67493).

Samozfejmé tedy méd konjugovand permutace s danou
permutaci stejny podet cykli téZe délky. Ale patrné téZ
obricené, jestlize dvé permutace vykazuji ve svych rozkla-
dech v oddélené cykly tyz podet cykll stejné délky (pro kaZ-
dou se vyskytujici délku cyklu), pak jsou tyto permutace
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vzdjemné konjugované — a to pomoeci kaZzdé permutace,
kterd prevddi vidy é&isla jednoho cyklu v jedné permutaci
v ¢&isla cyklu téZe délky v druhé permutaci.

Kazdou cyklickou permutaci mo%no déle jeSté rozloZit
v transposice (dvojélenné cykly), oviem nikoli jiz oddé-
lené, nybrz naopak, navazujici na sebe. JestliZe (7, ... t;) je
dany cyklus, pak patrné permutace jim dosaZend je rovna
sledu postupné provedenych vymén (transposic) tak, Ze
mozno psit

(il':z e ik) = (":1":2)(’:27:3) v (ik—zik—-l)(ik—lik)-

(Pozor na to, Ze &teme a ndsobime od prava doleva. Nejdfive
si vSimnéme, Ze t, pfechdzi v ¢,_, prvni transposici, pak
%, pFechdzi v i;_, druhou transposici, atd. aZ posléze tento
Fetézec zmén konéi zménou i, v 1, takZe cely soudin transpo-
sic pfevede ¢, v %,. AvSak pokud jdeo ¢,_,, (jiZ (zprava) prvni
transposice pfevadi 7,_, v ¢, a v Z4dném z ndsledujicich
transposic se ¢, uZz nevyskytuje, takie celkem ni8 souédin
transposic pfevadi ,_, v 7,. Podobné ddle ¢, __, bude mé&néno
a% po pfipojeni druhé (zprava) transposice, a to v ¢;_,, kte-
rézto &islo jiZ zlistane stdt i po provedenidalsich transposic.
Stejné zjistime i u ostatnich &isel, Ze vypsany souéin transpo-
sic na né u¢inkuje tak jako prvni transposice (zprava), v niz
ge toto &slo vyskytuje, tedy tak jako sdm cykl.)

Z rozkladu cyklu v transposice vyplyvé, Ze cykl o sudé
délce je permutace lich4, jakoZto soudin lichého po&tu trans-
posic (coZ jsou permutace liché) a cykl o liché délce je permu-
tace sudd, jakoZto soudin sudého poétu transposic (viz par.
1,5).

A nyni se obratme k alternujici grupé %, viech sudych per-
mutacf stupné 5.

Véta 10.

Alternugjict grupa U (sudych permutaci z péti pFedmétil) je
jednoduchd.

Diikaz povedeme methodou, o ni% jiz byla zminka: uréime
podet permutaci ve tFiddch vzdjemné konjugovanych permu-
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taci, na néz se rozpada grupa ¥;, a ukdZeme prosts, Ze z disla 1
a nékterych sé¢itancl, uddvajicich podet konjugovanych per-
mutaci v Uy, nelze obdrZet soudet, ktery by délil ¥4d grupy %,
t. j. éislo, jez by mohlo byt fddem normélni podgrupy. P¥i
tom musime d4t pozor na to, Ze piijde o konjugovanost v U
(a nikoli v &;), t. j. o konjugovanost pomoci sudych permu-
taci.

Podle rozkladu v oddélené cykly nalézéme tyto druhy
sudych permutaci stupné 5 — jichz je 15! = F4d %; = 60
(vedle identické permutace):

1. Soudiny dvou (oddélenych) cykll, coz musi byt dvoj-
¢lenné cykly (transposice), aby permutace byla sudd.

2. Jednotlivé trojélenné cykly.

3. Jednotlivé pétidlenné cykly.

K 1. Viechny soudiny dvou oddélenych transposic, tedy
permutace tvaru (a,a,)(b;b,), (kde a,, a,, b,, b, jsou rizna
4sla od 1 do- 5), jsou konjugované se sudou permutaci
(12)(34) — a jsou tedy konjugované i navzidjem. Nebot
jedna z obou permutacf

12345\ (12345

a,a,b,by¢)’ \ay,a,b,b,¢
(cje jediné zbyvajici &islo rfizné od &isel a,,a,,b,,b,) je zarudens
sud4 a pomoci obou obdrzime permutaci (@, a,)(b, b;) jakoZto
konjugovanou k permutaci (1 2)(3 4) (dle svrchu uvedeného).
Tvoii tedy soudiny dvou oddélenych transposic pravé jednu
t¥idu navzijem konjugovanych permutaci v grupé ;. Jejich
podet obdrzime, kombinujice kaZdou z g 28 dvojic disel s (g
zbyvajicimi dvojicemi a délice dvéma, protoZe takto obdr-
%ime kaZdy soudin dvou oddélenych transposic dvakrit.

bl (:) je ze &koly zndmy binomicky koeficient,

" _n(n——l)...(n—k+ 1)
(k)" 1.2.3...k )
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Tedy prvni tfida vzdjemné konjugovanych permutaci v gru-
pé Uz obsahuje f(g) (3) = 15 prvkdi.

K 2: Se ttemi danymi ¢isly a, b, clze provest pravédvarizné
cykly, (abc)a (bac). Mime tedy 2. (g) = 20 frojélennych

cykla v ;. Ty jsou viak vSechny konjugované k cyklu
(1 2 3), protoZe jedna z permutaci
12345\ (12345 12345\ (12345
(abcde)’ (abce d) & (bac d e)' (ba c ed)’
kterou #4dané konjugovanosti lze dosdhnout, je jisté sudd.
Druhd tiida navzijem konjugovanych permutaci v U
obsahuje tedy 20 prvki.

K 3: P&t &isel 1ze podrobit celkem }5! = 24 cyklickym per-
mutacim, protoZe spolu s jednim pofadim péti &isel i pét
dalgich pofadi, ziskanych z daného tou cyklickou zdménou,
kterd je danym pofadim vyznadena, dava zdpis téhoz cyklu.
(Na rozdil od pfedchoziho, nejsou viechny péti¢lenné cykly
vzéjemné konjugoviny v grupé U;.) Je vidét, Ze jedinymi
permutacemi, pomoci nich? pétiélenny cykl je konjugovin
sdm se sebou, je tento cyklsdm a jeho mocniny. Jinymislovy,
normalisdtor péti¢lenného cyklu v U, je tvofen pravé viemi
péti riznymi mocninami tohoto cyklu. Jesté jinak Fedeno,
tiida viéch v grupé %; konjugovanych permutaci k péti-
¢lennému cyklu obsahuje

rad U
ra5 2 = 6—50- = 12 permutaci.

Rozpadé se tedy vSech 24 pétitlennych cyklid v ¥; do dvou
takovych tfid vzdjemné konjugovanych, obé po 12 permu-
tacich (prveich grupy ).
Tfidovd rovnice pro alternujicigrupu %; tedy zni
15! =60=1+4 154 20 4 12 + 12.
Jako Fddy (netrividlni) normilni podgrupy v %, by tedy
pfichdzela v Gvahu jenom tato &isla (dle svrchu Fegeného):
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124+ 1=13,154+1=16, 20 + 1 = 21,
12 +12 +1=25, 15412 + 1 = 28.

Z nich vSak ani jedno neobstoii, nejsouc délitelem fddu
grupy, t. j. ¢isla 60. — Tedy skuteéné alternujici grupa U ne-
mfiZe mit netrividlnich normdlnich podgrup.

Ukazuje se, %e viechny dali alternujici grupy jsou jednoduché.’
Myslenku diilkazu tohoto na prvni pohled pfekvapujiciho
zjevu zaloZime, zhruba fefeno, v tomto: Na jedné strané
netrividlni normilnf podgrupa alternujici grupy musf obsaho-
vat dosti mnoho permutaci, protoZze s kaidou permutaci
musi obsahovat znaénou rozmanitost viech konjugovanych
permutaci. Na druhé strand vSak z pfedpokladu jednodu-
chosti alternujici grupy %, (kterd je ovSem podgrupou
néasledujici alternujici grupy %,+,) vyplyvé (uZitim 2. véty
o isomorfismu), Ze naopak netrividlni normalni podgrupa
v U,4+, musi obsahovat ,,velmi mdlo* permutaci; z tohoto
rozporu vyplyvé, fe nemd-li U, netrividlnich normélnicH
podgrup, nemd je ani U,4,. ProtoZe viak alternujici
grupa U;, jak jiz vime, jednoduch4 je, je jednoduch4 i nésle-
dujici alternujicf grupa 4, ndsledkem toho je jednoduchd
i dalsf alternujicf grupa U, atd. aZ do nekoneéna.

N43 postup dikazu jednoduchosti alternujicich grup stup-
né vysiiho nez patého, ktery ndsleduje, je tedy t.zv. induktiv-
ném postupem. (O riznych druzich a povaze takovych Gsudkd
t. zv. matematickou indukef se étendf poudi ve svazedku
»Cesty't od Katétova, pod ndzvem ,,Jakd je logickd vy-
stavba matematiky.) '

Véta 11,

Alternujict grupa ¥, stupné n v&t§tho ne &tyfi je jedno-
duchd. :

Dikaz:

Alternujici grupa % je jednoduché podle pfedchozi véty.
Kdyby néktera z dalsich alternujicich grup %, pro » > 5 ne-
byla jednoduchd, musela by mezi nimi byt jedna alternujici
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grupa, feknéme %, co nejmensiho stupné m (ovSem Ze je
m > 5) takovd, Ze ona sama jiZz jednoducha 'neni, ale pfed-
chozi alternujici grupa U,,_, jedté jednoduchd je. UkdZeme,
Ze existence takové prvni nikoli jednoduché alternujici grupy
A, je vyloudena, protoZe by vedla k odporujicim si disled-
kiim. (T. zv. diikaz nepfimy, srov. citovanou Katétovovu
knizku.)

Piedpoklédejme tedy, Ze mame v alternujici grupé U,
(m > 5) netrividln{ normalni podgrupu 9 (kterd tedy obsa-
huje vice neZ jenom identickou permutaci).

Prvnfm nadim (pomocnym) krokem bude nalézt v T
vhodnou permutaci g a dvé z permutovanych &isel, Feknéme s
a k tak, aby éisla ¢, k, o(?), o(k) byla riznd. — Zvolme proto
v N libovolnou neidentickou permutaci o, prevadéjici &islo ¢
v &slo a(1) + ¢ a rozlofme o v soudin oddglenych cykld, jak
byla o tom feé shora. Jsou tfi moZnosti (vzhledem k tomu, Ze
jde o sudé permutace)

a) mdme vice cyklickych &initeld v rozkladu,
b) rozklad se redukuje na jediny cykl, obsahujici vice neZ
étyfi z permutovanych &isel,

¢) rozklad se redukuje na jediny, trojélenny cykl.

V obou piipadech a) a b) polozme o = g; v pfipadé a) pak
vezmeme za ¢ tfebas libovolné &fslo z prvniho a za k libovolné
¢islo z druhého cyklu rozkladu, takze %, k, o(2), o(k) jsou
zfejmé rizné &isla. V pfipadé b) vezmeme tiebas za ¢ prvnf
a za k tfeti &islo uvazovaného cyklu, takZe g(¢) bude druhé
a (k) étvrté &islo tohoto cyklu, tedy opét jists rizné &isla.

V piipadé c) nechdvd permutace ¢ stit viechna &isla kromé
ti{. MiiZeme pro jednoduchost pfedpoklédat, Ze jde o ¢isla
1,2,3 a Ze 0 = (1 2 3) (toho lze vidy dosdhnout vhodnym
predislovdnim permutovanych pfedmét). Konjugovinim
pomoci sudé permutace (2 5)(1 4) (kterou dle pfedpokladu
m > 5 mdme k disposici) zjiSfujeme v nasi normdlni pod-
grupé N pFitomnost permutace
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(25)(L4)(1 23)(1 4)-125)-1 = (4 53),
a tedy i pFitomnost permutace

123456...
9=(45&“23)=(241536 m

Tim je piipad ¢) pfeveden na piipad b), ktery jsme jiz vy¥i-
dili.

)=(12453y

Tedy opravdu midme vidy permutaci ¢ v N takovou, Ze
&isla i, &, o(¢), o(k) jsou riznd.

Nyni provedeme druhy krok. Ten spoéivd v dilezitém
zjisténi, Ze z permutovanych ¢&isel kterdkoli dvé rizns é&isla
r, slze pfevést vhodnou permutaci p*, obsaZenou v N, v kterd-
koli dvé ¢isla r', s’ (z permutovanych &isel) — pokud jen jsou
&isla 7, 8, 7', s’ riiznd.

Za tim téelem si najdeme sudou permutaci z (v %,),
kterd prevadi &islo 7 v &islo 7, &islo & v ¢&islo s, &islo p(1) v &islo
7’ a &islo p(k) v &islo 5.2 Takovou sudou permutaci  si snad-
no sestrojime prosté tak, Ze jeStd urlime zcela libovolnd
v co maji pFejit zbyvajici &isla — to jsou podle pfedpokladu
(m > 5) alespoii je§té dvé — a neni-li jiZ takto dand hledand
permutace sudd. pak vyménou dvou naposled nahrazova-
nych &isel dosdhneme sudosti Zddané permutace 7.

Nyni v8ak konjugovand permutace g* = monm—1, patiici
spolu 8 ¢ do naSi normalni podgrupy %, pfevddi vskutku
tislo 7 v &islo g*(r) = mon—1(r) = men—n(3) = 7(p(?)) = ',
a tislo s v &islo p*(s) = men—1(s) = mon—n(k) = n(p(k)) = '

Tento krok ndm jiz dovoluje udat &islo, jeZ musi byt pfe-
krodeno nebo alesponi dosaZeno f4dem nasi normdlni podgru-
py. Shleddvime totiZ, Ze v M musi byt m — 3 permutaci,
jimiZ &islo 1 pFrechdzi v &fslo 2 a p¥i tom ¢&islom piejde v jedno
z m — 3 zbyvajicich &isel. Stejné v3ak musi 9t obsahovat
dalsich m — 3 permutaci, pfevddéjicich &islo 1 v ¢&islo 3 a
soudasnd ¢islo m ve zbyvajici &isla. Podobné vidy dalsich

2 Kdybychom nev&dsli, %e 1, k, g(t), o(k) jsou ruzné &fsla, nemohli

bychom vidy s tispdchem permutaoci » urdit tak, jak to (niZe) potfebu-
jeme.
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m — 3 permutaci v N je zarudeno pfi pfechodu &isla 1 v &fsla
4,5, ..., m. Ce]kem tedy obsahuje nase normélni podgrupa 9t
nejméné (m — 3)(m — 1) riznych permutaci; f4d grupy N
musi dosdhnout anebo pfekroéit &islo

(m— 3)(m—1) =m?—4m + 3.

A nyni se obratme k obrdcenému odhadu (se shora) fddu
nadi normalni podgrupy.

K tomu uzijeme 2. véty o isomorfismu. Pokliddme za pod-
grupu U (z véty 9) predchozi alternujici grupu %,,_, viech
t&ch sudych permutaci na m pfedmétech (&islech), které ne-
chévaji jisty pfedmét (éislo) stdt; za normdlnf podgrupu s
ve vétd 9 vezmeme oviem N a za celou grupu G samoziejmé
celou alternujici grupu %,. Pak médme isomorfismus

QIm—l ~ QIm---].let
ey AN N

kde si zatim jeSté ponechdvime moZnost stanovit pfedmét
(¢islo), jejZ maji nechat stit permutace z U,_,. Prinik
Um—1 N znadi normélni podgrupu v grupé Y,,_, véech per-
mutaci, jez patfi jak do U,_,, tak i do nasi normélni pod-
grupy .

Piedmét, t. ] dislo, které maji nechat stdt permutace
z U,—y, i nyni zvolime tak, aby podgrupa N, (kterd byla
pfedpoklidina jako netrividlni, t. j. riznd od celé grupy %,),
neobsahovala podgrupu ¥,,_,, ¢éili aby prinik %,,_, N N ne-
byl roven ¥,,_;. Ze to vidy lze (za naSich pfedpokladi), t
pozndme takto: V opatném pnpa,de by M musela obsahovat
kazdou z moZnych podgrup ¥,,—, (pro rizné zvolend pii per-
‘mutacich stdld &sla), t. j. 9t by obsahovala veSkeré sudé
permutace (na nadich m pfedmétech, resp. &islech), které
nechdvaji stit aspod jedno &islo. Jakoito podgrupa obsa-
hovala by M veskeré souiny takovych permutaci. AvSak
tim by jiz M obsahovala vSechny sudé permutace (stup-
ndé m) vibec. Nebot rozloZme kaZdou z daldich sudych
permutaci (t. j. takovych, které nenechdvaji stit nic)
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v soudin oddélenych cykli. Dédle rozloZme tyto cykly
v soudiny transposic (tak jak jsme to uvedli shora) a kone¢né
sdruZzme tyto (vice neZ tii) posléze ziskané &initele (transpo-
sice) do dvou ¢&initeld vidy o sudém podtu transposic. Tak se
stdvé opravdu sud4 permutace sou¢inem dvou sudych permu-
taci, z nichZ kazda nechdvd aspoii jedno permutované &islo
stat.

Zvolivse si tedy podgrupu %,,_, v ¥, tak, aby nebyla obsa-
Zena v normélni podgrupé¢ M, mame v priniku Y,_, O N
normélni podgrupu (pod)grupy ¥.,.,, kterd je od ¥, _, riizn4.
Avsak U, _,jepodle pfedpokladu jeSté jednoduchd
grupa, tedy nezbyvd nez Zze U,,_, N N se redukuje na pou-
hou jednotku (identickou permutaci).

Nésledkem toho viak podilové grupa QI——W je prosté

A
grupa %, _, sama. Nahofe naznadeny 1somorflsmus nim tedy

mimo jiné pravi to, Ze podilova grupa %‘—gfmé tyz t4d, jako

(m —1)!

53— toto d&islo je tedy rovno

fddu grupy U, N délenému fddem normdlni pod-
grupy R (viz véta 5). Avsak Fid grupy ¥U,,—; Tt jakoito pod-

ma ¥,,_,, coZ je &islo

!
grupy v U, je nanejvyse roven &éislu m? (coZ je F4d ¥,,). M4-
me tedy
m—1! _—m! 1
2 =2 fad W
z dehoZ plyne, Ze f4d nasi normaln{ podgrupy % grupy U, je
nanejvyse roven &islu m.

Aviak prve jsme dokdzali, Ze fid grupy M musi byt v&tsi
anebo nejvyse roven &slu m? — 4m + 3. Z toho oviem vy-
plyvé, ze m* — dm + 3 < m, t. j. Ze &islo -

m— (m®— 4m 4+ 3) = 5m — (m? + 3)
je nezdporné, &ili i &islo

92




bm--[m*+3)):m =5 — (m-{-i)
m

je nezdporné. Ale to pravé neni pro pfedpokldédané m > 6
mozné. Dospéli jsme tedy k hledanému logickému rozporu,
plynoucimu z pfedpokladu, Ze existuje alternujici grupa %,
pro m > 5, kterd by nebyla jednoduchd; tim je tedy takovy
pfedpoklad vyvricen a véta o jednoduchosti alternujicich
grup permutaci stupné alespofi patého dokézéna.

SeznAnf jednoduchosti alternujicich grup U, viech stuphiu n, vys-
#ich, neZ 4 bylo dilezitym krokem v potédtcich samotné theorie grup,
protoze se ukézalo, jak sloZitymi (vzhledem k rozmanitosti podgrup
téchto alternujicich grup) mohou byt jednoduché grupy (jednoduché
vzhledem k tomu, %e nemaji norméln{ netriviélni podgrupy). Jak
jsme viak jiZ naznadili, md tento poznatek znalny vyznam i mimo
theorii grup, v t. zv. Galoisové3 theorii algebraickych rovnic
tvaru

ez +az" 4+ ... t+ap_x+a,=0,

t. j. t. zv. algebraickych rovnic stupnd n o jedné neznédmé z. V této
souvislosti byla také jednoduchost alternujicich grup objevena. Neni
mozno podat zde ani pfiblizny vyklad Galoisovy theorie. Musime
se spokojit s pouhym poukazem na to, e Galoisova theorie pfevadi
vlastnosti algebraické rovnice o jedné nezndémé ve vlastnosti jisté
t. zv. Galoisovy grupy permutaci kofenti této rovnice. Vlastnostem
grupy odpovidaji vlastnosti rovnice a naopak. Zejméne Fesitelnosti
rovnice pomoci t. zv. algebraickych podetnich konu (sediténf, odsi-
téni, nésobeni, déleni, mocnéni, odmociiovéini) odpovidd jisté vlast-
nost (pkisluiné Galoisovy) grupy; tato vlastnost byla proto nazvina
fe¥itelnost grupy. Z jednoduchosti alternujicich grup stupid vys-
sfho ne% &tyFi viak vyplyvé, Ze Galoisova grupa obecné rovnice
stupnd vyisiho neZz Styfi nend Feditelnd. Tedy neexistujf byt sebe sloZi-
t8j3f vzorce, které by dovolovely vypotitat (pomocf Sesti algebraic-
kych ukonu) hodnoty jednotlivych kofenii rovnice pétého, sestého
& vysiiho stupnd podobns, jako je tomu u rovnic druhého (to tenédk
zné), tietitho a &tvrtého stupnd (to ¢tenif moinéd neznd, ale takové

% P&kny vyklad Galoisovy theorie nalezne &tendf na p¥. v polské
uéebnici vyssi algebry: Sierpinski, Zarys algebry wyszej (Monogra-
fie matematyczne Warszawa 1948) jako dodatek od prof Mostow-
ského.
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vzorce pro rovnice druhého, tfetiho a étvrtého stupnd byly znAmy jiZ
potétkem novovéku, viz Sohwarzovu knizku ,,0 rovnicich*).
Objev nefesitelnosti rovnio stupn® vysstho neZ &tyfi algebraickym
vzorcem, & co vice, nalezeni konkretnich piikladi rovnic s celo-
¢iselnymi koeficienty, jichZ zddny kofen se nedéd vytvofit pomocf vy-
jmenovanych &esti algebraickych potetnich tukoni, providénych
8 koeficienty rovnice, patii k nejvét3im objeviim algebry na po&itku
19. stoletf, na nichZz se podileji nejménd tii matematikové: Itel
Ruffini, Francouz Galois a Nor Abel. Timto objevem definitivnd
skondilo marné hledéni vzorci pro FeSeni rovnic pétého stupns a vy-
stho, které trvalo dobré tii staletf.

Po tomto, bez treningu a napoprvé jisté naméhavém
vystupu, ktery jsme krok za krokem provedli, vénujeme se
nyni jiz jen klidnému rozhledu s relativniho vrcholku, jehoZ
jsme pravé dosahli, t. j. pohledu na nékteré dalsi a vyssf
vreholky theorie grup. Redeno méns obraznd (a pro &tendfe,
jenz nemd v oblibé turistiku) v dalsim a zdvéreéném para-
grafu naSeho vykladu zékladnich pojmi theorie grup pijde
jiZz jen o informativni pfehled nékterych hlavnich vysledkd
a uZiti theorie grup, které poddme bez dikazi.

Cuifent k 1,7,
1. Provedte vynésobeni cykla

8) (142)(536) = (123456) ~0

b) (35)(1287)(854) = (12345‘”9) =o0.

¢) Pro cykln = (1 2 3 4 5 8) udejte viechny vzédjemns rizné moc-
niny s, n8, ... (Pfesvdédéte se, Ze moenina cyklu ebecnd nenf jiz jediny
cykl: 72 = (1 3 5)(2 4 6); ale ovéem (1 3 5)? = (1 6 3)). *Jaké pravidlo
mocndni cykli lze vyslovit pro to, kdy se cykl mocnénim rozpadé?

2. Najddte konjugované permutace
: ene~!, oga™?, goe™!, nlen~*
k permutacim #?, g, o ze cvid. 1,2.)

3. Provedte rozddleni permutaci do t¥id konjugovanych pro grupy
&, a &, podrobns. Napiste ti{dové rovnice.
. 4. Ré&d permutace je nejmensim spoleénym nésobkem délek odd3.-
lengch eykla v rozkladu. — DokaZte !
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§. Nazveme sudou permutaci 7’ viech pfirozenych éisel 1, 2, ...
kafdou sudou permutaci 7 ndjakych n &fsel, které byla doplnéna
predpisem n'(n 4+ 1) =n + 1, #'(n + 2) = n 4+ 2, ... atd. bez ome-
zeni, (Zatim co a’(k) = n(k) pro k=1,2,..,n) Je tedy =’
piedpis, pfirazujici kaidému ptirozenému &fslu pfesnd jedno pFi-
rozensé &islo, pfi éemZ jen koneénd mnoho &isel obdrzi timto pfifazenim
¢islo od daného &isla rizné; (sudé permutace viech pfirozengch &isel
nechédva stdt skoro viechna &fsla, aZ na konefny podet vyjimek; tato
vyjimednéd &isla jeou podrobena jisté sudé permutaci v obvyklém
smyslu).

DokaZte, Ze sudé permutace pfirozenych &fsel tvoif (nekonefnou
nekomutativni) grupu Y pfi definici nésobeni

[7" . @')r) = #n'(p'(r)) pro r = 1,12,

Dokazte, %e grupa 9 obsshuje podgrupy U, pro .»n =1, 2,3, ...
vesmés isomorfni s grupami Y, viech sudych permutaci prv-
nich n ¢&sel 1, 2, ..., n; dile dokaite, Ze kaidy prvek z grupy
A (sudé permutace pfirozenych &isel) je obsaZen v ndkters z pod-

1
grup Ug.

6.*Doka%te, Ze nekonednd grupas Y neobsahuje vlastni{ normélni
podgrupu ¢ili Ze je pfikladem nekoneiné jednoduché grupy.

(Névod: Kdyby St byla normélni podgrupa v ¥, pak prunik
U, » U by byla normélni podgrupa v podgrups ¥y, (jak vime z 2.véty
o isomorfii). Nésledkem jednoduchosti podgrup Q[;, pron = 5, 6,7,...
(dle cvis. 6) musi budto: Ay, AN = U, &ili U, je podgrupou i v nor-
mélni podgrup® N, anebo: A AN obsahuje jen identickou permu-
taci (jednotku). Nastdvé-li drubhd moZnost pro viechna n = 5, 6, 7
pek snedno ukézete, Ze Jt obsahuje jen jednotku. V opaéném pfi-
pads QI;,, nR= QI',,, pro jisté m > 5 zase snadno ukéZete, Ze N
obsshuje kaidou podgrupu QI:. pro r>m a tedy Ze N
je rovna celé grupd 9.)

7. Dokazte jednoduchost véech alternujicich grup U, pro n + 4.

‘1,8. KOMPOSICNf RADY. DIREKTN{ ROZKLADY.
p-ARUPY A SYLOWOVY PODGRUPY. GRUPY A TOPO-
LOGIE. ZAVER.

Jednim z hlavnich kol theorie grup, jak jiz bylo pozna-
mendno, je probddat, jak jsou grupy budovany ze svych pod-
grup. Jsou dva hlavni zptsoby, kterymi sledujeme jak pod-
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grupy sklddaji grupu: t. zv. komposiéni fada a t. zv.
direktni rozklad grupy.

O¢ béii pti komposidni fadé?

Chceme-li alespori hrubé pfirovnat tvofeni (klesajici) kom-
posi¢ni fady podgrup k nédemu ndzornému, napadi nds ob-
doba 8 postupnym vysunovinim &dsti z édsti pfi rozkldd4ni
nohy trubkového sklddaciho fotografického stativu: Nejprve
se vysune z celku v ném obsaZeni co nejobjemnéjsi &dst,
z této ddsti opét v ni obsaZend co nejvétsi édst — a to se
opakuje tolikrdt, aZ naposledy vysunutd trubkovd &4st
v sobé jiZ nemd daldi vysunovatelnou &4st, a aZ je jisto, Ze
z4dné dvé trubky jiZz nejsou do sebe zasunuty.

V grupé se postupné vysunovanymi &istmi ovSem ro-
zuméji podgrupy. Opravdu pfehledns zdkonitost se v3ak pfi
tom objevuje jen tehdy, kdyz pfedpokliddme jeité, Ze
»vysunovani‘“ podgrupa je vidy norméilni podgrupou (ni-
koli nutné v celé grupé, ale) v té podgrupé, z niz je privé vy-
sunovana.

Pfistupme od podobenstvi k definici.

Méjme v grupé @ jisty podet » podgrup Gy, G,, G, ..., G,
tak, Ze jsou splnény tyto podminky:

1. G, je celd grupa G, G, je podgrupa (5), kt;ré, se sklddéd jen
z jednotky j grupy @G.

2. G4, je netrividlni norméIni podgrupa vG,(: = 1, 2, ...,
n— 1).

3. Neexistuje jiZz Zadnd podgrupa G’ v G, kterd by se dala
vlozit mezi nékteré dvé podgrupy G; a G;,, tak, aby G' byla
netrividlni normalni podgrupou v G; a sama aby obsahovala,
G4+, jako netrividlni normdlni podgrupu.

Potom fikime, Ze podgrupy G,, G4, G,, ..., Ge tvoii t. zv,
komposiéni fadu grupy G. Poétu » podgrup v kompo-
siéni fadé vystupujicich se fikd délka komposiéni Fady.

Podilovym grupim GG‘ fikdme nékdy faktory kompo-

+1
si¢ni fady. Je diileZité si poviimnout, Ze podminku 3
lze privé tak dobfe nahradit podminkou
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3'. Faktory komposiéni fady, t.j. podilové grupy HG'—-
i+1y

jsou jednoduché grupy. (Nebof kazd4 normélni podgrupa &
grupy G,, obsahujici grupu G4, ddv4d vznik normélni pod-

G,
grupé —_— podﬂové grupy — T a obrécens).

Uvedme si alespon dva pfiklady komposiéni fady:

1. Symetrickd grupa &, pro » > 5 md komposiéni fadu
S,, 21,,, (4) (£ necht je identickd permutace, (i) grupa skléda-
jict se jenz 1) délky 3, a dd se dokonce snadno ukézat, Ze
jinych komposiénich fad nemd. Alternujici podgrupa %,
v &, je tam totiZ normélni podgrupou, nebot se sudou per-
mutaci p je i kazd4 s touto konjugovand permutaceszpz—1sudd

— a podilové grupa —Ej—" je, jak vime, cyklickd grupa fddu 2,

.tedy grupa jednoduché,’;' alternujici grupa U, je pak sama jiz,
jak vime z pfedchoziho par., jednoduchd grupa.

2. Cyklick4 grupa F4du 12, sklddajfci se z mocnin
a,a%ad, ... a%=j

ma komposiéni Fadu sloZenu ze 4 ndsledujicich cyklickych
podgrup; celd grupa (a) sama (tvofena vSemi mocninami
prvku a), podgrupa (a®) vytvofend 4-mi riiznymi mocni-
nami a3, a%, a®, a*> = j prvkua?, podgrupa (a®) této podgrupy,
tvofend dvéma riznymi mocninami a® a'® = j prvku a®
& koneéné jednotkovéd podgrupa (7).

AvBak to neni jediné komposiéni fada. Jind komposi¢n{
fada se sklddd z podgrup (a), (a?) (a%), () — pFi stejném vy-
znadovdni cyklickych grup. (O normélnost podgrupy v pfed-
chozi podgrupd komposiéni fady se zde netfeba starat —
vzhledem ke komutativité dané grupy.)

O . komposiénich faddch plati nyni pozoruhodnd véta
Jordan-Hélderova, kterd dalekosshle odhaluje struktur-

nf uloZeni podgrup v grupé:
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Délka dvouriznych komposiénich fad téZe grupy
je tdZz. Co vice, ke kazidému faktoru jedné kompo-
siéni fady existuje s nim isomorfni faktor druhé
komposiéni fady,takze faktory oboukomposiénich
Ffad jsouaZnaisomorfismus a pofaditytéz.™

(PovSimneme si, Ze Jordan-Hélderova viéta sama nds
nepouduje o tom, zda dand grupa viibec komposiéni Fadu m4,
ona jen vypovidd o vlastnostech komposiénich fad v pfipadé,
%e néjaké mdme. Existence komposiénich fad je zfejma
v pripadé konednych grup. V zobecnéni nanekoneéné grupy
je podstatné, zda jdeme od vétSich podgrup k mensim (klesa-
jici komposiéni Fada) anebo naopak, od mensich podgrup
k vétsim (stoupajici komposiéni fada). Pro klesajici kompo-
siéni fady i ,,nekoneéné’ (nemiiZeme zde tento pojem bliZe
vysvétlovat, nebot bychom k tomu. potfebovali pojem ne-
koneéného potadového &isla, viz Pospisilovo ,,Nekonedno
v matematice’* ve sbirce ,,Cesta k védéni*‘) véta Jordan-
Holderova plati, pro stoupajici nikoli. Jordan-Holderova
véta mé rovnéZ znadlny vyznam ve zminéné jiz Galoisové
theorii algebraickych rovnic; v souvislosti s ni byla tato véta
objevena koncem minulého stoleti.

Od postupného rozkladu vysouvinim podgrup rozkld-
dané grupy se obrafme -k jinému druhu rozkladu, ktery
spiSe pfipomind rozklad pfirozeného &isla v soudin mocnin
prvotisel: je to t. zv. direktni rozklad grupy.

Zg 8koly je, resp. md ndm byt dobfe zndmo, Ze kazdé p¥i-
rozené &islo se d4 psit jednoznadné (aZ na pofadi &initeld)
jako soudin mocnin riznych ptirozenych prvodisel p,, p,, - ..,
ies Dy, tedy

31 Francouz C. Jordan objevil rovnost délek komposidnich fad
téze grupy. Némec O. Hilder pozdsji objevil tvrzeni o ,,rovnosti®
(t. j. isornorfismu) faktort. Dalekosdhlé zobecnéni na komposiéni
fady ,,nekoneéné‘‘ délky podal neddvno sovétsky matematik A. Ku-
ro#. Dalsim vysetfovanim platnosti zobecnéné Jordan-Hélderovy
véty (ve svazech) se zabyvi v piitomné dobd u nds prof. V1. Ko-
finek.
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a = phpks ... phr.

Rozkliddme-li takto pfirozené &itatele i jmenovatele klad-
nych zlomki a pfipoudtime-li za mocnitele prvodisel i &isla
zdpornd, pak napsany rozklad v mocniny prvodisel plati i pro
kazdé kladné ¢islo lomené a, tedy pro kazdy prvek ndsobici
grupy kladnych zlomkid. Pfi tom vSechny mocniny jednoho
a téhoz prvodisla p s kladnymi i zdpornymi mocniteli
vy P72 p7LL P = 4, pY, PP, ... tvoli zfejmé normdlni (neko-
neénou cyklickou) podgrupu v nésobici grupé vdech kladnych
zlomki. KaZdé kladné lomené é&islo je tedy aZ na pofadi
diniteld jednoznaéné danym soudinem é&initeld vzatych
z jednotlivych takovych normélnich podgrup, dvé takové
normélni rizné podgrupy nemaji vice spolednych prvki
(lomenych ¢isel), neZz jen jednotku, a &isla (prvky), patici
do jedné takové normélni podgrupy (tvofené vSemi mocni-
nami uréitého prvodisla) se jiz takto déle rozklddat na ne-
soudélné ¢initele nedaji.

Od takovéhoto pohledu na rozklad lomenych é&isel v soudin
mocnin prvocisel dojdeme snadno k pFisluinému zobecnéni
na grupy vibec, t. j. k pojmu direktniho rozkladu grupy
v direktné nerozloZitelné podgrupy:

BudiZz G néjakd grupa. MiiZe se stdt, Ze existuji netrividlnf
normélni podgrupy G,, G, ..., grupy G tak, Ze kaZzdy prvek
g z grupy @ se dd aZ na pofadi &initeld jedinym zpdsobem
psat jako soudin konedného podtu &initelig =g,.g5... g
kde é&initel g; (# == 1, 2, ...) pati{ do normélni podgrupy
G,.

Rikéme, Ze tim je dén direktni rozklad grupy & a pi-
Seme ’

G=0G; X Gy x ...
Normélni podgrupy G, se pak jmenuji direktni faktory
(direktniho) rozkladu. JestliZe se tyto direktni faktory G,
samy jiz nedaji stejnym direktnim zpsobem rozloZit, ¥i-
kime, %e jsou to (direktné) nerozloZitelné (ireducibilni)
grupy. (Pozor, nerozloZitelnost je tedy néco jiného (pro
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grupy), nez jednoduchost; jednoduchd grupa je jisté nerozlo-
Zitelnd, ne vidy vSak obricend, jak je vidét na nekonelné
cyklické grupé: Ta je direktné nerozloZitelnd, nenf viak jed-
noduch4.)

Méme tu tedy dvoji obdobu s rozkladem é&fsel v soudin
mocnin prvodisel: Jednak rozklad samotné grupy v di-
rektni faktory a jednak jim uréeny rozklad prvku grupy
v soudin ¢&initeld, vzatych z direktnich faktord.

V piikladé ndsobici grupy kladnych zlomkt byly jednotli-
vymi, nerozloZitelnymi faktory direktniho rozkladu ve-
smés nekonedné cyklické podgrupy (mocnin jednotlivych
prvodisel), a bylo jich nekoneéné mnoho. Jen o mélo sloZitéjsi
je direktni rozklad ndsobici grupy vdeck zlomki, t. j. racio-
nilnich éisel, riznych od nuly. Zde totiZ pfistupuje jesté
jeden direktni a nerozloZitelny faktor, cyklickd grupa fédu 2,
vytvofend &islem —1.

Vétsing Etendfu je v podstaté zndm jiny piiklad direktniho
rozkladu grupy: seéitaci grupa komplexnich &isel z + 7.y

(= V— 1). (Necht &tendfe nemate okolnost, Ze grupovym

<+
nisobenim je zde seditdni &isel!) Tato grupa se pfimo definuje
pomoci obou svych direktnich faktori, jimiZ jsou dvé od sebe
odlidné setitaci grupy reilnych &isel, tvofené jednak t. zv.
redlnymi &¢dstmi z, jednak t. zv. imagindrnimi &dstmi y
komplexnfho é&fsla = 4 ¢ . y.

Pon&kud obecnéji je direktnim rozkladem ve tfi vzdjemné
rozliSené seditaci grupy redlnych é&isel ddna seditaci grupa
viech vektori v prostoru .1+ y.j+ 2.k (4,7, k jsou t.
zv. jednotkové vektory).

V obou poslednich piikladech Slo o direktni rozklad ve
faktory, které jsou déle direktnsé rozloZitelné.

Je duleZité zdiraznit, Ze rozklad samotné grupy v direktni
faktory nemusi byt nijak jednoznadny (v tom je obdoba
8 rozkladem celych pfirozenych &isel v mocniny prvodisel ne-
Gplnd). Jestlize v8ak jiz direktni faktory jsou uréeny, potom
je odpovidajici rozklad prvkd v souéin d&initeldi, vzatych
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z jednotlivych direktnich faktorfi jednoznaéné uréen (v tom
je uplnd obdoba rozkladu raciondlnich &isel v moeniny prvo-
&isel). Pfiklad direktniho rozkladu ve dva direktné nerozlo-
Zitelné faktory to objasni. Vezméme za rozklddanou grupu ¢
ndsobici grupu v3ech raciondlnich &isel tvaru 2*3%, tedy &isel
,2,13,1,4416,1,93,... Za jeden faktor direktniho
rozkladu grupy G poloZme podgrupu @G, = (2%) (k = 0, 4-1,
+2,...) (t. j. nekoneénou eyklickou grupu vytvofenou viemi
celymi mocninami ¢&fsla 2). Za druhy faktor direktniho roz-
kladu pak zfejmé muiZeme vzit podobné (ndsobici) grupu
G, = (3%) viech é&isel, vytvofenych mocninami &sla 3 s ce-
listvymi mocniteli. MiZeme psit zfejmy direktni rozklad
G=G, X G, = (2% x (3"

s direktné nerozloZitelnymi faktory.

Za druhy direktni faktor k faktoru ¢; miZeme viak vzit
téz na pE. grupu G, = (6") (r=0,+1,42,...) mocnin
&isla 6. Nebot je

92k3h — Qk—hQAZA — Qk—hgh

a rozklad &isla 2*3* v soudin mocnin éisla 2 a é&isla 6 je jedno-
znadny. (JestliZe totiZ je 276° = 27'3%', pak je

1= 2r-r’6l—a’ — 2r—r’+a—a’3a—s”

atoznadf,%es—8' =0,r—r" 48— s =0, tedy s = ¢,
a z toho r = r’.) Mdme tedy i daldi direktni rozklad G = (27)
X (6°) vdirektné nerozloZitelné faktory. A ptece rizné direkt-
ni rozklady téZe grupy v direktns nerozloZitelné faktory jsou
v jistém smyslu rovnocenné. O tom nés pouéuje zékladnf véta
theorie direktniho rozkladu grup, t. zv. véta Remak-
Schmidtova.’? Tuto vétu, kterd je protéjdkem k vété

32 Vétu dokézali téméf soulasnd a nezdvisle na sobd némecky ma-
tematik R. Remak (v r. 1911) a rusky matematik O. Schmidt
(19138) — ty%, ktery proslul jako sovétsky polarnf badatel. Zobecnéni
véty Remak-Schmidtovy podal — mezi jinymi — z nadich mate-
matikd prof. Kofinek.
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Jordan-Holderove, podéme v pontkud zjednodudené
forms:

Budtez
G=0G; X Gy X GyxX...X G, =G XGxX..xXG,

dvadirektnirozkladygrupy G vdirektné nerozlozi-
telné faktory @, (i=1,2,..,2) a G; (j=1,2,...,m).
Potom poéet direktné nerozloZitelnych faktord
v obou rozkladech je tyz, n = m, a ke kazdému fak-
toru G; jednoho rozkladu existuje s nim isomorfni
faktor G; druhého (direktniho) rozkladu. Dokonce
lze z jednoho direktniho rozkladu pomoci druhého
direktniho rozkladu sestrojovat dalsi direktni
rozklady tak, %Ze libovolné faktory jednoho direkt-
niho rozkladu nahradime vhodnymi faktory dru-
hého direktniho rozkladu.

Véta Remak-Schmidtova ndm ovSem nezaruéuje
existenci direktniho rokladu libovolné grupy v nerozloZi-
telné faktory. (V pfipadech kone&nych grup je viak existence
alespofi jednoho direktniho rozkladu v nerozloZitelné faktory
témé&f ziejma: Stadfi prosté rozklddat postupné jednotlivé
faktory jakéhokoli direktniho rozkladu tak dlouho, pokud se
rozklddat daji. Vzhledem ke konednosti grupy to jednou
musi skonéit "u direktniho rozkladu v nerozloZitelné fak-
tory.) Tato véta jen udévd dzky vztah mezi jakymikoli dvé-
ma direktnimi rozklady téZe grupy v nerozlozitelné faktory,
jestliZe ji% rozklady mdme. V predchozim piikladé nédsobici
grupy @ vsech &isel tvaru 2%3* ndm #ikd m. j. to, Ze kazdy
direktni rozklad grupy G v direktn® nerozloZitelné faktory
tvofi dvé nekoneéné cyklické grupy (podgrupy v @).

Obratme se koneéns ke tfetimu hlavnimu zpisobu, jakym
v piipadé koneinych grup sledujeme vystavbu slozité grupy
z jejich jednoduffich podgrup. (I tato methoda m4 sice jisté
roziifeni na nekonedné grupy, které se viak daleko vymyka
z rdmce této knizky.)
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JiZz jsme se zminili, Ze nejjednodussimi konednymi gru-
pami jsou grupy prvodiselného fddu, protoZe nemaji viibec
zddnych netrividlnich podgrup. Pojem jednoduchosti vznikl
rozdifenim tohoto prili§ izkého pojmu jednoduchosti grupy:
Grupa je jednoduchd, nem4-li netrividlni normalni pod-
grupy. Jiné roziifeni takové prili8né jednoduchosti grupy,
jakou vidime na grupich prvodiselného Fidu, mdme
v grupich, jejichz ¥dd je mocninou prvoédisla p.
To jsou t. zv. p-grupy. Theorie p-grup se dosud nedd sou-
stfedit do jedné nebo nékolika mélo jednoduchych vét, které
by shrnovaly podstatné poznatky o véci; ostatné také vy-
klad byt i jen zdkladnich vysledkd theorie p-grup by si vy-
z4ddal zavedeni mnoha pojmit, o nichZz dosud nebyla feé.
Omezime se proto na uvedeni nékolika jednoduchych vlast-
nosti p-grup.

Piedné jsou p-grupy, zhruba fedeno, ptibuzné komutativ-
vétsi je mocnitel » v f4du p® (p je prvoédislo) dané p-grupy.
Tak nejen pro » = 1, nybrz i pro n = 2 je kazd4d p-grupa
komutativni. (Tak na pf. tfeba grupy fddu 13% = 169 jsou
komutativni.) Pron = 3 jiZ médme jen jistou slabou ndhrazku
komutativity. (Ta spodivd v tom, %e co nejmensi normélni
podgrupa takové, Ze podilovd grupa dle ni je komutativni,
sestavéd prave ze vlech prvkad, které jsou komutativni s kaz.
dym prvkem grupy (struéné se fikd, Ze komutdtorové pod-
grupa je rovna centru grupy).

Z p-grup, které jsou stavebnimi kameny sloZitéjsich grup,
jsou dilezité t. zv. Sylowovy podgrupy dané grupy.
Jsou to p-grupy s co nejvétdim mocnitelem » ¥4du p©, které
jsou obsaZeny v dané kone¢né grupé. Theorie Sylowovych
podgrup vychdzi z pozoruhodného zjiiténi, Ze ke kaZdé
nejvy&8i mocniné p* prvodisla p, kterd je dinitelem
fddu dané koneéné grupy, existuje Sylowova pod-
grupa Féddu p™.

Bézi pak déle o to uréit co nejblize povahu dané koneéné
grupy z podminek, kladenych na jeji Sylowovy podgrupy.
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Tak na p¥. jsou dokonale popsdny typy isomorfismu koneé-
nych grup, jejichZ Sylowo vy podgrupy jsou cyklické grupy.
Specidlné jsou tim odkryty vechny mozné grupy, jichZ fad
obsahuje prvodisla vesmés jen v prvni mocning. (Jako ap-
likace Galoisovy theorie rovnic pak vyplyvé, Ze rovnice,
jichZ grupy maji vesmés cyklické Sylowovy podgrupy, se
dajf Fedit pomoci Sesti zdkladnich poéetnich vikont algebry.)

Tim uzavirdme zb&Zny pohled na zplsoby, jakymi se stu-
duje v theorii grup budovani sloZitéjsich grup z jednodussich
podgrup.

Na ukondenou 1. &isti knizky se obrafme alespofi k nej-
hrubsimu néértu jisté theoreticky dilezité aplikace theorie
grup, totiZ aplikace na t. zv. topologii. Jde o spojeni theorie
grup s vySetfovanim nejzdkladndjsich geometrickych pojmi,
které je stejné hluboké a obtiZné, jako piekvapujici.

Nejprve nékolik pfibliZznych slov o tom, co je to topolo-
gie.

Topologie® je od geometrie od&tépend theorie téch zdklad-
nich vlastnost{ geometrickych dtvard, které zistdvajfzacho-
vény pfi jejich spojitych a vzdjemné jednoznadnych trans-
formacich, chceme-li, deformacich. Podat pfesnou definici
pojmu spojité, vzdjemné jednoznadné transfotmace, ¢&ili t.zv.
topologické transformace (deformace) neni jednoduché.
Spokojime se zde s pfibliZnym objasnénim tohoto pojmu na
nézornych pfikladech. '

Mysleme si geometricky dtvar, na pf. kruh v rovind z doko-
nale roztaZitelného materidlu, na pf. na povrchu gumy.
"7 Slovo topologie je z Feckého topos = misto a logos = slovo,
nauka. Dffve se uZivalo terminu analysis situs = lat. rozbor uloZeni.
ZaloZena v podstaté francouzskym matematikem H. Poincarém
a holandskym matematikem L. Brouwerem koncem minulého a za-
détkem tohoto stoletf, stala se topologie jednou z nejduleZit8jsich
zékladnich theorif moderni matematiky. Z vynikejicich soudasnych
topologli jmenujme sovétské topology Alexandrova a Pontrja-
gina, z Ameritani Alexandera a Lefschetze. Z naich soutasnych
matematikd podstatné piispél k rozvoji modernf topologie laureét
stétni ceny z matematiky 1951 prof. Cech, v nedévné dobd pak doe.
Katédtov. .
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Gumu s nakreslenym kruhem smfime jakkoli roztahovat,
stladovat, madkat a podobné deformovat, jen nesmime nikde
gumu pretrhnout (tim by deformace prestala byt spojitou)
a nikde nesmime dvé mista povrchu gumy spojit v jedno
(slepit) (tim by deformace pfestala byt vzdjemné jednoznad-
nou). Tak lze topologicky deformovat kruh v trojihelnik
nebo &tveree, ale na pf. nikdy ne v Gseéku nebo v mezikruZi.
At gumovou rovinu deformujeme topologicky jakkoli, vidy
to, co vznikne z kruZnice, bude nepretrzitad, do sebe uzaviend
a sebe neprotinajici &ira (tedy na pf. to nikdy nebude
osmiéka), kterd bude rozdélovat to, co topologickou defor-
maci vzniklo zroviny, ve dvé souvislé plodné &asti: ve vnitfek
a ve vnéjdek toho, co takto vzniklo z kruZnice.

Topologie je tedy exaktnim rozborem toho, ¢emu v nej-
obecnéjiim a ponékud neurditém smyslu slova fikdme tvar,
vzdjemnd poloha a spojitost bez ohledu na délky,
8itky a vzddlenosti vibec.

Abychom méli na otich alespon jeden pfiklad topologické
rovnocennosti a topologické odliSnosti ploch v prostoru,
pfedstavme si obydejny hlinény hrnec s ]edmm uchem pred
vypdlenim. Topologickou deformaci jej miizeme pfevést a
na pk. v téleso podoby prstence (t. zv. anuloid). Tedy povrch
hlinéného hrnce s jednim uchem je na pf. topologicky rovno-
cenny 8 povrchem nafouklé duse pro jizdni kolo (véetné ven-
tilku, ktery nic neméni na topologické povaze prstencovitého
povrchu). Naproti tomu se ndm nikdy nepodafi topologickou
deformaci uhnist z hlinéného hrnce s jednim uchem pfed
vypdlenim kouli; stejné tak se ndm ale nepoda¥i topologickym
hnétenim opatkit jmenovany hrnec druhym uchem. Koule,
hrnec s jednim uchem a hrnec se dvéma uchy jsou télesa a
maji povrchy topologicky odli¥né. Koule je viak topologicky
rovnocennd s hlinénym hrncem bez ucha, s krychli, s trojbo-
kym jehlanem. Hrnec s jednim uchem je topologicky rovno-
cenny s prstencem (anuloidem).

K vySettovani topologickych vlastnostf ploch, téles a obec-
néjsich utvard, i takovych, které jsou uloZeny.v prostorech
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vice neZ trojrozmérnych, se uZiva t. zv. kombinatorické
methody. Ta je privé onim mostem, ktery spojuje ab-
straktni pojem grupy s hlubokym rozborem naSich nejzé-
kladnéjsich geométrickych t. zn. topologickych pojmii tvaru,
rozprostieni a (vzdjemného) uloZeni a spojitosti. Pokusme se
pochopit zdkladni myslenku kombinatorické methody
na piikladé.

Predstavme si jiZ zminény povrch prstence. Topologickou
podstatu tohoto tvaru si dostate®né jasné uvédbmujeme glo-
bélnim prostorovym ndzorem. Aviak tento ndzor nds snadno
miize zavést na scesti svou ohranidenosti a povrchnosti, na
priklad jiz tehdy, mdme-li na mysli slozitym zptisobem topo-
logicky zdeformovany povrch naSeho prstence. Tim spiSe se
to miiZe stat pfi topologicky sloZitych plochdch nebo télesech,
kde globdlni ndzor selhdva. Zde nutno k celkové topologické
povaze plochy dojit jejim sloZenim z vhodnych topologicky
jednoduchych &dsti; pii tom topologicky charakter itvaru
vynikne ze zpilsobu, jakym spolu souvisi jednotlivé &sti.
Naprosto nutny je pak takovy kombinatoricky postup pfi
vice nez trojrozmérnych utvarech, kde ndém bezprostfedni
geometricky ndzor chybi viibec. Mysleme si tedy na povrchu
naseho prstence jakousi ,,dopravni sit*, sklddajici se z koneé-
ného podtu bodl — jakychsi dopravnich uzll (a zdrovei jedi-
nych stanic) a ze ,,spoji‘, t. j. na povrchu prstence vedenych
jednoduchych &ar, spojujicich néjakym zptisobem tyto uzly.
Sledovdnim cestovnich moZnosti v takovych sitich dospiva-
me jiz k nékterym topologickym poznatkim o dané ploSe.
Nebot topologickou deformaci plochy se sice méni vzdalenosti
dopravnich uzlii, k¥ivosti, délky a vzdalenosti jednotlivych
spoji, ale nevznikaji ani nové dopravni uzly, ani novéd do-
pravni spojeni, a Z4dnd dopravni spojen se tim nerusi. Tak se
projevi topologickd rozdilnost povrchu nafeho prstence od
povrchu koule na pf. takto: Mysleme si na povrchu prstence
jakykoli z pevného dopravniho uzlu vychézejicia doného se
vracejici cestovni okruh sestaveny z jednotlivych spoji tak,
Ze kazdym zvolenym izlem (stanici) se projizdi jen jednou.
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Pak at si vyhlédneme jakékoli dva dal$i dopravni uzly (mimo
zminény okruh), miZeme vidy budto vyhledat anebo v ne;j-
hordim pfipadé zavést nové spoje tak, abychom se dostali
z jednoho do druhého uzlu, aniz dojde ke kiizovdni, nebo aniz
bychom dokonce méli kus spoleéné drihy s diive vytéenym
uzavienym cestovnim okruhem. Naproti tomu na kouli to
zfejmémoZné neni: Jakmilesizvolime jeden bod uvnitfadruhy
bod vné uzavieného cestovniho okruhu na povrchu koule, ne-
dostaneme se po povrchu koule Zddnym zptisobem z jednoho
do druhého, aniz kiiZujeme dany do sebe uzavieny cestovni
okruh, nebo aniZ s nim mdme &4st drahy spolednou.

Nyni jde o to, jak systematicky prozkoumat cestovni moz-
nosti v takové dopravni siti na dané ploSe. K tomu cili 8i zvol-
me uréity bod (dopravni uzel a stanici) za vychodisko a po
jakkoli sloZitém cestovani v ném vidy nasi cestu ukonéime.
Tak vznikaji t. zv. uzaviené cesty, které jsou sledem na sebe
navazujicich spoji, pfi éemZ je ddn a zdiraznén smysl po-
stupu vpfed. Jinak neéinime naSemu cestovini po plode
#idné omezeni, takie miZeme jednim a tymZ spojem nebo
vice spoji, nebo i ¢isteénym do sebe uzavienym okruhem
prochézet vicekrdt — at jiz v pivodnim nebo v opadném
smyslu; miZeme specidlnd projit tym% uzavienym celym
okruhem nékolikrat v jednom i opaéném smyslu, miZeme
se bezprostiedné vracet do naSeho vychodiska pfesné po
svych stopach — to vie budou uzaviené cesty. Pojem uzavte-
né cesty neni tedy pouhym souhrnem proslych spoji a stanic.
Kdybychom chtéli ndzornd vyznadit nadi vyzkumnou (uza-
vienou) cestu, udinili bychom tak zptsobem, jehoZ s tispé-
chem pouzil anticky hrdina Herakles v bludisti Minotaurové:
Vyznadovali bychom nasi pout niti, kterou bychom po cesté
odvijeli, vyznadujice smysl naSeho postupu tieba pomoci
pravotodivého pfedeni nité. Pak oviem tseky, kterymi jsme
proSli nékolikrdt, budou proloZeny niti vicendsobnd a
v pisludném smyslu.

A nyni ptijde to podstatné, co dovoluje uZit pojmu grupy:

Kdybychom si poéinali pfesné jako Herakles, navijeli by
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chom opét nasi nit vidy pokud bychom se pfimo a
bez pteruleni vraceli v néjaké d&asti nasi cesty pfesné
po vlastnich stopdch, obrdtivie se v nékteré ,,stanici’ &elem
vzad. Pak by viak vice cestdm odpovidala jedind t. zv. redu-
kovand stopa. Viechny cesty by se ndm tim rozpadly do t¥{d
cest, pfi demZz do jedné a téie tiidy bychom kladli cesty
s touZ redukovarou stopou.

Je pfirozené povaZovat (s hlediska naSeho ‘cile) uzaviené
cesty s toutéz redukovanou stopou za rovnocenné? Je to pii-
rozené a my to udinime. Nebot ndm nejde, jako o to Slo He-
raklovi, o to, abychom se vratili pfesné po svych stopéch, a
tim se uchrdnili zbloudéni. Ndm jde naopak o to, abychom
bludisté naSich spoji probddali co do moZnosti spojeni a
k tomu ndm prosté cestovini tam a zpét neustédle ve vlastnich
stopach nepkispivd. Zvlisté pak ty uzaviené cesty, jeZ se
ptesné po vlastnich stopich vraceji do naseho vychodiska,
nikde od nich neodbolujice, budeme povaZovat za rovno-
cenné s ,,cestovdnim‘‘, pfi ném? setrvivime v nafem vycho-
disti. Za podstatné rizné budeme povaZovat jen takové
cesty, které zanechd vaji rizné redukované nitové stopy, tak,
jako dva zlomky povaZzujeme za rizné jen tehdy, kdyz vy-
sledky déleni gitatele jmenovatelem jsou riizné.

A tim jsme u t.zv. grupyuzavienych cest, 1épe grupy
t¥id vzdjemné& neodli¥nych cest nadi sité, které se fikd
komplex drah.

Vskutku,

1. KaZdé dvé uzaviené cesty miZeme v daném pofadi
,,znésobit‘ tak, Ze navézeme jednu na druhou, Pfi tom nemi-
#eme dostat podstatné rizné cesty, jestlize nebude alespori
jedna z obou znasobenych cest nahrazena cestou od této pod-
statné riznou. (To si snadno pfedstavime, kdyZ si uvédo-
mime, ¥e redukovand nitovd stopa soutinu obou cest se do-
stane tak, Ze prosté projdeme obé& cesty v daném pofadi po
sobé a redukujeme po zpisobu Heraklové.) — Prvnf{ axiom
jednoznaénosti & neomezenosti grupového ndsobeni je splnén.
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2. Druhy axiom theorie grup, axiom asociativity, jesplnén
téméf samozfejmé, jak si étendf sdm laskavé uvédomd,

3. Tfeti axiom, axiom jednotkového prvku, je splnén rov-
né% téméf samoziejmé; jednotkou nasi grupy podstatné riiz-
nych cest je v podstaté cesta po vychodiSti, neboli zaned-
band cesta tam a zpét ve vlastnich stopdch.

4. Koneéné i axiom inversniho prvku je splnén: inversni
cestou k dané cesté je tdZ cesta s obrdcenym smyslem po-
stupu.

Takovym zpiisobem se tedy objevuje pojem grupy jako
nerozluény pomocnik kombinatorické topologie.

Vie matematicky podstatné z toho, co jsme zde vyloZili
obraznym zpilisobem 1ze oviem vyslovit zpisobem pfesnym
a abstraktnim, ale od toho tu upoustime. Grupy cest, jez
takto vznikaji, jsou nekoneénymi nekomutativnimi grupami,
jez maji veliky vyznam pro theorii grup samotnou. Jsou to
t.zv. volné grupy; timto ndzvem vyznadujeme pfesné defi-
novanou a tyto grupy charakterisujici vlastnost, kterd —
zbéZné fedeno — znaéi, Ze prvky takové grupy jsou vzdjemns
vézany (pomoci grupového ndsobeni) co nejslabsimi vztahy,
t. j. jen takovymi, které jizZ nutnd vyplyvaji ze splnéni axio-
mi grupy.

Volné grupy cest jsou oviem sotva politkem kombina-
torické topologie. Jsou onim zdkladnim schematem, které
dovoluje vyjadfovat topologické .vlastnosti ploch pomoci
jistych rovnosti mezi prvky grupy cest, anebo lépe (coZ je ale
logicky totéz) pomoci jistych, podilovych grup utvofenych
z grupy cest. Vlastnim prostfedkem topologie jsou teprve
tyto podilové grupy. NejdileZitéjsi na véci je, Ze tyto podilo-
vé grupy zdviseji jen na topologické povaze dtvaru (na p¥.
plochy) a nikoli na soustavé cest, pomoci niZ vznikly.

Tolik alespofi zhruba k naznadeni, jak grupovd zdko-
nitost nabyvd v kombinatorické topologii hlubokého
vyznamu geometrického. — Dodejme, Ze existuji i jiné,
snad méné ndzorné, ale pro vétsinu ikola topologie jedno-
duss{ zplsoby, jakymi se objevuji potfebné, plochu topolo-
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gicky charakterisujici podilové grupy, jeZ sestrojujeme
v grupé cest pomoci zminénych rovnosti. Tyto podilo-
vé grupy, t. zv. grupy Bettiho, jsou komutativnimi
grupami, takZe pro vétSinu zdsadnich kold topologie
vystadime s mnohem jednodudsi theorii komutativnich grup.
(O tom se dtendf miize poulit ve velmi pFistupné psané
kniZce od znamenitého sovétského topologa Alexandrova,
kterd je prozatim u nds dostupnd jen v némeckém jazyce
8 ndzvem Einfachste Grundbegriffe der Topologie, vyd. Sprin-
ger Berlin 1932. Uvod do ,,nekomutativni* topologie, vyché-
zejfel z volnych grup cest, je v knizce K. Reidemeister,
Einfihrung in die kombinatorische Topologie, vyd. Vieweg
Braunschweig 1932.)

1,9. ZAVER 1. CASTI KNIZKY.

'V pfedchozim, poslednim paragrafu nasich vykladd o gru-
pach, jsme se z ddlky (dilem ze znaéné ddlky, kterd davé bo-
hozZel splyvat pevnym obrysiim), podivali na alespofi néco
z toho, co jsme si na theorii grup a jejich uZitich nestagili pro-
hlédnout zblizka.

Neuskodi viak také prehlédnout jedinym kratkym pohle-
dem za sebe tu cestu — tu malou politeéni ¢dst vystupu
k theorii grup — kterou jsme skuteéné prosli.

S pojmem grupy jsme se sezndmili v jeho zvldsté dilezité
uskutednéné podobé grupy zdkrytovych pohybi. Vyzdvih-
nuvée typické vlastnosti sklddéni zédkrytovych pohybi
(opét v zdkrytové pohyby) ve tvar étyF axiomd, shledali jsme,
Ze takdvouto zdkonitostf, takovymi vlastnostmi jsou obda-
feny i Getné jiné druhy skldddni. Tonis vedlo k obecnému,
abstraktnimu pojmu grupy, jakoZto souboru néjakychprvki,
které lze po dvou ,,sklddat‘ — Fikali jsme: Grupové nasoblt

— tak, Ze jsou splnény axiomy 1—4.

Zaroven jsme byli vedeni k dileZitému pojmu isomor-

fismu: Dvé grupy platily za isomorfni, kdyZz mély nejen stej-
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ny poéet prvku (prvky z jedné grupy se daly vzédjemné jedno-
znatné zobrazit na prvky z druhé), nybrz i tehdy, kdyz skla-
ddni, zhruba feéeno, v obou probihalo stejné, takze se dalo
sklddani v jedné grupé pfenesenim tiplné nahradit sklddénim
podle druhé grupy — a obracené. Vyzdvihli jsme, Ze vlastnim
pfedmétem badani abstraktni theorie grup nejsou samotné
(konkretni) grupy, nybrz hned celé typy grup navzijem iso-
morfnich. Tim pou¢ky abstraktni theorie grup nabyvaji nej-
vétsi moZné obecnosti, obecné aplikovatelnosti (na kazdou
jednotlivou grupu z grup vzdjemné isomorfnich, kdekoli by
se vyskytla) a zdroven co nejvétsi pfesnosti a jasnosti —
oviem to vie za cenu urdité my3lenkové nesnadnosti pro
toho, kdo neni zvykly myslet abstraktné.

Abstrakei, jak se ukdzalo, je moZno i nutno vyvaZovat
obracenym pochodem konkretisace a realisace abstraktnich
pojmi theorie grup. To bylo ukdzdno pfedevsim na isomorfni
representaci kazdé abstraktni koneéné grupy, lépe Feleno:
ka?dého z moZnych typiu isomorfismu koneénych grup,
konkretni grupou é&iselnych matic. (Byl pfedveden oviem jen
nejjednodudsi, prakticky i theoreticky mélo vyznamny
ukdzkovy zpusob takové representace.)

Vénovali jsme se ddle nékolika vice méné namédtkou vybra-
nym piikladiim zdkladnich poudek abstraktni theorie grup a
piisluinych dikazovych method. Podali jsme také nékolik
aplikaci (v matematice), z nichz byl pomérné nejtézsi
vyklad a dukaz jednoduchosti alternujicich grup stupné =.

A nakonec, po této nimaze, jsme se podivali, jak jiz bylo
feeno, z dalky a zhruba na nékteré vyssi vysledky, iikoly a
aplikace theorie grup.

111



Cést 2.

THEORIE SVAZTU.

2,1. POVEECHNY UVOD.

Nejprve nékolik slov ivodem k této druhé 8dsti kniZzky.

Vyklad nékterych nejzdkladnéjSich pojmi theorie svazil
(a jejich aplikaci) je pojat jako ptedchozi vyklad poditkil
theorie grup, jenom je jeStd vice omezen tzkym vybdrem
létky a snad (misty) je abstrakinéjsi. Pokud jde o struénost
a abstrakirost, oduvodnuji ji pfedpokladem, Ze ¢tendf, ktery
sledoval vyklad o grupédch, je pfipraven na takovy my&glen-
kovy postup.

Jinak oviem tato &4st kniZky, pojedndvajici o svazech
(svaz — rusky a polsky: struktura, angl. a franc.: lattice,
ném.: Verband) je natolik samostatnd, Ze ji lze &ist i bez
znalosti pfedchozi é&4sti pojedndvajici o grupdch. Nicménd
tento postup nedoporuduji, protoZze se budu &ast&ji odvo-
lavat na analogie a rozdily mezi svazy a grupami.

Nadrtnéme si pfedem pojem svazu v nejhrubsich rysech za
pomoci takového hrubého porovnédni theorie grup s theorif
svazil, abychom si uginili pfedem letmy obraz o nezndmé
zemi dfive, neZ do nf vstoupime.

Na pojmu grupy jsme se sezndmili 8 velmi roz§ifenym dru-
hem ikonu, zvaného obecné (grupové) ndsobeni, Tento druh
tikonu byl vymezen ¢tyimi axiomy theorie grup, které mu-
sely byt splnény, aby se dany tikon prdvé mohl nazyvat gru-
povym nasobenim a aby matematické pfedméty, na nichZ se
tento dkon provddi, se mohly jmenovat prvky (elementy)
grupy. Nézev ,,ndsobeni‘’ pro takovy grupovy tkon (kterym
viak mizZe byt i bd2né sdftdni éfsel) byl zvolen m. j. proto, Ze
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nasobeni éiselnych matic je, jak jsme si ukdzali, _proto-
typem. obecného grupového ndsoben, /“ y

V poslednich asi dvaceti letech byla v matematicé s6znéna
podstata a dilezitost jisté dvojice na sebe vé,zany;h tikont
pova,hy méné aritmetické (&iselné) a spife snad geo 'femcke,
které je ovlddino ponékud jinou zdkonitosti, nez ]'\x@;}?
tost, vyjddfend étyfmi axiomy theorie grup.

Zvlistnim a dilezitym pfipadem tohoto dvojiho tkonu je
totiZz (geometrické) spojovini a protindni provddéné na bo-
dech, pfimkdch, rovinich a po pfipadé i na jejich viceroz-
mérnych zobecnénich.

Uzivame tedy v theorii svazi geometrického ndzvoslovi
o spojeni a priseku i v abstraktnim smyslu, hovo-
Fice o spojovani a protindni i tam, kde o bezprostfednd
geometrické ‘spojovini a protindni nejde — podobné
jako jsme hovofili o ndsobeni v grupé, jejimiz prvky
nikterak nebyla ¢&isla. S takovym dalekosdhle zobecnénym
spojovédnim a protindnim, jakoZto se dvéma tkony,
které jsou spolu nerozluéné spojeny, mdme co <&init
vidy, kdyZ jsou splnény (v souhrnu spojovych a protinanych
pfedméti) jisté charakteristické axiomy, t. zv. axiomy theo-
rie svazil, ¢i strudnéji svazové axiomy. Tyto axiomy, které si
brzy vysvétlime, jsou z&4sti podobné axiomiim theorie grup,
z&4sti jsou v3ak dplné jiného rdzu.

Pro souhrn matematickych pfedméti — opét t. zv. prvka,
které 1ze ve smyslu zminénych axiomi theoriesvazii bez ome-
zeni spojovat a protinat, uZivime prosté ndzvu svaz, podob-
né jako jsme obecné rozuméli pod slovem grupa souhrn ja-
kychkoli pfedméti, které bylo lze mezi sebou ,,ndsobit* ve
smyslu axiomu theorie grup.

Zéklady abstraktné-algebraického pojeti theorie svazi poloZil
némecky matematik R. Dedekind na poédtku tohoto stoleti. Spe-
oidln{ druh svazu, t. zv. Booleovy algebry, véak poznal a studoval jiZ
v 1. pol. 19. stol. anglicky matematik G. Boole. Dedekindovy
préce upadly v zapomenuti a% do desitileti 1930—1940.0d té doby se
theorie svazi neobyé&ejns rozrostla do sifky i do hloubky. Ukézalo ee,
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%e pojem svazu se vyskytuje v mnoha zdanlivd odlehlych odv&tvich
matematiky a mé uZit{ nejen v rdznych matematickych theoriich
samotnych, nybri pfimo i v elektrotechnické a statistické praxi. D4 se
Fici, Ze loha theorie svazii v soudasné matematice je podobnéd tuloze
theorie grup (i kdyZ je menf; ostatnd mezi obéma theoriemi jsou
i &etné vnitini souvislosti). To vie jsou diivody, prod jsem povazoval
za vhodné napsat uvedeni do nejzékladndjsich pojmi teorie svazi
do této knizky, a umistit je prdv®é za 84st, pojednévajici o grupédch.

2,2. CASTECNE USPORADANI A POLOUSPORADANTI.
POJEM SVAZU NA ZAKLADE POJMU POLOUSPORA.
DANT.

Pfirozend cesta, kterou jsme zvolili, abychom se dostali
k obecnému pojmu grupy, vysla z pojmu (geometrické)
pravidelnosti, tedy z pojmu, jenZ je velmi obecny a kaz-
dému povédomy.

Pfirozenym vychodiskem cesty k obecnému pojmu svazu
je pojem snad je§té ndzornéjsi a kazdému dobfe zndmy. Je to
pojem ¢&dstedného uspofddédni. Zdrifme se ponskud
u tohoto pojmu pro jeho znadnou (na theorii svazi nezé-
vislou) samostatnou dilezitost.

Nejprve, co rozumime uspofdddnim, t.j. iplnym uspo;
fdddnim néjakého souboru néjakych prvki. (Pfivlastek
,»uplny* se vEak vynechdvd a rozumi se sém sebou.)

Ctené¥i je dobfe zndmo, Ze celd, raciondlni, redlnd &isla
jsou pfirozenym zplsobem uspofddéna dle velikosti, t. j.
o ka%dych dvou takovych &islech x a y Ize Fici, zda je x << y
(x mensi neZ y ¢ili na &iselné ose lezi = pfed y) anebo zda je na-
opak y < z, y pred =z. :

Uspotdddni &fsel podle velikosti spliiuje tyto tfi zfejmé z4-
sady (principy):

1. Zddny proek (&islo) a nent sim pied sebou, L. §. nikdy nent
a < a. (Zisada irreflexivity.)

II. Jsou-li a, b dva rizné proky (éisla), pak vidy platt jedna
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a jen jedna z moznostt: Budio je a << b (@ men$i neZ b), anebo je
b < a (b men¥i nef a, b pred a). (Zdsada dichotomie.)

II1. JestliZe a je mendi neZ b (a pfed b) a b mensi neZc (b pred
¢), pak je a men¥t nef ¢ (a je pred c). (Jestlide a < b, b< ¢
potom a < ¢.) (Zdsada transitivity.)

Aviak nejsou to jen &isla nebo pfedméty (prvky) &iselné
povahy (jako ceny, velikosti a p.), které je moZno uspofddat,
to jest porovnat dle jistého vztahu, ktery miZeme obecné
vyslovit réenim ,,z je pfed y** (i ,,% je pod ¥*), &i ,,z je mensi
neZ y*“ a ktery spliuje vytdené zdsady

I, I1, I11. diamant

Tak na pf. kupujici, ktery si vybird
7 jednoho druhu vyrobkd, hledi si vy- korund
robky (iplné) uspofddat podle jakosti
tak, aby se mohl rozhodnout pro lepsi topas
z kterychkoli dvou vyrobkd. Patrné
budou pt¥i takovém (uplném, dle pfed- kfemen
pokladu) uspofdddni vyrobki dle jakosti Jivec
splnény zésady I, II, III.

Jiny piiklad na ,kvalitativni® uspo- apatit
fadéni: PFi hrubém a pro idely mine- .
ralogie postadujicim zpisobu posuzo- kazivec
vani tvrdosti nerosti prohlaiujeme za vépenec
tvrds$i ten ze dvou nerostid, kterym lze
uéinit vryp do druhého. (Dospivéme s&! kamennd
tak, jak zndmo, k deseti Mohsovym
stupiiim tvrdosti, to jest k deseti ty- mastek
pim nerosti ve smyslu tvrdosti, viz Obr. 7.
obr. 7.

Jesté jiny ptiklad na ,kvalitativni uspotdddni (&i 1épe
na jednoznaénou uspofadatelnost) davd vztah subordinace
v jakékoli &4sti armady. Jak zndmo, musi byt vZdy moZno
jednoznaéné .urdit (ve smyslu sluZebnich pfedpist), ktery
z piisludnikd uvaZované disti armady m4 velet ostatnim,
ktery se mé ujmout veleni po ném, ktery opét po tomto—
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atd. — takZe (zvldité za bojové situace) musi byt vlastné
pfedem urdeno (iplné) uspofddéni ve smyslu vztahu ,,z je
(bude) podiizen ¥ na misté vztahu ,,z je mensi nez y*. Opét
jsou tu (pro vztah subordinace v armédé) splnény zdsady I,
I1, I11 uvedené shora tak, jak byly vzaty z uspofddéni &isel
dle velikosti (to, Ze subordina&ni uspofidan{ je dplné, spliujic
vytéené tii zdsady, je prdvé nutnou podminkou akceschop-
nosti jakékoli dsti arm4ddy za jakékoli situace).

Vezméme naproti tomu v tvahu subordinadni pofddek
nékterého Gfadu. Tu shleddvdme jednak, Ze vztah ,, X je slu-
Zebné podiizen Y sice celkem vzato spliuje zasadu I (prin-
cip irreflexivity), t. zn. Wfadni instance (zpravidla) nenafi-
zuje sama sob&. Dile vidime, Ze je vcelku dosti dobfe splnéna
zdsada III, t. j. jestliZe instance X podléhd sluZebné& instanci
Y a instance Y opét sluZebné podléhd instanci Z, pak jiz je
jasno, Ze instance X sluZebné podléhd instanci Z. Naproti
tomu nebyvéd splnéna zdsada dichotomie II. To jest,
v povaze tfadu je, Ze ze dvou instanci Xa ¥, byt kom-
petentnich v téZe zdleZitosti, zdaleka nikoli vidy jedna
a jen jedna je ufedné podfizena druhé. Nejde tedy v piipadé
vztahu ,, X Gfedné podléhd ¥Y* o vztah (\iplného) uspofddani.
Nicméné lze fici, Ze je (alesponi theoreticky) uzndvina na
misté zdsady dichotomie II slabsi zédsada.

IT*. Je vyloudeno, aby z dangch dvou prokd (rdzngch dufed-
nich instanct) X a Y soulasné prvek (instance) X byl pod
(ufedné podléhala imstanci) Y a prvek (instance) Y byl pod
(ufedné podléhala instanci) X. (T. zv. zdsada asymetrie.)

(T. zn., Ze se v3ak miZe (na rozdil od zdsady II) stat, Ze ze
dvou riznych instanci ani prvni nepodléhd druhé, ani druhd
nepodléhd prvni.)

Jsou-li v n&jakém souboru jakychkoli pfedméti (prvki)
splnény zasady I (irreflexivita), II* (asymetrie) a I1I (transi-
tivita) pro néjaky pofidajici vztah, pak fikéme, Ze dany
soubor pfedmétl je timto vztahem &4steéné uspofddén.
Tak na pf. tedy vifedn{ instance (daného tfadu) tvofi ddsted-
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né uspofddany soubor ve smyslu ¢isteéného uspofdddni dle
vztahu dfedni pod¥izenosti.

Piikladd na édsteéné uspofddané soubory jsou v dennim
Zivoté spousty. Obecn® kaZidy komparativ (2. stupef pfi-
vlastku) nam &asteéné uspofddavd ten soubor véci, na néZ se
dany piivlastek vztahuje. (Tak na pf. lidé tvoii ddsteéné
uspofidany soubor dle vztahu ,,X je moudfejsi nez Y*, kovy
jsou &astedné uspofddiny dle vztahu ,,vzdcnéjsi*, dfednici
dle vztahu ,,schopnéjsi, divky dle vztahu ,hezé&i‘‘, atp.)
Piikladem zvlaStniho vztahu &dstedného uspoidddni je vztah
,»% je potomkem y*‘.

Uspotadéni (iplné) koneéné mnoha predméti (a ve zvlast-
nich ptipadech i nekoneéné mnoha predméti) 1ze si pfedstavit
a graficky (geometricky) zndzornit uspof4ddnim predmétim
odpovidajicich bodd na piimce (ose), na niz je vyznaden
smér. (Viz na pf. uspofddéni typh tvrdosti nerostii na obr. 7.)

Podobné moZno si pfedstavit geometricky i ¢dstedné uspo-
fddany soubor.34 Misto jedné pfimky (z divodi pfehlednosti
svislé osy) nastupuje vSak celd soustava Sikmych tsedek,
jejichz koncové body predstavuji jednotlivé pfedméty
uvaZzovaného &istedné uspofddaného souboru. Okolnost,
Ze pfedmét z je ve smyslu daného &dssténého uspofdddni
,»pied‘ (3 radéji ,,pod‘‘) pfedmétem y, strudné piSeme (a
budeme psit) jako z c y. Tato okolnost je vyznadena prosté
tim, e z bodu, predstavujictho predmét z, lze vést stile
stoup‘,jici lomenou &iru do bodu, ptedstavujiciho pfedmét
y. (Pfi tom neni nikterak vyloudeno, Ze se jednotlivé tisedky
kifZ.) '

Ctenat se s4m snadno presvéddi, Ze kdy? je obrdcend din
graf, jehoZ nejjednodussimi souédstmi jsou Sikmo poloZené
dsedky a jejich koncové body, pak tento graf vystihuje jakési
¢dstedné usporddani; pfedméty budou koncové body seéek
a pro dva riizné body a, b 1ze definovat: Je a C b tehdy a jen

M Gra.f—ickému (geometrickému) znézornéni ddsteného usporédéni
se nékdy i{ké Hasseovy diagramy.
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tehdy, kdyZ z bodu a vede do bodu b stéle stoupajici lomens
&ara. (Prosté piiklady jsou na obr. 9, jsou to veSkery typy
&4stedného uspofddéni (t. zv. ,,souvislého*‘) souboru o 2 a 3
prveich.)

Aby se pfedello mo¥n§in nedorozuménim, je dobfe ke grafickému

znézorndn{ d&édstetného usporddini pfipojit ndkolik vysvétlujfeich
poznémek, uréenych zvl&dté pro kritického Etenéfe.

0
Q
i o
Obr. 9.
4 !
d 'y e d
b c
b 4
a a »
Obr. 10.

Piedeviim necht si ¢tenéf uvddomi, %e slovni obrat pro vztah
z C y é4steéného uspoidddni ,,x je pod y* (kde z a y jsou body, zn4-
zorujici (vzdjemnd jednozna&né) predmsdty z jistého ¢éstetnd uspo-
f4daného souboru) znamené ménd, ne% to, co znamené doslova. To
jest, bod @ nadeho grafu muzZe ve skutetnosti pfi jistém zpisobu na-
kresleni grafu byt v bezprostfednd nézorném smyslu pod (a pti jiném
grafickém znézorndni téhoZ &isteéného uspofddéani nad) bodem b,
ani? je a C b (anebo b C a), to jest, aniZ z jednoho bodu do druhého
vedle stoupajfci lomené &éra.
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Za druhé je tieba si uvédomit, Ze jedno a toté% ¢4stedné usporddéni
lze zndzornit znadnd riznymi a vzéjemnd nepodobnymi grafy. (Viz
obr. 10.)

Abychom odstranili jeden zbyteény pramen této mnohoznadnosti
v grafickém znézoriiovéni ¢4stetnd uspofddanych (konednych) sou-
bori, vyloutime pfedeviim grafy, kde jsou ndkteré usetky zbytetné.
Toho docilime stanovenim, Ze isetkami lze spojovat body pouze,,bez-
prostfednsd nad sebou‘‘ jsouci, t. j. takové a jen takové body aa b
budou spojeny stoupajict visetkou, pro néz je a C b a k nimZ neexistuje
daldf ¢ tak, Ze a C ¢, ¢ C b. Ale jestd i po tomto stanoveni zlstdvé
v grafickém znézortiovani &dstedného uspotfddéni jednak mnoho libo-
ville a jednek mnoho neuspokojivého. Neuspokojivé je ptedeviim to,
%e neni jasno, nakolik jsou podstatné pii geometrickém znézornén{
tdstedného uspofddéni oba uZité pojmy ,nad“ a ,stoupa‘, které
vlastnd (pfi pfesné formulaci) pat¥i do analytické geometrie.

Tuto nejednoznadnost a neuspokojivost 1ze v jistém smyslu dplnd
odstranit. Ukazuje se, 26 na geometrickém znézorndni &dsteéného
ugpofddéni jsou charakteristické ony velmi obecné geometrické viast-
nosti grafu, jeZ jsou pfedmdty t. zv. kombinatorické topologie, o které-
to duleZité moderni matematické theorii byla zminka na konci &ésti
o grupéch. Ulohou grafu kone¢ného ¢4stednd uspofddaného souboru
je jen to, Ze predstavuje jisty systém pevnym zpusobem orientova-
nych cest (srov. vyklad na konci &&sti o grupédch), pfi &emZ
je Ihostejno, zda cesty (z bodu do bodu) stoupaji, &i klesaji a zde jsou
rovné, lomené &i kiivé (viz obr. 11). Podstatné je jen to, z kterého
bodu do kterého bodu se 1ze dostat po souvislé a kladné probfhané
cestd, prochézime-li vidy z bodu do sousednfho bodu ve smyslu, ktery
byl pfedem uréen jako kladny, t. j. ve smyslu od = k y, kde 2z Cy.
Tyto souvislosti zustdvaji prdvé zachovény, podrobime-li kterykoli
graf deného, &4stelnd uspofddaného,
souboru jakékoli deformaci, jen kdy% @
nic nepfetrhneme a nie, co bylo odds-
leno, neslepime. (Ctenéf si po zpiisobu
z konce 1. &4sti miZe predstavit graf
éasteéného uspofiddni nakreslen na
gumové podloice.) Je tedy pojem
geometrického znizornéni &dstedného
uspofédénf pojmem kombinatoricko-
topologickym, o ndmZ# v rémci této
lmizkcy nemuZeme Fici vice, nez téchto
nékolik poznémek. Dodejme jektd
k tomu, %e kombinatoricko-topolo-
gicky réz zndzornéni &4steného uspo-
Féddan{ grafem mé za nésledek existenci
zajimavych souvislosti mezi pojmem
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grupy (toti¢ grupy cest, viz koneo 1. %ésti) a pojmem &dstedného
uspofédéni.

Pokud jde o samo praktické provedeni grafu &dsteéného usporddéni
(koneéné mnoha pfedméti), je pochopitelné, Ze se mu snaiime dét
tvar dle moZnosti geometricky pravidelny, umérny a pfehledny. To
jsou vsak poZadavky wudelnosti, po p¥ipadé uhlednosti vykresu, které
nejsou nikterak podstatnd spojeny s matematickou strukturou samot-
ného daného &éstedného uspofdddni.

Podotknéme jestd, Ze shora zminéné souvislosti theorie &dstednd
uspofédanych soubori s kombinatorickou topologii (tato souvislost je
déna zminénou topologickou podstatou geometrického znézornéni ko-
ne¢ného &ésteénd uspofddaného souboru) nejsou ani jediné ani nej-
dulezitdjsi. Existuje jestd docela jinéd souvislost topologie s ¢éstednym
uspoféddénim — a to tato:

V kombinatorické topologii se 8asto setkdvame s charakteristickym
téstednym uspofddanim, které je zeloteno na vztahu ,,z leZf na hra-
niei y¢“.

DuleZitost tohoto vztahu pro vystiZeni topologické podstaty sloZi-
t&jsiho geometrického utvaru jo snadno vidét. Je totiz ziejmo, Ze pfi
spojitych deformacich geometrického titvaru zustdvéd vztah ,,z leZf
ne hranici y‘‘ (pro soudésti geometrického wtvaru) zachovin. Na
tomto mistd se musime spokojit jen s touto hrubou zminkou. Vztah
thstedného uspotédani ,,z leZi v hranici y* je pro pfipad obdélnika
naznaden na obhr. 12 Hasseho diagramem.

Diive, ne# pfejdeme k vykladu pojmu svazu, je vyhodné
zavést jeSté jeden pojem a oznadeni. Podobné jako pfi (dpl-
ném) uspofddani ¢isel podle velikosti zavidime t. zv. neostré
nerovniny a < b (3ti: a mensi nebo rovno b, pfipoustime tedy
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i rovnost), tak i pfi édsteéném uspofdddni je dasto vhodné
spojovat ob8 moZnosti @ c b (@ pod b) a @ = b (@ rovno b)
v jediném vztahu a C b, ktery étéme: b obsahuje a (a je obsa-
zeno v b), &i obsirnéji: a je pod, nebo rovno 5. Vztah C se na-
zyvéd polouspofddanim.

Je jasné, Ze vztah polouspofidani c (,,pod nebo rovno*)
spliiuje ponékud jiné charakteristické podminky, nez jsou ty,
které splnuje vztah ,,ostrého ¢4steéného uspotadani* c.

Misto zasady irreflexivity I. vztahu c nastupuje naopak
zdsada reflexivity vztahu c. Plati totiZ zfejmé

T'. Jest x c x pro kadé x. (O kaidém x plati, Ze je mensf
nebo rovno, nez z, protoze je dokonce vidy x rovno x.)

- Misto zasady asymetrie plati tato zdsada ztotoZio-
vani:

IT'. Jestlife je x C y 1 y C z, pak je x = y. (JestliZe je zdro-
ven z pod nebo rovno y i ¥ pod nebo rovno z, pak je nutné =
rovno y.)

Treti zdsada je zdsada transitivity:

II1. Kdyfjex c yay C z, pak je jiZ x C z (plati beze zmény
pro vztah C stejné, jako pro vztah c).

Je snadné zjistit, %e kazdy dvojélenny vztah, splitujici I’,
II’, III, je &istednym uspofddinim, v némz je pfipuiténa
rovnost. (Viz cvié. 2.)

To, co vime z dosavadnfho vykladu o pojmech é&dsteéného
uspofdddni a polouspofidinf, ndm staéi k tomu, abychom
bez dalsich pritahi pFesli k pojmu svazu.

Vyjdéme opét z dostateéné jednoduchého piikladu svazu,
ktery je kazdému dobfe zndm. Vezméme v ivahu vztah: z je
délitelem y — vsouboru vSech kladnych celych délitel &isla
12 (obr. 13). Tento vztah je zfejmé& polouspofddinim, které
vzniklo z ¢4stedného uspofdddni podle vztahu: z je vlastnim
délitelem é&isla y (pfi éemz pripoustime za vlastniho délitele
¢isla y i &islo x = 1 pro y =+ 1) (viz obr. 13). Toto polouspo-
fddani ¢ (kde tedy x C y znaéi, Ze « déli y), ma tuto vyznam-
nou vlastnost: Ke kazdym dvéma &islam (lhostejno, zda riz-
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nym, &i stejnym) z a ¥ (z naseho souboru, t. j. z i y jsou déli-
telé éisla 12) existuje, jak zndmo, jednak jejich nejmendi spo-
leényj ndsobek, ktery oznadme jako x U ¥y, a jednak jejich nej-
vét$t spoleény délitel, ktery oznadme jako x N y (coZ oboji jsou
oviem. opét ¢&isla z nadcho souboru vech celych kladnych
déliteld &isla 12). (Tak na p¥. piSeme: 4 0 6=2,4 U 6=12.)

Nejmensi spoleény ndsobek x u y ¢&isel z, y splituje tyto
dva charakteristické poZadavky:

“12=j

I=n
Obr, 13.

Tu)gJestzcxuy ycauy. (T.j. nejmensi spoleény
ndsobek, &slo z U y je spoleéné délitelno &islem xi éislem y.)

(IT v): KdyZje xcz a ycz, potom je ufx v ycz(T.j.
kazdy spoledny ndsobek &isel x a ¥ m4 jiZ za délitele nejmensi
spoleény ndsobek &isel z a y — é&islo x U ¥.)

Zcela podobné jsou odpovidajici poZadavky, které jsou
charakteristické pro nejvétsi spoleény délitel x n y &sel , y:

(In) Jestzn ycz,znycy. (T.jz n yjespoleénym dé-
litelem é&isel z,y.)
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(I n): KdyZ je zcx a zCy, potom jezcxzny. (T.j.
kazdy spole&ny délitel &isel z, y je délitelem nejvétsiho spo-
le¢ného délitele &isel z a y.)

Definice svazu:

Je-li nyni obecné predloZen néjaky ddstedné uspotiddany
soubor §, pak se miiZe (ale nemusi oviem, viz uvedené pii-
klady &dstedného uspoidddni) stét, Ze ke kterbkoli dvojici z, y
predméti, &éi — jak budeme radéji fikat — prvki ze souboru
S existuje jednak prvek z U ya jednak prvek £ n y — oba
opét ze souboru § — tak, Ze jsou splnény poZadavky (I v),
(IL v), (In), (I n). V takovém piipads privé fikdme
(definujeme), 2o dané &dstedné uspofdddni souboru S
je svazové, nebo struénéji, ze soubor S tvofisvaz.

Takovy prvek z v y, ktery spliiuje podminky (Iu) a (ILu)
bychom mohli nazyvat nejmensSim spolednym nadprvkem
k prvkim 2z, y. Snadno nahliZime, Ze takovy nejmensi spo-
leny nadprvek (pokud existuje) je jen jeden jediny (ke
dvéma danym prvkim z a y). Misto obsirného a nep#ili§
pékného ndzvu nejmensi spoleény nadprvek nazyvame radéji
prvek x U ¥ spojenim prvka z, y.

Podobn& prvek z n y, ktery spliiuje podminky (In) a
(II n), bychom' mohli nazyvat nejvétsim spoleénym pod-
prvkem prvki z, y. (Je opét ziejmé, Ze takovy prvek miiZe
byt jen jeden.) Misto tohoto obsirného a nepékného ndzvu d4-
vime piednost ndzvu prisek prvki z, y pro prvek = n y.
Pro vhodnost tohoto nizvoslovi svédéi i jiné divody, jex
budou ziejmé, aZ se ukdZe, Ze béiné geometrické spojovini-
a protindni jakoZto ukony, jim% podrobujeme pfimky, body
a roviny, jsou zvlaStnim druhem svazového spojovani a pro-
tindni ve smyslu prdvé uvedenych podminek (I u), (IT u),
(X n), II n).

Abychom se pfedbéZné a zhruba orientovali o rozmanitosti
zpisobi, jimiz vystupuje pojem svazu v riznych oblastech
matematiky, pfipojme k vychozimu pfikladu svazu, daného
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ool spoletnym {ag5eniomtl i dalit typioks pii-

klady svazil.
Piiklad 1.

Vratme se k pojmu (iplného) uspofddani. Je-li S libovolny
uspotddany soubor — ‘na pf. soubor raciondlnich &isel, kde
z << y znabi = je mensi, neZ y, pak poloZme:

za x U y v&tsi z &isel z, y — jsou-li to &isla rtiznd — a &islo z,
je-li # = y; podobné:

za x N y mensi z disel x, y — jsou-li to &isla riznd — a &islo
z, jeliz=uy.

Snadno je vidét, Ze se takto na kazdy uspofidany soubor
miizeme divat jako na svaz, vzhledem ke vztahu polouspofs-
déni z < y (men3i, nebo roven). (Jsou splnény podminky
I, IT*, III, pro vztah < a (Iu), (In), (II u), (II Nn) pro spo-
jeni a,prinik.)

Miizeme tedy Fici: Svazové ¢dstedné uspofaddni je zvldst-
nim pfipadem obecného &dsteéného uspofaddni. S druhé
strany je vSak (iplné) uspofddéni zvld§tnim druhem svazo-
vého &dsteéného uspotddani. (Zavadi tedy svazové &dstedné
uspofdddni v jistém smyslu ponékud ,lepsi pofddek‘ nez
pouhé libovolné &dsteéné uspofaddni, ale zase ,horsi pofi-
dek*, nez (iplné) uspofddéni.)

Je z¥ejmo, Ze svazy — podobné jako grupy — mohou byt
koneéné, t. j. mohou obsahovat koneé¢né mnoho prvki, jako
na pf. uvedeny svaz viech déliteli ¢isla 12 (obr. 13), nebo
mohou byt nekoneéné, jako na p¥. souhrn viech celych klad-
nych &sel vzhledem k svazovému polouspofddéni podle
vztahu: z je délitelem y.

Piiklad 2.

Naznaéme (zatim jen nedplné a zbé%né) onen druh (neko-
neénych) svazii, které se vyskytuji v geometrii bodi, pfimek,
rovin (a jejich vicerozmérnych zobecnéni), tedy onen dile-
Zity druh svazli, v nichZ tikony (svazového) protindni a spo-
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jovani maji (alespon zédsti) sviij bezprostfedni, geometricky
vyznam,

Za prvky svazu S povazujeme: Body, piimky, roviny
v prostoru, k nimZ pro dplnost nutno pfidat jesté cely pro-
stor a t. zv. prézdnou &ist prostoru. (Hned uvidime, v &em
spodivé tloha piidanych ,itvari* a proé je nutno poditat
i s ,prizdnym utvarem‘.) Za polouspofdddni piijmeme
vztah:

,»Z lezi na ¢, ktery patrné splituje podminky I’, II', IIT".
(z, y mohou byt: Body, pfimky, roviny i cely prostor, resp.
jeho prézdnd d4st.) Pak nalézéme na p¥., Ze svazovym spoje-
nim dvou riiznych bodi je pfimka, kterd tyto body spojuje
ve smyslu geometrickém; daile, Ze spojenim piimky s bodem
mimo ni (ve smyslu svazu) je rovina, na niz lezi dany bod a
dand pfimka; ddle, Ze spojenim bodu s rovinou, kterd jej ne-
obsahuje, je cely prostor (ktery jsme proto zafadili mezi
prvky svazu S); Ze prisekem dvou protinajicich se piimek je
jejich priseéik. ProtoZe jsme mezi prvky svazu S poéitali
i prdzdnou &dst, kterou znadme @, prostoru, miiZzeme viak
protindni podrobit cokoli. Tak priisekem dvou riznych bodit
je prdzdnéd &ast prostoru a stejné je ji i prusek pfimky s bo-
dem. mimo ni lezicim. Prisekem roviny s pfimkou ji protina-
jici je prisedik této pfimky s touto rovinou. Priisekem dvou
protinajicich se rovin je jejich priseénice, atp.

Priklad 3.

Kone&né si uvedme jesté jeden ptiklad konedného svazu,
ktery je representantem dileZitého druhu svazidi, t. zv.
Booleovych algeber, jimz budeme v dalSim vénovat
znadénou pozornost (pro aplikace, které tento druh svazi méd
i pfimo v technické praxi). (Obr. 14.)

Z daného souboru n pfedmé&tt — na pf. pro jednoduchost
necht » = 3 a pfedméty jsou a, b, ¢ — si mysleme utvofeny
viechny skupiny, které lze z danych n (= 3) pfedméti vy-
brat — rozumi se bez opakovéni a bez ohledu na pofadi.
Pryky naseho svazu B budou tedy édsteéné soubory, &¢i prosté
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édsti souboru (a, b, ¢) — pii demZ za &ist povaZujeme vidy
i cely soubor i t. zv. prdzdny soubor (prdzdnou &4st), neobsa-
hujici z24dny pfedmét, t. j. obsahujici 0 predmété (prézdny
soubor budeme vzdy znadit znakem @).

(ab,c)

> (b, ¢)

(c)

&
Obr. 14.

Za vztah svazového polouspofdddni c vezmeme vztah: z je
&asti y, pii demz pismena x a y znadi &dsti naSeho daného sou-
boru. (Ptesnéji: ¢ y znadi, Ze kaidy pfedmét z x se nalézd
ivy.)ss

Pak spojenfm x u y dvou &isti z, y je patrné ona &dst,
kterd shrnuje pfedméty, obsaZené v x s pfedméty, obsaZeny-
mi v y, v jeden soubor. Prisekem z n y dvou &4sti z, y je ta
tdst obsahujici pravé a jen ty pfedméty, které jsou obsazeny

" Tent-o typicky druh &dstedného uspofdddni mé jméno mnozi-
nové inkluse; snadno je vidét, Ze splituje zdsady I’, II”, III.
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jak v x tak i v y. (Tak na pf. je-li z = (a, ¢), y = (b, ¢), pak
T U y=(ab,c), zny=(c).) Doporuduji opét ¢tendfi, aby
se sam dikladné pfesvédeil, Ze jsou splnény poiadavky I,
II’, III — jakoZ i podminky (Iu), (IIu), (In), (II n) (viz
grafické zobrazeni svazu B viech édsti souboru o 3 pfedmé-
tech na obr. 14). (Ctend¥, ktery zn4 zéklady theorie mnozin
z knizky J. Pospifila: Nekonedno v matematice (sb.
Cesta k vé&déni), vi, Ze se poslednimu p¥ikladu svazu fikd téz
t. zv. systém v3ech podmnoZin konené mnoziny o n
(= 3) prveich. V nasi kni%ce se v8ak zpravidla vyhybim nd-
zvoslovi theerie mnoZin, nahrazuji slovo mnofina slovem sou-
bor a slovo prvek slovem pfedmét, kdeZto slovo prvek je vy-
hraZeno pro prvky svazu, po pfipadé grupy.)

Cvidend k 2,2,

1. Nakreslete si Hasseho diagram <&astetného subordinadniho
uspofddéni na vaSem pracovisti.

2.*Necht z < y znaéi obecnd, Ze mezi ndjakymi pfedméty z jistého
souboru S, oznatenymi jako z a y, je jisty vztah (z a y nemusi byt
nutnd razné predméty!). DokaZte, Ze jestliZe platf:

I’: z < z (zdsada reflexivity);

II’: kdy% je z < y a y < z, pak je ¢ = y (zdsada ztotoZiiovani);

III: kdyZ jez < y ay < z, pak je z <€ z (zdsada transitivity),
potom je takto jiZ udédno jediné &ésteéné uspofddéni C souboru S tak,
%e mtZeme Fici: Jest z < y tehdy a jen tehdy, kdy% je z C y.

3. DokaZte, ze pozadavky (I V), (II U) miZe spliiovat jen jeden
prvek = U y. Totéz pro (I N), (IL N) a prvek z N y.

4.*Sestavte graf &dstetného uspofddéni podle vztahu ,,z lezi v hra-
nici ‘¢ pro a) usedku, b) trojihelnik, ¢) styrstdn. Tvoif tato ddsteind
usporddéni svazy? Jestlize nikoli — co k tomu chybi?

5.*Dokaste: BudiZ S svaz. Necht plati, Ze pro kazdy pér prvka
z, y z 8 je spojeni z U y vidy rovno jednomu z obou prvkia z a y (nebo
obdma, jde-li vlastns o ty% prvek (kdyz z = y)). Pak S je viplné uspo-
fadany soubor — svazové é4stedné usporsdéni je ve skutednosti prostd
uspofddénim. TotéZ pro prinik na misté spojeni. (Névod: Definuj
z<y, kdytz Uy =y, z =+ y. Dokaz I, II, IIL.)

6.*DokaZte, Ze plati

avUb=5,
kdy% a jen kdyZ
anb=g¢

piimo z definiénfoh pozadavki (IU), (ILU), (IN), (IIN),
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2,3. POJEM SVAZU S OBEMA UKONY (SPOJOVAN]I A
PROTINANI)JAKO ZAKLADNIMI POJMY. ZAKLADN{I
AXIOMY THEORIE SVAZVU. PRINCIP DUALITY. PO-
JEMISOMORFNIHO A HOMOMORFNIHO ZOBRAZENTI
PRO SVAZY. POJEM ISOMORFNI REPRESENTACE.

Casto se stdvd, %e vdaném svazu je pFirozené vztah d4s-
teéného (svazového) uspofdddni, resp. polouspofidani (na
rozdil od prve uvedené definice svazu), povaZzovat spiSe za
néco druhotného, co lze odvodit z obou pojmi spojovini a
protindni. Tak je tomu na pf..v naznadeném geometrickém
svazu, jehoZ prvky jsou body, ptimky a roviny (spolu jeité
8 celym prostorem a s jeho prdzdnou ¢dstf) a kde svazové
spojovdni (protindni) se jevi rozifenim geometrického spo-
jovani (protindni). Tam je zfejmé pfirozené povaZovat geo-
metrické Gkony spojovani a protindni, resp. jejich svazové
rozsifeni, za prvotnf pojmy, které lze zavést a charakteriso-
vat bez vyslovmého uziti vztahu polouspofddéni ,,z leii
na y*.

Nyni piijde o to ukdzat — ve smyslu dvodni pozndmky
k druhé ¢4sti této knizky — jak svaz Ize abstraktns definovat
zcela podobné jako grupu. V dalsim bude totiZ pro nés sva-
zem jakykoli soubor pfedmétd, t. zv. prvkl svazu, v ném? je
mozno provadét (nikoli jen jeden — jako v grupé, nybrz) jisté
dva zdkladni vikony t. zv. spojovan{i a protindni, a to
tak, Ze jsou splnény jisté axiomy, jeZ dilem pFipominaji
nékteré axiomy theorie grup, dilem jsou zcela jin¢ho druhu.
Pojem svazového polouspofiddni, resp. ¢dsteéného uspofd-
déni, se pfi tom jevi jako pojem druhotny, definovany na zd-
kladé obou zdkladnich svazovych tkont, spojovédni a proti-
néni.

Vynechéme zde vyslovné sledovéni abstrak&niho pochodu, jim%
bychom dosli k vytéeni axiomu svazu na dostateéns typickém pii-
kladu konkretniho svazu, podobns, jako jsme do3li k axiomim grupy,
vypozoorvanym na grupé zékrytovych pohybii rovnostranného troj-
ihelnika. Ctendfi viak doporuduji, aby si vzépéti po pfesteni kazdého
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jednotlivého svazového axiomu dikladn® ovétfil jeho platnost na
nékterém z uvedenych pifikladu svazi.

Zato viak budiZ uvedeno nékolik pozndmek, jez usnadni &tendfi
orientaci v nésledujicich zdkladnich — a pozddji dodatednych axio-
mech svazu, jichZ je na prvni pohled odstrafujfci mnozstvi (ve srov-
nénf 8 pouhymi &tyimi, resp. pdti axiomy theorie grup). Systém axio-
mi svazu ge viak ukéze dokonale soumsrnym & piehlednym. (Ctendf
utini dobfe, kdyZ se po prehledu axiomi k tdmto pozndmkéim vréti.)

Jeké jsou piibuznosti a jaké typické rozdily mezi axiomy theorie
svazu & axiomy theorie grup? Prvn{ dva, druhé dva a tfeti dve axio-
my, t. ). axiomy jednoznaZnosti & neomezené proveditelnosti, axiomy
asociativnosti a axiomy komutativnosti obou vikomi (t. j. spojovan{
a protindni) jsou ndm v podstatd znédmy jako 1., 2. a 5. axiom theorie
grup. (Viz str. 9—12.) Rovné% axiom 3 theorie grup, poZadujici existenci
jednotkového prvku v grups, mé zde dvojf obdobu (axiom &5’, 5”).
Naproti tomu nenf u svazi eni stopy po obdobd axiomu 4.pro grupy,
tohoto typického axiomu theorie grup, poZedujictho existenci in-
veranfho prvku a tim i inversni tikon ke grupovému nésobenf, t. j.
feditelnost jistych nejjednodussich rovmic (tvaru ez = b, ya = b).
Teprve ve speciglnich druzich svazi, zvlaitd v t. zv. Booleovych
algebrdch (které jsme jiz ne pfikladech poznali) jsou dény, jak uvi-
dime, rizné 4. axiom theorie grup pfipominajfef (podetni) prostfedky
k Fefeni rovnic (isolovéni ,,neznidmé*).

Za to vBak je pro svazy charakteristickd \uzké souvislost a podob-
nost mezi obéma zékladnimi svazovymi dkony, spojovdnim a proti-
nénim, kters oviem nemé obdoby v theorii grup. Tato souvislost je
déns predevlim t. zv. principem duality. Princip duality theorie
svazl znamené toto: Jestlize v jakékoli identitd, t. j. rovnosti, platict
v kazdém svazu jistého druhu a pro libovolné prvky nahradime kazdé
spojen{ prusekem a kaZidy prusek spojenim, pak obdriime opé&t
sprdvnou identitu (t. zv. identitu dudln{ k prvni), platnou opét pro
libovolné prvky. Jadro principu duslity je uloZeno pfimo v zdkladnich
axiomech, jak ndsledujf. Tyto axiomy theorie svazu se totiZ prévé
vyskytuji ve dvojicich vzdjemné dublnich axiomi, zvl43t pro spojo-
vén{ a pro protinéni. (Je zftejmé, Ze kdybychom uvedli princip duality
pfedem jako vychozi pfedpokled, stadilo by vidy uvést jen jeden
z obou duélnich axiomt. Je v3ak vhodnéjsi vtélit princip duslity
pfimo do tvaru axiomi.) Ctenéf znaly zékladnich pojmu t.zv. pro-
jektivnt geometrie vi, Ze v projektivni geometrii roviny se pod t. zv.
principem duality rozumf tato zésada: KaZdéd sprdvné geometrickéd
poutka pfejde opdt ve sprévnou poudku, jestlize pojem: piimka na-
hradime pojmem: bod, pojem: bod pojmem: pfimka, vyraz: je spo-
jenim vyrazem: je prusetfkem a vyraz: je priuseiikem vyrazem: je
spojenim - (a provedeme oviem pislubné gramatické Gpravy véty).
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Pfi pozdéjsim doplndni zékladnich axiomu svazu daldimi axiomy
podléhé oviem také princip duality odpovidajicimu doplnéni. Tak
je tomu ve svazech geometrického spojovénf a protindni. Princip
duality projektivni geometrie je pak duisledkem vhodnd doplnéného
principu duality theorie svazd (ve smyslu svazové povahy geometrické-
ho vikonu spojovéni a protinénf).

Jednotlivé zdkladni axiomy, definujici pojem svazu, jsou
tyto: Neprdzdny soubor S jakychkoli pfedmétd, t. zv. prvki,

je svaz, jestlize plati:

(1)

Ke kazdym dvéma prv-
kim a, b svazu S je uréen je-
diny prvek ¢ z 8, ktery se na-
zyvda spojenim prvki a
s prvkem b a oznaéuje se jako

aub.

(1)

Ke kaidym dvéma prv-
kim a, b svazu 8§ je uréen je-
diny prvek d z S, ktery se na-
zyvd prinikem prvku a
s prvkem b a oznaduje se jako

anb.

(Oba dudln{ axiomy jednoznaénosti a neomézené'provedi-

telnosti spojovdni a protindni.)

Pro libovolné prvky a, b, ¢ z § plati

(2)

(@audb)uec=au (buc).

(2"
(@nb)nc=an(bnc).

(Oba dudlni axiomy asociativnosti pro spojovan{ a proti-

néni.)

Pro libovolné prvky a, b z S plati

(3')

auvub=5bua.

‘ 3"

anb=>bna.

(Oba dudlni axiomy komutativity pro spojovdni a proti-

nani.)

Pro libovolné prvky a, b, ¢ z S plati

(4)

au(anbd)=a.

(4")
an(aub)=a.

{Oba dudlni axiomy absorbee (,,pohlcovéni‘).)
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Jak jiz feéeno, oba dva posledni axiomy jsou typické pro
svazy. KdeZto neni tfeba zvlasté vyklddat smysl axiomi (1°)
aZ (3"), neskodi popsat nékolika slovy vyznam axiomi ab-
sorbee (4) a (4”). Tyto axiomy Fikaji: Spojeni (prinik) da-
ného prvku s prisekem (spojenim) tohoto prvku a libovol-
ného dalsiho prvku d4 zpét dany prvek. Jako by tedy vskut-
ku prisek dvou prvkid byl pohlcovén kazdym ze svych &ini-
tell, t. j. jako by prisek zanikal ve spojenf se svym &ini-
telem; dudlné k tomu jako by vskutku spojeni zanikalo (bylo
pohlceno) jsoue protato svym dinitelem.

Co se tyde potetntho vyznamu axiomi absorbee, je jasné,
ze tkvi v zjednodudovini sloZenych vyrazd pro prvky svazu.
Svou ryze poéetni ilohou tedy axiomy absorbee ptipominaji
pravidla o vytykani, resp. o krdceni (¢isel). Jako téchto pra-
videl — i onéch se d4 nékdy pouZit k takové dpravé rovnosti
ve svazu, po niz Zidany prvek zlstane isolovdn na jedné
strand (,,feSeni rovnice‘‘). Nahlédneme, jak se uzivi axiomu
absorbce na dukazu jisté dvojice dualnich zédsad, kterd je da-
sledkem uvedenych zakladnich svazovych axiomu (1')—(4’)
a kterou se tak ost¥s odlifuji svazy od grup.

Véta:
Pro kazdy prvek a svazu 8 plati
eava=a,ana=a.
(T.zv.zdsadaidempotentnostispojovini a protindni.)

Dikaz:
Polozme (pfi libovolné daném prvku a z S) a ua =c.
(UZito axiomu (1’). PoloZme b = ¢ v axiomu (4'). Dostdvdme
a=au(anc)=av(an(ava)..(+)

Z axiomu (4”) (porovndnim prvniho se tfetim &lenem v rov-
nostech (+) plyne

36 Naékdy byvé tato zésada povaiovéna za axiom (v jingoh systé-
mech axiomu theorie svazu).
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an(ava)=a.
Nahrazenimazaa n (@ u a) v (+) vskutku plyne
a=aua.

Rovnost a = a n a se dokdZe dudlnim zpisobem, coZ pfene-
chdvdm &tenafi jako cvideni.

Zisada idempotentnosti #ikd, %e aékoli bychom na pod-
kladé axiomi asociativnosti mohli (podobné jako v grupich)
definovat

ava=at,avuava=add, ...

(a duédlné pro opakované protindni namisto spojovani), k ni-
¢emu by to nebylo, protoze bychom méli

a=at=a%=...

Vratme se k zdkladnim svazovym axiomim (1') aZ (4");
nelze jiZz odklidat splaceni dluhu z pfedchoziho paragrafu,
v ném? byl pojem svazu zaveden na podkladé &dsteéného
uspofddéni. Je tfeba ukdzat, ze jde o jeden a t¥%Z pojem
svazu, t. j. pfedné: Plat{-li (v souboru 8) aziomy (1') aZ
(47), pak je tim jiZ jednoznaéné urden jisty vztah Edsteéného
uspofdddni c (ve smyslu zdsad I, 11+, III), resp. odpovida-
jici vztah polouspofddéni c (ve smyslu I', II', III) a to tak, Ze
vysledky spojovdni a protindni, zavedeného limto Edsteénym
uspordddnim podle podminek (10), (ILu), (I n), (II n), jsou
tytéZ, jako pFi spojovdni a protindni plvodné daném. A za
druhé, obrdcené: Jakmile je spojovdnt a protindnt zavedeno
pomoct Edsteéného uspofdddnt podle podminek I, II+, III,
(Iu), (ITv), (In), (II n), pak jsou jiZ splnény axiomy (1')
az (4") — a navic, pak édsteéné uspofiddni definované pomoci
prdvé zavedeného spojovdni (nebo protindni) je totoiné s tim,
z néhoZ jsme vydli.

Dikaz prvni poloviny tvrzeni:

Zavedme tento dvojdlenny vztah ,,c‘: Pro prvky a, b
svazu S (svazu ve smyslu axiomf (1')—(4")), budiZ a c b,
kdyz a jen kdyZ je
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aub=>b,a+b

Méme ukazat, Ze tento vztah ,,c* je hledanym &dsteénym
uspofdddnim. Pro ,,c* je zfejmé splnéna zdsada irreflexivity
1. Dokazme, Ze je pro ,,C* splnéna i zdsada asymetrie IL+.
Skuteénd, kdyby bylo sou¢asnéa ub=>b,a f+ b éiliach
abua=a,b+ atilibca, pak dle axiomu komutativity
(3"),a ub=>5b v a by bylo a = b, coZ jsme (pfedpokladem)
vylouéili.

Koneéné ukaZme splnéni zdsady transitivnosti (III) nasim
vztahem C. Nechf je tedy a cb a bcc &ili necht plati
avb=b buc=c¢c, a+b b+ c. Mime odvodit a cc.
Dosazenim z dané prvni rovnosti do druhé mame (@ U &) U
U ¢ = ¢ a uZitim axiomu asociativnosti (2') a druhé z danych
rovnosti méme ¢ U ¢ = c. P¥i tom nemuZe byt a = ¢, pro-
toZe jinak bychom z danych rovnosti méli @ = b proti pred-
pokladu. Tedy je skuteéné a c c.

Ze vysledky jak spojovéni tak protindni, zavedeného po-
moci pravé uréeného vztahu ddsteéného uspofdddni &ili jim
daného polouspofidani jsou totoiné s piivodné (pfimo) da-
nym spojovdnim a protindnim, to je jiZ nyni bezprostfednim
disledkem definice naSeho &istetného uspofdddni. (Radim
viak &tendfi, aby nediivéfoval tomuto ujisténi a sim se pfe-
svédeil.) — Tim je prvni polovina tvrzeni dokdzina.

Diukaz druhé poloviny tvrzeni:

Kdyz je svaz definovdn pomoci &dstedného uspofddéni
(zdsadami I, IT*, III, (Iv), (ITu), (I n), (II n), pak pFedné
jsou splnény axiomy (1'), (17), (3', (3"). Déle axiomy asocia-
tivnosti (2') a (2”) odvodime déle takto: Jsou-li @, b, ¢ prvky
svazu, definovaného pomoci &4stetného uspofddani, poloZme

(@ub)uec="h avu(duc)==k.

Dle zdsady (Iu) je (dle druhé rovnostl) ackabucck.
Posledni viak (dle té%e zdsady) m4 za ndsledek b c ka c C k.
Aviak ackabck dévéd a U b c k dle zdsady (IIu). Toto
spolu s c C k dava h c k opst dle zésady (I1U). Zcela stejnym
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zpisobem se odvodi k c k. Dohromady tedy k¥ = %, dle za-
sady ztotoZziovéni II’, coZ se mélo dokéizat.

Koneéné axiomy (4'), (4") absorpce odvodime takto:

Oznaéme d = a u (an b). Pak je dle (Iu) a cd. Dile
dle (In)jea nbca. Z poslednfho v3ak pomoci I' pfes
aca jiz dostdvime dle zdsady (IIu)d C a. Dohromady
tedy (dle zdsady ztotoZtovani II') a =d, co% je axiom
(4'). Axiom (4”) se odvodi dudlnim zplsobem, coZ pfenechd-
vam Stendfi.

Tim je dokonden diikaz celého tvrzeni o logické rovnocen-
nosti obou definic svazu, totiz df¥ive uvedené, ndzornéjsi defi-
nice pomoci pojmu &astedného uspofddani a pozdéji uvedené
definice pomoci axiomi pro vkony spojovéni a protindni.

A je&té jedna &asto uZitednd pozndmka:

Z podftini ¢&iselnymi nerovninami zndme toto pravidlo
0 ,,8editdni nerovnin‘: Kdyzjeea < bac< d. pak jeia +
+e<Lb+d

Zcela obdobné — a sice hned (ndsledkem principu duality)
dvoji pravidlo (pro ,,spojovani nerovnin‘‘ a pro ,,protindni
nerovnin‘“ mdme i ve svazech.

Ctenéf si sdim ov&H (viz cvid. 3), %e ze dvou ,,nerovnin“
a c b accd v libovolném svazu plyne jednak ,,nerovnina‘
auccbud a jednak nerovnina anccbnd.

Dopliime véc jestd pozndmkou, Ze stejné tasteéné uspoiadéni C
o ndmz byla pravé feé, moino ve svazu, daném pfimo pomoc{ spojo-
véni & protindni zavést podminkou: a C b tehdy a jen tehdy, kdyz
a N b =a, a =+ b. To jiZ neni tieba dokazovat, protoZe plyne z prin-
cipu duality, o ndm# byls fet svrchu. (Ctenéfi vial neuskodi, pro-
vede-li si ze cviényeh diuvodi podrobné celé odvozeni zvlast pro
tento duélni pifpad.)

Abychom méli na oéich alespon jeden pfiklad na uZitf
pravé dokdzanych souvislosti, pfipomefime siznova jiz zhruba
naznadeny geometricky svaz, dany vSemi body, pfim-
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kami a rovinami (v&etn& celého prostoru a jeho prdzdné
dasti). Zde ndm prdvé dokdzané tvrzeni ukazuje, jak geo-
metricky vztah ,,x lezi na y* je odvozenym vztahem, ktery je
(jako jediny moZny) urden za pomoci spojovidni pfedpisem
»Spojeni z s y je samo y*‘. — Stejné tak dobie moZno viak
fici pomoci protindni duédlné: ,,z lefi na y* znamend privé
tolik, co ,,x se s y protind v samém z*‘ (viz cvid. 3).

Probrali jsme zdkladni axiomy theorie svazl (1') aZ (4")
a jejich souvislost 8 pojmem &ésteéného uspofddédni. Uvedené
&tyii dvojice zdkladnich axiomb vSak jestd necharakteri-
suji dostateéné na pf. geometrické spojovini a protindni,
coz ktiticky &tendt musel shleddvat neuspokojivym. Ty
druby svazového spojovini (a protindni), které byly dosud
v piikladech uvedeny, jsme pomoci axiomi 1’ a% 4” charakte-
risovali jen velmi nedokonale. Kdyby axiomaticks ab-
straktni methoda theorie svazli nebyla s tona p¥. vystihnout
z podstaty spojovdni a protindni ¢dst{ (mnoZin) ¢&i z vkon
geometrického spojovdni a protindni vice nez to, cq jsme
vytkli shora, byl by pojem svazu pouhou abstraktni ilustraci
zndmych matematickych pojmid bez vétsiho samostatného
vyznamu. Na Stésti vSak jednotlivé zvlditni a Zastéji se
vyskytujici druhy svazii dovedeme dobfe vystihnout a od-
lisit. OvSem k pfesnéjdimu vystiZeni toho & onoho druhu
svazovych tikont je potieba dalsich axiomd. I v tom je tedy
rozdil oproti theorii grup: KdeZto abstraktni theorie grup je
8 to podat hluboké matematické poznatky na podkladé pou-
hych &yt (po pfipadé péti, pokud jde o Abelovy grupy)
axiomi, zdkladni axiomy theorie svazi (alespoii pfi soudas-
ném stavu matematiky) tvofi jesté piiliS§ vSeobecny a mailo
uzavieny systém, ktery  (za soudasného stavu theorie) sdm
nestadi jako podklad hlubsich dvah.

Pfedné dopliime jesté zdkladni a vieobecné axiomy theorie
svazi jistou dvojici vzdjemné dudlnich axiomb 5’ a 57, které
jsou naprostou obdobou 3. axiomu theorie grup (o jednotko-
vém prvku), tfeba%e nemaji té zdsadni dileZitosti.
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Pojem jednotky a nuly svazu:
’ 5/[

Existuje jediny prvek 3, t. Existuje jediny prvek =,
zv. jednotkovy prvek | t. zv. nulovy prvek sva-
svazu, & struénéji jednot- | zu, & strudnéji nula svazu
ka svazu tak, Ze je tak, Ze je

jna=a,jua=j nva=a nnNna=~n

pro kazdy prvek a ze svazu. | pro kady prvek a ze svazu.

Na pfiklad ve svazu (Booleové algebfe) vSech &dsti (ko-
neéného) souboru (viz na pf. obr. 14) je jednotkovym prvkem
cely (plny) soubor, nulovym prvkem prdzdny &istedny sou-
bor. Podobné ve svazu geometrického spojovani a protinani
je jednotkovym prvkem celym prostor a nulovym prvkem
jeho prazdnd &dst. Existuji oviem svazy, které postridajf
bud jednotky nebo nuly nebo obojiho. Na pf. ve svazu viech
celych kladnych éisel, jehoZz svazovym polouspofdddnim je
vztah délitelnosti, je nulovym prvkem &slo 1, kdeZto jednot-
kovy prvek neexistuje. Kdy% zavedeme vztah x je délitelem y
— piSme opét x C ¥ — mezi kladnd racionédlni &isla tak, Ze
klademe z C y tehdy a jen tehdy, kdyZ existuje celé kladné
dislo z tak, Ze z .z = y, pak takovyto vztah délitelnosti,je
opét svazovym polouspofdddnim. Dany svaz raciondlnich
éisel postrddd jak jednotky, tak i nuly. Takovy nedostatek
v8ak (na rozdil od theorie grup), neni ve svazech 24dnym ne-
§téstim. Chybéjici jednotku (nulu) svazu moZno prost& uméle
pfidat, aniZ bychom jinak byli nuceni ménit jiZz stdvajici
tikony spojovéni a protindni. Tak na pf. chceme-li, aby shora
zminény svaz viech celych kladnych &isel ve smyslu vztahu
délitelnosti se zménil ve svaz s jednotkovym prvkem, mi-
Zeme ptfidat t. zv. ,,kladné nekonedno* 4 co jako novy prvek,
stanovice (pro tiplnost), Ze ,,8islo*“ + o0 je délitelno kazdym
&islem celym; pak 2fejmé bude + o = j jednotkovym prv-
kem takto pozmén&ného (rozsifeného) svazu celych &isel
(kde spojeni = nejmensi spol. ndsobek, prinik = nejvétsi
spol. délitel tak, jako dfive).
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Je obecn& ziejmo, %e jednotka svazu je vidy nejvysSim
(,mejvétsim“‘), nula svazu nejniziim (,,nejmensim‘‘) prvkem
ve smyslu svazového &dstedného uspofdddni — pokud obs
existuji. Zfejmé kaZdy koneény svaz mé nulu i jednotku, ja-
kozto prinik, resp. spojen{ viech svych (t. j. koneén& mnoha)
prvki. (Je tfeba si uvédomit, Ze se tu opirdme o oba axiomy
asociativnosti 2’, 2” pro svazové spojovani a protindni, které
ndm teprve umoznuji jednoznadné zavddét spojeni a prinik:
libovolného kone&ného poétu prvki svazu ,,najednou’.)

Isomorfnd a homomorfni zobrazent v theoris svazi.

Vieobecné pojmy z theorie svazil je tfeba ddle doplnit pte-
nesenim pojmu isomorfni, (homomorfni) zobrazent a ,,abstrakt-
ni* svaz; lépe: typ isomorfismu svazu — z theorie grup,
kde jsou ndm zndmy — na theorii svazi.

Stejné, jako v theorii grup i v theorii svazli isomorfnim
zobrazenim svazu 8 na svaz S* rozumime takové vzijemné
jednoznaténé pfifazeni ¢ prvkil z § prvkim z S*, Ze plati

plz v y) = p(z) U P(y),

plz 0 y) = (@) N P(y).
(Zobrazeni @ pfendsi spojeni i priinik z S na S*; zhruba Fede-
no, ve svazech § a S* se spojuje a protind ,,v podstaté‘ stej-
né.) Jako v grupdch pak Fikdme, Ze svazy S a S* jsou (na-
vzéjem) isomorfni.

Prosty priklad isomorfniho zobrazeni svazu na svaz je
toto: (Bohat#{ ptililady viz na konci odst. 2,8.)

8 budiz svaz v3ech &dsti daného, konedného podtu » pied-
métd, pro jednoduchost na pf. pfirozenych é&isel, 1, 2,3, ..., ».
(Viz str. 1256—17.)

8* budiz svaz viech déliteld ¢&isla 2.3.5...p, =N
(prvnich n po sobé (dle velikosti) nésledujicick. prvoéisel) —
ve smyslu svazového polouspofddani dle vztahu délitelnosti.

@ necht pfifazuje dané skupiné k raznych é&isel, t.j. prvku
(® = (3,, %y, .. ., ;) ze sVazu S soudin t&ch prvodisel, jejichz mis-
ta v posloupnosti prvoéisel (dle velikosti) jsou pravé celd klad-
nd &sla i, 2, ..., t;. Toto &slo tedy oznaéime jako z* = @(z).
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Ctendf si sdm snadno uvédomi, %e zobrazenf ¢ je isomorfnim
zobrazenim svazu S na svaz S*. (Nejmensi spoleény ndsobek
z* U y* dvou déliteld z* a y* &isla 2.3 .5 ... p, tvofime pa-
trng totiZ tak, Ze shrneme prost& prvodiselné Einitele obou
tisel z* a y* v jeden soudin; podobné nejvétsi spoledny délitel
z* N y* dvou délitelii éisla 2.3 . 5 ... p, se utvori jako sou-
¢&in téch prvodisel, jez jsou &initeli zdroven v a* i v y*.) Dal3i
piiklady na isomorfni zobrazeni svazu na svaz najde &tendf
ve cvitenich (viz téZ obr. 14). Je-li ¢ isomorfni zobrazeni
svazu S na svaz S*, pak je z c y v § (ve smyslu svazového
polouspoféddéni) tehdy a jen tehdy, kdyZ je ¢(x) c ¢(y) v 8*,
protoZe je x U y == y v § tehdy a jen tehdy, kdyz je ¢(z) U
U @(y) = p(y) v 8*. Ztoho vyplyva, Ze jednotce a nule j a n
svazu S odpovidaji jednotka a nula j* a n* svazu S*, t. j.
o(j) = j*, p(n) = n* pii kaidém isomorfnim zobrazeni ¢
svazu S na svaz S*. Tak v pfedchozim piikladé n =9
(prdzdnd &ist), p(0) = 1,975 = (1,2, ...n) ¢ (j)=N

Jestlize od zobrazeni svazu 8 na svaz S* pozadujeme vie,
co prve, jenom nikoli nutné to, aby pfitazeni bylo vzdjemné
jednoznaéné, t. j. jestlize pfipustime, Ze néktery prvek z S*
miZe byt obrazem vice ne% jednoho prvku z S, pak fikdme,
Ze zobrazeni S na S* je homomorfni. Homomorfni zobra-
zeni svazu na svaz je tedy, stejné jako pii grupdch, jakési
promitnuti svazu na svaz, které rovnéZ pfendsi spojovani a
protindni (z § na S*), ale jen v jednom sméru, tedy nikoli
vérné.

Abychom méli jednoduchy a dosti zndmy piiklad, vezmé-
me s8i za svaz S dle velikosti uspofddany soubor v3ech racio-
ndlnfch é&isel, sefazenych podle velikosti na svislé éiselné ose
(zdpornd &ist budiZ dole, kladnd nahote), za svaz 8* (v Sech
obrazil) si vezméme nejjednodussi uspotddany soubor (obsa-
hujici vice neZ jediny pfedmét), totiZ soubor &isel 1 a 0. Budiz
r néjaké pevné zvolené redlné &islo (t. j. desetinny zlomek,
jehoZ jednotlivé &islice na libovolném misté desetinného

 Ctenéfe nesmi mést, Ze »oulou* svazu §* je tu &fslo 1.
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rozvoje lze vidy uréit, aniz se viak nutné jakékoli cifry musf
periodicky opakovat). Jako homomorfni zobrazeni svazu S
na svaz §* pak mdme toto pfifazeni p,: *

Viem raciondlnim &islim, vét8im nebo rovnym redlnému
tislu r, pfifadime &islo 1, t. j. p(z) = 1 pro z = r. A viem
raciondlnim é&isliim ostatnim pfifadime &islo 0, t. j. g, (x) = 0
pro z < r. Pak ¢, je homomorfn{ zobrazeni svazu S na svaz
S*, které lze zndzornit skuteénym
geometrickym promitdnim (viz
obr. 15). Ptencchivdm J&tendfi
jako lehké a uZiteéné cvideni pod-
robny dikaz, Ze shora vyt&ené
podminky pro to, aby dané zob-
razeni bylo homomorfni, jsou sku-
teéné splnény.

(Dé se dokonce ukézat, Ze kazdé ho-
momorfn{ zobrazeni prévé uvedeného
svazu S na svaz S* je vytvofeno po-
dobnym zplusobem jistym redlnym
éislem. Realn4d é&fsla bychom mohli
pfimo definovat jako homomorfni
zobrazeni usporddaného svazu S ra-
ciondlnich &fsel na uspofddany svaz
S* = (0, 1). To je v podstatd zniméa
t. zv. Dedekindova definice redl-
ného &isla fezem.)

« Dodejme je§td k pojmu homo-
morfniho zobrazeni svazunasvaz,
snim? se &tenaf setkd jesté vdal-
8ich vykladech a ve cvideni toto:

Kdezto u grup nds pojem homomorfniho zobrazeni vedl
k délezitému pojmu normdlni podgrupy, pfi éemZ se ukdzalo,
%e zndt viechny normilni podgrupy dané grupy je rovnocenné
se znalost{ viech homomorfnich obrazii dané grupy (aZ na iso-
morfismus ov8em, viz 1. véta o isomorfismu theorie grup,
str. 72), neni Zel nic podobného u svazi v obecném piipadé.
Definujeme sice pojem podsvazu daného svazu (stejnd jako
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pojem podgrupy) jakozto (neprézdny) soubor prvki z daného
svazu vybranych, do né€hoz se dvéma prvky nalezi i jejich spo-
jeni a prinik. (V pfipadé, Ze dany svaz mé jednotku, resp.
nulu, Zdddme zpravidla, aby je i podsvaz obsahoval.) Ale
obdoba normélni podgrupy tu chybi, s vyjimkou nékterych
zvlddtnich druhd svazid (na pf. zminénych Booleovych alge-
ber).

A je§té& dvé srovnini abstraktni theorie grup s abstraktni
theorii svazi.

Stejné jako v abstraktni theorii grup jsou nasim vlastnim
pfedmétem v abstraktni theorii svazi nikoli pfimo jednotlivé
svazy, nybrz hned celé typy (t¥idy) svazd vzdjemné isomorf-
nich. To znamend, Ze — podobné jako v abstraktni theorii
grup — nezilezi anina konkretni povaze (definicich) jednot-
livych prvki svazu, ani na tom, jakym zptiisobem se uskuteé-
nuje (vyhleddvd) spojeni a prinik danych dvou prvkii svazu.
Zélezi jen na poétu od sebe odliSenych prvki a na pouhych
vysledecich svazovych ukoni, to jest na tom, co se pomoci iso-
morfniho zobrazeni pfenasi z jednoho svazu na druhy. Dva
isomorfni svazy povaZujeme ve smyslu abstraktni” theorie
svazi za naprosto rovnocenné — se viemi vyhodami logické
presnosti a obecnosti takovéhoto pojimani, jak to bylo zda-
raznéno na pfislusném misté pii grupdch.

Stejné jako v abstraktni theorii grup hledime vsak i v theo-
rii svazll vyvaZovat a dopliiovat methody abstrakce (axio-
matisace) obrdcenym postupem konkretisace. To jest, hle-
déme isomorfni representace vSech moZnych abstraktnich
svazli axiomaticky charakterisovaného druhu vhodnym kon-
kretnim svazem, hleddme uskutednéni logicky moZnych sva-
zovych dkond uréitym zplisobem jejich skuteéného prové-
déni. Aviak ani v pfipadé konednych svazi, ndsledkem jejich
prtili§ veliké rozmanitosti, nemdme dostatetnd universalni
a pii tom dostateéné konkretni druh svazového spojovani a
protindni, ktery by hril obdobnou dtlohu, jako ndsobeni
matic pfi vystihovdni grupového nédsobeni. Prostfedky a
zpiisob representace svazl jsou dosti sloZité a vzijemné se

140



znaéné lisi podle dodatednych axiomi, charakterisujicich
jednotlivé druhy svazd. Sezndmime se pozdéji s nejjedno-
dusdimi z nich, to jest s t. zv. mnoZinovou representaci ko-
neéné Booleovy algebry.

Spole&né je viem representacim v theorii svazua toto: Prvky repre-
sentujicich svazl jsou zpravidla jisté soubory &ili mnoZiny matema-
tickych pfedméta, pfi ¢emz, je-li # C y ve smyslu representovaného
svazu, je mnoZina, representujici prvek svazu z obsefena v mnozinsé,
representujici prvek svazu .28 (Av3ak za matematické prostiedky,
kterych je tfeba uzit k definici representujicich svazovych wkon spojo-
vani a protinéni se obecné nikterak nehodi jednoduchsé t. zv. sjednoco-
véni a pronikdni mnoZin (viz 2,4). Jsou to prostfedky nékdy ponékud
sloZité. (Patfi bud do abstraktni algebry nebo do t. zv. mnoZinové
topologie a vymykaji se z rémce této knizky.)

S hlediska abstraktni theorie svazli bychom mohli vysled-
ky svazového spojovani a protindni (alespoii pfedeviim u ko-
neénych svazii o nepfilid velikém mnozstvi prvki) zandset do
tabulky, podobné jako jsme to ¢&inili u grup. (Viz str. 8.)
(Tabulky by byly oviem dvé, zvld3f pro spojovaini a zvldst
pro protindni.)

UZivame v8ak radéji pfehlednéjsiho grafického zndzorfio-
vani, o némz jsme jiZ hovorili.

Na obr. 16, 17, 18, 19 jsou zné- , QJ
zornény vSechny abstraktni J
svazy 0 2,3,4 a5 prveich. (T.j.

-,
’
(-]
-]
O
>

n n 1 I
Obr, 16. Obr. 17. Obr, 18,

3 Polouspoiidéni representovaného svazu piechdzi tedy v mnosi-
novou inklusi, cot ald nijak neznamen4, e by spojovéni & protinéni
svazu pteilo v pouhé mnoZinové spojovéni a protinéni.
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kazda tfida vzdjemné isomorfnich svazi je vlastné represen-
tovdna jednim konkretnim (ve smyslu grafické geometrické
representace svazem).

Poéet vzdjemné neisomorfnich svazii o daném podtu prvki
silné stoupé. (Je jiZ 15 svazl o 6 prveich: radim &tenafi, aby
si nakreslil graf aspofi nékterého z nich. (Cvié. 5.))

Tim jsme skonéili ¢ast, jednajici o obecném pojmu svazu.
Déle si blize vSimnéme jen jednoho dtleZitého zvlditniho
druhu svazi: t. zv. Booleovych algeber.

o7 1P

1 n I v v
Ob . 19,
Cvifent k 2,3.

1. DokaZte zdsadu idempotentnosti pro pranik.

2. Odvodte axiom 4” (druhy axiom absorbce) ve svazu, daném
séstednym uspofddénim, t. j. danén. poZadavky I, II+, III, (I U),
(IN)(IL V), (II N).

3. Ukaite, %e ve svazu ve smyslu vxXioma 1’ aZ 4”7 lze &istené’
uspofédéni zavést definici:

aCh kdyzanbdb=a, aFb

(Ukaite, Ze toto &dsteéné uspofidani je totoiné se svazovym ddsted-
nym uspoféddnim, danym stanovenim v textu.)

4. PoloZme pro dvé ractondint &isla x, y kladnd = C y tehdy a jen
tehdy, kdyZ existuje celé kladné &islo z tak, %e je z . z = y. Dokaite, Ze
tento vztah ,,C* je svazovym polouspofddénim (%e tedy raciondlni
kladn4 &isla tvoti (nekonedny) svaz v polouspofédéni podle délitelnosti).

Znézornéte toto svazové dsteéné uspofddani graficky pro podsvaz
racionélnich &isel tvaru 2%3! (k,1 =0, +1, +2 +3,...).

5.* Udejte viech 15 typa svazi o 6 prveich (ve formé grafu).
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2,4. AXIOMY DISTRIBUTIVITY A DOPLNKU. POJEM
BOOLEOVY ALGEBRY. MNOZINOVE SPOJOVANTI A
PROTINANIT.

Vratme se k ptikladu svazu vSech vybranych skupin (&ili
¢4sti ze souboru (¢ili jak se matematice Fikd, mnofiny) tif riz-
nych pfedméth a, b, ¢ — (v&etnd skupiny prizdné § = n a
skupiny plné (a, b, ¢) = j). (Svazové tkony jsou ndm jiZ
zndmé a jsou graficky vyznadeny na obr. 14,)

Tento svaz m4 23 = 8 prvki. Kdybychom se obecnéji za-
byvali svazem vSech skupin, které lze vytvofit z n danych
predméti a,, a,, ..., a,, pak bychom uréili snadno, Ze podet
prvka tohoto svazu (t. j. polet fedenych skupin) je 27. (Z n
piedméth miZeme totiz vybrat, jak se &tendi pamatuje ze

Skoly, (Z) skupin o k ptedmétech, kde

ny _nrn—1mn—2)...(n—k+ 1)
(k)_ 1.2...k

je zndmy binomicky koeficient. Pak dle binomické poudky je
n n n n
== (o) + i)+ () -+ ()

V takovémto svazu, ¢&ili, jak Fikdme a budeme Fikat a psdt:
v Booleové algebfe B, viech &dstt koneéného souboru (mnoZiny)
o n (= 3) pfedmétech je spojent dvou prvks (t. j. Easti), ddno
édstt, kterd obsahuje prdvé a jen predméty, jeZ patft aspoit
do jedné ze spojovych &dsti. Prisek dvou prvka (t. j. Séstf)
je pak &dst, obsahujict prdvé a jen ty pFedméty, jeZ patfi sou-
dasné do obou protinanyjch &dsti.

Pijde ndm nejprve o to nalézt, jakymi specifickymi vlast-
nostmi je toto t.zv. mnroZinové spoje &ili sjednocent a mnoZinovy
prinik &ili prinik obdafeno, jaké jsou proné splnény
dal3i axiomy. '

Ctendt si jisté dobfe vzpomene na ,samoziejmy* zédkon,
jimZ se fidime pfi kombinovaném seditdni a ndsobeni éisel (at
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jiZ jde o konkretné numericky dana &isla nebo o &isla, ozna-
&end pismenky), totiZ na t. zv. zdsadu distributivity seéitdni
viédi ndsobeni, prostéji fedeno, na zdsadu vytykani pred zd-
vorku ze soudtu. Tato zdsada je ddna identitou

z.{y+z)=z.y+x.2
(platnou pro kazdé z, y, z). (Ndsobek soudtu je roven soudtu
ndsobki jednotlivych sé&itancd.)

Mysleme si na okamZik, Ze pismenka z,y,z znamenaji
néjaké prvky Booleovy algebry B, (uvazme pro uréitost
n=23, z=(a,b), y=(b,¢), z= (a,c)) — to jest néjaké
&ésti (skupiny) vybrané z danych » pfedméti. Déle si na-
hradme znak ,,.” pro ndsobeni znakem ,,n‘‘ pro prinik a
znak ,, 4 pro sedftdni znakem ,,u ‘‘ pro spojovéni.

Pak plati v B, identickd rovnost, kterd se formalns nijak
nelidi od zdkona distributivity. (V naSem pf. mdme

(as b) n [(b, G) U (a)] =
- = [(a, ) 0 (b,¢)] U [(a, b) 0 (a)]
to jest
(a,0) 0 (a, b, ¢) = (a,b) = (b) U (a).)

Obecnéji nalézdme splnéni ndsledujicich dvou vzdjemné
duélnich axiomddistributivity v takovychto Booleovych
algebrich B,:

Jsou-li z, y, z libovolné prvky, pak plati

6’ 6"
zN(yuz) = TU(ynz =
= ny)u(znz). i =T vy n(zvz).

Svaz, v némz plati oba axiomy 6’ a 6" se nazyvd distribu-
tivnim svazem.

Typické piiklady distributivnich svazi jsou priv® ty svazy, jejichZ
prvky jsou jisté (nikoli obecnsd viechny) édsti (podmnoiny) daného
souboru (mnoziny) & kde je spojovani a protindnf déno mnoéinovym
z2pisobem tak jako ve svazu B,). (Prvky uvaZovanych svazd mohou
byt obeend oviem &4sti konedné nebo nekone&ns.)
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Takovym svazum, jejichz prvky jsou (néjaké) édsti dané mnoZiny
(souboru pfedméti) a v nichZ viechna spojen i viechny pruseky jsou
sjednoceni & pruniky, mnofin se k4 mnoZinové okruhy.
Uvedme alesponi dva pfiklady na mnoZinové okruhy,

4, piiklad: Prvky svazu necht jsou viechny konedné &ésti (sou-
bory piedmétu) vybrané z daného nekonetného souboru, na p#. vie-
chny koneéné souboty (84sti mnoZiny) pfirozenych &isel. Dostévime
tak mnoZinovy okruh vBech konelnych &hsti nekonelné mnofiny.
sjednocen{ dvou koneinych &ésti je oviem konelnéd &4st — & tim
spiie to platf pro prunik; tento svez (mnoZinovy okruh) nemé jednotku
svazu.)

5. ptiklad: Za prvky naSeho svazu, t. j. mnozinového okruhu, vez-
méme ty &4sti roviny (t. j. ¢4sti mnoZiny viech boda roviny), které
jsou uvnitf jednoho nebo ndkolika) vodorovnych pésa (viz obr. 20)
(rovnobdinych s osou z). (KaZd4 takovd koneénd sku pina pési
predstavuje jistou &ést roviny leZfef uvniti uvaZovanych pésii, Tedy
body leZici na piimkéich pésy omezu jicich do nadich &ésti roviny
nepatti.) Pak sjednoceni dvou takovychto pésovych &ésti roviny je
opét takovou pasovou ¢4stf roviny, kde pasy — rozumi se, e v kKoneg-
ném podtu — vzniknou tak, e dva do sebe zapadajici pésy splynou
v jeden B3ird{ pés a pasy od ostatnich oddslené se prosté pridajf.
Prinik dvou takovychto ¢ésti roviny je opdt takovouto &4sti roviny,
ktery se bude patrn® sklddat ze viech uZdich pési, tvoffeich spo-
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leénou &4st vidy nékterych dvou pési z jedné a druhé z nadich
&asti roviny (t. j. jedné a z druhé skupiny pésa).

Dokazme si obecné, Ze mnofinové okruhy jsou distributiv-
nimi svazy. Budtez tedy obecné ddny libovolné t¥i prvky
mnoZinového okruhu X, Y, Z (t.j. &4sti jakési vychozi mno-
Ziny). Pak tvrdime, Ze &dsti X n(Y U Z) a (XnY) u (X
n Z) z nich utvofené jsou sirovny (t. j. v3e, co patii do jedns,
patéi i do druhé mnoZiny — a obricend). RovnéZ tak
jsou sirovny ddsti X u (Y nZ)a (X uY)n (X ulZ.

DokaZime jen prvni z obou rovnosti (druh4 se dokiZe dudl-
né). Nejprve tedy nechf pfedmét x je obsaZen v d&dsti
X0 (¥ uZ).T.j,zjev Xazéroven aspoir v jedné z obou
mno?in Y, Z. Pak zfejmé z je obsaZeno bud soudasné v X
ivY, neboj je soudasné obsazeno vXivZ (nebo v obojim).
Tedy je zfejmé

Xn(YuZ)_c_(XnY)u(XnZ)*) (a)

Naopak viak plati (v kazdém svazu vzdy) nerovniny
XnYcXaXnZc X, takie jejich spojenim (viz pozn. na
str. 134) ana zdklad$ zdsady idempotentnosti (str. 131) mame
XoY)uXnZ)cXuX=2X. (+)

Déle jeoviem i X n Y cY a X n Z c Z, tak’e spojenim
téchto nerovnin mame

XnY)uXaZ)cYvZ  (+4)
Protétim nerovnin (+) a (4 -4-) méme pak nerovninu
(XnY)u(XnZ)cXn(YuZ). (b)

Obé (neostré) nerovniny (a) a (b) konedné za pomoci
zdsady ztotoZnovani zaruduji distributivni zékon (axiom) 6':

X‘n(YuZ)=(XnY)u(XnZ)

pro mnoZinové okruhy, e. b. d. (Ovéfeni dudlniho zdkona
(axiom 6”) pfenechdvdm &tendfi.) Poznamenejme, Ze v pfed-

*) Ctenaf sém enadno nahlédne, Ze mnofinové inkluse (viz. pozn.
35) je.svazovym polouspoidddnim v kaZdém mnoZinovém okruhu.
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chozim diikazu jsme Gimyslng odvodili nerovninu (b) nezévisle
na piedpokladu, Ze jde o mnoZinové spojovéni a protindni, jen
zezdkladnich axiomi. Plat{ tedy tato nerovnina nejen v mno-
Zinovych okruzich, nybrz v kazdém svazu vibec.) Kdyby-
chom se omezili na moZinové okruhy, dokazali bychom
(v tomto pfipadd téméf zfejmou) nerovninu (b) kratleji,
coZ doporuduji &tendfi jako snadné cvidenf.

Zajimavéd a diileZitd je tu obrdcend souvislost: KdyZ
jsou v libovelném svazu splnény oba distributivnt zdkony 6’ a
6", potom lze takovy svaz, jak se Fikd, representovat mnofinové.
To znamend, Ze lze vidy udat mnoZinovy okruh, kiery je s da-
nym distributivnim svazem isomorfnt. Tuto vétu?® o mnoZino-
vé representaci distributivnich svazi zde nebudeme doka-
zovat. Jeji diikaz neni sice obtiZny, ale vyZaduje nékterych
pojmi z theorie mnozin, jeZ se vymykaji z rdmce této ]miiky.

Jsou tedy (mnoZinové okruhy pomoci axiomid 1’ aZ 47,
6’ a 6” plné abstraking charakterisoviny.

Distributivnimi zdkony 6’, 6” v8ak nejsou je§té vyZerpiny
vlastnosti t&ch svazi, jako je na pt. svaz B,, které obsahuji
ve§kery ¢dsti (podmnoZiny) dané mnoZiny. V takovych
svazech mime jesté dalsi typicky axiom, t. zv. axiom
komplementu (dopliku).

7. Ke ka#dému prokuw x (na pf. ve svazu B,) existuje
(alespori jeden) prvek ', t. zv. doplnék proku z, tak, Ze plati:
zuzr' =j,znz’'=n

(kde § je jednotkovy, » je nulovy prvek daného svazu).

(Timto z’ k dané ¢4sti (mnoZiné) z je zfejmé souhrn (mno-
%ina) vSech téch uvaZovanych pfedméti, které nejsou obsa-
zeny v z. Tak na pf. ve svazu B, viech &isti mnoZiny o 3
predmétech a, b, ¢

pro ' = (a, b) je =’ = (¢),
pro z = (b) je ' = (a, ¢) a pod. (Jednotka svazu By je j =
= (a, b, ¢), nula svazu B,, n = @ (prdzdnd &st)).

» Ctendf si pFipomene obdobnou v&tu z theorie grup (str. 50).
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Svazu, ktery spliuje — kromé zdkladnich axiomt 1’ az 5”
— jedté axiom 7 (axiom dopliku) f{kdme komplementdrni
8vaz,

K samotnému axiomu 7 je tfeba poznamenat toto:

Pfedné, splnéni tohoto axiomu 24dd jiZ implicitnd p¥i-
tomnost jak jednotkového, tak i nulového prvku ve svazu
(axiom 5‘, 5”). Tak na pf. svaz viech kone&nych soubori
(mnoZin) pfirozenych éisel, t. j. mnoZinovy okruh z pF. 4, je
sice distributivni, ale nikoli komplementarni, protoZe, a¢ mé
nulovy,nem4 jednotkovy prvek. (Timto jednotkovym prvkem
by musela byt mnoZina viech pfirozenych isel, ale ta je ne-
koneénd). Naproti tomu dileZité svazy geometrického spojo-
vani a protindni jsou komplementéarni, ale nikoli distributivni
(spliujice misto axiomu distributivity jisty slabsi axiom, t.
zv. axiom modularity, viz 1,9).

Za druhé, axiom 7 nefddd jednoznaénost doplinku: Nikde
nent fedeno, e by doplnék musel byt k danému prvku kom-
plementérniho svazu jer jeden, a skuteéné také na pt. ve sva-
zech geometrického spojovani a protindni neni dokonce nikdy
jen jeden — aZ na dvé vyjimky: Dopliikem nulového prvku
miZe byt vidy jen jednotkovy prvek a doplikem jednotko-
vého prvku mize byt jen nulovy prvek. (Toto pravidlo ojed-
noznaénosti dopliiku jednotky a nuly plati obecné v kazdém
komplementdrnim svazu. Ctenaf si je dokd%e jako snadné
cvideni 2.) DokdZeme si v8ak co nevidét, Ze v pFipadé, Ze jde
o distributivni svez, pak je jiz (dle axiomid 6’ a 6)
jednoznadnost dopliiku ke kazdému prvku zaru-
éena.

Za tietf, axiomem 7 se zd4 poruSena duilné soumérni
stavba axiomatiky theorie svazi, nebot kde je axiom dudlni
k axiomu 7! AvSak princip duality plati nadédle, nebot
axiom 7 je dudlnisdm k sobé&, jak se pouhym pohledem
ttendf pfesvéddi. (K jednotce je dudlni nula, k nule jednotka
svazu.)

Vyétem axiomi 1’ aZ 7 jsme dosdhli uzavieného a dilezi-
tého systému axiomd. (Tato uzavienost mé dokonce doslov-
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ny vyznam; d4 se totiz dokdzat, Ze pFipojenf dal§iho axiomu,
ktery by mé] tvar identity a nebyl disledkem axiomi prdvé
napsanych, by jiz vedlo k logickému rozporu.) Svaz, ktery
spliiuje v3echny dosud vyteené axiomy 1’ aZ 7 (tedy celkem
13 axiom) se nazyva distributivnim a komplementar-
nim svazem, ¢&ili kritce zndmym ndm jiz ndzvem Booleova
algebra. Pfiklady Booleovych algeber jiZ zndme: Jsou to
mnozinové okruhy vfech &4sti néjaké dané mnoZiny (kone&né
nebo i nekonedné); existuji viak ¢etné jiné piiklady.

Theorie Booleovych algeber mé aplikace v téchto matema-
tickych disciplindch: Theorie pravdépodobnosti a statistika,
theorie miry a integrilu, obecni topologie, matematickd lo-
gika, theorie mnoZin. Praktické aplikace maji Booleovy al-
gebry v matematické statistice, v elektrickych sitich a v po-
¢itacich strojich.

Z theorie Booleovych algeber miZeme zde podat oviem jen
malou édst. NaSim hlavnim cilem je véta o mnoZinové
representaci Booleovych algeber (ovBem jen v ko-
neéném pipadé) — a jeji uZiti. UkdZeme si totiz, Ze af se
dojde ke koneéné Booleové algebie jakkoli, vidy lze k ni
najit isomorfni algebru vSech &dsti jisté koneéné mnoZiny;
jsou tedy dosud ndm zndmé piiklady koneénych Booleovych
algeber typickymi pfiklady. Podstatné sloZit&jsi jsou poméry
v nekoneénych Booleovych algebrich — a zv145té slozité jsou
v Booleovych algebrach, jakych je potfeba v theorii pravdé-
podobnosti, kde se totiZ d4 spojovat (a protinat) nejen ko-
nedné, ale i nekoneéné mnoho prvkd. Témito aplikacemi
theorie Booleovych algeber se vBak nemiiZeme zde zabyvat.
Omezime naSe 1sili na to, abychom si objasnili podstatu
aplikace konednych Booleovych algeber v elektrotechnice a
v matematické logice.

Cuvilent k 2,4.

1. Dokatte (postupem dudlnim k postupu v textu) platnost dusl-
niho distributivnfho axiomu v mnoZinovych okruzich.

2. Dokazte, #o k jednotkovému prvku v libovolném svaru mize
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byt dopliikem jen nulovy prvek a k nulovému prvku jen jednotkovy
prvek — je-li splnén axiom 7 dopliiku.

3. Dokatte, Zerovnost a N (b U ¢c) = (@ N b) U (@ N ¢) jev kaz-
dem svazu vidy splndna, je-li ndktery z prvka (a, b, ¢) nulou svazu,
Toté% pro jednotku svazu na misté nuly. Totéz pro rovnost dudlni
aUbnNne)=(@ubd)nilauUec).

4.*DokaZte, Ze svaz geometrického spojovin{ a protindni bodu, pii-
mek a rovin (k nim% pfiddna prézdné &ast prostoru = nulovy prvek
svazu) a cely prostor = jednotkovy prvek svazu) neni distributivni.

(Névod: Zvolte a, b, c vhodnd jako bod, pifmku, rovinu.)

5.*Najdste, které ze svazii na obr. 186, 17, 18, 19 jsou distributivni.
Které z nich spliiujf axiom dopliiku? Které oboji?

6.*Dokazte, %e svaz je distributivni, kdyZ a jen kdyZ nédobsahuje
podsvaz tvaru IV ani podsvaz tvaru V z obr. 19.

(Ukaite, e existence takovych podsvazi by poruiovala distri-
butivni zdkon — a obrécens, %e tfi prvky a, b, ¢ porusujici distribu-
tivni zdkon, by vytvotily podsvaz typu IV nebo V z obr. 19.)

7.* Dokaizte, Ze svaz viech kladnych celistvych délitelu libovolného
celého &fsla N > 1 (ve smyslu délitelnosti jakoto ¢éstetného uspo-
F4déni) je kone¥ny distributivni. Kolik prvka mé tento svaz? Co je
nulou a co jednotkou svazu?

8. DokaZte, %e svaz viech racionélnich délitela celého &isla N,
které jsou celistvymi ndsobky &isla 1% (ve smyslu cvideni 4 k 2,3) je
distributivni konedny svaz o jednotce svazu rovné &islu N a nule svazu

{ —.
rovné &islu i

2,6. THEORIE (KONECNYCH) BOOLEOVYCH ALGE-
BER. :

Odvodme si nejprve nékolik jednoduchych a potfebnych
disledki z axiomii pro distributivni a komplementarni svazy
(Booleovy algebry).

1. V distributivnim svazu mide existovat (ve smyslu axio-
mu 7) nejvyde jeden doplnék k danému prvku. — Nebot vskut-
ku, necht k prvku z daného distributivniho svazu — rozumi
se svazu 8 nulou » a s jednotkou j; — méame dva dopliky,
z’ a z+. Pak je tedy (dle axiomu 7)
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zuzr =f,zn0x' =n xuvet=4 0zt =n,

Protnéme prvni z napsanych rovnosti na obou stranach prv-
kem 2+. Pomoci axiomi 6’ a 5’ dostavime

zt=(@ua)nzt=(@nzt)u (' nzt)=
=nuU(nzt)=2 nat
tedy
zt =z naxt.

Zsménou z’ za z+ dostdvidme pravé tak 2’ 0 z+ = 2, kdy?
jsme uZili jedté cestou axiomu komutativity 3”. Tedy musi
byt ' = z+; doplnék je jen jeden.

2. V kakdé Booleové algebfe plati ufiteénd poletnt t. zv.
pravidla De Morganova:

(zuy) =20y
(slovy: Doplnék spojeni je prinikem dopliiki).
Eny)=z0vy
— oboji pro libovolné dva prvky «, ¥ (slovy: Doplnék priniku
je spojenim doplnku)

Doka?me ttebas jen druhé z obou pravidel. Prvni se doké%e
dudlnim zpiisobem, coZ si opét &tendf provede laskavé sdm
jako cvideni.

Mdme dokézat, %e prvek z’ u y’ spliiuje poZadavky na do-
PInék k prvku z n y. Za pomoci axiomu 2‘, 5’ a 6’ méme
vskutku

@0y 0@ vy)=[ny) o]
=[zuz)n (@ Uyluy =@ VYUY
=2uj=j

Uy
= (yUy)—

to jest (pon&vadZ ostrd nerovnina je zfejmé vyloutena)

ny)u @ vy)=7j.
Stejné je i
@oyyn@uvy)=znlyn (@ uvy)l=
=zn[(@ny)ulyny)l=2z0@ ny)=
=(znad')ny =noy =n
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3. Pravidlo o prevrdcent polouspofddint dopliovdnim: Kdyz
jexcy, pak je y' c ='.

zcyzmaditotizzuy =y, tedyiy = (z v y)’ (dle jedno-
znadénosti dopliiku). Dle prvniho De Morganova pravidla je
viaky' = a3’ n g, coz znadi y' c =",

4. Pravidlo o dvojim doplitku:

Pro kazdy prvek z plati

(') = =z.
Nebot ve smyslu axiomu 7 prvek z spliiuje pozadavky toho,
aby byl doplikem k prvku 2’ — jestliZe oviem je&t& ptihléd-
neme k axiomiim komutativity 3’, 3”.

5. Pravidlo o pfevddéni polouspofiddni na anulovanou rov-
nost: Je x c y tehdy a jen tehdy, kdyz z n y' = n.

Jednak totiZ protnutim nerovniny z C ¥ na obou strandch
prvkem ¥ midme zny' cy ny = n, jednak spojenim
obou stran rovnostiz Ny’ = n s prvkem y médme (uZitim
axiomu distributivity)

(zvyn(yuy)=zvy=y,
coZ znadi
zCy.

A nyni velmi potfebnd obecnd definice:

Rikdme, %Ze prvek p svazu, (po ptipadé Booleovy
algebry) B je atomem (téZ nékdy sousedem nuly), kdyz
jedinym prvkem z z B spliiujicim nerovnost z c p je nula
n = z svazu (algebry) B.

Véta (o mnoZinové representaci koneéné Booleovy al-
gebry):

Ka#dd koneénd Booleova algebra B je isomorfni s Booleovou
algebrou (t. j. s mnoZinovym okruhem) B, viech skupin utvo-
fenyjch z vhodného koneéného podtu N predméti.

Disledek véty: Kadd Booleova komednd algebra md 2¥
prokd (pFi vhodném N pFirozeném). Viechny Booleovy algebry
o stejném koneéném podtu prokd jsou navzdjem tsomorfri.
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Dikaz véty:

Nejprve dokaZme, Ze kaidy od nuly riizny prvek a dané
kone&né Booleovy algebry B obsahuje alespon jeden atom p,
t. j. je

. pca.

Najdeme za tim tielem — je-li to moZno — k prvkua # =»
prvek a, = n tak, Ze je @, C a. Neni-li to moZno, pak oviem
musi byt podle definice prvek ¢ sém atomem, a = p, &imZ
jsme Zidaného docilili. — V prvnim pipadé udifime dile
totéZ s prvkem @, misto plivodniho prvku a. Opét budto je
@, = P je sdm atom, pak p C @ a jsme hotovi, anebo moZno
nalézt daldi prvek a, tak, Ze je » C a, C @, C a. Tak pokradu-
jice mizeme udinit nanejvyse tolik krokd a dospét k t. zv.
klesajicimu Fetdzci

,Car_; C...Ca Ca

takové délky, kolik je prvki algebry B (ve skuteénosti, je
oviem nejvyS8i moZnd délka klesajiciho Fetézce mnohem
mensi neZ potet prvki nasi algebry). Zfejmé posledni &len a,
takového klesajiciho Fetézce, ktery se jiz nedd prodlouit, je
hledanym atomem, p = a, C a.

Utvoime nyni spojeni p, U p, U ... U p, = b viech vzd-
jemnd riznych atomi, které jsou obsaZeny v daném prvku
a0 pca(i=1,2,..,7). (Je jasné, Ze téchto atomi je
kone&ny polet r, protoZe viSech prvkid algebry je kone&né
mnoho.)

Tvrdim, Ze

b=ua.
- Za 1ielem tohoto dikazu si piSme
a=anj=anbubd)y=(@ndufanb)=
=bu(anbd)

(protoZe je oviem b cC a, takie @ n b = b). Kdyby bylo
b + a, pak by z privé napsaného plynuloa n b’ + n.Z druhé
strany je oviem a M b’ C a. Tedy bychom podle svrchu fede-
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ného mohli nalézt jakysi atom p, spliujici pce nd’' ca.
Pak by platilo

bnp=((pup,v..up)npcbn@nd)=mn,
¢ili — uZitim distributivniho zdkona — by bylo
mopu(pnpu..Uu(p0p)=n

To ovSem znamend, %e kaZdy &len napsaného spojeni by byl
n, &ili Ze je p= p; prot=1,2, ..., adkoli p jejedenz atomil
obsaZenych v a. — Jeito tedy by moZnost ostré nerovniny ve
vztahu b = p, U p, U ... U p,ca vedla k nemoinému
diisledku, musi ve skutednosti nastat rovnost b = a.

Tvrdim dale, Ze vyjddieni libovolného prvku a == » nasi
‘algebry spojenim viech atomid v ném obsaZenych je jedno-
znatné, t. j. Ze Z4dné jiné atomy neddvaji svym spojenim
prvek a.

Ze kazdy atom, vystupujici v libovolném spojovém vy-
jdd¥eni prvku a, je obsaZzen v a — je jasné. Mohlo:by se tedy
nanejvys snad stdt, Ze by jiZ i vlastni st atomi, obsazenych
v a stadila k vyjadieni a jejich spojenim, V takovém ptipads
bychom vsak jisté vynechdnim nékterého atomu (a budiz to
pfi vhodném oznadeni zrovna atom 7p,) z napsaného spojo-
vého vyjidfeni prvku a jeSté obdrieli prvek a, a = p, U
U Py U ... U P, AvSak protnéme tuto rovnost na obou
strandch atomem p,. Dostdvime — za pomoci distributiv-
niho zdkona

p=an Pr=(P1nPr)U (pznpr) u...u (pr-—lnpr)

nisledkem p, ¢ a. AvBak na druhé strané je jasné, Ze jednotli-
vi élenové napsaného spojeni, prvky p; n p, (proi = 1,2, ...,
r — 1), jsou podle definice atomu vesmés rovny nule =, tedy
i jejich spojeni = n, coZz dévé spor. To znamend, %e Zadny
z atomi obsaZenych v prvku a + » nelze postrddat, chce-
me-li jejich spojenim dostat a.

Utvofme nyni soubor (mnoZini) v8ech atomi nasi Boo-
leovy algebry, jichz budiz N. Utvofme viechny skupiny
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atomi (véetné skupiny prizdné a plné). Prifadme kaZzdému
prvku a + n nasi algebry podle pravé redenéhd skupinu
atom, jeZ jsou v ném obsaZeny. Pak ka%¥dd skupina atomi
vzdjemné jednoznaéné odpovidd prvku nasf algebry.
Nule n na#i algebry pfifadime pochopitelné prézdnou sku-
pinu atomi. Pfifazeni miiZeme vyznadit takto: a <« (p,,
Pas - o» Py), jestliZe a = p, U p, U ... U p,, kde oviem 0 <
<r<N(r=0proa=n).

Jde jiz jen o to dokdzat, Ze jestliZe jesté prvku b je takto
piifazena skupina atomi (g,, g3, -... ¢;), pak: Spojenf a U b
je timto zplsobem pfifazeno sjednoceni obou skupin
atomi, priseku @ n b je pfifazen primik obou skupin
atomt a dopliku a’ je pfifazena skupina atomu, neobsaZe-
nych v a; nebot privé toho si Z4d4 isomorfismus, o néjz
ve v&té jde.

Skute&né, patrné je

GUb=P,UP,U...UPDP UG UGU..UG(g,

pri ¢em?% ovSem nékteré atomy se v tomto spojeni mohou vy-

skytovat dvakrite. Podriime-li z takovych dvakrate se vy-

skytujicich atomi vidy jen jeden ve spojeni, obdrZeli jsme

jednoznaéné vyjddieni prvku a u b jakoZto spojeni vzijemné

riznych atomia. AvSak soubor téchto atomi je nynf zfejmé

sjednocenfm skupiny (p,,...,p,) se skupinou(g, ...q,).
Podobné mime pomoci axioma distributivity:

eanb=(pu..up)n(qu...Uugqg)=
=P Ng)U{PNg)U...u(pNg)U...u(pNg) =

= spojeni v3ech prinikd kaZdého atomu, obsaZzeného v a
— 8 kazdym atomem, obsaZzenym v b. Z definice atomu viak
plyne,Ze je p; n g+ n (prot=1,2,...,,r,k=1,2,...,9)
tehdy a jen tehdy, kdyZz p; = ¢, kdy ovéem p; N q;, = P; = ¢,
je atom, obsaZeny jak v a tak i v . Tim viak je fedeno, Ze
v priseku obou prvki a,b jsou prdvé a jen obsaZeny ty
atomy, jez jsou soutasné obsaZeny v obou, &ili jeZ tvofi do-
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hromady prinik obou skupin atomi, p¥ifazenych jednomu
a druhémd prvku.

Koneéné pokud jde o dopinék: Je-lia = p, u ... U p,, pak
necht viechny ostatni atomy (navzdjem rizné a riizné od
viech p, 1 =1,2,...,,7) jsou ¢,,g,, ...,¢,. (Pak oviem
8§ = N — r.) Utvofme jejich spojeni, prvek ¢, u...uUg,.
Ctendf se jiZ sam presvaddi, Ze tento prvek m4 vlastnosti, jeZ
jsou pozadovény od dopliiku k prvku @, éimZ je dikaz nasf
véty dokonden.

Yidime tedy, Ze dle v&ty 1 lze studium koneénych Booleo-
vych algeber pfevést na studium systéma viech ¢dsti koned-
nych mnozin.

Jak jiZ bylo feteno, v nekone¥nych Booleovych algebrédch nejsou
pomdry zdaleka tak jednoduché. Kazdé i nekoneénd Booleova algebra
se dé sice isomorfnd representovat jistym mnoZinovym okruhem,
ktery viak jen zcela vyjimednd miuZe byt systémem v8ech &asti
vhodné (nekonené) mnozZiny. Jednoduchy piiklad Booleovy algebry
podstetnd razné od systému viech Z4sti mnoiiny ndm to osvatli.
Mysleme si systém viech &4sti (podmnoZin) mnoZiny vech pfiroze-
nych&isel 1, 2, 3, ... Vybermesi vBak z tohoto systému jen: PodmnoZiny
koneéné a jejich dopliiky, t. j. nekoneéné mnoZiny s konednymi do-
pliikky. (Tak na pf. mnoZina (2, 4) a mnoZina (1, 3, 5, 6, 7, ...) budou
patfit mezi takto vybrané mnoZiny pfirozenych &isel.) Tvrdim, Ze
tento systém mnoZin tvoii nejen mnozinovy okruh, ale pravé Booleo-
vu algebru. Skuteéns, sjednoceni a oviem i priunik dvou kone&ngch mno-
%in pfirozenych &isel je zase koneénd mnoZina. Rovndz prunik konesné
mnotiny s nekoneénou mnoZinou (kterd mé koneiny doplndk, ale
nejen s takovou, nybrZ viibec s kazdou) je kone&ny. Sjednoceni konedné
mnotiny s nekonefnou, kterd mé koneiny doplndk, je oviem neko-
neén4 mnoZina, které mé tim spide koneény doplnsk. Sjednoceni dvou
mno%in nekonednych o konednych dopliicich je rovnd% tim spiie ne-
konetnéd mnoZine, které mé konedny doplndk. A konein$ i prunik
dvou nekone&nych mnozin o vesmés kone¢nych dopliicich je opét mno-
Zina nekoneéné o konedném dopliiku, protofe tento doplndk praniku
je jako dle De Morganova pravidla, jak &tendf snadno nahlédne,roven
sjednoceni dopliiki, coZ jsou v3ak dle pfedpokladu konedné mnoziny.
Co se tyte dopliikdy, je nynf jiz jasno, Ze jsou v pofddku.

Aviak je nejen zfejmo, e takto sestrojend nekonené Booleova
algebra neobsahuje viechny tdsti mnoZiny prirozengch &isel jako
prvky (na pt. neni v nf mnoZina viech lichych &fsel), nybrz snadno se
dé ukézat, ¥e ani nemuze byt s #dnym systémem viech &4sti néjaké
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mnotiny isomorfni. (CtenéF, ktery zné Pospifilovu knitku o me-
konednu v matematice, resp. ktery vi, co jsou to nespoletné mohut-
nosti mnoZin, vi jiZ odtud, pro¢ nemuZe byt nale spoletné algebra
isomorfni 8 algebrou viech ¢4sti ndjaké mnoziny.)

Dtive, nez se obritime k zbdZnému nazna&enf aplikacf (kone&nych)
Booleovych algeber, pozdrime se chvilku u geometrického (grafic-
kého) zndzornéni koneénych Booleovych algeber. Tvrdim, co bylo jiz
na obrazcich naznadeno: Ze totiz za geometrické (grafické) zndzornénf
Booleovy algebry lze vidy pokléddat krychli, postavenou na jeden
vrchol, oviem v prostoru o pisludné dimensi N, jestlize algebra mé
(dle v&ty 1) 2¥ prvka. (Pro N = 1, 2, 8 to )it zndme z obr. 16, 181
& 14.) Dle véty 1 lze totiZ kazdou kone&nou Booleovu algebru v pod-
statd poklédat za systém viech podmnoZin jakékoli konedné mno-
%2iny o N prveich. Mysleme si N navzdjem orientovanych os
(euklidovského) N-rozmérného prostoru. Na kladnou polovi¢ku kazdé
z nich nanesme od poc¢dtku délku 1. Pak takto ziskeanych N bodu
(o soutadnicich vidy aZ na jednu (¢-tou) vesmés rovnygch nule (i pro-
bih4 1, ..., N)), necht tvofi nadi konetnou mnoZinu. Z ni nyni mame
utvofit viechny &dsti, t. j. vBechny skupiny zékladnich (nejprostdich
&iselnych N-tic, kde vBak jsou v kaidé N-tici samé nuly, & jen na
jednom misté (:-tém) je 1. Kaidou takovou skupinu N-tic Ize viak
povaZovat za jedinou N-tici, kterd vykazuje 1 na téch a jen t&ch mis-
tech, kde byla 1 v nékteré ze zdkladnich N-tic z dané skupiny (na
ostatnich mistech mé vyslednd N-tice nuly). To v3ak neni nic jiného
neZz soufadnice jednotlivych rohi’ N-rozmérné krychle o hrané 1.
Snadno se pak dokéze, Ze spojeni dvou prvkia dené koneéné Booleovy
algebry se nyni geometricky representuje takto: Ke dvdma prvkam,
t. j. ted rohum na%i N-rozmérné krychle, najdeme jejich spojent ja-
koZto roh, ktery je co nejbli‘e poldtku (jenz odpovidé nule algebry),
z téch rohui, do nich% se lze dostat z jednoho i z druhého daného rohu
po hranéch krychle za neustdlého vzdalovdni se od poédtku soufadnic.
Podobné piechézi vyhleddvéni priseku dvou prvka algebry, t. zn.
dvou rohu na3f krychle, ve vyhledédvéni od podétku co nejvzdélensj-
8iho rohu krychle, do néhoz se 1ze dostat z obou danych vrcholki po
hrandch krychle, za neustdlého blifenf se k poldtku. Koneind nenf
t&2ké nahlédnout, Ze doplndk k danému vrcholku ne3f krychle jakoZto
prvku Booleovy algebry, je protilehly vreholek, t. j. ten, do ndho% vede
piimé spojnice daného vrcholku se stiedem krychle (4-rozmé&rns
krychle, predstavujici Booleovu algebru o 2¢ = 16 prveich, je na
obr. 21).

A nynf se obrafme k naznaleni nékterych aplikaci konednyoh
Booleovych algeber.
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Obr. 21.

Cvilent k 2,5.

1. DokaZte prvni De Morganovo pravidlo (identitu) pro Booleovy
algebry.

2. Dokaizte, Ze atom je prévd takovy prvek g v Booleovd algebfe,
pro ndjZ platf, kdyZ je z U y = ¢, pak budto z = ¢, nebo y = q.

3. DokaZte, Ze atom je v Booleové algebie prévé takovy prvek g,
pro ktery platf, kdy% je ¢ D ¢’, pak je jiZ z = § (jednotka algebry).
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4. DokazZte, %e distributivni svaz viech celistvych délitela celého
¢isla N > 1 (ve smyslu svazového polousporddéni dle vztahu dalitel:
nosti) je Booleova algebra tehdy a jen tehdy, kdyz &islo N nemp-Etver=
covych délitela. (Viz evideni 6 k 2,4.)

2,6. ,,RACIONALNI FUNKCE" NA BOOLEOVE\Q}@;
RE (BOOLEOVSKE FUNKCE). UPLNE NORVY
FORMY.

Vyjdéme opét z analogie s &isly.

Ctent si vzpomene, Ze t. zv. raciondlnf funkce ve §kolské
algebfe jsou zhruba Feéeno takové funkce (majicf za hodnoty
t. zv. argumentu vidy jedno nebo i vice ¢isel a za hodnoty
funkce vidy jedno &slo), kde hodnota funkce se dé vypoditat
z hodnot argumentu dle vhodného podetnfho piedpisu, sklé-
dajicilio se z kombinovaného seé{tini, odditdni, ndsobeni a
(pokud délitel neni nula) déleni.

(Piiklady takovych raciondlnich podetnich piedpisi, jeZ
¢tendf dobfe znd, jsou

x? — 1 22 4 2zy + 3
f) = , gz, y) = _n:_—i-_y_
h(z,y,2) = + + —, atp.).

V takovém podetnim pi‘edpxsu pro racionalni funkei vystu.
puji, jak zndmo, jednak uréitd pevn4 &fsla, t. zv. konstanty
a jednak t. zv. nezdvisle proménné (neuréité), a to
v konedném (ale zdsadné neomezeném) poétu m, na pf. jsou
tor,y, 2, ... anebo jsou to x,, z,, ... Prokedeni pfedpisu spo-
¢iva v tom, Ze pfi daném argumentu, t. j. uspofddané skupiné
&isel @y, By, - ) Oy 8O prosté dosadi za odpovidajici nezdvisle
proménné jim odpovidajici &isla, t. zn. feknéme é&islo a, za
proménnou z,, a, za r, atd. a% posléze a,, za z,,, a takto na-
znadené podetni ukony se provedou (s vyjimkou neprovedi-
telného déleni nulou, pokud se vyskytne). Vysledek je hodno-
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ta dané raciondlni funkce pro dany argument (pro dané hod-
noty nezévisle proménnych). (Na pf.

n_1 1Pp2.1.243
f) =—==0, g01,2) = =3

Pfi tom je tfeba si poviimnout a zdiraznit, Ze (raciondlni)
funkce sama je néco jincho, neZ pFisludny poletni predpis;
jedna a t4% racionédlni funkce miize bytddna riznymi
podetnimipredpisy (postupy), které viak d4vaji pfi tom-
téZ argumentu tyi vysledek. Na pf.

= 3 atp.)

l 1
fo) =" ——=@—NE+D = g, y) =

1‘2+2zy+3 y?
- v - Y t,v
2ty z+y + +y*1’)

Gtendf vi dale, Ze seditat, od&itat, ndsobit a délit (pokud
bychom nechtéli délit nulou) lze nejen d&isla, ale i samotné
raciondlni funkce.

Pii tom definujeme pkirozené jako soudet k(z) dvou racio-
nélnich funkef, f(x) a g(x) tu raciondlni funkei, kterd ¢&islu
¥ piifazuje soudet obou funkénich hodnot, f(z) + g(z) =
= h{z). Podobné definujeme rozdil, soudin a (pokud bychom
se nedopoustéli déleni nulou) i podil dvou raciondlnich
funkef jakoZto raciondlni funkeci. Podetni pfedpis, kterym je
vlastné takto souéet, rozdil, souéin a podil dvou raciondlnich
funkef pfimo definovan, hledime oviem vhodnou ipravou
zpravidla zménit (zjednodusit). Tak na pf. je-li

11
o) =22, gle) = —

z’
pak
2
h(z) = f(®) + g(x) =L—+—=x

oviem jen pro z # 0.
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Avsak je zapotiebi seditat, odeditat, ndsobit a délit i ra.
ciondlni funkce, které se neshoduji ve viech svych nezavisle
proménnych. Pak soudet, rozdil, soudin, podil takovych dvou
raciondlnich funkei je i v tomto obecnéjsim pfipadé definovin
stejné — vysledkem je ovSem raciondlni funkce obecné viech
nezivisle proménnych, kterd se vyskytuji v jedné, nebo
v druhé z danych funkei. (Tak na pf. piSme

_xt—1 P 2t taoy—1
@) + o) == + 5 =TT —ue)
. _x2—l :c2+2a:y+3_
f@) + 9@ y) = ——+ Tty
D03 ] 2 Don
BT Y ey, atp)

x® 4+ zy
A nyni: V Booleové algebfe nalézéme tplnou obdobu ra-
ciondlnich funkei. Prohldsime nyni za ,,raciondlnifunkeci‘
na dané Booleové algebfe B &ili kratéeji za booleov-
skou funkeci takové prifazeni f vidy uréitého jediného
prvku f(z,, z,, ..., Zy) dané Booleovy algebry B k libovolné
zvolené m-tici prvki z,, z,, ..., z,, z této algebry, které lze
uskuteénit vhodnym (pro viechny hodnoty proménnych
tymz) ,,poletnim‘‘ booleovskym pfedpisem (hodnota funkce
se dad ,,vypoditat’). Pi tom oviem se timto ,,poletnim‘
booleovskym pfedpisem rozumi opakovini a kombinovdni zd-
kladnich sikondt Booleovy algebry B, t. j. urdity sled spojovdni,
protindni a doplfiovdni, provddéného na ,,proménnych‘
prveich x,, x,, x4, ..., Tn, (joZ si 1ze libovolné volit), jakoZ i na
jistych ,konstantdch‘’ (které jsou neménnymi prvky vystu-
pyjicimi v fe€eném podetnim booleovském piedpisu). Nej-
jednodussi booleovské funkce, dané pfimo jedinym zdklad.
nim idkonem, jsou vyznadeny vtab.2. — Je-li @ pevny prvek
(,,konstanta‘‘) dané Booleovy algebry B, pak je jesté dosti jed-
noduché funkce ddna tfeba pfedpisem: f(z) = (x v a) n ',
(Je to booleovskd funkce o jedné nezdvisle proménné z.)
Je-li b konstanta, pak je pfedpisem
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TABULKY NEJIEDNODUSSICH DVOJHODNOTOVYCH
BOOLEQVSKYCH FUNKC/ NA BOOLEOVE ALGEGRE

(0,1).
x x' x’ xy XU x2 Xy nx,
[} 1! ! ! !
0 1 ! 0 ! 0
0 1 ! 0
0 0 0 0
Tab. 2.

g,y =[rFvyn(@uzynbuylna
ddna booleovskd funkce g o dvou nezdvisle proménnych
z a ¥y, atp.

(Dosadme na p¥. za £ = = (nulu algebry). V prvém piikla-
dé funkce f(r) ,,vypoéteme prkislusnou hodnotu funkce
takto:

jmy=(mua)nn' =anj=a
Podobné, dosadme do druhého piedpisu pro funkei g tieba
x =n, y = j (jednotka algebry). Dostdvame

g, j)=[movj)n@un)n@dupon =
=(@uavj)oj=j
jakoZto hodnotu funkce g pro hodnotu (n, ) argumentu (&ili

pro hodnotu z prvni a hodnotu § druhé nezdvisle proménné).)
V tab. 3 je tabelovéna obecnéjsi funkce

f(xy, g, 4) = (2, U Zp) N 1';

o tfech proménnych. Podobné, jako u &selnych funkei, i Boo-
leovské funkce miZeme udat tabulkou.
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Opét oviem musime zdiraznit, ¢ — jako pfi obydejnych
raciondlnich funkeich — i zde jedna a t4% booleovskd
funkece (¢ili jedna a taZ tabulka, miZe byt ddna réiznymi
poletnimi booleovskymi pfedpisy. Tak na pf. lze psit
pravé tak dobfe v prvnim ptikladé f(z) = =’ na, v drubém
piikladé _

g,y =@uvy)n(@nz)n(buy),

jak se &tendf sdm snadno piesvédef. )

A opét podobné, jako jsme selitali, odéltah a nésobili a dé-
lili samotné racionilni funkece, mizeme spojovat a protinat a
dopliiovat samotné booleovské funkee, ¢ili méZeme utvofit
Booleovu algebru vech booleovskych funkeina dané Booleové
algebie B.

Pii tom budeme patrné spojenim [f u g](...) dvou tako-
vych booleovskych funkef f(...) a g(...) na B rozumét boo-
leovskou funkei, kterd uspofddané m-tici hodnot nezévisle
proménnych, které se vyskytuji v jedné nebo v druhé funkei,
pfifazuje jako hodnotu spojeni obou pfislusnych hodnot
funkee f(...) a funkece g(...). (Tak na p¥. je-li

f@=zn0a, gy =2 vyub;
pak
fugle.y)=@na)uE uyub) =
=z'vauyub)
jak se ¢tenaf sdm snadno pfesvéddi.)
Stejné budeme definovat priisek dvou Booleovych funkei
f 0 g(...) jakoZto funkei, jejiz hodnoty jsou dény prisekem
hodnot obou funkei. (Na pf. shora
foglz,y)=@na)n (' vyuvd)=
c=[xoy)u (znbdlna.
Koneé&né doplikem f'(...) booleovské funkce f(...) budeme
patrné rozumét funkei pfifazujici danym hodnotém argu-
mentu doplnék piislu$né hodnoty funkee f(...).
Omezme nyni podet nezdvisle proménnych &islem m a za
algebru B vezméme néjakou konednou Booleovu algebru, t. j.
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dle pifedchozi véty algebru viech ¢asti koneéné mnozZiny Fek-
néme o N prvcich. Dostdvime tedy jistou algebru funkei.
Jde o to, kolik nanejvyse prvki (t. j. booleovskych funkef)
obsahuje tato Booleova algebra.

Jelikoz algebra B mé 2¥ prvky, je viech moZnych m-tie prvka z B,
gili viech moZnych hodnot argumentu pravé (2N)m = 2mN (coZ je
podet viech m-tlennych variaci s opakovénim z 2¥ prvka, jak si
&tenéf ze 8koly vzpomene). Booleovy funkce o m-nezévisle promén-
nych muZeme povaZovat za variace s opakovénim. Bude tedy
véech booleovskych funkei o m nezdvisle proménnych nejvyse
(ve skute&nosti prévs tolik, kolik je 2mN glennych pofadi variaci s
opakovénim z 2N prvky, t. j. 2N gmh,

Predeviim je tedy oviem podet viech Booleovych funkei o m neza-
visle proménnych na koneiné Booleovd algebie koneiny. Méme tak
piiklady koneZnych Booleovych algeber, které nejsou pfimo déany
jakoZto mnozinové okruhy. Nicménd podle posledni véty jsou i tyto
algebry funkef vidy isomorfni s vhodnou algebrou viech &dsti jisté
koneéné mnoZiny.

V daldim se vénujme nejjednodudsimu, ale v aplikacich
nejdilezitéjsimu ptipadu algebry — oznaéme ji 4, — Boo-
leovych funkei nezdvisle proménnych na Booleové algebie
B = (n,j) jen o dvou prvcich: Nule n (= ¢ a jednotce
7 (= (@)). (Zde je N = 1, B je algebra vSech édsti mnoziny (a)
o jediném piedmétu.) Dle pfedchozi pozndmky je pocet prvkii
v algebfe 4, nejvyse 22™ (uvidime brzy, Ze je pfesné takovy).
Jde o to, abychom ziskali bliZ&i ndhled na algebru A4,,.

Vyjdéme opét z analogie s raciondlnimi funkcemi. Jak
&tendf dobfe vi, pFi iprave poéetniho pfedpisu pro obyéejnou
raciondlni funkci (&iselnou) si podindme zpravidla tak, Ze
odstranime pfipadné slozené zlomky, prondsobime vyrazy
v zdvorkdch a uvedeme vie na spoleény jmenovatel. Tak se
pfedpis pro raciondlni funkei objevi ve tvaru zlomku, kde
v ditateli i v jmenovateli je mnohoélen v nezévisle promén-
nych, pfi ¢em? jesté& uspofdddvame obvykle i jednotlivé &leny
v mnohoélenech podle klesajicich mocniteli u proménné;
pokud je vice rliznych nezdvisle proménnych, uréime si
zpravidla pfedem jejich pofadi (na pf. z;, z,, ..., nebo dle
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abecedy z, y, z, ... pokud tato stadi), a pofadi &leni v mnoho-
¢lenu o vice proménnych urdujeme t. zv. lexikografickym
zpisobem. Dévdme totiz pfednost élentim s vys3im stupném
(t.j. soudtem mocniteldi) a pfi stejném stupni uspofdddvéme
&leny tak, jako by to byla hesla ve slovniku. Tak bychom na
pE. upravili '

W )_zz—l 22422y 43  2234-32% - 2xr—y
(!y— T + x+y - x2+xy .

Takové standardni Gprava ndm piedstavuje jakousi nor-
milni formu podetnich pfedpisi pro raciondlni funkei. Oviem
%e toto neni jedind moZnd standardni dprava — a nenf ani
vidy nejvhodné&jsi. (Tak na pf. nékdy je lepdi provést nazna-
dené tastedné déleni (se zbytkem) a psat tieba

aty 4 22—y

2 + xy )

Takové tpravy v typické normalni formy méme i pro po-
detni pfedpisy booleovské (pro booleovské funkce). Z nich
jsou nejdilezit&jdi dvé: T. zv. iplnd spojovd (nékdy téz
disjunkéni)norméilniforma, at.zv. iplnd prisekovd
(¢i téz konjunkéni) normalni forma, kterd je k prvni
duéini.

Pod dplnou spojovou normélni formou vm promén-
nych z,, Z,, ..., Z,, rozumime spojeni nékolika riiznych
prisekdl, z nichZ kazdy méd m &initeld a tito ¢initelé
jsou budto samy proménné x; anebo jejich dopliky
(p¥i éemZz udané poradi proménnych v prisecich zachové-
véme); nikdy v8ak neni v jednom priiseku souéasné promén-
nd a jeji doplndk. (Takovy prisek by ostatné dal vidy nulu
a mohl by se ve spojeni vynechat.)

Podobné pod t. zv. dplnou prinikovou (konjunkéni)
normélni formourozumime duédlné prisek nékolika
spojeni, z nichZ kazdé m4 m &initell a tito &initelé
jsou vesmés budto samy proménné, nebo jejich do-
pliky — pfi demZ nikdy neni v jednom spojeni proménnd

1656
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i jeji doplnék (takové spojeni by se jakoZto &initel priseku
vynechalo, jsouc vidy rovno jednotce).

Ptiklady spojové, &ili, jak se téZ nékdy Fikd, disjunkéni
normélni formy:

F(z), 2y ..., 25) = (t; DXy 0 T30 ... 0 2,) U
U(m, 0z0z0 ... 02y,

Gy, .oy = (@ O Zg N UZL) U (B, 0T,0 ... 0 Ty) U
U, nxyn ... 0 ay)

(Pfiklady na priisekovou normélni formu si étendi snadno
dualisaci sestroji sdm.)

Pijde nyni o to ukédzat, ze kaidy (sobe sloZitéjsi) potetni
ptedpis, uddvajici booleovskou funkci o m nezévisle promén-
nych, se d4 uvést na tGplnou spojovou normélni formu. (Jde
stdle o booleovské funkce, kde nezdvisle proménné nabyvajf
ka?d4 jen dvou hodnot, nuly » resp. jednotky j z dvouprvko-
vé algebry (m, j) a kde hodnoty zdvisle proménné jsou opét
budto n nebo j.

{Poznamenejme, aby nebylo nedorozuméni: Misto o viech
uvaZovanych booleovskych funkecich o m proménnych mi-
Zeme privé tak dobfemluvit o viech (booleovskych)funkeich
o nejvyde m nezévisle proménnych. Nebot funkce f(z,, ...,
ZTm—,) (0 r < m), v jejimZ podetnim piedpisu vystupuji
feknéme jen nezdvisle proménné z,, ..., z,,_,, mize byt po-
vaZovina za funkei vech m nezdvisle proménnych F(z,, ...,
Z,), jestliZe prosté stanovime, Ze p¥i tychZ danych hodnotéch
Zy, ...y Ty jsou hodnoty funkee F(x,, ..., z,) stile stejné
a rovny hodnoté f(z,, ..., 2,_,), at jsou hodnoty ostatnich
proménnych z,, .4, ..., T, jakékoli.)

Véta. (O uiplné spojové normélni formé v Booleové algebfe
-funkei m nezdvisle proménnych na algebfe (z, §).)

Ka%dd booleovskd funkce o m nezdvisle proménngjch na Boo-
leové algebfe B = (n, §) se dd vyjddFil jednim a jen jednim zpii-
sobem v 8. zv. dplné spojové normdini formé jako#to spojent nej-
vyde 2™ priseki; prisek md m Einiteld, jek jsou bud pFimo ne-
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zdvisle proménné, nebo jejich doplitky (ale ne oboji soulasné).
Véechny tyto booleovské funkce tvoft Booleovu algebru A,
kterd md 22™ prokd a zminéné vyjznaéné priseky (spojované vi.
zv. Uplné spojové normdlnt formé) jsou jeji atomy. Algebra
Ay, je tedy isomorfni s mnofinovou Booleovou algebrou vdech
édstt libovolné mnofiny o 2™ prucich.

Dakaz:

V jakém smyslu nase booleovskd funkce o m nezévisle pro-
ménnych na algebfe (n,j) tvoii Booleovu algebru 4,,, uz
vime.

Vyjdeme z ndsledujiciho vyjddieni jednotky j(...) algebry
‘A, (vlastné z funkce, kterd nabyvé vidy hodnoty 5):

jl.)=@ ua) n (@ ua)n.. (@, U,

Upravme nyni tento vyraz m-ndsobnym pouZitim distri-
butivniho zidkona. Dostaneme tak spojeni m-élennych pria-
ek, kde do kazdého priniku je z kazdé zavorky vzat jeden
glen, t. j. bud z; nebo z}, 1 = 1,2, ..., m, pfi ¢emZ kaidd
z proménnych se vyskytuje v kaidém z takto utvofenych
m-&lennych prisekid jednou a jen jednou. Viech takovych
priseki, jez mdme navzdjem spojit, bude patrné tolik, jaky
je podet m-&lennych kombinaci s opakovdnim ze dvou prvki,
t. j. 2m. Jsou tedy uvaZované priiseky tyto:

(z, Nz N...0 ), (rl"n Tz 0 ... 0 Zm),
(g, nxy0 ... n':c,,,),l..., (z, 0 ) N ... 0 Zy),
o Ny n .0z

Spojeni véech je funkce, nabyvajici neustéle konstantni hod-
noty j. Je snadno vidét, Ze ka¥dé dva réizné z uvaovanych
prisekid maji za prisek nulu » (t. j. vlastné funkeci, kterd se
konstantné rovnd n), nebot se zfejmé& vidy vyskytne aspon
jedna proménnd z,; v jednom priseku bez dopliiku a v dru-
hém s doplikem.

Vyberme nyni libovolnou skupinu z pravé uvaZovanych
priisekli a spojme priniky této skupiny. Dostdvime tak
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celkem 22™ booleovskych podetnich pfedpist v iplné spojové
normdlni formé; pfi tom necht prdzdné skupina nasich pri-
nikli znamend formdlné booleovskou funkei (konstantu),

kterd nabyvé stdle hodnoty n. Tvrdim, Ze kazdy z t&chto 22™
pocletnich pfedpisi ddvd jinou booleovskou funkei. Dejme
tomu, Ze naopak dvé rizné uplné normilni spojové formy
ddvaji touz funkei

F(zy, ..., 2m) = F(zy, ..., Ty) *)

pro viechny hodnoty proménnych, ale Ze v souhrnu prisekd
(¢initeli spojeni) iplné normélni spojové formy F(z,, ..., Tpm)
postrddéme jeden z uvaZovanych prisekii, nazveme ho
p(...), ktery viak vystupuje ve vyjadfeni iplné normélni spo-
jové formy G(z,, ..., ) (jako &len spojen{). (Na pofadf ¢lent
spojeni nezilezi; aby vSak bylo uréité, mohli bychom je dle
vzoru Upravy raciondlni ¢iselné funkce v tiplné spojové
normélni formé také normovat lexikografickym zpiésobem
uspofddéni jednotlivych proménnych. Podrobnosti takové
formdlni Gpravy si ¢tendf laskavé provede jako snadné cvi-
deni sdm). '

Protnéme nyni obé strany prve napsané rovnosti (*) pri-
sekem p(...). Za pomoci distributivnfho zdkona snadno vi-
dime, %e: Jednak vpravo zistane prisek p(...) sim (priseky
&lenu p(...) se viemi ostatnimi &leny spojeni F(xz,, ..., ap)
jsou nuly % a ve spojeni je oviem vynechdme). A jednak na-
levo dostdvame nulu n, jakoZto spojeni kazdého z nasich za-
kladnich prusekli (vyskytujicich se jako ¢&initelé spojeni
v F(z,, ..., zp) s prisekem p(...), ktery je od kazdého z nich
rizny). Aviak funkce p(...) sama nemize ddvat stdlenulu =,
nebof volime-li z; = §, jestliZze se proménnd x; vyskytuje ve
funkei p(...) sama — a 2, = = (¢ili z; = j), jestliZe v p(...)
vystupuje doplnék proménné z,, pak zarudené nabyvd
funkee p{...) = p(z;, .., Tp) hodnoty jnjn ...nj=j=+
# n. Ve skutednosti snadno nahliZime, %e je to také jedind
volba hodnot nezdvisle proménnych z,, ..., T, pro niZ na-
byvé funkee p(...) hodnotu riznou od nuly ». Tak na pf. pro
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m = 3 funkce p(...) = z; 0 z, N zy nabyv4 patrné hodnoty j
jenproxr, =n,x, = j, z; = n.)

Méme tedy celkem 2™ riiznych booleovskych funkef
(o m nezdvisle proménnych na dvouprvkové algebie B =
= (n, )) vyjéddreno jim odpovidajicimi 2¢™ riiznymi Gplnymi
spojovymi normilnimi formami. Av8ak jiz vime, Ze vSech
Booleovskych funkei o m nezdvisle proménnych vibec defi-
novatelnych na dvouprvkové algebfe je nejvyse 22™.

Tedy jsme tdplnou spojovou ndérmalni formou vyjadFili
ka’dou z uvaZovanych booleovskych funkei, t. j. prvki
Booleovy algebry 4,, — a to jednoznaéné. Algebra mé tedy
také skutedné A,, pravé 22" prvki. Abychom dokondili diikaz
nadi véty, stadi jiz dodat toto:

Je jiz zfejmo, Ze vztah svazového &dsteéného uspofddani

f(@y o ) C Xy, .oy T)

pro dvé z nadich booleovskych funkeci bude splnén tehdy a
jen tehdy, kdy% skupina zdkladnich prisekit — ¢&initeld spo-
jeni (v Uplné spojové normélni formé pro funkeci f(...)) je
vlastni (t. j. od celku riznou) ¢dsti skupiny takovych pri-
sekli — &initeld uplné spojové normélni formy funkce
g(...). Jiz z toho je vidét, Ze samotné priseky p(...), t. j.
funkce dané priusekem viech proménnych, resp. jejich do-
plikd (pfi demZ se kaZdd z m proménnych z; vyskytuje
privé jednou), jsou atomy naSi algebry A,. Dle jiz
fedeného jsou atomy p(...) v 4,, jakési zdkladni booleovské
funkce (0 m nezavisle proménnnych na algebfe (n, 7)), které
nabyvaji hodnoty ,,jednotkové‘ § pravé pro jednu jedinou
m-&lennou variaci s opakovanim ze dvou prvki =, §, t. j. pro
jeden jediny sled hodnot jednotlivych proménnych z;
(¢t=1,2,...,,m) (vSude jinde nabyvaji hodnoty ,,nulové‘
n).

Tim jsme dok4zali nasi vétu a zdroveii nabyli jakéhosi pre-
hledu o prveich nasi algebry A, booleovskych funkei.
Rownéz jsme jiz s to nahlédnout, v éem tkvi pouZitelnost to-
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hoto druhu koneénych algeber booleovskych funkei pro ko-
nedné kombinatorické tlohy viibec. VSech vitbec moZnych
zpisobil, jakymi lze jednoznaéné koneénym m-élennym po-
sloupnostem tvofenym vidy ze dvou prvkia (,nuly“ n a
»jednotky‘ 4) pfifadit opét vidy bud jeden anebo druhy ze
dvou prvki, ,,nulu® n anebo ,,jednotku® j je totiz — jak
vime — pravé 22", Vidime tedy, %e ka?dé takové pkifazeni,
t.j. tabulka, pfifazujici jednotlivym m-ticim sestavenym z le-
ni z a j, opét vidy ¢leny n anebo j, af bylo docileno jakymkoli
zpisobem, d4 se vidy vystihnout podetni booleovskou
formuli, d4 se povaZovat za booleovskou (,raciondlni‘‘)
funkeci. Dokonce lze vyjddiit takové pFifazeni v plné
spojové normélni formé booleovského podetniho pfedpisu.
(Poznamenejme hned, Ze obdobnd véta neplati pro algebru
viech booleovskych funkei na libovolné kone&né Booleové
algebfe.] Co vice, z tabulky pro booleovskou funkei vy&teme
ihned jeji dplnou spojovou normilni formu timto zplisobem:

Viimnéme si jen Fddkd tabulky, jeZ konéi jednotkovou
hodnotou funkce. Jeden takovy Fddek ndm d4 ihned jeden
z Giniteld spojové normélni formy. Nezdvisle proménnou,
kterd v takovém Ffddku nabyla hodnoty jednotkové, vezme-
me jako &initel priniku a k nezdvisle proménné, kterd na-
byla nulové hodnoty v tomto fidku, vezmeme doplnék. Tak
na pf. z tab. 3, kde » =0, j = 1 takto vyéteme ihned pro
tam tabelovanou funkei o tfech nezdvisle proménnych
f(zy, 4, 74) = (T, U @,) O 24 jeji iplnou spojovou normélni
formu jakozto

flzy, 2y, T3) = (2, O @y 0 2) U (2, O 25 O 25) U
U (2 0 2y N o7).

(Doporuéuji étendfi, aby se o tom pFesvédéil podetni dpra-
vou pivodné daného tvaru funkce.) Jako cviéeni si &tendf
dokéZe obecnou sprivnost takovéhoto zpilsobu ziskdvani
tplné spojové normdini formy pro booleovskou funkei na
algebfe (0,1). — V ndsledujicim odstavei uvidime, jak se to-
hoto uZivé v elektrotechnice.
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Posledni véta ndm dokazuje existenci & jednozna&nost spojového
tplného normélnfho vyjédieni Booleovy funkece o koneéném poétu ne-
zévisle proménnych na dvouprvkové algebfe (n, j). Nedavé ndm viak
prakticky potetn{ postup, jak tekovou Booleovu funkei, danou obecnd
libovolnym potetnim Booleovym piedpisem, na normélni spojovy
tvar uvést. Prakticky postup je dvoji: Budto nepfimo, pomoci tabe-
lace, prévé uvedenym zpisobem, anebo piimo takto: Nejprve uifva-

TABULKA FUNKCE

fix,, Xy X3) = (xyuxy) x5

Y] X2 %3} (xv X}Lnxé
! ! ! 0
! 1 0 !
! 0 ! 0
! 0 0 !
0 H ! 0
0 ! 0 1
0 0 ! 0
o|lo | o 0
Tab. 3.

jice (nékolikréte) obou pravidel De Morganovych posouvejme po-
stupn® operaci doplitku stdle dovnitf a upravme dany vyraz nasi
funkce tak, a% operace dopliilku se jiZ veamés vztahuji pfimo na jed-
notlivé nezévisle proménné x;. Potom poénéme odstratiovat pomoci
distributivniho a asociativniho zikona komplikovanou kombinaci
spojovéni a protindni takto: postupujice od nejvritinéjdich vyrazi
(v jednoduchych zévorkdch), provedme viechna piipadnéd nazneiend
protinéni, kter4 se pomoci distributivniho zékona daji provést, t. j.
pfevést na spojeni priniki jednotlivych proménnych nebo jejich do-
plikd. Vklédajice mezi tyto upravy vynechdvéani pfebyteénych zA-
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vorek (na podklad® zdkond asooiativity) docflime nakonec, e nidm
zustane spojeni nékolika prasekd, kde #lenové pruseku jsou budto
samy nezévisle proménné z, nebo jejich dopliiky. Nyni jeité protneme
tento vysledek postupnd véemi takovymi spojenimi z;, U z;, ie z;
chybi v nékterém z prév®é obdrZenych prunikiu. Tim se dana funkce
neméni (protinéme ji funkei, kterd je neustdle rovna jednotce §) a do-
staneme do vyjddfeni nasf funkce spojenim co nejjednodussich pri-
sekl viechny ty z proménnych, které tam difve chybély. Tim nase
vyjédieni dané booleovské funkce nabude tvaru tiplné normélni spo-
jové normy. Na pf. necht
1(Zy, Tgy 23} = () O 25)" U T,

Uprava na normélnf spojovou formu probih4 takto:

’
=z; U z; Uzg=| 0N (@, U “’1),

=(z; N :1:2 Uz N a:a) Uz U (zlln :cz) U (zl N z5) = || 0 (g U :cz)

(:c, N zgN z,)’U (a:lln z4) U (z4 nNzn z) U (2, N a:z) Uz N
N :c2 0 x3) U (2 n’zg) U] (:v:1 N xz ) a,-,) = N (z v z,),’

(ac} n a:,ﬁz,) U (zy N zy n z;) l,J (z, O a:z n a:s) U (x1 N zg N B)U
U(wln:v,ﬂ:va)u(xlnzgﬂxa)u(zlnzanxs)

Ctenat si sém zkontroluje podetni postup & nalezne normalnf spo-
jovou formu jingch booleovskych funkef (viz cvideni).

Vétou o jednoznadnosti normélni iplné spojové (po pfipadé
prinikové) formé pro kazdou booleovskou funkei na dvou-
prvkové booleové algebfe jsme podali druhou hlavni poutku
z theorie koneéné Booleovy algebry.V obou hlavnich vétdch
o koneénych Booleovych algebrdch jsme natolik nahlédli do
jednoduché (ve srovndni na p#. 8 koneénymi grupami) po-
vahy koneénych Booleovych algeber, Ze se ddle jiz budeme
moci stru¢né zabyvat podstatou aspon nékterych aplikaci —
a to: na elektrotechniku a na logiku.

Poznermenejme, Ze zvléstd v aplikacich byvé vhodné brét pro ur-
¢titost za oba prvky nasi dvojprvkové Booleovy algebry &iselnou nulu 0
— a povaZovat ji rovndZ za nulu ve smyslu booleovy algebry — a &i-
selnou jednotlku 1 — & rovnéi oviem ji povaZovat téZ za jednotku ve
smyslu dvouprvkové booleovy algebry B = (0,1). Vedle jinych
vyhod mé to i tu pfednost, e booleovské ukony v algebfe (0, 1) moZno
povaZovat za takto zavedené &iselné ukony:

Oznadme na okamiik jako {(z)> pro celé &islo z nejmensf nezdporny
zbytek &isla 2 déleného 2. (Je tedy (z) = 1, jakmile je z liché a (z)=
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= 0 jakmile je z sudé.) Pak mtiZeme psit v algebie (0, 1) (e i b miZe
byt jen 0 nebo 1)
aUb=<a+ b+ ab),
aNb=ad
a = (a + 1>.

Cvifent k 2,6.

1. Vyjédfete v tiplné normélni spojové formé nejjednodussi boo-
leovské funkce o m nezévisle proménnych (na algebie (n, 7))
/,(z,, “rey Em) =Ty
gi(T1s -0y Tyy) = Z;
R, i(Trs oy Toy) = T3 U Z4
ki,j(®1y ooy Tm) = 25 N z; (volte na pf. m = b).

2. TotéZ, co v 1— pro dplnou prinikovou normélni formu (duélnd)
3. Tabelujte dle vzorca tab. 2 a 3 tyto booleovské funkce o tiech
nezdvisle proménnych ’

8) flzy 7 2s) = (@ N 23) U (23 O 7).

b) g(z,, Ty Ty .‘C‘) = (31 @] 12) Uzg U 24

Najdéte (dle zpusobu, udaného v textu) jejich plné spojové nor-
mélni formy a pfejdéte k dplnym prisekovym normélnim formém
dualisacf.

4.*Odivodnéte podrobnd (pomooi véty o dplné spojové normélnf

forms) v textu udany zpusob, jak z tabelace booleovské funkce vysist
jeji uplnou spojovou normélni formu,

2,7. PRINCIP APLIKACE THEORIE BOOLEOVYCH
ALGEBER V ELEKTROTECHNICE.

Hlavni aplikace theorie Booleovych algeber v elektro-
technice se tykaji t. zv. reléové-kontaktnich systémi. P¥i-
kladem takového jednoduchého systému je t. zv. Wagnerovo
kladivko, jeZ pohdni elektricky zvonek. Piikladem sloZitého
takového systému je telefonni centrila nebo elektromagne-
ticky matematicky stroj.

Princip d&innosti a ulel reléové-kontaktnfho systému
moZno popsat takto: Na kteroukoli urditou kombinaci zapo-
jeni a vypojenf pevného podtu m t. zv. vstupnich (dvoupolo-
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hovych) kli¢a (at jiz jsou ovliddny mechanicky nebo ruéng),
coz pfedstavuje zvendf pfichdzejici popud, reaguje relitkove-
kontaktni systém tim, Ze v jistych t. zv. vjstupnich vétvich,
¢ili struéné ve vystupech, jednak zapojuje a jednak vypind
proud.

Pfi tom je tfeba rozezndvat t. zv. jednotakint a mmnoho-
takini systémy. Jednotaktni systém na uréitou kombinaci za-
pojeni a vypojeni vstupnich kli¢d odpovidd jedinou (vidy
stejnou) kombinaci propousténi a nepropousténi proudu sou-
¢asné v jednotlivych vystupech. Piikladem je tieba elektro-
magneticky zdmek ,.na heslo*, ktery na urditou jednu, po
ptipadé nékolik mdlo kombinaci stiski vétsiho poétu vstup-
nich tlagitek (,,hesel®) elektromagneticky otevird zdmek, na
kazdou jinou vyvoldva poplach.

Naproti tomu mnohotaktni reléové-kontaktni zafizeni
je takové, kde uréitd kombinace zapojeni vstupnich kli¢h
muze vyvolat cely ¢asovy sled stfidajicich se kombinaci pro-
poudténi a pferuSeni proudu ve vystupech. Nejjednodussim
pfikladem je tu jiz uvedené Wagnerovo kladivko, kde sled
taktd price zafizeni spolivd v theoreticky neomezeném za-
pojovani a pferuSovdni proudu v jediném vystupu, na popud
stisku jediného vstupniho kliée.

Price reléové-kontaktniho systému je provddéna zpra-
vidla soustavou elektromagnetickych kontaktnich relé
(t. zn. elektromagnett s kotvou, kterd je odtahovina vzpru-
Zinou a kterd ovlid4 jeden nebo vice kontaktd, t. j. pFitazZe-
nim kotvy budto zapojuje, nebo naopak rozpojuje elektro-
magneticky Fizeny kontakt). Tak privé zapojend vétev
systému, kterd je pod proudem, zapojuje (vypojuje) jinou
vétev systému, aZ posléze postupné dojde k zapojeni nebo vy-
pojeni proudu ve vystupech celého systému.

Ulohu elektromagnetickych kontaktnfch relé jakoito elektric-
ky Fzenych zapojovadi a vypojovada proudu mohou viak také v da-
ném pifpadé vykondvat mnohem rychleji vhodné elektronky, coZ se
déje zejména v matematickych elektrickych strojich. Aplikace Boo-
leovy algebry se pravs tak tyka i systémi, pracujicich s elektronkami
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na mist$ elektromagnetii. Nicmén® se pfidrZime eloktromagnetickych
reléové-kontaktnich systému.) Pfi vicetaktnich zafizenich uréité
nastaveni vstupnich kli¢a vyvold jistou kombinacispojeni a rozpojeni
proudu ve vystupech — v prvnim taktu préce. (U jednotaktniho
systému by tim byla préce systému ukongena.) V zépéti nato nékteré
nebo viechny vystupni vétve spusti jist4 elektromagnetickd kontaktni
relé uvnité systému, kterd zapoji &i rozpojindkteré jeho vétve. Tim
se celé zafizeni zméni a pfipravi k druhému taktu préce. V druhém
taktu se pak objevi oviem ve vystupech obecnd jind kombinace roz-
pojeni a zapojeni proudu; ta opdt (obecnd) elektromagneticky zméni
zapojeni uvnitf zafizeni — a to se muZe opakovat koneén® mnoho,
nebo i (theoreticky) nekoneéné mnohokrat.

Dile se omezime jen na nejjednodussi piipad, t. j. na
jednotakint reléové-kontakini zafizent s jednim viystupem,
fikejme kritce jj-zafizeni (jj-systémy). Ty tvofi zdkladni
5,Cldnky reléové-kontaktnich elektromagnetickych zafi-
zen{ a zdkladni prostfedky z theorie Booleovy algebry k apli-
kaci na tento nejjednodussi pfipad mdme dény predchozim
vykladem.

Cinnost, resp. tlohu, jj-zaffzeni méZeme matematicky
popsat takto: Fakt, Ze byl zapojen (vypojen) -ty z m
vstupnich kliéd vy jadiime tim, Ze ¢-t4 proménns z; nabyla
hodnoty 1 (0). Vysledku é&innosti jj-zakizeni, t. j. zapojeni
anebo vypojeni proudu ve vystupu, déme opé&t vyraz
hodnotou budto 1 anebo 0, které takto nabyvés jistd z4visle
proménnd, feknéme X. '

Tak se ndm jevi kaZ?dé jj-zatizenf jako zpisob, jakym je
libovolné m-tici, sloZené z &isel 0, 1, pfifazeno jednoznaéné
opét &slo 0 nebo 1. Cinnost jj-za¥izeni (co do Gdinku) mizeme
pak prosté vystihnout tabulkou o 2™ fidcich a m + 1 sloup-
cich, kde v kazdém fidku je nejprve zanesena m-tice sesta-
vend z 0 a 1 (kombinace zapojeni a vypojeni vstupnich kli-
&) a na konci (v poslednim sloupci) je opét &islo 0 nebo
1 (vysledné zapojeni nebo rozpojeni vystupu).

V predchozim paragrafu jsme se viak dovédéli, Ze kazdy
takovy zplsob, pfifazujici libovolné m-tici z &isel 0, 1 pfesné
jedno z &isel 0, 1, lze vyjadfit booleovskym podetnim pfed-
pisem, %e takové piifazeni je booleovskd funkce na algebfe
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0,1. Lze tedy kaidé uskuteénéné jj-zakizeni povaZovat za
elektrotechnickou realisaci booleovské funkce o m nezavisle
proménnych (a jedné zdvisle proménné hodnoté funkece).
Tabulka takové funkce je pravé tabulkou price odpovidaji-
ciho jj-zafizeni.

Z piedchoziho paragrafu je ndm zndmo, Ze jedna a tdz
booleovskd funkce (zdvislost udand toutéz tabulkou) miZe
byt dina riznymi ekvivalentnimi podetnimi pfedpisy (vy-
razy).

Nazyvejme proto disledné jj-za¥izenim elektromagneticky
realisovanou booleovskou funkei (zdvislost) proménné X na
nezdvisle proménnych z,, x,, ..., Tp,. Naproti tomu termin
jj-systém si ponechme pro zpisob, jak takové zafizeni usku-
tednit, t. j. pro pfisludné elektrické zapojeni. To tedy zna-*
mend, Ze slovo zaFizeni ndm zna&f pouze zpiisob, jak systém
reaguje, nikoliv jeho elektrotechnickou vystavbu, kterou
pravé oznalujeme ndzvem jj-systém. Mdme tedy vzdjemné
jednoznaéné odpoviddni si mezi booleovskymi funkcemi om
nezavisle proménnych na algebie 0, 1 amezi jj-zafizenimiom
vstupnich kli¢ich' a jediné vystupni v&tvi, které je déno
spoletnou tabulkou pro funkeci a pro vysledek &innosti
(tilohu) jj-zatizeni. Naproti tomu mnohost poéetnich vy-
jadreni téZe booleovské funkce (na algebfe 0, 1) riznymi po-
detnimi pfedpisy odpovidd mnohosti elektrotechnickych
systémii (zapojeni) pro jedno a totéZ jj-zafizeni.

Pfi tom jsme ov8em ml¢ky udinili zdsadni pfedpoklad, Ze
kazdé tabulkou Zddané jj-zaiizeni lze opravdu elektrotech-
nicky realisovat (po pfipadé jen theoreticky, v praxi oviem
nemiizeme na pf. realisovat zafizeni o 101° vstupnich kli-
éich, t. j. booleovskou funkci 1019 nezdvisle proménnych). —
Odivodnéni tohoto pfedpokladu si poddme za chvili.

Zavim v8ak miZeme jiz blize a pFesndji Fici, v dem spodiva
princip aplikace theorie Booleovych algeber na theorii
jj-zafizeni.

Jak zndmo, booleovské funkce na algebfe 0, 1 samy tvofi
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jistou Booleovu algebru (jde-li o funkce o m nezivisle pro-
ménnych, m4 tato algebra, jak vime 22™, prvki). Co rozumi-
me v této algebfe spojenim [f U g](z,, ..., Z;;) & co rozumime
prisekem [f n gl(x,, ..., m) dvou booleovskych funkef
f(xys ..., Tm) & g(zy,...,2,) 0 m nezdvisle proménnych
Z,, ..., Tt Jsou to funkece, které pro danou m-tici hodnot
nezévisle proménnych z,, ..., z, nabyvaji hodnoty, dané
spojenim, resp. prunikem obou hodnot danych funkei, t. j.
jsou to tedy funkece z nichZ prvni nabyvé hodnoty 1 tehdy a
jen tehdy, kdyz alespon jedna ze (spojovanych) funkei f a g
nabyvda hodnoty 1; druhd je funkei, kterd nabyvd hod-
noty 1 tehdy a jen tehdy, kdyZ obé (z protinanych)
funkef f a g nabyvaji hodnoty 1; koneéné doplnék f'(z,, ...,
‘Tp) (booleovské funkce m nezdvisle proménnych) je funkee,
kterd nabyva hodnoty 0 resp. 1 tam, kde funkee f(2,, ..., Zm)
nabyva hodnoty 1, resp. 0.

Povazujeme-li tedy samotnd uskutednéni jj-zafizeni za
elektrotechnicky realisované booleovské funkce, muiZeme
fici, Ze svazovym spojenim dvou jiZ realisovanych jj-zafizeni
je takové jj-zafizeni, které ve svém vystupu vede proud
piesné p¥i takovém nastaveni vstupnich kli¢l (spoleénych
pro obé dand jj-zafizeni), pfi némZ projde proud vystupem
agpon jednoho z danych zatizeni. Podobné za svazovy prisek
dvou jiZ realisovanych jj-zafizeni nutno povaZovat takové
jj-zafizeni, jez svym vystupem propousti proud tehdy a jen
tehdy, jsou-li pod proudem oba vystupy danych jj-zafizeni.
Konelné za svazovy doplnék jiZ realisovaného jj-zafizeni je
tteba povaZovat takové jj-zafizeni, jez propoudti proud
svym vystupem tehdy a jen tehdy, kdyZz v daném zafizeni
je vystup rozpojen, a rozpoji ve svém vystupu proud piesné
tehdy, kdy% vystup daného zafizeni je pod proudem.

Jde tedy o to, jak elektrotechnicky realisovat svazové spo-
jeni, svazovy prisek a svazovy doplnék jiZ realisovanych
jj-zafizend.

Zv145té prostd je realisace svazowdho spojeni a svazového
priseku. Dejme tomu, e mime jj-systém, realisujici funkei
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f(®y, ... Tm) 8 jj-systém, realisujici funkei g(x,, ..., Zm).
Nechme systém pro f(r,,..., z,) elektromagneticky Hdit
kontakt, vloZeny do vodide X (tak, Ze X je spojen tehdy a jen
tehdy, kdyz vede vystup systému pro f(x,, ..., Z,). (Podobné
pro vodié Y a funkei g(z,, ..., z,). Na to oba vodide pfipojme
paralelné (vedle sebe) k témuZ zdroji proudu (obr. 22) — to

-

f(Xg X0 s X)) GUXg, X5, 00Xy

+

x 1
xUV=Ifug](x’.:2 ..... Xpm )
Obr. 22.

pro piipad realisace svazového spojent — a do serie (za sebou)
— to pro piipad realisace svazového priseku (viz obr.23).Je
jasno, Ze vystupni vétev, jiz je takto sestrojeny jj-systém
ukonden, pfedstavuje podle toho zda je pod proudem nebo
bez proudu obé mo#né hodnoty Z zdvisle proménné Z =
= [f v gl(=,, ..., Z,») — to v pfipadéspojeni a Z = [} n g]
(x4, ..., m) — to v piipadé priniku.

Konedné svazovy doplnék booleovské funkee f(z,, ..., zp),

178



pro ni% jiz mdme realisujici jj-systém, realisujeme elektro-
technicky takto:

Do vystupni vétve X systému realisujiciho f(z,, ..., Tm) =
= X vloZzime civku elektromagnetického relé, které
v jistém vodiéi (vétvi) ¥ pfitazenim kotvy vypind pomocny

+

f
ll(x’:xz :---:xm)

XNny=Ifngl(x; x,,.,Xm)

Obr. 23.

kontakt = a tim rozpojuje vystupni vétev ¥ = X’ pravé a jen
kdyz vétvi X prochdzi proud, kdeZto neprochdzi-li proud
vétvi X, pak pudténd kotva na vzpruziné zapojuje proud v Y
(viz obr. 24).

(Neni podstatné, e ve viech tfech pfipadech napédjime
pivodni a nové vystupy ze stejného zdroje proudu. Dile je
tfeba si uvédomit, Ze uvedeny zpisob elektrotechnické
realisace zdkladnich tikoni v Booleové algebie funkei (o m
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nezdvisle proménnych na algebfe (0, 1)) neni jediny mozZny.
Tak na pf. na obr. 25 je naznalen prosty zpiisob, jak reali-
sovat funkei f(z,, 2,) = (2, 0 23) U (27 O x,) bez elektro-
magnetickych relé, pouhou mechanickou vazbou kon-
takti.) .

Vratme se nyni kritce k ptedpokladu, jeho# zarudeni dlu-
Zime, %e totiz (a jak) ka%d4d booleovsks funkce, t. j. kazdé

+

f(x’,xz,.‘.,x

|

Y= f'(X’ ‘xz,...,lm)

Obr. 24.

predepsané jj-zafizeni, se opravdu dé realisovat. (Tim teprve
bude ukdzdna alespofi jedna zdkladni theoretickd aplikace
naSich poznatki z theorie Booleovych algeber.)

V minulém paragrafu jsme se naudili, jak z tabulky pro
booleovskou funkei vy&ist pomocf iplné normilni spojové
formy poéetni vyjadfeni takové funkce (které nenf vidy nej-
jednodus&i). Jak vime, v této formé se kazdd (sebeslozit&jsf)
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booleovskd funkce (s vyjimkouté, jeZ nabyva stédle hodnoty
nula) jevi jako spojeni nékolika funkei, z nichz ka*d4 je ne-
nulovym prinikem véech m nezdvisle proménnych, resp. je-
jich doplikd (tyto priniky pfedstavuji atomy Booleovy
algebry funkei m nezdvisle proménnych na algebte (0, 1)).

Obr. 25.

ProtoZze uZ vime, jak elektrotechnicky realisovat spojo-
véni, protindni a doplnék téchto booleovskych funkei, je
beze. vieho patrno, #e zpusob jak z tabulky booleovské
funkce vyéist jeji dplnou spojovou normilni formu elektro-
technicky éten znamend vlastné pfimo ndvrh na jj-systém,
realisujici jj-zafizeni, jehoZz price je pfedepsina zminénou
tabulkou.
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(Ka%dé nezdvisle promé&nné r; v normélni spojové formé
pfifadime jeden vstupni dvojpolohovy kli¢. Ka%dému
vyskytu proménné z, v kazdé normélni spojové formé pfifa-
dime jeden kontakt. Kli¢ pro z; (i-ty vstupni kli¢) soudasné
ovladé viechny t. zv. vstupni kontakty, odpovidajici mistiim
vyskytu proménné z,; kaidy kli¢ ovlddd tedy tolik vstup-
nich kontakti, kolik je Ginitel@ spojeni ve spojové norméilni
formsé.

Kli¢ pro z; mi dvé polohy: pro ;=1 a pro z; = 0.
V poloze pro z; = 1 zapojuje v8echny kontakty pro viechny
vyskyty z; a rozpojuje viechny kontakty pro viechny vy-
skyty ;. Kazdému &initeli spojové normélni formy pak od-
povidd m v serii zapojenych kontakti, pfislusnych k z, resp.
z;, které vystupuji v jednom é&initeli (3,5 = 1,2, ..., m).
Celé normélni spojové formé pak odpovidd paralelni spojeni
vBech téchto seriovych spojeni. Koneéné napojenim ze spo-
leéného zdroje jsme ziskali t. zv. seriové-paralelni jj-systém
pro tabulkou pifedepsané jj-zakizeni, ktery pfesné odpovidd
svou vystavbou vplné spojové normdlni formé odpovidajici
funkce (jestlize jsme jesté vlozZili za vypsané paralelné seriové
zapojeni kontaktt vystupni vétev, odpovidajici hodnoté z4-
visle promé&nné v dané funkei). (Viz obr. 26a, ukazujici sche-
ma systému pro realisaci funkce z tabulky 3. v jeji dplné
§pojové normélni forms.)

Vidime tedy, Ze zdsadné dovedeme pro Zidané jj-zaFizeni
vizdy udat jj-systém, ktery jej realisuje a pfesné odpovidd
iplné spojové normdlni formé. Takovy systém oviem zda-
leka nebyvd vidy jednoduchy a prakticky. Tak na pf. na
obr. 26b je schema pro jednodussi vyraz funkce z obr. 26a.
Vyvstdvd tedy prakticky nejdilezitéjsi dloha tento systém
pretvofit a zjednodudit v systém s nim ekvivalentni, t. j.
realisujict totéf jj-zafizeni, tutéz booleovskou funkci, ale
zpusobem co nejjednodudsim, po piipadé technicky vyme-
zenym.

Toho se dosdhne takto: Technicky dileZitym praktickym
zpisobiim zapojeni &ili §/-systémim nechdme vzdjemné jed-
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noznadné odpovidat vhodné poéetni vyrazy (jiné, nez spojo-
vé normilni formy). Pak vlastni prace pfi praktické aplikaci
Booleové algebry spoéivd v hledani vhodné formy pro danou
booleovskou funkei, v pfetvafeni jiz daného vyrazu pro
funkei ve vyraz hledaného tvaru. Zatim co dosud jsme se
sezndmili jen se seriové paralelnimsi systémy, jsou v praxi dile-

+

T

!
AN
[ % | ; |

Zitd i jind, t. zv. mistkovd zapojeni, kterd pfimo realisuji
nékteré sloZit&jsi booleovské funkce, resp. jejich vyrazy.
Piiklad méime na obr. 27, kdezto na obr. 28 je zfejmé ne-
prakticky sloZité k mustku ekvivalentni seriové paralelni
zapojeni.

Tolik tedy k tomu, aby si &tendt udinil pfedstavu, jak se
alesponi v nejjednodusdich pfipadech uZivéd Booleovy algebry
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;—l— Obr. 27.

i [
X5
[
X’ '2
[
] ]
X3 1G X x3
[ L1
Obr. 28.

=(x,nx3julx;Nx)u {xsn[{x1 nx,) u(xznx_,)]}
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k ndvrhu, rozboru a zjednodusovéni reléové kontaktnich
systémi. TifebaZe Booleova algebra — jako viibec kaZdi
aplikace matematiky v technice — neddvd ani zde zdzraény
a mechanicky aplikovatelny recept pro viechny piipady,
pfece znaéné usnadnuje sestrojovdni a zkoufeni reléové
kontaktnich systémi, které se diive hledalo pracnou vice
méné pokusnou cestou. V daldich otdzkdch musim oviem od-

kézat &tendfe na citovanou Gavrilovovu knihu.

Cuilent k 2,7.
1. Udejte schema systému pro elektrickou realisaci booleovské

funkce, dané tabulkou:

[ ]
b)

! Ty 2y z5) £ Zy Z3 fzy, 24, T5)
1 1 1 1 1 1 1
1|0 1 1 1| o 0
0 1 0 1 0 1 1
0 0 1 1 0 0 0

0 | 1| 1 1
0 1 0 0
0 0 [ 1 1
(1] 0 0 0
zy Za Zy f(m1s T3, 4)
2. Udejte seriové paraleln{ .
schema pro ndkteré zt zv. 1 1 1 0
gelektivnich §j-zakizeni; to 1 1 0. 1
jsou takové, Ze propoustdji 1 0 1 1
proud prav® a jen kdy% je 1 0 0 0
zapojen pevny podet r libo- 0 1 1 1
volnych kliga (z celkového 0 1 0 0
podtu m kliga). Tak na pt. 0 0 1 0
tabulkaselektivniho zafizeni Y 0 0 0
pror = 2, m = 3 je takova:
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Zjednoduste schema co nejvee tipravou vyrazu pro danou funkeci.

3.*Vyuzijme toho, Ze kone¢né posloupnosti z &isel 0, 1 odpovidaji
vzhjemnd jednoznadnd celym &fslim, psanym ve dvojkové ¢ili dyadické
soustavd. Pak seditdni dvou &isel (ve dvojkové soustavd) je vliastnd
vystieno tolike booleovskymi funkcemi na algebfe 0, 1, kolik
dyadickych mist mé soudet (t. j. nejvyse o jedno vice nez jich mé vétsi
z obou ¢isel). Dyadické misto soudtuy, t. j. 0&i 1, je totiZ patrnd hodno-
tou jisté booleovské funkece, jejimiZ nezdvisle proménnymi se jevi byt
jednotlivé é&fsla dvojkového rozvoje obou stitanci v daném mi{sté
a napravo od ného. k-té misto sou¢tu dvou &isel ve dvojkové soustavé
(0 nebo 1) (od konce vzato) je tedy hodnotou booleovské funkce nej-
vy#ie 2k nezdvisle proménnych na algebfe (0,1). Cely soutet dvou obec-
nych s¢ftanch az do jisté velikosti tedy dén konenou posloupnosti
urditych takovyeh funkef, jeZ maji spoleéné nékteré nezévisle pro-
ménné; déle jez hodnotemi svych zévisle proménnych udévaji jed-
notlivd dydické mista soultu; a konednd jich% je telik, kolik mizZe
mit soudet mist.

Tak jo dina z4dsadni moZnost elektricky realisovat seéftani ve dvoj-
kové soustavd tim, Ze elektricky soudasnd realisujeme viechny boo-
leovské funkce pro viechna mista souttu, pro tak veliké &isla, jak to
potfebujeme.

Ukolem &tenafe je pokusit se na podkladd tdchto poznimelk udat
booleovské funkce a navrhnout schema pro elektrické seditdnf dvou,
fekndme nejvyse Sestimistnych &isel (ve dvojkové soustavd), &ili &isel
nejvyde rovnych 28 = 64. Necht si &tendi uvddomi, %e zpisob tako-
vého elektrického poéiténi je tim zdsadné odli&ny od b&Zného postup-
ného zjisfovéni mist soudtu pomoci pfenosu (ve dvojkové soustavs),
%e zaf{zeni pro elektrické sditéni ,,umi‘*’ udat soudet najednou na viech
(dvojkovych) mistech. Takovy seditajici systém si muZe étenét pro
maly potet mist a dva séitance prakticky sestrojit pomoci pouhych
nékolika kapesnich baterif, vhodné  upravenych obyZejnych
vypinada a tolika Zérovek (jakoZto indikétort proudu ve vystu-
pech) kolik nejvyke je dvojkovych mist soudtu. — Zarovka sviti:
pifsludné misto souttu je 1; Z4rovka nesviti: pfisluiné misto soudtu
je 0.) Podobnd si miZe Stenaf sestrojit (sloZitdjai) elektrické schema pro
ndsobent dvou nevelkych, dvojkové rozvedenych celych &isel. (V praxi
elektrickych potitacich a matematickych stroju se oviem uZivg
z technickych duvoedu jinych, pfi velkych &islech praktittdjsich elek-
trickych realisaci selitdnf a nédsobeni releové-kontektnimi systé-
my.)
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2,8. APLIKACE BOOLEOVY ALGEBRY NA VYROKO-
VOU (THEORETICKOU) LOGIKU.

Theoretickd vyrokova logika (kterou odliSujeme od praxe
ka?dodenniho pouZivani logiky) je zdkladni a nejjednodussi
¢asti theoretické logiky. Nazyvdme-li matematickou logikou
takovou theoretickou logiku, kterd uZivd matematickych
method ke studiu logickych vztahi, pak vyrokovd matema-
tickd logika je jejim prototypem a v aplikaci na ni se vlastné
historicky Booleova algebra objevila.

0¢& jde ve vyrokové logice, to miZeme struéné a ponékud
zhruba charakterisovat takto:

Vyrokovd logika zkoumd vztahy mezi vétami libovolného
jazyka (Fedi), pokud se tyto vztahy zaklddaji na ndsleduji-
cich tfech pfedpokladech. ,

Piednd, véty povaiujeme za blize nedefinované a samo-
statnd o nédem vypovidajici skupiny vyraza feéi; pfi tom
vyrokovd logika rozeznidvd jednak: t. zv. jednoduché véty
jako jsou na pt. ,,Zitra bude hezky*, ,,V8ichni lidé jsow si
rovni‘, ,,2 + 3 = 6%, atp. — oznafujme je malymi pismeny
ab,e,...

Dile rozeznivime od jednoduchych vét t. zv. sloZené véty
(souvéti), jez jsou budovany postupné z jednoduchych vét
pomoci (jedno & vicendsobnym kombinovidnim) t. zv. logic-
kych spojek:

Spojka V (nebo, lat. vel), spojka & (lat. et, soufadné a),
spojka — (implikaéni, pro podmineéné souvéti ,,Kdyz...,
pak...”“ a koneéné zdporka ~ (Ne, nikoli, lat. non, téZ se
opisuje réenim ,,Neni pravda, Ze...) (Véty vitbec (sloZené
i jednoduché) oznadujme velkymi pismeny 4, B, C, ...). Tak
na pf. je-li @ = ,,Zitra bude hezky®, b = ,,Zitra pujdu na
vychdzku®, ¢ = ,Kaidy ¢&lovek zemie” pak A =a Vb
znadi: ,,Zitra bude hezky nebo pijdu na vychizku“ a - b =
= B znadi: ,, Kdy% bude zitra hezky, pak pijdu na vychdz-
ku“ v ¢ znadi: ,,Ne kazdy &lovék umie (= neni pravda, Ze
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kazdy &lovék zemfe)*. MiZeme vSak téZ utvofit souvéti
a — ~c (t.j. ,,KdyZ bude zitra hezky, pak ne kazdy &lovék
zemfe*“. Je tfeba zdiraznit, Ze pro vyrokovou logiku jsou
jednoduché vyroky jiz ddle nerozloZitelnymi elementy. Pro-
toZe vyrokova logika nebere (a neni také s to brit) ohled na
redlnou ndplih a smysl jednotlivych vét, a pak pro dplny
pfehled o vSech theoreticky zidsadné moZnych souvétich
(pravé udaného druhu), mizZeme logickymi spojkami ve vy-
rokové logice bez omezen{ spojovat jakékoli dvé véty (sloZené
& jednoduché). Tak na pf. je-i A =a &b, B=cV b, pak
bereme ohled i na souvéti tfebas ¢ = 4 — B = (@ & b) —
— (¢ V b) (t. j. ,, KdyZ zitra bude hezky a zdroven pljdu na
vychdzku, pak: bud kaidy &lovék zemie, nebo bude zitra
hezky“ (nebo oboji). (Rozumi se, %e duSevnéd normélni
lidé takovd souvéti netvori.)

Za druhé, vyrokovd logika, aniZ by mohla (jak jiZ Fe-
&eno) se zabyvat smyslem vét, je s to néco vypovidat pouze
o jejich pravdivosts nebo nepravdivosti. Pii tom se piijima
pfedpoklad, Ze kaZdd véta je vidy budto pravdivd, anebo
nepravdivd. MiZeme Fici, Ze kaZdéd véta mlZe nabyt jedné
a jen jedné ,,hodnoty pravdivosti‘‘: je-li véta A pravdivd,
pak nabyvd hodnoty 1, je-li véta A nepravdivd, nabyvi
hodnoty 0. (V tom je obsaZena zdsada vylouleného sporu
(,»principium contradictionis*) a zdseda ,,tertium non datur®
(vylouéeného tfettho) tradiéni logiky.)

Pii tom hodnota pravdivosti sloZeného vyroku je jedno-
znaéné uréena hodnotami pravdivosit jeho slozek. (To je t. zv.
zdsada extensionality.)

(Poznamenejme hned, %e jsou intensivnd studovany obecndjsi
systémy vyrokové logiky, v nichZ neni ani jedna z téchto zdsad 1 a 2
piijiména; také v takovych logikdch (kde na pf. neplati zésada, Ze
ka?d4 v&ta budto je pravdivé, anebo neni pravdivd) je theorie svazi
duleZitym matematickym ndstrojem. Svazy, kterych je tam zapotfe-
bi, jsou pak rizn® zobecndnymi Booleovymi algebrami.)

A koneéné za tfeti, elementirni vyrokova logika stanovi
logické hodnoty slozenych vét na zdkladé predpoklddanych
logickych hodnot &isti podle téchto pfedpist:
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a) Véta ~ A (nikoli 4) je pravdivd tehdy a jen tehdy,
kdyz véta 4 je nepravdivi.

b) Véta 4 V B (A nebo B) je nepravdivd, kdyZ a jen kdyZ
jsou obé dvé véty A i B nepra.vdlve

c) Véta A & B (A a B) je pravdivd tehdy a jen tehdy,
kdyZ obé dvé véty A i B jsou pravdlvé

d) Véta A — B (kdyZ A, pak B) je nepravdiva tehdy a jen
tehdy, kdyz véta A (t. z'v.-impljka,ns) je pravdivé a véta B
(t. zv. implikdt) je nepravdiva.

Shrneme-li na podkladé zidsady o vyloueném tfetim a vy-
lou¢eném sporu pravé udané predpisy pro stanoveni hodnot
pravdivosti souvéti pomoci danych hodnot pravdivosti jed-
notlivych jeho &dsti do pFehlednych, t. zv. Schrédero-
vych tabulek, pak vypadaji takto:

4 {~4 4| B|lavB| 4&B | 4B
1
i -
1 10 1 1 1 1 1
0o 1 1 0 1 0 0
| 0 1 1 0 1
0 0 0 0 1

Vidime tedy (srov.tab. na str. 162), Ze na zdkladé pravé
vytéenych ti#i zdkladnich pfedpokladd vyrokové logiky lze
na véty (sloZené i jednoduché) hledét jako na proménné
prvky z algebry (0, 1) hodnot pravdivosti, pfi ¢emZ% jedno-
duché véty jejichZ pravdivost nezndme, se ndm takto
jevi jako nezdvisle proménné, sloZené véty jako
zdvisle proménné a tvofeni sloZenych vé&t (logic-
kych souvéti) jako tvofeni sloZenych Booleovskych
potetnich predpisi; piislusnd Booleovskd funkce,
dand takto sloZenou vétou, bude vhodné nazvina vy-
povédi, (kterd je vyjddFena touto danou (sloZenou) vétou.)

Jak je zfejmo, jedna a tdZ vypovéd (& tvrzeni) mize
byt vyjddfena riznymi, jak se fikd, logicky ekviva-

189



lentnimi vétami. [Na pf. vétu ,Neni pravda, %e neni
pravda, Ze zitra bude hezky* — &ili ~ (~ a), povaZujeme za
logicky ekvivalentni s vétou @ — ,,Zitra bude hezky‘. Sou-
véti ,,Kdyz bude zitra hezky, pak pijdu na vychdzku* —
a — b povazujeme za vétné vyjiddfeni vypovédi, kterd by
vSak mohla byt pravé tak dobfe vyjddfena vétou ~a V b —
,»»Zitra réno nebude hezky, nebo piijdu na vychazku*.] Toto
pak zcela odpovidé okolnosti, Ze.jedna a tdZ booleovsk4
funkce miiZe byt vyjddfena rfiznymi booleovskymi
poéetnimipFedpisy. Pii tom zdkladni poetni booleovské
dkony jsou ve vyrokové logice diny uZitim uvedenych
logickych spojek takto: Svazové spojovdni pomoci spojky
V (...nebo...) ¢&li t. zv. logické disjunkce, svazové
protindn{ pomoci spojky & (... a ...), t. zv. logické
konjunkce, svazovy doplnék pomoci negace ~ (Nikoli...)
Podmineéné souvéli a — b — jei je tfeba pedlivé odliSovat
od podmineéného vztahu, & vztahu disledku mezi dvé-
ma vitami @ a b — ndm pak pfedstavuje spojeni dopliiku
prontho daného {&lenu s druhym dangm &lenem. MiZeme se
tedy na symbolicky zdpis sloZeného souvéti ptimo divat jako
na wvyraz pro booleovsky poletni pfedpis, jestlizZe ndm jen
znak \/ vyznaduje svazové spojovini, znak & svazové
protindni, znak ~ svazovy doplnék,

K &emu je takovd ,,algebraisace vyrokové logiky? Vée-
chna odvozend logickd pravidla pro logickou ekvivalenci
dvou sloZenych vét po takové algebraisaci se jevi jako prostd,
aplikace axiomi Booleovy algebry ana zakladé nich je odvozu-
jeme vhodnou podetniipravou podetniho Booleova pfedpisu,
daného jednou vétou, v booleovsky podetni pfedpis pro tutéz
funkei (vypovéd), ktery jedany druhou vétou. Jinak Feleno,
logické ekvivalence (,,rovnice* vyrokové logiky) pfecha-
zeji, jak se ukazuje, v identické rovnosti (platné pro
jakékoli dosazené prvky) v Booleovs algebfe (0, 1) — a oviem
i obrdcené, kazdd takovd identita znaéi logickou ekviva-
lenci, Tak na p#. druhé z De Morganovych pravidel Boole-
ovy algebry vyjadfuje tento odvozeny princip (poudku), vy-
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rokové logiky: Rici, Ze neni pravda, Ze soutasn& 4 i B je lo-
gicky totéz, jako ¥ici, Ze bud neni pravda A, nebo neni
pravda B (nebo oboji).

Poznamenejme jest, Ze oviem poudky, které jsme si od-
vodili pro koneéné Booleovy algebry, vesmés skytaji odpo-
vidajici pouéky vyrokové logiky, Tak se zejména ukazuje, Ze
viechny (sloZené) vypovédi, jez lze udinit za pomoci m
danych jednoduchych vét, tvoii Booleovu algebru o 2™
prveich, t. j. vypovédech. Dile se ukazuje, Ze sloZend sou-
véti lze pievddét na jednoznalné urdené Uplné spojové, zde
je 1épe Fici disjunkéni normalni formy. To jsou s danou (slo-
Zenou) vétou logicky ekvivalentni souvéti, tvofend pomoci
opakované spojky nebo; jeho &dstmi jsou opét souvéti tvo-
fend vidy z riznych danych m jednoduchych vét a jejich
negaci — pomoci soufadnych spojek a.Co vice, na takové
iplné normélni disjunkén{ form& pro dané souvéti mdme
moznost se presvédéit, zda dané souvéti je, ¢i neni t. zv,
tautologii, to jest souvétim ,,samoziejmé, bezpodminedné
pravdivym {které na jakékoli rozloZeni hodnot pravdivosti
u nezdvisle proménnych (jednoduchych vét) diva vidy
konstantni hodnotu 1]. Jednoduché piiklady tautologii:
aV~a,~(~a)—a,a—> (a Vb),apod. Jak jiZ nyni étendF
sam nahliZi, tautologie budou zfejmé viechny ty sloZené
véty, jejichZ iplnd normdlni disjunkeni forma je ta nejdelsi
pro Booleovskou funkei, identicky nabyvajici stdle bodno-
ty 1.

Booleova algebra tedy skytd matematicky prostfedek, jak
o daném komplikovaném souvéti rozhodnout, zda je, & neni
tautologii, a to naprosto mechanisovatelnym zpisobem
(vhodnou podetni iipravou). (K tomu udelu dévd oviem
Booleova algebra i jiné ispornéjsi a praktidtéjsi prostfedky
neZ je ten, ktery se opird o uiplnou spojovou normélni formu;
o téch zde viak se jiZ nelze 8ifit.) Lze Fici, Ze prosté Booleova
algebra fesi jednoduchym zpisobem veskeré tkoly, jeZ se
kladou elementdrni vyrokové logika.
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Tolik tedy ve vsi struénosti o aplikacich theorie (koned-
nych) Booleovych algeber na logice — a tolik o aplikacich
theorie Booleovy algebry viibec.

Na zakonéenou si piehledné zopakujeme zvl43té nizorny,
pfimo Skolsky instruktivni piiklad na razné, ale vzdjemné
isomorfni svazy, ktery ndm poskytuji konedné Booleovy
algebry o 22" prveich (n je pevné celé kladné &islo). Uvedeme
si zde Sest Booleovych vzdjemné isomorfnich, ale piesto
vzdjemné odlisnych algeber, a to jak povahou svych prvki,
tak zplisobem realisace svazovych tkoni, svazové jednotky
a svazové nuly.

1. pt.: Proky svazu: Konedné &4sti mnozZiny (souboru) o 27
predmétech.

Svazové spojent: Sjednoceni &dsti. Svazovy prisek: Prinik
Nula svazu: prézdnd &ist. Jednotka svazu: Celd mnoZina.

2. pi.: Proky: Ptirozend kladné é&isla, délitelé souéinu 2»
prvnich prvodisel

2.3.5.7... p*»=N.

Svazové spojeni: Nejmensi spoledny ndsobek. Svazovy prii-
sek: Nejvétsi spoleény dslitel. Nula svazu: Cislo 1. Jednotka
svazu: Cislo N.

3. pt.: Prvky: Vrcholky krychle v 28.rozmérném prostoru.
Svazové spojent: K podétku nejblizii vrcholek, do néhoz lze
dojit po hranich krychle ze ,,spojovanych® vrcholki za ne-
ustélého vzdalovéni od poditku. Swvazovy prisek: Od po-
&étku nejvzdélensjsi vrcholek, do ného# Ize dojit po hrandch
krychle z obou ,,protinanyeh‘ vrcholkii za neustdlého pfi-
blizovini se k poddtku. Nula svazu: Vrcholek, leZici v po-
datku. Jednotka svazu: Vrcholek protilehly k po&itku (nej-
vzdilendjsi od pocéatku).

4. pf: Prvky: Booleovské funkce o » nezédvisle promé&nnych
na Booleové algebfe (0, 1). Svazové spojent: Funkce, jejiZ
hodnota je spojenfm hodnot danych funkef (pro tyz argu-
ment). Svazovy prisek: Funkce, jejiz hodnota je prinikem
hodnot danych funkef. Nula svazu: Funkee s konstantnf hod-
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notou = 0. Jednotka svazu: Funkce s konstantni hodnotou
=1.

5. pf.: Proky: Elektrickd jj-reléové-kontaktni zakizeni
o vstupnich (fidicich) klidgich (propoust8jici nebo nepro-
poustéjici jproud jedinym vystupem). Svazové spojent: Za-
Fizeni, sestrojené pomoci paralelniho zapojeni. Svazovy pri-
sek: Zatizeni, sestrojené pomoci seriového zapojeni (obou
vystupnich vétvi). Svazovd nula: Zakizeni, jeZ nikdy nepro-
pousti proud. Svazovd jednotka: Zakizen, jez vidy (za kaidé
polohy Fidicich kontaktt) pfevadi proud.

6. pt.: Proky: Vypovédi, které lze vyjadfit n» jednoduchymi,
vzdjemné nezavislymi vétami — pfi uZiti logickych spojek
,.nikoli‘, ,,nebo*, ,,a‘‘. Svazové spojent (dvou vypovédi): Je
vyjddfeno spojenim jejich vétného vyjidfeni spojkou nebo.
Svazovd nula: Vypovéd, vyjadfujici logickou nemoZznost.
Svazovy prisek: je vyjidien spojkou a. Svazovd jednotka:
Vypovéd, vyjadfujici logickou samoziejmost (tautologii).
(Pochopitelné, Ze toto nejsou viechny piiklady moZnych
Booleovych algeber o 2¢*prveich. Pf. 1 a 2 najde é&tenif
na obr. pron = 3)

Tim kondfme vice méné systematlckou &dst nasich vykladd
o svazech. V dalsim se vénujeme jiZ jen nesystematickym do-
plikéim ve formé volné rozpravy, neéinici si ndrokti na mate-
matickou pfesnost.

Cvident k 2,8.

1. Naleznéte logickou interpretaci vSech 16 moZnych zptisobu, jak
tvofit sloZité vypovédi pomoci dvou danych vypovédi 4 a B a pomoci
logickych spojek V/, &, ~ (,,nikoli‘‘ (,,neni pravda, Ze')). (Udejte si
tabulky pro kaZdou sloZenou vypovéd.)

2. a) Prevedte kaZdé logické souvéti slozené ze dvou v&t v souvdti,
uzivajici jen logickych spojek — a ~.

b)*Vyjddiete viechna logické spojovéni vét pomoci jediné ,,spoj-
ky* ,,|'* (Shefferiv symbol), kde A4 | B znadi: nikoli A nebo nikoli B,
algebraicky 4 | B = 4’ VU B,

3. Interpretujte de Morganovy identity jako (odvozené) poulky
vyrokové logiky.

4. Vztah (mezi vypovédmi) z 4 (logicky nutnd) vyplyvé B, je
vzteh &dstetného uspofddéni v Booleové algebie vypovédi.
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Ukaite, Ze fici, Ze z A logicky nutnd vyplyvéa B (B je logicky di-
sledek 4) je totéZ, jak Fici, Ze vypovéd A — B je jednotkou (pifisluiné
Booleovy algebry vypovédi, je tautologickou vypovédf).

5. Riei, 2o A ddvé nutnou podminku pro B znadi B C A. Riei, Ze 4
dévé nutnou a postadujici podminku pro B znadi: 4 = B.

a) Oduvednéte nésledujici, v matematice &asto uifvany postup
dikazu nutnosti a postatitelnosti podminky A pro B: # .

Existuje n vypovddl Cy, Cy, ..., Cn tak, 26 A = C,, B'= C, (j pevné
l<j<n)zC;plyne C;,pros =1,2,...,n— 1 az Cy plyne C,
(t. zv. zévér pomoci implikaéniho kruhu).

b) Oduvodnéte, Ze dokézat, e z A plyne B, je totéZ, jako dokézat,
%e z ~ B plyne ~ A.

¢) Oduvodnéte t. zv. nepfimy diukazovy postup: dokézat, %e z 4
plyne B, je totéZz jako dokézat, e z predpokladu ~ B & A plyne
kontradiktorické (spornd) vypovéd.

2,9. MODULARNI SVAZY. MODULARNI A KOMPLE-

MENTARNI SVAZY. PROJEKTIVNI GEOMETRIE JA-

KO SVAZ. SPOJITE DIMENSIONALNI PROJEKTIVNI
GEOMETRIE.

Jako v 1. &dsti knizky (jednajici o grupidch) ndm zbyvé
i zde k viceméné systematickym vykladim o zikladnich
pojmech a nékterych druzich svazii, jez tvofi hlavni obsah
této druhé &isti, pfipojit nakonec zb&zny pohled na nékteré
dalsi otdzky a vysledky theorie svazi a jejich aplikaci, na néz
se tu nedostalo a ani nemohlo dostat. To je viak dloha t&7i,
ne# v piipadé grup, jednak proto, Ze theorie svazi je (v da-
leko v&tsi mife neZ dnes jiZz vykrystalisovand a dlouhym vy-
vojem proSld theorie grup) dosud ve stadiu poddteéniho roz-
voje, v némZ neni jestd zcela jasno, jak pijde dalsi vyvoj a co
z neddvnych objevid si podrii trvalou cenu v matematice
i v aplikacich. Za druhé je potiZ v tom, Ze do hloubky jdoueci
aplikace theorie svazl v ostatni matematice, o nichZ by bylo
zahodno zde informovat, vyZaduji dosti znaénych znalosti a
rozhledu v souéasné matematice, po pf. matematické logice.

Tak zejména v abstraktni algebfe piedstavuje aplikace
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theorie svazit formulaci jddra nékterych velmi obecnych
algebraickych principti. Bez znalosti soudasné abstraktni al-
gebry je tedy téZko o tom néco Fici.

Proto omezime nd$ pohled na dalsi vysledky a pojmy
z theorie svazi opravdu jen na nékolik mélo ukdzek, jez se
daji alespoti naznaéit bez daliich ndroki na étendfovy mate:
matické védomosti. Rekli jsme si ji#, ze zdkladni axiomy
theorie svazii 1’ aZ 5° ptedstavuji, jak se zd4, jeStd prilis
Sirokou a neucelenou zdkladnu pro rozvijeni hlubsi theorie.
Zékladni axiomy je proto tfeba jesté& doplnit dalsimi axiomy:
To doplnéni, které jsme provedli nejprve, totiZ pEipojeni
obou axiomu distributivity, nds vedlo k t. zv. distributiv-
nim svazim. Byly to privé ty svazy, kde se svazové spo-
jovani a protindni dalo (v isomorfni representaci) vystihnout
mnoZinovym spojovinim & mnoZinovym protindnim (ve
vhodném svazu mnoZin ¢&ili v t. zv. mnoZzinovém okruhu).
Pfipojeni dalsiho axiomu 7 (axiomu dopliiku) jsme pak do-
stali t. zv. Booleovy algebry.

V mnoha ¢&asto se vyskytujicich typech svazi nejen, Ze
neni ani fedi o dopliku (ve smyslu axiomu 7), nybrZ i na
misté obou axiomu distributivity je splnén jen jisty slabsi,
sdm k sobé duilni axiom, t. zv. axiom modularity, &ili téZ
axiom Dedekindiiv (nazvany tak podle svého objevitele).

Ten zni takto:

Jsou-li a a ¢ dva proky svazu, splitujici vztah a C ¢ (a jinak
jsou libovolné), pak pro libovolny prvek b plati rovnost

avboc=(@ub)nec

Smysl Dedekindova axiomu spodivd v jisté dosti ab-
straktné vyslovené podmince ,,geometrické* pravidelnosti,
jakou tento axiom uklédd svazovému édsteénému uspofdddni
t.zv.moduldrnihosvazu, ve kterém je splnén. Ukazuje se
viak, 2e Dedekindlv axiom je logicky rovnocenny s dosti
ndzornym pozadavkem, aby se ve svazu nevyskytly nikdy
t¥i rtzné prvky a, b, c tak, ze by platilobneccececbua
(ve smyslu geometr. zndzornén{ svazového édsteéného uspo-
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Ffadani — bychom méli 5 bodd a,b,c,aub, bnc) uspoi"é-
danych do pétidhelnika jako na obr. 19, V). (PfedevSim se
étenal sdm snadno presvédéi, Ze by existence zminénych tii
prvki méla za nédsledek a =au (bne)F (aud)nec=cg;
¢ili: kdyZ plati axiom modularity, je vyskyt zminénych t#
prvkd jisté vylouden. Obricend souvislost, Ze totiZz kdyZ je
vyskyt takovych t¥i ,,nepravidelnych‘ prvki vylouden, pak
Ze plati Dedekindiv axiom, d4 se rovnéZ snadno dokdzat.
Réenim, Ze Dedekindiv axiom je slabsi, nez kazdy z axio-
mii distributivity md byt fedeno to, Ze z axiomu distributi-
vity (jednoho nebo druhého) plyne axiom modularity (kazdy
distributivni svaz je moduldrni), Ze v3ak lze nalézt svazy,
které nejsou distributivni a jsou nicméné moduldrni. Prvni
fakt je ihned vidét, nebof podle axiomu distributivity —
tiebas prvého 6’ (8 druhym by se jen zadalo s levé strany
rovnosti v axiomu modularity misto s pravé) je vidy (a u
ub)nc=(avc)n (buc). Nisledkem pfedpokladu a ¢ ¢ je
viak a N ¢ = a. Druhy faktnahlédneme za pomoci obr. 19,
IV podévajiciho graf nejprostiiho svazu, ktery je modularni
— jak se &tendf sam snadnym ovéfenim platnosti Dedekin-
dova axiomu sdm presvéddi — ale neni distributivni (coZ si
&tendf rovnéZ snadno dokdZe sdm jako uZitedné cvideni).

Modulérnf svazy se vyskytuji dosti &asto v abstraktni algebfe,
jakoZto svazy podsystémi, obsaZenych v daném algebraickém systému.
Tak na pi. viechny normdint podgrupy libovolné dané grupy tvoif
modulérni (ale obecné& nikoli distributivni) svaz, rozumime-li spojeni
a pranik ve smyslu véty 9, (8ésti 1.) (AvBak také samotné vhodné
podsvazy daného svazu opdt mohou tvotit modulérni svaz.)

Za jistych predpokladi, o nich% se zde nelze 8ifit, se podgrupy
v jistych komutativnich (Abelovych) grupéch (kteréito podgrupy
jsou oviem, jak vime, vidy normaélni) stéve)i tak zvanymi moduly.
Dedekindiv axiom a jim objeveny druh svezi mé své druhé jméno
podle toho, Ze jej Dedekind objevil ve svazu moduli. Ve viech
tdchto modulérnich svazech moderni abstraktni algebry,
prvky jsou jisté vyznadné podsystémy, obsafené v daném
algebraickém systému (jako na pf. normalni podgrupy jsou takovymi
vyznaénymi ,,podsystémy* v grupéch, jestlie grupy povaZujeme za
*(pom&rnd prosté) algebraické systémy). Svezové polouspofédéni je
mezi ,,podsystémy** zde opdt mnoZinova inkluse, t. j. vztah ,,pod-
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systém 2 je obsaZen v podsystému y‘* (celého systému). Znati, Ze
kazdy prvek patiici do z pati{ i do y. Je tfeba viak zdaraznit, Ze
svazové spojovani nikterak jiZ neni vidy mnoZinovym sjednocovénim,
t. j. pouhym shrnovénim prvku z danych dvou podsystémi do jed-
noho, protoze takové pouhé shrnuti nepredstavuje uz obecnd pod-
systémn daného systému.

Theorie svazi — a piedevaim moduldrnfch svazi — ptedstavuje
tedy néstroj, ktery poméhé orientovat se ve vystavbd sloZitych al-.
gebraickych systému z jejich jednoduddich vyznaénych podsystéma —
& v tom je jeji vyznam pro moderni algebraické theorie. ProtoZe tedy
aplikece theorie (moduldrnich) svazii na rozbor stavby sloZitych
algebraickych systému nds pouduje o strukture téchto systémui, proto
bylo déno svazim téz jméno struktury. (Nédzvu struktura se
uZfvé v rusting, polstiné a francouzstiné.)

V tomto smyslu je dalekosahly zejména vztah mezi theorif modu-
larnich svazi a theorii grup. Pro modularni svazy plati totiz tvrzeni,
kteréa jsou vlastné svazovym vyjiddienim (ponékud zeslabenych) za-
kladnich vét Jordan-Hélderovy a Remak-Sechmidtovy a ji-
nych vét o grupach (viz 1,8).

Zvlasté dobfe uzavieny a dilezZity systém dodatkovych
axiomil (jimiZ je tfeba doplnit zdkladni axiomy svazu) je
kombinace Dedekindova moduldrniho axiomu a axiomu 7
o dopliiku. Svazy, spliujici kromé zédkladnich axiomd jeSté
axiom modularity a axiom dopliiku jsou t. zv. modularni
komplementirni svazy. (Pfipomefime hned, Ze zeslabe.
nim axiomi distributivity v axiom modularity prestiavé
platit zdsada, Ze k danému prvku je nutné tfeba jen jednoho
dopliku, jako je tomu v distributivnich komplementérnich
svazech, t.j. v Booleovych algebrich, viz str. 150.) Piiklad
takového svazu u% znime z obr. 19, IV.

V abstraktni algebfe se vyskytuji takové modularni komple-
mentdrni svazy, jakoito svazy vyznadnych podsystémui
algebraického systému. Tak na pf. grupa, ktera se déd rozloZit
v direktni souéin (viz str. 96 v 1,8) takovych normalnich
svych podgrup, které jsou jednoduché (t. j. samy jiz nemajf
zddnou vlastni normélni podgrupu), vytviii moduldrni
komplementdrni svaz vSech normélnich podgrup.

Komplementdrni moduldrni svazy jsou viak duleZité pie-
deviim jako ten druh jiz zminénych (viz str.124 a str. 128)
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svazill, jez zahrnuji svazy dané geometrickym protindnim
a spojovdnim, providénym na pfimkich, bodech, rovinach
(a ve vicerozmérné geometrii na daldich vicerozmérnych
zobecnénych piimek rovin). Tyto svazy ukazuji v nejéistsi
formé zdkonitosti geometrického protindni a spojovéni, jaké
jsou studovdny v projektivni geometrii.

Objasnéme si alesponi v hrubych rysech, jakym zptisobem
je v rdmeci theorie moduldrnich komplementdrnich svazi
axiomaticky zaloZena t. zv. projektivni geometrie
roviny.

V projektivni geometrii roviny (pojaté axiomaticky) ne-
definujeme p¥imo, co je to bod a co je to pitimka, nybrz cha-
rakterisujeme tyto dva druhy pro nds zdkladnich geometric-
kych utvari jejich zdkladnimi vlastnostmi a vzijemnymi
vztahy, t. zv. geometrickymi axiomy (které samotné konec
konctl abstrahujeme z praxe, z ndzoru). Pfi tom se tyto za-
kladni vztahy opiraji v projektivni geometrii pfedevsim
0 neomezenou moznost protuuzt (prlmky) a spojovat (body).
(Pro_]ektlvm geometrie neznd ani pojmu vzdédlenosti bodid
ani pojmu rovnobéZnosti pfimek. Kazdé dvé pfimky se mo-
hou protnout.)

A tu se pti axiomatickém zakliddni projektivni geometrie
ukazuje, Ze za projektivné geometrické axiomy lze prosté
povatovat axiomy moduldrniho komplementdrniho svazu, dopl-
néné jelté o jeden jediny charakteristicky axiom (jehoZz znéni
si uvedeme niZe).

Je pfi tom oviem tfeba, jak jiZ naznadeno, rozsifit pojem
protindni dvou stiznych pfimek a pojem spojovani dvou riiz-
nych bodd tak, aby pro jakékoli dva geometrické zikladni
atvary byl bez jakychkoli vyhrad urden vysledek jejich spo-
jeni a jejich protnuti. Pak na pf. axiomem 1’ miZeme za-
rudit geometricky axiom, Ze kazdé dva body lze spojit jedi-
nou pfimkou. Podobné axiom 1” ndm zaruduje, Ze kazdé dvé
pfimky se protnou v jediném bodé. Axiom 3’ fikd, Ze spojit
bod a s bodem b je totéz, jako spojit bod b s bodem a. Po-

198



dobng 1ze geometricky vyloZit smysl ostatnich axiomi svazu,
co? prenechivame &tendfi. K tomu je jen zapotfebi doplnit
pfimky a body na jedné strané celou rovinou (v niZ nafe
primky a body leZi) a na druhé strané onou ndm jiz povédo-
mou prazdnou &isti roviny. Tato posledni bude patrné vy-
sledkem ,,prot&ti‘ dvou riznych bodi nebo pfimky s bodem
na ni nelezicim a pfedstavuje nulu svazu. Celou rovinu je pak
nutno poklidat za vysledek spojeni dvou riznych pfimek
nebo piimky s bodem, ktery na ni neleif; je to jednotka
svazu. Svazovym polouspofdddinim je pak (jak jiz vime
z 2,3) geometricky vztah ,, X lezi na Y*‘. Svazovym dopliikem
je k danému bodu ka?dd pfimka, kterd jim neprochdzi a
k dané pfimce kazdy bod, ktery na ni nelezi. Zde je tedy ke
kaZdému prvku (s vyjimkou celé roviny a jeji prdzdné &4sti)
dokonce nekone¢né mnoho doplikd — na rozdil od Boo-
leovy algebry. (Dopliikem celé roviny je ovéem jeji prdzdnd
dast a doplikem prdazdné &ésti je celd rovina; pfi tom sva-
zovou jednotkou je celd rovina sama, svazovou nulou prézdn4
&ast roviny.)

A nyni: Projektivni geometrii charakterisujici axiom,
ktery je tfeba jesté ptipojit k axiom@im modulédrniho komple-
mentdrniho svazu, je pravé ten, ktery tak ostfe odlisuje geo-
metrické svazy projektivniho spojovini a protindni od Boo-
leovych algeber (které jsou ovSem také (zvlaitnimi) modu-
lairnimi komplementdrnimi svazy). Axiom zni takto —
v geometrické Fedi:

Ke kaidym dvéma riznym bodim ezwtuye pHimka, na niZ ne-
ledi ani jeden z nich.

Tento axiom (ktery tvrdi vlastné pfimo opak zésady o jednoznag-
nosti dopliiku v Booleové algebie) miiZeme oviem vysloviti v ndzvo-
slovi theorie svazi, kdyi si vzpomeneme na pojem atomu (ktery odpo-
vidé geometrickému pojmu bodu) z odst. 2,5. (Tohoto pojmu tam bylo
sice pouiito v pfipad® konetné Booleovy algebry, ale byl zaveden
zcela obecnd, pro kaZdy svaz s nulovym prvkem.,)

Pak charakteristicky axiom projektivni geometrie roviny zni:

Kazdé dva atomy maji spoletny doplnék.
199



Taktotedy,zbézné a bez dikazd naértnuta, vypada elemen-
tarni projektivni geometrie roviny s hlediska- theorie svazi.
Souvisi tedy pojem moduldrniho a komplementdrniho
svazu — po piislusném ohranideni od Booleovy algebry
jesté uvedenym specifickym axiomem o existenci spoled-
nych dopliikéi — tzce s nafimi zikladnimi védomostmi
o prostoru, resp. o roviné, takZei touto cestou se svazy obje-
vuji ve svém bezprostfedim vztahu ke skuteinosti. Pfipo-
menme jedté jiz jednou zminénou okolnost, Ze t. zv. princip
duality projektivni geometrie je takto pfeveden na princip
duality theorie moduldrnich komplementdrnich svazi, na néz se
zdkladni princip. duality theorie svazi rozsifuje, ndsledkem
dudlni stavby jak axiomu modularity (ktery je dudlni sam
k sobé) tak i axiomu dopliiku (o ném% plati totéz). Slozit&jsf
pojmy projektivni geometrie, jako je na pf. kolineace, do-
stdvaji ve svazovém pojeti elegantni formu. Tak kolineace
se jevi jako isomorfni zobrazeni svazu na sebe sama
(Gili jako t. zv. automorfismus).

(Vztah kolineace mezi pfimkami a body projektivni roviny na pf.
je dén, jak je ndkterym &tendfim zndmo, osou kolineace, t. j. pevnou
piimkou a dvéma stfedy kolineace (mimo tuto pfimku), t. j. dvéma pev-
nymi body. Kolineace sama pak je vzéjemnd jqdnoznaéné pfifazenf
bodu k bodum a pfimek k pfimkém (jejich obrazim), jeZ se sestrojuje
za této zdsady: osa kolineace odpovidd bod po bodu sama sobé.
Stiedy kolineace si odpovidaji vzéjemnsd. Sestrojit bodu odpovidajici
bod (jeho kolinedrni obraz) znamend: dany bod spojit s jednim i dru-
hym stfedern kolineace a do obou pruseéiki téchto spojnic s osou
kolineace vést spojnice z druhého a prvniho stfedu kolineace. Pak
prusedik té&chto poslednich dvou pfimek je kolinedrnf obraz daného
bodu. Obraz pfimky je pak jiZ dén jako spojnice obrazi dvou bodd
ne ni.)

A nakonec je§té zminku o jednom zvrcholnych vysledkd
theorie svazii projektivni geometrie. Je to Von Neuman-
niv¥ objev projektivni geomelrie se spojitsé proménnou
dimenst.

4 Von Neumann je vynikajfcf soudasny matematik a matematic-
ky fysik madarsko rakouského ptvodu.
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Je dosti nesnadno 1 jen zhruba naznadit bez daliiho mate-
matického apardtu, o jde. Nicméné, pokusme se o tq ale-
spon docela hrubym zplsobem asi takto: :

V bézné projektivni geometrii — méjme na mysli tieba
projektivni geometrii prostoru — jsou (v bézném smyslu z4-
kladni) geometrické utvary rozdéleny do kategorii podle
avého rozméru é&ili dimense. Tak body jsou utvary ,,bez-
rozmérnymi‘‘ &ili dimense 0, pfimky jsou Gtvary jedno-
rozmérnymi ¢ili dimense 1, rovina je dvoudimensionalni za-
kladni geometricky utvar (dimense 2), prostor (v béiném
smyslu slova) je dimense 3, a tak i ddle (jdeme-li ke geo-
metriim vicerozmérnym). Pfi tom se svazovym spojovéanim
geometrickych utvari dimense obecn& zvétduje (nebo ale-
spoli nezmensuje) a svazovym protindnim se zmensuje (ne-
zvétduje). (Mohli bychom dokonce piesné Fici kdy a jak, ale
to by nds vedlo zbyte¢né daleko.) Tak na pf. spojeni dvou
riznych zakladnich dtvarG dimense O, t. j. bodi — dostd-
vame vtvar dimense 1 — pfimku, spojeni Gtvaru dimense 1
— pEimky s dtvarem dimense 0, bodem, dé rovinu, t. j.
itvar dimense 2 (ale titvar dimense 2, t. j. rovinu, mizeme
dostat i spojenim t¥i riznych tGtvard dimense 0, t. j. tFi bodi,
atp.).

Ve spojité dimensiondlnf geometrii mime pFedeviim
také ,,zdkladni geometrické dtvary‘, totiz prvky jistého
modulérniho & komplementirniho svazu, pravé tak jako
jsou body, piimky, roviny prvky modulirniho komplemen-
tdrniho svazu projektivni geometrie. A miiZeme ¥ici, Ze tyto
prvky tohoto svazu jsou opravdu zobecnénim zikladnich
dtvart projektivni geometrie, bodd, pfimek, rovin — proto-
Ze modulirni komplementdrnf svazy, definujici pojem
spojité dimensiondlni geometrie, splfiuji jisté dalsi pozada.
vky, jeZ jsou pfenesenim onoho dodatkového azxiomu, jimZ
jsme svaz projektivni geometrie roviny odlifili od Booleovyjch
algeber. Také tyto abstraktni ,,geometrické utvary* jsou
rozdéleny do kategorii podobné, jako se zdkladni itvary
projektivni geometrie fadi do kategorii podle své dimense.
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Av8ak &islo, které zdkladnim utvariim spojité dimensiondlni
geometrie (t. j. prvkim uvaZovaného svazu) je zapotiebi
piifadit jako jejich ,,dimensi*, mise probihat nyni ¢ viechny
redlé hodnoty mezi nulou a jednou. A také zde se spojenim
fprotindnim) dvou ,zikladnich geometrickych dtvara*
zvyduje (sniZuje) anebo alespol nesniZuje (nezvysuje)
jejich ,,dimense‘‘. Ale rozkldddnim ttvaru ve spojeni dvou
dtvard niz8i dimense nikdy nedojdeme k nejjednodussim,
dale jiZ takto nerozloZitelnym dtvarim — t. j. k bodim: To
znamend, Ze spojité dimensiondlni projektivni geometrie
nemd bodi.

Zdélo by se, Ze konstrukee spojité dimensiondlni projek-
tivni geometrie je abstraktni matematickd hfi¢ka (ostatné
by snad bylo moZno pochybovat o vhodnosti ndzvu ,,geo-
metrie*’, pro jisty nekoneény moduldrni komplementérni
svaz, jehoZ prvky si nelze dobfe ndzorné pfedstavit ad tento
svaz spliiuje stejné podminky, jeZ spliiuji i ndzorné geome-
trické svazy). Av8ak ukazuje se, Ze spojité dimensiondlni
projektivni geometrie se objevuje v téch partiich moderni
matematiky, jez maji pouZiti v kvantové mechanice. Nehledé
na to, jak neéekanym zpisobem theorie svazii objevem spojité
dimensiondlni geometrie zasihla do naSeho ndzoru na
abstraktni jddro projektivni geometrie viibec, mdme tu tedy
novy doklad pro to, Ze i velmi abstraktni a zddnlivé se sku-
tetnosti nijak nesouvisici matematické theorie vidy maji,
tfebas nedekany a nejprve nezndmy, redlny vyznam.

2,10, ZAVER DRUHE CASTI KNIZKY.

Nakonec je tieba, abychom zrekapitulovali postup vy-
kladu pFi svazech priveé tak, jako jsme to udinili pfi grupdch.
Vyasli jsme od velmi obecného a v podstaté kazdému dobfe
povédomého pojmu &istedného uspoifddini. U tohoto
ve velmi rozmanitych tvarech se vyskytujiciho pojmu jsme
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ponékud prodleli pro jeho samostatnou dileZitost. Definos
vali jsme také pojem polouspoidddni, ]akozto tastelné uspo-
féddnf s pFipudténim rovnosti; svaz jsme nejprve (lqﬁmgvah
]ako polouspofidany soubor (mnozinu), kde kazdé dva “
maji (ve smyslu néjakého polouspofdddni) svij ne]mem ’mm
le¢ny ,,nadprvek’ — ¢&ili t. zv. spojent a ne]vétél spolecny
»podprvek‘ — &ili t. zv. prisek. Ukdzalo se vBak, Ze je pravé
tak dobfe moZno na svazy hledét podobné& jako na grupy.
To znamend, %e lze povaZovat za zdkladni nikoli pojem &4-
steéného uspofidani, resp. polouspofddéni, nybrz samo spo-
jovani a protindni jakoZto ,,ikony*‘, podrobené jistym axio-
mim, které dilem maji tutéZ formu jako axiomy (komu-
tativni) grupy, dilem jsou jiného rdzu; pak svazem rozumime
ka#dy soubor, v némiZ lze spojovat a protinat dle téchto
axiomil. Charakteristické je na téchto axiomech svazu to, Ze
se vyskytuji ve dvojicich tak, %e zdménou spojovdni za
protindni a obricené dostdvdme z jednoho axiomu druhy (t.
zv. princip duality).

Prenesli jsme dale z theorie grup i zdkladni pojrny homo-
morfniho a isomorfniho zobrazeni (svazu na svaz). (To jsou
totiz viilbec obecné pojmy, vystupujici v nejriznéjsich spe-
cialisacich v abstraktni algebfe.)

- Uznavée, Ze zdkladni axiomy svazusamy nesta¢ik charak-
terisaci dilezitych druhi svazil, jeZ jsme poznali na piikla-
dech, vybrali jsme ze zndmych dopliujicich axiomi hlavné
dva: axiom distributivity (a axiom k nému duélnf) a axiom
dopliiku. Svazy, které vedle zdkladnich axiomi spliuji
axiomy distributivity, jsou t. zv. distributivnt svazy. Uvedli
jsme, Ze jsou to pravé ty svazy, kde svazové spojovani a pro-
tindni se d4 pomoci isomorfniho zobrazeni pfevést zcela na
sjednocovan{ a pronikdni mnoZin (t. zv. mnoZinovou repre-
sentaci, jakoZto zvldstnim druhem realisace abstraktné daného
typu svazu ,,konkretnim‘‘ svazem mnoZin ¢ili mnoZinovym
okruhem — analogie k representaci ,,abstraktnich grup
grupami permutaci.)

V dalSim jsme se omezili na distributivni svazy, spliiujici
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axiom dopliku, é&ili na t. zv. Booleovy algebry; zde jsme pro
ptipad konednych algeber vétu o isomorfni mnoZinové re-
presentaci podrobné dokdzali.

Vénovali jsme se pak nékterym nejjednodussim aplikacim
theorie konedénych Booleovych algeber, zejména algeber
booleovskych funkei, a to na elektrotechniku (algebra
reléové-kontaktnich zafizeni) a na matematickou logiku
(algebra vypovédi ve smyslu vyrokové logiky). Ukdzala se na
prvni pohled piekvapujici souvislost: obé tyto algebry jsou
si isomorfni, jestlize poéet vstupnich klidd m je roven podtu
jednoduchych vypovédi — nebot v obojim pfipadé jde — az
na isomorfismus — o Booleovu algebru viech booleovskych
funkei na algeb¥e (0, 1) o m nezivisle proménnych.

Nakonec bylo pfidéno nékolik zminek o jinych dilezitych
druzich svazi, jeZz vychdzeji z toho, %Ze v nich misto axiomi!
distributivity plati slabdi aziom wmodularity. Piiddme-li
k axiomu modularity je§té axiom dopliku (pfi éemZ nyni
miZe byt k jednomu prvku vice riznych doplikil) a do-
ddme-li jeSté poZadavek, Ze dva rizné proky ,téhof rozméru
(na pt. body) majt vidy spoleény doplnék, dostdvdme sva-
zovou charakterisaci geometrického spojovani a protindni,
jak je znd t. zv. projekitivni geometrie. Zobecnénim moZno
dospét k t. zv. spojité-rozmérové projektivni geometrii,
v niZ neni bodd a rozméry (dimense) zdkladnich geometric-
kych titvart se méni spojité v intervalu meziO a 1.
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