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P f t E D M L U V A 

V naší veřejnosti je — snad vlivem způsobu, jímž se až 
dosud většinou vykládala matematika ve školách — zako-
řeněn názor, že matematika je jen jakousi snůškou vzorců 
a pravidel a že rozumět matematice znamená umět odhad-
nout, kterého z nich je třeba v dané situaci užít. Tato knížka 
na rozdíl od většiny malých příruček diferenciálního a in-
tegrálního počtu, jejichž cílem je na málo stránkách podat 
pokud možno hodně látky, ukazuje, že je to názor nesprávný. 
Cílem knížky není seznámit čtenáře s látkou diferenciálního 
a integrálního počtu v plné jejf šíři, nýbrž ukázat jen nejzá-
kladnější výběr pojmů a method, jichž se v tomto oboru 
matematiky užívá, a dát Čtenáři neskreslenou představu 
o tom, jak se v tomto úseku pracuje. 

Většina matematických vět je správná jen za určitých 
předpokladů a právě těchto předpokladů si naše populari-
sační matematická literatura dosud poměrně málovšimala. 
V textu, který následuje, je důsledně dbáno toho, aby všecky 
věty byly vyslovovány s přesným zněním všech předpokladů, 
které podmiňují správnost vět, i když se to někdy zdánlivě 
děje za cenu těžkopádnosti po stránce formální. Důraz je 
kladen zejména na logickou stránku postupu, který je vždy 
vo' en tak, aby důkazy byly správné a úplné. Veškerá tvr-
zení v knížce obsažená jsou doprovázena přesnými důkazy; 
jen v úvodu není podrobně propracována theorie reálných 
čísel, která je sice jedním z pilířů, na nichž diferenciální 
a integrální počet spočívá, přesto však patří do jiného oboru 
matematiky, čtenář, který bude hledati bližší poučeni 
o těchto i jiných problémech, najde je v každé obšírnější 
učebnici diferenciálního a integrálního počtu. 
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Literatura je tu velmi bohatá; každý kulturní národ se 
jisté může pochlubit několika knihami "o diferenciálním 
a integrálním počtu od obsáhlých několikasvazkových kom-
pendií s účely čistě vědeckými až po řadu tenkých příruček 
určených zejména pro praxi. Bylo by proto velmi obtížné 
chtít podat byť i kusý přehled této téměř nepřeberné litera-
tury. Na tomto místě upozorňuji toliko na dvě knihy prof. 
V.^farníka: Úvod do počtu diferenciálního a Úvod do počtu 
integrálního,které patří mezi nejdokonalejší učebnice 
těchto oborů v celé literatuře světové, jak svým přesným 
zpracováním látky, tak i jasností, s niž jsou v nich všecky 
problémy vysvětlovány a dokazovány. Jediná vada těchto 
knih je jejich poměrně značný rozsah, který u Čtenáře ne 
dosti zvyklého přesným matematickým úvahám může způ-
sobit jakousi nechuť k jejich soustavnému studiu. Je tedy 
zřejmé, že by bylo nemoudré psát příručku diferenciálního 
a integrálního počtu a nedat vydatně na sebe působit uvede-
nými knihami prof. Jarníka. Při této příležitosti upozorňuji 
ještě na knihu A. J. ChinČina: BoceMb JienijHŮ no MaTeina-
THiecKOMy aHajiHay,**) která na rozdíl od knih Jírníkových 
neodvozuje téměř žádná matematická pravidly a vzorce, 
nýbrž je téměř výhradně věnována přehledu p rozboru 
method a myšlenkových postupů, jichž se v diferenciálním 
a integrálním počtu používá. Cílem rozumně a ekonomicky 
studované matematiky musí být spíše studium těchto me-
thod než nějaké samoúčelné dření vzorců, často neúplných, 
ba dokonce někdy i Zcela nesprávných. 

Knížka nepředpokládá od čtenáře téměř nic jiného než 
jakousi minimální znalost matematických principů, které 
tvoří látku matematiky na školách III. stupně; klade však 
dosti značný nárok na čtenářovu pozornost a na jeho schop-
nost činit logicky přesné závěry, jež však jsou nezbytným 
předpokladem veškerého matematického uvažování. Doufám, 

*) Praha 1946 a 1948, JČMF. 

**) Třetí vydáni, Moskva-Leningrad 1948, OrM3. 
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že čtenář, který se při čtení knížky něčemu naučí, nebude se 
muset při dalším svém studiu nic odnaučovat a pochopí, 
k jaké dokonalosti dospělo matematické bádání během svého 
staletého vývoje. 

V Mnichově Hradišti 17. června 1951. 
K. H. 
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ÚVOD 

Pro stručné vyjadřování si zavedeme název množina. 
Tímto slovem budeme označovat soubor jakýchkoli před-
mětů, které nazýváme prvky množiny; při tom vyslovíme po-
žadavek, abychom o každém předmětu dovedli rozhodnout, 
je-li prvkem dané množiny či není-li jejím prvkem. 

Nás budou zajímat hlavně dva druhy íhnožin. Jedním 
z nich jsou množiny, jejichž prvky jsou čísla. Druhým z nich 
jsou množiny, jejichž prvky jsou body určité přímky. Je áži-
tečné počítat mezi množiny i takové, které neobsahují vůbec 
žádný prvek; taková množina se nazývá množina prázdná. 
Množina, která má aspoň jeden prvek, jmenuje se neprázdná. 

Máme různé druhy čísel. Nejjednodusií jsou čísla přirozená 
(t. j. čísla 1, 2, 3, 4,...); vedle nich jsou ještě čísla celá (t. j. 
čísla ..., —3, —2, —1, 0, 1, 2, 3,...; čísla přirozená mezi ně 
patři), dále čísla racionální (na př. | , —| atd.; čísla celá 
mezi ně také patří, neboť na př. 3 = J) a konečně čísla reálná 
(mezi něž patří všecka čísla racionální a ještě veliké množství 
dalších čísel zvaných irracionálni, na př. ]/2, TI, log5 atd.). 
V této knížce se budeme zabývat výlučně čísly reálnými; 
řekneme-li slovo „číslo", budeme mít na mysli vždy jen číslo 
reálné. Budeme-li však někdy myslit jiný druh čísel, výslovně 
to vždy vytkneme. 

S čísly provádíme t. zv. základní početní výkony (t. j. sčí-
táni, odčítání, násobení a dělení). Jejich theorií se zabývat 
nebudeme; ta spadá do jiného odvětví matematiky, zvaného 
aritmetika. Pravidla, jimiž se řídí základní početní výkony 
s čísly reálnými, budeme považovat za známá. 

Při této příležitosti si však přece řekneme několik slov 
o dělení. Jsou-li dána dvě čísla a, b, definujeme podíl a : b 
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|někdy mu také říkáme zlomek -̂ -j jako takové číslo x, které 

vyhovuje rovnici bx = a. Je-li ř> =|= 0 (čteme b různé od nuly), 
a 

má tato rovnice jediné řešení x = —, které píšeme také ve 
o 

tvaru x= a :b. Je-li však b = 0 a a 4= 0, nemá tato rovnice 
řešení,.neboť, ať volíme číslo x jakkoli, vždy je bx = O.Proto 
žádné číslo x nemůže vyhovovat rovnici 0 . x = a, v niž 
předpokládáme, že a =)= 0. Je-li tedy 6 = 0 a a 4= 0, není 
možno utvořit podíl a : b. Konečně je-li 6 = 0 a také a = 0, 
pak rovnici bx^= a vyhovuje každé číslo x, neboť vždy je 
0 . x = 0. Proto za podíl a : b, kde a = 0, b = 0, mohli by-
chom pokládat každé číslo. Nám však jde o to, aby každý 
početní výkon měl vždy jen jeden výsledek. Abychom se 
vyhnuli'všem těmto potížím, budeme mluvit o podílu 
a : b jen tehdy, když 6 =|= 0. Podíl, jehož dělitelem je 
nula, budeme vždy ze svých úvah důsledně vylu-
čovat. 

Pozoruhodná je tato skutečnost: množina všech reálných 
čísel a množina všech bodů na přímce mají tu vlastnost, že 
prvky těchto dvou množin možno navzájem přiřadit tak, aby 

Obr. i 

každému reálnému číslu odpovídal určitý a jediný bod přím-
ky a také obráceně aby každému bodu přímky odpovídalo 
určité a jediné reálné číslo. Toto přiřazení provádíme zpra-
vidla tak, že si zvolíme určitou přímku, které říkáme osa 
číselná, a zvolíme na ní určitý bod O, který nazveme počátek. 
Ten bude znázorňovat číslo 0. Dále zvolíme určitou délkovou 
jednotku (třeba 1 cm) a jeden z obou sqiyslů zvolené přímky 
prohlásíme za kladný. Druhý smysl bude záporný. Každé 
číslo bude přiřazeno tomu bodu číselné osy, jehož vzdálenost 
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od počátku činí právě tolik délkových jednotek, kolik jedno-
tek má to číslo, a to v kladném smyslu, jde-li o číslo kladné, 
a v záporném smyslu, jde-li o číslo záporné. Na obr. 1 jsou 
tak zobrazena čísla —3, —2, —1, 0, 1, 2, 3, 4 a vedle toho 
jsou tam ještě body A,B, G,D, které zobrazují čísla 0,5, 
—| /2 ,71 . Poněvadž každému číslu je takto přiřazen jediný 
bod číselné osy a každému bodu číselné osy je přiřazeno je-
diné číslo, budeme často místo slova „číslo" užívat názvu 
„bod". 

Osu číselnou si' nejčastěji představujeme v poloze vodo-
rovné a za její kladný smysl volíme směr zleva doprava. 
Jsou-li dána dvě čísla a, b, z nichž a>b (Čteme a je větší než 
6), pak bod, který zobrazuje číslo a, leží dále vpravo než bod, 
který zobrazuje Číslo b. Je-li b < a (b menší než a), leží bod b 
vlevo od bodu a. 

Základní pravidla o nerovnostech budeme pokládat za 
známá. Nejdůležitější z nich jsou tato: 

Je-li a > b, je také a c >b c, ať je c jakékoli 
Číslo. 
v Je-li a > b a c > 0,*) je ac > 6c; naproti tomu je-li 
a >b a c < 0 , je oc<6c . 

Víme-li, že je bud a > b, nebo a= b, píšeme to a ^ b 
(Čteme větší nebo rovno); víme-li, že buď a < b, nebo a = b, 
píšeme (čteme menší nebo rovno). Opakem tvrzení 
a > b je tvrzení a^b, podobně opakem tvrzení a < 6 je 
tvrzení o ^ b. 

Číselnou množinu nazýváme omezenou, když existují ta-
ková dvě čísla k, h, že pro každý prvek x této množiny platí 
x > h a současně x < k, což psáváme zpravidla stručněji 
h < x < k. Neexistuje-li některé z čísel k, h, mluvíme o "mno-
žině neomezené. Na příklad množina všech zlomků s kladným 

*) Číslo a, pro něž platí a > 0, nazývá se kladné-, číslo a, pro něž 
platía < 0, nazývá se záporné. Číslo Onepovažujeme ani za klad-
né, ani za záporné. 
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čitatelem i jmenovatelem, které mají tu vlastnost, že jejich» 
čitatel je menší než jmenovatel, tvoří množinu omezenou; 
množina všech přirozených Čísel je neomezená. 

Jestliže existuje číslo k tak, že pro každý prvek x dané 
množiny platí x < k, říkáme, že množina je omezená shora. 
Existuje-li takové číslo h, že pro každý prvek x množiny 
platí x > h, říkáme, že množina je omezená zdola. Je 
zřejmé, že množina je omezená tehdy a jen tehdy, když je 
omezená shora i zdola. 

Platí věta, kterou dokazovat nebudeme, ale přijmeme ji 
za správnou: 

Je-li dána jakákoli shora omezená množina, 
existuje číslo M, které má tyto vlastnosti: 

1. 2,ádný prvek x dané množiny není větší než M, 
t. j. vždy je x ^ M. 

2. Zvolíme-li l ibovolné číslo < M, existuje 
vždy aspoň jeden prvek f dané množiny, který je 
větší než Mv t. j. £ > Mv 

Číslo M se nazývá supremum dané množiny a je zcela 
lhostejné, je-li prvkem dané množiny či není-li jejím prvkem. 

Podobně platí věta: 
Je-li dána jakákoli zdola omezená množina, 

existuje Číslo m, které má tyto vlastnosti: 
1. Žádný prvek x dané množiny není menší než TO, 

t. j. vždy je x TO. 
2. Zvolíme-li l ibovolné Číslo m 1 > m , existuje 

vždy aspoň jeden prvek f dané množiny, pro nějž 
platí f < m .̂ 

ČÍ3I0 TO se nazývá infimum dané množiny a je opět zcela 
lhostejné, je-li prvkem dané množiny či není-li jejím prvkem. 

Jako přiklad uvedeme množinu skládající se z prvků . 

h b i- i> •••> obeoně —. 
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Tato množina je omezená shora i zdola a má supremum 1, 
které k ní patří, a infimum-O, které k ní však nepatří, neboť 
pro žádné n není — = 0. Zvolíme-li však libovolné číslo n 
mx > 0, existují vždy prvky naší množiny, které jsou menší 

než zvolené číslo m,; jsou to ty zlomky —, v nichž je n > —. 
n wij 

Nejčastěji se budeme zabývat množinami, jejichž prvky 
jsou všecka čísla vyhovující určitým nerovnostem. Takové 
číselné množiny nazýváme intervaly. 

Na přiklad množina těch čísel x, která současně vyhovují 
nerovnostem 0 < x < 1, tvoří interval, který budeme ozna-
čovat (0, 1): Tento interval je na ose číselné znázorněn úseč-
kou, jejíž krajní body jsou 0 a 1, jež se však k této úsečce 
nepočítají. Takový interval se jmenuje otevřený. 

Podobně množina čísel, která vyhovují nerovnostem 
0<1 1, tvoří interval, který budeme označovat <0, 1). 
Také tento interval je na ose číselné znázorněn úsečkou, 
jejíž krajní body jsou 0 a 1; tyto body se však tentokrát 
k úsečce počítají. Takový interval nazýváme uzavřený. 

Počítáme-li k intervalu jen jeden 
krajní bod, nazýváme jej polouzavře-
ný (polootevřený). Polouzavřenými 
jsou na příklad intervaly, jež tvoří 
ta čísla x, která vyhovují nerovno-
stem 0 < l a ; < J nebo 0 < x 5 ^ 1 . 
Prvý z nich budeme označovat <0,1) 
a druhý (0, 1>. 

Na obrázku ovšem nemůžeme 
znázornit jediný bod, a proto budeme kreslit místo bodů 
malé kotoučky. Bude-li takový kotouček vyplněn, bude 
to znamenat, že bod do dané množiny patří; bude-li prázd-
ný, bude to znamenat, že bod do dané množiny nepatří. 
Podle toho jsou na obr. 2 znázorněny čtyři intervaly, o kte-
rých jsme právě mluvili. 

V ) 
<0,1> 
<0,1) 
(0,1> 

Obr. 2 
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Také množina všech čísel větších než — 1 tvoří (otevřený) 
interval, který značíme (—1, oo) (čteme otevřený interval od 
— 1 do nekonečna). Tvoří jej všechna x, která vyhovují ne-
rovnosti x > — 1. Podobně množina čísel, která vyhovují 
vztahu £ 1, tvoří (polouzavřený) interval, který označíme 
(—oo, 1). Tyto intervaly se zobrazují na číselné ose jako 
polopřímky (obr. 3). Budeme je dále nazývat intervaly ne-

omezenými. Intervaly, o nichž 
Q jsme mluvili dříve, nazýváme 
0 1 _ omezenými. . 

• Konečně i množinu všech 
Obr. 3 reálných čísel vůbec počítáme 

také mezi intervaly a označu-
jeme ji symbolem (—oo, oo). Je to rovněž interval neome-
zený a je zobrazen celou číselnou osou. 

Symboly oo a — oo, jichž jsme právě užili, neznačí ovšem 
žádná čísla, nýbrž značí jen tolik, že příslušný interval je 
v některém směru neomezený (t. j. nikde nekončí). Se 
symboly oo a —oo nikdy nebudeme počítat, neboť to 
nejsou čísla. 

Každý otevřený interval, jehož (vnitřním) bodem je bod o, 
budeme nazývat a (viz obr. 4). Každý polo-
uzavřený interval, jehož levým krajním bodem je bod a 

a) 
0) i 

Obr. 4 Obr. 5 

(který do toho intervalu patří), nazýváme jxrayým okolím 
bodu a (obr. 5a) a každý polouzavřený interval, jehož 
pravým krajním bodem je bod a (který do toho intervalu 
patří), nazýváme levým, okolím bodu a (obr. 5b). 

Průnikem dvou množin nazýváme množinu, která obsa-
huje všecky prvky, jež patří současně do obou množin, a žádný 



jiný. Průnik dvou intervalů tedy obsahúje všecka čísla společ-
ná oběma intervalům. Je jasné, že průnikem dvou intervalů 
může být buď interval, nebo jediné číslo, nebo množina prázd-
ná. Na příklad průnikem intervalů <0, 2> a (— 1,1) je interval 
<0, 1), jak je vidno z obr. 6a. Podobně průnikem intervalů 
(—1, oo) a (—oo, 1> je interval (—1,1>, jak vyplývá ze zná-

zornění na obr. 6b. Je zřej-
mé, že průnikem dvou in-
tervalů, které, mají ppoleč-
ný vnitřní bod, je vždy 
interval. 

Sjednocením dvou mno-
žin nazýváme množinu, kte-
rá obsahuje všecky prvky 
jedné množiny i všecky 

prvky množiny druhé a žádný jiný. Sjednocením dvou inter-
valů může tedy být bud dvojice intervalů, nebo jediný inter-, 
val. Na příklad sjednocením in-
tervalů (0, 2) a <—1, 1> je in- ^ Q 7 2 
terval <— 1, 2), který obsahuje —*•-— —*>— 
všecka čísla z intervalu (0, 2) <~1,1> (0.2) 
i všecka čísla z intervalu <— 1, Obr. 7 
1>, jak je patrno z obr. 7. Sjed-
nocením levého a pravého okolí bodu a je okolí tohoto bodu 
(viz obr. 4 a 5). 

Ke každému reálnému číslu a přiřazujeme číslo, které 
označujeme ]<z| a nazýváme absolutní {prostá) hodnota čísla a. 
Je definována takto: 

Je-li a > 0, je |a| = a; je-li a < 0, je |a| = — a; |0| = 0. 
Na příklad [3| = 3, |—1,8| = 1,8 atd. Můžeme také říci: 

Je-li a ¡> 0, je \a\ = a; je-li a ^ 0, je |a| = — a.*) 

*) Podmínka a ^ 0 zahrnuje vfiecka čísla kladná a je&tě nulu. Tato 
čísla, která nejsou záporná, označujeme souborným názvem čísla ne-
záporná. Podobné čísla, která vyhovují podmínce a 0, nazýváme 
nekladná. 

a)- •1 

(-1,1) <0,2> 
-1 0 1 

(--.1> (~1.oo) 
Obr. 6 
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Vždy je \a\ ^ 0. Absolutní hodnota je vždy číslo nezá-
porné. 

Jsou-li a, b jakákoli čísla, je vždy 

|oft| = \a\ . |6|, = M pro 6 4= 0. (2) 

Symbol a ^ 6 v nerovnosti (1) značí bud a + b, nebo 
a — b. Důkaz uvedených pravidel provedeme nejsnáze tak, 
že vezmeme v úvahu všecky možné kombinace znamének, 
jichž mohou čísla a, b nabýt, a ukážeme, že napsané vztahy 
jsou vždy splněny. 

Je-li a libovolné číslo a 3 > 0, pak množina všech 
čísel x, pro něž platí 

a—d<x<a+d, (3) 

je totožná s množinou všech Čísel x, která splňují 
nerovnost 

\ a - x \ < d. (3') 

Důkaz: 1. Je-li a — d < x < a + <5, je — <5 < x — a < d. 
Buď je x — a 0, takže x — a = \x — a\, a pak \x — a\ < 
< á. Nebo je a; — a < 0, takže x — a = — \x — a\, a pak 
— (5 < — \x — a\, t. j. \x — a\ < <3. 

2. Obráceně: Je-li \x — a\ < 6, je buď x — a ¡> 0, t. j. 
\x — a\ = x — a, takže x — a < d (a samozřejmě ovšem 
také — d<x— a). Nebo je x— a < 0, t. j. \x — a\ = 
= — (x — a), takže — (x — a) < d, t. j. — ó < x — a 
(a samozřejmě ovšem x — a < á). V obou případech je tedy 
— d < x — a< ó, t. j. a — d < x < o + ó. 

*) Vzorce, které třeba si pamatovat, jsou označeni čisly na okraji. 
Formule, jichž se v dalším textu dovoláváme, jež vSak pamatovat 
není třoba, jsou označeny písmeny. 
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I . P O J E M FUNKCE 

Y'JW 

Budtež dány dvě číselné množiny M, N. Libovolný prvek 
prvé množiny označíme písmenem x. Jestliže existuje předpis, 
který každému prvku x množiny M přiřazuje určitý a jediný 
prvek y množiny N, nazýxapíp t^toprířaKe^i funkcí aožŤia-
"čujeme je zpravidla nějakým písmenem, třeba /. Prvek mno-
žiny N, přiřazený prvku x z množiny M, označujeme pak 
znakem f(x). Číslo x nazýváme 'proměnná-, množinu M vfiech 
čísel x nazýváme obor funkce /. Číslu y = f(x), přiřazenému 
k číslu x, říkáme hodnota funkce v bodě x. Místo písmen 
x, y, f můžeme ovšem volit kterákoli jiná. 

Abychom získali přehled o nějaké funkci, znázorňujeme si 
ji geometricky. Každou z obou číselných množin M, N zobra-
zíme na zvláštní číselné ose, které 
zpravidla volíme navzájem kolmé 
a o společném počátku O. Tu osu, 
na níž zobrazujeme čísla x množiny 
M, nazýváme osa x; tu osu, n& níž 
zobrazujeme čísla y množiny N, na-
zýváme osa y. Bodem x a jemu 
přiřazeným bodem y = f(x) vedeme 
rovnoběžky s druhou osou a jejich 
průsečík P považujeme za obraz hod-
noty funkce / v bodě x (obr. 8). Jde tedy vlastně o pravoúhlé 
souřadnice x,y= f(x) bodu P v rovině. Množina všech bodů 
P sestrojených pro všecka x z oboru M f-uňkce / podává 
jasný přehled o průběhu funkce. Množinu bodů P budeme 
označovat názvem graf neboli diagram funkce /. Nejčastěji 
se stává, že tímto grafem je jakási křivka, ačkoli to můžo 
být útvar daleko složitější. 

Obě množiny M, N však bývají předem dány jen zřídka, 
často je dána pouze funkce /, t. j. předpis, podle něhož pře-
jdeme od čísel množinyy)^^Můmimo^inyi^/j a její obor AI; 
tím je ovšem již určena množina N všech hodnot f(x) dané 

Obr. 8 
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U Í 4 5 

Obr. 9 

funkce. Zpravidla však nebývá předem dán ani obor M dané 
funkce /. V tomto případě budeme za M považovat co oej-
obsáhlejší množinu, která má tu vlastnost, že ke každému x 
z této množiny je možno utvořit hodnotu f(x) dané funkce. 

Uvedeme si několik příkladů, na nichž ukážeme některé 
jednoduché funkce a jejich diagramy. 

Příklad 1. Oborem funkce / budiž množina všech přiro-
zených čísel a ke každému x z této množiny budiž přiřazeno 

číslo 1, je-li x liché, a číslo —1, 
je-li x sudé. Je tedy /(1) = 1, 
/(2) = - 1 , /(3) = i , m = 
— — 1 atd. Diagram této 
funkce (vlastně jen jeho část) 
je zobrazen na obr. 9. Je tedy 
možné, aby totéž y odpovídalo 
většímu počtu čísel x. 

Příklad 2. Oborem funkce / budiž množina všech reál-
ných čísel a ke každému x této množiny budiž přiřazeno číslo 

y = kx, kde k 4= 0. 
Můžeme tedy psát f(x) = kx. Sestroj íme-li množinu těch 
bodů P, jejichž souřadnice x, y jsou vázány vztahem y = kx, 
leží tyto body, jak známo, na 
přímce p procházející počátkem 
a bodem o souřadnicích 1, k (obr. 
10). Říkáme tedy, že funkce y = 
= kx je zobrazena přímkou pro-
cházející počátkem. Směr této 
přímky je určen číslem k, proto 
mu dáváme název směrnice. Je-li 
k kladné, svírá přímka p s klad- Obr. 10 
ně orientovanou osou x úhel ostrý 
(měřeno v kladném smyslu otáčení), jako je tomu na obr. 10; 
je-li k záporné, svírá přímka p s kladným smyslem osy x úhel 
tupý. Funkci f(x) = kx, kde k 4= 0, nazýváme přímá úměrnost. 
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Příklad 3. Jako další příklad si uvedeme funkci danou 
rovnicí 

y = —, kde k 4= 0. x 

Všimněme si nejprve jejiho oboru. Výraz — má smysl pro 
všecka x 4= 0; oborem naší x 

funkce může tedy být obor 
všech reálných Čísel s výjim-
kou čísla 0. Danou rovnicí 
není číslu 0 přiřazeno žádné y; 
říkáme, že funkce není pro 
x = 0 definována. Každé-
mu x (s výjimkou nuly) od-
povídá jediné y. Souhrn všech 
bodů o souřadnicích x, y, kde 

y = —, leží na rovnoosé hy-x 
perbole. Tato hyperbola tedy 

Jc Obr. 11 
zobrazuje funkci y = — (obr. x 

k 11). Funkci y = —, kde k 4= 0, označujeme zpravidla ná-x -
zvem nepřímá úměrnost. 

Příklad 4. Funkce y = k, kde k je dané číslo, definovaná 
v intervalu (—00, 00), přiřazuje kaž-
dému x tohoto intervalu určitou 
hodnotu, totiž hodnotu k. Taková 
funkce, která pro všecka x z urči-
tého oboru nabývá stále téže hod-

r noty, se nazývá funkce konstantní 
v tomto oboru nebo krátce konstanta. 
Je-li jejím oborem interval (—00, 
oo), je jejím geometrickým znázor-

něním přímka rovnoběžná, s osou x ve vzdálenosti k 
od této osy (obr. 12). 

Obr. 12 
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Příklad 6. Funkce 

Příklad 5. Mějme funkci definovanou pro všecka reálná x 
rovnicí , i 

y=\x\. 
a) Je-li x 0, je \x\ = x, takže v intervalu <0, oo) je 

y = x. 
b) Je-li x < 0, je |x| = — x, takže v intervalu (—oo, 0) je 

y= — x. 
Naši funkci můžeme tedy definovat také takto: 

(x pro x 0, 
— x pro x < 0. 

Její znázornění se skládá ze dvou 
částí: pro x ^ 0 je to část přímky 
y = x a pro x < 0 je to část přím-
ky «/= — x (viz obr. 13). 

y= + Y N ^ 
je definována pouze v intervalu <—1, 1), t. j. pro — 1 < 

x 1, neboť pro x > 1 nebo pro x < — 1 dostaneme pod 
odmocnítkem záporné číslo, jehož 
odmocnina není reálná. Hned na 
počátku jsme se však umluvili, že 
budeme hovořit jen o reálných čís-
lech. Proto oborem dané funkce 
může být jen interval <—1,1>. Je-
jím geometrickým znázorněním je 
půlkružnice opsaná z počátku polo-
měrem rovným 1, neboť z naší rov-
nice plyne x2 + y2 = 1, takže vzdá-
lenost libovolného bodu o souřadni-
cích x, y, který leží na grafu naší funkce, od počátku je 
rovna jedné. Poněvadž 0, jde o půlkružnici nad osou x. 
Půlkružnice o témže středu a poloměru, ale ležící pod osou x, 
je obrazem funkce y = — ]/1 — x2 (obr. 14). 

Obr. 14 
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Přiklad 7. Funkce f(x) nechť je definována v oboru <0, 2) 
tekto: . f x vroO£x£l, 

/(*) = [ 1 _ z pro 1 < a; ^ 2, 
kdežto pro jiná x není vůbec definována. Tato funkce je zná-
zorněna na obr. 15. Pro x = 1 nabývá funkce hodnoty 1, což 
je na obrázku znázorněno nápadnou 
tečkou, abychom nebyli na rozpa-
cích, není-li snad /(l) = 0. 

Příklad 8. Funkce / budiž defi-
nována v intervalu <0, 1> takto: 

í 1 pro x racionální, 
m =[ _ i 

Obr. 15 pro x irracionální. 
Mezi každými dvěma rfi 
čísel racionálních, a proto o množině čísel racionálních říká-
me, že je Kustá. Touž vlnat.Tinat, M J J množin«, ČÍHB! irrftmnnál. 

nich. Proto v každém sebemenším 
"okolí každého čísla leží nekonečně 
mnoho čísel racionálních i irracio-
nálních, které však na obrázku není 
možno od sebe odlišit. Grafické zná-
zornění se tedy skládá z těch bodů 
úsečky AB, jejichž vzdálenost od 
bodu A je dána Číslem racionálním, 
a z těch bodů úsečky CD, jejichž 
vzdálenost od bodu C je dána číslem 
irracionálním (obr. 16). 

často se setkáváme s funkcemi, jejichž oborem je množina 
přirozených čísel. Tak na přiklad funkce uvedená v příkladě 1 
měla tuto vlastnost. Funkci, jejímž obprftT ĵ Tnnnžina.přirn-
zených čísel, označujeme zpravidla názvem posloupnost. 
PuHLcez příkladu 1 je tedy posloupností. 

Přirozená čísla mají tuto vlastnost, které budeme často 
používat: 

y A 
ř 

0 

c 0 

Obr. 16 
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je-li n přirozené číslo, je n + 1 také přirozené číslo. 
Máme-li tedy číselnou množinu, která má tyto vlastnosti: 
(1) obsahuje přirozené číslo k , a 
(2) obsahuje-li nějaké číslo n , obsahuje také číslo n + 1, 

pak tato množina obsahuje všecka přirozená čísla k . To 
snadno nahlédneme. Kdyby naše množina neobsahovala 
všecka přirozená čísla n^.k, existovalo by ne j menší přiro-
zené číslo r^.k, které by neobsahovala. Není možné, aby 
r = k , to by odporovalo bodu 1. Je tedy r > k . Přirozené 
číslo r — 1 je menší než r; to tedy naše množina obsahuje, 
protože r je nejmenší přirozené číslo, které neobsahuje. Podle 
bodu 2 však obsahuje číslo r — 1 + 1 = r, což odporuje na-
šemu předpokladu. Není tedy možné, aby naše množina ne-
obsahovala některé přirozené číslo 

Na právě vyložené vlastnosti přirozených čísel spočívá 
t. zv. úplná indukce, jíž často užíváme k důkazu takových 
vět, v ničEřjde vlastnosti přirozených čísel. Dokážeme-li 
tyto dvě věci: 

(1) nějaký výrok platí pro přirozené číslo k , a 
(2) platí-li výrok pro číslo n , platí také pro n + 1, 

dokázali jsme tím, že uvedený výrok platí pro každé přiro-
zené číslo w ¡> To je pravda, neboť podle toho, co bylo 
právě vyloženo, množina těch čísel, pro která výrok platí, 
obsahuje všechna přirozená čísla n~^k. 

Příklad 9. Dokážeme, že 
1 + 2 + 3 + ; : / J r n = \n(n + 1) (a) 

pro každé přirozené Číslo n. 
(1) Pro re = J vzorec (a) platí, neboť na levé straně je je-

diný člen 1 a na pravé straně je \ . 1. (1 + 1) = 1. 
(2) Předpokládáme, že 1 + 2 + 3 + ... + » = \ n { n + 

+ 1). Pak 1 + 2 + 3 + ... + » + ( » + 1) = $ » ( » + 1) + 
+ (re + 1) = + l)(n + 2), ale to je týž výsledek jako 



vzorec (a), kde je však místo re psáno re + 1. Tím je důkaz 
proveden. 

Úplné indukce užíváme často zejména při vyšetřování po-
sloupností, neboť jejich oborem je právě množina přiroze-
ných čísel. Jde-li o posloupnost, užíváme raději místo sym-
bolu /(re) znaku an, kde index n značí, že jde o hodnotu po-
sloupnosti přiřazenou k číslu re. Čísla alt a2, a3 , . . . , obecně an, 
nazýváme členy posloupnosti a mluvíme o prvním, druhém, 
třetím členu atd., obecně pak o re-tém Členu. Chceme-li sta-
novit posloupnost, můžeme to podle principu úplné indukce 
učinit takto: 

(1) Definujeme její první člen at a 
(2) (re -f- l)-ní člen<z„+1 definujeme pomocí re-tého členu an. 

Pak je definováno an pro všechna přirozená čísla re. Vzorec, 
kterým se stanoví člen an+1 pomocí členu an, se nazývá 
vzorec rekurentní., 

Příklad 10. Budiž a libovolné číslo a mějme posloupnost 
definovanou rekurentně takto: 

(1) « ^ = 0 , (2) an+1 = an.a. 

Rozepišme několik prvních členů této posloupnosti 

a . a = a2, 
a2 . a = o8, 

a 3 . a = a* 

atd. Zdá se, že obecně je 

«»=<*"• (b) 
Dokážeme, že tomu vskutku tak je. 

(1) Víme, že <zx = a = a1, t. j. vzorec (b) platí pro re = 1. 
(2) Je-li an = an, pak an+1 = an . a = an . a = an+1. To 

však je vzorec (b), v němž je psáno re + 1 místo re. Tím je do-
kázána platnost vzorce (b) pro každé přirozené číslo re. Naše 
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posloupnost je tedy posloupností mocnin o základu a, jejichž 
mocnitelé jsou přirozená čísla. 

Vedle mocnin, jejichž mocnitelé jsou přirozená čísla, je 
účelné zavést i mocniny s mocnitelem Oas mocnitelem 
celým záporným. Definujeme 

a° = 1 pro každé a (tedy i 0° = 1), (4) 

a" = \ pro a 4= 0 a n celé záporné (5) 

(a tedy — n celé kladné). Mocninu a", kde n je celé záporné 
číslo, nedefinujeme pro a = 0, neboť dělení nulou nemá 
smysl, jak jsme již uvedli na str. 10. Pravidla pro počítání 
s mocninami, jejichž mocnitelé jsou čísla celá (kladná, zá-
porná i nula), považujeme za známá. Při jejich aplikaci je 
třeba dávat pozor, aby měly napsané symboly smysl. Na 
příklad známý vzorec 

a,r .a* = ar+* 

platí při nezáporných celých r, s pro každé a, naproti tomu 
je-li některé z čísel r, s (nebo obě) záporné, platí jen pro 
a =|=0. 

Příklad 11. Je-li n celé, je funkce 
f(x) = X" 

při n ^ 0 definována pro každé x, při n < 0 je definována 
jen pro x 4= 0. Při záporném n se tedy obor této funkce 
skládá ze dvou intervalů: (—co, 0), (0, oo); pro x = 0 funkce 
definována není. Průběh funkce f(x) — xn je pro n = 2, 3, 
— 1, —2 zachycen na obr. 17—20. Funkce tvaru f(x) = xn, 

a« nazývá mocnina s celým mocnitelem. 
Odvodíme si dvě věty o mocninách s celým mocnitelem: 
Víta I. Je-l i n celé kladné á 0 ^ x1 < x2, je 0 ^ xf < 

< x*-
Důkaz povedeme úplnou indukcí. 
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(1) Věta platí pro n = 1, neboť podle předpokladu 
^ x1 < x2, t. j. 0 Xj1 < x^. 

(2) Je-li pro některé n splněn vztah 0 ^ xx
n < x2

n a je-li 
zároveň 0 <1 xx < x2, pak také 0 xf . xy < x2

n . x2 óili 
0 x«+ l < x2

n+1 . 

Obr. 18 

v i 

Obr. 19 
0 

Obr. 20 . 

VSta 2. J e - l i n celé záporné a 0 < x1 <. x^ je xx
n > 

> i a » > 0. 

Důkaz. Je-li n celé záporné, je — n celé kladné, a pak podle 
věty 1 je 0 < x , - " < x2~n. Čísla xv x2 jsou kladná. Je tedy 
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Obr. 21 

také kladné číslo x1
nx2

n. Násobíme-li vzniklou nerovnost tímto 
číslem, dostaneme nerovnost 0 < a;aB < xx

n mezi kladnými 
čísly. 

Příklad 12. Abychom měli rozmanitější výběr příkladů, 
promluvíme si ještě o funkcích sina; a cosa; známých z geo-
metrie. Naše úvahy však v tomto příkladě nebudou zcela 
přesné, neboť se budeme opírat o názor vyčtený z obrázku; 
teprve v kapitole X je postavíme na přesný základ. 

V celé této knížce budeme měřit úhly t. zv. mírou oblou-
kovou, v níž plný úhel (360°) je vy-
jádřen číslem 2n, přímý úhel (180°) 
číslem n, pravý úhel (90°) číslem 
atd. Tato čísla volíme proto, že délka 
kružnice o poloměru 1 je právě 2JI. Je 
tedy velikost x úhlu v míře obloukové 
rovna délce kruhového oblouku, který 
leží uvnitř daného úhlu, má střed 
v jeho vrcholu a poloměr rovný 1 (viz obr. 21). Je-li tento 
úhel probíhán v kladném smyslu (t. j. proti směru pohybu 
hodinových ručiček), má hodnotu kladnou; je-li probíhán 

v záporném smyslu (t. j. ve 
směru pohybu hodinových ru-
čiček), má hodnotu zápornou. 

Sestrojme kružnici o polo-
měru 1 (viz obr. 22, který je 
narýsován ve zvětšeném mě-
řítku) a o středu O v počátku 
souřadnic. Písmeno x bude 
značit velikost úhlu (v míře 
obloukové), t. j. délku oblouku, 
který nanášíme na kružnici od 
bodu A; druhý krajní bod to-
hoto oblouku označíme B. Je-li 
x > 0, nanášíme oblouk vklad-

ném smyslu, a je-li x < 0, nanášíme jej v záporném smyslu. 
Souřadnice bodu B jsou určeny velikostí úhlu x. Každému 

Obr. 22 
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x odpovídá jediný bod B, který má určité souřadnice. Tyto 
souřadnice jsou tedy funkcemi úhlu x. Souřadnici 0B1 na-
zýváme sinus x (značka sinx), souřadnici 0B2 nazýváme 
kosinus x (značka cosx). 

Z tohoto vytvořeni je vidět, že sinO = 0, cosO = 1 (bod A). 
Roste-li a; od 0 do \TI, roste sinx od 0 do 1 a cosx klesá od l 
do 0; sin^7t= 1, cos^te = 0 (bod C). Roste-li x dále od 
do TI, klesá sinx od 1 do (Pa cosx rovněž klesá od 0 do —1; 
simr == 0, CO&T — — 1 (bod D). Roste-li x od TI do \n, klesá 
sinx od 0 do —1 a cosx roste od —1 do 0; sin§7i = — 1, 
cosfjr = 0 (bod E). Konečně roste-li x od do 2TI, roste 
sina; od — 1 do 0 a cosx rovněž roste od 0 do 1. Dále je z obráz-
ku vidět, že pro každé x je 

neboť x -{- 2n značí, že je třeba nejprve proběhnout oblouk x 
a pak ještě celou kružnici o délce 2TI, čímž se dostaneme do 
téhož bodu B, jako kdybychom opsali pouze oblouk x. 
Říkáme, že funkce sinx a cosx jsou pe r iod ické speriodou 
2TI. TO znamená, že se hodnota těchto funkcí nemění, když 
promSnnou zvětšíme o Obecněji platí 

sin(x + 2kn) = sinx, cos(x + 2kn) = cosx, k celé. (6) 

Z toho všeho je zřejmé, že funkce sinx a cosx jsou definovány 
pro každé x a že vždy je 

sin(x -f- 2TI) = sinx, cos(x -)- 2TI) = cosx, 

Obr. 23 

— 1 < sinx < 1 , — 1 < cosx < 1 
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Čili 

|sirur| <1 1, |cosx| <1 1. (7) 
Průběh funkcí sinx a cosx je znázorněn na obr. 23. 

Dále je z obr. 22 vidět, že 
sin(— x) = — sinx, cos(— x) = cosx, (8) 

neboť bod F, který je druhým krajním bodem oblouku o délce 
—x, dostaneme jako bod souměrný k bodu B podle osy O A. 

Později dokážeme, že 
sin(xx + x2) = sinxx cosx2 -f- cosx1 sinx2, ,Q. 
cosíxj -)- x2) — cosxx cosx2 — sinx1 sinx2. * ' 

Dosadíme-li sem xx = x2 = x, dostáváme 
sin2x = 2 sinx cosx, 
cos2x = cos2x — sin2x.*) ' ' 

Nahradíme-li v rovnicích (9) Číslo x2 číslem — x2 a užijeme-li 
vzorců (8), obdržíme « 

s i n ^ — x2) = sin«! cosx2 — cosx1 sinxa> , , , .. 
c o s ^ — x2) = cosxj cosx2 + sinxx sinx2. ' ' 

Položíme-li ve druhé z těchto formulí x1= x2= x, vyjde 
vztah 

sin2x + cos2x = 1. (12) 

Z rovnic (9) a (11) dále vyplývají vztahy 
sin(£jr + x) = cosx, COS(£TE + x) = — sinx, (13) 
sin(|7T — x) = cosx, COS(£TE — x) = sinx, (14). 
sin(JR + x) = — sinx, COS(TT + X) = — cosx, (15) 
sin (TI — x) = sinx, COS(TE — x) = — cosx. (16) 

Z druhé rovnice (10) a z rovnice (12) dostáváme 
cos2x = 2 cos2x — 1 = 1 — 2 sin2x. (17) 

*) Bin'1 značí totéž jako (sinx)', podobně coaax značí totéž jako 
(cosx)1. 
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Konečně sečtením a odečtením řevnic (9) a (11) vyjde 
sinfo + x2) + siní«! — a;2) = 2 sinzj cosx2, 
sin(x1 + x2) — siní«! — x2) = 2 coszj sinxa, 
COS^j x2) -+- cos(xj — x2) = 2 cosx1 cosx2, 
cosfxj -j- x2) — cosf^ — x2) = — 2 sinxĵ  fiinx2. 

Položíme-li sem xx + x2 = zlt xí — x2 = z2 čili xt = £(zx -j-
+ 22)> x2 = iih. — z2)> dostaneme 

sin?! -f sinz2 = 2 sin^fo + z2) cos^^ — z2), 
sin«! — sinz2 = 2 cos^Zj -f z2) siní(zi — zž). (18) 
COSZi + COSZ2 = 2 COS^Zj -)- Z2) COS^Zj — z2), 
cosz1 — cosz2 = — 2 sin^Zj -(- zý sin^Zx — z2). 

P ř í k l a d 13. Na základě funkcí sinx a cosx definujeme 
další dvě funkce 

sinx , cosx tgx = , cotgx = ——. (19) cosx sinx • 
První z nich čteme tangem x a je definována pro všecka x, 
pro něž je^cosx 0, t. j. x 4= J(2k-{- \ )n , kde k je celé. 
Druhou z nich čtemélcotangena x a je definována pro všecka 
x, pro něž sinx 4= 0, t. j. x 4= hi , kde h je číslo celé. Průběh 
funkcí tgx a cotgx je znázorněn na obr. 24. 
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Cviieni.^^^,. 

1. Graficky vyjádřete funkce: a) y = x + \x\, b)y = |x| '-(-
+ | * - 1 | , c) y = 2|a; + 1| — 3|x — 1|. 

. T , , > x z2 + 3 2x — 1 
2. Je funkce a)-r b) — - , c) x*—4' ' s?— 3s — 4 ' '2x*— 2x+l 

definována pro každé x? 

• 3. V čem se navzájem liší funkce a) — a 1, b) + 3 
x ' ' 2x2 + x — 3 

a r r r c> a . c o t s* ? 

4. Vyjádřete pomocí konstant a čísla n n-tý Člen posloup-
nosti dané rekurentně: a) at = 1, o n + 1 — — a„, b) a, = 1, 

®n+i = 1 — an. o) al = 1, an+1 = * . a„. 
» + J. 

5. Úplnou indukcí dokažte t. zv. Bernoulliho nerovnost^ 
(1 + x)n ^ 1 nx, kde x > — 1, n celé kladné. 

Kdy může nastat rovnost? 

6. Pomocí Bernoulliho nerovnosti dokažte, že pro n celé 
n+l 

> kladné . ) ( 1 + I ) " < | i + _ ^ p \ b ) ( l + I | 

/ 1 \»+2 

> ( 1 + „ - T l ) • 

7. Pro která a, b a pro která celá r, s platí vzorce: a) aT : 

: a»= b) (a')» = a", c) (ab)T = aTbr, d) ( y } = "|r> 

«) 1' = 1, f) V - 0? 

8. a) Vyjádřete velikost y úhlu v míře obloukové jako 
funkci jeho velikosti x v míře stupňové, b) Jak velký je v míře 

3o 



stupňové úhel, jehož velikost v míře obloukové je dána 
číslem 1 ? (Tento úhel se jmenuje radián.) 

9. Vyšetřete vlastnosti následujících funkcí a vyjádřete 
tyto funkce graficky: a) sin(x -)- a), b) sinax, kde a 4= 0, 
c) sinx2, d) sin —, e) —. 

x sinx 
10. a) Vyjádřete tg(— x), tg($n + x), — x), tg(n + 

+ x), tg(jr — x) pomocí tgx. b) Dokažte, že tg(xx + x2) = 
tgxt + tgx2 2 tgx sinx 

= 1 — 1 — 7 — » t g 2 x = - — r r - » V s t ® = r n ' 
1 — tgxx tgx2 1 — tgzx 1 + cosx 

X cosa; tgix = r . Ve všech případech udejte ta x, pro sinx 
něž napsané vztahy platí. 

I I . L IM ITA 

Abychom si úvahy zbytečně nekomplikovali, budeme se 
většinou zabývat jen takovými funkcemi, jejichž obor se 
skládá vesměs z intervalů. 

Mějme funkci / definovanou pro všecka x z něj akého inter-
valu, jehož vnitřním bodem je bod a. Blíží-Li se proměnná x 
k číslu a a blíží-li se j>H tom hodnoia /(x) ¿nějakému-číslu b, 
řík3mi7že funkce / má v bodě a limitu b, a píšeme to krátce 
takto: 

" ¿lim/(x) = b 
x-+a 

(čteme: limita funkce / pro x blížící se k a je 6). Pojem limity 
bude ústředním pojmem našich úvah, proto mu věnujeme 
zvýšenou pozornost. Slova „blíží-li se", jichž jsme právě 
užili, je však třeba nejprve přeložit do přesné řeči, abychom si 
pod nimi představovali něco určitého a abychom je mohli 
vyjádřit matematicky. Ukážeme to nejprve na jednoduchém 
příkladě, a teprve potom budemé definici limity přesně 'for-
mulovat. 
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P ř í k l a d 14. Mějme funkci 

Tato funkce je definována pro všecka x s výjimkou x = 1, 
neboť pro x = 1 má náš zlomek ve jmenovateli nulu. V bodě 1 
hodnota funkce / definována není. Ve všech ostatních bodech 

Na tom, že hodnota /(1) není definována, nezáleží. Naše 
„blížení", o kterém jsme dosud mluvili, přesně vyjádříme 
takto: Na ose y zvolíme zoela l ibovolný otevřený interval 
«/„, který obsahuje bod 2 jako vnitřní. Takový interval jsme 
na str. 14 nazvali okolím bodu 2. Pak dovedeme na ose x 
nalézt takový interval J a , který je okolím bodu 1, že pro vše-
chna x z intervalu J x (ovšem s výjimkou bodu l,pro nějž není 
/(l) definováno) příslušná hodnota f(x) padne do intervalu J v . 

Vyslovíme tedy tuto definici: 
F u n k c e / má v bodě a l imi tu b, když ke každému 

okolí Jy bodu b dovedeme určit*) t a k o v é okolí Jx 

*) Slova „dovedenfe urfiit" znamenají, že ke každému okolí Jy 
existuje okolí Jx bodu o, které má žádané vlastnosti. 

J, * ' 

* jadřujeme slovy, že limita dané 
•. 25 funkce v bodě 1 je rovna číslu 2, 

a zapisujeme 

je definována a její hodnota je 
x + 1, neboť pro x 4= 1 lze daný 
zlomek krátit výrazem x — 1. 
Naše funkce je tedy znázorněna 
přímkou y = x + 1, z níž je 
však vyloučen bod M o souřad-
nicích 1, 2 (obr. 25). Blíží-li se 
x libovolně blízko s kterékoli 
strany k číslu 1, blíží se y libovol-
ně blízko k číslu 2; tento fakt vy-

Obr. 25 

x2 i 
lim/(a;) = 2 nebo lim — = 2. 
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bodu a, že pro každé a; 4=® z Jx h o d n o t a f(x) p a t ř í 
do J , (obr.(26). 

Znovu si připomeňme, že funkce / je definována ve všech 
bodech nějakého okolí Jm bodu a. H o d n o t a f(a) může při 
tom b ý t j akákol i nebo nemus í b ý t vůbec de f inována . 

Není ovšem nutné, aby měla každá funkce v každém bodě 
svého oboru limitu. Uvedeme příklad funkce, která limitu 
nemá. 

P ř í k l a d 15. Funkce / budiž definována takto: 

Tato funkce je definována v intervalu <0,4), její průběh zná-
zorňuje obr. 27. Podle její definice je /(2) = 1, ale tato hod-
nota není limitou funkce / v bodě 2, neboť je možné vymezit 
takové okolí Jy bodu 1, že k němu neexistuje žádné okolí J x 
bodu 2 tak, aby pro všecka x 4= 2 z J x hodnota f(x) padla do 
Jv. Stačí volit Jv tak, aby neobsahovalo bod 0, jak je vidět 
z obr. 27. 2ádná jiná hodnota b 4= 1 není však také limitou 
funkce / v bodě 2, neboť pak lze vždy vymezit takové okolí J'v 
bodu b, že neobsahuje bod 1. K tomuto okolí Jý pak zase 
nelze nalézt žádné okolí J x bodu 2 tak, aby pro všecka i=)=2 
z Jx hodnota f(x) padla do J'v. 

Obr. 26 Obr. 27 

Jx pro 0 <; x 2, 
£(x — 2)2 pro 2 < x 4. 
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Př ík l ad 16. Dokážeme, že funkce 
f(x) = kx + q, 

definovaná pro každé x, má v bodě a limitu b = ka + q. 
Ukážeme, že ke každému okolí (ylt y2), kde yY < b < y2, 
dovedeme nalézt takové okolí (xv x2), kde < a < x2, že 
pro všecka x z (xv x2) hodnota f(x) padne dó (ylt y2). 

Zvolme tedy libovolné okolí (yv y2) bodu b, t. j. zvolme dvě 
čísla y1,yi tak, aby yx< b < y2. Protože b— ka + q, musí 
být 

y1<ka + q< y2. (a) 
(1) Je-li k > 0, dostáváme odtud 

i < a < k 

Volíme-li x tak, aby Vl ~ g < x < Vi ~ g , plyne odtud 

y1 — q<kx<y2—q, t. j. < fcr + g < y2. Je tedy 

interval , —J hledaným okolím bodu o. 

(2) Je-li A; < 0, dostáváme z podmínky (a) 

Ž/i — ? ^ „ . ya — g xíu y« — g ^ „ ^ ž/i - ? 
; > ® > ; Clil z < a < • £ Jfc ' 

Volíme-li a; tak, aby ~ g < a; < 7~ g , plyne odtud 
TC IC 

y2 — q > kx> yt — q čili y1 < fcr + q < y2. Je tedy 

' ^ ~k ? ) h l e d a n ý m °kolim bodu a. 

(3) Je-li A; = 0, je /(a;) = g pro každé a;; můžeme tedy in-
terval (a?!, x2) volit jakkoli a pro každé x z (xlt x2) je y1 < 
<9<y2-

K definici, která byla výše vyslovena, poznamenejme ještě 
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toto: Podaří-li se nám k nějakému okolí Jv bodu b nalézt ta-
kové okolí Jw bodu a, že pro všecka x 4= a z Jx hodnota /(x) 
padne do </„, padnou všecky tyto hodnoty f(x) také do kaž-
dého širšího okolí Jý bodu b, 
do něhož patří všecky body 
okolí Jy. Nalezneme-li tedy 
okolí J x bodu a příslušné ke 
zvolenému okolí Jy bodu b, 
nalezli jsme tím zároveň také 
okolí Jx bodu a příslušné k šir-
šímu okolí J'y bodu b. Toho 
často užíváme ke zjednodušení 
počtu a okolí J'y boidu b volíme 
tak, aby mělo bod b právě 
uprostřed (obr. 28). Zvolíme 
nějaké číslo e > 0 a do J'y 
vezmeme taková f(x), pro něž b — e < f(x) < b + s čili 
podle (3) (str. 16) \f(x) — 6| < e. Definici limity pak často 
vyslovujeme takto: 

F u n k c e / má v bodě a l imi tu b, když ke každému 
číslu e > 0 dovedeme na l éz t t a k o v é okolí Jx bodu a, 
že pro všecka x #= a z Jx p l a t í [/(ar) — 61 < e. 

Podobně můžeme vyšetřovat, co se děje, když x neomezeně 
vzrůstá nebo neomezeně klesá. Blíží-li se při tom hodnota 
/(x) nějakému číslu, nazýváme toto číslo limitou funkce / 
v nevlastním hodě co nebo —oq.JK. tomu je ovšem třeba před-
pokládaírzéTunkce / je definována v neomezeném intervalu. 
Každý neomezený interval (k, oo) můžeme nazývat okolím 
nevlastního bodu co a každý interval (—oo, k) okolím nevlast-
ního bodu —oo. Znovu však podotkneme, že symboly oo 
a —oo neznačí žádné Číslo a že jim neodpovídají žádné body 
na ose Číselné. Názvů „bod oo" a „bod —oo" užíváme jen 
proto, abychom se vyjadřovali stručněji. Abychom tyto dva 
„body" zřetelně odlišili od ostatních bodů číselné osy, mlu-
víme o nevlastních bodech. Analogicky podle předchozího 
vyslovíme definici: 
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F u n k c e / má v n e v l a s t n í m bodě oo nebo — oo l imi tu 
b, když ke každému okolí J y b o d u 6 dovedeme sta-
n o v i t t a k o v é okolí Jm t o h o t o n e v l a s t n í h o bodn,Jfo 
pro každé x z Ja h o d n o t a f{x) p a d n e do J9. 

Pro takto definované limity budeme užívat symbolů 
lim/(x), lim/(x). 
2-*CD —CD 

P ř í k l a d 17. Dokážeme, že funkce 

'<*> = 7 

má v nevlastním bodě oo i v nevlastním bodě — oo za limitu 
nulu. Za J y zvolíme okolí (—c, e) bodu 0, při Čemž e > 0; 
pak hodnoty f(x) spadající do tohoto intervalu vyhovují ne-
rovnostem 

1 
— e < — < e. x 

Odtud plyne bud x > —, nebo x < ——. Pro každé x z hi-
fi e • 

tervalu , ooj je hodnota f(x) = i definována a padne do 

Jv. Je tedy lim — = 0. Podobně pro každé x z intervalu 

(—oo, ——| hodnota f(x) = — padne rovněž do Jv. Je tedy e) x 

také lim — = 0 (viz obr. 19). 
X — c o 

Obdobnou definici zavedeme i tehdy, když místo funkce 
definované na nějakém neomezeném intervalu máme po-
sloupnost, t. j. funkci, jejímž oborem je množina přirozených 
čísel. Také tu se může stát, že se hodnota an blíží určitému 
číslu, když n roste nade všecky meze. Definujeme: 
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Pos loupnos t , j e j íž n-tý ölen Je a„, má l imi tu b, 
když ke každému okolí </„ bodu b dovedeme s t a n o v i t 
t akové číslo k, aby pro všecka p ř i rozená čísla re > Jfe 
p a t ř i l a h o d n o t a an do Jv. 

To, že číslo b je limitou posloupnosti, jejíž obecný člen je a„, 
zapisujeme b = limo.. 

P ř í k l a d 18. Posloupnost, jejíž n-tý člen je 

n 
a " = ÍT+T 

má za limitu číslo 1. Dokážeme to. Za Jw zvolíme interval 
(1 — c, 1 + c), kde e > 0 je libovolné Číslo kladné. Je-li n 

re 
přirozené číslo, je —•—- < 1 pro každé re, a tedy také n -(- 1 

an < 1 + e pro každé re. Zbývá nalézt taková re, pro něž 
re 1 — e < o „ čili 1 — e < — — . Odtud však plyne n > 

»-f- 1 

> ——1. Je-li tedy n libovolné přirozené číslo z intervalu 

, pak pro každé takové n je 1 — e < a„ < 1 -)- e, 

t. j. hodnota au patří do J v , takže vskutku liman = 1. 
»-••00 

Někdy se stává, že hodnota f(x) padne do intervalu Jv jen 
pro taková x, která jsou větší než a, t. j. která leží v pravém 
okolí tohoto bodu (viz str. 14). Pak říkáme, že funkce / má 
vJbedé a limitu zprava rovnou číslu b. V obdobném smyslu 
mluvíme a limité zleva: Definujeme: 

F u n k c e f má v bodě a l im i tu z p r a v a r o v n o u číslu b, 
zleva 

kdy£ ke k a ž d é m u okolí Jv bodu b dovedeme na l éz t 
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takové P r a y e okolí J- bodu a, že pro všecka x 4= o z J x levé 
hodno ta f(x) p a t ř í d o Jy. 

To, že číslo b je limitou zprava funkce / v bodě a, zapisu-
jeme 6 = lim/(x) a to, že číslo b je limitou zleva funkce / 

x-*a + 
v bodě a, zapisujeme b = lim/(x). 

P ř ík lad 19. Funkce 

H \ — / Í x Pr0 ® = X = 2' 
_ l í (* - 2)« pro 2 < x ^ 4, 

kterou jsme již vyšetřovali v příkladu 14, má lim/(x) = 0 
a Hm/(x) = 1, neboť ke každému okolí J v bodu 0 dovedeme 
nalézt takové pravé okolí J x bodu 2, že pro všecka x' 4= 2 z J x 
hodnota /(x) padne do Jv, a ke každému okolí J'y bodu 1 

dovedeme nalézt takové 
levé okolí J's bodu 2, že 
pro všecka x z J'x hod-

t nota /(x) padne do Jý 
(obr. 29). 

Nyní si dokážeme ně-
kolik důležitých vět o li-
mitách. 

Víta 3. F u n k c e /_má 
v b o d é ^ a ^ ^ m i t u b 

t e h d y a j en t ehdy , když má v t o m t o bodě l imi tu 
zp rava i l im i tu z leva a obě t y t o l im i ty jsou rovny 
Číslu 6. — 

Důkaz. 1. To, že funkce / má v bodě a limitu b, znamená, 
že ke každému okoli J y bodu b dovedeme nalézt okolí J x bodu 
0 tak, že pro všecka x 4= a z Jx hodnota /(x) padne do Jv. 
Platí-li naše tvrzení pro všecka x 4= o z J x , platí zajisté 
1 pro ta x z J x , která leží vpravo od a, t. j. pro všecka % 4=a 
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z nějakého pravého okolí bodu a. Na hodnotě /(a) při tom 
nezáleží. Proto lim/(x) = b. Z téhož důvodu však naše tvrze-

z-*-a + 
ní platí i pro ta a; z Jx, která leží vlevo od a, t. j. pro všecka 
x =|= a z nějakého levého okolí bodu a. Na hodnotě f(a) při 
tom opět nezáleží. Proto lim/(x) = b. 

2. Obráceně to, že funkce f má v bodě a limitu zprava 
i limitu zleva a že jsou obě rovny Číslu b, znamená, že ke kaž-
dému okolí Jy bodu b dovedeme nalézt takové pravé okolí J'x 
bodu a a takové levé okolí J'x bodu a, že pro všecka 
x + o z těchto dvou okolí hodnota f(x) padne do Jv. Sjedno-
cením obou okolí J'x a Jx dostaneme jakési okolí Jx bodu a. 
Platí-li naše tvrzení pro všecka x =(= a z J'x i z Jx, platí pro 
všecka x =|= a z okolí Jx. To však znamená, že lim/(x) = b. 

x-*a 
Aby nemohl nastat omyl, budeme někdy pro zřetelnost 

přidávat ke slovu „limita" ještě slovo „oboustranná", aby-
chom jasně naznačili, že tím nemíníme limitu zprava ani li-
mitu zleva. 

Věta 4. Nechť dvě funkce / a g pro všecka x =(= a 
z j i s t é h o oko l í Jx b o d u a s p l ň u j í f o V n o s t f(x) = g{x). 
Pttk p la t í : Má- l i f u n k c e / l i m i t u b v b o d ě a, m á f u n k c e 
g v t é m ž b o d ě t o u ž l i m i t u . ^ 

Důkaz. To, že lim/(a;) = b, 

znamená, že ke každému okolí </„ 
bodu b existuje okolí J'x bodu a 
tak, že hodnota f(x) pro všecka 
x a z J'x patří do Jy (viz obr. 
30). Sestrojme průnik J"x obou 
okolí Jx a J'x. Pak pro každé x =(= 
* a z J I platí: 

a) /(x) = g(x), neboť x patří do Jx, a 
b) f(x) patří do Jv, neboť x patří do J'x. 

Obr. 30 
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Proto také g(x) patří do Jv. Tím je ke každému okolí Jv bodu 
b nalezeno okolí J"x bodu a tak, že hodnota g(x) pro každé 
x 4= a z JK

a patří do </„. To však znamená, že lim<7(z) = b. 
m-Hi 

Jestliže lim/(z) = 0, říkáme, že funkce / je nekonečné malá 
z-*a 

v okolí bodu a. Podobně je-li lim/(x) = 0 nebo je-li lim/(x) = 
*-*cd X-*-— cd 

= 0, říkáme, že funkce / je nekonečně malá v okolí nevlast-
ního bodu oo nebo —oo, a konečně je-li lim/(x) = 0 nebo 

x-*a+ 
l im f (x) = 0, říkáme, že funkce / je nekonečně malá zprava 
x-*a— 
nebo zleva v okolí bodu a. 

Vzhledem k poznámce uvedené na str.. 35 můžeme definici 
funkce nekonečně malé v okolí bodu a vyslovit také takto: 
Funkce / je nekonečně malá v okolí bodu a, když lze ke kaž-
dému e > 0 nalézt takové okolí Jm bodu a, že pro všecka 
x 4= a z Jx je |/(x)| < e. 

Víta 5. Výrok: lim/(x) = b platí tehdy a jen tehdy, 

když f u n k c e /(x) — b je nekonečně malá v okolí 
bodu a. 

Důkaz. To, že lim/(x) = b, značí, že ke každému e > 0 
dovedeme nalézt takové okolí Jx bodu a, že pro všecka 
x #= a z Jx je |/(x) — 6| < e. To však je totéž, jako kdyby-
chom řekli, že funkce /(x) — b je nekonečně malá v okolí bodu 
a. Obráceně: To, že funkce /(x) — b je nekonečně malá v okolí 
bodu a, znamená, že ke každému e > 0 dovedeme nalézt 
takové okolí Jx bodu a, že pro všecka x 4= a z Jx je |/(x) — 
— 6| < e. To však je totéž, jako kdybychom řekli, že 
lim/(x) = b. 
x-*a 

Z dokázané věty plyne, že je-li lim/(x) = b, je /(x) = 

= 6 + <p(x), kde rp(x) = /(x) — b je funkce nekonečně malá 
v okolí bodu a. 

/ 
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Vita 6. Nechť f u n k c e / a g j sou nekonečně malé 
v okolí bodu a._ ť a l t i i u n k c í k . faE) + A . g(x), kde k,h 
jsou daná čísla, je nekonečně malá v okolí bociu a. 

Důkaz. Je-li k = h = 0, pak v každém okolí Jx bodu a je 
k . f{x) + h . g(x) = 0, proto \k . f(x) h . g(x)\ < e, kde 
e je zcela libovolné číslo kladné. Můžeme tedy v dalším před-
pokládat, že aspoň jedno z čísel k, h je různé od nuly. 

Naše předpoklady značí, že ke každému e' > 0 lze najít 
takové okolí J'a bodu a, že pro všecka x 4= a z J'x je |/(a;)| < e'. 
Podobně lze ke každému e" > 0 najít takové okolí J"x bodu a, 
že pro všecka x =j= a z J"m je \g(x)\ < e". Máme dokázat, že 
také ke každému e > 0 lze najít takové okolí Jx bodu a, že 
pro všecka x 4= a z Jx je . f(x) + h . < e. Budiž tedy 
dáno libovolné s > 0 a zvolme e' a e" tak, aby 

e < ... , e" < 
= \k\+\h\' =|i|+W 

K těmto zvoleným číslům c' a e" nalezněme příslušná okolí 
J'x a J"m. Obě nerovnosti |/(x)| '< e', |g(a;)| < e" jpou splněny 
pro všecka x 4= ® z průniku Jx intervalů J'm a J"x. Pro každé 
takové x je podle vztahů (1) a (2) 

|k . f(x) + h . g(x)\ ^ |i| . |/(x)| + . \g(x)\ < + 

Poněvadž J x je okolí bodu o, je lim[£ . f(x) + h . g(x)\ = 0, 
x-m 

jak jsme měli dokázat. 
Odtud plyne jako důsledek, že každá funkce může mí t 

v každém bodě svého oboru ne jvýše j ednu l imi tu . To, 
že nemusí mít žádnou limitu, vyplynulo z příkladu 15. To, že 
nemůže mít dvě, dokážeme takto: 

Dejme tomu, 2e by funkce / měla v bodě a dvě limity 6 a c 
a že by bylo'6 4= c. Protože b je limita funkce / v bodě a, je 
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funkce /(x) — b nekonečně malá v okolí bodu a. Protože c je 
rovněž limita funkce / v bodě a, je také funkce/(z) — c ne-' 
konečně malá v okolí bodu a. Podle právě dokázané věty 6 je 
i funkce <p(x) - [/(x) — 6] — [/(x) — c] = c — b nekonečně 
malá v okolí bodu a. To znamená: zvolíme-li libovolné e > 0, 
je možno nalézt takové okolí Jx bodu a, že pro všecka x 4= a 
z Jx je |9>(x)| < s čili | c - 6| < e. Zvolíme-li však e < |c — 
— 6|, dostáváme \c — b\ < |c — b\, ale to není pravda. Není 
tedy možné, aby funkce / měla v bodě a dvě různé limity 
bac. 

Je ovšem možné, aby měla funkce / v bodě a limitu zprava 
rovnou b a limitu zleva rovnou c a aby b 4= c (viz příklad 19); 
limita zprava ani limita zleva však není limita. 

Funkce g, která má tu vlastnost, že pro všecka x z jistého 
intervalu Jx je h < g(x) < Ic, kde k a h jsou vhodná čísla, se 
jmenuje omezená v tomto intervalu. Označíme-li větší z čísel 
|£|, písmenem m, lze naši podmínku zapsat ve tvaru 
|<7(x)| < m, kde m > 0. 

Za interval Jx budeme často volit nějaké okolí bodu a. 
0 funkci g budeme říkati, že je omezená v okolí Jx bodu o, 
1 když hodnota g(a) nebude definována, ale pro všecka x =(= o 
z Jx bude platit |g(x)| < m, kde m > 0. 

Věta 7. Nechť je f u n k c e / n e k o n e č n ě ma lá v okolí 
bodu a aTui ikce g }e~v j i s t é m okolí bodu a omezená. 
Psfc- jtí f u n k c e f(x) .g(x) n e k o n e č n ě malá v okolí 
b6du o. ' 

Důkaz . Podle daných předpokladů lze ke každému e' > 0 
nalézt takové okolí J'x bodu a, že pro všecka x 4= a z J'x je 
|/(x)| < e . Dále existuje takové okolí Jx bodu a, že pro vše-
cka x =|= a z Jx je |^(x)| < m, kde m > 0 je vhodné číslo. Pak 
pro každé x 4= a z průniku J"x intervalů Jx a J'x je 

|/(x) . g(x)| = |/(x)| . |!7(x)| < me'. 

Volíme-li tedy zcela libovolné e > 0, stačí volit e' tak, aby 
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£ 

ME' < E, t. j. e < — . Pak pro každé x 4= a z J" je m 
|f(x) . g(x)| < e. Poněvadž «/̂  je okolí bodu a, proto 
lim[/(z). g(x)] = 0. 
x-*a 

Věta platí samozřejmě i tehdy, když je funkce g nekonečně 
malá v okolí bodu a, neboť taková funkce g je rovněž omeze-
ná v jistém okolí bodu a, jak plyne z nerovnosti |0(x)| < e 
platné pro každé x 4= a ve vhodném okolí Jx bodu a. 

Věta 8. J e - l i limo(a;) = c 4= 0, je f u n k c e —^—omezená 

v jisténTTjfrotí bodu a. - - — 
Důkaz . Poněvadž limy(a;) = c, existuje ke každému 

x-*a 
e > 0 takové okolí Jx bodu a, že pro všecka x 4= a z Jx je 
|g(x) — c| < e. Proto 

|c| - \g(x)\ ^ IMaOI' - |c|| ^ |g(x) - c\ < e 
podle (1), takže \g(x)\ > |c| — e. Volíme-li e < |c|, a to lze, 
neboť c 4= 0, je [c| — e > 0, takže pro každé x 4= a z Jx 
platí 

1 1 
< 

9 ( x ) c - e 

Věta 9. Nechť lim/(x) = 6, limg(x) = c. P o t o m 
x-*a x-*a 

a) lim[A;. f(x) -f h. g(x)] = kb + hc, kde k a h j sou d a n á 
x-*a 

čísla, 
. b) lim[/(a;). ¡7(3;)] = bc, 

x-*a 

c) l i m = —, p o k u d c 4= 0. 
9 ( x ) c 

i 
Důkaz . Je-li lim/(x) = b, limy(x) = c, pak podle věty 5 
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je /(x) = b -f- <p(x), g(x) = c -(- y(x), kde <p &y> jsou funkoe ne-, 
konečně malé v okolí bodu a. Potom 

a) k . /(*) + h . g(x) = k[b + ?(*)] + h[c + V(x)] = 
= kb + hc -f k . <p(x) + h . rp(x). 

Avšak k . <p(x) + h . ip(x) je podle věty 6 funkce nekonečné 
malá v okolí bodu a. Proto podle věty 5 je lim[£ . /(x) + 

+ h. g(x)] = kb +hc. 

b) f(x). g(x) = [6 + p(x)][c + v(*)] = 
= bc + c . <p(x) + b . y(x) + <p(x) . y{x). 

Avšak c . <p(x) -}- b . rp(x) = Q(X) je podle věty 6 funkce ne-
konečně malá v okolí bodu a a <p(x). y>(x) = a(x) je podle 
věty 7 rovněž funkce nekonečně malá v okolí bodu a. Proto 
také Q{X) -(- A(x) je podle věty 6 funkce nekonečně malá 
v okolí bodu a, takže podle věty 5 je lim[/(x). g(x)\ = bc. 

Avšak —; je podle věty 8 omezená v jistém okolí bodu a g(x) 
b 

a <p(x) . yi(x) je pro c 4= 0 podle věty 6 nekonečně malá c 

v okolí bodu a. Proto je podle věty 7 i funkce —^ [<p(x) — 

—— . y>(x)] nekonečně malá v okolí bodu a, takže podle věty 

+ 
e 

1 „ . . „ 

e 
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Víta 10. J e - l i lim/(x) = & 4= 0, e x i s t u j e t a k o v é okolí 

Jm bodu a, Že pro všecka x + a z J'„ h o d n o t a /(x) má 
to t éž znaménko j ako číslo b. 

Důkaz. Je-li lim/(x) = b, znamená to, Se ke každému 
«-•a 

e > 0 existuje takové okolí Jx bodu a, že pro všecka « =t= o 
z Jm je | f(x) — 6| < e, Čili podle (3) platí b—e< f(x) <b + 
+ e. Je-li b > 0, volme e = b. Pák pro všecka x + a z J>x je 
0 < /(x). Je-li však b < 0, volme e = — b. Pak rovněž pro 
všecka x a z Jx je f(x) < 0. 

Vita 11. J e - l i lim/(x) > lim^(x), e x i s t u j e t a k o v é okolí 
x-*a x-+a 

Jx bodu a, že pro všecka x 4= a z Jx je /(x) > g(x). 
Důkaz. Vezmeme-li v úvahu funkci f(x) — g(x), je 

lim[/(x) — g(:r)] = lim/(x) — limg(x) > 0 (věta 9); proto 
x-+a x-ni x-*-a 
podle věty 10 existuje takové okolí Jx bodu a, že pro všecka 
x 4= a z Jx je /(x) — g(x) > 0 čili /(x) > g(x). 

Je-li g(x) = k, zní naše věta takto: Je - l i lim/(x) > k, kde 
«-»a 

k je k o n s t a n t a , e x i s t u j e t a k o v é okolí Jx bodu a, že 
pro všecka x 4= a zJx]e /(x) > k. 

Víta 12. J e s t l i ž e e x i s t u j í l imi ty lim/(x) = 6,limp(x) = 
M-H x-*a 

= c a pro všecka x 4= a z j i s t ého okolí Jx bodu a p l a t í 
/(x) ^ g(x), p ak b c. 

Důkaz . Kdyby bylo 6 > c, muselo by podle věty 11 exis-
tovat takové okolí Jx bodu a, že pro všecka x 4= a z Jx by 
bylo /(x) > g(x), ale to není možné, neboť naše věta žádá, 
aby pro všecka x z jistého okolí bodu a bylo právě naopak 
/(*) ^ 9(x). 

Je-li g(x) = k, zní naše věta takto: J e s t l i ž e e x i s t u j e 
l imi t a lim/(x) = b a j es t l i že pro všecka x 4= o z j i s t ého 

a-*a 
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okolí Jx bodu a p l a t í /(x) k, kde k je k o n s t a n t a , 
pak b <L k. 

Je třeba výslovně upozornit na to, že i když je hodnota 
/(x) menší než g(x) pro všecka x =j= a z jistého okolí Jx bodu 
a, může se stát, že si příslušné limity v bodě a mohou být 
rovny, jak ukazuje tento příklad: Je-li /(x) = 1 — x2 a 
g(x) = 1 + x2, je pro každé x =(= 0 /(x) < g(x); přesto však 
lim/(x) = limg(x) = 1. 

x-*0 

Věta 13. J e s t l i ž e pro každé x =(= a z j i s t ého okolí J x 
bodu a p l a t í f ( x ) ^ g ( x ) ^ h ( x ) a ex is tu j í - l i l imi ty 
lim/(x) = limfe(x), e x i s t u j e t aké l imi t a limg(x) a - j e 
x-*a x-+a x-*a 

rovna oběma l imi t ám předcháze j í c ím. 

Důkaz. Označme b společnou hodnotu limit lim/(x) = 

= limA(x). Pak ke každému okolí Jv bodu b éxistuje okolí J'x 

x-*a 
bodu o tak, že pro všecka x =(= a z J'x hodnota /(x) padne do 

J y . Volíme-li za J v interval 
(c, d), kde c < b < d, zna-
mená to, že pro každé x =|= a 
z J'x]e c < /(x) < d. Dále 
k okolí Jv existuje okolí J"x 
bodu a tak, že pro všecka 
x =(= a z J"x hodnota h(x) 
padne do J v , t. j. platí c < 
< h(x) < d. Utvořme prů-
nik Jx okolí Jx, J'x a J"x. 
Pak pro každé x =)= a z J x 
platí 

Obr. 31 

a) /(x) ^ g(x) ^ h(x), neboť x patří do J t , 
b) c < /(x) < d, neboť x patří do J'x, 
c) c < h(x) < d, neboť x patří do J". 
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Proto je celkem c < f(x) <1 g(x) ^ h(x) < d čili c < g(x) < 
< d, takže g(x) patří rovněž do Jv. Tím je ke každému okolí 
Jv bodu b nalezeno okolí Jx bodu a tak, že pro každé x 4= a 
hodnota g(x) padne do Jv. To však znamená, že limg(x) = b 
(viz obr. 31). , 

Věty obdobné větám 4—13 dostaneme, když místo obou-
stranných limit vezmeme pouze limitu zprava (po případě 
limitu zleva). Ačkoli těchto vět pro jednostrannou limitu 
několikrát ještě použijeme, nebudeme je pro úsporu místa 
dokazovat. Ostatně tyto důkazy by byly jen opakováním 
důkazů právě uvedených. 

Jestliže v definicích limity uvedených na počátku této ka-
pitoly nahradíme bod b nevlastním bodem 00 nebo —00, 
dostaneme definici t. zv. nevlastní limity. To, že funkce / má 
v bodě a nevlastní limitu 00, píšeme lim/(x) = 00. Znamená 

x-*a 
to, že ke každému okolí (k, 00) nevlastního bodu 00 existuje 
takové okolí Jx bodu a, že pro všecka x =|= a z Jx padne hod-
nota f(x) do intervalu (k, co). Podobný význam mají i ostatní 
případy. 

Funkce může mít nevlastní limitu i v nevlastním bodě. 
Má-li na příklad funkce / v nevlastním bodě oo nevlastni 
limitu 00, píšeme to lim/(x) = 00 a znamená to: Ke každému 

okolí (k, 00) nevlastního bodu oo existuje okolí (h, 00) ne-
vlastního bodu 00 tak, že pro všecka x z intervalu (h, oo) 
hodnota f(x) padne do intervalu (k, 00). 

P ř í k l a d 20. Dokážeme, že lim — = 0 0 , lim — = — 00, 
Z-* 0+ X X-M)— X 

t. j. že funkce— má v bodě 0 nevlastní limitu zprava 00 • x 
a nevlastní limitu zleva —00. Volíme-li libovolné okolí (k, 00) 
nevlastního bodu 00, dovedeme udat takové pravé okolí J x 
bodu 0, že pro všecka x 4= 0 z Jx hodnota f(x) padne do inter-
valu (k, 00). Stačí se omezit jen na kladná k. Ptáme se tedy, 
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pro která x je f(x) > k čili — > k. Dostáváme 0 < x < -L, 
x k 

t. j. daná nerovnost je splněna pro každé x z intervalu (0, -r). Je tedy vskutku lim — = oo. Podobně do okolí 
* / s-O+S 

(—oo, k'), kde k' < O, nevlastního bodu — oo padnou ty 

hodnoty f(x), pro něž je — < k'. Odtud plyne < x < O, 
X K 

t. j. daná nerovnost je splněna pro každé x z intervalu 

í-rr-.o), který tvoři levé okolí bodu 0. Je tedy lim — = — oo. 
Cvičeni. 

i ¡5» j 
11. Dokažte, že lim—; - - 2, lim — = 2. 

i - i M — 1 x — i F| — 1 

12. Dokažte, že a) lim O, lim - L = O, b) l im-^= oo. 
X-*ao X — <Xj X x_+qX 

13. Dokažte, že a) lim x2 = oo, lima;2 = oo, b) limx3 = oo, 
X-*-CV X-*—00 X-+CO 

lim.-r3 - — oo. 
x-t—a> 

ax-\- b a 14. Dokažte, že a) při c 4= O je lim 
x-»oo cx-\- d 

ax-\-b a ,. v. , . , , . ax+b 
lim —•—T = —, b) p n e 4= O a bc > ad íe lim —•—,= oo x-*-a>cx+d c ' d ca; + d 

ax+ b 
lim •—r = — oo. a ca; + d 

X-+ e 
15. Dokažte, že a) lim/(a; + a ) znamená totéž jako lim/(a;), 

x-*0 x-*a 
b) lim/(x -j- o) znamená totéž jako lim/(x), c) lim|/(x)| = oo 

znamená totéž jako lim -77-r = 0. 
* - a / ( * ) 
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16. Jsou-li funkce / a g omezené v intervalu J x, pak i 
funkce f(x) + g(x), f(x) — g(x), f(x) . g(x) jsou omezené v in-
tervalu J x . Dokažte. 

17. Je-li lim/(x) = b, je lim|/(z)| = \b\. Dokažte. Platí věta 
x—>a x-+(i 

také obráceně? 

18. Je-li lim/(a;) = 0 a jestliže pro každé x a z nějakého 

okolí Jx bodu a platí |<7(z)| ^ |/(x)|, pak také limg(x) = 0. 
x-*a 

Dokažte. 
19. Je-li funkce / omezená v nějakém okolí bodu a, není 

lim —— - 0.. Dokažte, 
z-a f(x) 

20. Věty 4—13 dokažte pro limitu zprava a pro limitu 
zleva. 

I I I . S P O J I T O S T 

Je dána funkce / definovaná ve všech bodech nějakého 
okolí Jx bodu a nejvýše s výjimkou tohoto bodu a. Znázor-

níme-li si tuto funkci grafickv, bude v obvyklých případech 
tímto znázorněním jakási křivka. Mysleme si, že tuto křivku 
probíháme bod po bodu tak, že se blížíme k bodu M, jehož 
vzdálenost od osy y je a. 
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Obr. 34 

a) Jestliže hodnotě a proměnné x odpovídá hodnota f(á). 
funkce / tak, že bod M o souřadnicích a, f(a) leží na naší 
křivce, můžeme ve svém pohybu pokračovat „spojitě" dále 
za bod M na druhou stranu. Říkáme, že funkce / je v bpdě o 
spojitá (obr. 32). To však neznamená nic jiného než to, že 
limita funkce / v bodě a je právě rovna hodnotě /(a), t. j. 
lim/M = f(a). 
X-HI 

b) Může se však také stát, že bod M k naší křivce nepatří, 
a to buď proto, že funkce / 
není vůbec v bodě a defino-
vána (obr. 33), nebo proto, že 
hodnota f(a) je definována ji-
nak a je znázorněna bodem P, 
který je různý od bodu M 
(obr. 34). V žádném z těchto 
případů nemůžeme v pohybu 
po křivce dále pokračovat; 
neboť křivka je v bodě M 

přerušena. Také neplatí rovnice lim/(x) = /(a); v prvém 
x-*-a 

případě proto, že f(a) není vůbec definováno, a ve druhém 
případě proto, že /(a) značí jinou hodnotu než lim/(x). 

X-HL 
c) Konečně se může'stát, že rovnice lim/(x) = f(a) neplatí 

z-mi 

proto, že limita funkce / 
v bodě a neexistuje (obr. 35). 
Ani v tomto případě nelze křiv-
ku v bodě M probíhat spojitě. 

Vyslovíme tedy tuto definici: 
F u n k c e / j e v bodě a spo-

j i t á , když lim/(x) = /(a). 
z-»a 

Zcela analogicky vyslovíme také definici jednostranné spo-
jitosti v bodě a, t. j. spojitosti zprava nebo spojitosti zleva\ 

50 



zprava lim/(x) = 
Funkce / je v bodě a spo j i t á , kdyži-»a+ 

= f(a). z leva lim/(x) = 
= / ( « ) • 

Funkce znázorněná na obr. 35 je podle této definice v bodě 
o spojitá zprava, není však v něm spojitá zleva. 

O spojitých funkcích vyslovíme větu: 
Věta 14. F u n k c e / je s p o j i t á v bodě a t e h d y a jen 

tehdy, když j e v něm s p o j i t á zp rava i s p o j i t á zleva. 
Důkaz. Věta je přímým důsledkem věty 3, podle níž 

lim/(x) = /(o) značí přesně totéž jako lim/(x) = lim/(x) — 
x~*-a z-+a+ z-*-a— 
= / ( « ) • 

Definici spojitosti můžeme formulovat i jinak, užijeme-li 
k tomu definice limity uvedené na str. 32, v níž místo b pí-
šeme /(a). Pak ovšem hodnota f(a) 
padne do intervalu J t . Můžeme 
tedy říci: 

Funkce / je s p o j i t á v bodě a, 
když ke každému okolí J y b o d u 
f(a) dovedeme u r č i t t a k o v é 
okolí Jx bodu a, že pro každé x 
z J x (bez jakékoli výjimky) hod-
n o t a /(x) padne do Jy (obr. 36). 

Důležitý důsledek odvodíme z vě-
ty 9: 

Věta 15. Nechť f u n k c e / a g j sou spo j i t é v bodě a. 
P a k jsou v bodě a s p o j i t é i f u n k c e : 

a) k . f(x) + h . g(x), kde k a h j sou d a n á Čísla, 

b) m . g(x), 
/(*) 

C) 9(x) 
, pokud g(a) =j= 0. 
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Důkaz . Funkce / a g jsou spojité v bodě a, t. j. lim/(x) = 
X-MI 

= /(a), lim<7(x) = g(a). Pak podle věty 9: 
s-m 

a) lim [A . f(x) -+- h . <7(2;)] = k . lim/(x) -{- h . limj(x) = 
x-*a x-*a x-m 

= k . f(a) + h . g(a), 
b) lim[/(x) . 0(x)] = lim/(x) . limg(x) = /(a) . g[a), 

x-*a x-*a x-*a 

M M c) lim J£L = = « je-U limg(x) = g(a) * 0. 
hmgr(x) g(a) X-H, G(X) 
x-*a 

Tato věta nám umožní stanovit, že mnohé důležité funkce 
jsou spojité. 

V&a 16. a) F u n k c e x" p ro » ^ 0 celé je s p o j i t á 
v k a ž d é m bodě . b) F u n k c e x" pro n < 0 celé je s p o j i t á 
v k a ž d é m bodě s v ý j i m k o u bodu 0. 

Důkaz , a) Důkaz prvé části provedeme úplnou indukcí. 
(1) V příkladě 16 jsme dokázali, že lim(Ax + q) = ka + q. 

x-*a 
To značí, že funkce kx-\- q je spojitá v každém bodě. Polo-
žíme-li k = 0, q = 1, plyne odtud, že funkce <p(x) = x° = 1 
je spojitá v každém bodě. Položíme-li k = 1 , 3 = 0 , dostává-
me, že i funkce y>{x) = x je spojitá v každém bodě. Věta tedy 
platí pro n = 1 (i pro n = 0). 

(2) Je-li funkce /(x) = x" spojitá v každém bodě, je podle 
věty 15b i funkce /(x). ip(x) = x" . x = x"+1 spojitá v kaž-
dém bodě. Věta a) tedy platí pro každé přirozené číslo n. 

b) Je-li » < 0 celé, položme n = —r m, kde m > 0. 
Funkce x™ je podle a) spojitá v každém bodě a hodnoty 0 na-
bývá pouze pro x = 0. Funkce <p(x) = 1 je rovněž spojitá 
podle a) v každém bodě. Proto podle věty 15c je i funkce 

-i- = x~m = x" spojitá v každém bodě s výjimkou bodu 0. 
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Funkce 
f(x) = a0 + axx + + ... + an&, 

kde a0, alt at,..., an jsou konstanty, se jmenuje racionální 
funkce celistvá čili mnohočlen. Je-li an 4= 0, říkáme, že mnoho-
člen je w-tého stupně. Funkce 

= «0 + ajX + fflyE2 + . . . + a « x n 

9( ' b0+b1x+b3a?+ ••• + bmxm' 

kde a0, alt a 2 , . . . , a„, b0, B1( b2, ...,bm jsou konstanty, se 
jmenuje racionální funkce lomená. Aby měl výraz pro g(x) 
smysl, musí být aspoň jedna z konstant b( různá od nuly. 

Věta 17. Rac ioná ln í f u n k c e ce l i s tvá je s p o j i t á 
v každém bodě; r ac ioná ln í f u n k c e lomená je s p o j i t á 
v každém bodě s v ý j i m k o u těch bodů, v nichž je 
jmenova te l roven nule. 

Důkaz, a) Důkaz prvé části provedeme úplnou indukci. 

(1) Funkce ft(x) = a0 + a^x je spojitá v každém bodě, 
neboť podle příkladu 16 je lim/^a;) = a0 + a^a pro každé a. 

x-m 

(2) Je-li funkce fn(x) = a0 -f- a1x + a^c2 -(-... + anxn, kde 
n je číslo přirozené, spojitá v každém bodě, je i funkce 
fn+i(x) = fn(x) + an+1Xn+1 spojitá v každém bodě podle věty 
15a a 16a. 

Tím je dokázáno, že každý mnohočlen je funkce spojitá 
v každém bodě. 

b) Jsou-li funkce f(x) = a0 -f a^x + + ... + anxn, 
Mx) = b0 + byx + b^x? ... + bmxm spojité v každém bodě, 
při čemž aspoň jedna z konstant b( je různá od nuly, je podle 

f(x) 
věty 15c i funkce g(x) = ——• spojitá v každém bodě s výjim-ka;) 
kou těch bodů, v nichž je jmenovatel h(x) roven nule. 
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Chceme-li stanovit limitu nějaké funkce v bodě a, leckdy se 
nám to podaří podle věty 4. Máme-li totiž dvě funkce / a g, 
které pro všecka x 4= a z jistého okolí Jx bodu a splňují 
rovnost f(x) = g(x), a je-li funkce / v bodě a spojitá, je 
lim/(x) = f{á). Pak podle věty 4 je také lim^x) = f(a). Uká-
zka x-*-a 
žeme si to na příkladě. 

x2 — 1 
Př ík l ad 21. Máme stanovit lim - . Pro každé x 4= 1 je 

x - . l l - 1 
x2 1 

= x + 1, avšak funkce f(x) = x + 1 je racionální 
x — 1 
funkce celistvá, o níž podle věty 17 víme, že je spojitá v kaž-
dém bodě. Proto lim/(x) = /(1) = 2. Podle věty 4 je tedy také 

«-•i 
x 2— 1 

l im——j = 2. To je v souhlasu s výsledkem příkladu 14. 

^ P ř í k l a d 22. = Um 1 ) ( * ~ 2 ) -x-*Zx* — x — 2 x-+2 ( x + l ) ( x - 2 ) 

= Um X | = ^, neboí pro každé x 4= 2 platí ^ — 
x~>2 X T~ x x 

j j J ¡j J 

= a funkce —•—- je spojitá pro každé x 4= — 1. 
x + 1 ® + l 

Jindy můžeme stanovit limitu s použitím věty 12 takto: 
Jsou-U f a,g funkce, které pro všecka x 4= a z nějakého okolí 
J x bodu a splňují nerovnost /(x) <1 g(x), a jestliže funkce / má 
v bodě a limitu a funkce g je v tomto bodě spojitá, jé lim/(x) <1 

x-*a 
g(a). Jestliže naopak funkce g má v bodě a limitu a funkce 

/ je v něm spojitá, pak f(a) ^ limy(x). Ke stanovení Umity 
x-+a J 

užíváme často také věty 13. 

P ř í k l a d 23. Podle věty 13 stanovíme Um-^í . , kterou 
x-+0 x 

budeme dál potřebovat. Z obr. 37 je jasné, že 
A OAB < výseč OAB < A OAC. 
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Trojúhelník OAB má však stranu OA = 1, příslušnou výšku 
DB = sinx, kde x je délka oblouku AB. Je tedy obsah troj-
úhelníka OAB roven £ srna;. Trojúhelník OAC je pravoúhlý; 
jeho odvěsny jsou OA, AC, při 
Čemž OA = 1 , AC:DB=OA : OD, 

takže AC = 
DB. OA sinx 

OD 
sinx 

, jeho 

cosx 

cosx 

. Konečně ob-obsah je tedy £ . 

sah výseče OAB je £x, neboť oblouk 
AB má délku x a poloměr je 1. 
Máme tedy nerovnosti 

i . i i sin® , v £ sinx < \x < i . , (a) cosx 
z nichž pro 0 < x < ^n plyne 

sinx 
cosx < < 1. (b) 

Podle vzorce (17) na str. 28 je cosx = 1 — 2 sinsJx. Podle 
(a) je však sinx < x. Proto také sinjx < \x, sin2£x < \x2, 
takže cosx = 1 — 2 sin2£x > 1 — £xa. Spojíme-li tento vý-
sledek s nerovnostmi (b), dostaneme pro 0 < x < \ n 

l _ K < f 5 * < L (c) 

Nerovnosti (c) však platí i pro — \ n < x < 0, neboť 
giTií x\ 

(— x)a = x2, sin(— x) = — sinx (vzorec (8)), takže = 
— x 

sinx 
= . Platí-li nerovnosti (c) pro nějaké x, platí i pro — x, 

a proto platí v celém intervalu (— \ n , (nejvýše s výjim-
kou bodu 0). 

Protože lim(l — ^x2) = 1 a rovněž liml = 1, proto podle 
x-*0 x-*Q 

věty 13 také 
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sinx 
l i m — — = 1. (20) 
«-»o x 

Ačkoli jsme si s důkazem pohráli, není zcela rigorosní. 
Vyšli jsme totiž z názoru a na základě jakéhosi obrázku jsme 
sestavili jakési nerovnosti mezi obsahy jakýchsi ploch. Dosud 
však nemáme vůbec definováno, co je to obsah plochy, a 
proto zatím ještě nemůžeme užívat obsahu k žádným důka-
zům. Prozatím však budeme považovat vzorec (20) za správ-
ný; jeho přesný důkaz podáme v kapitole X. 

Věta 18. Funkce sinx a cosx jsou spo j i t é v k a ž d é m 
bodě. 

Důkaz. Je třeba dokázat, že lim sinx = sin® čili lim sin(®+ 
x->-a a->-0 

-f- h) =.8Íno pro každé a. To je totéž jako lim sin(® + h) — 
¿-•o 

— sin® = 0 čili 

lim [sin(a + h) — siná] = 0. 
a-*0 

Abychom to dokázali, všimněme si, že podle vzorců (18) na 
str. 29 je 

sin(® + h) — sin® — 2 cos(o + \h) sinf A. 

sinx , / sinx \ Podle (20) je lim 1, proto lim sinx = lim I . xl = 
• x-+0 x x-*-0 \ x / 

gjjyj 
= Jim .limx = 1 . 0 = 0 a ovšem také lim sinJA = 0. 

X-+0  x í-vo a-»0 

Je tedy sinJA funkce nekonečně malá v okolí bodu 0. Vedle 
toho |cos(a + ^ I, takže funkce cos(a + JA) je omezená. 
Proto podle věty 7 je lim[sin(® + h) — -sin®] = 0 a funkce 

a-*0 

sinx je spojitá v každém bodě a. Funkce cosx = sin(j7r + x) 
(vzorec (13)) je však potom rovněž spojitá v každém bodě. 

Zavedeme tuto definici: 
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F u n k c e / je spojitá v intervalu Jx, má-l i t y t o vlast-
nost i : 

1. v každém v n i t ř n í m bodé i n t e r v a l u Jm j© spo-
j i tá , 

2. pa t ř í - l i počá tečn í bod k i n t e rva lu Jx, je v něm 
s p o j i t á zprava, 

3. pa t ř í - l i koncový bod k i n t e r v a l u Jx, je v něm 
s p o j i t á zleva. 

Pojem funkce spojité v i n t e r v a l u musíme odlišovat od 
pojmu funkce spojité v bodě. Je-li funkce spojitá v určitém 
bodě, jde tu pouze o vlastnost okolí tohoto bodu; je-li však 
spojitá v intervalu, jde tu o vlastnost celého intervalu. 

O funkcích spojitých v uzav řeném intervalu platí něko-
lik důležitých vět, které nyní vyslovíme a dokážeme. 

V&ta 19. J e - l i f u n k c e / s p o j i t á v uzav řeném inter-
valu (a, a ma j í - l i hodnoty / (a ) a f(b) opačná znamén-
ka, e x i s t u j e t a k o v ý v n i t ř n í bod c z i n t e r v a l u (a, by, 
že /(c) = 0. 

Důkaz. Předpokládejme, že třeba f(a) > 0, f(b) < 0. 
Budiž (a, d) takový interval, že pro v šecka x z (a,d) je 
/(z) > 0. Množinu všech čísel d, která mají tuto vlastnost, 
označme M. 

Tato množina není prázdná. Funkce / je totiž v bodě a 
spojitá zprava, jinými slovy lim/(x) = /(a) > 0. Proto podle 

X-HI + 

věty 10 existuje takové (pravé) 
okolí Jx bodu a, že pro všecka x 
z J m hodnota /(x) má totéž znamén-
ko jako f(a), t. j. je /(x) > 0. Inter-
val Jx je tedy jedním z intervalů 
(a, d). Označme c supremum mno-
žiny M (viz str. 12). Podle toho, co 
bylo právě řečeno, je určitě c > a 
a ovšem c < b (obr. 38). * Obr. 38 
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Pro všecka x z (a, c) musí být f(x) > 0. Kdyby totiž existo-
valo takové Zj z (a, c), že /(xx) < 0, existovalo by podle vlast-' 
ností suprema aspoň jedno číslo d1 > xv které patří do M. 
Pak by v intervalu (a, dj) existoval bod xv pro nějž by bylo 
f(xi) < ale to není možné vzhledem k definici množinyM. 

Dejme tomu, že /(c) > 0. Pak ovšem nemůže být c= b, 
neboť f(b) < 0. Musí tedy c < b. Avšak /(c) = lim/(a;) (viz 

větu 14), a proto podle věty 10 existuje takové (pravé) okolí 
(c, d2) bodu c, že pro všecka x z (c, d2), pro něž tedy platí 
c ^ x < d2, má f(x) totéž znaménko jako f(c), t. j. je f(x) > 0. 
Avšak potom f(x) > 0 pro všecka x z (a, d2) a c není supre-
mem množiny M. Proto nemůže být /(c) > 0. 

Musí tedy f(c) ^ 0, ale pro každé x < c je f(x) > 0. Proto 
podle věty 12 je lim/(a;) ^ 0, ale lim/(a;) = /(c), takže /(c) ^ 

^ 0. Obojímu současně lze vyhovět jen tak, že je /(c) = 0, 
při Čemž c 4= b. Kdyby totiž bylo c=b, bylo by /(c) < 0 a to 
není. 

Je-li f(a) < 0, f(b) > 0, vezmeme funkci g(x) = — f(x), 
která má tu vlastnost, že g(a) > 0, g(b) < 0 a je spojitá v in-
tervalu (a, by. Podle právě provedeného důkazu existuje 
vnitřní bod c intervalu (a, by té vlastnosti, že g(c) = 0. Tedy 
i f(c) = 0. 

Dokázaná věta se zdá podle názoru zcela samozřejmá. 
Každá spojitá funkce (t. j. funkce, jejíž graf lze narýsovat 
jedním tahem), která v bodech a, b nabývá hodnot, jež mají 
různá znaménka, má tu vlastnost, že její graf protíná osu x 
aspoň v jednom bodě mezi body a, b (obr. 38). Přesto však je 
třeba větu dokázat nezávisle na názoru, abychom snad ne-
byli názorem svedeni ke klamným závěrům. , 

Vita 20. J e - l i f u n k c e / s p o j i t á v u z a v ř e n é m inter-
va lu (a, by, je v t o m t o i n t e r v a l u omezená. 

Důkaz. Naše věta tvrdí, že existují čísla k, h taková, že 
h < f(x) < k pro všecka ^ z (a, by. Dokážeme především 
existenci čísla k. 
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1. Zvolme libovolné Číslo tak, aby jfcj > f(a). Funkce / je 
v bodě a spojitá zprava, t. j. lim/(x) = f(a) < kv Proto podle 

věty 11 existuje takové (pravé) okolí J x bodu a čili interval 
(a, c), že pro všechna x z Jx je /(x) < kx. Zřejmě je a < c < 
^ b. ' 

Dokázali jsme tedy, že existuje jakési číslo c takové, že 
o < c <![ 6, a k němu existuje Číslo kt tak, že pro všecka x 
z (a, c) je /(x) < kt (obr. 39). 

2. Předpokládejme, že c < b 
a že neexistuje již žádné d > c 
z intervalu (a, by, k němuž by 
bylo možno nalézt takové číslo k, 
aby pro všecka x z (a, d) bylo 
fix) < k. 

Zvolme libovolné číslo k2 > 
> /(c). Funkce / je v bodě c spo-
jitá, t. j. lim/(x) = f(c) < k2. 

X-+C 

Proto podle věty 11 existuje takové okolí J'x bodu c, že pro 
všecka x z J'x je /(x) < k2. Okolí J'x je interval (elt d), kde 
cx < c, d > c; proto sjednocením intervalů (a, c) a J'x 
vznikne interval (a, d). Označíme-li kt větší z obou Čísel k1 
a k2, platí vztah /(x) < ks pro každé x z (a, e) a také pro 
každé x z J'x, tedy také pro každé x z (a, d). 

To však je ve sporu s předpokladem učiněným na počátku 
bodu 2. Proto není možné, aby bylo c < b, a je tedy c = b. 
Tím jsme dokázali, že existuje číslo k3 tak, že pro všecka x 
z <o, 6) je /(x) < k3. 

3. Zvolme libovolné číslo fc4 > /(&). Označíme-li k větší 
z obou čísel k3 a ktx platí vztah /(x) < k pro každé x z (a, b) 
a také pro b, tedy pro každé x z (a, by. Existuje tedy takové 
číslo k, že nerovnost /(x) < k platí pró každé x z (a, by. 

Abychom dokázali existenci čísla h, vezměme funkci 
g(x) = — /(x), která je také spojitá v (a, by. Proto podle prá-
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vě provedeného důkazu existuje takové číslo k', že pro všecka 
x z (a, by platí g(x) < k'. Položíme-li h= — k', je — f(x) < 
< — h čili f(x) > h. 

Věta platí pouze pro funkce spojité v uzav řeném inter-
valu. Pro funkce spojité v otevřeném intervalu nemusí platit. 

Na přiklad funkce f(x) = — je spojitá v otevřeném intervalu 
x 

(0, oo), ale není v něm omezená, jak plyne z příkladu 20, kde 
bylo ukázáno, že, ať volíme číslo k jakkoli, vždy existuje ta-
kové x z intervalu (0, oo), pro něž je f(x) = — > k. 

x 
Víta 21. J e - l i f u n k c e / s p o j i t á v uzav řeném in terva-

lu (a, by a je- l i M s up remum a m i n f imum hodnot , 
j ichž f u n k c e v t o m t o i n t e r v a l u nabývá , pak ke kaž-
dému číslu d, k t e r é má tu v l a s tnos t , že m ^ d ^ M, 
e x i s t u j e v i n t e r v a l u (a, by t akové číslo c, že /(c) = d. 

Důkaz. Nejprve dokážeme, že v intervalu (a, by existuje 
takové číslo cv že f(Cj) = M. Kdyby číslo ct neexistovalo, 
bylo by f(x) < M pro každé x z (a, by. Pak M — f(x) > 0 

pro každé x z Ca, by a tedy také — —- > 0. Funkce 
M — f{x) 

——j^—j je však podle věty 15 spojitá v intervalu (a, by; 

1 

proto podle věty 20 existuje takové číslo k > 0, že ](x)<~' 
< k pro každé x z (a, by. Odtud plyne f(x) < M — - p To 

však znamená, že M není supremem hodnot f(x), neboť má-li 
M být supremem, musí podle vlastnosti 2 na str. 12 existovat 

aspoň jedno číslo f z (a, by, pro něž /(f) > M — ať zvo-
líme číslo Jfc > 0 jakkoli. Není tedy možné, aby neexistovalo 
žádné číslo cx z (a, by, pro něž /(Cj) = M. 
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Vezmeme-li funkci g(x) = — f(x), pak z podmínky m 
f(x) plyne g(x) <L — m, takže — m je supremem všech 

hodnot g(x). Protože ¡7(2;) je funkce spojitá v (a, by, musí 
podle toho, co bylo právě dokázáno, existovat takové číslo c2 
z (a, by, že g(c2) = — m čili /(c2) = m. 

Je-li nyní d takové libovolné číslo, že m < d < M, pak 
M — d > 0, m — d < 0. Funkce h(x) = f(x) — d je rovněž 
spojitá v (a, by, při čemž h(Cy) = /(cx) — d= M — d> 0, 
h(c2) - f(c2) — d = m— d < 0. Proto podle věty 19 musí 
existovat takové číslo c, které leží mezi čísly Cj a c2, tedy 
v intervalu (a, by, že Ji(c) = /(c) — d = 0 čili f(c) = d. 

Také věta 21 platí pouze pro funkce spojité v u z a v ř e n é m 
intervalu. Na příkladu ukážeme, že nemusí platit pro funkce 
spojité v otevřeném intervalů. 

P ř í k l a d 24. Mějme funkci f(x) = 2x definovanou pro 
všecka x z otevřeného intervalu (—1,1). Probíhá-li x všecky 
hodnoty z intervalu (—1,1), nabývá f(x) všech hodnot z in-
tervalu (—2, 2), takže M = 2, m = — 2. Ke každému d, pro 
které platí — 2 < d < 2, existuje číslo c tak, že /(c) = d. 
Toto c je zřejmě dáno podmínkou c = Neexistuje však 
žádné cv pro něž by bylo /(Cj) = 2, neboť pro x = 1 není již 
hodnota f(x) definována. Rovněž tak neexistuje žádné c2, pro 
něž by bylo /(c2) = — 2, neboť hodnota f(x) pro x = — 1 
rovněž není definována. 

Věta 22. J e - l i f u n k c e / s p o j i t á v u z a v ř e n é m in te r -
v a l u <a, by, p a k ke k a ž d é m u čís lu e > 0 e x i s t u j e ta-
k o v é číslo ó > 0, že p r o k a ž d á dvě čís la xv x2 z <a, by, 
k t e r á v y h o v u j í n e r o v n o s t i — x2| < ó, je | / f a )— 
- f f a ) \ < e. 

Důkaz . Zvolme libovolné číslo e > 0. 
1. Funkce / je v bodě a spojitá zprava. To znamená, že 

' k "fcíslu ¿e existuje takové (pravé) okolí Jx bodu a, že pro 
všecka x z Jx je \f(x) — /(a)l < Je (obr. 40). Jsou-li^, x2 dva 
body z Jx, je podle (1) 
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l/(*i) - /(*2)1 = |[/(*i) - /(a)] - [/(x2) - f(a)]\ ^ . 
^ l/(*i) - MI + |/(*2) - /(«)l < i « + J * = 

Označíme-li šířku okolí Jx písmenem je |xx — x2\ < áj. 
Tím je věta dokázána pro všecka 
xlt x2 z jakéhosi intervalu (a, a + 

2. Podle bodu 1 věta platí pro 
všecka xv x2 z jakéhosi inter-
valu (a, e), kde o < c ̂  b. Před-
pokládejme, že c < b a že pro 
všecka xv x2 z <(<z, c), pro něž 
platí |xx — x2\ < <51( kde áj > 0 
je vhodné číslo, je |/(xí) — f(x2)| < 
< e, kdežto 

pro žádné číslo x± > c nebo x2 > c z <(a, 6) taková 
věta neplatí. (*) 

Funkce / je spojitá v bodě c. To znamená, že k Číslu Je existu-
je takové okolí J'm bodu c, že pro všecka x z J'x je |/(x) — 
— /(c)I < Je- Jsou-li Xj, x2 dva libovolné body z J^, pak opět 

l / (*i) - /(*2)l = | [ / (*i) - / (c ) ] - [/(*a) - /(c)]| < 
^ If(xi) ~ M | + | / ( X 2 ) - M\ < Je + Je = e. 

Okolí J'x je interval (cv d), kde < c, d > c. Označíme-li 
d — cx = <}2, pak pro každé dva body x t, x2 z J'x platí 
|xj — x2| < <52. Označme dále <5a menší z obou čísel a d2, 
pak pro každé xlt x2 ze sjednocení intervalů (a, c) a J'x, t . j . 
z intervalu (a, d), pro něž platí \xt — x, < «53. je|/(xj) — 
— f(xt)I < E- To je ale ve sporu s předpokladem (*), podle 
něhož taková věta nemá platit pro x± > c nebo pro x2 > c. 
Není tedy možné, aby c < 6, a proto musí c = b. 

3. Ještě je třeba dokázat, že číslo Xj nebo x2 může být 
rovno b. Funkce / je v bodě b spojitá zleva, t. j. existuje ta-
kové (levé) okolí J"x bodu b, že pro všechna x z Jx je |/(x) — 
— /(&)| < Je. Jsou-li opět xv x2 dvě čísla z Jx, je 
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l /K ) - /(*.)! = I[/(%) - /(&)] - [/(*.) - /0)]| ^ 
^ l/(*i) - m\ + |/(x2) - f(b)\ < Je + f e = e. 

Označíme-li šířku okolí J"x písmenem <54, platí \xt — x2\ < <54. 
Označíme-li konečně písmenem <5 menší z obou čísel ó3 a <54, 
pak pro každé xv x2 z celého intervalu (a, by, pro něž platí 
\xx — x2\ < d, je | f ( x j ) — f(x2)| < e; tím je věta dokázána. 

Ani tato věta neplatí pro funkce spojité v otevřeném in-

tervalu. Vezměme třeba funkci f(x) = -i- spojitou v intervalu 

(0, oo). Je-li 0 < xt < x2 a x2 — xt < <5, je i > 0 a — 

X x — x ó ó — — = — i < < —Volíme-l i tedy libovolné e > 
X2 X^X2 XyX2 2Jj 

> 0 a má-li být — i - < e, vyhovíme tomu tak, že volí-

<5 
me—- e, čili 6 ^ ex^, což má být splněno pro každé. 

xi 
(i sebe menší) xv Musí tedy být d = 0, ale my chceme, aby 
d > 0. ' 

Cvičeni. 

21. Je funkce 

f f á = í 2* pro 0 <1 a: ^ 1 
| 3 — a; pro l < x ^ 2 

spojitá v každém bodě intervalu <0, 2)? 
22. Dokažte, že funkce 

• 1 

sin — pro x 4= 0 f(x) =, 

není spojitá v bodě 0, ať volíme hodnotu k jakkoli. 

x 
k pro x = 0 
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23. Jak třeba volit hodnotu k, aby funkce 

' /(x) = xsin —pro x 4= 0 x 
pro x = 0 

/ 

byla spojitá v bodě 0? 

24. Pro která x není spojitá funkce a) X , b) - C 0 S Í n x 

sinx x(x — 1) 
25. V kterých intervalech je spojitá funkce a) *tgx, 

b) cotgx? 

26. Nalezněte: a)lim— ¿ 5 - 7 - b ) lim X X 

c) lim 

s-ox8 — 3x a + 2x' ' x_2a;3 — 3xa + 2x* 
3x4 — 4xs + 1 

x-+\ (X - l)2 

„ TT „ , . .. sin5x , , t g x % 1 — sinx 
27. Určete a) lim , b) lim , c) lim - j . 

x-t-0 x x-*Q x x-*in i71 — ® 

28. Dokažte, že a) lim I—— , 3 „1 = — 1, 
— x 1 — x3) 

8u1x — c o s x , 11— 

29. Je-li funkce /(x) spojitá v bodě a, je i funkce |/(x)| spo-
jitá v bodě a. Dokažte. 

30. Funkce f(x) a g(x) nejsou spojité v bodě a. Může se 
stát, že funkce /(x) + g(x) je spojitá v bodě a? 

IV. DERIVACE 

Nejdůležitěji! místo mezi vSemi limitami zaujímá limita, 
kterou označujeme názvem derivace. Definujeme ji takto: 
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Derivac í f u n k c e / v bodě a n a z ý v á m e (vlastní) 
l imi tu , 

lim/(ffl + h) - /(a) _ 
a - 0 a ; 

S pojmem derivace se setkáváme při různých úvahách fysi-
kálních i geometrických. Ukážeme si dva typické příklady 
takových úvah. 

P ř í k l a d 25. Mysleme si bod M, který se pohybuje 
přímce. Jeho polohu udáváme souřadnicí x měřenou od urči-
tého počátku O. Tato souřadnice se mění s časem. Každému 
časovému údaji t odpovídá jediná a určitá poloha bodu M. 
Souřadnice x je tedy funkcí času t, t. j. x = /(<). Vezměme si 
dva časové údaje, jejichž rozdíl je h. První z nich označme 
a, druhý pak bude a h. Je-li h > 0, značí a -f- h okamžik 
pozdější a a okamžik dřívější; je-li h < 0, je tomu naopak. 
Počítejme dráhu, kterou bod M urazí za dobu h. V oka-
mžiku a má bod M souřadnici f(a), v okamžiku a + h má 
souřadnici f(a + h); za dobu h tedy urazí dráhu f(a -)- h) — 
- f(a). Podíl 

f(a +h)~ f(a) 

udává p r ů m ě r n o u r y c h l o s t bodu M od okamžiku a do 
okamžiku a + h, neboť je to dráha, kterou bod p r ů m ě r n ě 
urazí za jednotku času. Zkracuje-li se rozdíl h obou Časových 
údajů a blíží-li se při tom průměrná rychlost limitě 

lim /<?+ 
a-*0 h 

nazýváme tuto limitu okamži tá rych los t bodu M v oka-
mžiku a. Okamžitá rychlost je tedy derivace funkce / v bodě a. 

P ř í k l a d 26. Mějme funkci / spojitou v určitém intervalu. 
Grafickým znázorněním této funkce je jakási křivka y = f(x) 
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(obr. 41). Souřadnice x, y libovolného bodu této křivky jsou 
vázány rovnicí y = f(x). Vezměme na křivce libovolně zvor 
lený pevný bod M\ jeho souřadnice jsou a, f{a). Dále vytkně-
me na křivce ještě další bod P různý od M\ jeho souřadnice 
označíme a h, f(a + h). Je-li bod P vpravo od bodu M, 
je h > 0, je-li vlevo, je h < 0. Přejdeme-li od bodu M do 

bodu P, zvětší se souřadnice a 
o přírůstek MN = h a souřad-
nice /(o) o přírůstek NP = f(a + 
+ h) - f(a). Podíl 

NP f ( a + h ) - f ( a ) m-h) 
MN 

a+h 

Obr. 41 

lim 
a—0 

udává směrnici přímky MP. 
Blíží-li se přírůstek h k nule 
a blíží-li se při tom uvedený po-
díl limitě 

/(a + h) - f(a) 
h 

nazýváme tuto limitu směrnice tečny křivky y = f(x) v bodě 
M. Přímku t procházející bodem M, jejíž směrnice je rovna 
uvedené limitě, nazýváme tečnou křivky y == f(x) v bodě M. 
Směrnice tečny je tedy rovna derivaci funkce / v bodě o. 

Z toho je patrné, že pojem derivace hraje základní úlohu 
v mnohých problémech matematiky a fysiky. 

P ř í k l a d 27. Jako příklad vypočteme derivaci funkce 
f(x) = x2 v bodě a. Platí 

ů m f ( a + h ) - f ( a ) = ] i m ^ ± K l 
h *->n h 

— a" 
h-*o 

= lim(2a + A)=2o. 
a-vo 

Není však nutno, aby každá funkce měla v každém bodě, 
v němž je definována, derivaci, neboť uvedená limita nemusí 
existovat. 
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Věta 23. Má-li f u n k c e / v bodě a der ivaci , je v tom 
bodě spoj i tá . 

Důkaz. Má-li funkce / v bodě a derivaci, existuje (vlastni) 
limita 

lim 
A—0 A 

Pak je 

lim [f(a + h ) ~ /(a)] = lim \ f { a + h ) ~ f { a ) . h\ = 
A-vO A-M) L J 

A->0 " h-0 

Odtud plyne lim/(a + h) = f(a) Čili lim/(x) = f(a) a to značí, 
A-»0 x-*a 

že funkce f je v bodě a spojitá. 
Poznámka. Tuto větu lze také vyslovit ve tvaru: Není- l i 

f u n k c e / v bodě a spo j i t á , nemá v n ě m der ivaci . Věta se 
však nedá obrátit: je-li funkce / v bodě, a spojitá, nemusí mít 
v tomto bodě derivaci. 

P ř í k l a d 28. Funkce f(x) = \x\, která je spojitá v bodě 0 
(viz příklad 5), nemá v tomto bodě derivaci, neboť 

A->0+ n A-*0+ ' 

m - /(o) 

a) pro a; > 0 je f(x) = x & lim M ' ' = lim 1; 
- - A A-VO-I- N 

b) pro x < 0 je f(x) = — x a lim 
— A-*O- h, 

A-0- h 

Poněvadž limita zprava není rovna limitě zleva, neexistuje 
limita v bodě 0 (věta 3). To, že funkce f(x) = \x\ nemá v bodě 
0 derivaci, jeví se také na jejím grafu: křivka se skládá ze 
dvou částí, které se stýkají v bodě 0, v němž však křivka 
náhle mění svůj směr (obr. 13). 
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Derivace funkce / v bodě x je limita lim 
a->-0 

f(x +h)~ /(x) 
h 

která má jistou hodnotu; tato hodnota závisí na volbě čísla x. 
Ke každému číslu x, pro něž existuje derivace funkce /, je tak 
přiřazeno určité číslo, totiž hodnota derivace funkce / v bodě 
x. Je tedy derivace funkce / v bodě x opět funkcí proměnné x. 
Je zvykem označovat derivaci funkce / znakem /', takže deri-
vaci funkce / v bodě x označujeme nejčastěji f'(x). Značíme-li 
hodnotu funkce / v bodě x jediným písmenem, třeba y, ozna-
čujeme derivaci znakem y . 

Protože budeme často počítat derivace, nebylo by vhodné 
postupovat po každé tak, jak jsme to učinili v příkladě 27. 
Proto si odvodíme několik vět, jimiž se počítání derivací 
usnadní. 

Věta 24. Der ivace k o n s t a n t y je v každém bodě 
rovna nule. 

Důkaz . Je-li /(x) = k, kde k je konstanta, je také f(x + 
+ h)=k. Pak 

Věta 25. Der ivace f u n k c e f(x) = x je v každém bodě 
rovna jedné. 

Důkaz. Je-li /(x) = x, je f(x + h) = x + h, takže 

Věta 26. Nechť f u n k c e / a ¡7 ma j í de r ivace / ' a g'. Pak 
a) f u n k c e kt f{x) + g(x), kde a k2 j sou daná čísla, 

má v botiě x de r ivac i ^ / ' (x ) + k2g'(x)\ 
b) f u n k c e f(x). g{x) má v bodě x de r ivac i /'(x) . g(x) + 

Umf(x + h) - /(x) 

A-M) A 

] j m / ( « + » ) - / ( « ) = l i m « + » - « lim — = liml = 1. 
a-*0 » a-+0 

+ f(x) . g'(x); 
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c) f unkce } má v bodě a;, pro nějžo(a;) 4= 0, deri-
9(x) 

9'(x) 
v a c i — 9\x) ' 

Důkaz. Platí 

/'(*) = lim / < « + * ) - / < » ) , ,<(*) = lim * « + * > - * « > . 
h-*Q h h-*0 " 

Potom 

i j m f(x
 +

 h ) + k2 s(x
 +

 h ) — K /(*) — h g{x) = 

A-0 h 

= lim k . + k i . 
A-*0 L 

J . lim « * + h l - f W + fc2 . + » > - * ' > = 
A—0 A A—0 h 

= kďt'{x) + kl.g'(x). 

b) Poněvadž f{x + h). g(x + h) - f(x) . g(x) = f(x + h) . 
. g(x +h)~ f(x) . g(x + h) + f(x) . g(x + h) - f(x) . g(x), 

proto 

Um f(x + h) . g(x +h)~ j(x) . g(x) = -
a—o h 

= u m . + + m . 2 ^ 4 - Z Í W j = 

A-»0 • A->0 

+ f(x) . l im g ( X + h ) g [ X ) = / ' ( * ) . g(x) + f ( x ) . g'(x)t 
A-+o n 
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neboť podle věty 23 je limg(x + h) = g(x), ježto funkce g 

je spojitá v bodě x. 
c) Je-li g(x) 4= 0, existuje okoli Jx bodu x tak, že pro 

všecka x h z Jx je g(x -(- h) =)= 0 (věta 11). Proto 
1 1 

lim + h) g(x) __ ̂  g(x) — g(x + h) 
a-*o h a _ o h • g(x) • g(x +. h) 

- 1 g(x+ h)-g(x)-\ lim ["-
a - o l g(x) . g(x + h) 

g(x) A_o g(x + h) h g2(x) 
Z Odvozených vět plyne několik důsledků, které si musíme 

pamatovat. 
Označíme-li f(x) = u, g(x) = v, lze větu 26a zapsat ve 

tvaru 
{kjti + k2v)' = k y + jfc2t>'; (21) 

speciálně pro k± = 1 a = 1 nebo k2= — 1 

(u + v)' = u' + v', (u - v)' = u' — v'. (22) 

Odtud pro v=k, kde k je konstanta, podle věty 24 
(u + k)' = u', (23) 

což se Často vyslovuje slovy: a d i t i v n í k o n s t a n t a (t. j. 
konstanta, která se přičítá) př i de r ivován í odpadá . 

Podobně lze větu 26b zapsat ve tvaru 
(uv)' = u'v -(- uv'. (24) 

Odtud pro v = k dostáváme 
(ku)' = ku', (25) 

») g\x) znáči totéž jako [ff(x)]a. 
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což vyjadřujeme slovy: m u l t i p l i k a t i v n í k o n s t a n t a (t. j. 
konstanta, kterou se násobí) z ů s t á v á př i de r ivován í 
beze změny. 

Konečně podle věty 26b a 26c je = . — j = 

.1 ll\' v! uv' u'v — uv' = u . \-u.l— I = — = , takže v \v f v v2 v2 

( u \' v! v — uv' 

- I = — p o k u d «4=0. (26) 
Dále dokážeme vzorec 

(a;-)' = nx»"* (27) 

platný při celém » . > 0 pro každé x a při celém n < 0 pro 
každé x 4= 0. Důkaz pro n > 0 celé provedeme úplnou in-
dukcí. 

(1) x' = 1 = 1 . pro každé x podle věty 25 (viz vzorec 
(4) na str. 24). Vzorec (27) tedy platí pro n = 1. 

(2) Platí-li vzorec (27) pro nějaké n, t. j. je-li (ar")' = 
= nxn _ 1 , je podle vzorce (24) 

(a^+i)' = (xn . ar)' = (ar")' . x + ar" . x' = raar""1 . x + 
+ ar" . 1 = (n + 1) ar", 

takže vzorec (27) platí i pro n + 1. Vzorec (27) tedy platí 
pro každé přirozené číslo n. 

Je-li n < 0 celé, položme n = — m, takže m je celé kladné. 
Dokázali jsme, že (ar™)' = mu™'1, proto podle věty 26c pro 
x 4= 0 platí 
/ w , w / 1 \' mx"1'1 

(a7>)' = (x"m)' = | — 1 = ;—— = — mx~m~x = nxn'1. 
' v ' ya^J (ar™)2 

Vzorec (27) tedy platí i pro n < 0 celé a pro x 4= 0. 
Vzorec (27) platí dokonce i pro n = 0 a pro x 4= 0, neboť 
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tu je x° = 1 pro každé x, a pak podle věty 24 je (x0)' = 1' = 
= 0 = 0 . x - 1 ; to je správné, pokud x 4= 0. 

Pro derivace funkcí sinx a cosx platí 
(sine)' = cosx, (cosx)' = — sinx, (28) 

jak si nyní dokážeme. Podle vzorců (18) je 
sin(x -(- h) — sinx ^ ^ 2 cos(x + \h). sin 

h a—o h 

- limcos(x + \h). lim =?= cosx; 
h-+o h-*0 

cos(x 4- A) — cosx _ — 2 sin(x + . sinJA 
A->-O H A—O A 

• = — lim sin(x 4- Ih). lim = — sinx, 
A-»0 & 

neboť cosx a sinx jsou funkce spojité (věta 18) a lim = 1 
a—o i"-

(vzorec (20)). 
Na základě odvozených vztahů ukážeme, že platí 

(tgx)' = - L - , (cotg*)' = - - T V (29) 
cosax surx 

pro všecka x, pro něž se jmenovatel nerovná nule. Podle vzor-
ců (26) a (28) máme 

/sinx\ ' cos2x 4" sin2x 1 
l cosx I cos2x cos2 

pro x #= \(2k 
, (cOBxV 

I sinx I 
(cotgx)' = 

pro x 4= J(2k + 1) n, k celé, 
— sin2x — cos2x 

sin2x sin2x 
pro x 4= kn, k celé. 

Na příkladech ukážeme, jak se užívá odvozených vzorců. 

72 



Př ík l ad 29. (2a* — ¿x2 + x — 4)' = 6X2 — + 1 podle 
vzorců (21) a (27). 

P ř ík l ad 30. fctiy = a ( C a : + ¿ ) ~ ( ? " + 6 ) C -\ cx+df (cx+d)s 

ad — 6c d 
pro x =)= a c =(= 0 podle vzorce (26). (cx + df c ^ c 

P ř í k l a d 31. (x cosx)' = cosx — x sinx podle (24) a (28). 

P ř í k l a d 32. /—^—\ — ~ pro x 4= kn, kde k je \ sinx J sw?x 
celé, podle (26) a (28). 

V příkladech tohoto druhu je třeba stanovit podmínky, za 
nichž jsou uvedené výpočty správné (viz příklad 30 a 32). 
Není-li uvedeno žádné omezení, značí to, že výpočet platí 
pro každé x (příklad 29 a 31). 

Někdy se může stát, že funkce nemá derivaci, neboť pří-
slušná limita neexistuje, existuje však limita zprava nebo 
limita zleva (viz příklad 28). Pak říkáme, že funkce má 
v bodě x derivaci zprava (značka f'+(x)) nebo derivaci zleva 
(značka / ' (x)). Tak na příklad pro funkci /(x) = |x[ je 
/ ' + ( o ) = i , 7 _ ( o ) = - i . 

Je-li některá z limit 

limf(x+h)-f(x) ^ ^ f(x + h) - j(x) ^ 
a-»0 a , a->0+ a 

^ /(X + h) - /(X) 
a - 0 - a 

nevlastní, říkáme, že funkce / má v bodě x nevlastni derivaci, 
příp. nevlastni derivaci zprava nebo nevlastni derivaci zleva. 
Zpravidla však slovem derivace rozumíme derivaci, která 
není nevlastni a kterou někdy k zamezení nedorozumění 
označujeme názvem derivace vlastni. 
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Nyní zavedeme novou definici: 

F unkc i / n a z ý v á m e v intervalu Jx, když pro klesající 
každá dvě Čísla xlt x2 z t o h o t o in te rva lu , k t e r á 
s p l ň u j í p o d m í n k u xt < x2, p l a t í ne rovnos t 

f f a ) < f f a ) . 
f (*i) > tfa). 

Přejdeme-Ii tedy od menšího x1 k většímu x2, hodnota 
f(x) se u funkce rostoucí zvětší, kdežto u funkce klesající se 

m 

Obr. 42 

/IV 

Obr. 43 

zmenší (viz obr. 42 a 43). Funkce rostoucí a funkce klesající 
v intervalu nazýváme někdy společným jménem funkce 
monotonní. 

Vedle pojmu funkce rostoucí nebo funkce klesající v in-
t e rva lu zavedeme ještě pojem funkce rostoucí a funkce kle-
sající v bodě, a to touto definicí: 

Funkce / se n a z ý v á v ^ ¿ g a lze-li u d a t ta-' J klesající 
kové okolí Jx bodu a, že pro všechna x<_ a z Jx je 
/(*)</(«) . , r . f(x)>f(a). 
a u í a P r 0 všechna x > a z Jx je ; ' ' f f a > f(a) f(x) < f(a). 

Funkce zobrazená na obr. 44 je podle toho rostoucí v bodě 
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a, neboť existuje takové okolí J x bodu a, že pro všecka x z J x , 
která jsou vlevo od a, je /(x) < f(a), kdežto pro všecka x z J x , 
která jsou vpravo od a, je /(x) > f(a). Podobně je tato funkce 
klesající v bodě 6 a v bodě c je 
opět rostoucí, jak plyne z vlast-
ností okolí Jx, přes to, že není 
v bodě c spojitá. 

Oba pojmy musíme od sebe 
náležitě odlišovat: Je-li funkce 
rostoucí v bodě, je to pouze 
vlastnost okolí tohoto bodu; 
je-li funkce rostoucí v inter-
valu, jde o vlastnost celého in-
tervalu. Souvislost mezi oběma pojmy osvětluje následu-
jící věta. 

V&a 27. F u n k c e / je J?8*0™0*, v i n t e r v a l u (a, 6) t e h d y k lesa j í c í 

a j en tehdy, je- l i J^,8^0 .^0! v každém bodě t oho to 
kresa j íc í 

in te rva lu . 
Důkaz. Důkaz provedeme nejprve pro funkci rostoucí. 
1. Je-li funkce / rostoucí v intervalu (a, b) a je-li c libovol-

ný bod tohoto intervalu, pak pro každé x < c z (a,b) je 
f(x) < /(c) a pro každé x > c z (a, b) je /(x) > /(e); je tedy / 
rostoucí v bodě c. Funkce / je tedy rostoucí v každém bodě 
intervalu (a, b). 

2. Předpokládejme, že / je rostoucí v každém bodě inter-
valu (a, b), ale není rostoucí v intervalu (a, b). Pak existují 
dva body c < d v (a, 6),tak, že /(e) ^ f(d). Poněvadž funkce / 
je rostoucí v bodě c, existuje v intervalu (c, d) bod ex tak, že 
/(cx) > /(c). Proto také /(ex) > f(d). Označme M množinu 
těch x z intervalu <cx, d), pro něž platí f(x) ^ /(ex). Množina 
M není prázdná, neboť bod ex do ní patří. Její supremum 
označme y. Zřejmě je cx ^ y ^ d. / 

1 
: a 

m 

• 

m 
b ! c 

* 
i 

j . j . j: 
Obr. 44 
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Nechť je y = d. To znamená, že v každém levém okolí 
bodudexistuje bod x tak, že/(a;) ¡> /(c^ > f(d). Pak funkce/ 
není rostoucí v bodě d, ale to nesouhlasí s předpokladem. 
Není tedy možné, aby y = d. 

Je proto jistě y < d. Pak pro každé x1 z (y, d) je fíxj < 
< /(Ci), neboť žádné toto xx nepatří do tA. Mezi body 
z (y, d) však existují takové, že f(xt) > f(y), neboť / je ros-
toucí v bodě y podle předpokladu. Proto f(y) < /(Cj). 

Kdyby bylo y = c1, bylo by /(cx) < / ( C J ) , ale to jistě není. 
Je tedy určitě y > cv Avšak potom existuje levé okolí Jx 
bodu y tak, že pro všecka x z Jx je f(x) f(y), neboť / je 
v bodě y rostoucí. Mezi bódy x z Jx je však aspoň jeden ta-
kový, který patří do M a pro nějž je tedy f(x) /(cj), neboť 
y je supremum množiny M a v každém levém okolí suprema 
leží aspoň jeden bod x množiny M (viz str. 12). Proto f(y) 
> /(Cj), ale to také není možné, neboť jsme výše dokázali, že 
vždy musí f(y) < /(cj . 

Všecky možné polohy bodu y vedpu tedy ke sporu. Proto 
není možné, aby v intervalu (a, b) existovaly dva body 
c < d tak, aby /(c) ^ f(d), nýbrž pro každé dvě hodnoty 
c, d z (a, b), které splňují nerovnost c < d, musí platit /(c) < 
< f(d). Funkce / je tedy rostoucí v intervalu (a, b). 

Je-li funkce / klesající, vezmeme místo funkce / funkci g, 
pro niž platí g(x) = — f(x). Pak z nerovností f(xj) > f(x2) 
plyne — f(xx) < — f(x2) čili g(xj) < g(x2). Je-li tedy funkce / 
klesající (v intervalu nebo v bodě), je funkce g rostoucí. Pro-
tože věta platí pro funkce rostoucí, platí i pro funkce klesa-
jící. 

O tom, je-li funkce v některém svém bodě rostoucí nebo 
klesající, lze pohodlně rozhodnout na základě derivace. 

Věta 28. Má-li f u n k c e / v bodě a de r ivac i k ladnou, 
je v tom bodě ros toucí , má-l i v bodě a .de r ivac i zá-
pornou, j e v tom bodě k lesa j íc í . 
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Důkaz. Položme a + h = x čili h = x — a. Pak 

/'(o) = lim 
h->-0 

f(a + /(o) 
: lim 

x-m 

m - m 
x — a 

a) Je-li f'(a) > 0, značí to podle věty 10, že existuje ta-

kové okolí «/j.bodu a, že pro všecka x ^ azJx]e > 
x — a 

> 0. Je-li x > a, je také f(x) > f(a), a je-li x < a, je f(x) < 
< f{a). Funkce / je v bodě a vskutku rostoucí. 

b) Je-li f (a) < 0, značí to podle téže věty, že existuje ta-

kové okolí Jx bodu a, že pro všecka x=%=azJx je f(x)-f(a) 

je 

< x — a 
< 0. Je-li tedy x > a, je f(x) < f(a), a je-li x < a, je f(x) > 
> /(o) a funkce / je v bodě a klesající. 

Budeme se zabývati t. zv. lokálními extrémy, které definu-
jeme takto: 

Funkce / n a b ý v á v bodě a l oká ln ího m a ^ x t m a ' i z e _i i 
minima, 

u d a t t akové okolí Jx bodu a, že pro všecka x 4= a z Jx 
fix) < /(a). 
/(*) > M-

Tak na příklad funkce zobrazená na obr. 45, jež je defino-
vána v uzavřeném intervalu (a,, 6), nabývá v bodech d, e 
lokálního maxima a v bodech 
c, g lokálního minima přes to, 
že není v bodech e a g spojitá. 
V bodě / nelze mluvit o mi-
nimu podle naší definice, nebot 
nelze udat takové okolí J x bodu 
/, aby platila napsaná nerov-
nost. Rovněž tak nelze mlu-
vit o maximu v bodě b, po-
něvadž tu nelze udat žádné 

K / 
K-

a c de 
làL 

g t 
Obr. 46 

okolí tohoto bodu, nejvýše jen levé okolí. 
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Hledáme-li lokální extrémy dané funkce, můžeme je hledat 
jen v těch bodech, v nichž funkce bud nemá derivaci, nebo 
v nichž je derivace rovna nule, neboť v těch bodech, v nichž 
má funkce derivaci kladnou, je rostoucí a v těch bodech, 
v nichž má derivaci zápornou, je klesající, jak praví věta 28. 
Nemůže tam tedy nastat extrém. Hledání lokálních extrémů, 
nám usnadní tato věta: 

Víta 29. J e - l i f u n k c e / v bodě a spo j i t á a lze-li u d a t 
t a k o v é okolí Jx bodu o, že / je v každém bodě x < a 

z Jx f u n k c í ' f?8^0™,0*, a v každém bodě x > a z «7, k l e sa j í c í 
f u n k c í ^ e s a ^ C , * ' n a b ý v á f u n k c e / v bodě a loká ln ího 

ros toucí , 
maxima. 
miniipa. 

Důkaz. Důkaz provedeme nejprve pro maximum. Před-
pokládejme, že funkce / nemá v bodě a lokální maximum, 
tedy že existuje v Jx aspoň jeden bod b =)= a tak, že f(b) ^ 
^ /(o), avšak pro každé x < a z Jx je / funkce rostoucí a pro 
každé x > o z Jx je klesající. Jsou dvě možnosti: bud je 6 < a, 
nebo je b > o. 

a) Nechť je b < o. Poněvadž funkce / je rostoucí v každém 
bodě x < a z Jx, je podle věty 27 rostoucí v celé části okolí 
Jx, která leží vlevo od bodu a. Zvolme nějaké číslo bt tak, aby 
b < < o. Potom f(bj) > f(b) a také ovšem 

m > /(«)• (a) 
Vedle toho pro každé x, které vyhovuje podmínkám bx < 
<x<a, platí f(x) > /(ůj). 

Funkce / je spojitá v bodě a, a proto lim/(x) = lim/(x) = 

= /(o) (věta 3). Protože však f(x) > /(6X) pro každé x z (b^ a), 
je podle věty 12 lím/(x) ^ f(bj) čili /(a) ¡> /(fcj), ale to odpo-

li-
ru je nerovnosti (a). Není tedy možné, aby b < o. 
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b) Musí tedy b > a. Poněvadž funkce / je klesající v kaž-
dém bodě x > a z Jx, je podle věty 27 klesající v celé části 
okolí Jx, která leží vpravo od bodu a. Zvolme nějaké bt tak, 
aby a < bt < b. Potom /(6X) > f(b) a ovšem opět 

/(&i) > /(«)• (a) 
Vedle toho pro každé x, které vyhovuje podmínkám a < 
<x<bv platí f(x) > f(bx). 

Funkce / je spojitá v bodě a, a proto lim/(x) = lim/(x) = 
x-*a x-*a+ 

= f(a). Protože však f(x) > f(bj) pro každé x z (o, ž^), je 
podle věty 12 lim/(x) ^ f(bj) čili /(a) ^ /(6J, ale to opět od-

I-WJ + 
póruje nerovnosti (a). Proto není možné, aby 6 > a. 

Z toho plyne, že pro žádné b z Jx nemůže být f(b) ^ /(a); 
proto v bodě a musí nastávat maximum. 

Jde-li o minimum, vezmeme funkci g(x) = — f(x), která 
je v každém bodě x < a z Jx rostoucí a v každém bodě 
x > a z Jx klesající. O této funkci jsme právě dokázali, že má 
v bodě a maximum, t. j. pro každé x #= a z Jx je g(x) < g(a). 
Proto — /(x) < — f(a) čili /(x) > /(a), takž funkce / má 
v bodě a lokální minimum 

P ř í k l a d 33. Vyšetřme průběh funkce 

Tato funkce je definována pro každé x, neboť výraz /(x) má 
smysl pro každé x, a je spojitá v celém intervalu (—oo, oo). 
Utvořme derivaci 

1 — x* 
ť { x ) = (l + x*)*; 

to opět platí pro každé x. Je-li 1 — x* > 0, je /'(x) > 0, 
a je-li 1 — x2 < 0, je /'(x) < 0. Funkce / je tedy rostoucí ve 
všech bodech, pro něž platí 1 — x2 > 0, t. j. |x| < 1, a klesa-
jící ve všech bodech, pro něž platí 1 — x2 < 0, t. j. |x| > 1. 
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Podle znaménka derivace však nemůžeme rozhodnout o prů-
běhu funkce / v bodech x = ±1, neboť tam je f'(x) = 0. 
Funkce / je však v těchto bodech spojitá a v každém bodě 
x =(= 1 jistého levého okolí bodu 1 je f'(x) > 0 a v každém 
bodě x 4= 1 jistého pravého okolí bodu 1 je /'(x) < 0, proto 

v bodě 1 podle věty 29 nastává lokální maximum. Podobně 
ukážeme, že v bodě — 1 nastává lokální minimum (viz 
obr. 46). 

P ř í k l a d 34. Podobně vyšetříme funkci 

Funkce je definována opět pro každé x, ale vzhledem k perio-
dicitě funkce sinus se můžeme omeziti pouze na interval 

n, 7I). Pro 0 ^ x ^ TI je [BÍXUT[ = sinx a pro — JZ <L x 0 
je [sinx| = — sinx. Proto 

V bodě 0 derivace neexistuje, neboť /'+(0) = 1, f'_(0) = — 1; 
rovněž neexistuje derivace v bodech TI a —TI. Vedle toho je 
f'(%7i) = /'(— \n) = 0. Ve všech ostatních bodech derivace 
existuje a není rovna nule. Pro každé x z intervalů (0, \n) a 
(—TI, — \N) je F'(x) > 0, proto je tam funkce rostoucí. Pro 
každé x z intervalů (— \TI, 0) a (JJI, TI) je f'(x) < 0, proto je 
tam funkce klesající. Vzhledem k tomu, že funkce / je ve 
všech bodech spojitá, nastává maximum v bodech tyt a — \ n 

Obr. 46 

/(x) = |sinx|. 

cosx pro 0 < x < TI, 
— cosx pro — TI < x < 0. 
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a minimum v bodech n, 0, —n. Průběh se ovšem periodicky 
opakuje (obr. 47). 

Tuto kapitolu ukončíme důkazem dvou důležitých vět. 

Obr. 47 

Věta 30 (věta Eolleová). Má-li f u n k c e / de r ivac i ve 
všech bodech (otevřeného) i n t e r v a l u (a, b), je- l i dále 
spo j i t á zprava v bodě a a spo j i t á z leva v bodě b 
a je-l i /(o) = f(b) = 0, pak e x i s t u j e (aspoň jeden) v n i t ř n í 
bod c i n t e r v a l u (a, 6), p ro ně jž f'(c) = 0. 

Důkaz. Funkce / je spojitá ve všech vnitřnicí bodech in-
tervalu (a, b), neboť v nioh má podle předpokladu derivaci 
(věta 23); v bodě a je spojitá zprava a v bodě b je spojitá 
zleva, je tedy spojitá v uzavřeném intervalu (a, by. Nutno 
rozeznávat několik případů: 

a) Existuje aspoň jeden bod x z intervalu (o, b), pro nějž 
f(x) > 0. Poněvadž funkce / je spojitá v (a, by, existuje 
podle věty 21 bod c, v němž funkce / nabývá své nej větší 
hodnoty M. Hodnota M musí být kladná, neboť předpokládá-
me, že existuje bod x, pro nějž f(x) > 0 a zcela jistě M 
j> f{x). Při tom c =(= a a c 4= b, neboť f{a) = f(b) = 0. Funkce 
/ nemůže být v bodě c rostoucí; kdyby byla v bodě c rostoucí, 
musel by existovat aspoň jeden bod > c tak, že by /(xx) > 
> /(c) = M, což není možné. Proto také funkce / nemůže 
mít v bodě c kladnou derivaci podle věty 28. *) Musí tedy 
f'(c) £ 0. Kdyby bylo /'(c) < 0, byla by funkce / v bodě c 

*) Vétu 28 možno vyslovit ve tvaru: Není-li funkce f v bodě a 
rostoucí, nemá v něm kladnou derivaci. 
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klesající podle věty 28, ale to také není možné, neboť pak 
by musel existovat takový bod x2 < c, pro nějž by bylo 
/(x2) > /(c) = M. Musí tedy /'(c) = 0. 

b) Druhá možnost je ta, že pro žádné x z (a, b) není f(x) > 
> 0 . 

1. Je-li f(x) = 0 pro každé x z (a, b), pak podle věty 24 je 
f'(x) = 0 pro každé x z (a, b) a věta je tedy správná. 

Geometrický význam věty Rolleovy je tento: Jestliže 
funkce / splňuje podmínky uvedené ve větě, existuje na 
grafu funkce / mezi body a, b $spoň jeden takový bod C, že 
tečna v něm je rovnoběžná s osou x (viz obr. 48, v němž jsou 
takové body dva). 

Věta 31 (věta o přírůstku funkce čili věta o střední hodnotě). 
Má-li f u n k c e / ve všech bodech i n t e r v a l u (a, b) deri-
v a c i a j e - l i v b o d ě a s p o j i t á z p r a v a a v b o d ě b s p o j i t á 
zleva, e x i s t u j e (aspoň jeden) v n i t ř n í bod c i n t e r v a l u 
(a, b), p ro ně jž p l a t í f(b) — f{a) = (b — a). f'(c). 

Důkaz. Vezměme v úvahu funkci 
F(x) =(b- a)U(x) - /(a)] - (x - a)\](b) - /(o)]. 

ve všech bodech intervalu (a, b), v bodě a je spojitá zprava, 
v bodě b je spojitá zleva a F(a) = F(b) = 0, jak se snadno 
přesvědčíme. Funkce F tedy splňuje podmínky věty Rolleo-

Obr. 48 

2. Je-li pro některé x z (a, b) 
hodnota f{x) < 0, pak — f(x) > 0 
a pro funkci g(x) == — f(x) jsou 
splněny podmínky odstavce a). 
Proto existuje c -tak, že g'(c) = 0. 
Avšak g'{c) = — /'(c) podle vzorce 
(25). Proto také f'(c) = 0. Tím je 
věta zcela dokázána. 

Tato funkce má derivaci 
F'(x)= (b - a). f'{x)-U(b)~ /(a)] 
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vy; proto existuje vnitřní bod c intervalu (a, b) tak, že F'(c) = 
= 0, t. j. (6 - a). f'(c) - W) - /(a)] = 0. 

Také věta o přírůstku funkce má jednoduchý geometrický 
význam. Protože je b — a + 0, lze nalezenou rovnost psát 
ve tvaru 

b — a 
Pravá strana je směrnice přímky AB (obr. 49), levá strana je 
směrnice tečny v bodě o souřadnicích c, /(c). Sp'lňuje-li funkce 
/ podmínky věty o přírůstku funkce, existuje na oblouku 
křivky mezi body A, B aspoň jeden bod C tak, že tečna v něm 
je rovnoběžná s přímkou AB. 

Z věty o přírůstku funkce plyne tento důsledek: 
Důsledek. Má-li f u n k c e / p ro všecka x z n ě j a k é h o 

in terva lu Jx de r ivac i rovnou nule, pak pro každé x 
z J x p l a t í f(x) = k, kde A; je k o n s t a n t a . 

Poněvadž funkce / má pro všecka 
x z Jx derivaci, je spojitá ve všech 
bodech intervalu Jx. Jsou-li a, b 
dva (vnitřní) body z J x takové, že 
a < b, je funkce / v bodě a spojitá 
zprava a v bodě b zleva. Můžeme 
tedy na interval (a, by aplikovat 
větu o přírůstku funkce, podle níž 
existuje vnitřní bod c intervalu 
{a, b) tak, že f(b) — f(a) = (b — a).' 
. /'(c). Avšak /'(c) = 0, neboť c je 
vnitřní bod intervalu J x , proto f(b) — f(a) = 0 čili f(b) = 
= f{a). To platí pro kterékoli dva body x, xx z J x . Polo-
žíme-li f(Xj) = k, je f(x) = k pro každé x z J x . 

Cvičeni. 
31. Stanovta derivace funkcí: a) 3xs — 2x + 1, 6) Jx® + 

+ J x « - £ x + 2 , c) (xs + 2x - 3 ) ( x a - x + 4), d) 

Cf cgc3b 
Obr. 49 

8 3 



, o* + x* n „ (x — l)(x — 2) 1 

o + 0, 6 + 0, i) t g « - ® , j ) ^ , k) x W , 

sinx tgx + 1 1) sm2x, m) : — , n) sinx tgx — 1 

32. Jakou derivaci má funkce a) , b) |x + II + Ixl, x 

0) 
X + 1 
X - 1 

33. Těleso vržené svisle vzhůru rychlostí c se pohybuje 
podle rovnice s= ct — %gt2, při čemž s je dráha, t Čas, g 
(konstantní) zrychlení gravitační, a) Stanovte okamžitou 
rychlost tělesa v okamžiku t. b) V které výši a v kterém oka-
mžiku je jeho okamžitá rychlost rovna nule? c) S jakou oka-
mžitou rychlostí dopadne těleso zpět do místa, z něhož bylo 
vrženo ? 

34. V kterých bodech a pod kterým úhlem protínají osu x 
křivky: a) y = sinx, b) y = tgx, c) y = x3 — x? 

35. Úplnou indukcí dokažte, že 

( M i + k2u2 + . . . + k„un)' = V i + kau'2 + ... + fc„<> 
kde kv k2, ...,&„ jsou konstanty a ult u jsou funkce 
proměnné x. 

36. Úplnou indukcí dokažte, že pro n > 0 celé je 
[/»(x)]' = n/»"i(x). /'(x), 

kde / je funkce, která má v bodě x derivaci /'(x). b) Platí 

vzorec i pro n < 0 celé? c) Derivujte podle toho sinax, — T̂—, c cosax 

(1 + 2x)M. 
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37. Úplnou indukci dokažte, že 
(uj. u2... uny = v\ + + + «; 

pokud jsou jmenovatelé různí od nuly. Odvodíte odtud znovu 
vzorec ze cvič. 36. 

s u d á 38. Funkce / se nazývá , . ' má-li tuto vlastnost: Je-li l ichá , 
definována v bodě x, je definována také v bodě —x a 
jt x \ _ tix\ 
,, . ' (Na př. x" pro n sudé nebo cosx jsou funkce / ( - x ) = - / ( x ) . 
sudé, x" pro n liché nebo sinx jsou funkce liché.) 

Dokažte větu: Derivace ^ funkce je funkce. 
liché suda 

39. Stanovte body, v kterých je daná funkce rostoucí 
nebo klesající, a body, ve kterých nabývá maxima nebo mi-
nima, v případech: a) x3 — x, b) (x2 — l)2, c ) - d) 

1 xi 

, x + 1, e) | x + l | + | x - l | , f) x + s i n x , g) 
( I - * ) 2 

|sinx| -f- |cosx|. 

40. Pomocí věty o přírůstku funkce dokažte, že pro 0 < 
< x < je a) sinx < x, b) tgx > x. 

V. URČITÝ INTEGRÁL 

Budiž dána funkce f definovaná pro všechna x z jakéhosi 
intervalu (a, by a v tomto intervalu omezená. Zvolme libo-
volných n — 1 čísel xv x a , . . . , x„_ tak, aby a < xx < xa < 
< .. . < x„_x < b, a pro úplnost ještě doplníme označení 
a= x0,b= x„. Tím jsme rozdělili interval (a, by na n dílčích 
intervalů <x0, xx>, ( x v x2) <xn_x, x„> (obr. 50, v němž je 
n = 7). Délky těchto intervalů označme Ax1 = xx — x0, 
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AX2 = x2 — x± Axn = xn — xn_v Obecně k-tý interval 
je xty a jeho délka Axk = xk— xk_v Vždy je 
áxk > 0 a 

Ax1 + Ax2 + ... + Axn = b — a. 

Množinu dělicích bodů x0, xlt x2, ..., x„_lt xn nazveme 
rozdělením intervalu (a, by. Abychom se mohli jasně vyjadřo-
vat, označme toto rozdělení nějakým písmenem, třeba D. 

f r ^ p f l l 
li : i ! ! ! I 

Obr. 50 

Protože funkce / je omezená v intervalu (a, by, je omezená 
i v každém dílčím intervalu (xk_v xky. Proto má v každém 
dílčím intervalu určité supremum a určité infimum. Toto 
supremum v Jfe-tém dílčím intervalu označme Mk , infjmnm 
v témž intervalu označme MK. Je ovšem vždy MK MK. 
Utvořme nyní součty 

S(D) = MÍ. Axx + MT. Axt + ... + MN. Axn, 
S(D) = MY . Ax1 + M2. AX2 + . . . + MN . Axn. 
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Je-li f{x) O pro každé x z (a, by, je geometrický význam 
součtů S(D) a s(D) znázorněn vyčárkovanou plochou na 
obr. 50 a 51. Jejich hodnota závisí jednak na průběhu 
funkce / v intervalu (a, by, jednak na tom, jak zxolíme roz-
dělení D. Ježto Mk ¡> mk, je S(D) s(D). Proto součet 
S(D) nazveme horním, součtem a součet s(D) dolním sou-
čtem příslušným k rozdělení D. 

Ponecháme nyní funkci / beze změny a budeme zkoumat, 
jak závisí hodnoty S(D) a s(D) na rozdělení D. 

Jestliže v určitém rozdělení ponecháme všecky dělicí body 
x0, xv x2 x„ beze změny a zavedeme tam ještě další 
dělicí body, vznikne nové rozdělení Dv které nazveme 
zjemněním, rozdělení D. 

Pomocná věta. Je-l i Z)x zjemněním /ozdělení D, pak 
S(D) ^ S(Dj) j> «(Dj) s{D)\ jsou-li D a D' dvě libo-
volná rozdělení intervalu (a, by, je vždy S(D) ¡> s(D'). 

Důkaz prvé části provedeme tak, že si budeme myslit, že 
rozdělení Dl vznikne z rozdělení D tak, že k dělicím bodům 
rozdělení D přidáváme další dělicí body rozdělení D1 postup-
ně jeden po druhém. Všimněme si nejprve jen dílčího inter-
valu xky, který do součtu S(D) přispívá příspěvkem 
Mk . Axk a do součtu s{D) příspěvkem mk . Axk. Přidáme-li 
sem další dělicí bod f tak, že xlc^1 < f < xk, dostaneme 
z intervalu (xk_lt xký dva intervaly (xk^, f>, ( i , xky. 
V intervalu iy má funkce / supremum M'k a infimum 
m'k a v intervalu xky má supremum Mk a infimum mk. 
Tyto dva intervaly přispívají do součtu hodnotou 

~ + Mfr* - xk_J + 
+ Mk(xk — £)= Mk(xk — xk_t) = Mk . Axk, 

neboť Mk je supremum v celém Jfe-tém dílčím intervalu, takže 
M'k Mk, M"k ^ Mk. Podobně oba intervaly přispívají 
k součtu 8 0 ^ hodnotou 

«l(f - + m"k(xk - f ) ̂  mk(š - «t-!) + 
+ mk{Xk — I) = mk(xk — = mk . áxk, 
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neboť mk je^infimum v celém fc-tém dílčím intervalu, takže 
m'k ^>/mk, m'k ̂  mk. Totéž platí, přidáme-li kterýkoli další 
dělicí bod, takže SiDJ < S(D) a siDJ ^ s(D). Ježto dále 
vždy S(Df) > «(Dj), máme celkem S(D) SiDJ siDJ ^ 
^ s(D). 

Máme-li dále dvě libovolná různá rozdělení D a D' inter-
valu (a, by, existuje vždy takové rozdělení Dlt které je sou-
časně zjemněním obou. Stačí totiž zahrnout do rozdělení D t 
všecky dělicí body rozdělení D i všecky dělicí body rozdělení 
D' (viz obr. 52). Takto vzniklé rozdělení Dx obsahuje všecky 

? ' í 1 č 3 • 
• • V í 1 

Ó K. x.x'3 
_j 17 i' i« 

' . '7 
& *2 ít • • • *n-1 *m-lP 

Obr. 52 

-0" 

4 

dělicí body rozdělení D a je tedy jeho zjemněním. Rozdělení 
Dt však také obsahuje všecky dělicí body rozdělení D' a je 
tedy také jeho zjemněním. Proto podle toho, co bylo výše 
dokázáno, je S{D) ¡> S{Dj) a zároveň «(Dx) s(D') čili 
S(D) ^ «(£>'), neboť S(DX) ¡> «(Dj), t. j. žádný horní 
součet není nikdy menší než kterýkoli dolní součet. 

Nejjednodušší rozdělení D0 vzniká pro n = 1, t. j. pro 
x0 = a, xx = b, tedy když necháme interval (a, by nerozděle-
ný. Pak horní součet S(D0) má pouze jediný člen M(b — a), 
kde M je supremum funkce / v celém intervalu (a, by, a také 
dolní součet s{D0) má pouze jediný člen m(b — a), kde m je 
infimum funkce / v intervalu (a, by. Poněvadž každé rozdě-
lení D možno považovat za zjemnění rozdělení D0, je vždy 

M{b — a) S(D) s(D) ¡> m(b — á). 

Množina všech horních součtů i množina všech dolních 
součtů jsou tedy množiny omezené, které podle vět na str. 12 
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mají určité supremum a infimum. Infimum množiny hor-
ních součtů označujeme názvem hor ni integrál funkce / od a 
do & a užíváme pro ně znaku 

//(*) dx 
a 

a podobně supremum množiny dolních součtů označujeme 
názvem dolní integrál funkce / od a do b a užíváme pro ně 
znaku 

/ / ( * ) d*-
a 

Jestliže se obě takto definovaná čísla sobě rovnají, užíváme 
pro ně společného názvu integrál funkce / od a do 6 (někdy 
říkáme také určitý integrál funkce / od a do 6) a značíme 

//(*) 
a 

Funkce / se jmenuje funkce integrovaná, číslo a se jmenuje 
dolní mez, číslo b se jmenuje horní mez, písmeno x se nazývá 
integrační proměnná. 

Poznámka. Aby měly vyslovené definice smysl, je jasné, 
že funkce / musí být v intervalu (a, by omezená; kdyby totiž 
omezená nebyla, neměly by její hodnoty v intervalu (a, by 
suprema nebo, infima a nemělo by smysl hovořit o horních 
nebo o dolních součtech (nebo o obojím). 

Věta 32. Je- l i funkce / omezená v intervalu (a, by, je 

f f ( x ) d z ž //(*)' dx. 
a a 

Důkaz. Je-li funkce / omezená v intervalu (a,by, pak podle 
předcházející poznámky oba integrály existují. Je zřejmé, že 
horní integrál nemůže být menší než dolní integrál, neboť 
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kdyby bylo Jf(x) dx < Jf{x) dx, znamenalo by to, že.existuje 

číslo K, které má ta vlastnost, že 

//(ar) d x < K < }f{x) dx. 
a a 

Číslo K je předně větší než infimum množiny horních 
součtů, a proto podle věty na str. 12 existuje takové rozděleni 

D, že S(D) < K. Číslo K je za druhé 
menší než supremum množiny dol-
ních součtů, a proto podle věty na 
str. 12 existuje takové rozdělení D', 
že s(D') > K čili S(D) < s(Z>'). To 
však není možné, neboť to odporuje 
výše dokázané pomocné větě. 

Přiklad 35. Vypočteme horní 
a dolní integrál funkce f(x) = x od 
a do 6, kde a < b. Tato funkce je 
v intervalu (a, by omezená, a proto 

oba integrály existují. Abychom si zjednodušili počet, 
volíme rozdělení Dn tak, že interval (a, by rozdělíme na n 
stejných dílů. Délku každého dílčího intervalu označíme 

3'= —; to značí, že Axk = d pro všecka přirozená 
n 

čísla h od 1 do n. Supremum funkce / v k-tém dílčím in-
tervalu je Mk = a kd * infimnm v témže intervalu je 
mt = a + (k — 1) d (obr. 53). Pak je 

S(Dn) = [a + á) ó + (a + 23) d + (a + 3<5) d + ... + (a + 
+ TI3) 3 = na3 + (1 + 2 + 3 + ... + n) ó8 = na3 + 
+ $ » ( » + 1)0«, 

s{Dn) = a3 + (a + <5) <5 + (o + 23) 3 + ... + [a + (n -
— 1) <S] 3 = nad + [1 + 2 + ... + (» - 1)] <Sa = 
= nad -f- ln(n — 1) d2, 
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neboť podle příkladu 9 je 1 + 2 + 3 + . . . + » = 1), 
1 + 2 + . . . + (w — 1) = — 1) n. Protože nd = b — a, 
proto 

S(Dn) = a(b - a) + - a? + J(6 - a) <5 = \{b* - a2) + 
, - qy 

+ * ' n ' 

s(Dn) = a(b - a) + ¿(6 - a)* - }(& - a) d = |(62 - a2) -
(6 - a)2 

» 
• 

Pro různá n dostáváme různé hodnoty 8{Dn) a s(Dn). Nám 
jde o infimum množiny horních součtů pro všecka možná 
rozděleni a o supremum množiny dolních součtů opět pro 
všecka možná rozdělení. Určitě je 

T b 
f f(x) da; limS(Dn), f f(x) dx > \ims(Dn), 
a »-»co a n->® 

neboť zvětšováním n vybíráme z množiny všech rozdělení 
určitou posloupnost. Protože však lim5(Z)n) = lims(D„) = 

= a2) a dolní integrál nemůže být podle věty 32 větší 
než horní integrál, musí se oba integrály sobě rovnat. Pak 
také existuje integrál funkce f(x) = x od a do b. Dostáváme 
tedy 

T b b 
Jxdx = Jxdx = Jxdx= — a,*). 
a a a ' 

V další kapitole však odvodíme mnohem jednodušší methodu 
pro výpočet určitých integrálů. 

Příklad 36. Funkce f budiž definována takto: 

racionální, 
irracionální. 

f{x) = { j®"1* x racio 

} 0, je-li x irrac 
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Hledáme opět horní a dolní integrál této funkce od a do & 
(a < b). Interval (a, by rozdělíme rozdělením D na n dílčích 
intervalů o šířkách Axv Ax2 Ax„, při čemž Axx + Ax2 + 
-(-...-)- Axn = b — a. V každém dílčím intervalu je Mk ---
= 1, mk = 0, neboť každý dílčí interval obsahuje jak hodno-
ty racionální, tak i irracionální. Proto 

£ (D ) = 1 . Axx + 1 . AX2 + . . . + 1 . Axn = b — a, 
a(D) = 0 . Ax1 + 0 . AX2 + . . . + 0 . Ax„ = 0. 

Poněvadž žádný z těchto součtů není závislý na rozdělení D> 
je 

b b 
f f ( x ) dx = b — a, f f ( x ) d x = 0. 
a a 

V tomto příkladě je tedy horní integrál různý od dolního in-
tegrálu. 

Vita 33. Je-l i funkce / spojitá v intervalu (a, by, 
b 

existuje integrál Jf{x)dx. 
a 

Důkaz. Poněvadž / je funkce spojitá v (a, by, je podle 
věty 20 v tomto intervalu omezená. Proto podle poznámky 
na str. 89 existuje horní i dolní integrál od a do 6. Abychom 
ukázali, že existuje integrál, musíme dokázat, že horní in-
tegrál je roven dolnímu. Zvolme libovolné číslo y > 0 a po-

V 
ložme e = — . Pak podle věty 22 existuje takové číslo o — a 
6 > 0, že pro každá dvě čísla xlt x2 z (a, by, která vyhovují 
nerovnosti \xx — x2\ < <3, platí | f ( x j ) — f(x2)\ < e. Sestrojme 
nyní takové rozdělení D intervalu (a, by, aby Axk < d pro 
každé k. To je zřejmě možné, jen je třeba volit dělicí body 
rozdělení D dosti hustě. Protože 

T b 
S(D) f f ( x ) dx ^ jf(x) dx s(D), 

a a 

92 



proto 

f f ( x ) dx — Jf(x) dx <; S{D) — s(D) = 
a a 

= (M1 — mj) Ax1 + (M2 — m2) Ax2 + ... + 
+ (Mn — mn) Ax„, 

při čemž Mk, mk je supremum a infimum funkce / v fc-tém 
dílčím intervalu (xk_lt xky. Těchto hodnot dosáhne funkce / 
ve dvou bodech £k, rjk tohoto intervalu. Protože je šířka 
¿-tého dílčího intervalu menší než 6, je |f — rjk\ < <5. Proto 

v také Mk — mk < e = T—^— (absolutní hodnota je zby-o — a 
tečná, neboť víme, že Mk mk). Je tedy 

T b 
J f(x) dx - J f(x) dx < [Axx + Ax2+...+ 
a a 

+ AxJ = y, (a) 
neboť součet Axx -(- Ax2 + Ax„ = b — a. Číslo y je 
zcela libovolné, je omezeno pouze podmínkou y > 0. 
Z toho plyne 

/ / ( s )dz = / / ( * ) dx, 
a a 

neboť kdyby byl rozdíl obou integrálů roven jakémukoliv 
kladnému číslu k > 0, pak by nerovnost (a) neplatila pro 
y < k a to není možné. 

Poznamenejme ještě, že obrácená věta neplatí; integrál 
b 
f f ( x ) dx může existovat a funkce / nemusí být v intervalu 
a 
(a, b} spojitá. Omezíme se však většinou jen na vyšetřování 
integrálů spojitých funkcí. 
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Věta 34. J e s t l i ž e pro k a ž d é x z i n t e r v a l u (a, by p l a t í 
b 

f(x)^g(x) a j e s t l i ž e e x i s t u j í i n t e g r á l y jf(x)dx a 
a 

b b b 
Jg(x) dx, pak f /(x) dx Jg(x) dx. 
a a a 

Důkaz . Nazveme D libovolné rozdělení intervalu (a, by. 
Poněvadž obě dané funkce mají integrál v intervalu (a, by, 
mají také horní integrál i dolní integrál a jsou v intervalu 
(a, by omezené podle poznámky na str. 89. Označíme-li Mk 
supremum hodnot f(x) v A-tém dílčím intervalu, a M'k supre-
mum hodnot g(x) v i-tém dílčím intervalu, je Mk ^ M'k. 
Kdyby tótiž bylo Mk > M'k, existovalo by podle základních 
vlastností suprema (viz str. 12) takové xv pro které by bylo 
f(xi) ~> M'k a ovšem také M'k g(xx), takže by bylo /(xx) > 
> gfa), a to není možné. Označíme-li S(D) horní součet 
příslušný k funkci f , S'(D) horní součet příslušný k funkci g 
(a k rozdělení D), je zřejmě také 8(D) S'(D). Označíme-li 

b b 
ještě / = J/(x) dx, /' = Jg(x) dx, je podle definice integrálu 

I<LS(D)Ua /' <; S'(D). Protože S(D) ^ S'(D), proto také 
I <; S'(D), t. j. I není větší než žádný horní součet S'(D) a 
také není větší než jejich infimum, t. j. I ^ / ' . Kdyby totiž 
bylo I > / ' , pak by podle vlastností infima (str. 12) existovalo 
takové rozdělení Dx, že S'(DX) < I. Vedle toho jistě je I 
<1 SiDJ; bylo by tedy S'(Dj) < ÍS^J) a to není možné. 

Věta 35. J e - l i f u n k c e / o m e z e n á v i n t e r v a l u (a, c) 
a j e - l i b l i b o v o l n ý v n i t ř n í bod t o h o t o i n t e r v a l u , pak 

/ / (x ) dx = / / (*) dx + f f ( x ) dx, 
a * b 

/ / ( z ) dx = / / (x) dx + / / (x ) dx. 
a a b 
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Důkaz . Poněvadž funkce / je omezená v intervalu (a, c), 
je také omezená v intervalech (a, by, (b, c). Proto také v kaž-
dém z těchto intervalů existuje horní i dolní integrál. Pro 
zkrácení označme 

//(*) dx = / , //(«) dx = //(*) dx = I2. 
a a b 

f f ( x ) dx=K, f f ( x ) dx = Klt f f ( x ) dx = K2. 
a a b 

Je-li Z>! libovolné rozdělení intervalu (a, by a D2 libovolné 
rozdělení intervalu <6, c>, pak rozdělení Dx a D2 dohromady 
představují jakési rozdělení D celého intervalu (a, cy, jehož 
jedním (pevným) dělicím bodem je bod b. Podle definice 
horních a dolních součtů je zřejmě 

a(Dx) + S{D2) = 8(D), siD,) + S(D2) = s(D). 

a) Protože I 1 je infimem horních součtů SiDj), proto pro 
každé rozdělení Dx platí ^ S(Dj). Z podobného důvodu je 
I2 < S(D2) pro každé rozdělení D2. Tedy také 

h + I 2 £ SíDj + S{D2) = S(D) (b) 

pro každé rozdělení D, které má jeden dělicí bod v bodě b. 
Při tom + I 2 je infimem horních součtů příslušných ke 
všem rozdělením D. Zvolime-li totiž libovolné číslo <5 > 0, 
existuje takové rozdělení D± intervalu (a, by, že S(D1) < 
+ Já, a takové rozdělení D2 intervalu <b, cy, že S(D2) < 
< I2 + id. Dělicí body rozdělení Dl a Da dohromady tvoří 
rozdělení D, jehož jedním dělicím bodem je bod 6; při tom 

S(Ď) = /S(5i) + S(Ď2) < + I2 + d. 

Je tedy Ix + I 2 vskutku infimem horních součtů příslušnýoh 
ke všem rozdělením D, která mají jeden dělící bod v bodě b, 
neboť splňuje obě základní vlastnosti infima (str. 12). 
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Protože I je infimem horních součtů pro všecka rozdělení 
a ne jen pro ta, která mají jeden dělicí bod v bodě b, musí 

I ^ h + h . 
Dejme tomu, že I < + I2. Podle základní vlastnosti in-
fima existuje pak takové rozdělení D' intervalu (a, cy, že 

(C) 

Vezměme nyní některé rozdělení D intervalu (a, c), které má 
v bodě b jeden dělicí bod, a utvořme společné zjemnění D" 
obou rozdělení D a D'. Podle pomocné věty musí 

S(D") £ S(D'). (d) 
Rozdělení D" však má v bodě b jeden dělicí bod. Proto podle 
(b ) 

A + 1 , ^ 0 ( 0 ' ) . (e) 
Porovnáním vztahů (c), (d), (e) vidíme, že + / 2 < + I2, 
což není možné. Není tedy možno, aby I < I I I2, nýbrž 
musí / = -)- /2. 

b) Protože Kx je supremem dolních součtů s(Dj), proto 
.Kj ^ s(D±) pro každé rozdělení Dv Z téhož důvodu 
> s(D2) pro každé rozdělení D2. Tedy také 

Kx + K2 ^ siDj + a(Z>2) = s(D) (b') 

pro každé rozdělení D, které má jeden dělicí bod v bodě b. Při 
tom Kx + K2 je supremem dolních součtů příslušných ke 
všem rozdělením D. Zvolíme-li totiž libovolné číslo á > 0, 
existuje takové rozdělení intervalu (a, by, že a(Z>j) > 
> Kl— Já, a takové rozdělení D2 intervalu <b, c), že 
8(D2) > E2 — Já. Dělicí body rozdělení Dx a D2 dohro-
mady tvoří rozdělení D, jehož jedním dělicím bodem je bod b; 
při tom 

*(Ď) = + a(Ďl) >K1+Kt-d. 

Je tedy Kx + K2 vskutku supremem dolních součtů přísluš-
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ných ke všem rozdělením D, která mají jeden dělicí bod 
v bodě b, neboí splňuje obě základní vlastnosti suprema 
(str. 12). 

Protože K je supremem dolních součtů pro v š e c k a roz-
dělení a ne jen pro ta, která mají jeden dělicí bod v bodě b, 
musí 

K ^ Kx + K2. 
Dejme tomu, že K > KX + K2. Podle základní vlastnosti 

suprema existuje pak takové rozdělení D' intervalu (a , c), že 
s(D') >KX + K2. (c') 

Vezměme opět některé rozdělení D intervalu (a , c), které má 
v bodě b jeden dělicí bod, a utvořme společné zjemnění D" 
obou rozdělení D a D'. Podle pomocné věty musí 

S(D")^8(D'). (ď) 

Rozdělení D" však má v bodě b jeden dělicí bod. Proto podle 
(b') 

K ^ K ^ s W l . (e') 

Porovnáním vztahů (c'), (ď), (e') vychází, že + > 
> Kt + K2, COŽ není možné. Není tedy možno, aby K > 
> Kx + K2, nýbrž musí K=KX + K2. 

Z věty 35 odvodíme dva důležité důsledky: 

Důsledek I. J e - l i a < 6 < c a e x i s t u j í - l i i n t e g r á l y 
b c c 
f f ( x ) d x , Jf(x)dx, e x i s t u j e t a k é i n t e g r á l Jf(x)dx, při 
a b a 
č e m ž 

f f ( x ) dx = í f ( x ) dx + if(x) dx. (30) 
a a b 

b 
Protože existuje integrál / f ( x ) dx, je funkce / v intervalu 

a 
(a , by omezená. Z podobného důvodu je funkce / omezená 
také v intervalu <b, c)>. Je tedy omezená v celém intervalu 
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(a, c ) a má v něm horní Integrál I i dolní integrál K. Proto 
podle věty 35 

c b e b e 
I = Jf(x) dx = ft(x) ůx + f f ( x ) dx = f f ( x ) dx + Jf(x) dx, 

a a b a b 

K = f/(x) dx = //(*) dx + //(*) dx = í f ( x ) dx + }f(x) dx, 
a a b a b o 

takže I = K, čímž je prokázána existence integrálu j f ( x ) dx 
a 

a správnost rovnice (30). 

Důsledek 2. J e - l i o < c < d < 6 a e x i s t u j e - l i i n t e g r á l 
b c d 

f f ( x ) d x , e x i s t u j í t a k é i n t e g r á l y jf(x)dx, f f ( x ) dx, 
a a o 
b 
//(*) dx. 
d 

b 
Protože existuje integrál f f ( x ) dx, je funkce / v intervalu 

a 
<[a, by omezená. Proto je omezená i v intervalech (a, c>, 
(c., dý, (d, by a existuje v nich horní i dolní integrál. Pak je 

f f ( x ) dx = }f(x) dx = í f ( x ) dx + }f(x) dx -- Jf(x) dx + 
a a a e a 

d T 
+ //(*) dx+ f f ( x ) dx, 

b b " d b 
f f ( x ) dx = í f ( x ) dx = Sf{x) dx + f f ( x ) dx = f f ( x ) dx + 
a a a e a 

d » 
+ f f ( x ) d x + f f ( x ) dx. 

L £ 

Odečtením obou rovnic vychází 

98 



d d 
[//(x) dx - jf(x) dx] + [//(*) dx - / / (* ) dx] + 

a 

~b b 
+ [ / / ( X ) dx - / / ( x ) d x ] = 0 . 

d £ 

Máme zde tři členy; v žádném z nich není záporné číslo, neboť 
podle věty 32 nemůže být horní integrál menší než dolní 
integrál. Součet těchto tří členů je roven nule, musí tedy 
každý z nich být roven nule; proto 

e e d d 
Sf(x) dx = / / (x) dx, / / (X dx) = //(x) dx, 
a a e c 

T b 
Jf(x) dx = / / ( x ) dx, 
d £ 

což zaručuje existenci integrálů, o nichž věta mluví. 
Dosud jsme definovali integrál funkce / od a do 6 jen pro 

případ a < b. Toto omezení je nepohodlné, a proto položíme 
a 

f/(x) dx = 0, kdykoli je hodnota f(a) definována, (31) 
a 

b a 
/ / (x ) dx = — f f{x) dx, když a > b. (32) 
a b 

Je-li M supremum a m infimum hodnot funkce / v interva-
lu (a, by a má-li tato funkce integrál od a do b, plyne z nerov-
ností na str. 88 

b 
M(b — a) f /(x) dx m(b — a), 

a 
pokud a < b. To lze přepsat ve tvaru 

b 

. J f(x) dx > m. 
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Poslední nerovnost však je správná i pro a > b, neboť / 
6 a 

t h - f /<*> 
a b 

b e 
Věta 36. E x i s t u j í - l i i n t e g r á l y f f ( x ) dx, f f ( x ) d x , 

a b 
e 

e x i s t u j e t a k é i n t e g r á l / f ( x ) dx, při č e m ž je v ž d y 
a 

c b e 
f f ( x ) dx= f f ( x ) d x + ft(x)dx. 

a a b 

D ů k a z . Je-li a = b, je věta správná, neboť první člen na 
pravé straně je roven nule a druhý člen je roven levé straně. 
Je-li b = c, je druhý člen na pravé straně roven nule a prvý 
člen je roven levé straně. Je-li a = c, pak naše věta zní 

b a 
0= jf(x)dx+ f f ( x ) d x 

a b 

a to je také správné. 
Jsou-li a, b, c tři libovolná čísla navzájem různá, je možno 

šest různých pořadí podle velikosti: 

I. Pro případ a < 6 << c je věta totožná s důsledkem 1 
věty 35. Při tom z existence kterýchkoli dvou integrálů plyne 
existence třetího. 

b 
II. Je-li a < c < b, pak podle I. platí / f ( x ) Ax = 

a 
t b e b b 

-- Jf(x)dx+ Jf(x)dx,takže f / ( x ) d x = f / ( x ) d x - f f ( x ) d x = 
a e a a e 

b e 
= f f ( x ) d x + f f ( x ) dx. 

a b 

i o o 



III. Pro b<a< c je / f(x) dx= f /(x) d x + / /(x) dx, 
b b a 

c a e b 
takže / / (x ) dx= — f /(x) dx + / / (x ) dx = f / ( x ) dx + 

a b b a 
e 

+ //(*) dx. 
b 

a c a 
IV. Pro 6 < c < a je / / (x ) dx = / / (x ) dx + / / (x ) dx, tak-

b b c 
c a a c 

že//(x)dx = — //(x)dx = - / / ( x ) d x + //(x) dx = 
a c b b 

b e 
= //(X) dx + //(X) dx. 

a b 
b a b 

V. Pro c < a < 6 je / / ( x ) dx = / / (x ) dx + / / (x ) dx, takže 
c c a 

c a b b b 
Jf(x) dx = - //(x) dx = //(x) dx - Jf(x) dx = J7(x) dx + 
a c a c a 

+ //(*) dx. 
b 

a b a 
VI. Pro c < b < a je / / (x ) dx = / / (x ) dx + / / ( x ) dx, tak-

c c b 
c a a b 

že / / (x ) dx = — / / (x ) dx = — / / (x ) dx — / / (x ) dx = 
a e b c 

b c 
= / / (» ) dx + //(X) dx. 

a 6 

Má-li funkce / integrál v nějakém uzavřeném intervalu J, 
má podle důsledku 2 věty 35 také integrál v každém inter-
valu, který je částí intervalu J. Tu můžeme horní mez pova-
žovat za proměnnou a hodnota integrálu se potom jeví jako 
funkce této proměnné horní meze. Zavedeme &i označení 
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F(x) = f f ( t ) dt. 
a 

Integrační proměnnou jsme označili t, abychom ji nepletli 
s proměnnou horní mezí x. 

Víta 37. J e - l i a < b a m á - l i f u n k c e / i n t e g r á l od a 
X 

do b, je f u n k c e F{x) = //(<) d< s p o j i t á v i n t e r v a l u 

<a, by. 
D ů k a z . Poněvadž funkce / máintegrál od a do b, je v in-

tervalu (a, by omezená, t. j. pro všechna x z (a, by platí 
|/(x)| < k, kde k > 0 je vhodné číslo. 

Je-li předně c vnitřním bodem intervalu (a, by, musíme 
dokázat, že funkce F je spojitá v bodě c, t. j. že platí limí'(x) = 

X-+C . 
= F(c) (str. 50) čili že funkce F(x) — F(c) je v okolí bodu c 
nekonečně malá (věta 5). Zvolíme-li libovolné číslo e > 0, je 
třeba ukázat, že existuje takové okolí Jx bodu c, že pro vše-
chna x 4= c z Jx je \F(x) — ,F(c)| < e. Spočtěme tedy výraz 
F{x) — F(c). Platí 

F(x) - F(c) = //(<) dí - //(«) dí = //(<) d< + //(<) d< -
a a a c 

- ÍM dí = Im dt. 
a e 

Nechť M značí supremum a m infimum hodnot f(x) v inter-
valu (a, by. 

Poněvadž M < k,m> — k, je podle poznámky na str. 99 

a 

— k < c ý f t y d t < k a odtud plyne 

e 

TO - ^(c)| = !//(<) dí| < k\x - c|. 
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Zvolime-li tedy libovolné e > 0, pak pro všecka x, pro něž £ 
platí \x — c\ < - p je splněna nerovnost \F(x) — í"(c)| < e. 

g 
Nerovnost \x — c| < — určuje však podle (3) na str. 16 inter-

E E 
val c — < z < c -f —, jenž je okolím bodu c. tC tc 

Za druhé je třeba dokázat, že funkce F je v bodě a spojitá 
zprava, t. j. že limi^x) = F(a). Tu platí 

X-W + 

•\F (x) - F(a)\ = \ f m d t - f m d«i = i sm ai < 
a a a 

< k(x — a). 
Tento výraz je menší než e pro každé x, které vyhovuje ne-

£ E 
rovnosti 0 < x — a < — čili a < x < a + —, což je pravé ic fc 
okolí bodu o (s výjimkou tohoto bodu). Je tedy F(x) funkce 
nekonečně malá zprava v okolí bodu a. 

Za třetí je třeba dokázat, že funkce F je v bodě b spojitá 
zleva, t. j. že limF(a;) = F(b). Tu je 

IJ-Í«) - í-(6)i = i j m d t - f m d<i = i f m d<i < 
a a b 

< k(b — x). 
Tento výraz je menší než c pro každé x, které vyhovuje ne-

B e 
rovnostem 0 < b — x < —, t. j. 6 r < x < 6; to je však iC tC 

levé okolí bodu b (s výjimkou toho bodu). 

Víta 38. B u d i ž c v n i t ř n í b o d i n t e r v a l u (a, V). E x i s -
e 

t u j e - l i i n t e g r á l F(c) = //(<) dť a j e - l i f u n k c e / s p o j i t á 

v b o d ě c, p a k F'(c) = f(c). 
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D ů k a z . Je-li funkce / spojitá v bodě c, znamená to podle 
definice na str. 51, že ke každému okolí Jv bodu /(c) existuje 
takové okolí Jt bodu c, že pro všecka t z Jt padne hodnota 
/(í) do </„.*) Zvolme libovolné číslo e > 0 a za okolí J y volme 
interval (/(c) — c,/(c) + e). To znamená: Ke každému číslu 
e > 0 existuje takové okolí Jt bodu c, že pro všecka t z Jt 
platí /(c) — e < /(<) < /(c) + e. Utvořme nyní výraz 

e+ň c e+A 
F(c + h) — F(c) 

h 
1 1 ' J m d t - j m d<J = i. j m d<. 

Padne-lí c + h do J t , což nastane, je-li číslo dostatečně 
malé, je podle poznámky na str. 99 

e+h 

' f(c) - e < i J f ( t ) d< < /(c) + c 

čili 
F(c +h)~ F(c) /(e) < e. 

; * * , F(c+h)— F(c) , r . , 
To znamená, že funkce ^ : — — /(c) proměnné h li 
je nekonečně malá v okoli bodu 0, takže 

UmF(c + h)-F(c)==f{c) 

A-o h, 

Limita na levé straně není však nic jiného než derivace 
F'(c). Tím je věta dokázána. 

Je-li funkce f spojitá v intervalu (a, by, pak podle věty 33 
a podle důsledku 2 věty 35 existuje pro každé x z (a, by in-

X 

tegrál F(x) = / f ( t ) dt. Tento integrál je funkcí proměnné x 

*) Proměnnou značíme nyní t. 
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a tato funkce je podle věty 37 v intervalu (a, by spojitá. 
Podle věty 38 derivace F'{x) = f(x) pro každý vnitřní bod 
intervalu (a, Vy. Tohoto výsledku budeme v dalších kapito-
lách vydatně používat. 

Cvičení. 

41. a) Dokažte větu: Je-li funkce / omezená v intervalu 
<o, by, pak 

T T b b 
f k f(x) d x = k f f(x) dx, / k f(x) dx = kf f(x) dx 

a . a a a 

pro každé t ^ O a 
T b b ~b 

fk f(x) dx = kf f(x) dx, f k f(x) d x = k f f(x) dx 
a a ' a a 

pro k < 0. b) Odtud plyne: Má-li funkce f{x) integrál od a do 
b, má také funkce k f(x) integrál od a do b, při čemž je 

b b 
f k f(x) dx = kf f(x) da;. 
a a 

42. a) Jsou-li funkce / a g omezené v intervalu (a, by, pak 
~b T U 
/[/(*) + f(*)] ^ ^ f/(x) dx + fg(x) dx, 

a a a 
b b b 

fU(*) + dx ^ f f ( x ) dx + fg(x) dx. 
a a a 

Dokažte, b) Odtud plyne: Mají-li funkce /(x) a g(x) integrály 
od a do b, má také funkce /(x) + g(x) integrál od a do b, při 
čemž 

b b b 
/[ /(«) + ?(*)] dx = / / (x) dx + fg(x) dx. 
a a . a 

43. Mají-li funkce /(x) a g(x) integrály od a do b, má také 
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funkce k f(x) + h g{x), kde k a h jsou daná čísla, integrál od a 
do b, při čemž 

b • b b 
f[k /(x) + h g(x)] dx = k f f ( x ) dx + hfg(x) dx. 
a a a 

44. Má-li funkce /(x) integrál od a do b (a < 6) a je-li 
e > 0 libovolné číslo, existuje takové rozdělení D intervalu 
(a, b}, že S(D) — s(D) < e. Dokažte. 

45. Má-li funkce / integrál od a do b (a < b) a je-li f(x) ^ 0 
b 

pro všecka x z (a, by, pak / f ( x ) dx 0. Dokažte. 
a 

b b 
46. Je-li a > 6 a existují-li integrály / f ( x ) da;, fg[x)dx, 

• a a 
při čemž pro každé x z intervalu (b, ay je f(x) g(x), potom 
b b 

f f{x) dx ^ / g ( x ) da;. Dokažte. 
a a 

47. Je-li funkce / spojitá v intervalu (a, by, existuje vnitř-
6 

ní bod c tohoto intervalu tak, že / / ( x ) dx = (6 — a). f(c). 
a 

Dokažte. 

48. Je-li o < b, označme znakem J interval (a, 6); je-li 
a > 6, označme znakem J interval < b, a>. Platí věta: Existu-

6 

je-li integrál //(<) dť a je-li c libovolný bod z J, potom 
a 

x 
a) funkce F(x) = / f ( t ) dť proměnné x je spojitá v inter-

0 
valu J; 

b) je-li funkce / spojitá ve vnitřním bodě x z J , je F'(x) = 
= /(x). Dokažte. 

49. Písmeno J znamená totéž jako v předcházejícím cvi-
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b 
čení. Platí věta: Existuje-li integrál //(<) d< a je-li c libovolný 

a 
bod z J, potom 

e 
a) funkce F(x) = J f ( t ) d< proměnné x je spojitá v inter-

X 
valu J; 

b) je-li funkce / spojitá ve vnitřním bodě x z J, je F'(x) = 
= — /(x). Dokažte. 

50. Písmeno J znamená totéž jako ve cvič. 48. Existuje-li 
b X 

integrál //(<) dí a je-li F(x) = //(<) dí, kde c a x jsou libovolné 
a e 

b 
body z J, platí //(ť) dť = F(b) — F(a). Dokažte. 

a 

VI. N E U R Č I T Ý I N T E G R Á L 

Nechť je dána funkce / definovaná v jakémsi otevřeném 
intervalu Jx; hledáme funkci F, která má tu vlastnost, že pro 
všecka x z Jx je 

F'{x) = f(x). (a) 

Funkce F se jmenuje primitivní funkce k funkci / v intervalu 
J x . Často jí říkáme také neurčitý integrál funkce / v intervalu 
J x . Pro primitivní funkci budeme užívat označení 

F(x) = f f ( x ) dx, (b) 
při čemž rovnost (b) značí přesně totéž jako rovnost (a). 
Symbol Jf(x)dx čteme zpravidla slovy „integrál / ( i ) dx". 
Funkce / se nazývá funkce integrovaná a proměnná x se jme-
nuje integrační proměnná. Nevadí, že volíme tytéž názvy jako 
u určitého integrálu, neboť mezi oběma integrály je, jak ihned 
uvidíme, úzká souvislost. 

Úloha nalézt primitivní funkci F k dané funkci / je tedy 
obrácená úloha k úloze nalézt derivaci / dané funkce F. 
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Především je zřejmé, že primitivní funkce je vždy spojitá 
v Jx, neboť má-li funkce F derivaci v bodě x, je v tomto bodě 
spojitá podle věty 23. 

Véta 39. J e - l i F ( x ) p r i m i t i v n í f u n k c e k f u n k c i /(x) 
v i n t e r v a l u Jx, je F(x) + c, kde c je l i b o v o l n á kons tan-
ta, t a k é p r i m i t i v n í f u n k c e k f u n k c i f(x) v t é m ž e inter-
valu . Žádná jiná p r i m i t i v n í f u n k c e k f u n k c i f(x) v in-
t erva lu Jx j iž n e e x i s t u j e . 

Důkaz . Je-li F(x) primitivní funkce k funkci f(x) v interva-
lu Jx, znamená to, že pro všecka x z Jx platí F'(x) = f(x). 
Avšak podle vzorce (23) je [F(x) + c]' = F'(x), takže také 
F(x) + c je primitivní funkce k funkci f(x). 

Je třeba ještě dokázat, že tva-
rem F(x) + c jsou vyčerpány 
všecky primitivní funkce. Nechť 
tedy F(x) a O(x) jsou dvě primi-
tivní funkce k funkci f(x) v in-
tervalu J x , t. j. nechť F'(x) = 
= /(x) a G'(x) = /(x) pro všecka x 
z J x . Pak podle vzorce (22) je 

[G(x)-F(x)]'=G'(x)-F'(x) = 
= /(x) - /(x) = 0 

pro všecka x z J x . Derivace funk-
rovna nule pro všecka * z J x , 
věty 31 o přírůstku funkce je 

ce 

Obr. 54 

G(x) — F(x) je tedy 
proto podle důsledku 

G(x) — F(x) = c, čili G(x) = F(x) + c pro všecka x z Jx 

Existuje-li tedy k dané funkci /(x) jedna primitivní funkce 
F(x), existuje jich nekonečně mnoho a všecky mají tvar 
F(x) -)- c, t. j. všecky se liší od funkce F(x) pouze o aditivní 
konstantu (viz obr. 54). Proto se také může stát, že výsledky 
výpočtů neurčitých integrálů, k nimž dojdeme různými 
cestami, se liší o aditivní konstantu. Tuto konstantu zpra-
vidla označujeme názvem integrační konstanta. 
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Ke každé funkci však neexistuje primitivní funkce. Uká-
žeme to na příkladě. 

P ř í k l a d 37. Hledejme primitivní funkci k funkci 

// x = í 1 pro x ^ 0, 
R X ) | - 1 pro x > 0, 

která je definována pro každé x. Tato funkce musí mít v in-
tervalu (—oo, 0) za primitivní funkci funkci F(x) = x + c, 
neboť (x c)' = 1. Podobně v intervalu (0, oo) musí mít za 
primitivní funkci funkci F(x) = — x -f- ct, neboť (— x -f-
+ Cj)' = — 1. Poněvadž F(x) je spojitá pro každé x, musí 

limPXx) = limF(x) = F( 0). 

Avšak lim.F(x) = c, limjF(x) = cv proto musí cx = c. Hle-

daná primitivní funkce musí tedy splňovat vztahy 

j , ( a ; ) = l ~ + c p r o s ^ O , 

' x + c pro x > 0 
a v bodě 0 musí mít derivaci rovnu jedné, neboť /(0) = 1. To 
však není možné; naše funkce F nemá v bodě 0 derivaci, 
neboť 

A->0— * A-+0- , » 

] h a F ( h ) - F { 0 ) = ] i m - * + c - o = _ L 

»-•0+ "> A—0+ h 

Z vět odvozených v kapitole V však plyne, ž e k e k a ž d é 
f u n k c i /(x), k terá je v (otevřeném) i n t e r v a l u J x s p o j i t á , 
e x i s t u j e v t o m t o i n t e r v a l u a s p o ň j e d n a p r i m i t i v n í 
f u n k c e F(x). Zvolme si dva vnitřní body c, x z (otevřeného) 
intervalu J x . Je-li c < x, existuje podle věty 33 integrál 

z 
F(x) = j f ( t ) dť, jehož derivace v bodě x splňuje podle 
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věty 38 rovnici F'(x) = f(x). Při tom je l imita) = 0 (důkaz 
x-*c + 

v i ty 37) a linLp"(x) = /(c). Je-li * < c, existuje integrál 
X-+Q + 

e s e 
/ f ( x ) dt a také integrál F(x) = f f ( t ) dt = — / / ( í ) dí. Je-li a 
X C X 

a 
libovolné číslo z Jx, pro něž platí a < x, je F(x) = f f(t) dř + 

e 
x a 

+ //(<) dí. Potom F'(x) = f(x), limita;) = / / ( í ) dť + 
a x-*c— e 

e 
+ / / ( í ) dí = 0, limř"(a;) = /(c). Položíme-li ještě F(c) = 0, 

a x-*c— 
je funkce F(x) spojitá v Jx a pro každé x z Jx má derivaci 
F'(x) = f(x). Je tedy F(x) primitivní funkce k funkci f(x) 
v iritervalu J x . Interval J x nemusí být omezený; jeho 
omezenost jsme k důkazu nepotřebovali. 

b 
Víta 40. E x i s t u j e - l i i n t e g r á l / f ( x ) dx a j e - l i F(x) pri-

a 
m i t i v n í f u n k c e k f u n k c i f(x) v (otevřeném) i n t e r v a l u 
Jx, k t e r ý o b s a h u j e b o d y a, b, paJc 

b 
f f(x) dx = F(b) — F(a). (33) 
a 

D ů k a z . Budiž předně a < 6. Je-li D nějaké rozdělení 
intervalu (a, by, je funkce F v jeho A;-tém dílčím intervalu 
(,xk-n xk) spojitá a má ve všech jeho vnitřních bodech deri-
vaci f(x). Jsou tedy pro funkci F v tomto intervalu splněny 
podmínky věty 31 o přírůstku funkce, takže existuje takový 
vnitřní bod £k intervalu <(xl_1, xky, že 

F{xk) - F(xk^) = (xk - xk.,). F'(£k) = f(ík). Axk, (c) 

neboť xk — xk_x = Axk a F'(^k) = f(£k). Napíšeme-li rovnici 
(c) pro všecky dílčí intervaly, t. j. pro k = 1, 2, 3 , . . . , n, 
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a sečteme, pak dostaneme (vzhledem k tomu, že x0 = a, 
xn=b) 

F(b) - F(a) = /(fx). ňxl + / ( f 2 ) . AX2 + / ( £ , ) . Ax3 + 

+ ... + /(£„). Axn. 

Označíme-li jako na počátku kapitoly V supremum hodnot 
f(x) z &-tého dílčího intervalu znakem Mk a infimmn týchž 
hodnot znakem mk, je 

Poněvadž čísla Axk jsou kladná, neboť xk_1 < xk, proto 

S(D) ^ /(fO . Ax, -f / ( f 2 ) . AX2 + /(f3) . Axa + ... + 

+ /(f„).Jx„^ s(D). 

Číslo F(b) — F(a) tedy není větší než žádný horní součet a 
nemůže být ani větší než ínfiiniim horních součtů čili 

b 

If{x) dx ¡> F(b) — F(a). 
a 

číslo F(b) — F(a) není však také menší než žádný dolní sou-
čet a nemůže být proto menší než supremum dolních sou-
čtů, t. j. 

i 
Jf(x) dx £ F(b) - F(a). 
a 

b 
Spojením obojího dostáváme / f ( x ) dx = F(b) — F(a). 

a 

Je-li a > b, je podle vzorce (32) a podle toho, co již bylo 
dokázáno, 

b a 
Jf(x) d x = - J f ( x ) dx=- [F(tz) - F(b)] = F(b) -
a b 

- m -

n i 



Je-li konečně a = b, je / / (x ) dx = 0 podle (31) a F(a) — 
a 

— F(a) = 0, takže vzorec (33) je také splněn. 
Poznamenejme ještě, že výsledek nezávisí na tom, kterou 

primitivní funkci vezmeme ve vzorci (33), neboť F(b) — 
- F(a) = [F{b) + c] - [F(a) - c]. 

Věta 40 popisuje souvislost mezi určitým integrálem 
a neurčitým integrálem (primitivní funkcí) ovšem za před-
pokladu, že obojí existuje. Tato věta nám umožní vypočítat 
hodnotu mnohých určitých integrálů. 

b 
P ř í k l a d 38. Spočtěme podle toho Jx dx, který jsme již 

a 
jednou stanovili dosti pracným způsobem v přikladě 35. 
Poněvadž funkce F(x) = Jx2 má derivaci F'(x) = x pro 
každé x, je Jx2 primitivní funkcí k funkci /(x) = x. Pak podle 
věty 40 je 

b 
fxdx= |62- Jo2 

a 
v souhlasu s výsledkem příkladu 35. 

Nyní se soustředíme na methody, podle nichž se hledají 
primitivní funkce. Poněvadž hledání primitivní funkce je 
úloha obrácená k úloze najít derivaci dané funkce, můžeme 
rovnice (21) až (29) z kapitoly IV přepsat pomocí primitiv-
ních funkcí. 

Nechť f(x) a g(x) jsou dvě funkce, k nimž existují primi-
tivní funkce F(x) a G(x), t. j. nechť platí F'(x) = /(x), G'(x) = 
= g(x). Pak podle (21) 

[kx F(x) + k2 G(x)]' = kx F'(x) + k2 G'(x) = k, f(x) + 
+ K 9(x)-

To však znamená, že funkce kx F(x) -j- k2 G(x) je primitivní 
funkce k funkci kr f(x) + k2 g(x), t. j. 
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j[kx f(x) + k2 g{x)1 dx = k, F(x) + k2 G(x) 

čili 
Slh /(*) + k2 g(x)] dx = k j f ( x ) dx + k2fg(x) d*. (34) 

Ve zvláštním případě pro ^ = 1, k2 = 1 nebo k2 = — 1 dostá-
váme 

/[/(*) + ?(*)] dx = l f ( x ) dx + fg(x) dx, 
/[/(x) - g(x)} dx = Jf(x) dx - fg(x) dx. K ' 

Dále podle rovnice (24) je 
[F(x). G(x)]' = F'(x). G(x) + F(x). G'(x), 

t. j. funkce F(x) . G(x) je primitivní funkcí k funkci 
F'(x) G(x) + F(x) . G'(x). Je tedy 

F(x). G(x) = f[F'(x). G(x) + F(x). (?'(x)] dx — 
= JF'(x). G(x) dx + JF(x). G'(x) dx, 

pokud ovšem integrály JF'(x). G(x) dx, JF(x). G'(x) dx 
existují. Označíme-li krátce F(x) = u, G(x) = v, psává se 
tato formule nejčastěji ve tvaru 

/uv' dx = uv — /u'v dx. (36) 

Z rovnice (25) plyne [k F(x)Y = k F'(x), t. j. funkce k F(x) 
je primitivní funkce k funkci k F'(x) = k f(x) čili 

fk f(x) dx = k j f ( x ) dx. (37) 

Lze tedy podobně jako při derivování „vytknout" multipli-
kativní konstantu před znak integrálu. 

Z rovnice (27) plyne, že (x"+1)' = (n - f 1) x", kde n je celé. 
Je tedy funkce x"+1 primitivní funkcí k funkci (ra + 1) x", t. j. 

x"+i = / ( n + 1) x" dx = (n + l ) /x" dx, 
takže 

xn dx = - , pokud n + —1. 
» + 1 
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Tato rovnost platí jen v takových intervalech, v nichž je 
x" definováno, neboť jen v takových intervalech je funkce x" 
spojitá. Je-li n celé, je to při n 0 pro každé x a při n < 0 
pro x =)= 0 (viz str. 24). Máme tedy výsledek: 

¡¿ii+i 
xndx= — — (38) n -f- 1 

pro n ^ 0 celé v intervalu (— oo, oo) a 
pro n < — 1 celé v intervalech (— oo, 0), (0, oo). 

Speciálně pro n = 0 je fdx = x. 
Prvá z rovnic (28) říká, že (sinx)' = cosx, t. j. sinx je primi-

tivní funkce k funkci cosx čili /cosx dx = sinx. Podobně 
druhá rovnice (28) praví, že (cosx)' = — sinx, t. j. cosx je 
primitivní funkcí k funkci — sinx čili cosx = /(— sinx) dx = 
= — /sinx dx. Dostáváme tedy 

/ sinx dx = — cosx, /cosx dx = sinx 
v intervalu (—oo, oo). 

Konečně prvou rovnici (29), která zní (tgx)' = —^5-, je 
cos X 

/

I 

— — dx = tgx, což je správné 
c o s x 

v každém intervalu, v němž je f u n k c e — s p o j i t á , t. j. ve 
cos2x 

všech intervalech (\{2k — 1) 71, J(2k + 1) 71), kde k je libo-

/

j i* (I2J 

— — dx píšeme však častěji / ——. 
cos2x J cos^x 

/
dx 

sirftř = 

= — cotgx. To platí v těch intervalech, v nichž je funkce 
. V spojitá, t. j. v intervalech (kn, (k -(- 1) 71), kde k je 

sm*x 
opět libovolné číslo celé. Dostáváme tedy 
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/ 
dx 
— - = — cotgx 

8in*x 
v intervalech (kn, (k + 1) JI), 

dx 

/ 2
 = t B x 

coszx 

k celé. (40) 

c 

y intervalech ($(2Jfe — 1) n, £(2fe + 1) TI), 

Poznamenejme ještě, že na pravých stranách rovnic (34) 
až (40) můžeme připsat libovolnou integrační konstantu, 
která v nich není uvedena. Odvozených vzorců se používá při 
výpočtu neurčitých integrálů. Ukážeme to na příkladech. 

P ř í k l a d 39. f(2x2 — 3x + 5) dx = 2fx2 dx — 3 / x dx + 
+ 5 f d x = | x a — fx 2 + 5x + c v intervalu (— oo, oo). Bylo 
užito vzorců (34) a (38); c je integrační konstanta. 

P ř í k l a d 40. f tg2xdx = f - Ž - dx= ( l - C f X d x = J J cosrx J coa2x 

= C I A l ) d x = f f d x = t g x - x + 
J \ coszx I J cos2x I 

v intervalech (J(2& — 1) n, J(2k + 1) n), kde k je číslo celé. 
Výpočet byl proveden podle vzorců (35) a (40). 

Zejména často užíváme vzorce (36). Postup jím vyjádřený 
se nejčastěji nazývá integrace po částech (per partes) a spočívá 
v tom, že integrovanou funkci /(x) rozložíme v součin dvou 
funkci uv', z nichž druhou volíme tak, abychom ji dovedli 
integrovat a aby byl integrál fu'v dx na pravé straně vzorce 
(36) jednodušší než integrál na levé straně. Uvedeme na to 
příklady. 

P ř í k l a d 41. Abychom vypočetli integrál f x sinx dx, polo-
žíme u = x, v' = sinx; pak je u' = 1, v = — cosx podle (39), 
takže 

/ x sinx dx = — x cosx — JI . (— cosx) dx = — x cosx + 
/cosx dx = — x cosx sinx + c v intervalu (—oo, oo). 
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P ř í k l a d 42. Podobně užijeme integrace po částech k vý-
počtu integrálu f sin2x dx. Položíme u = sinx, v' — sinx; pak 
je u' = cosx, v = — cosx, takže 

/SŮAE dx = — sinx cosx + /cos2x dx = — siná; cosx + 
-f- f(l — sinax) dx = — sinx cosx + fdx — /sin2x dx -

= — sinx cosx + x — /sin4x dx. 

Zdánlivě jsme nepokročili, neboť jsme dospěli k témuž in-
tegrálu, od něhož jsme vyšli. Avšak nalezený vztah 

f sin2x dx = — sinx cosx + x — /sin2x dx 
je rovnice, v níž je neznámou integrál /sin2x dx. Z ní určíme 

f sin2x dx = J(x — sinx cosx) + c 

v intervalu (—oo, oo). Tu jsme ještě připsali integrační kon-
stantu c. 

Chceme-li se přesvědčit o tom, byl-li výpočet proveden 
správně, derivujeme nalezený výsledek. Bylo-li počítáno 
správně, musí být tato derivace podle definice primitivní 
funkce rovna dané funkci, kterou jsme integrovali. Tak třeba 
v příkladě 42 máme 

[J(x — sinx cosx) + c]' = J(1 — cos2x -+- sin2x) = sin2x 

a to je skutečně funkce integrovaná. 
Počítáme-li určitý integrál, můžeme nejdříve určit pří-

slušnou primitivní funkci F(x) = f f ( x ) dx a pak užít věty 40, 
podle níž je 

b 

/ / (x ) dx = [^(x)]» = F(b) - F(a). 
a 

Značka [.F(x)]2 nebo určitěji [^(x)]*^ značí, že máme určit 
hodnotu funkce F(x) nejprve pro x = b a potom pro x = a 
a druhý výraz odečíst od prvého. Počítáme-li methodou po 
částech, můžeme výpočet urychlit tím, že obě meze dosadíme 
ihned, jakmile dostaneme nějakou funkci, obsahující in-
tegrační proměnnou. Bude tedy 
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b b 

Juv' dx = \uv]*Za — f u v 

a a 
i" 

P ř í k l a d 43. Abychom určili /cos 8 x da;, položíme u = 
o 

= co.g2x, v' = cosx. Pak je u' = — 2 sinx cosx (viz cvič. 36; 
lze také počítat podle vzorce (24), neboť u = cosa; cosa;), 
v = sina;. Je tedy 

i" f 
f cossx dx - [cos2x sinx] o* + 2 / sinax cosx dx. 
o o 

Avšak [cos2x sinx]'o = cos2Jtt sin^Tr — 008*0 sinO = O, 
sin2x = 1 — cosax, takže 

JJI 
/ cos 3 x dx = 2 / ( I — cos2x) cosx dx = 2/cosx dx — 
o o o 

»» 

— 2/cos 9x dx, 
o 

i" »« 

/cos 3 x dx = | / c o s x dx = |[sinx] o" = f . 
o o 

Podle věty 40 však nelze počítat zcela mechanicky. Vzorec 
(33) platí za předpokladu, že existuje integrál na jeho levé 
straně, a o tom se vždy předem musíme přesvědčit. Je známa 
řada vět, podle nichž lze rozhodnout o tom, zda nějaký in-
tegrál existuje. My jsme dokázali pouze jednu, podle níž in-

b 
tegrál / / (x ) da; existuje tehdy, je-li / funkce spojitá v inter-

a 
valu <a, by (věta 33). V tomto případě existuje také primi-
tivní funkce na pravé straně vzorce (33), jak bylo dokázáno 
na str. 109. 

Chybný by tedy byl tento výpočet: 

—1 
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neboť funkce /(x) = 1 : x2 není v intervalu <— 1, 1) spojitá 
(není totiž definována pro x = 0). 

Cvičení. 

51. Vypočtěte integrály: 

a) Jx* dx, b) J ^ , c) J(3x — 2) dar, 

d) j ( i x 2 - § x + l ) d x , e) Jx*(l-x*)dx, 

i) l°(x*-l)2dx, g) J ^ d x , h) f x 3 + * ~ 5 d x . 

52. Vypočtěte integrály: 

a) f (o sinx + b cosx) dx, b) f - ^ , c) f cotg2x dx, 
J J 1 + cos2x J 

D ) R c ^ d x , e ) R ^ V -
I cos^x I 8U1ZX coszx 

53. Integrací po částech určete: a) f x cosxdx, 
b) /x 2 s inxdx, c) / x 3 sinxdx, d) / c o s x d x , e) /sinx cosxdx, 
f) /sin3x dx. 

54. Užitím integrace po částech dokažte, že pro n ^ 1 celé 
v intervalu (.—oo, oo) platí 

fxn sinx dx = — x" cosx + n / x " - 1 cosxdx, 
/x" cosx dx = xn sinx — nfxn~1 sinx dx. 

Odtud odvodte, že pro re 2 celé v témže intervalu je 
fxn sinx dx = — x" cosx + nx"-1 sinx — 

— n(n — 1) / x " - 2 sinx dx, 
/x" cosx dx = x" sinx -J- MX"-1 cosx — 

— n(n — 1 ) / x n _ 2 cosxdx. 
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55. Methodou integrace po částech dokažte, že pro w ¡> 2 
celé platí 

i n in 

/ sin"x dx = — / sinn _ 2x dx, 
* J 

o o 
in in 

/ cos"x dx = / cosn - 2x dx. n J 
o o 

56. Udejte takovou primitivní funkci k funkci /(x) = 
= (3x — 2)2, která a) pro x = 0 nabývá hodnoty 7, b) pro 
x = 3 nabývá hodnoty 7. 

57. Jsou-li fx{x), /2(x), . . . , /„(x) funkce, k nimž existuji 
v intervalu J x primitivní funkce, a klt fc2, • ••> konstanty, 
dokažte, že v intervalu J x platí: /x(x) + k2 /2(x) + . . . + 
+ kn /„(«)] dx = k j f ^ x ) dx + fc2//2(x) d x + . . . + 
+ kn //„(x) dx. 

58. Užitím výsledku cvič. 36 dokažte, že pro funkci / , 
která má v (otevřeném) intervalu J x všude derivaci, platí 

/ / » (x ) . / ' (x )d* = - ^ M 

pro každé celé n > 0 v intervalu Jx a pro každé celé n < — 1 
v těch částech intervalu J x , v nichž /(x) 4= 0. 

59. Okamžitá rychlost pohybujícího se tělesa je úměrná 
času. Stanovte, jak závisí dráha na čase. 

60. Rovinná křivka má tu vlastnost, že směrnice její 
tečny je přímo úměrná souřadnici x dotykového bodu. Určete 
rovnici této křivky tak, aby křivka procházela a) počátkem 
a bodem A o souřadnicích 1, 1, b) bodem A o souřadnicích 
1, 1 a bodem B o souřadnicích 2, 3. 
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VI I . FUNKCE SLOŽENÉ 

Mějme dvě funkce / a g. Každému x z jistého oboru nechť 
odpovídá hodnota t = g(x). Tomuto číslu přiřadíme hodnotu 
y = f(t), pokud ovšem je f(ť) pro toto t definováno. Tím je ke 
každému x přiřazena určitá hodnota y, takže y je funkcí pro-
měnné a;. Píšeme to obyčejně rovnicí 

y - f[g{x)l 

Funkce tohoto tvaru nazýváme funkce složené. Funkci / jme-
nujeme někdy v n ě j š í a funkci g v n i t ř n í funkcí složené 
funkce f\g(x]\. 

Je-li na příklad vnější funkce y - siní a vnitřní funkce 
t = z2 + I. pak složená funkce je y = sin (a;2 -f- 1) pro každé 
x. Je-li -však vnější funkce y = ť2 + 1 a vnitřní funkce t = 
= sinx, je složená funkce y = sin2x 1 opět pro každé x. 

Je vidět, že se název složená funkce týká pouze formy, jíž 
je funkce vyjádřena, a nikoli její podstaty; zavádíme jej 
pouze proto, že vyjádření pomocí složené funkce je často 
dosti pohodlné. Na složenou funkci y = f\g{x)] můžeme na-
hlížet také tak, jako bychom do funkce y - - f(t) proměnné t 
zavedli za t novou proměnnou x rovnicí t = g(x). 

Věta 41. J e - l i f u n k c e / s p o j i t á v bodě b a f u n k c e g 
s p o j i t á v bodě a, při Čemž g(a) = b, je f u n k c e f\g(x)] 
s p o j i t á v b o d ě a. 

Důkaz . Poněvadž funkce / je spojitá v bodě b, můžeme 
zvolit libovolné okolí Jy bodu f(b) a k němu dovedeme nalézt 
takové okolí Jt bodu b, že pro všechna t z Jt hodnota /(<) 
padne do J v (viz definici spojitosti na str. 51). Poněvadž je 
funkce g spojitá v bodě a, dovedeme nalézt k právě naleze-
nému okolí Jt bodu b = g(a) takové okolí Jx bodu a, že pro 
všechna x z Jx hodnota g(x) padne do Jt. Tím jsme však 
k libovolně zvolenému okolí Jv bodu f(b) = f\g(a)] sestrojili 
takové okolí Jx bodu a, že pro všecka xzJx hodnota t = g(x) 
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padne do Jt, a tedy hodnota /(ť) = f\g{x)\ padne do Jv. To 
však značí, že funkce f\g{x)~\ je spojitá v bodě a, a to jsme měli 
dokázat. 

Tato věta nám umožní rozhodnout o mnohých funkcích, 
že jsou spojité. Na příklad funkce sin(aa; -f- b) je spojitá 
v každém bodě, neboť funkce t = ax + b je spojitá pro každé 
x a funkce sinť je spojitá pro každé t. 

Větu 41 můžeme vzhledem k definici spojitosti vyslovit 
takto: 

J e - l i limj7(a;) = g(a) a lim/(<) = /(&), př i č e m ž b = g(a), 
z-a t—6 

jelim/fo(*)] = f[g(a)]. 
x-*a 

Nyní si všimneme derivace složených funkcí. Nejprve 
odvodíme důležitou větu, které budeme často používat. 

Věta 42. Má- l i f u n k c e g d e r i v a c i v b o d ě x a f u n k c e / 
d e r i v a c i v b o d ě t = g(x), m á f u n k c e f\g(x)\ v b o d ě x 
d e r i v a c i /'(<). g'(x). 

D ů k a z . Předpokládáme, že existují (vlastní) limity 

lim ^ + A) — g(x) _ jjjjj 
A—O "> T-O * 

a máme dokázat, že 

lim 1 =f(t).g (x), 
A—O N 

při čemž t = g(x). 
Nejprve utvoříme funkci 

proměnné k. Pro k = 0 není <p(k) definováno; položme tedy 

y(0) = 0. 
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Poněvadž lim M+J^. = f'(t), je funkce <p(k) podle 
1-0 « 

věty 5 nekonečně malá v okoli bodu 0, t. j. lim^fc) == 0. Je 
Jfc—0 

f(t+k) — f(t) 
tedy funkce <p{k) spojitá v bodě 0. Pro k #= 0 je k — — = 
= m + ™ 

f(t+k)-f(t)=U'(t) + <p(k)].k. (a) 
Rovnice (a) je však správná i pro k = 0, jak se snadno pře-
svědčíme. 

Položme nyní t = g(x), t-\-k = g(x + h), takže 

k = g[x + h) - g(x). (b) 

Přírůstek k je tedy jakousi funkcí přírůstku h. Funkce g je 
spojitá v bodě x, neboť má v tomto bodě derivaci (věta 23); je 
tpdy také funkce g(x + h) spojitá pro h = 0 a k je pak spo-
jitá funkce přírůstku h v bodě h = 0. Při tom limfc = 0. Pak 

a—o 

podle věty 41 je také <p(k) spojitá funkce přírůstku h v bodě 
h = 0, při čemž limg?(fc) = 0. 

a—o 

Dosadíme-li podle (b) do (a), dostaneme 

/((+ k) - /(<) = [/'(í) + <p(k)][g(x +h)~ g(x)} 

a odtud 

/ M « + * ) ] - / M » ) ] = g ( x + k ) - g f a 
h h 

takže 
^ M x + A)] - flg(s)] = 

A-»0 h 

= lim [/'(/) + <p(k)]. lim 9(x+h) -g(x) = / ř ( < ) _ ^ 
A—O A—0 h 

a to jsme měli dokázat. 
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Dokázaná věta praví toto: Máme-Ii stanovit derivaci slo-
žené funkce y = /[¡/(x)] v bodě x, derivujeme nejprve vnější 
funkci / podle proměnné t = g(x) a tuto derivaci násobíme 
derivací vnitřní funkce g podle proměnné x. 

K snazšímu pochopení dalšího výkladu zavedeme si nyní 
pojem diferenciálu. 

Budiž dána funkce /, která má v bodě x derivaci. Tato 
funkce je znázorněna jakousi křivkou; derivace funkce / 
v bodě x vyjadřuje směrnici tečny 
v bodě M (obr. 55). Zvětší-li se 
souřadnice x bodu M o h, od-
povídá přírůstku h na tečně pří-
růstek NP druhé souřadnice. 
Tento přírůstek, který je ovšem 
funkcí přírůstku h, označujeme 
znakem dy nebo d/(x) a nazý-
váme jej diferenciálem, funkce 
y = f(x) v bodě x. Něco jiného 
je přírůstek funkce, který je na 
obr. 55 znázorněn úsečkou NQ a 
Ay nebo Af(x). 

Vzhledem k definici směrnice tečny (str. 66) možno po-
dy 

ložit ~ = y'. Odtud dostáváme dy = y'. h čili h 
df(x) -= f'(x). h. (c) 

Je-li ve zvláštním případě f(x) = x, označíme ovšem df(x) -
— dx. Protože však f'(x) = 1, vychází ze vzorce (c) dx = 
' = 1 . h = h. Přírůstek h proměnné nazýváme proto zpravidla 
diferenoiálem proměnné a označujeme jej dx. Pak rovnice (c) 
nabývá tvaru 

d/(*) = / ' (*) . dx. (41) 
Odtud pak vyplývá 

pro nějž užíváme znaku 
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Derivaci f'(x) funkce / v bodě x můžeme tedy považovat za 
podíl dvou diferenciálů. Proto místo /'(ar) nebo y' píšeme 

často - nebo Výhoda tohoto označení tkví v tom, že 
dar dar 

je z něho jasně vidět, kterého písmene se derivování týká. 
Pomocí diferenciálů můžeme větu 42 zapsat jednoduchým 

vzorcem, který se snadno pamatuje: 
dy dy dí 
— = — . — . (42) 
dar dí dar 1 ' 

Uvedeme si příklady, jak se tohoto vzorce používá. 
P ř í k l a d 44. Hledáme derivaci funkce y = sin(aar + b). 

Položíme ax 4- b = í; pak je y = siní, - cosi, -r^- = 
dí da: 

= a, takže podle vzorce (42) máme [sin(oar + 6)]' = 
= a COB(OX + b) pro každé ar. 

P ř í k l a d 45. (sin6ar)' = 5 sin4ar cosar pro každé ar. Tu bylo 
položeno í = sinar, y = í5. 

P ř í k l a d 46- c o s 2 x + 

+ 1 4= 0. t. j. pokud ar 4= J(2ír + 1) n, kde k je celé číslo. 
Danou funkci považujeme za funkci dvojnásobně složenou 
a položíme y = í _ 1 , í = oosw -f- 1, u = 2ar. Pak podle dva-
krát použitého vzorce (42) je 

dy dy dí dy dí du 
dar dí dar dí ' du dar' 

t . j . 

/ 1 \ = 
\ cos2ar + 1 J 

= [(cos2ar+ l)-*]' = 

2 sin2ar 
= — (cos2ar 4-1) ~2 (— sin 2ar). 2 = 

(cos2ar+ l)2 
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Z pravidla pro derivování složené funkce odvodíme důle-
žitou methodu pro výpočet některých integrálů. 

Nechť k funkci f(t) existuje v intervalu (o, b) primitivní 
funkce F(ť) = f f ( t ) d<, takže 
F'(t) = f(t) pro každé í z (a, b). 
Vezmeme funkci t = g(x), která 
má derivaci pro každé x z ja-
kéhosi intervalu (<x, /?) a jejíž 
hodnota g(x) pro každé x 
z (a, /?) padne do (a, b) (obr. 
56). Dosadíme-li do funkce F(t) 
za t hodnotu g(x), dostaneme 
složenou funkci ^[^(x)]. Pak 
podle vzorce (42) je 

dF(t) d g(x) 
dx d t ' dx 

m.g'(x) = f\g(x)].g'(x) 

pro každé x z (<x, f}). To však znamená, že ^[^(x)] je primitivní 
funkce k funkci f\g(x]\. g'{x), t. j. 

imx)].g'(x)dx=F\3(x)] 
v intervalu (ot, /?). Avšak na pravé straně není nic jiného než 
funkce F(t) = j f ( t ) dí, do níž je dosazeno t = g(x). Nalezenou 
rovnost píšeme zpravidla ve tvaru 

¡f[g(x)].g'(x)dx= íf(t)dt, (43) 

při čemž rovnosti jest rozuměti tak, že dostaneme touž 
funkci, když do primitivní funkce na pravé straně dosadíme 
t = g(x) (nejvýše až na integrační konstantu). 

Rovnice (43) užíváme k výpočtu primitivních funkcí, po-
daří-li se nám funkci, kterou máme integrovat, rozložit ve 
dva činitele, z nichž jeden obsahuje proměnnou x jako ja-
kousi funkci jiné funkce g(x) a druhý je derivací funkce g. 
Pak dosadíme novou proměnnou g(x) = t. Z této rovnice 
podle (41) plyne g'(x) dx — dl, takže také za diferenciál 
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funkce g, t. j. za výraz g'(x) dx, můžeme formálně dosadit 
diferenciál dí nové proměnné t. Postup právě popsaný a vy-
jádřený rovnicí (43) se nazývá substituční methoda pro vý-
počet integrálů. 

P ř í k l a d 47. Máme stanovit integrál /sin2« cosa; dx, který 
je definován v intervalu (— oo, oo), neboť sina; i cosa; jsou spo-
jité pro každé x. Hined vidíme, že (sina;)' = cosa;; proto dosa-
díme sina; = t, při čemž hodnota t náleží do intervalu 
<(—1,1). Pak je cosa; dx = dť, takže máme /sin2x cosa; dx = 
= ft* dť = Jť® = l sin3x + c, kde c je integrační konstanta. 
Integrál ft2dt je definován v intervalu (—oo, oo), můžeme 
jej tedy utvořit pro kterékoliv t, jež je vnitřním bodem inter-
valu <—1,1>. 

P ř í k l a d 48. Chceme určit integrál 

definovaný v intervalech (—oo, —1), (—1, oo). Je (x3 + 
-f- 1)' = 3a;2; je tedy čitatel (až na faktor 3) derivací výrazu 
a^ + 1, jehož druhá mocnina je ve jmenovateli. Proto dosa-
díme x* + 1 = t, 3x*dx= dt , takže 

Je-li x v intervalu (— oo, —1), je t v intervalu (—oo, 0); 
je-li x v intervalu (—1, oo), je t v intervalu (0, oo). Pro všecka 
tato t je integrál / ť - 2 dť definován. 

Někdy je možné dosáhnout toho, že rovnice t = g(x), která 
každému x přiřazuje jediné t, přiřazuje také naopak každému 
t jediné x, t. j. číslo x můžeme vyjádřit jako funkci proměnné 
t a psát x = h(t). Pak můžeme rovnic^ (43) číst i v opačném 

I-2 dť = — i í - 1 = 

u c. 
3 (a?+ 1) ^ 
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směru, t. j. integrál ff(t)dt můžeme vyjádřit integrálem 
ff[g(x)] . g'(x) dx, do něhož je však třeba dosadit x = h(t). 
Jednoznačného vyjádřeni dosáhneme často tim, že z původ-
ního intervalu (a, b), v němž byla definována funkce /(ť), 
ponecháme jen část (a1; bx) a také z intervalu (<%, jS), v němž 
byla definována funkce g(x), ponechámé část (<xv fi^) odpoví-
dající intervalu (a1; 61) (viz obr. 56). Pak ovšem primitivní 
funkce / f ( t ) dx, kterou takto dostaneme, je stanovena pouze 
v intervalu (av bx). 

P ř í k l a d 49. Máme integrovat /sin(ať -f b) dť, kde a 4= 0. 
Tento integrál je definován v intervalu (—00, 00), neboť 
sin(ať + 6) je spojitá funkce v intervalu (—00, 00). Volíme 

x 5 
substituci at b = x, z níž plyne jednoznačně ť = 

a 
dar 

pro každé x. Pak dť = — , takže 
a 

/sin(at + b) dí = f s inx— = — f siná; dx = — cosar = 
J a a j a 

= cos (at - 6) + c v intervalu (—00, 00). 
a 

P ř í k l a d 50. Abychom stanovili integrál /sin]/ř dť,*) 
který je definovány intervalu (0, 00), dosadíme t = xa. Z této 
rovnice plyne buď ar = |I t , nebo x = — ]/í; z obou těchto 
hodnot zvolíme třeba hodnotu x = ]/t, takže ar je v intervalu 
(0, 00). Dále z rovnice ť = ar2 plyne dť = 2x dx. Dostáváme 
tedy integrál 

f sin^ť dí = 2 f x sinar dx, 

který je definován v intervalu (0, 00). Vzniklý integrál jsme 
již vypočetli v příkladě 41, takže je celkem 

*) Znak ]/t značí nezáporné číslo. 
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/sin]/í dí = 2Jx sinz dx = 2(— x cos« sinx) = 

= 2(smyr— yrcosVö + c 

v intervalu (0, oo). 
Kdybychom byli volili x = — ]/F, byli bychom dostali 

/sin]/í dí = 2fx sin(— x) dx = — 2fx sinx dx = 2(x cosx — 
— sinx) - 2[— ^í cos(— ^í) — sin(— V<)] = 2(sinyí"— 

— |/fcos]/<) + c jako dříve. 
Ještě se zmíníme o tom, jak se počítají určité integrály 

substituční methodou. Tu je možný dvojí způsob výpočtu. 
Jedna cesta spočívá v tom, že určíme příslušnou primitivní 
funkci tak, jak to bylo právě popsáno, a potom použijeme 
vzorce (33). Druhá cesta, která bývá zpravidla početně 
jednodušší, je ta, že počítáme určitý integrál přímo. Máme-li 
počítat integrál 

d 
I='fMx)] • da; = W ) ] - F\3{C)], 

c 
kde c, d jsou dvě čísla z intervalu (a, by, zavedeme substituci 
g(x) = t, g'(x) da; = dť. Je-li g(c) = y, g{d) = <3, kde y, ó jsou 
čísla z intervalu <«, ßy, je jasné, že I = F(d) — F(y), ale F 

» 

je primitivní funkce k funkci /, proto I = / f ( t ) dí. Je tedy 
r 

celkem 
d i 
íMx)]:g'(x)dx=fmdt. 
C Y 

Této rovnice možno ovšem používat v obou směrech. 
i 

/

x dx 

—5 — , který existuje, 
(x* + 1)" 

o 

neboť funkce integrovaná je spojitá pro každé x, položíme 
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X2 + 1 = t, 2x dx = dt. Poněvadž O2 + 1 = 1, l 2 + 1 = 2, 
máme 

r x dx i_ ^ 1 L 1 ? 1 / 1 + 1 L 1 | 
J ( x 2 + l)2 2 J ť2 2 [ ť j j 2\ 2 ^ 1 4 
o i 

i 

P ř í k l a d 52. Mámevypočísti / | / l — i2 ďí,*) který má smysl, 
o 

neboť funkce integrovaná je spojitá v intervalu <—1,1) . 
Položíme t - cosx, dí = — sinx dx, při čemž je třeba omezit 
proměnnou x na takový interval, aby bylo možno z rovnice 
t = cosx určit číslo x jednoznačně. Poněvadž COSJJT = 0, 
cosO = 1, vezmeme x třeba z intervalu <0, ¿TI). V tomto 
intervalu je sinx 0, — cos2! = sinx, takže 

i 0 én 

/ y 1 — ť2 dť = — / sin2! dx = / sin2x dx = 
0 in 0 

= [ i ( x — sin® Cosa;)] o* = \n-
K výpočtu posledního integrálu jsme užili výsledku pří-
kladu 42. 

Mohli jsme ovšem vzít proměnnou x i z jiného intervalu, 
třeba z intervalu <— 0), neboť cos(— = 0, cosO = 1. 
V tomto intervalu je však sinx 0, takže ]/ l — í2 = 
= |/1 —'cos2x = — sinx. Pak 

i o 
/ y i - í2 d í .= Jsin2! dx = [¿(x — sinx c o s x ) ] ^ = 
0 — i n 

= o - ( - j » ) = i«. 
Cvičeni. 
61. Stanovte derivace funkcí: a) (x2 — 1 )6, b) —z —, 

(X ~• X ~~ Z) 

o) cos3x, d) cossx, e) cosx8,**) f) sin(a — x) sinx, g) tg2!, h) tg2x. 

•) ]/l—ťa a rovněž tak i Vi—cos'x značí opět nezáporné fiislo. 

**) cos3® značí (cosx)3, cosa1 značí cos(z*). 
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62. Stanovte derivace funkcí (ra, n celá čísla, a =)= 0): 
(1 -I- xm)2 

a) (ax + 6)», b)x"(l - x)», c) ^ ^ , d) sin»(ox + b). 

63. Podle pravidla o derivování funkce složené odvodte 
znovu výsledek cvič. 36. 

64. Dráha kmitavého pohybu je dána vzorcem a = 
= a sin(tuí + k), kde a > 0, co > 0, k jsou konstanty. 
a) Stanovte okamžitou rychlost pohybu v okamžiku t. 
b) Kterou polohu má kmitající těleso v těch okamžicích, 
v nichž je okamžitá rychlost rovna nule? 

65. Lze dokázat, že platí 
, • o , • O , , • siniraxsinl(n + 1 ) x, 

sinx + sin2x + sin3x + . . . + sumx = — — i — ' — 
sinjx 

„ , „ , , s in lnxcos l (ra4- l )x 
cosx 4- cos2x + cos3x 4- . . . + cosnx = — —^ . 

s infx 
Derivováním z toho odvodte 

sinx + 2 sin2x + 3 sin3x + . . . + n sinrax = 
(n -f- 1) sinwx — n sin(ra + 1) x 

= 2(1 — cosx) ' 
cosx + 2 cos2x -(- 3 cos3x + . . . -f- n cosnx = 

(» + 1) cosnx — n cos(re + 1) x — 1 
2(1 — cosx) 

dx 

sinx dx 

66. Vypočtěte integrály: a) j (3—2x3)4x2dx, b) j 

c) f sinsx cosx dx, d) f sinx cos3x dx, e) f Bmx^ 

J J J 0082 

f) f sinax dx, g) f sin8x cos5x dx, h) f 
J J J 81 

' cossx dx 
sin4x 
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67. Vypočtěte integrály: a) J" (ax b)3 dx, o =)= 0, 

b) 5"> c ) J"ein2x dx, d) J'cos(3x — 5) dx, 

dx C dx C dx 

/ dx f dx r 
' ** J sin2(4x + 1)' g ) J 1 

+ cosx 
1 1 

¿ 8 . Vypočtěte integrály: a) J ( x 2 - l ) x d x , b) j ^ ^ ^ 

o o 
é * it i n 

. C sinxdx _v C . „ . , C dx 
C) J ( c o s x + l ) 2 ' d ) J Bm3xdx' C) J 1 — cos4x ' 

o 0 
69. Výsledek cvič. 58 dokažte přfyno methodou substi-

tuční. 

70. Na základě toho, že tg"x = t g n - 2 x | — ^ l | , do-
\ cos2x I 

kažte, že v intervalech (\(2k — l)jr, \(2k + l)jr) (k celé) 
platí pro n 4= — 1 

j t g n x dx = j- tg" - 1 x — Jtgn~2 x dx. 

V I I I . FUNKCE I N V E R S N Í 

Již na str. 74 jsme zavedli pojem funkce rostoucí a klesa-
jící v intervalu. Tyto funkce nazýváme společným jménem 
funkce monotonní. Mají některé jednoduché vlastnosti 
a proto se jimi nyní budeme zabývat soustavněji, ačkoli jsme 
se s nimi již dříve několikrát při různých příležitostech 
setkali. 

Víme na příklad, že pro n celé kladné z nerovností 0 ^ 



^ xx < x2 plyne x j < x j (věta 1); je tedy funkce f(x) = xn 

pro n celé kladné rostoucí v intervalu <0, oo). Naproti tomu 
pro < xa 0 je x j < arj jen při kladném a lichém »; při 
n kladném a sudém je tomu právě naopak. Proto funkce 
/(x) ~ x", kde n je kladné a liché, je rostoucí v celém inter-
valu (—oo, oo) (pro n = 3 viz obr. 18), kdežto funkce f(x) = 
= x" pro n kladné a sudé je klesající v intervalu (—oo, 0 ) 
a rostoucí v intervalu <0, oo) (pro n = 2 viz obr. 17). Pro n 
celé záporné z nerovností 0 < xx < x2 plyne x j > xg (věta 2), 
takže funkce /(x) = x" pro n celé záporné je klesající v inter-
valu (0, oo). Naproti tomu pro xx < x2 < 0 je x j > xg jen 
n záporném a lichém, kdežto při záporném a sudém n je tomu 
právě naopak. Proto funkce f(x) = x", kde n je záporné 
a liché, je klesající také v intervalu (—00, 0) (pro n = — 1 
viz obr. 19), kdežto funkce /(x) = x" pro n záporné a sudé je 
rostoucí v intervalu (—00, 0) (pro n = — 2 viz obr. 20). 

Podobně je z obr. 23 vidět, že funkce sinx je rostoucí v kaž-
dém intervalu <£(4& — 1) n, £(4lc-\- 1) 71), kde k je celé, 
a klesající v každém intervalu <£(4K -+- 1) 71, |(4K + 3) TI}, 
kde k je celé. Funkce cosx je klesající v každém intervalu 
(2kn, (2k + 1) 71), a rostoucí v každém intervalu <(2k — 1) 71, 
2for>, kde k je opět celé. 

V&a 43. J e - l i f u n k c e / m o n o t o n n í v i n t e r v a l u Jx 
a j e - l i z á r o v e ň v t o m t o i n t e r v a l u s p o j i t á , e x i s t u j e 
t a k o v ý i n t e r v a l J y , že 

1. pro k a ž d é x z Jx h o d n o t a y = f(x) p a d n e do Jy a 
2. ke k a ž d é m u y z Jy e x i s t u j e j e d i n é x z Jx tak, že 

y = M. 
D ů k a z . Je-li funkce / monotonní v intervalu Jx a je-li x t 

libovolný bod z J x , nabývá funkce / hodnoty /(xx) právě jen 
v bodě xx a v žádném jiném. Kdyby totiž nabývala hodnoty 
/(Xj) ještě v nějakém jiném bodě x2 4= xx z Jx, bylo by f(xt) = 
= /(x2); to ale není možné, neboť vzhledem k definici mono-
tonní funkce pro xx 4= x s musí také /(xx) 4= /(xa). 
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Dále dokážeme toto tvrzeni: Je-li funkce / monotonní a na-
bývá-li v intervalu J x největší nebo nejmenší hodnoty v bodě 
c, je bod c krajním bodem intervalu J x . Kdyby totiž bod c 
nebyl krajním bodem intervalu Jm, existovala by v Jx čísla 
xx a x2 tak, že xx < c < xt. Pak by ale podle definice mono-
tonni funkce bylo buď f{xx) < f(c) < f(x3), nebo f(xx) > 
> /(c) > /(x2), a hodnota /(e) by nebyla největší ani nejmenší 
hodnota, jíž funkce / v Jz nabývá. 

Nyní vezmeme v úvahu množinu F všech hodnot f(x) pří-
slušných ke všem bodům x z Jx. Jsou celkem čtyři možnosti: 

a) Množina F je omezená. Pak má určité supremum M 
a určité infimum m. Je-li x libovolné číslo z J x , pak m ^ 
^ f(x) ^ M. Je-li naopak y libovolné číslo takové, že m < 
<y<M, existují vzhledem k vlastnostem suprema a in-
fima (str. 12) takové body a,b z J x , že f(a) < y < f(b), při 
čemž f(a) ^ m, f(b) ^ M. Je-li a < b, označme J'm interval 
(a, by; je-li a > 6, označme interval <6, a) . To je uzavřený 
interval a funkce / je v něm spojitá, neboť je spojitá v celém 
intervalu Jx, a proto tím spíše v J'x. Proto podle věty 21 
existuje k číslu y takové x v J'x, a tedy také v J x , že f(x) = y. 
Toto x je podle toho, co bylo řečeno na počátku důkazu, je-
diné. Protože to platí pro každé y, které vyhovuje nerovnos-
tem m < y < M, je intervalem J v jeden z intervalů (m, My, 
(m, M), (m, My, (m, M) podle toho, je-li funkce / definována 
v krajních bodech intervalu J x , či není-li v některém z nich 
definována. 

b) Neexistuje-li supremum množiny F, t. j. je-li možno ke 
každému číslu y najít takové b z Jx, že /(&) > y, a existuje-li 
naproti tomu infimum m množiny F, pak pro každé x z Jm 
platí f(x) m. Naopak ke každému číslu y > m lze najit 
takové a z Jx, že f(a) < y. Označme J'm interval (a, by, je-li 
a < 6, nebo interval <(&, áy, je-li a > b. Poněvadž funkce f 
je spojitá v Jx, je tím spíše spojitá v J'm, který je uzavřený; 
proto k číslu y existuje takové x z J't, a tedy také z Jm, £e 
f(x) = y. Toto x je jediné. Protože to platí pro každé y>m, 
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je intervalem Jy bud interval (in, co), nebo interval (m, co), 
a to podle toho, je-li funkce / definována v levém krajním 
bodu intervalu J x . 

c) Neexistuje-li infimum množiny F a existuje-li supre-
mum M této množiny, položme g(x) = — f(x). Pak má mno-
žina G hodnot g(x) infimum — M, ale nemá supremum; 
proto je podle odst. b) intervalem Jy pro funkci g bud inter-
val <— M, oo), nebo interval (— M, oo). Je tedy intervalem 
Jy pro funkci / bud interval (—co, My, nebo interval 
( -00, M). 

d) Není-li množina F omezená, pak hodnota f(x) pro každé 
xz Jx padne do intervalu (—00, 00). Naopak je-li y libovolné 

číslo, existují čísla a,b z Jx tak, 
že f(a) <y< f(b). Znak J'x bude 
mít týž význam jako v odst. a). 
Protože funkce / je spojitá v J x , 
je tím spíše spojitá v J'x, který 
je uzavřený; proto k číslu y exi-
stuje takové x z Jx, a tedy také 
z Jx, že f(x) = y. Toto x je opět 
jediné. Protože to platí pro každé 
y, je intervalem Jv interval 
(—co, 00). Tím je věta dokázána. 

Větu 43 ilustruje obr. 57, který je proveden pro funkci 
klesající a spojitou v uzavřeném intervalu Jx. Pro každé x 
z Jx hodnota f(x) padne do Jv a pro každé yzJv možno najít 
jediné x z Jx tak, že f(x) = y. 

Je-li funkce / monotonní a spojitá v intervalu J x , pak kaž-
dému x z Jx odpovídá určité a jediné y z Jy. To vyjadřuje 
vztah 

y=f(x). (a) 
Podle věty 43 odpovídá také každému yzJy určité a jediné x 
z Jx, můžeme tedy táké hodnotu x považovat za funkci někte-
rého y z Jy. Označíme-li tuto funkci písmenem g, pak je 

x = g(y), (b) 
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při čemž se v rovnicích (a) i (b) vyskytují tytéž hodnoty x 
a y\ obě rovnice tedy značí přesně totéž. Z rovnice (a) plyne 
rovnice (b) a také obráceně z rovnice (b) plyne rovnice (a). 

Dosadíme-li za y podle (a) do (b), dostaneme 

x = g[f(x)l 
a dosadíme-li za x podle (b) do (a), vyjde 

y = My)l 
Funkce / a g, které mají popsanou vlastnost, nazýváme na-
vzájem, inversními; funkce g je inversní k funkci / a naopak 
funkce / je inversní k funkci g. 

. . . . . , , . r o s t o u c í , v .. , 
Veta 44. J e - l i f u n k c e / j j | e s a j f c f a z á r o v e ň s p o j i t á 

v i n t e r v a l u J x , je f u n k c e g, k t e r á je i n v e r s n í k f u n k c i 

/, r o v n ě ž k i e s a j f c f a zároveň s p o j i t á v o d p o v í d a j í c í m 

i n t e r v a l u Jv. 
D ů k a z provedeme nejprve 

pro případ, že funkce / je ti 
rostoucí v J x . JJ 

Jsou-li Xy, x„ dvě libovolné 

C x, 

Obr. 58 

hodnoty z J x , které vyhovují 
nerovnosti xx ¡> x2, je f(x1) 
¡> f(x2). Zvolme dvě hodnoty 
ylt y2 z J v , pro něž platí yx < 
< y2 (obr. 58). K nim podle 
věty 43 existují dvě hodnoty 
xlt x2 z Jx tak, že f(xx) = yx, f(x2) = y2, při čemž f(xx) < f(x2). 
Pak ale musí také x1 < x2. Kdyby totiž xx ^ x2, muselo by 
být f(xx) ^ f(x2), ale to není. Protože xt = g{yx), x2 = g(y2), 
proto z nerovnosti yx < y2 plyne g(yx) < g(y2). Tím je 
dokázáno, že funkce g je rostoucí v «/„. 

Ještě je třeba dokázat, že g je spojitá v J„. Je-li c vnitřním 
bodem intervalu J x , nemůže být bod f(c) — ¿krajním bodem 
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intervalu Jy. Kdyby byl bod d krajním bodem intervalu Ju, 
musel by být bod c krajním bodem intervalu J x , jak plyne 
z druhého odstavce důkazu věty 43. Je tedy bod d vnitřním 
bodem intervalu Jy. Předpokládáme, že funkce / je spojitá 
v bodě c, t. j. je-li (ylt y2), kde yx < /(c) < y2, libovolné okolí 
bodu /(c) = d, pak k němu existuje takové okolí (xlt x2) 
bodu c, že ke každému x z (xv x2) hodnota f(x) padne do 
(Ví. Vi)< P ř i čemž Xj = g(yí), x2 = g(y2) (viz stále obr. 58). Pak 
ale také pro každé y z intervalu (ylt y2), pro něž platí yx < 
<y<y* je g(yi) < g(y) < g(y2) čili xx < g(y) < x2, t. j. 
hodnota g(y) padne do okolí (xlt x2) bodu c = g(d). Je tedy 
funkce g spojitá v bodě d. ^ 

Existuje-li krajní bod a intervalu J x , je /(o) •= b rovněž 
krajním bodem intervalu J v , neboť kdyby byl bod b vnitřním 
bodem.intervalu Jv, byl by bod a = g(b) podle předcházejí-
cího rovněž vnitřním bodem intervalu J x a to není. Je-li bod 
a levým krajním bodem intervalu J x , je v něm funkce / spo-
jitá zprava, t.'j. je-li < b, yx), kde yx > b, libovolné pravé okolí 
bodu f(a) = b, pak k němu existuje takové pravé okolí 
(a, x1) bodu a, že ke každému x z (a, xx) hodnota f(x) padne 
do (b, yj), při čemž xx = g(yí). Pak ale také pro každé y 
z intervalu <6, yx), pro něž platí b ^ y < y l , je g(b) ^ g(y) < 
< 9(yi)> Čili a g(y) < xlt t. j. hodnota g(y) padne do pra-
vého okolí (a, x t) bodu a = g(b). Je tedy funkce g spojitá 
zprava v bodě b. Obdobně bychom dokázali toto: Existuje-li 
pravý krajní bod b' intervalu Jy, je v něm funkce g spojitá 
zleva. 

Kdyby šlo o funkci klesající, nic by se na důkazu nezmě-
nilo až na to, že by se obrátilo znamení některých nerovností. 

Dosud jsme důsledně označovali proměnnou u funkce / 
písmenem x a u funkce g, která je inversní k funkci /, písme-
nem ¡/. Nebudeme to však již dále dělat, neboť vůbec nezáleží 
na tom, jak je proměnná označena. Proměnnou budeme ozna-
čovat, jak je všeobecným zvykem, písmenem x. V našem dří-
vějším označení rovnice y = f(x) a x = g(y) značí týž vztah, 
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y-m 

jímž jsou vázány hodnoty x a y. Obě rovnice jsou znázorněny 
touž křivkou. Vyměníme-li však ve druhé rovnici písmena x 
a y mezi sebou, dostaneme inversní funkci ve tvaru y = g(x). 
Jsou-li x a y souřadnice některého bodu na křivce y = f(x), 
pak bude na křivce y = g(x) ležet 
bod o souřadnicích ý, x, které jsou 
stejné až na pořádek. Je však zná-
mo, že body o souřadnicích x, y 
a y, x jsou souměrně položeny vzhle-
dem k přímce půlící úhel kladně 
orientovaných souřadnicových os. 
Proto je-li funkce y = f(x) znázor-
něna jakousi křivkou, je inversní 
funkce y = g(x) znázorněna křivkou Obr. 59 
souměrně položenou vzhledem k pře-
dešlé křivce podle přímky půlící úhel kladně orientovaných 
souřadnicových os (obr. 59). 

Než postoupíme dále, probereme si podrobněji některé in-
versní funkce. Nejprve prozkoumáme funkci inversní k funkci 

y = f(x) = z", n celé kladné. 

Protože je třeba, aby funkce /, k níž chceme konstruovat 
funkci inversní, byla monotonní, omezíme se jen na takový 
interval, v němž je funkce / rostoucí při každém celém klad-
ném n, t. j. na interval <0, oo). Funkce / je spojitá ve všech 
bodech tohoto intervalu (věta 16); proto k ní existuje inversní 
funkce g, jejímž oborem je interval <0, oo) a jež je rovněž 
spojitá v každém bodě tohoto intervalu. Inversní funkci g 
nazýváme n-tá odmocnina a značíme ji 

y = \ x, n celé kladné, x ^ 0; (o) 

při tom vyjde také y > 0. Rovnice (c) značí ovšem totéž jako 
rovnice 

x=y*, n celé kladné, y ¡> 0. (d) 
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Dosadíme-li z rovnice (c) za y do (d), dostaneme 

x = (|/x)n, x 2> 0; 

dosadíme-li naopak z rovnice (d) za x do (c), dostaneme 
n 

y = y ^ o . 
Poněvadž funkce / je rostoucí a spojitá v intervalu <0, oo), je 
také funkce g rostoucí a spojitá v intervalu <0, oo). 

i _ 

Pro n= 1 je y = |/x, což je totéž jako x = y1 = y. Je tedy 
1 _ _ 2 _ 

j/x - - x. Pro n = 2 píšeme zpravidla pouze ]/x místo ]/x. 

Při lichém kladném n můžeme rozšířit definici n-té odmoc-
niny i na záporné x vzhledem k tomu, že funkce / je pro liché 
n rostoucí a spojitá v celém intervalu (—oo, oo). Naproti 
tomu při s u d é m n ra-tou odmocninu záporného čísla neza-
v á d í m e . 

Z předcházejícího plyne, že ra-tá odmocnina (pokud je vů-
bec definována) je vždy definována j e d n o z n a č n ě . Zejména 

druhá odmocnina je vždy číslo 
n e z á p o r n é ; proto je třeba dávat 
pozor: platí vzorce 

} ' x 2 = [x| pro každé x, (44) 

] / l - s i n * x = | c o s x | , ^ 
]/l — cos2x = |sinx| 

Obr. 60 rovněž pro každé x. V těchto 
dvou vzorcích se často chybuje 

tím, že se značka absolutní hodnoty vynechává. 
Průběh funkce y = ]/x spolu s inversní funkcí y = x* (pro 

x ^ 0, y ^ 0) je znázorněn na obr. 60. Podobný průběh mají 
křivky i pro jiná n. 
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Pomocí odmocnin definujeme mocninu, jejímž mocnitelem 
V 

je libovolné racionální číslo:*) Je - l i x > 0 a n = —, k d e 

p, q j sou čísla celá a q > 0, r o z u m í m e z n a k e m xn 

Lze ukázat, že pro počítání s mocninami, jejichž mocnitelé 
jsou čísla racionální a jejichž základy jsou k l a d n á čísla, platí 
přesně táž pravidla jako pro počítání s mocninami, jejichž 
mocnitelé jsou čísla celá. # 

Dále si probereme funkci inversní k funkci y = sina;. Ta je 
spojitá pro každé x (věta 18), ale monotonní je jen v určitých 
intervalech; proto se při konstrukci inversní funkce omezíme 
na interval <— \n, v němž je funkce sina; rostoucí. Je-li 
— \ n = x = \n> Í e — 1 sina; <1 1, a proto je intervalem, 
v němž je definována funkce inversní, interval <—1,1) . 
Inversní funkci označujeme názvem arleusaiíms a zapisujeme 
ji x = arcsim/, při čemž — 1 ?/ 1. Volíme-li za pro-
měnnou písmeno x, jde o funkci 

(čteme arkussinus x), což znamená totéž jako 
x = siny, kde — \n y <1 \n. 

Z těchto rovnic opět dostáváme 
x = sin(arcsinx), — 1 z <1 1, 
y - arcsin(siny), — \n ^ y ^ \n. 

Vzhledem k tomu, že funkce sina; je v intervalu <(— \n , |7t> 
rostoucí, je i funkce arcsina; funkce rostoucí v intervalu 
<(—1,1). Průběh funkce arcsina; je znázorněn na obr. 61. 

Obdobně funkce y = cosa; je spojitá pro každé x, ale mono-
tonní je opět jen v určitých intervalech. Je třeba se omezit 

*) Názvem racionální číslo označujeme každé ilslo, které se dá 
vyjádřit ve tvaru zlomku, jehož čitatel i jmenovatel jsou čísla celá. 

« 

y = arcsina;, kde — 1 x 1 
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opět jen na takový interval, v němž je funkce cosx monoton-
ní; zpravidla to bývá interval ( 0 , T I ) , v němž je cosx funkcí 
klesající. Je-li 0 x ^ jr, je 1 ^ cosa; ̂  — 1, a proto je obo-

rem funkce inversní v tomto pří-
padě interval —1,1) . Inversní 
funkci nazýváme arkuskosinus 
a značíme x = arccosy, kde 
— 1 = V = !• Označíme-li pro-
měnnou písmenem x, máme 

y 
-arcci asA 

-1 

yarcsmx 

-¡n 

y = arccosx, kde — 1 <1 x 1 

(čteme arkuskosinus x), což zna-
mená totéž jako 

x — cosy, kde 0 <1 y ^ n . 
Funkce cosx je v intervalu <0, TI) 
klesající a spojitá, proto i funkce 
arccosx je v intervalu <(—1, 
klesající a spojitá (obr. 61). 

0 b r - 6 1 Funkce y = tgx je rostoucí 
a spojitá v každém intervalu 

(\(2k — l)7i, \{2k - f 1) n), kde k je celé. Abychom k ní mohli 
sestrojit funkci inversní, musíme si vybrat jeden z těchto 
intervalů. Zpravidla bereme interval (— JJT, \ri). Je-li 
— < x < \n , je tgx v intervalu (—00,00). Oborem 
inversní funkce je tedy interval (—00, 00). Inversní funkci 
nazýváme v tomto případě arkustangens a zapisujeme x = 
= arctgy. Označíme-li proměnnou zase písmenem x jako 
obvykle, máme 

y = arctgx pro každé x 

(čteme arkustangens x), což znamená totéž jako 

x = tgy, kde — \n < y < 

Funkce tgx j e v intervalu (— \N, \TÍ) rostoucí a spojitá, proto 
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je i funkce arctgz v intervalu (.— oo, co) rostoucí a spojitá. 
Průběh této funkce je znázorněn na obr. 62. 

Konečně funkce y = cotgx je klesající a spojitá v každém 
intervalu (for, (k 1) n), kde k je celé. K sestrojení inversní 

funkce bereme zpravidla interval (0, n). Je-li 0 < x < n, je 
cotgx v intervalu (—oo, oo). Oborem inversní funkce je tedy 
interval (—oo, oo). Nazýváme ji arkuskotangens a zapisujeme 
x = arccotgy. Rovnice 

y = arccotgx pro každé x 

(čteme arkuskotangens x) značí přesně totéž jako rovnice 

x = cotgy pro 0 < y < JI. 

Funkce cotga; je v intervalu (0, n) klesající a spojitá, proto je 
i funkce arccotga; v intervalu (—oo, oo) klesající a spojitá. 
Její průběh je znázorněn na obr. 62. 

Obr. 02 

141 



Funkce arcsinx, arccosx, arctgx, arcotgx se často nazývají 
společným jménem funkce cyklometrické. Jejich užití si uká-
žeme na příkladech. 

P ř í k l a d 53. Která x vyhovují rovnici siní = a, kde 
— i <;• a <: 1 ? 

Pokud — \n ^ x ^ lze tuto rovnici přepsat podle de-
finice funkce arcsin ve tvaru x = arcsina, což je jediné řešení 
dané rovnice v intervalu <— \n , \riy. Víme však, že podle 
vzorce (6) pro každé x je sin(x — 2kn) = sinx, kde k je celé; 
proto dané rovnici vyhovuje také každé x, které vyhovuje 
rovnici sin(x — 2kjt) = a, t. j. každé x, pro něž x — 2kn = 
— arcsina, čili 

x = 2kn -J- arcsina. 

Pro každé toto řešení platí — \rt ^ x — 2kn ^ \ti čili 
¿(4ifc— l)n?Lx<L \(±k+ 1)7t. 

Dále podle vzorce (16) pro každé x je sin(7r — x) = sinx, 
a tedy také sin(2£7i -(- TI — x) = sinx, kde k je celé. Proto 
dané rovnici vyhovují také taková x, která vyhovují rovnici 
sin[(2fe + 1) TI — x] = a, t. j. (2K 1) N — x = arcsina. 
Odtud dostáváme 

x = (2 k + 1) TI — arcsina. 

Každé z těchto řešení spadá do intervalu, pro nějž — 
<: (2fe+ 1)TT— x < ; \ t i , t. j. \(4k-\-\)n^x<^\(4:k + 
+ 3) n. Tím jsou všecky intervaly, a tedy také všecka řešeni, 
vyčerpány. 

P ř í k l a d 54. Dokážeme, že pro každé x je 

arctgx + arccotgx = \ n . 

Položíme y = arctgx, Čili x = tgy, kde — \n<.y < \7i. 
Vedle toho platí cotg(|;r — y) = tgy, takže cotg(|7t — y) = 

-- x. Avšak 0 < \TI — y < n, takže \n — y= arccotgx, při 
čemž y = arctgx. Je tedy vskutku arctgx -+- arccotgx = \TI. 
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Podobně lze dokázat, že pro — 1 ^ x ^ 1 je 
arcsinx + arccosx = \n . 

Obrátíme se nyní k derivacím inversních funkcí. Platí věta: 

Věta 45. J e - l i f u n k c e g m o n o t o n n í v i n t e r v a l u Jv 
a m á - l i v e v n i t ř n í m b o d ě y t o h o t o i n t e r v a l u d e r i v a c i 
g'(y) 4= 0, má f u n k c e / i n v e r s n í k f u n k c i g v b o d ě x = 
= g(y) d e r i v a c i f'(x) = 1 : g'{y). 

D ů k a z . Předpokládáme, že funkce g má v bodě y derivaci, 
t. j. předpokládáme, že existuje limita 

g'{y) = l i m ^ + ^ - ^ + 0 . 
a - 0 a 

To znamená, že ^ ~ g ( y ) = g'(y) + q>(h), kde <p je 

funkce proměnné h, jež je nekonečně malá v okolí bodu h= 0, 
t. j. lim^(A) — 0. Pro h = 0 není hodnota funkce <p defino-

a—0 

vána; položíme-li gp(0) = 0, je funkce <p spojitá v bodě h = 0. 
Označme g(y) = x, g(y + h) = x + k. Odtud plyne y = f(x), 
y + h = f(x + k). Potom pro fc =j= 0 je 

f ( x + k ) - f ( x ) h 1 

* 9(y + h)-g(y) g'(y) + <p{h)' 

Funkce g má v bodě y derivaci, proto j e v něm spojitá, a proto 
je také funkce / spojitá v bodě x. Protože h= f(x-\- k) — 
— f(x)> Í e také h spojitá funkce proměnné k v bodě k = 0, při 
čemž limÁ — 0. Protože <p(h) je spojitá funkce proměnné h 

*—o 
v bodě h = 0, je to také spojitá funkce proměnné k v bodě 
k = 0 (věta 41), takže limg?(&) - 0. Proto také existuje 

i—0 

derivace funkce / v bodě x a je rovna 

f'(x) = lim 1 1 i - o * *-o a'(y) + <p(h) g'(yí 
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Dokázané věty užijeme ke stanovení derivace inversních 
í _ I 

funkcí. Nejprve vezmeme funkci y = ]jx = a;e. Ta je defino-
vána v intervalu <(0, oo). Funkce k ní inversní je x = y*, 
kde y je v intervalu (0, co) a q je celé kladné. Tato funkce má 
v každém bodě y > 0 derivaci qy9~1 =|= 0. Proto podle věty 

Í _ 
45 má derivaci i funkce x a tato derivace je rovna 

» l i . 1 1 i " 1 

=—«*-» = — X = — X* 

qyt-i q q q 

Z tohoto výsledku nyní odvodíme derivaci mocniny xn 

s racionálním mocnitelem n = —, kde p, q jsou čísla celá 
? 

P I 
p 

a q > 0, v bodě x > 0. Je totiž x" = x q = (x9) . Pak podle 
pravidla o derivaci složených funkcí 

t í j L , 
(x»)'=p(xq) .(xq)'=pxq ,-xq = 

2 

3 S 

Dostáváme tedy vzorec 
(z»)' = M"- 1 , (46) 

platný pro libovolné racionální n a pro x > 0. Porovnáme-li 
jej se vzorcem (27) na str. 71, shledáváme, že je sním totožný; 
vzorec (46) však pro n žádá méně, pro x zato více. 

Dále dokážeme 

(arcsinz)' = , (arccosx)' = — . . , (47) 
J / l - x ® y i - r 1 

kde — 1 < x < 1. 

Je-li y = arcsina;, kde — l ^ x ^ l , je x = siny, kde 
— \ n = y = \ n - V každém vnitřním bodě y intervalu 
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\n , \7i) je (siny)' = cosy > 0; proto v každém vnitřním 
bodě x intervalu <—1,1 > existuje derivace funkce arcsinx. 
Avšak (siny)' = cosy = ]/ l — s in^ = ]/l — x2 (cosy > 0, 
a proto není třeba psát absolutní hodnotu). Je tedy 

(arcsinx)' = } = • 1 . 
• (siny) ]'l - x2 

Poněvadž dále arccosx = — arcsinx (příklad 54 konec), 
proto je (arccosx)' = — (arcsinx)', což platí opět pro — 1 < 
< x < l . 

Obdobně dostaneme 

(arctgx)' = , (arccotgx)' = — (48) 

pro každé x. 

Je-li y = arctgx, je x = tgy pro — \ n < . y < \n . Pak pro 

každé y z intervalu (— \n , \ n ) je (tgy)' = — ^ 4= 0, 
COS 

a proto pro každé x existuje derivace 

(arctga;)'= (¿ř = C O S V = T + W
 = r+V 

Poněvadž arccotgx = \ n — arctgx (příklad 54), proto 
(arccotgx)' = — (arctgx)' pro každé x. 

Píšeme-li nalezené vzorce ve tvaru integrálů, dostáváme 
x n + 1 

X" d x = — — (49) 
71 -j- 1 

pro každé racionální n =)= — 1 v intervalu (0, oo), 
dx 

. = arcsinx v intervalu (—1,1), (50) 
}'l — x2 

dx 
arctgx v Intervalu (—00, oo). (51) 

/ 

/ I 
l + x2 
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P ř í k l a d 55. (]/1 + x2)' = [(1 + a;2)*]' = + x*)~i 2x = £ 
= pro každé x podle pravidel o derivování slo-

]/l + z* ť 

žené funkce. 

Př ík lad 56. Máme stanovit derivaci funkce y = 
= arcsin(sinx). Tato funkce je definována pro každé x, neboť 
sina; je definován pro každé x a jeho hodnota je v intervalu 
<—1, !>; k této hodnotě lze vždy najít příslušný arkussinus. 
Derivaci počítáme podle pravidla o derivování složené 
funkce: 

, 1 cosa; 
V = ~ • cosa; = =••, 

1 — sin2a; |cosa;| • 

neboť l/ l — sin2x = |cosx| podle vzorce (45). Třeba rozlišo-
vat tři případy: (1) Je-li cosa; > 0, t. j. pro |(4fc — 1) n < 
< x < ¿(4k -f- 1) 7t, kde k je celé, je |cosx| = cosa; =)= 0, 
a pak y' — 1. (2) Je-li cosa; < 0, t. j. pro £(4k + 1) 7i < x < 
< £(4K 3) TI je |cosx| = — cosa; 4= 0, a pak y' = — 1. 
(3) Konečně pro x = \(2k -(- 1) n je cosx = 0 a derivace ne-
existuje. 

Zajímavý je průběh křivky y = arcsin(sina;) (obr. 63). Nej-
prve vidíme, že arcsin[sin(x -f- 2for)] = arcsin(sinx); je tedy 

studovaná funkce periodická s periodou 2TI. Vedle toho pro 
— %7i ^ x ^ je arcsin(sinx) = x (str. 139); je tedy naše 
funkce v intervalu \N, \TI ) zobrazena částí přímky y = 
= x. Pro \n ^ x <1 f TI je — TI — x ^ \TI, takže 
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P ř í k l a d 57. Integrál J t kde a 4= O, počítáme 

arcsin(sinx) = arcain[ain(7r — x ) ] = 71 — x \ funkce je tedy 
v intervalu §71) zobrazena částí přímky y = 71 — x . 
V bodech \ ( 2 k + 1) 71 derivace neexistuje a funkce tam na-
bývá krajních hodnot. 

dx 
\'ax+~b' 

substitucí ax -f- b = t; pak a d x = dt, takže 

/ • ^ . I f - . I f » . . 
J]lax+b aJ\t « J « \ 

= I Y A X + B + C 

v intervalu / — — , 00), je-li a > 0, a v intervalu l—co, ——V 
\ a J \ aJ 

je-li a < 0; musí totiž vždy a x + b > 0 . 

/ dx 
a* ¿t' k^e a =)= 0, počítáme sub-

stitucí x = a t , d x = a dť. Dostaneme 

/ dx _ r adt _ 1 r dí _ 

a2 + x 2 ~ J a2 +aH2~~a J 1 + t 2 ~ 
1 l a ; 

= — arctgť = — arctg 1- c a a a 
v intervalu (—00, 00). 

P ř í k l a d 59. Integrál / J / f — aPdxv intervalu (—1, 1) po-
čítáme po částech. Položíme — a ,̂ t»' = 1; pak je 
u ' = x ^ , v = x , takže 
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— l/l — X2, 

Zlomek v posledním integrálu upravíme takto: 

x2 _ 1 — (1 - a?) 1 

J / f ^ 2 ~~ 1'1 - z2 = 

neboť 1 > x2. Pak 

takže 
/ y i — x2 dx = | xVl — x2 + | arcsinx + c. 

Můžeme však počítat také substitucí x = siní.dx = cosi dí. 
Aby byl i obrácený přechod od t k x jednoznačný, omezí-
me se-na / z intervalu (— \TI), takže t = arcsinx. Po do-
sazení máme 

/ j / l — X2 dx = / j / l — sin2«. cosť di = /cosH dt, 

neboť cos/ > 0, takže y i — sin2/ = cos/. Poněvadž cos2/ = 
= 1 — sin2/, je 

/cos2/ dt = ¡(1 — sin2/) dZ = fdt — /sin2/ dZ = 
= / — \(t — siní cos/) 

podle příkladu 42. Zavedeme-li sem opět původní proměnnou 
x, dostaneme 

/ y i — X2 dx = £ (arcsinx + xj ; l — x2) + c. 

T ? " 

l 
/ x 2 dx 

t — budeme počítat substitucí 

o 

x = tg/, dx = — ^ i při čemž proměnnou t omezíme opět na 
interval (— \n , \n) . Pak je / = arctgx, takže dolní mez po 
tomto dosazení bude arctgO = 0 a horní mez arctgl = 
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DOSTÁVÁME TEDY 
1 in in 

/ X2DX R TG H _DÍ_ ŘSIN8< _ 
1 + X2 = J I + TG2I ' ČÓSH COS2« ~~ 

o o o 
= [tgí - t f r = 1 - J* 

PODLE PŘIKLADU 40. 

Cvičení. 
71. STANOVTE FUNKCI INVERSNÍ K FUNKCI: A)—, B) , 

x x1 

O) ] /L - X2, D) E) — . 
^ [ l + I 8 j / l — X2 

72. JAKÝ TVAR MUSÍ MÍT GRAF FUNKCE /(X), ABY BYLA FUNKCE 
INVERSNÍ TOTOŽNÁ S FUNKCÍ PŮVODNÍ? 

73. NALEZNĚTE VŠECKA ŘEŠENÍ ROVNICE A) TGX = a, B) COSX = 
= a, KDE — 1 ^ a 1, C) COTGX = a. • 

74. DOKAŽTE, ŽE A) ARCSINX = ARCCOS]/L — X8 PRO 0 ̂  x ^ 
^ 1, ARCSINX - — ARCCOSYI — X2 PRO — 1 < X<^ 0, B) 

x ARCSINX — ARCTG . PRO — 1 < x < 1, C) ARCTGX 
[ 1 — x8 

= ARCSIN -¡- , D) ARCSINF— X) = — ARCSINX PRO — 1 < 
yi + xa ~ 

^ X < 1, E) ARCTG(— X) = — ARCTGX, F) ARCCOS(— X) = TI — 
— ARCCOSX PRO — 1 X ^ 1, G) AROCOTG(— x) = TI — 
— ARCCOTGX. 

75. A) JE-LI xxx2 0 NEBO XX
8 + XA

A <1 1, JE ARCSINXJ + 
ARCŠINXA= ARCSINÍXIL/L — XA

8 + XAYI — XJ2); JE-LI XT
2 + 

+ X| > 1 A JSOU-LI ČÍSLA xv XA KLADNÁ, JE ARCSIN̂ J + ARCSINXA = 
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= n — arcs infoyi — x| + a^V* — x\)> je_li x i + x \ > 1 a 

jsou-li čísla xlt x2 záporná, je arcsinxj arcsinx2 = — 71 — 
— arcsin(a;iyi — x2 4" xa|/l — a;}), b) Je-li XjXj < 1, je 

arctgXj -f- arctgx2 = arctg X i ; je-li xxx2 > 1 a jsou-li 
1 — XJX2 

čísla xlt x2 kladná, je arctgXj 4- arctgx2 = arctg ^ "K^2 

1 x^x2 

4- n\ je-li XjX2 > l a jsou-li čísla xv x2 záporná, je arctgXj -(-
X I X 

4- arctgx, = arctg ^-í — TI. Dokažte. 
1 — XyX2 

76. Stanovte derivaci funkcí: a) l/xj/zj/aT b) ]/3x + 5, 

c) Vl - x 2 , d) x]/x^n, e)]/x + j/xTf) - arctg—, a 4= 0, 
Q> & 

g) arcsin a 4= 0, h) (arcsinx)2, i) arcsinyi — xa, 

. x+1 . 2x x+ 1 
1) arctg k) arcsin — — 1 ) arccos x — l 14- x2 x — 1 

77. Vyšetřte průběh funkcí: a) arcsin — , b) arccos —, x x 

c) arctg —, d) arccotg —, e) arccos (cosx), f) arcsin(cosx), x x 
g) arctg(tgx), h) arctg(cotgx). 

78. Určete primitivní funkce k daným funkcím: a) \x^x,~ 
b) F+1 'c) yf^'d) yfW1 e)"V?TT: f) 

1 x arctgx 1 x2 

I + T g ) 1+7 ' ' h | ráft + 2 cafx• 111/^—f a > 

i ) * 

V 
y x ( 2 — x ) ' 
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79. Integrací po částech vypočtěte: a) fx arctgx dx, 
b) /arcsinxdx, c) fx arcsinx dx, d) /},;3— 2x2dx, 

e) — 5x — x2 dx. 
i m 

80. Vypočtěte integrály: a) dx, m, n celá čísla, 
o 

i m 
í* x dy 

*+»•c) J p ^ ' a + 0, 
o o 

ia a . 

d) a > 0, e) J * j / a 2 - x 2 dx,a > 0. 

I X . L O G A R I T M U S A OBECNÁ MOCNINA 

Dovedeme již integrovat funkci xn v intervalu (0, oo) pro 
každé racionální číslo n 4= — 1 podle vzorce (46). Zbývá nám 
ještě výjimka pro x =. — 1. Této výjimky si v této kapitole 
všimneme blíže. Je-li tedy n = — 1, jde o funkci /(x) = 
Tato funkce je, jak víme, spojitá v intervalech (—oo, 0), 
(0, oo) (věta 16). Vezmeme si jeden z nich. Bude to interval 
(0, oo). Jsou-li a, x dvě čísla z tohoto intervalu, existuje podle 
věty 33 integrál 

a 
Věta 33 sice předpokládá, že je a < x, ale tento předpoklad 
není podstatný vzhledem k definicím (31) a (32). Považuje-
me-li x za proměnnou, je F(x) funkce této proměnné spojitá 
v každém bodě intervalu (0, oo) (věta 37). Poněvadž dále 
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funkce f(x) = — je spojitá v každém bodě x intervalu x 
(0, oo), funkce F má v každém tomto bodě derivaci, při čemž 
je F (x) = f(x) (věta 38), a funkce F(x) je tedy primitivní 

funkce k funkci f(x) = i . Tím je dokázáno, že v intervalu 

(0, oo) existuje primitivní funkce k funkci f(x) = —. Potom 
x 

podle věty 39 existuje primitivních funkcí nekonečně mnoho 
a všecky tyto funkce se navzájem liší o integrační konstantu. 
Vezmeme si jednu určitou z nich a integrační konstantu bu-
deme fixovat tak, že budeme žádat, aby pro x = 1 byla hod-
nota této funkce rovna nule. Takto definovaná funkce je 
velmi důležitá v diferenciálním a integrálním počtu a nazývá 
se přirozený logaritmus čísla x (značka lgx); při tom je x libo-
volné číslo z intervalu (0, oo). Tak dospíváme ke vzorcům 

/ 

(l?x)' = - i pro X > 0, lgl = 0, (52) 

dx 
— ; lgx v intervalu (0, oo), lgl = 0. 
x 

Oba poslední řádky vyjadřují jedno a totéž. Vedle toho je 
podle (33) 

/ = lgx — lgl = lgx 

Čili 

lgx = J Í L , kde X > 0. (53) 

i 

Tím je pro každé x > 0 definováno určité číslo lgx; pro x ^ 0 
hodnota lgx definována není. 
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Funkce f(x) = — je však také spojitá v intervalu (—oo, 0); 

proto také v tomto intervalu k ní existuje primitivní funkce. 
Je-li x < 0, je — x > 0, a pak je definována hodnota lg(—x). 
Pak podle (42) je 

[ lg ( -* ) ] '= - * - • ( - 1 ) = 
— x x 

To však znamená, že primitivní funkcí k funkci f(x) = 

v intervalu (— oo, 0) je funkce lg(— x). Pro x < 0 však je 

— x = \x\ \ pro x > 0 je Ixl = x. Proto funkce f(x) =— má za 
x 

primitivní funkci funkci lg|x| v každém z obou intervalů, 
v němž je funkce f(x) spojitá, t. j. platí 

/ 
dx 
—— = lg|x| v intervalech (—oo, 0), (0, oo). (54) 

Nyní si odvodíme některé vlastnosti funkce lga;. 
Je-li a > 0,6 > 0, je také ab > 0. Potom existují integrály 
a ab 

/ dť rdt 
— a I — , a proto podle (53) a podle věty 36 je 

1 a 

ab a ab 

1 1 a 

První integrál vpravo je lga. Druhý integrál upravíme substi-
tucí t = au, dř = adw. Odtud u=t:a, takže pro t = a je 
u = 1 a pro t = ab je u = b. Máme tedy 

ab b b 
r diL= f d u 

J t J au J u 
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Tím dostáváme vzorec 
lgab = lga + lg b, (55) 

platný pro každé a > 0, b > 0. 
Dosadíme-li do vzorce (55) ab = alt je a = ax : b, neboť 

b > 0 podle předpokladu učiněného na počátku. Dostáváme 
tak 

l g a i = l g ^ - + lg& 

a odtud opět pro každé a > 0, b > 0 

lg -^-= l g a - l g ů (56) 

(v posledním vzorci je psáno a místo a1). 
Je-li dále b libovolné racionální číslo a a > 0, je 

a» 

1 

Zavedeme substituci t = ub\ pak podle (46) je dř = ďzí 4 - 1 dw. 

Potom u = f, takže pro t = 1 je u = 1 a pro t = ab je 
u= a. Máme tedy 

a a 
. . f bub~1 áu , fdu , , 
l e a b = J - ^ r - = b i J i r = = b - l 8 a ' 

i i 

t.j. 
1ga* = b. lga, (57) 

pro každé racionální Číslo b a pro a > 0. 
Věta 46. Funkce lgxje spojitá a rostoucí v intervalu 

(0, oo); je-li x> 1, je lga; > 0, je-li 0 < x < l , j e l g s < 0 ; 
vedle toho je limlga; — oo, limlga; -- — oo. 

z-» co x-*0+ 
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Důkaz. To, že funkce lgx je spojitá v intervalu (0, oo), 
bylo dokázáno již na str. 151. Je třeba dále dokázat, že je ros-
toucí. Zvolme dvě čísla > 0, xa > 0. Platí 

X, Xt Xt X , 

1 1 X, Xx 

podle věty 36. Je-li 
•Ĉ  ^ 3/2 8» ]6* li t libovolný bod z intervalu 

(xlt x2>, pak pro každé toto t platí t ^ a;,, — — . Potom 
t x2 podle věty 34 

ň í ^ r k i * f ^ ^ ^ i . 
J ť J xa J ř »^a 
I , Xí 

X, 

/ dť 
y > 0. Plyne tedy z pod-

minky (a) X, 

/ d t 
~T > lgXl' 

Xx To však značí, že funkce lgx je rostoucí v intervalu (0, oo). 
Je-li x > 1, je tedy lgx > lgl = 0, je-li 0 < x < 1, je 
lgx < lgl = 0. 

Ještě zbývá dokázat, že limlgx = oo, t. j. že ke každému 
X-+W 

číslu k > 0 dovedeme nalézt takové Číslo a > 0, že pro 
všechna x > a je lgx > k (viz str. 36). Abychom to dokázaJi, 
všimněme si, že 2 > 1, a proto lg2 > 0. Je-li dáno libovolné 
číslo k > 0, existuje takové celé a kladné číslo n, že n lg2 > 
> k čili lg2" > k. Pak pro každé x > 2» je lgx > lg2" > k. 
Je tedy a = 2n a tvTzení je dokázáno. Vedle toho podle (56) 
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je lg — = — lgx, neboť lgl = 0. Podle toho limlga; = x 

= — limlg — = — oo. Tím je dokázána celá věta 46. 
i m

 X 
—-HD S 

Poslední tvrzení této věty fenamená toto: Roste-lí x nade 
všecky meze, roste také \gx nade všecky meze; blíží-li se x 

Obr. 64 

k nule (ovšem zprava), klesá lgx pod jakoukoli hodnotu. 
Průběh funkce y = Igx (spolu s funkcí k ní inversní) je zná-
zorněn na obr. 64. 

Příklad 61. Stanovit derivaci funkce f(x) = \g(x? + 1). 
Pro každé x je x2 + 1 > 0» a proto je funkce f(x) definová-

na pro každé x. Podle (42) a (52) je 

f'(x) = . ! , . 2x = -^-z- pro každé x. ' v ' x2+ 1 z2 + 1 r 

Příklad 62. Vyšetřit průběh funkce f{x) = Igsin*. 
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Poněvadž sinx > 0, pokud x vyhovuje nerovnostem 
2kn < x < (2k + 1) n, kde k je celé, je funkce f(x) = lgsinx 
definována jen pro tato x. Pro tato x je podle (52) a (42) 

/'(x) = —7—— . cosx = cotgx. ' K ' sinx * 

Pro x = 2kn + \n = £(4 k + \)n je /'(x) = cotgx = 0, 
kdežto pro každé x z intervalu (2kn, \(4k -f- 1) 71) je /'(z) = 

0 n 2J\ 3n 
f ^ n 

Obr. 65 

= cotgx > 0 a pro každé x z intervalu (\(4k-\- 1) TI, (2k + 
+ 1) TI) je /'(x) = cotgx < 0. Proto funkce /(x) = lgsinx na-
bývá maxima pro x = |(4K + 1) TI. Toto maximum je rovno 
nule. Průběh dané funkce je znázorněn na obr. 65. 

Příklad 63. Abychom určili integrál flgx dx, který je de-
finován v intervalu (0, 00), neboť v tomto intervalu je funkce 
lgx spojitá, užijeme methody integrace po částech. Položíme 

u = lgx, v' = 1; pak je v! = —, v = x, takže J"lgx dx = 

= x lgx — • xdx = x lgx — x + c v intervalu (0, 00). 

/
dx 

. který má smysl v těch inter-valech, v nichž je sinx 4= 0, t. j. v intervalech (kn, ( 4 + 1) n), 
kde k je číslo celé, určíme takto: 
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r j x _ = r B i n ^ x + cos^x d x = J_ f ainfrc ^ * 
/ sinx I 2 sinjx cosjx 2 J cos^x 

I f c o s ^ 
2 J sinjx 

neboř sinx = 2 sinjx cosjx podle (10) a 1 = sin2Jx cos2|x 
podle (12). Abychom ustanovili první integrál, položíme 
cos^x = í; pak je dť = — \ sin Jx dx. Proto 

í - / t = - l g l < l = - l g ' c o s ^ 
podle (64). Druhý integrál určíme substitucí sinjx = u, 
du = Jcos^x dx, takže 

1 /*cos|x d x = í d u = j |M| = 

2 I sinjx J u 11 

Je tedy celkem 

/

dx 

- 7 — = - lg|cosJx| + lg|sinjx| = lg|tgjx| + c sinx 
podle (56). 

Kontrola: Je-li x v intervalu (kyz, (k + 1) 71), kde k je celé, 
je \kn< \x < \{k 1) 71. Jsou dvě možnosti: (1) Je-li k 
sudé, t. j. je-li k = 2h, kde h je opět celé, je hji < \x < 
< J(2A + 1) TI. Pak je tgjx > 0 a |tg£x| = tgjx, takže 

1 1 

2 sinjx cos|x sinx 

(2) Je-li k liché, t. j. je-li k = 2h — 1, kde h je celé, je \{2h — 
— 1) 71 < \x < hn. Pak je tg£x < 0 a |tg£x| = — tgjx, 
takže 
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(ig|tgM)' = Dg(- tgl*)]' 
— 1 1 1 

Příklad 65. Integrál J •, kde a 4= Oje konstanta, 

— tg^a;' cos2£x * 2 2 sinjx cosjx sinx 

Bylo tedy počítáno správně. 
dx 

existuje, pokud a;8 > — a, t. j. pro a > 0 v intervalu (—oo, 
oo) a pro a < O v intervalech (—oo, — ]/—a) a — a, oo). 
Pro výpočet daného integrálu je vhodná substituce 

]/x2 + a = t —x (b) 
čili 

t = x + j^x8 + a. (c) 

Tím je ke každému x jednoznačně přiřazeno určité t. Pokud 
a 4= O, je také t 4= O, neboť pro t = O bychom dostali 
]jx2 -f- a = — x; tento vztah může být splněn jen tehdy, když 
je x8 + a = x2 čili když a = O, ale to podle našeho předpo-
kladu není. Z rovnice (b) plyne 

x2 + a = t2 — 2tx + a;2 

a odtud 
t2—a -, neboť t + 0. 

21 

Tím je ke každému t jednoznačně přiřazeno určité x. Odtud 
vyplývá 

t2 — a _t2+ a 
1fxl+a=t-x=t- - 2í 

a vedle toho 

ů x = L ^ . t - ( t 2 - a ) . l t 1 ± a d t 

2 ť8 2ía 
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Číslo ťa + o = 2t]/x2 + o je vždy různé od nuly. Kdyby tq-
tiž <a + o = 0, bylo by ]]x* + a — 0, a to není, neboť xa > 
> — a. Je tedy 

2t 

Nalezli jsme tedy výsledek 

f W f 7 = l g í x + ^~al. <58) 

v. intervalu (—oo, oo) pro a > 0 a 
v intervalech (—oo, — j/ — a), (]/—a, co) pro a < 0. 

Podle"věty 46 je funkce lgx rostoucí a spojitá v intervalu 
(0, oo). Poněvadž limlgx = oo, limlgx = — oo, vyplňují 

všecky hodnoty lgx interval (—oo, oo), a proto také ke kaž-
dému číslu y existuje jedine číslo x tak, že lgx = y (viz větu 
43). To znamená, že k funkci lgx existuje funkce inversní. 
Tuto inversní funkci označíme (prozatím) E(x); jejím oborem 
je interval (—oo, oo) a v tomto intervalu je to podle věty 44 
funkce rostoucí a spojitá. Pro y > 1 je x = lgy > 0, pro 
0 < y < l je x = lgy < 0, lgl = 0; nroto pro x > 0 je 
y = E(x) > 1, pro x < 0 je 0 < y = E(x) < 1, E(0) = 1. 
Vedle toho je limE(x) = oo, limE(x) = 0. Průběh funkce 

z-*ao x~*—oo 
y — E(x) je vedle funkce y = lgx znázorněn na obr. 64. 

Rovnice y = E(x) je tedy totožná s rovnicí x = \gy, kde 
y > 0. Přepišme nyní rovnice (55) až (57) tak, abychom tam 
saísto funkce lgx měli funkci inversní E(x). Položme 

lg o = r, lg6 = a čili o = E(r), b = E(s). 
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Pak je ab = E(r) . E(s). Podle (55) je lgdb = lga + lgb = 
r + 8, takže ab = E(r + s), čili 

E(r) . &(s) = E(r + s) pro každé r a s , (d) 
což je rovnice ekvivalentní s rovnicí (55). 

a E(r) Podobně přepíšeme rovnici (56). Je — = . Podle (56) 
b E(s) 

a a je lg — = lga — lgi = r — 8, takže — = E(r — «), čili 
.o b 

rr/_\ 
= E(ri— a) pro každé r a a. (e) 

Přepišme ještě rovnici (57). Poněvadž a = E{r), proto 
ab = Eb(r), kde b je racionální; při tom Eb(r) značí totéž jako 
[£(r)]6. Podle (57) je lga" = b lga = br. Proto ab = E(br), 
takže 

E"(r) = E(br) pro racionální b a pro každé r. (f) 

Tato rovnice však má důležitý význam. Hodnota E(x) je 
definována pro každé x, proto má také pravá strana rovnice 
(f) smysl pro každé b (a ovšem také pro každé r), a proto má 
smysl také levá strana. Je-li b racionální, značí levá strana 
rovnice (f) 6-tou mocninu čísla E(r) = a, je-li b irracionální, 
bude nám rovnice (f) sloužit za definici mocniny čísla E(r) = 
= a s irracionálním mocnitelem b.*) Podle toho je tedy 

ab = E(br), kde r = lga, b libovolné. (g) 

Avšak rovnici (g) můžeme přepsat ve tvaru lga6 = br = 
= b lga; proto vzorec (57) platí pro každé a > O a pro každé 
6 (a ne jen pro b racionální, jak bylo uvedeno na str. 154;. 

Protože hodnota E(x) je Tlefinována pro každé x, je defino-
vána i pro x=l. Hodnotu E(l) budeme označovat písme-

*) Irracionální jsou všecka iisla, která nejsou racionální, t. j. 
vgecka čísla, která se nedaji vyjádřit ve tvaru zlomku, jehož čitatelem 
a jmenovatelem jsou čisla celá (viz str. 9). 
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nem e. Je tedy e takové číslo, že lge = 1. Číslo e se jmenuje 
základ přirozených logaritmů. Je to číslo irracionální a lze vy-
počítat, že e = 2,718281828... (tečky značí, že v uvedeném 
Čísle jsou další desetinná místa vynechána). Jestliže tedy 
vrovnioi (g) položímer = 1, je o = e, takže 

E(b) = e" pro každé b. 
Přepíšeme-li podle toho rovnice (d) až (f), máme 

e r . e' = er+«, . (59) 
e«": e' = er~', (60) 

(er)* = er< (61) 

pro každé r, s. Funkci e® = E(x) právě definovanou označu-
jeme názvem exponenciální funkce. Výsledky našich úvah 
můžeme tedy vyslovit větou: 

Víta 47. Exponenciální funkce e® je spojitá a ros-
toucí v intervalu (—oo oo); je-li x > 0, je e® > 1, je-li 
x < 0, je 0 < e® < 1; vedle toho je lime® = oo, limě® = 0. 

o x-*-—00 
Stanovme nyní derivaci funkce e® v bodě x. Je-li y = e®, 

značí to totéž jako x = lgy, kde y > 0 Protože inversní 
funkce lgy má derivaci v bodě y, která je rovna 1 : y, je podle 
věty 45 

1 1 

(ex) = = = v = e®. 
( to) ' i - y y 

Platí tedy vzorec 
(e*)' = e® pro každé x. (62) 

Proto také 

/e® dx = e® v intervťtlu (— oo, oo). (63) 

Obraťme se k mocninám o libovolném základu a o libovol-
ném mocniteli. Podle rovnice (g) je 

ab = e6 'e" pro každé a > 0 a pro každé b. (64) 
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Proto podle (59) až (61) je 
aT . a* = er Iga . e* Iga = e<T + »>lga = ar + 
ar :b*= eřlga : e*1«« = e<r—s>lga = ar~ ', 

(ar)« = (eřlga)* = e"lga = ar«. 
Vedle toho je ještě l ř = erlgl = é6 = 1 a dále 

ar ,bT= eřlga . er,g4 = e'̂ ®" + = erlgab = (ab)r. 
Pro mocniny definované rovnicí (64) platí tedy beze změny 
všecka pravidla, která platí pro počítání s mocninami, jejichž 
mocnitelé jsou Čísla racionální. Můžeme tedy všech zná-
npiých pravidel o počítání s mocninami beze změny užívat 
i pro mocniny s mocniteli irracionálními. 

Jestliže av = x, kde a > 0, a 4= 1, y je libovolné a x > 0, 
nazýváme číslo y logaritmem, čísla x o základu a. Zapisujeme to 

y = log,^. (h) 

Rovnice (h) značí tedy přesně totéž jako rovnice 

x = a", kde a > 0, a + 1. (i) 

Utvoříme-li přirozené logaritmy na obou stranách rovnice (i), 
vychází 

lga: = y lg®-
Poněvadž je a 4= 1, je lga 4= 0, proto y = lga;: lga, takže 

loga* = (65) lga 
Tím je dán přechod mezi logaritmy o základu a a logaritmy 
přirozenými. Dosadíme-li do rovnice (65) x = a, máme 

Je tedy logaritmus základu vždy roven jedné; to byl důvod, 
proč jsme číslo e, které má tu vlastnost, že lge = 1, nazvali 
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základem přirozených logaritmů. Pro praktické počífání se 
užívá nejčastěji logaritmů o základu 10, které se nazývají 
dekadické. Dekadický logaritmus čísla a označujeme zpra-
vidla znakem loga. Pro diferenciální a integrální počet však 
vyhovují lépe logaritmy přirozené, neboť, jak ještě uvidíme, 
mnohé vzorce pro logaritmy přirozené jsou jednodušší než 
pro logaritmy o jiném základu. 

Odvodíme si ještě derivace některých dalších funkcL Je-li 
/(x) = zn, kde n je libovolné číslo a x > 0, pak /(<r) = en,gI; 
proto 

1 x" f'(x) = enl«x . n . —= n. — = rax"-1,-x x 
takže vzorec 

(x")' = nx»-*, x > 0, (66) 

který jsme zprvu odvodili jen pro,celé n a později jsme jej 
rozšířili i na n racionální, platí nyní pro libovolné n. Proto 
také vzorec 

/ 
3*1+1 

xn áx = — — , n + — 1 v intervalu (0, oo) (67) 
n -f— 1 

platí i pro každé irracionální číslo n =(= — 1. 
Je-li f(x) = ax= e®1«", kde a > 0 je konstanta různá od 

1 a x libovolné, je /'(x) = ex lga . lgá = a® . lga, takže platí 
(a®)' = a® . lga pro každé x a 1 =+= a > 0. (68) 

Odtud lehko vyplývá 

a® dx = -pí- . a® pro 1 + a > 0 v intervalu (— oo, oo). (69) lga 
lgx 1 1 Je-li /(x) - log0x - — , je /'(x) = — . —, takže lga lga x 

(logax)' = - ¡Í - , x > 0, 1 * a > 0. (70) x lga 
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Naše dosavadní úvahy nám ovšem nic neříkají o tom, jak 
se vypočtou hodnoty funkcí lgx a e®, obecněji log„x a ax. 
Tyto hodnoty bývají sestaveny v různých tabulkách a k je-
jich výpočtu se užívá prostředku, o němž se v této knížce 
nezmiňujeme. Jsou to t. zv. nekonečné řady. O nich se lze 
blíže poučit třeba v knížce J. Výšina ,,0 nekonečných řa-
dách", která vyšla jako 45. svazek sbírky Cesta k vědění, 
nebo v každé učebnici diferenciálního počtu. 

Příklad 66. Stanovit derivaci funkce f{x) = xx. 
Tato funkce je definována pro každé x > 0. Je f(x) = 

= e1 Igz, a proto podle pravidla pro derivování funkcí slože-
ných 

f'(x) = e*lg* | l . Igx + x. -i-j = x'(lgx + 1). 

Příklad 67. Vypočísti / ^dar . ti r e -j 
o 

a-® 

Vypočteme nejprve příslušnou primitivní funkci. Funkce 
qX g— W 

j-—— je spojitá pro každé x, proto daný integrál existuje. 
Pro každé x je e® > 0. Zavedeme substituci e® = t, při čemž 

/

e s g— x pit l dř 

dx = I ——.—. 
ex+e~' J í2 + 1 t 

. v * t* — 1 2ť 1 A n 2 - 1 dř 
A v S a k ^ + T ) 7 = ť T q n - T ' P r o t o J í í + T - T = 

/ 2tdt Cdt t* 4- 1 
= lg(e® + e-®) + c. Absolutní hodnoty nepíšeme, neboť 

i 

/ g® g-X 
; dX = 

e® + e~® 
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= Pg(e* + e—)]J = lg(e + e"*) - lg(e» + e~°) = lg(e + 
e2 -J- 1 

+ e-i) - lg2 = Ig 

Cvičeni. 
81. Pro čísla a, b, c platí: I 4 = a > 0 , l + 6 > 0 , 1 = M > 0 . 

Dokažte: a) log„6 . log6o = 1 , b) loga6 . log6o . log^a = 1, 
log„c . logjc c) l 0 g o C = l o g „ 6 . logfcC, d ) l o g ^ c : logac + log6c' 

82. Dokažte: a) Je-li 0 < xx < x2 a a > 1, je l o g ^ < 
< log„xa a ax> < b) je-li 0 < xt < x2 a 0 < a < 1, je 
loga^i > logaz2 a a'' > a1*. 

83. a) Dokažte, že lg(l + ^ 1, lg(l + ^ 1. 

n celé kladné, b) Odtud odvoďte, že (l 4- -i-j <1 e + 

1 \n+1 ( 1 \n 

-| 1 a e = lim 1-j 1 . c) Dokažte, že odtud dále n I w / 

plyne e* = lim (l -)- —) . 
n-»cA » / 

84. Dokažte: a) Je-li f(x) = lgg(x), je f'(x) = pro 
9\x) 

každé x, pro něž g(x) > 0. b) f ^ ̂ — = lg|<7(a;)| ve všech 
J 0(x) 

intervalech, v nichž je buď g(x) > 0, nebo g(x) < 0. 

85. Nalezněte derivace funkcí: a) x Igx — x, b) lgtgz, 

c) lgx(x + 1), d) lg(z + o, * 0, e) lgj/j-ŽpA 

f) lglg«, g) h) e»(sinx - COBX), i) j) 
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86. Určete primitivní funkce k funkcím: a) —i—, b) 
x -)- 1 

x + 1 * 1 z2 v 2 x „ , 1 , lgx 
Í = T C ) fa+T d ) 7 = 2 ' 6 ) *+!' f ) t g * ' g ) h ) T ' 

i) e~*, j) * 0, k) zlgx, 1) x2ex, m) e*sina;, n) 
cos«. 
87. Racionální lomenou funkci, jejíž jmenovatel je mnoho-

člen prvého stupně a čitatel není konstanta, integrujeme tak, 
že nejprve dělíme čitatele jmenovatelem, čímž dostaneme 
jednak integrál mnohočlenu, jednak integrál tvaru 
r k I —r dar, kde a, b, k jsou konstanty, při čemž a 4= 0. 

J ax + b 

Určete podle toho: a) I — ^ dx, b) I - X dx, 
J x J x — 2 

0, f ^ J dx, d) f ^ é x . 

• ' f dx 
88. Integrál tvaru I — ;—•—, kde a, b, c jsou kon-

6 J ax* + bx+ c J 

stanty, při čemž a 4= 0, může být trojího typu: 
I. Lze-li jmenovatele rozložit v součin dvou různých 

mnohočlenů prvního stupně (to nastane tehdy, když má rov-
nice axs bx + c = 0 dva různé kořeny r a s Čili když 
b* — 4ac > Oj, je 

l = — l — . / — —V 
ax2-\-bx-{ c a(r — s) la; — r x — sj 

Tím převedeme daný integrál v rozdíl dvou integrálů jedno-
dušších. 

II. Nelze-li jmenovatele^rozložit v součin (to nastane teh-
dy, když rovnice ax8 + bx c = 0 nemá reálné kořeny čili 
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když b2 — 4ac < 0), je axa + bx + c = a |x + -^-j? + 
4oc 6a 6 H a integrál převedeme substitucí x + —— = 4a 2 a 
V 4ac 6a 

= -—- . t na integrál tvaru (51). Ztd 
III. Je-li jmenovatel (nejvýše až na multiplikativní kon-

stantu) druhou mooninou mnohočlenu prvního stupně (to 
nastane, když rovnice axa bx + c = 0 má dvojnásobný 
kořen čili když 6a — 4ac = 0), je axa + bx -j- c = a|x + 
+ a integrál počítáme substitucí x = t. 

2a/ 2a 
Jsou-li k, h konstanty, pak integrál 

/ 
k x + h áx=-Ž-lg\a*2 + bx + c\ + 

ax2 + bx + c 2a 
dx 

+ ax2 4-bx-\- c 
Dokažte. 

Je-li čitatel vyššího stupně než prvního, dělíme nejprve 
čitatele jmenovatelem jako ve cvič. 87. 

Podle tohoto návodu lze počítat každý integrál z racionální 
funkce lomené, jejímž jmenovatelem je mnohočlen druhého 
stupně. Vypočtěte podle toho integrály: 

r 5x — 4 r x* dx 
a) J x2 — 8x 12 b ) J 

» f X2 dx r ( x + l ) d x 
' J xa - 5x + 4 ' ' J 3x2 — x—2' 

^ C ** + 1 ^ « C dx rx®+ 1 
e) J f) J š ^ í + r g) Jx*+4dx' 
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•» f - m ^ * ¡ ^ 
» 

3) dx 

dx 
\'ax2 + bx -f c' 

stanty, při čemž a 4= O a b* — 4ac 4= O, jsou dvojího typu. 
Platí 

89. Integrály tvaru J y ^ , kde a, b, c jsou kon-

. „ \2 4ac—P ax2 + bx + c = a x + —- + / ^ M 2 

= a|x + —-1 
L 2al 

4a 

I. Je-li a > 0, převádíme je na tvar Udaný vzorcem (58) 

substitucí x 4- —— = t. r 2a 

II. Je-li a < 0, převádíme je na tvar (50) substitucí x + 
6 1/ď2 4ac + —— — i - . t. Při tom je vždy b' > 4ac; proč! 

Zw AU 

Jsou-li k, h konstanty, pak 

/ -
 k X + h .<\T.= -ya*+hT. + ,+ 
\ax2 + bx + c a 

dx 
+ yax1 -f bx 4- c 

Dokažte a počítejte podle toho integrály: 

a I • — , b I • dx, 
J j/xa + 4x + 13 J j/ x2 — 2x 

0 l * * >d) n / i z L d x , 
J ]'2x* + 3x — 5 J I' 2 i - 3 
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e) f , . dx,f) f d * , 
J )/ 2x*+x—3 J ]/8 — 5x — 3x2 

90. Methodou částečné in tegrace dokažte, že 

J" |/ax2 + 6x c dx = (2#x + djj/oíc2 + 6« + c — 

Ď2 — 4ac f dx 
8o J + bx + c 

Počítejte podle toho a) / } / x a + 3x — 4 dx, 
b) /]/x2 -f x + 1 dx, c) /]/x(l — x) dx. 

X. U Ž I T l I N T E G R Á L Ů 

Integrální počet má velmi četné použití v praxi; na tomto 
místě si však všimneme pouze dvou jeho aplikací důležitých 
v geometrii, a to obsahu rovinných oborů a délky rovinné " 
čáry. 

Budiž dána funkce /(x), definovaná v jistém uzavřeném 
intervalu (a, by, která má tu vlastnost, že v celém intervalu 
(a, by je /(x) 0. Vezměme v úvahu množinu všech bodů 
v rovině, jejichž souřadnice x, y vyhovují nerovnostem 
a^x^b, y ^ f(x) (obr. 66, v němž je tato množina 
naznačena šrafováním). Tuto množinu budeme nazývat 
plocha a přiřadíme jí určité číslo P, které budeme nazývat 
obsah plochy. Z důvodů, které za ohvíli vyložíme, budeme 
definovat 
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b 
P = f f ( x ) dx, (71 > 

a 
pokud ovšem .tento integrál existuje. 

V elementární geometrii se hovoří o obsazích některých 
ploch, na př. obdélníka, trojúhelníka atd. Nyní jsme obsah 

plochy definovali novým způsobem; je ovšem třeba ukázat, 
že tato nová definice je ve shodě s definicí plochy zavedené 
v elementární geometrii. V elementární geometru vycházíme 
z těchto jednoduchých zákonů: 

1. Obsah plochy není nikdy záporný. 
2. Plocha, která vznikne složením dvou ploch s obsahy Px 

a Pa, má obsah Px + P2. 
3. Leží-li celá plocha obsahu Px uvnitř plochy obsahu Pa, 

j e P ^ P r , 
4. Obsah obdélníka o rozměrech z, v je zv. 
Naše definice (71) těmto požadavkům vyhovuje: 
1. f(x) ^ 0 pro každé x z (a, 6); proto podle věty 34 je 

b b 
f f ( x ) dx^JOdx= 0.x 
a a 

o e 
2. Podle důsledku 1 věty 35 je / f ( x ) dx = Jf(x) dx + 

b a a 
+ / f ( x ) &r, kde a < c < b. Je tedy obsah plochy, která 

c 
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vznikla složením dvou ploch o obsazích Px = f f(x) dx a 
b a 

P2 = //(x) dx, vskutku roven součtu Px + Pa (obr. 67). 

3. Jestliže plocha o obsahu Px = /g(x) dx leží celá uvnitř 
b e 

plochy o obsahu Pt = f /(x) dx (obr. 68), je jednak a ^ c < 
a 

< d ^ 6 a jednak /(x) g(x) pro každé x z (c, d>. Je-li a < c 
nebo d < b , položíme ještě <7(x) = 0 pro každé x z intervalu 
<(a, c) a z intervalu (á, 6); pak je /(x) ^ g(x) pro každé x 
z <a, by. Podle důsledku 1 věty 35 platí 

b b c d 
'//(x) dx ^ jg(x) dx = fg(x) dx + fg(x) dx + 
m a a c 

b d 
+ fg(x) dx = fg(x) dx, 

d e 
e b 

neboť /g(x) dx = 0, /g(x) dx =« 0. 
a d 

4. Jde-li o obdélník o rozměrech z, v, je /(x) = v pro každé 
z 

x z intervalu <0, zy (obr. 69), takže P = Jv dx = vz. 

172 



Tím můžeme považovat výklad o obsahu plochy za skon-
čený; jde jen o to, abychom ještě objasnili, proč jsme k defi-
nici obsahu plochy volili právě rovnici (71) a žádnou jinou. 
VSimneme-li si geometrického významu 
horního součtu (viz obr. 50), vidíme, že 
plocha, jejíž obsah chceme vyjádřit, leží 
celá uvnitř plochy, jejíž obsah je vyjádřen 
horním součtem. Podobně plocha, jejíž 
obsah je vyjádřen dolním součtem (viz 
obr. 51), leží celá uvnitř plochy, jejíž obsah 
chceme stanovit. Proto podle našeho zá-
kona 3 platí pro každé rozděleni D inter-
valu (a, by 

To tedy značí, že P není nikdy větší než infimum horních 
součtů a současně není menší než supremum dolních součtů. 
Exiatuje-li integrál funkce / od a do b, musí tedy být 

tento integrál roven obsahu P. 
* Příklad 68. Vypočísti obsah půl-
kruhu o poloměru r (obr. 70). 

Jsou-li x, y souřadnice libovolného 
bodu na půlkružnici o poloměru r, 
platí y = jV2—z2, a proto podle 
(71) je 

Obr. 69 

X 

Obr. 70 

P = /|/r2 — xa áx. Položíme-li x = rt, dx = r dť, je 
—r 

1 
P = r2/]/l — í2 dť = ^[arcsinť + í J / n ^ L i = f w 2 

—i 

(viz příklad 59). 

Přiklad 69. Stanovit obsah ploohy omezené oblouky kři-
vek y = z2 a y = ^x (obr. 71). 
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Obě křivky se protínají jednak v počátku, jednak v bodě 
o souřadnicích 1,1. Jde vlastně o rozdíl ploch OPQR a OPQS. 
Plocha OSQR, která je omezena oběma křivkami, je 

i i 
P= j f * d * - fx*dx = [|*»- = J. 

o o 

Nyní se obrátíme k délce oblouku. 
V elementární geometrii se hovoří 
o délce úsečky. Jsou-li xít y1 sou-
řadnice jednoho krajního bodu Px 
a x2, Vt souřadnice druhého kraj-
ního bodu Pg úsečky, jejíž délku 
označíme PJPJ, pak PXP2 = 
= V(** — f + (VÍ ~ Ví?- Jsou-li 
Plt Pt, Pa tři libovolné body, snadno 
dokážeme, že platí PlP2 + P^P8 
> PxP3. Souřadnice daných bodů 

označme xv Ví, xt, y2; x3,2/3; máme dokázat, že 

- *i)a + (2/2 - 2/i)2 + ]/fa — x2)2 + (y3 - y2)2 ^ 
^]j(x3 - + (2/3 - V l f . 

Pro stručnost položme xt — x1 = alt y2 — yx = bv x3 — 
— x% = aa, y a — y t = b2. Pak je xa — xt = ax + a2, y3 — 
— yl=bl-\- b2. Máme tedy dokázat, že pro libovolná čísla 
altait bu b2 je 

y^f+ĎJ + y¿¡T&í ^ IVi + o2)* + (b, + b2)\ 

Na obou stranách této nerovnosti jsou nezáporná čísla. Ne-
rovnost bude zcela jistě splněna tehdy, když bude splněna ne-
rovnost, která vznikne, když obě strany umocníme na druhou. 
Tím dostaneme 

a? + b* + 2}'(oj + ft*)ka> + L\) + a\ + ¿> ^ (Bl + a2)* + 
+ + 6a)

2 
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čili po úpravě 

]/(a« + fc>)(o> + b*) ^ aia2 + b^. 

Na levé straně je nezáporné čislo; tato nerovnost bude zoela 
jistě splněna, bude-li 

VK2 + «*)(«} + fe|) ̂  |a l0 í + 6^1. 
a tato podmínka bude opět splněna, bude-li splněna nerov-
nost vzniklá novým umocněním obou stran na druhou 

. (aj + b\)(a\ + b*) ^ a^l + + b\b\. 
Tuto nerovnost lze upravit na tvar 

(ajb2 — o A ) 2 ^ 0, 

což však je splněno vždy. Tím je naše tvrzení dokázáno. 
Budiž nyní dána funkce f(x) spojitá v intervalu (a, by. 

Vezmeme v úvahu množinu bodů o souřadnicích x, y, které 

vyhovují podmínkám y = f(x). Tuto množinu 
budeme nazývat křivka. Předpoklad o spojitosti funkce / 
v intervalu (a, by jsme učili proto, aby takto definovaná 
množina bodů odpovídala tomu, co se v běžném životě ozna-
čuje názvem křivka. Sestrojme nyní libovolné rozdělení D 
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intervalu (a, by s dělicími body a = as0 < < x2 < ... < 
< x„-i < x„ = b, jako jsme to dělali v kapitole V. Dále se-
strojme na naší křivce body P0, Pv P2,..., P„~l, Pn, odpo 
vídající hodnotám proměnné x0, x,, x2,..., xn^lf x„ (viz 
obr. 72, který je sestrojen pro n= 6), a sestrojme lomenou 
čáru P0P1P2... Pn_xPn. Délkou této lomené čáry budeme 
rozumět součet délek úseček PQPJ, - P ^ , t . j. 
výraz 

W>) = V(*i - xo)2 + t/(*i) - / K ) f + 

+ - *i)2 + [/(*,) - /(«i)]2 + • • • + 

+ V(*. - ^„-I)A + [/(*») - /(«,-1)]2-
Pro různá rozdělení D dostáváme různá čísla L(D). 

Především je vidět toto: Je-li D' zjemněním rozdělení D, 
pak L(D') ^ L(D). To je zřejmé, uvědomíme-li si, že rozděle-
ní D' vznikne z rozdělení D přidáním dalších dělicích bodů. 

Přidáme-li mezi dva body x(, xi+1 
rozdělení D další dělicí bod x' tak, 
že xt < x' < x{+1, vznikne nová 
lomená čára, jejíž délka se liší od 
délky L(D) jen tím, že mezi body 
Pit Pi+1 je přidán další bod P' (obr. 
73), a my jsme před chvilkou doká-
zali, že PtP' + P'P{+1 ^ PiPi+1. 
Totéž platí pro přidávání dalších 

Obr. 73 dělicích bodů, takže je vskutku 
L(D') ¡> L(D). 

To nás vede k této definici: Je-li množina všech čísel L(D) 
omezená, nazveme její supremum délkou oblouku naší křivky 
mezi body P0 a PB. 

Dokážeme nyní větu: 

Vita 48. Je-li f{x) funkce spojitá v intervalu <a, by, 
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která má derivaci ve všech vnitřních bodech tohoto 
intervalu, a existuje-li integrál 

6 

+ (72) 
, a 

pak křivka y = /(x) mezi body o souřadnicích a, f(a) 
a b, f(b) má délku oblouku rovnou integrálu (72). Při 
tom f'\x) značí totéž jako [f'(x)f. 

Důkaz. Napřed poněkud upravíme výraz pro L(D). 
Vezměme si k-tý dílčí interval <x*-i> xty rozdělení D. Protože 
funkce / má podle předpokladu derivaci ve všech vnitřních 
bodech intervalu ( a , b y , a tedy také ve všech vnitřních bo-
dech intervalu xky, a protože je spojitá v bodech 
xk-1> xk> jsou splněny předpoklady věty o přírůstku funkce 
(věta 31), a pak v intervalu (xk_lt xky existuje takový vnitřní 
bod £k, při čemž xk_x <£k< xk, že f(xk) — f{xk^) = (xk -
— xk-i) • /'(£*)• Je tedy k-tý člen součtu L(D) 

]'(xk-xk^+U(xk)-f(xk_1)Y = Axk . }/l + P(U 
při čemž jsme zavedli obvyklé označení Axk = xk — xk_1. 
Označme dále ]/l + f'2(x) = g(x), takže můžeme psát 

H D ) = • ¿xi + glš 2) .AX2+... + g(U . Ax„. 
Z existence integrálu L plyne, že funkce g[x) je omezená 

v intervalu (a, b y , a tedy v ¿-tém dílčím intervalu <(xt_j, xky 
má určité supremum Mk a určité infimnm mk; při tom zcela 
jistě 

Násobime-li tuto nerovnost číslem Axk, které je kladné, a pro-
vedeme-li to pro všechny dílčí intervaly a všecky takto 
vzniklé nerovnosti sečteme, dostaneme 

s(D) ^ L(D) £ S(D), 
kde s(D) = ÍTIJ . Jxj + m2. Axt + ... + m„ . Ax„ je dolní 
soli čet příslušný k funkci g(x) a k rozdělení D a S(D) = 
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= Mx. Axy + M2. Ax2 +... + Mn. Axnje horní součet přísluš-
ný k téže funkci a k témuž rozdělení. Protože dále podle před-
pokladu funkce g(x) = |/l + f'2(x) má integrál £ od a do b, 
který je podle své definice supremem dolních součtů s(D) a 
zároveň infimem horních součtů S(D) (str. 89), musí platit 

L ;> s(D), L S(D) pro každé rozděleni D. 

Označíme- li dále K supremum množiny čísel L(D), platí 
K ^ L(D) pro každé rozdělení D. 

To však znamená, že K ^ s(D) pro každé rozdělení D, a tedy 
také K^. L, neboť supremum množiny dolních součtů ne-
může být větší než K. Kdyby totiž bylo K < L, existovalo 

by takové rozděleni Dv pro něž by 
bylo K < s(Z),), neboť L je supre-
mum množiny dolních součtů, ale 
to není možné. S druhé strany však 
není možné, aby K > L. Kdyby 
tomu tak bylo, muselo by existovat 
takové rozdělení D2, že K > S(D2), 
vzhledem k tomu, že L je infimum 
množiny horních součtů S(D). Pak 
by však také muselo existovat ta-
kové rozdělení Z>3, že L(D3) > S(D2), 
vzhledem k tomu, že K je supre-
mum množiny všech L(D). Utvoří-

me-li nyní společné zjemnění Z)4 obou rozdělení D2 a Da, 
je jednak <S(Z>4) <; S(D2) (viz str. 87), jednak L(Dt) ^ L(Da) 
(str. 176), takže L(Dt) > /S(Z>4), ale to není možné. Musí 
tedy být K = L a to jsme méli dokázat. 

Příklad 70. Vypočísti délku oblouku paraboly y = —, 

kde p > 0, od počátku, jenž je vrcholem paraboly, do bodu 
o2 

o souřadnicích a, — (o > 0, obr. 74). 
2 p 

Obr. 74 
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Podle vzorce (72) je 

£ = / y 1 + ^ d * = * 
o o 

3G 

neboť y' = —. Integrujeme methodou per partes Položíme 

|/p2 xi _ M) v> _ i. pajj je u> _- y ^ v—x, takže 
a 

1 , - 1 C a^dr 
= 7 t * V f + " ? j p ^ y J « « » - f + 

o o o 
a 

/

áx 

. - Pg(z + 
] V + z* 

o 

+ j V + x2)]g = lg a + ^ + (absolutní hodnotu nepíše-
me vzhledem k významu Čísel a;, a, p). Je tedy L = 
= - j . . + a2 - L+p lg ° + ^ p + g!i a odtud Vyplývá 

L - ^ W r ^ + ^ t t E S 

Nyní toho umíme již tolik, že můžeme přikročit k tomu, 
abychom doplnili úvahy o funkcích sinus a kosinus, které 
jsme před časem založili na názoru, nestarajíce se příliš 
o přesný význam užívaných pojmů. Provedeme tedy znovu 
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výklad podaný v kapitole I. Tam jsme měli kružnici o polo-
měru 1, zvolili jsme na ní bod A a od tohoto bodu jsme na-
nesli oblouk dané délky x (směrem nahoru jsme jej měřili 

kladně, směrem dolů záporně). Tím 
jsme dospěli k bodu B, jehož souřad-
nice u, v jsme označili názvy siná;, cosx 
(obr. 75). Aby každému u odpoVídalo 
jen jediné x, omezíme se (prozatím) jen 
¿ia pravou polokružnici, při čemž bude-
me považovat v za funkci souřadnice u. 
Jak známo, je 

v - l/l — u\ kde — 1 ^ u <; 1. (a) 
Vyjádříme tedy oblouk x pomocí sou 

Obr 75 řadnice u. Derivováním dostáváme pro 
M < i 

v = — u 
|/1 — u? 

1 + v'2 = 1 + 
1 - W2 1 — U2 

takže 

V1 + v ' 2 = 
\1 — v? 

Pak podle vzorce (72) je 

/ dí 
pokud — 1 < u < 1; (b) 

při tom jsme integrační proměnnou označili písmenem t, aby 
nedošlo k nedorozumění. Integrál na pravé straně rovnice (b) 
existuje, neboť funkce . je spojitá v intervalu (—1,1) 

]/l — í2 

(věta 33); rovnice (b) tedy definuje jakousi funkci proměnné 
u, kterou označme třeba A(u) (za chvíli se ovšem ukáže, že to 
je naše známá funkce arcsinu) a která je definována v inter-
valu ( - 1 , 1). 
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Poněvadž existuje integrál (b) pro každé u z intervalu 
(—1,1), je funkce A(u) spojitá v intervalu (—1, 1) (věta 37). 
Poněvadž dále funkce . je spojitá v intervalu (—1,1), 

1 V 1 -

je A'(u) = pro každé u, pro něž — 1 < u < 1 
^ 1 — ít2 

(věta 38). Dále platí 
" A(- u) = - A(u), (c) 

neboť substitucí t = — z, dť = — dz, ©»stáváme 

o o 

Zřejmě je ¿(0) = 0. 
Nyní dokážeme, že funkce A(u) je rostoucí v intervalu 

(—1,1). Je-li předně < M2, <1, je 
U( Úl u, 

/ dt _ r dt r dt 
0 0 u, 

Avšak pro každé t, které vyhovuje podmínce 0 ^ t £ 
< u,, je > MÍ, takže také , > . Proto podle 
~ - y i - í2 - y 1 - u\ 
věty 34 je 

u, u, 

/ dí _ 1 C, u, — M, 
Ť 7 = ^ v I d i = i , > °> 
y i - ť2 - y i - « f j y i - « ? 

u, u, 
takže 

U, «, r d< r d<_ 
J j T T ? > J y r = s 
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Tím jsme dokázali: 
Z nerovností 0 <j % < w2 < 1 plyne A ^ ) < á̂(w2). (d) 

Speciálně pro w > 0 je .4(M) > .4(0) čili .4(w) > 0. 
Je-li za druhé % < 0, u2 ^ 0, je podle (c) Afa) = 

= — A(— Mj), při Čemž — Wj > 0, takže podle (d) je 
A(— «i) > 0, — Afa) > 0, í ( k , ) < 0 . Vedle toho je A (w2)^ 

0, takže zase z nerovnosti ut < w2 plyne ^(itj) < A(u2). 
Je-li za třetí — 1 < u2 < 0, je 1 > — ut > — u2 > 

> 0. Proto podle (df je A(— v^) > ua) čili podle (c) 
— Afa) > — A(u^, t. j. A(ui) < 4̂(M2). Je tedy funkce 
A(u) rostoucí v intervalu (—1,1). 

Funkce A(u) je v intervalu (—1,1) omezená, jak plyne 

z této úvahy: Je li 0 <11 < 1, je ť2 < t, takže 1 < 
— — l / l — ^ — 

* ; proto podle věty 34 pro u > 0 
U 1 — t 

u u 
A(u) = f * £ Í - J L . 

o o 

Tento poslední integrál dovedeme však spočítat substitucí 
1 — t = z, d< = — dz, takže 

t i ] — u 1 

/ dí _ _ r á z _ r á z _ 
y ř = j ~ ~ J y * ~ J W ~ 

0 1 l—u 
= [2z*]i_u=2(1 - y r ^ ) < 2. 

Je tedy 0 A(u) <1 2(1 — }'l — u) < 2 pro každé u, které 
vyhovuje podmínkám 0 M < 1. 

Označme co supremum funkce A(u) v intervalu <0,1). Pro 
žádné m, pro něž platí 0 <1 w < 1, nemůže být A(u) = co, 
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neboť A je funkce rostoucí v intervalu (—1, 1), a tedy také 
v intervalu <(0, 1). Kdyby bylo A(u) = co, pak by pro každé 
Mj, pro které platí u < ux < 1 (a takové ux jistě existuje, 
neboť interval <0, 1) je zprava otevřený), muselo být A(ux) > 
> co, ale to není možné, neboť to je supremum všech hodnot 
A(u) v intervalu <0, 1). Z toho plyne, že 1ÍHL4(U) = co. Mů-
žeme tedy definici funkce A(u) doplnit také pro u = l hod-
notou .4(1) = to. Tím se funkce A stává spojitou zleva 
v bodě u = 1. Podobně položíme také A(—1) = — co, Čímž 
se funkce A stane spojitou zprava v bodě —1. 

Podle svého významu značí číslo to délku oblouku čtvrtiny 
kružnice o poloměru 1. Toto číslo budeme označovat, jak je 
všeobecným zvykem, znakem \ n místo co. Je tedy 

a je možno vypočítat, že n = 3,14159265358979... 
Máme tedy dokázáno: Funkce x = A{u) je spojitá a ros-

toucí v intervalu <—1, 1), při čemž .4(1) = \?c, A(— 1) = 
= — \TI. Proto existuje k funkci A(u) funkce inversní, ktejá 
je rovněž spojitá a rostoucí v intervalu <(— (věta 44). 
Tuto inversní funkce nazýváme, jak jsme již řekli, sinx. 

Rovnice u = sinx, kde — \TI ^ x £ \n, říká tedy přesně 
totéž jako rovnice x = A(u), kde — 1 <1 1. Pro každé 
takové u je A(— u)= — A(u) podle (c), při čemž také 
— 1 ̂  — 1. Je-li tedy x = A(u) čili w = sinx, je — x = 
= A(— u) čili — u = sin(— x). Proto 

sin(— x) = — sinx. 
Poněvadž dále ¿(0) = 0, 4(1) = A(- 1) = -
proto 

sinO = 0, sin£;r = 1, sin(— \n) = — 1. 

u->l— 

u 

0 

8 3 



Počítejůie derivaci funkce sinx v bodě x. Podle věty 45 je 

(sinx)' = —J— = l'l — w2 = Vl — sin2x. 
A (u) ' ' 

Funkci V l - sin2x proměnné x, kde x je z intervalu <(— 
označme cosx; je tedy 

(sinx)' = cosx. 

Poněvadž funkce sinx je spojitá v intervalu <(— \n, $71), je 
v tomto intervalu spojitá i funkce cosx = ]/l — sin2x. Dále 
je podle pravidla o derivování složených funkcí 

••i — sinx 
(cosx)' = (['1 — sin2x)' = — . cosx = — sinx. 

|/l — sin2x 
Vedle toho cos(— x) = Vl — sina(— x) = Vl — sin2x= cosx 
a dále cosO = Vl — sin̂ O = 1, cos^ = cos(— = 
= Vl — 1 = 0. Podle rovnice (a) je zřejmé, že cosx = v čili 
že cosx je druhá souřadnice bodu B, jehož jedna souřadnice 
je sinx. 
^ Prozatím máme definovány hodnoty funkcí sinx a cosx 

pouze v oboru <— \TI). Nyní rozšíříme definici těchto 
funkcí na každé x takto: 

Pro každé x nechť platí 
sinx = — sin(x + 71), cosx = — oos(x -f- ri). (e) 

Tím jsou naše funkce definovány pro každé x. Je-li totiž x 
libovolné Číslo, můžeme vždy z něho dostat přičtením nebo 
odečtením vhodného celistvého násobku čísla 71 takové číslo 
z, které padne do intervalu •(— při čemž x -f- kn = 
= z, kde k je celé číslo. Pak platí • 

sinx = sinz, cosx = cosz, je-li k sudé, 
sinx = — sinz, cosx = — cosz, je-li k liché. 
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Ve zvláštním případě pro k = 2 je 
sin(x + 2TI) = sinx, cos(x + 2n) = cosx 

a to znamená, že funkce sinx i cosx jsou periodické s periodou 
2n. 

Odvodíme dále: Platí-li 
(sinx)' —- cosx, (cosx)' = — sinx (f) 

pro nějaké x, platí tytéž vztahy i pro x + n. Vskutku je 
[sin(x + n)Y • (— sinx)' = — (sinx}' = — cosx = 

= cos(x + 7l), 
[cos(x + n)Y = (— cosx)' = — (cosx)' = — (— sinx) = 

= — sin(x + 

Protože vzorce (f) platily pro každé x z intervalu (— \n, \n), 
platí vůbec pro každé x s výjimkou hodnot x = + kn, kde 
k je celé. Nalezené vzorce však platí i pro tyto vyloučené 
hodnoty, neboť pro jednostranné derivace v bodě x = 
máme 

(sinx)¿_|„_ = lim (sinx)' = lim cosx = COSJJI,*) 

(sinx)¿_ta+ = lim (sinx)' = lim cosx = — lim cosx = 
Z-+ÍX+ Z-+171+ iJl-t-

= — cos(— \n) = cos ĵr; 
(cosx)í_j„_ = lim (oosx)' = lim (— sinx) = — sin|^, 

z-*i?i— z-*in— 
(cosx)£_ÍJ1+ = lim (cosx)' = lim (— siná;) = lim sinx = 

z-*i!t+ X-+ÍH+ x->— 
= sin(— fa) = — Bin̂ jz. 

Protože derivace zleva v bodě \ n je rovna derivaci zprava, 
existuje derivace v bodě fa, při čemž je 

(sinx)¿_t„ = cosfa, (cosx)á_t„ = — sinjjr. 
*) (ájLc)'x—i!t— znaíí derivaoi zleva funkce sin2 v bodě JTI atd.; 

podobné dále (BÍILE) 'X. .J I , znafii derivaoi funkce SULC V bodě in. 
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Platí tedy vzorce (f) bez jakékoli výjimky. * 
Utvořme nyní funkci proměnné x 

F(x) = [sin (z + y) — sinx cosy — cosx siny]8 + 
+ [cos(x + y) — cosx cosy + sinx siny]', 

kde y je libovolná konstanta. Derivace této funkce podle pro-
měnné x je 
F'(x) = 2[sin(x + y) — sinx cosy — cosx siny][cos(x + y) — 
— cosx cosy + sinx siny] 4" 2[cos(x + y) — cosx cosy + 
+ sinx siny][— sin(x + y) + sinx cosy -f- cosx siny] = 0. 
To však znamená, že F(x) = c pro každé x, kde c je konstanta 
(důsledek věty 31). Abychom spočetli toto c, dosadíme za x 
kteroukoli hodnotu, třeba.x = 0. Pak je .F(O) = (siny — 
— siny)2 + (cosy — cosy)2 = 0. Je tedy F(x) = 0 pro každé 
x. Avšak F(x) je součet dvou druhých mocnin. Ten se může 
rovnat nule jen tehdy, když se rovnají nule oba základy, t. j. 
když 

sin(x -f- y) = sinx cosy + cosx siny, 
cos(x y) = cosx cosy — sinx siny. 

Odtud již můžeme odvodit všecky další výsledky z kapitoly I. 
Ještě nám zbývá dokázat vzorec (20) z kapitoly III. Ten 

však již dokážeme snadno. Je-li x > 0, označme J interval 
<0, x)>; je-li x < 0, označme J interval <(x, 0). V intervalu J 
jsou splněny předpoklady věty 31 o přírůstku funkce, proto 
v něm existuje takový vnitřní bod f, že 

sinx — sinO = (x — 0). (sinx)í_{, 
neboli 

Jestliže se x blíží k nule, blíží se k nule také proto 

lim 8Uia; == limcosf = 1, 
z—o x f—o 
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neboť pravá strana naší rovnice má limitu; musí ji mít tedy 
také levá strana a obě tyto limity se musí navzájem rovnat. 

Nalezené funkce sinx a cosx mají všecky vlastnosti, které 
mají funkce zavedené v kapitole I. Jsou to tedy tytéž funkce. 
Proto i pomocná funkce A(u) je inversní funkce k funkci siná;, 
t. j. A(u) = arcsinw, jak jsme již na počátku napověděli. 
Tím jsou odstraněny všecky pochybnosti, které jsme vyslo-
vili v kapitole I a III. 

Také zde jsme dokázali pouze existenci funkcí sinx 
a cosx a nezabývali jsme se otázkou, jak se vypočtou 
hodnoty těchto funkcí. K tomu se nejlépe hodí opět neko-
nečné řady, jejichž výklad však nespadá do rámce této 
knížky. 

Cvičení. 

91. Stanovte obsah plochy omezené a) jednou polovinou 
křivky y = sinx a osou x, b) obloukem křivky y = x", osou x 
a přímkou x = 1 (n > 0). c) elipsou o poloosách a, b, jež má 
rovnici b2x* a?y* = a*i>a, d) obloukem hyperboly i»!xs — 
— a*y3 = atb2, osou x a přímkami x = xv x = x2; při tom 
a x, < x2 a celá plocha leží nad osou x. 

92. Vypočtěte obsah plochy společné dvěma shodným sou-
středným elipsám o poloosách a, b, z nichž jedna vznikne 
z druhé otočením o pravý úhel. 

93. Vypočtěte obsah plochy 
omezené křivkou xi -j- yi = ai 
zvanou astroida, při Čemž a > 0 
je konstanta. 

94. a) Jestliže polohu bodu A 
v rovině udáváme délkou průvo-
diče O A = Q a úhlem xOA = 
= (p sevřeným kladně oriento-
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vanou osou x a průvodičem OA, je rovnice křivky 
dána vztahem Q = f(<p). Pak velikost plochy P = OA1A2 

(obr. 76) je P = j/f2(<p) d<p. Dokažte, b) Podle toho vypočtěte 
PÍ 

plochu omezenou křivkou (xa + V1)1 = 2aa(a;a — y2), zvanou 
lemniskata (a > 0). 

95. Stanovte délku oblouku křivky a) y = lga; mezi dvěma 
body, jejichž souřadnice x jsou 0 < xx < x2, b) y = e* mezi 
dvěma body, jejichž souřadnice x jsou xt < xv 

96. Odůvodněte, že objem rotačního tělesa, které vznikne, 
otáčí-li se plocha omezená obloukem křivky y = f(x), osou x 
a přímkami x = a, x = b (o < b), kolem osy x, je vyjádřen 
vzorcem 

b 
V = nff2{x) dz, 

a 

při čemž f(x) intervalu (a, by. 
97. Vypočtěte a) objem koule o poloměru r, b) objem 

rotačního elipsoidu, který vznikne, otáčí-li se elipsa o polo-
osách a, b kolem některé své osy. 

98. Vypočtěte objem rotačního jednodílného hyperboloi-
du. jehož podstavy mají poloměr r, jehož hrdlová kružnice 
má poloměr g a výška je v. (Hrdlová kružnice je nejmendí 
kružnice na povrchu hyperboloidu.) 

99. Vypočtěte objem tělesa, které vznikne, otáčí-li se kruž-
nice o poloměru r kolem přímky, jejíž vzdálenost od středu 
kružnice je a (a > r). 

100. Vypočtěte objem tělesa, které vznikne, otáčí-li se 
lemniskata z cvič. 94 a) kolem osy x, b) kolem osy y. 
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V Ý S L E D K Y C V I Č E N I 

I . a) y 2® pro ® ^ 0, y = 0 pro a; < 0. b) y =•= 2® — 1 pro 
* ^ 1» y — 1 pro 0 ^ ® < 1, y — 1 — 2x pro z < 0. o) y = 5 — a pro 

1, } - 5® — I pro — 1 ^ ® < 1 , í/ — ® — 5 pro x < — 1. — 
2. a) Není definována pro x — 2 a pro x = — 2. b) Ňení definována 
pro® — 4 a pro® — — l.e) Je definována. — 3 . Prvá není definována 
pro a ) i c 0 , b ) i > — f , o)x = t(2k + l)ji, kdežto druhá ano. — 4. a) 

On = {— l ) " - 1 . b) o„ = ¿ [ 1 — (— I)"]- o) a„ = —. — 5. Rovnost 
n n + 1 
'1 + n + 1 může nastat, je-li bud n = 1, nebo x = 0. — 6. a) , ^ 

1 + — 
n 

1 \ » + 2 

_ [ l l l n + 1 > 1 ! _ = L _ . J 1 

- L + 1)»J > X n +1 1 ' D , l " — 
1 + — A 1 + —r n • y n + 1 

[1 ,"|» + 2 1 

1 + — — I > 1 H . — 7. a) Je-li a + 0, pro každé r, a; je-li 
n(n + 2) J n 

a = 0 pro každé r a pro s = 0. b) Je-li r ^ 0, s ^ 0, pro každé a; je-lir < 0 
nebo s < 0 (nebo oboji) pro a % 0.'c) Je-li r ^ 0 pro každé a i pro každé 
b; je-li r < 0, pro o + 0, 6 # 0. d) Je-li r ¡> 0, pro každé a a pro 6 + 0 ; 
je-li r < 0 pro a 4= 0,6 4= 0. e) Pro každé r. f) Pro r 4= 0. — B.a)y = 
= JI® : 180. b) 180 : n = 57°17'45'. — 9. a) Definována pro každé x, 
hodnoty 0 nabývá pro ® = — o + kn, hodnoty 1 pro ® = ¿71 — a + 
+ 2kn, hodnoty — 1 pro ® = — o + 2kn, k celé. b) Definována pro 
každé ®, hodnoty 0 nabývá pro x = kn-. a, hodnoty 1 pro ® = (1 + 
+ ik) 71 : 2a, hodnoty — 1 pro x = (3 + ik) n : 2a, k celé. c) Defino-
vána pro každé z, hodnoty 0 nabývá pro ® = ± V b i . hodnoty 1 pro 
x = ± V i ( l + 4k)h, hodnoty — 1 pro ® = ± ý j ( 3 + 4k)n, k ^ > 0 
celé. d) Definována pro x 4= 0, hodnoty 0 nabývá pro x = 1 : kn, 
k 4= 0 celé, hodnoty 1 nabývá pro ® = 2 : (1 + 4fe) n, hodnoty — 1 
pro x = 2 : (3 + 4Jc) n, k celé. e) Definována pro ® 4= kn, hodnoty 0 
nenabývá, hodnoty 1 nabývá pro x = ¿ ( 1 + ik) n, hodnoty — 1 pro 
x = J(3 + tíe) n, k celé. — 10. a) — tg® pro ® 4: ¿(2k + 1) n; — 1 : 
: tg® pro x ikn; 1 : tg® pro z 4= \kn-, tg® pro x 4= J(2k + 1 )JI; 
— tgx pfo x 4= ¿(2k + 1) n, k celé. b) z , 4= i(2k + 1) n, z , 4= ¿(2* + 
+ 1 )n, ® ! + ® , 4= i(2A: + 1) 71; z + i(2* + 1) JI, ® * i(2k + 1)ji ; 
® 4= (2k + 1) JI; x # kn. k oalé. jj 1 

1 1 . Pro |®| * 1 je ¡ - j = |x| + 1. Neohí 1 ^ p < 2 < q. Pak 
Ixl 1 
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pro p •— 1 < z < g — 1 je p < z + 1 < g a pro — p + 1 > x > 
> — g + 1 je p < — z + 1 <q. — 12. Zvolme libovolné k > 0. Pak 
a) pro z > 1 : j/fc nebo pro z < — 1 : ̂ k je 1 : z2 < k; b) pro — 1 : 

: < x < 1 : j/jfc je 1 : z ' > k. — 13. Zvolme libovolné k > 0. Pak 
1 

a) pro x > ]/k nebo pro x < — yk je za > k; b) pro x > 
a pro x < — je z4 < — k. — 14. a) Zvolme libovolné e > 0. Pak 
ax + b o l&c — ad\ J - < e, když bua 6c — ad = 0, nebo x > cx + d c |c(cx + d)| 

lbe — ad\ d , lbe — ad\ d 1 , 1 , nebo x < — 1 5 ! . b) Předpokládejme, 
C f 1/ O 

že c > 0. (Kdyby tomu tak nebylo, zménime znaménko čitatele i jme-
a ax -4- 6 d 

novatele.) Zvolme libovolné k > —; pak > k, když < 
c cx + d c d bc — ad „ ... , , , a , ax + 6 , < x < 1 -. Zvolme libovolné k < —: pak < k, c c(ck — a) c cx + d 

d bc — ad d 
když ; — < x < . — 15. a) Je-li p < o < q a jeat-

c c(o — ck) c 
li že pro x a plati p < x < q a padne-li pro tato x hodnota /(z) do 
jistého intervalu Jv, pak p — o < x — o < q — a, při čemž p — a < 
< 0 < q — a a hodnota f(x) = /[(z — o) + o] padne do téhož inter-
valu Jy a obrácené, b) Jestliže hodnota f(x) padne do jistého intervalu 
Jv pro v$ecka x > k, pak hodnota /(z) = /[(z — o) + o] padne do 
téhož intervalu pro všecka z — a > Ic — a a obráceně, c) Jestliže pro 
všecka z z jistého intervalu Jz platí |/(z)| > k > 0, pak - < — 

< n, pak 
• |<7(s)| < 

a obráceně. — 16. Jestliže v Jx platí |/(z)| < m, \g(x) 
11(x) ± g(x)\ ^ |/(z)| + \g(x)\ <m + n, |/(z) . g(x)\ = |/(z) . . 
< mn. — 17. Je-li |/(z) — 6f < e pro viecka z ^ o z nějakého okolí 
Jx, pak také ||/(x)| — |6|| ^ |/(z) — 6|< e. Obrácená věta neplatí 
(viz příklad 8). — 18. Jestliže pro všecka x ^ a z Jx platí |/(z)| <£, 

pak také |?(z)| < e. — 19. Kdyby platilo lim -j— => 0, pak by ke kaž-

dému £ > 0 existovalo takové okolí Jx bodu a, že pro všecka x ± o 

z Jx by bylo < £ £ili |/(z)| > -i-. — 20. Písmena Jx, J'x atd. značí 
1_ 

1(x)_ 
vesměs bud pravé, nebo levé okolí, 

21. Je spojitá. — 22. Funkce sin — nabývá v každém okolí bodu 0 
z 

hodnoty 1 i hodnoty —1 (viz cvič. 9d). Volíme-li za Jv třeba interval 
(fe — i , k + J), aspoň jedna z hodnot 1, —1 do něho nepadne. — 
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23. k = lim(x sin—), ale v okoli bodu 0 je funkce <p(x) = x nekonečně 
z—0 x 

malá a sin — omezená. Proto k — 0. — 24. a) Pro x — kn, k celé. b) Pro 
x 

x - 0 a pro x = 1. — 25. a) (¿(2k — 1) n, 4(2k + 1) n), b) (kn, 

(k + 1) ji), k celé. — 26. a) 1. b) J . c) 6. — 27. a) lim ^ ^ = 

= lim . A = 5. b) lim ^ = lim ' - L \ = 1. c) 

s—0 \ 5x I z—o x i—o \ x cosx/ 
1 — sinx - einjTt — sinx = 2 C08i(j?i + z) sinj(j7i — x), proto 
lim = 0. - 28. a) lim ? _ ) = l i i ^ ± l i z l = 

x-f i* 4" — x i— l\l — x 1—x*/ i 1 — x 8 

= _ 1 . K) i ,m Binx - cosx _ l i rTi C08s(siiix-C0sx) ^ c ) 

1 — tgX COBX — BULE 

lim ( _ L + A + ± + ... +JL] = lim lim (4 + -L\ = 
n—oo \ n2 n2 n* n* / »-a, n2 ^ 2nj 
= 4 . - 2 9 . Je-li \f(x) — f(a)\ < e, je také ||/(x)| — |/(o)|| ^ |/(x) — 
— /(o)| < e. — 30. Může, je-li na příklad g(x) = <p(x) — f(x), kde <p(x) 
je spojitá v bodě a. , 

31. a) 6® — 2. b) Jx' + 4x — 4. o) 4x» + 3x2 —2x + 11. d) — 
x* • 

x* 6x 4- 7 
* + 0 - e ) ( a 2-x 2 ) 2 ' X * ~ a - f ) (x — 3)* ' g * 3 - g ) 

— 2x— o — 6 2(x—1) 
x * a, x * b. h) 1 x * — 1. i) tg2x, x =# (x — a)»(x — 6)»* T ' (1 + x)»' 

sinx 
# l(2k + 1)jr, k celé. j) — x # 4(2fc + 1) n, k celé. k) 2x sinx + 

COS X 
+ x2 cosx. 1) 2 cos2x. m) „ C°BX x =j= |(4Jk + \)n, k celé. n) 

(1 — sinx)" 

, . ~ 2 x * U4Jc + 1) n, x * J(2k + 1) n, k celé. — 32. a) 
(sinx — cosx)' 

— 1: xJ pro x > 0, 1 : x2 pro x < 0. b) 2 pro x > 0, 0 pro — 1 < x < 
—2 2 

< 0, —2 pro x < — 1. c) pro x > 1 a pro x < — 1, ^ _ ^ 
pro — 1 < x < 1. — 33. a) v = c — gt. b) t = c : g, a = c2 : 2g. 
c) t = 2c : g, v = — c. — 34. a) x — 2kn, tg<* = 1; x = (2k + 1) n, 
tga = — 1, k celé. b) x = kn, tga = 1. c) x = 0, tga = — 1; x = 1 
a x = — 1, tg« = 2. — 35.1. Pro n = 1 je (k^)' = kxu\. 2. Jestliže 
v = klu1 + k,u, + ... + knun, při čemž v' = k ^ + k,u2 + ... + 
+ fcnUn. pak (f + )' = »' + *=n+i«n+i- — 36. a) 1. Pro 
n = 1 vzorec platí. 2. [/n+1(x)]' = [/"(*) . f(x)Y = t/"(x)]' . /(x) + 
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+ /«(X) . /'(X). b) Je-li m n, pak [/»(«)]' = [ ^ j " ] ' = ' 

' ~ m r ^ n
( ( J ) ' n ^ m/-™-1^) • / » > pokud /(x) * 0. o) sinite; 

x * J(2fc + 1). JI; 48(1 + 2x)!í. — 37. 1. Pron - 1 vzorec 

OOS X v' ' 
platí. 2. Označmeu,u. ... u„ — v. Je-li — = — + + ... + — , je 

v ux u2 Un 
(™»+l)' "^n-n + WBH-I , <4+1 p 

= 1 . ť ro u, = u, = ... = Un = 
vun+i vun+i ® "n+i 

r/n(x)l' n /'(x) 
= /(x) máme = - 38. Je-li / ( -x ) = /(x), je 
lim « — + » ) - * — > _ _ l i m / ( x - A ) /(x); / ( _ z ) . = 

h-*0 " h-*0 —" 
_ _ i i x ) , j e + > _ l i m / ( x - A ) - / ( x ) _ 3 , 

A—0 " A-M) —* 

Rostoucí pro x > j]/3 a pro x < — ^ 3 , klesající pro — ^ 3 < x < 
< ||/3, maximum pro x = — íVs , minimum pro x = $^3. b) Ros-

toucí pro x > 1 a pro — 1 < x < 0, klesající pro 0 < x '< 1 a pro 

x < — 1, maximum pro x = 0, minimum pro x = 1 a pro x = — 1. 
c) Rostoucí pro x < 0, klesající pro x > 0, maximum pro x = 0. 
d) Rostoucí pro — 1 < x < 1, klesající pro x > 1 a pro x < *— 1, 
minimum pro x = — 1. e) Rostoucí pro x > 1, klesající pro x < — 1, 
konstantní pro — 1 x 5Í 1. f) Rostoucí pro každé x. g) Rostouoí pro 
ikn < x < + i) n, klesající pro i(k — J) JI < x < maximum 
pro x - ¿(2k + 1) n, minimum pro x = \kn, k celé. — 40. a) sin® — 

— sinO = (x — 0). coaf < x. b) tgx — tgO = (x — 0). — ^ > x. 
cos f 

T T b 
41. a) Označme f f(x) áx = I, fk f(x)'dx = I', f f ( x ) dx = K, 

b a a a_ 
Jk f(x) dx = K'. D budiž rozdělení intervalu (a, 6>. Horní a dolní 

a 
součet příslušný k funkci /(x) označme S(D) a s(D); horní a dolní 
součet příslušný k funkci k f(x) označme S'(D) a s'(D). 1. Pro k = 0 je 
S'(D) - 0. k 3(D) » 0 pro každé D. Proto ť - kl = 0. Podobné 
ť{D) - 0, k í(D) - 0 pro každé D. Proto K' - kK — 0. 2. Pro 
k > 0 je S'{D) - k S(D). »'(D) - k s(D). Proto I'w kl, K' - kK. 
3. Pro k < 0 je S'(D) - k a(D), s'(D) = k S(D). Proto I' = kK, 
K' = kl. b) Je-li I = K, je kl -= kK a tedy I' = K\ — 42. a) Označ-
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b b b 
me J[/(x) + g(x)] dx = I , f f(x) dx = Ju f g(x) dar = stejné tvo-

a a a 
řenó dolní integrály označme K, Klt Kt. Horní součty příslušné 
k funkcím f(x) + g(x), /(x), g{x) označme S(D), S^D), St(D), podobné 
dolní součty příslušné k týmž funkcím označíme s(D), e^D), at(D). 
Platí S{D) £ SI(D) + ST(D) pro každé D, neboť je-li MK, MK, M"K 
supremum funkcí /(x) + g(x), f(x), g(x) v fc-tom dílčím intervalu 
(xk_lt xky, je Mk ^ Mk + Mk (dosáhnou-li obé funkce svého supre-
ma v témž bodě intervalu <zfc_x, xky, je Mk = M k + Mk\ dosáhnou-li 
ho v různých bodech, je Mk < Mk + Mk). Proto / ^ + Po-
dobně pro dolní součty platí s{D) ^ D) + et(D) a odtud K ^ Kt + 
+ b) Poněvadž / , + I , ^ I ^ K ^ K^ + K„ proto pro I1 = Kv 
/ , -i Kt dostáváme I = K. — 43. Užijeme výsledku cvijeni 41b 

b 
a 42b. — 44. Označme J f ( x ) dx = I. Poněvadž I je infiiniim horních 

a 
součtů, existuje takové rozdělení Dx, že S(DX) < I + ie. Poněvadž I 
je zároveň supremum dolních součtů, existuje takové rozdělení £)„ že 
«(£>,) > I — Je-li D společné zjemnění rozdělení Dx a Dv je 
S(D) <í SiDJ, e(D) ^ s(Dt), takže S(£>) < I + ie, s(D) > I — ie. 
Odtud S(D) — e(D) < e. — 45. Je-li g(x) = 0 pro každé z z intervalu 

• b 
<a, 6), je S(D) = 0, s(D) - 0 pro každé rozdělení D, takže f o dx = 

b b a 
- 0. Pak podle věty 34 J/(z) d* J"0dx = 0. — 46. Podle věty 34 

a a 
a a b b 

je / / (x)dz^ fg(x) dx čUi — //(z) dx £ — fg(x)dx. — 47. Je-li 
6 6 a a 

x 
funkce / spojitá v <o, 6>, existuje F(x) = f /(<) dl (věta 33), která je 

a 
spojitá v <a, 6> (věta 37), při čemž F'(x) = /(x) (věta 38). Vedle toho 
F(a) = 0. Podle věty o přírůstku funkce tedy existuje v <o, 6> vnitřní 
bod c tak, že F(b) — F(a) = (6 — a). F'(e). — 48. Je-li a < b je 
x a x x b 

//(l)dl = f/(í)dt + fmdí, je-li o > 6 , je jfH)dt = f/(í)dt + 
• s c a e e 
+ §j(t) di. Na poslední, integrály v obou rovnicích užijeme vět 37 

a 38. — 49. Platí f j(t) dt = — J"/(<) d/. Dále podle cvič. 48. — 
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b e b b a . 
50. f l(t) d/ = jl(t)dí + ff(t)dt = f f ( t ) dt— f/(t)dt. 

a a c c e 

51. a) {x* v intervalu (—oo, oo). b) — ' — v int. (—oo, 0) a (0, oo). 
o) §z*—2z v int. (—oo, oo). d) -J-i* — |z' + x v int. (—oo, oo). 
e) |z»—Jz 5 V int. (—oo, oo). £) — fz® + x v int. (—oo, oo). 

2 1 6 
g) x + — v int. (—oo, 0) a (O, oo). h) x — + —¿vint . (—oo, 0) 

a (0, oo). Integrační konstanty jsou všude vynechány. — 52. a) 
— a cosi + 6 siná; v intervalu (—oo, oo). b) J tgx v int. (J (2k — 1) JI, 
i(2k + 1) JI), C) — cotgz — z v int. (kit, (k + 1) JI), d) 2z — tgz v int. 
( i ( 2 i— 1)JI, í(2k + 1) JI), e) — 2 cotg2z v int. (ikn.Hk + 1)JI). 
k značí celé číslo, integrační konstanty vynechány. — 53. a) z sinz -j-
+ COBZ. b) — x1 cosz + 2z sinz + 2 cosz. c) 3(z' — 2) sinz — z(z* — 
— 6) cosz. d) i(x + sinz co^r). e) i 6Ínax. f) —|(einsx + 2) cosz. 
Vesměs v intervalu (—oo, oo); integrační konstanty vynechány. — 
54. u = z n , v' = sinz, resp. u = xn , v' = cosz. — 55. u = sinB-lz, 
v' — sinz, resp. u — cosn-1z, v' = cosz. — 56. a) 3z* — flz* + 4z + 
+ 7. b) 3z* — 6z* + 4z — 32. — 57. Lze užít bud úplné indukce 
s pomocí vzorce (34), nebo výsledku cvič. 35. — 59. s = iat* + c.a je 
konstanta úměrnosti a c integrační konstanta. — 60. a) y = x*. 
b) y = fz» + f . 

— 3(2z — 1) 

(z» — x — 2)4 

2 sinz 
d) — 3 cos'z sin®, e) — 3z» sinz". f) sin(o — 2x). g) —, z 4= i(2fe + 

C08°X 
2 

+ 1) JI, Jfc celé. h) eoB>2a;, x 4= 1(2k + 1) JI, k celé. — 62. a) on(ox + 

+ 6)n_1 přin > Opro každé z, přln ^ 0 proz + - . b) z m - l ( l — 
a 

— z)B_1(m — mx — nx) při m > 0, n > 0 pro každé x, při TO ̂  0, 

» > 0 pro z 4= 0t při TO > 0, n ^ 0 pro 1. při m ^ 0, n ^ 0 
2m(l + zm ) (zm _ 1 — z) 

pro x 4= 0, x 4= 1. c) — (X + x*)m+i > ^P'okaždé x. 
při TO ^ 0 pro x 4= 0. d) on s in n - 1 (oz + b) OOB(OX + 6) př i n > 0 pro 

. ' kn 6 

každé z, při n ^ 0 pro x 4= ———, k celé. — 64- a) t> = aa> oos(cu( + 

+ J f c ) . b) s = ± o. — 66. a) — ^ ( 3 — 2x»)s v int. (—oo, oo). b) 

~ 2(z' — 1) V 'nt~ 1)» í1» i ««»'»•int. (—oo, 

61. a) 10z(z*— l)4. b) T^i--5-: ^ . z 4= 2, z 4= — l .e) — 3 sin3z. 
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oo). d) — i cos4® v int. (—oo, oo). e) - A v int. ($(2fc— l)jr, + 

+ 1) 71), k celé. f) J cos3® — cosx v int. (—oo, oo). g) f cos8® — | cos'® 

v int. (—oo, oo). h) — n } . + -A-v int. (Jot, (4 + 1) n), k celé. — 
3 srn8® sin® 

67. a) -̂ -(o® + 6)4 v intervalu (—oo, oo). b)' v int. (—oo, o), 

4a a — z 
(a, oo). c) — J- oos2® vint. (—oo, oo). d) J sin(3® — 6) vint. (—oo, oo). 
e) i tg3® v int. (+(2fe — 1) n, i(2k + 1) n), k celé. f) — J cotg(4® + 1) 
v int. (i(feři — 1), ¿[(i + 1)« — 1]), k celé. g) tgj® v int. ((2k — 1) rt, 
(2k + 1) ji), k celé. — 68. a) —J. b) J. c) J. d) f . e) ¿. 

71. — pro ® > 0 nebo pro ® < 0. b) A nebo — ^ P r o ® > 0. 
® , yx — \x 

c) Vl-®«nebo — ] / l — p r o 0 ^ x £ 1. d) nebo — 

pro 0 < z ^ 1. e) , X pro každé ®. — 72. Mé-li být funkce in-
y i + ®» 

versni totožná s původní funkcí /(®), musí být graf funkce /(z) sou-
měrný podle přímky, která půlí úhel souřadnicových os. — 73. a) i = 
= kn + arotga. b) ® = 2kn ± arccosa. o) z = kn + arccotga, k celé. 
— 74. a) Je-li arcsin® ='y, je z = siny. Pak cosy = oos(—y) = 
= y i — x* ̂  0. Je-li ® 0, je j ^ O a y = arccosyi — ®'. Je-li 
z gl 0, je y ^ 0 a — y = arccosl/1 — z*. b) Je-li arcsin® = y, je 

z = siny. Pak tgy = X , y = arotg X c) Je-li arctg® = 
y 1 — x* — ®* 

= y, je ® = tgy. Pak siny = X ,y = arcBÍn—_f _ . d) Je-li 
yl + zs \l + ®s 

arcsin® = y, je ® = siny, — x = sin(— y), — y = arosin(— ¡r); 
e) Je-li arctg® = y, je ® = tgy, — ® = tg(— y), — y = arctg(— i). 
f) Je-li arccos® = y, je x = cosy, — z = cos(ji — y), ri—y = 
= arccos(—®). g) Je-li arccotgz = y, je x = cotgy, — x = eotg(jr— y), 
7i — y = arccotg(— ®). —' 75. a) Je-li arcsin®! = ylt arcsin®, = y„ je 
sinyx - ®lt siny, = x„ BÍD.(yl + y,) = siny, cosy, + cosyl siny, -

— ®| + ®,yi — ®* i co do znaménka (viz.cvió. 74a). Oznaě-
me ® i y i - ® l -H ® ,y i-®? = z. Je-li \y1 + y,| ^ jn, je + y, = 
= arcsinz. Pak coeíy, + y,) ^ 0, t. j. f 1 — x\ . yl — ®| ^ z,®,. To 
nastane, když bud xtxt ^ 0, nebo když x* + x\ <L 1. Je-li y, + y, > 
> in, je TI — H — y, < \n a sin(» — yt — y,) = z, takže yt + y, = 
= 31 — arcsinz. Je-li + y, < — Jji, je — y, — y, — jj > — 
a sin(— y, — y, — 3t) = z, takže y l -f y, =; — j i — arcsinz. V obou 
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posledních případech je ooa(y1 + yt) < 0, t. j. y i — x\ . |/l — x\ <• 
< xlXt. To nastane, když xf + x| > 1 a čísla xlt x, jsou bud obě 
kladná, nebo obě záporná, b) Je-li arctgXj = yv arctgx, = yv je 

tgí/i = tgy, = x„ tg(y1 + yt) = P 1 = r2——- Označ-
x x - 1 — tg2/i tgy, 1 — 

me —i = z. Je-li + yt\ < je y1 + y, = arctgí. Pak 
i — xlxi 

ooe(y1 + y,) > 0. To nastane, když tgyl tgy, < 1 (nebof coay1 > 0, 
cosy, > 0) čili xxxx < 1. Je-li yl + y, > ¿31, je yx + y, — n > — ¿ J I 
A tg(î/i + J/i —JI) = z, takže y, + y, = arctgí + n. Je-li y, + y, < 
< — ¿JI. je y, + y, + JI < i JI a t g ^ + y, + JI) = z, takže y t + 
+ yt = arctgz — TI. V obou posledních případech je cos(y, + j/,) < 0. 
To nastane, když XjXt > 1 a čísla xv xt jsou bud obě kladná, nebo obě 

8 3 • x 
záporná. — 76. a) 7 : 8yx, x > 0. b) „ x > — f . c) 

2^Zx + 5 ] / l— 

2x* + 1 2lIx +1 1 
- 1 < 1. d) - ~ _ r _ . e) r + X > 0. f) -J—;-

V-a + l 4]/x.]/x + ]/x 0,+ x,• 
1 11 11 , . 2 arcsinx — 1 

g ) W^' - ] a l < x < w - h ) YT^šr - 1 < - < 1- » y n ^ 

pro 0 < x < 1, 1 pro — 1 < a; < 0. j) 1 , ® + 1. k) 
v 1 — a?* a? + l 

r r * pro w < i ř i p r o w > h " ( i - x ) V ^ ' x < 0 - " 
77. a) Definována pro x ^ l a i ^ — 1, klesající pro všecka x, pro něž 
je x > 1 nebo x < — 1. b) Definována pro x ^ 1 a x ^ — 1, rostoucí 
pro všecka x > l nebo x<—1. c) Definována pro všecka x 4= 0, klesa-
jící pro každé x + 0. d) Definována pro každé x 4= 0, rostoucí pro 
každé x + 0. e) Definována pro každé x,y = x — 2fer pro 2len ̂  x ^ 
^ (2k + 1) 71, y = — x + 2kn pro (2fc —,1) .1 g i ^ 2fci. f) Defino-
vána pro každé x; y = x — ¿(4fc — 1) TI pro (2K — 1) JI ^ x ^ 2fai; 
y = —x + i(4£ + l)7i, 2kn <; x ^ (2k + 1)«. g) Definována pro 
x 4: t(2k + l j n ; y = x — far pro ¿(2fc— 1)ji < x < i(2fc + 1) 7i. 
h) Definována pro x 4= kn; y = — x + ¿(2k + 1) n pro lai < x < 

4 

< (fc + 1) 7t. k značí vesměs číslo celé. — 78. a) fxj /x3 v intervalu 
(0, oo). b) f (3x + 2)V3x + 2 v int. ( — f , oo). c) — ]/5 — x 1 v int. 

(— yš, 1/5). d) arcsin-r̂ L- v int. (—]/Š, VSj. e) i(x» + l j l / x ^+ l 

y5 1 

v int. (—1, oo). f) V l — x * + arcsinx v int. (—1, 1). g) ¿(arctgx)' 
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v int. (—00, oo). h) y=- arotg|~- tgxj v int. (—£(2fc— l)n, J(2k + 

+ 1) 71) (substituce tgx — ztfi). i) Joa arcsin — Jx],'aa — x" v int. 

(—o, a) (substituce x = a siní), j) arcsin(x — 1) v int. (O, 2) (substituce 
x — 1 = z). — 79. a) i(x« + 1) aretgx — v int. (—oo, oo). 

b)x .arcsinx -l-J/l—a^vint. (—1, l).c) J(2xa— 1) arcsinx + —x' 

v int. (—1,1). d) + }]/2 arcsinixl/ě" v int. (— i]/5] 

¿V«), e) J(2x + 5^8 — 5x — x" + V arcsin 2 x * 5 v int. (—6, 1). 

— 80. a) • b) i V ^ Y Š - o) H ( 1 — i l '3 ) . d) J í t . e) JÍIO». 

81. a) Je-li log„6 = p, log6a = q, je o? = 6, 6® = o; odtud aPQ = o. 
b) Je-li log„6 = p, logjc = q, logco = r, je o" = 6, b" = c, cr = a; 
odtud apír = b"T

 = cr = a. c) Podle a) a b) je log0c = 1 : logco = 
= log„6 . logjc . d) Je-li log„c = p, log6c = q, logabc = r, je o® = c, 
bo = c, (áb)T - c, čili arbr

 t= c; odtud aW . 6»«r _ cm> jih car . cpr = 

= c™, c(J>+a)r = c®«. — 82. Je-li 0 < xt < x„ je lgxt < lgx,. a) Je-li 
lKx. lgx« 

a > 1, je lgo > 0, takže < -— a x, lgo < x,lgo, čili lgo»i < 
lgo Iga 

< lga^i. b) Je-li a < 1, je lga < 0, takže > ^-'ax. lgo > x,lgo. 
lgo lgo 1 n 1 / 1 \» 

_ 83. Je-li i ^ ř ^ 1 + je _ _ ^ T ^ 1. a) lg l + -

i + i i + i n n 
= n lg ( l + } ) = nf d í = l ; l g ( l + - i ) B + 1 

i + i i+é-

= (n + 1) f— > (n + 1). fdí = 1. b) Poněvadž lge = 1, z ne-
J t — n + 1J 

' 1 1 

rovností v a) plyne + -i-J ^ e ̂  + . Odtud e + i-j £ 

( l —\ < e; proto e = limí 1 + —I (věta 13 a definice limity). 

~ \ nl — n-KD \
 nl I l\x I 1\B* m 

c) Pak e* : 11 + —I I ^ e*. Dosadíme-linx = m, n = —, 
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< ® < 

je : (l + ( l + <L e* . J t a ( l + i ) " - - 84. a) 

Podle vzorce (42). b) Substituci (/(z) = ť. — 85. a) lg®, x > 0. b) 

2 2x + 1 1 ——, fcl<i<(H})n.c] -.——jT, a; > 0. x < — 1. d) 
SIN2® ®(® + 1) J /X*+A 

je-li o > 0 pro každé ®, je-li o < 0 pro Ixl > V— a. e) ——í—, 
ar — 1 

1 2e® /1 
— 1 < x < l.f) , ,x > ' l . g ) r ^ —.h)2e®sinx.i)xsin®|_ gjna; -J. 

x lg® (ex +1)" \ x 
1—x 

\ 2 / 1 — x\ /I + ®U+® 
+ Igxcosx). X > 0. j ) — ¡ ¡ ( i + l g — ) ( _ ) . - 1 

< 1. —M.a)lg|® + 1| vint. (— oo, — 1), (— 1, oo).b)x + 21g|x— 1| 
v int. (—oo, 1), (1, oo). o) Jlg|3x + 2| v int. (—oo,-4), (—f, oo). 
d) ix* + 2x + 4 lgjx — 2| v int. (—oo, 2), (2, oo). e) lg(x> + 1) v int. 
(—oo, OD), F) —lg|cosx| v int. ( ¿ ( 2 k — l ) n , ¿(2Jfe + l)JT), k celé. 
g) lg|lgx| v int. (0, 1), (1, oo). h) Ílg>x v int. (0, oo). i) — e-* v int. 

(—oo, oo). j) ^ v int. (—oo, oo). k) ix'(2 Igx — 1) v int. (0, oo). 

1) (x* — 2®+ 2) p* v int. (—oo, oo). m) i e*(sinx— cosx) v int. 
(—oo, oo). n) J e®(sixu: + cosx) v int. (—oo, oo). — 87. a) Jx* — 3x + 
+ 4 lg|x| v int. (—oo, 0), (0, oo). b) i®» + ® + 31g|® —2| v int. 
(—oo, 2), (2, cd), c) i®« + j®» + i®» + ® + lg|® — 1| v int. (—oo, 1), 
(1, oo). d) ix> + fx» + f® + lg|2® — 3| v int. (—oo, *), (i, oo). — 

k bk 
88. kx + h = — (2a® + 6) + h — — . a) y lg|® — 6| — i lg|® — 2| 

2® — 1 
v int. (—oo, 2), (2, 0), (6, oo). b) + -frx + VÍ lg 2 g " v int. 

(—oo,—i), (—4, i), (i, oo). c) ® + V lg|x —4| —il'g|x — 1 v int. 
(—oo, 1), (1,4), (4, oo). d) ilg|®— 1|—Alg|3® + 2| v int. 
(—oo, —i), (—i, 1), (1, oo). e) — \x + i lgl®| — U lg|5 — 2x| v int. 

(—00,0), (O, i), (|, oo). f) -rrL arc tg 3^~ 2v int. (—oo, oo). g) i®» — 
VTŤ y 17 

— 2 . lg(x' + 4) + i arctgjx v int. (— oo, oo). h) J lg(®» + 2® + 7) +*• 
4 ® + 1 15 

+ -77= arctg v int. (—00,00). i) 4 lg|x — 3| v int. 
V® ye ® — 3 

(—=0,3), (3,oo). j) ® •?— — 01gí®+l| v int. (—oo,—l), 
x -f- 1 

k bk 
(—1, 00). — 8». kx + h = — (2o® + 6) + h — —. a) lg(® + 2 + 
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+ y®' + 4® + 13) v int. (—00, oo). b) y®2 — 2® + 2 lg|® — 1 + 

+ y^" — 2®| v int. (—00, 0), (2, 00). o) + i + y*» + \x — í| 

v int. (— oo,—i), (I,oo). d) i[2x>-5x+ 3 + —Llgí® — * ^ 

+ y®' — f e + t) v int. (i, oo), - i]/2®2 - 5® + 3 + lg (J -

— a; + y®» — f® + í) v int. (—oo, 1). e) ^2®» + x — 3 + 

+ lg|® + i + y®" + i® — i| v int. (—oo,—1),(1, oo). f) 

gg. g 
3 . arcsin ——— v int. (—{, 1). g) arosin(J® -— 1) v int. (O, 4). 

h) — 2y4 — ®a — arosinj® v int. (—2,2). i) — V4 — 3® — ®» — 

— i . arcsin(f® +. f) v int. (—4, 1). j ^ f l + ® — ®' + { arcsin(fx — i ) 
v int. (—2, 3). — 90. u = Yax* + bx + c, v' = 1; 2o®5 + bx = 
= 2 (ax' + bx + c) — (6® + 2c) = 2(0®» + bx + c) — (2ax + 6) + 

Jo 

+ ~a
4aC . a) 1(2® + 3>y®« + 3® —4— V lg|® + í + y®«+3® —4| 

v int. (—oo, —4), (1, oo). b) i(2® + lfix* + x + 1 + f lg(® + 
+ J + y®1 + ® + 1) v int. (—oo, <j). c) i(2® — l>y®(l — x) + 
+ J . arcsin(2® — 1) v int. (O, X). 1 

91. a) 2. b) —J—. c) nab. d) i(x&t - xlVl) - J lg f*1 + kde 
n + 1 x bx1 + oyt 

i „ yl a ®„ yt jsou souřadnice bodů omezujících oblouk hyperboly. — 
a 

92. 4ofcarctg—. — 93. P = 4Í(ai— ®!)i d® = fna* (substituce 
6 o 

x = a sin2!). — 94. a) Platí x = f(<p) cosy, y - f(<p) siny, d® = 

= íťty) cosy — l(<p) siny] dy, P = f y dx + \x&t — i®^,. Ale 

®,2/i — = ř(<Pt) siny, cosy, — /»(y,) siny! cosyx = 
• 9l 
— / [2/(y) /'(y). siny cosy + f*{q>) oos2y — /*(y) sin'y] dy, takže P = 

í>i 
<Pi 

— i f Pif) dy. b) Dosadíme-li ® = g %osy, y = Q siny, vyjde (po zane-

dbáni hodnoty p = 0) g2 = 2oa cos2y. Je-li 0 < y ^ JJI, je g* ̂  0, takže 
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i * 
čtvrtina plochy omezené lemniskatou je \P = 2a" f eoa'2<p dtp, P = 2a1. 

95. f l E n ^ f ^ + f ^ ^ . y s r r r -
J x J Vx2 + 1 J xVx* + 1 

X, X, x, 
— \x\ + 1 + lg ( s u b 9 t i t u c e 1/x» + 1 = í + x). 

x ^ x * + 1 + 1) 

b) fVS f f+ id . = 1/e««, + 1 -Ve»*, + 1 + x . -X !— lg j ( ž * ' + 1 + 1 

x, 1^57+1+ i 
(substituce e1 = z). — 96. Je-li Mk supremum a mk infiumm funkce / 
v fc-tém dílčím intervalu, je 7imkAxk Vk ^ JiM\ Axk, neboť objem 
části télesa v k-tém dílčím intervalu není menší než objem válce, jehož 
polomSrjemftavý&ka^X£, anenívétšínež objem válce o poloměru Mk 
a výšce Axk. — 97. a) |7tr®. b) fjiaJ» resp. tmčb. — 98. ¿7i(r4 + 2Q*) V. 
— 99. 2w«ars. — 100. a) Jjras[3 lg(l + ^2) — ^2}. b) Í7i'a\ 
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R E J S T Ř Í K 

Arkuskosinus 140 funkce racionální celistvá 53 
arkuskotangene 141 lomená 53 
arkussinus 139 —• rostoucí v bodě 74 
arkustangens 140 v intervalu 74 

Číslo celé 9 
— složená 120 

Číslo celé 9 — spojitá v bodě 50 
— irracionálni 9 v intervalu 57 
— kladné 11 zleva 51 
— nekladné 15 zprava 51 
— nezáporné 15 
— přirozené 9 Graf 17 
— racionální 9 
— reálné 9 Hodnota absolutní (prostá) 15 
— záporné 11 — funkce 17 
člen posloupnosti 23 

Indukeťf úplná 22 
Délka oblouku 176 infimum 12 
derivace 85 integrace po částech 115 
— nevlastní 73 — substitucí 126 
— zleva 73 in i < grál 80 
— zprava 73 — dolní S!> 
diagram 17 — horní 89 
diferenciál 123 — neurčitý 107 

Extrém lokální 77 
— určitý 89 

Extrém lokální 77 interval 13 

Funkce 17 
—- neomezený 14 

Funkce 17 — omezený 14 
— cyklometrické 142 — otevřený 13 
— exponenciální 162 — polouzavřený 13 
— integrovaná 89, 107 — uzavřený 13 
— inversní 135 
— klesající v bodě 74 Konstanta 19 

v intervalu 74 — aditivní 70 
— konstantní 19 — integrační 108 
— monotonní 74 ' — multiplikativní 71 
— nekonečně malá 40 kosinus 27 
— omezená 42 kotangens 29 
— primitivní 107 křivka 175 
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Limita 31 
•—• nevlastní 47 
— v nevlastním bodě 35 
•— zleva 37 
— zprava 37 
logaritmus o základu a 163 
— přirozený 152 

Maximum 77 
methoda substituční 126 
mez dolní 89 
— horní 89 
minimum 77 
míra oblouková 26 
mnohočlen 63 
množina 9 
— neomezená 11 
— neprázdná 9 
— omezená 11 
— prázdná 9 
mocnina s celým mocnitelem 24 
— e ¡iracionálním mocnitelem 

161 
— d racionálním mocnitelem 139 

Obor funkce 17 
obsah plochy 170 
odmocnina 137 
okolí bodu 14 

levé 14 
nevlastního 35 
pravé 14 

osa číselná 10 

Plocha 170 
í 

počátek 10 
podíl 9 
posloupnost 21 
proměnná 17 
— integrační 89, 107 
průnik množin 14 
prvek množiny 9 

Rozdělení intervalu 86 
rychlost okamžitá 65 
— průměrná 65 

Sinus 27 
sjednocení množin 15 
směrnice 18 
— tečny 66 
součet dolní 87 
— horní 87 
supremum 12 

Tangens 29 
tečna 66 

Úměrnost nepřímá 19 
— přímá 18 

Věta Rolleova 81 
— o přírůstku funkce (o střední 

hodnotě) 82 
vzorec rekurentní 23 

Základ přirozených logaritmů 
162 

základní početní výkony 9 
zjemnění rozdělení 87 
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