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CESTA K VEDEN(

Dr Boh. Hostinsky:

POCET
PRAVDEPODOBNOSTI

Druha é&4st.

Druh4 &4st autorovy préce je
vénovdna aplikacim zdkladnich
pojmt pottu pravd&podobnosti,
které vyloZil v prvnf kniZce,

Nejprve se zabyva podmi-
nénymi (zdvislyml) prav-
dépodobnostmi a 8 nimi
souvisicimi tabulkami Gmrt-
nosti, potom se.zmifiuje o ko-
relaci, jejim koeficientu a
0 jeho stanoveni.

TeéZisté druhé &isti je ve vy-
kladu o Markovovych Fe-
t &z ech., Autor vyklada theorti
jednoduchych fetézl o dvou
eventualitdch { jednoduchych fe-
téza s libovolnym poltem even-
tualit a ukazuje jejich uzZiti na
reSeni rAznych Gloh a problémi
jak theoretickych, tak praktic-
kych.

Ctenéfe jistd zaujmou klasic-
ké Glohy o michiani karet, vy-
klady o vyznamném ergodickém
principu a o fetézech s neko-
neéné velkym poétem eventua-
lit. V nich se dotyk4 autor hlu-
bokych aplikaci poétu pravds-
podobnosti a ukazuje, jak jed-
noduché principy stadi k reSeni
sloZitych otdzek praxe.
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KAPITOLA PATA®)

ZAVISLE PRAVDEPODOBNOSTI

48. Podmindné pravddpodobnosti. Zjev 4 miZe se objeviti
jakoZto vysledek n&jakého pokusu, ktery se kond za danych
podminek; vzhledem k nim m4 zjev A urditou prostou pravdé-
podobnost P(A). Podminénd pravdépodobnost zjevu A za pred-
pokladu, %e nastal jiny zjev B, znadi se Pg(4) a lisf se obecnd
od P(A). Obdobné zaviddime prostou pravdépodobnost P(B)
zjevu B a jeho podminénou pravdépodobnost P,(B) za
pfedpokladu, Ze nastal 4.

Nastane-li zjev A, nem4 to vlivu na hodnotu pravdépodob-
nosti P4(B); nastane-li B za pfedpokladu, e nastal**) 4, ne-
m4 to vlivu na hodnotu pravdépodobnosti P(4). Proto prost4
pravdépodobnost P(4, B), %e nastanou oba zjevy 4 a B,
rovnd se podle pravidla o ndsobeni pravdépodobnosti sou-
&inu P(4) P4(B). V tomto souéinu 1ze zamé&niti 4 s B, tak¥e

P(4, B) = P(4) P4(B) = P(B) Px(A). 1)

Rovnice (1) uddv4 souvislost mezi prostou pravdépodobnostf
P(A, B), Ze nastanou zjevy A a B, prostymi pravdépodob-
nostmi P(4), P(B) obou zjevii a podminénymi pravdépodob-
nostmi P4(B) a Pp(4).
Obecnsd je
P(4, B) = P(A) P(B).

Ve zvldstnim piipadé, Ze A a B jsou zjevy vzdjemné nezd-
vislé, je
Pp(4) = P(4), Pa(B) = P(B);
rovnice (1) se pak redukuji na jedinou:
*) Cislovén{ kepitol a odstavel navazuje na prvni &dst, kterd vysla
v Cestd k védénli, sv. 53.

*#*) Nenf nutno, aby zjev B §asovd nésledoval po zjevu 4; B miie
byti soudasny s 4 nebo muie nastati i pfed zjevem 4.



P(4, B) = P(4) P(B),
kterd vyjadfuje pravidlo osloZené pravdépodobnosti (odst. 5).

49, Piiklady podmindnych pravddpodobnosti. a) Jsou déna dvs
osudj, jedno bilé, které obsahuje dvé bilé koule a jednu &ernou,
druhé pak Zerné, které obsahuje dvé &erné koule a jednu
bilou. Volime jedno osudi (pravdépodobnost voliti bilé je 1,
pro &erné té% }) a vytdhneme kouli, kterou vloi{me zpét;
byla-li to bild, kondme druhy tah z bflého osudi, byla-li to
ternd, kondme jej z derného. Zjev A necht je vytazenf bilé
koule pti prvnim tahu, zjev B vytaZeni bflé koule pfi druhém
tahu. Jak veliké jsou prosté pravdépodobnosti P(4), P(B)
a jak velikd je pravdépodobnost P(4, B), Ze pfi prvnim i pfi
druhém tahu vyjde bild?

P(A) se rovné soudtu dvou sloZenych pravdépodobnostf;
bud volime bilé osudi a vytdhneme bilou (pravdépodobnost
3.4 = %) nebo volime erné a vytdhneme bilou (pravdé-
podobnost } . 3 = }) a tedy

Py =% +4=1
Pravdépodobnost vytdhnouti pfi prvnim tahu &ernou jest
oviiem také %.

P(B) je rovné% soudet dvou sloZenych pravdépodobnostf:
bud v prvnim tahu vyjde bilé a pfi druhém vytdhneme z bf-
16ho osudi bflou (pravdépodobnost 4 . § = }) nebo v prvnim
tahu vyjde &ern4 a pfi druhém vytdhneme z &erného osudf
bilou (pravdépodobnost 4 .4 — }). Je tedy

PB)=}+1=1
Je-li zndmo, %e v prvnim tahu vysla bild, kon4 se druhy tah
z bilého osudi, a tedy P4(B) = % je pravdépodobnost, Ze i ve

druhém vyjde bild. Prostou pravdépodobnost P(4, B) vy-
potteme dvojim zpiisobem:

1. Podle rovnice (1) odst. 48 je
P(4,B)=P4A)PsB)=}%.4 =1}



2. Pravd&podobnost p,, voliti bilé osudi, vytdhnouti bilou
a pak znova z bflého vytdhnouti bilou, jep, =% . % .% = §;
pravdépodobnost p, voliti ¢erné osudf, vytdhnouti bilou a
pak z bflého vytdhnouti bilou, jep, =% .3 .3 =% a

P4, By =p+p=%+%=4%

Je tedy

P(4) P(B) = }, P(4, B) =}, P(4, B)> P(4) P(B).
Pravdépodobnost Pg(4), Ze v prvnim tahu vysla bild, je-li
znédmo, Ze v druhém tahu vysla bild, vypodte se podle rov-
nice (1), odst. 48:

_ P4, B)_ 4y
Pp(4) = PBE) }:4=14
b) Pro obyvatele ur&itého mésta rozeznivime nékolik
pravdépodobnosti vztahujicich se ke zjevim: A pFijiti do
nemocnice, a B zemfiti.

Pravdépodobnost, Ze nékdo bshem 1 roku

ZOIFO « v v oot e eee e e ennns P(B) = 0,006
Pravd&podobnost, Ze nékdo bshem 1 roku
pfijde do nemocnice ................... P(A) = 0,02

Pravdépodobnost, Ze nékdo, pfijde-li b&hem
1 roku do nemocnice, zemie tam b&hem té-
hoZroku..........cooiiiiiiiiiniinnnn. P4(B)=0,06

Zde uvedené ¢&fselné hodnoty prostych pravdépodobnostf
P(4), P(B) a podminéné pravdspodobnosti P4(B) vyjadfujf
tyto poméry: mé-li mésto 100 000 obyvateld, zemfe z nich
béhem roku celkem 600; do nemocnice pfijde béhem roku
2000 osob, z nich% 120 tam zemfie b&hem tého% roku.

Podle rovnic odst. 48 je pravdépodobnost, Ze osoba, kterd
zemfela b&hem roku, zemiela v nemocnici, rovna

Pi.Pa(B) 002.006

Pp(d) = B = ooe =%




Pravdépodobnost, %e nékdo pfijde do nemocnice a %e tam
zemfe, je

P(A, B) = P(A) P4(B) = 0,02 . 0,06 = 0,0012.
Je tedy
P(4) P(B) = 0,00012, P(4, B) = 0,0012,
P(4, B) > P(A) P(B).
Umrtnost v nemocnici, vyjddfend pravddpodobnost! P4(B),
je v naSem piipadé desetkrit v&t${i neZ prostd \dmrtnost

v méstd vyjddiend pravdépodobnostf P(B) (podle S. Bern-
§tejna).

50. Tabulky Gmrtnosti. a) Ciselné vyjédfeni imrtnosti odvo-
zuje se ze zmén, které nastdvaji v souboru osob Zijicich za
celkem stejnych podminek. BudiZ dén t. zv. zdkladni soubor
sloZeny z [, osob, které se narodily v témZe roce. Z t&chto 1,
osob je po uplynuti = let na Zivu I, osob; !, — I, osob tedy
zemfelo b8hem z let. Z toho plyne: pravdépodobnost, Ze
nékdo se dozije v&ku z let, je rovna

= M
)
Pravdépodobnost, Ze n€kdo zemfe dive, nez dosshne véku z,

Jo

1 2=z 2)

b) Pravdépodobnost p.,, Ze z-letd osoba dozije se v8ku y
(z < y), potitd se obdobné jako pravdépodobnost (1) s tim
rozdilem, %e zdkladni soubor je zde utvofen I, osobami
z-letymi; platf

l
Py = 7!' (3)
x

Pravdépodobnost, %e z-letd osoba se nedoZije stdif y, je
]



l.—1
1 — Py = —l——! (4)
z
Pravdépodobnost p,, doZiti se stdif y let je pravdépodobnost
z4visld, nebot zdvisi na sta¥i x, kterého osoba jiz dosdhla.

¢) Pravdépodobnost, Ze a-letd osoba zemfe do roka, je
podle (4) pro z =@, y = a + 1 rovna

la - la+1
I, (5)

Pravdépodobnost, Ze a-letd osoba bude Ziti jedt& x let a Ze
b&hem nésledujiciho roku zemfe, je

la+z lu+z_la+z+1_la+z_la+x+1 (6)

[ la

'd) Veli¢iny 1,1, 1,, ... jsou sestaveny v tabulkdch. Ve
Valouchovych tabulkdch*) je tabulka dmrtnosti vypracova-
nd Stétnim ifadem statistickym. V tabulce pro muZe je vzato
za zdklad é&islo I, = 100 000; tabulka kondi &slem I, = 1,
lios & dalsi jsou rovny 0. Tabulka pro Zeny (také se zi-
kladem I, = 100000) kond{ é&islem I,oq = 1.

51. Podmin&né stfednl hodnoty. Oznadme pismeny A4,, 4,, ...,
A, zjevy, které se mohou vyskytnouti jakoZto vysledky né-
jakého pokusu; pokus vede vidy k jedinému z nich. Necht je
P pravdépodobnost, %e zjev A, bude vysledkem pokusu
(k=1,2,..,r). Plati rovnice

htp+ -+ =1

Piifadme zjevu A4, veli¢inu «,. Proménng velidina =z, zdvisld
na vysledku pokusu, budi rovna «,, vyskytne-li se zjev A4 ,.
Pak je prostd stfednt hodnota velidiny x rovna

E(z) = pyxy + Paxa + oo + Py

*) M. Valouch a M. A, Valouch: Tabulky logaritmické, 10. vydéni
(1937), str. 102—105.




BudiZ nynf, ve shodd s oznadenim zavedenym v odst. 48,
Pp(A,) pravdépodobnost, Ze se zjev A, vyskytne za pfedpo-
kladu, Ze se vyskytl mimo to jiny zjev B; pfedpokldddme, Ze
objeveni se zjevu B nezdvisi na vysledku shora uvaZovaného
pokusu vedouciho k jednomu ze zjevi A4,, 4,, ..., 4,. Pak je
podminénd stfedni hodnota velitiny x za predpokladu, %e
nastal zjev B, rovna

Ep(x) = Pp(d,) 6, + Pp(dy) x5 + ... + Pp(4,) x,. (1)

62. Priklady podmindnfch stFednich hodnot. a) BudiZ L, stFednt
délka v¥ku, kterého se dotké a-letd osoba. UZ{vajice tabulky
dmrtnosti (odst. 50) vypodteme L, takto:

Podle rovnice (6), odst. 50 je

la+ 2 la+ e+1
la
pravd&podobnost, Ze a-letd osoba bude Ziti je5té = let a Ze
pak b&hem nisledujiciho roku zemfe.

V rovnici (1) odst. 51 necht 4, znadi zjev: a-letd osoba
bude %iti jesté k let a béhem ndsledujictho roku zemie (ve
stdf mezi (@ 4 k) a (@ + k + 1). V téZe rovnici necht B
znadf zjev: osoba dozije se stdfi a. Dosadme do rovnice (1),
odst. 51:

oy =k, Pp(A,) = l“_"i_li’f_“_l,
le
jeji pravd strana bude pak rovna stiedni délce zbyvajicfho
Zivota pro a-letou osobu, tedy L, — a. Je tedy

Lﬂ_a:la+1;“la+2.l+la+-.-.l—la—|-3.2+
ylava—lara g
le
nebo
L =a+la+1 +la+2+la+s R

la



Rada stojicf v &itateli mé kladné &leny potud, pokud v ta-
bulce I, nenf rovno nule. Jedn4-li se na p¥. o mue, je poslednf
¢len fady I, = 1; 1,45 & dalsi jsou rovny nule. V tabulkéch se
nékdy pfipojuje k napsanému zlomku hodnata }, ¥mZ se
vyjadfuje, Ze osoba se miZe doZiti é4sti (primérné poloviny)
posledniho (pro muZe 105.) roku, aé¢ tabulka dévé4 pro ten rok
nulovou hodnotu 1,;.

b) Kondme ¥adu vzdjemné nezdvislych pokusid; budiz p
pravdépodobnost, Ze se pokus zdaf, stejnd pro kaidy pokus.
Ptifadime k-tému pokusu urditou velidinu z®, (¢ =1, 2,
3, ...), kterd se rovnd 1, zda¥{-li se pokus a kterd se rovnd 0,
nezdafi-li se. UZijeme oznadeni zavedeného v odst. 13 a 14:
m necht znadi skutedny polet zdafenych pokusii, vykondme-li
celkem n pokusi, a & necht je dchylka &fsla m od jeho stiedni
hodnoty np. Stfedni hodnotu néjakého &fsla z budeme zna-
titi E(z) (dfive jsme uZivali znaku s. h. (z)). Podle odst.
14b je

) 2 4 2™ =m,
Ah=a20)—p+a@®—p4 ..+ 2™ —p=m—nap,
E(@® — p) = 0, E[(z® — p)*] = p(1 — p),
E[(@® — p)(@® — p)] = 0 pro I + F, (1

E(hy = 0, E(h?) = np(1 — p). (@)
Prodluzme nyni fadu pokusi tak, %e celkovy jich podet bude
N(n < N); piislunou dchylku nazveme H. Bude tedy
H=aW—p 42 —p+ .. +a®—p4att)_p4
+ ..+ 2 —p EH)=0.

Klademe si za tilohu vypo¢itati stfedni hodnotu soudinu AH
ve dvou riznych p¥ipadech: jednak za pfedpokladu, Ze - mé
danou zndmou hodnotu, jednak prostou stfedni hodnotu.

Podminénd stfedni hodnota soulinu hH za piedpokladu,
%e h m4 danou zndmou hodnotu % je (viz odst. 10c)

Euh.H)=h.E(H) = 0.



Prostd stfedni hodnota souéinu hH je (n << N)

E(hH) = E{[z() —p 4+ 2 —p 4+ ... 4 =™ — p].
OV —p 4+ 2@ —p 4 4 2P —p)} =
= B[V —pp + (@@ —pf + ... + (=™ —p)f] =
= np(l —p) = E(W?),
nebof podle (1) md kaZdy &tverec (z(¥) — p)3 stiedni hodnotu

p(1 — p) a kazdy soudin (z® — p)(z® — p) stfedni hodnotu
rovnou nule pro k # l. Vysledek shrneme takto:

Budi£ H ichylka v Fadé sloZené z N nezdvisljch pokusi a h
dchylka v Fadé slofené z n pronich pokust (n << N). Podminénd
strednt hodnota souéinu hH za predpokladu, Ze h md zndmou
hodnotu, se rovnd nule. Prostd stfedni hodnota soubinu hH se
rovnd stfednt hodnoté &tverce dchylky b a nezdvist na éisle N.*)

53. Jak se normalisuje velitina zavislA na nihod§. BudiZ x veli-
¢ina zdvisld na ndhodé&. V nékterych tlohéch se hodi norma-
lisovati velitinu z, t. j. zavésti do podtu novou veliéinu &,
kterd je linedrni funkei veliiny z a kterd ma vlastnosti:

E§) =0, E(&) =1 (1)

Veli¢inu £ odvodime z = takto: odedteme od x jeji stiedni
hodnotu E(z) a rozdil délime odmocninou ze stfedni hodnoty
&tverce velidiny [v — E(z)]. Je tedy

_ z—E=)

- VBl — B@)P
Vyraz na pravé strané rovnice (2) mé vlastnosti vyjddfené
rovnicemi (1). Veli¢ina £ je normalisovand velidina zdvisld na
nahodé. Sttedni hodnota nalézajici se pod znamenim odmoc-
niny v (2) mizZe se upraviti takto:

Elz — E(@)]* = E(z*) — 2[E(@))* + [E(2)] =
= E(z?) — [E@=)] 3

*) Viz P. Lévy: Commentarii Math. Helvetici, vol. 16 (1943—44),
pPg. 242.

2)

10



Misto (2) dostaneme, uZijeme-li této tipravy,
_ z— E(z)
VE@) — (B

54. Korelace a koeficient korelace. a) K pojmu korelace doch4-
zime sledujice souvislost dvou znaki na néjakém jedinci nebo
viibec dvou proménnych veliéin z a y, které v riznych piipa-
dech soudasné nabyvaji riznyech hodnot. Necht jsou z,, z,,
.«.y T4y ... moZné hodnoty veli¢iny z a y,, ¥, .- ., Yk, ... MOZNS
hodnoty velidiny y. Jeden ,,piipad® jest urden, zndme-li pfi-
sluSny par hodnot z; a y;.

BudiZ P(z,, y,) prostd pravdépodobnost pfipadu, ve kte-
rém z = z; & zédrovehh y = y,;. Podminéné pravdépodob-
nosti:

(4)

P, (z;), e x = x;,, déno-li, Ze y = y,, a
P, (yy), Ze y = Yy, déno-li, %e z =z,
souvisf 8 prostymi pravdépodobnostmi
P(z)), Ze z = z; P(y), Ze y =y,
podle rovnice (1), odst. 48; tato rovnice mé nyni tvar
P(z;, y) = Plx)) Pzi(yk) = P(y3) Py, (z,).
Ponévadz pak
P(z,) = gP(z‘, v, Py =2Pa,w), (1)
je ‘
Py, yi) P(zy, yi)
Ek:P €78 yk)' ZP (24 yk).

Vzorci (1) a (1’) jsou uréeny vdechny pravdépodobnosti vzta-
hujici se k = a y, je-li ddna pravdépodobnost P(z;, ¥;) jako
funkece indexti ¢ a k. Soudty dle 1+ v pfedeslych vzorcich i v nd-
sledujicich vztahujf se ke viem moZnym hodnotdm z;, soudty
dle k& ke viem moZnym hodnotém y,.

Pq(yk) = ka(zl) = (l')

11



Zavedme do poétu stfedni hodnoty veli¢in z a y:

E(@) = 2P(@) - 7, Ely) = 2PW) - Yo (2)
stfedni hodnoty jejich &tvercii:
@) = 2P() -2, By = 3Pwy) .v¢ @)
a normalisované proménné &, n podle rovnice (4), odst. 53:
z — E(z) y— E@y)

(4)

_ ., 'I] = .

VEG) — [E@)P VEw» — (EQ)F

Koeficient korelace R mezi veliéinami x a y je roven stfedni
hodnoté soudinu normalisovanych velidin &, 5, tedy

R = B(£.7). (5)
Dosadime-li sem podle (4), bude
_ Ef{lxr—E@)].ly— Ey)]}
VE@) — [E@F . VE@) — [B)P
ponévadi
E{[z — E()]ly — E@))) = B(z . y) — Bl@) . EW),
miiZzeme psiti misto (6) téZ
_ E(z . y) — E(x) . E(y) '
[{B@) — (B@PHEGY) — (E@)T)
Vzhledem k hofejsi definici pravdépodobnosti P(z,, ;) je
Ez.y) = Z%P("’b Yie) TYw (8)

ostatni veli¢iny E(x), E(y), E(z?), E(y? vyskytujici se v rov-
nici (7) jsou urdeny vzorci (2) a (3).

b) Absolutni hodnota |R| koeficientu korelace nent nikdy
v&t§t nef 1. Abychom to dokézali, utvofme stfedni hodnotu
vyrazu (£ — An)?, kde A je libovolné redlné &islo a kde £ a
jsou urdeny rovnicemi (4). Vychézi

(6)

(N

12



E(§ —n) = B(&) — 20 E(§ . ) + B E(?) 2 0.
PonévadZ tato nerovnost plati pro kazdou hodnotu velidiny
A, musi miti mnohoélen druhého stupné vzhledem k 4 zdpor-
ny diskriminant; je tedy
| LB P < B . Bop)

Vzhledem k rovnici (5) a vzhledem k vlastnostem normaliso-
vanych proménnych & a 7 (viz druhou rovnici (1), odst. 53) je

E(én) = R, E(&®) = E(®) =1

R2<1, —1ZRL + 1L
¢) Uvedme tfi piiklady:
Proni priklad. Mezi veli¢inami z a y je vztah
y==z+x«,
kde x je konstanta. Pak je
y—E@y) == + o« — B(z) — & = 2 — E(x)
a tedy — viz rovnici (3), odst. 53 —
E(y") — [E(y)} = Ely — E@y)P = E(*) — [E(x)] =

a tedy

= E[z — E(z)]. (9)
Koeficient korelace je zde podle (6)
_ B[z — E(@)]* _
ST ) A

Kdyby « nebyla konstanta, nybrZ néjakd velitina zévislé na
nédhodd, aviak velmi mald, byl by koeficient R blizky jedné.
Dvs& veli¢iny z, y, které se méni pfibliZné stejnd jedna jako
druh4 (takZe rozdil mezi nimi je maly), maji koeficient kore-
lace blizky kladné jednotce.

Druhy pfiklad. Je-li mezi x a y vztah
y=—z+4«,
kde « je konstanta, je
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y—EYy)=—z+ o+ E@) — & = —[z— E@@));
rovnice (9) ziistdvajf v platnosti. Dosadime-li do (6), vychéz{
— Bz — E(z))*

Elz—E@)P
Z4porny koeficient korelace se vyskytuje v pfipadech, kdy
jedna z velidin x, y se zmensuje, zvétiuje-li se druh4.

Trett priklad. V osudi jsou koule t¥i barev; budiZ p, pravdeé-
podobnost vytdhnouti kouli :-té barvy (: = 1, 2, 3),
P+ P+ ps=1 (10)

Vykondme n tahti kladouce po ka?dém tahu kouli zp&t do

osudi. BudiZ z polet vytaZenych kouli prvé barvy a y podet

vytaZenych kouli druhé barvy. Abychom urtili obecné koefi-

cient korelace R mezi « a y (z a ¥y mohou nabyvati hodnot

0, 1,23, ..., n), piitadme :-tému tahu veli¢iny u; a v, tak, Ze

u; = 1, vytdhneme-li kouli prvni barvy v ¢-tém tahu,

u; = 0, vytdhneme-li kouli druhé nebo tieti barvy v i-tém
tahu,

v; = 1, vytdhneme-li kouli druhé barvy v i-tém tahu,

v; = 0, vytdhneme-li kouli prvni nebo tfetf barvy v i-tém
tahu.

—1

Pak bude

T=U U+ . F U Y=V, F 5+ ... + v,
Tahu koule prvni barvy odpovidaji: pravdépodobnost p, a
hodnoty u; = 1, v; = 0.
Tahu koule druhé barvy odpovidaji: pravdépodobnost p, a
hodnoty u, = 0, v, = 1.
Tahu koule tfeti barvy odpovidaji: pravdépodobnost p, a
hodnoty u; = 0, v; = 0.
Pfipad u; = 1 a v; = 1 nen{ mo#ny. Na zdklad® tSchto dat
vypoditdéme stfedni hodnoty velidin », a v, pro i-ty tah:

Eu)) = p,, E(v;) = p,, pro 1 =1,2,...,n.
14



PonévadZ pokusy jsou nezévislé jeden na druhém, je pro ¢ +
*k
El(us— py)(u — P1)] = E(us — py) . E(up,—p,) = 0. (11)
Dile je E(z) = np,, E(y) = np,, E[z — E(z)] =0,
Ely —E@y)] =0,
E@) — [E@)P = Blz — Ez)P = B[z —np,P =

= Elu,—p,+uy—py + ... + 4y — 9P = n E[u,—p, P =
=a[(l —p2) pr + Al —p)] =np(l —p). (12)

Podobné se oddvodni, Ze
E(y®) — (E(y)} = Ely — EQ) = n E[v, — p,}! =
= npy(1 — py). (12a)
Pokud je ¢ + £, je

El(u; — p)(vi — py)] = E(ug — py) . BE(v, — py) = 0; (13)

stfednf hodnota soudinu (u; — p,)(v; — p;) rovnd se soudtu
ti &lenid, které odpovidaji po fadé tfem shora uvedenym
pHpadim:

y=19=04=0v,=1, 4,=0, v,=0

s piisluinymi pravddpodobnostmi p,, p,, py. Je tedy vzhle-
dem k (10)

E{(ui — p)(v: — P2)] = — (1 — py) Papy — P1(l — Py) P2 +
+ PPl — Py — P;) = — P1Ps- (14)
Z rovnic (11), (12), (12a) a (13) nasleduje, Ze
E{lz — E(z))ly — E()]} =
= E{[u; —p, + v, — py + ... Fu,—p].
(n—p+va—p+ ...t v.—pl} = (15
= — NP1 Ps.
Dosadme do (6) pFisluiné vyrazy podle (12), (12a) a (15); vy-
chdzf
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R—_— 1Py - l/ P1P2 .
V21 — ) Po(1 — o) (Pr + Pa)(P2 + Ps)
Kdyby nebylo kouli tfeti barvy, byloby p; =0,z + y =
= n; y by bylo zcela urditou funkef proménné x a koeficient
korelace R by byl roven —1. Je-li p; veli¢ina mald proti p,
a p, (je-li tedy kouli t¥eti barvy velmi mélo), plati rovnice
z + y = » jen piibliZnd, koeficient R se lisi mélo od —1.
Jsou-li naopak p, a p, &isla mald proti p, (v osudi je jen milo
kouli prvni a druhé barvy, pfevlddaji koule tfetf barvy), je B
pfibliZné rovno nule; mezi x a ¥ neni uréitého vztahu, tahy
kouli prvni a druhé barvy jsou vzdené a nezdvislé jedny na
druhych.

55. Empirické stanovenl koeficientu korelace. V odst. 54a jsme
pfedpoklddali, Ze jsou zndmy pravdépodobnosti P(z;, y,), ze
kterych jsme odvodili daldi pravddpodobnosti pro vyskyt
znaki z, resp. ¥, a pak koeficient korelace R. V empirickych
problémech nejsou vSak ddny piimo pravdépodobnosti
P(x,, y,), nybrZ statistickd data o vyskytu znakd, které se-
stavujeme v t. zv. korelaéni tabulku. Budiz »,, podet pFipadi,
kdy prvni promé&nnd x m4 hodnotu z; a kdy zéroven druh4
velidina y mé hodnotu ;4 = 1,2, ..., k = 1, 2, ... Velidiny
ng; jsou dény; povazujeme-li ¢ za index ¥4dku a k za index
sloupce, napfeme n,, do koreladni tabulky na misto, kde se
i-ty Fddek protind s k-tym sloupcem. Empirické hodnoty
pravdépodobnosti ¢srkovanymi oznadime pismeny. Empiric-
k4 pravddpodobnost P'(z, y,), Ze x = x; a e y = y;, je
déna vzorcem

__ M )
Zznm
1k

Déle odvodime z korelaéni tabulky, uZivajice oznadeni ob-
dobného tomu, které jsme zavedli v odst. 54a, tyto empirické
pravdépodobnosti.

Pravdépodobnost P'(z,), Ze z = z;, je rovna

P'(z;, y)
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Znik
*
ZZ”H;
Pravdépodobnost P'(y,), Ze y = y,, je rovna
Znik
Zznik.

Pravdépodobnost P, '(z,), %6 = x,, je-li déno, Ze y = y,,
je rovna

Pyr
Znik
Pravdépodobnost P’ (Y oy = yy, je-lidéno, Ze x = =,
je rovna

Nix .
Zn.-k
3

Pfislusné empirické stfedni hodnoty soudinu zy velidin z a y
a jejich &tverci jsou

S S p S S

S PO S PO S
S St S

zznw (s> "

Empiricky koeficient korelace R’ se vypodte z téchto empi-
rickych hodnot privé tak, jako jsme vypoSetli theoreticky

koeficient korelace R na zdklad® theoretickych stiednich
hodnot podle vzorce (6), odst. 54. Je tedy

E'(ay) =

@) ===

Bv.57 — 2 17



____ Fay—F@).EY

V{E @) — [B'@)PHE (") — [E'(9)F}
nebo, dosadime-li podle pfedeslych vzorch za E'(zy), E'(z),
E'y), ...,

14

(1

R =
N. Z%nikziyk — (Z;”ikxi)(zi:%:nikyk)
_V[N-;%nik-’”iz—(Ei:;’nikxim[lv-Z%ntkykz—(%:%”myk)]'

(2)

kde jsme polozili pro strudnost
N = Zkznik.
1

Jsou-li tedy ddny: korelaéni tabulka, t. j. hodnoty =g,
t=12,..., k=1,2,..), a hodnoty x,, %5, ..., ¥1, Yg, -+
vypoéte se empiricks hodnota koeficientu korelace podle (2).*)

Pozndmka. V odst. 54¢ jsme vidéli, Ze zvlastni druhy z4-
vislosti mezi « a y odpovidaji riiznym hodnotdm koeficientu
R. Je-li naopak déna empirickd korelaéni tabulka, uréime
z ni podle (2) empiricky koeficient korelace R’. Ptime se pal,
jaky z4v&r moZno udiniti z é&iselné hodnoty R’ na povahu
vztahu mezi x a y. Odpovéd zni, Ze jedind é&iselnd hodnota
R’ nestadi k tomu, aby charakterisovala zdvislost mezi z a y
po viech strankéch.

b66. Kvalitativn( koeficient korelace. Podle definice (7) odst. 54
je koeficient korelace R funkef veli¢in x;, 2,, ... & 95, ¥, -+,
pri ¢emZ pravdépodobnosti P(x;, y,), P(z,) a P(y,) maji
tlohu koeficientii. Naskytuje se otdzka, miZe-li R byti veli-

*) Ciselné piiklady korela¥nich tabulek uvédi S. Kohn ve spise
Zéklady teorie statistické metody (Praha 1929) na str. 297. Viz té2
J. Kaucky: Uvod do poétu pravdépodobnosti a teorie statistiky,
str. 49, Praha 1934. J. Kaucky-J. Novdék-VI. List: U%it{ korelatnfho
pottu, Praha 1948.
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¢ina nezdvisld na proménnych z,, x,, ..., ¥y, ¥, ... VySeti{me
tuto otdzku pro pfipad, %e veli¢ina x miZe nabyti jen dvou
raznych hodnot x,, z, a velidina y také jen dvou hodnot y,, y,.
Pro jednoduchost volime o néco struénéjsi oznadeni pravdé-

podobnosti; zavedeme na misto znakii definovanych v odst.
64a,

Pir = P(xi) yk)) 1= 1: 2’ k= l) 2;
P = P(zi)) i = 1, 2; pk' = P(yk), k= 1, 2.
Pak bude

E(zy) = Py + Pra®i¥e + Pty + Daa¥a¥s,
E(z) = p,2; + poxs, E(y) = P1'Y1 + Pe'Ye
E(2?) = py2® 4 pera?y E(Y?) = iy + Pa'yad
pfi demZ

Pl, = P11 + Prps le = P2 + Pgo; Pl, + Pz, = 1:} 1)
Py =Pu+ Pou P =Pr2a+ Posy i + P2 =1.
Koeficient korelace se pak vy]'é,d" podle (7), odst. 54 takto:

2

Z Z’Puch — (me ;Z}m Yr)
V[me — (2pkxk)2][2p. Yt — (Zm )]

V titateli je mnohoé¢len druhého stupné vzhledem k promén-
nym %; a y;. Ve jmenovateli je odmocnina ze soudinu dvou
mnohodlend proménnych xz, resp. y,. Proto nemizZe byti R
obecnd veli¢inou nezdvislou na proménnych z,, z,, 7, a ¥,.
Pifpad nezdvislosti miZe nastati jen tehdy, redukuje-li se
vyraz pod odmocninou jmenovatele na druhou mocninu
mnohoélenu stojiciho v &itateli ndsobenou n&jakou konstan-
tou. Aby tento pfipad nastal, je pfedné nutno poloZiti

N="7y Ys=12 P =Dy, Py = Pai
za tohoto pfedpokladu piejde (2) ve formuli

(2)
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R=
— (P — 2% 722 + (P12 + Py —201P2) 7123 + (Dae—Py}) “2'.
(pr — P1?) 2,® — 2P, Ps%1Z5 + (P2 — Po°) Za°

@)
R je tedy funkei poméru z,: z,. Aby R nezdvisel vibec na
hodnoté tohoto poméru, je nutno a stadi poloZiti

Pu— Pt _ Pig+ Py — 2P, P, P — Pyt _
L = L — R (4)
P — Py — 2p1Ps Pa— P
Jsou-li splnény tyto rovmice, maji mnohodleny druhého
stupné vyskytujici se v ditateli a ve jmenovateli vyrazu (3)
umérné koeficienty; pomér souhlasnych koeficientii je roven
konstanté R, kterd nezdvisi na hodnotdch z,, ,.

Rovnicim (4) vyhovi se takto: Volime nejprve p,, p, & R
tak, aby
7120, 220, p+p=1—1<R< +1;  (5)
pak ustanovime p;; rovnicemi:
Pn = P + R(py — pY),
D12 = P = P1Po(l — R), (6)
P22 = Pt + B(py — Pa?)-
Jsou-li splnény rovnice (5) a (6), je vyhovéno i prvnim dvéma
rovnicim (1). Nebot
Pu + Pre = P° + Pyp, + R(py — PP — pypy) =
=p + Rlp—p —pll —m)l=p
a podobné se odiivodni, %e

Po1 + Paa = Po.
Vysledek shrneme takto:
BudiZ R koeficient korelace mezi dvéma velidinami z,y,
z nich proni nabjvd hodnot x,, z, a drubd y,, y,. Plati-li
v oznadent zavedeném v tomio odstavci

Y=, Ya=12, Py =Py, Py = Pa

20



a jsou-li splnény podminky (5) a (8), je R velidina nezdvisld na
z, a na T,

Veli¢ina R se pak nazyvd kvalitativni koeficient korelace.
V piipads, Ze z a y nabyvaj{ vice hodnot nez dvou, vyskytuji
se také kvalitativni koeficienty korelace.

Pozndmka. Zjednoduseni dlohy, jehoZ bylo docfleno druhou
rovnicf (6), totiz pfedpoklad, Ze p,, = P,,, odpovid4 piipadu,
kdy bé#i o koeficient korelace mezi veliéinami z™ a z(™ pii-
Fadénymi dvéma pokusiim v pfipadé staciondrnfho Fetézu
(viz odst. 82c).
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KAPITOLA BEBTA

MARKOVUOV
JEDNODUCHY RETEZ O DVOU EVENTUALITACH

57. PojJem Markovova fetdzu. V druhé kapitole bylo pojed-
nédno o pravdépodobnostech vztahujicich se k opétovanym
pokustim. P#i tom se pfedpoklddalo, Ze je urditd konstantnf
pravdépodobnost p, Ze se pokus zdafi, stejnd pro viechny po-
kusy a nezdvisld na tom, zda se pokusy, provedené pfed po-
kusem pravé uvaZovaném, zdafily &i nezdafily. Nyni vez-
meme v uvahu pravdépodobnosti vztahujici se k opétova-
nym pokustim pfedpoklédajice, Ze pravdépodobnost, se kte-
rou se vyskytne néjaky zjev jako vysledek uréitého pokusu,
zdvisf na vysledcich pokusd pfedchdzejicich.

Budiz EW, E® E®), E®, .. tada zjevii, z nich%
prvni je vysledek prvniho pokusu, druhy je vysledek druhého
pokusu atd. Pravime, Ze pravdépodobnosti, se kterymi se vysky-
tujl zjevy E™, jsou spojeny v Markoviv etéz, zdvist-li pravdé-
podobnost, Ze n-tg} pokus dd vysledek E™ na tom, jaké vysledky
daly pokusy predchdzejict.

Zivislosti mezi pravdépodobnostmi vysledki, které mizZe
miti n-ty pokus, a mezi vysledky, které daly pokusy pied-
chézejici, mohou byti rdzného druhu. V odst. 58 poddme
piehled rozmanitych iloh o fetézech, kterymi se budeme
zabyvati v kap. VI, VII a VIII.

68. Prehled uloh o Markovovych fetézech. a) V kap. VI budeme
jednati o jednoduchém Markovoré fetézu se dvéma eventualitami a 8 kon-
stantnimi pravdépodobnostmi prechodu. Kaidy z pokusi ma jen dvd
eventuality: bud se podafi, nebo se nepodaii. Retéz je jednoduchy; to
znamené, #e, je-li zndm vysledek n-tého pokusu, je tim uréena jedno-
znatnd pravdépodobnost, Ze se (rn + 1)-ty pokus zdati nezavisle na
tom, jak dopadly pokusy predchézejici pfed n-tym. Retend pravds-
podobnost je konstantnf, nezivisi na pofadovém ¢&fsle pokusu.*) Veli-

*) Misto Fetdz s konstantnimi pravdépodobnostmi prechodu se Fiké
téz homogennt fetéz.
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8iny definujici takovy fetdz e pilklad, jak se Fetdz uskutedn, jsou
uvedeny v odst. 59. Pravdépodobnost, e n-ty pokus se podaki, zdviaf
obecnd na n; ze urditych pfedpokladi mé limitu, roste-li n do neko-
netna (odst. 60), dodatky k této vatd v odst. 61 a 62. Podobnd jako
v pifpad® nezévislych pokusi zavéd( se zde pro fadu » pokusu stiednf
hodnota podtu m zdafenych pokusi (63); stiednf hodnota &tverce
tchylky, délend poétem pokush, mé za uréitych ptedpokladi limitu,
roste-li n do nekoneéna (84). Ve zvldstnim pfipadé muzZe byti pravds-
podobnost, Ze se n-ty pokus zdaif, nezdvisla na n (85). Srovnén{ vy.
sledkd s obdobnymi platnymi pro nezévislé pokusy (66). Odst. 67—69
jednajf o rozmanitych aplikacich. V odst. 70 se jedné o t. zv. charak-
teristické rovnici pfifadéné danému fetdzu.

b) Kap. VII zadiné definici jednoduchého Markovova fetdzu
o libovolném (konetném) podtu eventualit (odst. 71). K rozboru na-
kterych uloh hodl se zavésti proménnou velitinu zdvislou na vysledku
pokusu (72). Geometrické zndzorndni fetézu (73). Na zédkladd vlast-
nostf sttednich hodnot veli¢in vztahujicich se k Fetdzu (74) dokazuje se
véta o limitd pravdépodobnosti (75) s dodatky (76, 77). Kofeny cha-
rekteristické rovnice (78) slou#f v ndkterych piipadech k vyhodnému
vyjédieni pravdépodobnosti piechodu (79). Po piehledu method
k vypodtu disperse (80) je urdena disperse pro libovolny potet n po-
kusi (81). Odst. 82 jedné o staciondrnim fetézu.

c) Uzitf fetéza je objaanéno v kap. VIII, kde jsou rozebirdny 1lohy
o michénf karet (odst. 83, 84) a uloha o tazich ze dvou osudi se z4-
ménou kouli (86—87); v této posledni wloze vyskytuje se piipad
zjeva Fy, F,, F,, ... jei netvofi fetéz, jichz pravdépodobnosti jsou po
fad® zdvislé na zjevech E,, E,, H,, ..., které tvort fetdz (86). Zakon
velkych &isel plati téZ v piipadd fetdzu (89). V odst. 41 jsme pojednali
o regularisaci v pFipad$ geometrickych pravdépodobnosti. V pfipadd
Fetdézl nastdvd regularisace, t. j. urditd pravdépodobnost se blizi
limitd, vzristi-li potet pokusi do nekoneéna (90, 91).

59. Jednoduchy Fetdz se dvima eventualitami a konstantniml prav-
dépodobnostmi pfechodu. a) Jsou déna dvd osudi, jedno bilé,
druhé &erné. V kaZdém z nich jsou bilé a éerné koule. Je tedy
urditd pravdépodobnost p,;, Ze z bilého osudi vytdhneme
kouli bilou a pravdépodobnost p,,, Ze z ného vytdhneme der-
nou; platf

Pu+ Pa=1. (1)

Podobné pravdépodobnosti p,, & p,,, Ze z Eerného osudi vy-
tdhneme bflou resp. dernou kouli, vyhovuji rovnici
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P + Py = 1. (1a)
Pfedpokldddme, Ze kondme postupné tahy za téchto podmi-
nek: vytdhneme-li pfi n-tém tahu kouli bilou, kond se
(n + 1)-ty tah z osudi bilého; vytdhneme-li p¥i n-tém tahu
kouli &ernou, kond se (r + 1)-ty tah z osudi &erného.*)
Pravdépodobnosti, Ze pfi 1., 2., 3., ... tahu vyjde na pf. bild
koule, jsou spojeny v jednoduchy Markoviv fetéz; p,; jsou
pravdépodobnosti prechodu, (i, k = 1, 2). Aby byl fetéz Gplné
uréen, musime né&jak urditi, ze kterého osudi se kond prvnf
tah. Toto uréeni se miZe provésti dvojim zpiisobem:

Bud je pfimo ddno, ze kterého osudi se konzi. prvnoi tah,

nebo jsou dédny jen pravdépodobnosti p1 a pz , e prvni tah
se kond z osudi bilého resp. &erného; rozhodnouti o tom, ze
kterého osudi se skutednd tdhne, zdvis{ na vysledku pfedbé'i—
ného pokusu; uvedend pra.vdépodobnosti splfiuji podminku

P+t = 2)
Neni-li tedy ddno, ze kterého osudi se kond prvni tah, je

pravdépodobnost p(ll), e pii prvnim tahu vyjde bild koule,

rovna dhrnné pravdépodobnosti sloZené ze dvou séitanci:

bud se konéd tah z bilého a vyjde bild, nebo se kond z &erného
a vyjde bild, tedy

P =" pu + 95 P (3)

b) Za pfedpokladu, %e pravdépodobnosti p(lu) a p(go) jsou

dény, budiz p(I" prosta pravdépodobnost, Ze pfi n-tém lahu

vyjde bild koule a p3”, %e pti n-tém tahu vyjde ernd. Srovni-
(1) (n)

véame-li p 8 (k =1, 2), dostaneme podle véty
o ﬁhmné pra.vdépodobnostl
Pt = o pye + P8 Pars k=1, 2. (3a)

*) Zde i v dalim stéle pfedpoklddéame, Ze vytazend koule se vidy
vlo%{ zp&t do osudi, z n8hoZ byla vytaZena; potet bilych kouli i podet
dernych ziistdvé v jednom i ve druhém osudf beze zm&ny.
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Napieme-li tuto rovnici postupné*) pron =0, 1, 2, ..., vy-
pocteme po Fadsé velidiny p(") n=1,2,3,...). Vychdzi

pl = p(IO) plk + p(20)pﬂk! k = 17 2:

coZ je zobecn&na rovnice (3), a déle

= P(lo)(PnPlk + D1aPer) + P(zo)(PmPlk + PaePar)s -
2 2 2
p;:”) = p(lO) Z z e zplapaﬁpﬂy «or Dok +

+ p(O)azl ﬁz zpzapaﬁpﬂy « Pk, k= 1) 2. (4)

Kazdy z obou souétil je (n — 1)-ndsobny; s¥itd se podlen —1
indext «, 8,9, ..., w.

c) Koeficienty pi'i D a p(20) v rovnici (4) jsou

Py Z Z Zp{apaﬂ Do PR =D ()

a=1 fi= w=1
z,k_ 1,2, »n=123,..

Py je pravd&podobnost, %e, konal-li se prvnf tah z i-tého
osudi (¢ =1 odpovid4 bilému, ¢ = 2 &ernému), vysla p¥i
n-tém tahu koule barvy k (k = 1 odpovid4 bilé, k = 2 &erné).
Vyznam rovnice (5) pro Pg,') objasni se takto: paPas ... Pok
je sloZend pravdépodobnost, Ze pfi prvnim, druhém, ...,
n-tém tahu byly vytaZeny postupnd koule barev «, f, ..., @,
k; setteme-li tyto sloZené pravdépodobnosti pro viechny
moZné hodnoty indexi «, B, ..., , dostaneme dhrnnou prav-
dépodobnost Pg,'), %e pfi n-tém tahu vyjde koule barvy %.

Obecnéji ukazuje rovnice (5), Ze P mé tento vyznam: je
to pravdépodobnost, Ze pfi (m + n)-tém taku vyjde koule barvy
k, vysla-li p¥i m-tém tahu koule barvy 1.

Misto rovnice (4) pi¥me struénéji

*) Index O plati pro predbéfny pokus.

26



_ p = p"PRY + p D3y (6)
7 definice velitin P{y’ plyne pfmo, %e

PP = SPPPP, i, k=1,2, (7)
j=1

kde m a n jsou libovoln4 kladnd celd &isla; seditajice v rovnici
(5) postupn& podle indext %, w, ..., 3, vidy od 1 do 2,
najdeme s ohledem na (1) a (la), Ze

2
DPP =1n=123,... (8)
k=1

Z rovnic (2), (6) a (8) plyne vztah

PP +p=11n=012.., (9)

ktery ostatné je piimym disledkem definice veliéin -

Nebof rovnice (9) vyjadiuje vétu, Ze pii n-tém tahu je jisto,
Ze bude taZena bud bild nebo &ernd koule.

d) Obecny pojem jednoduchého fetézu se dvéma eventuali-
tami a s konstantnimi pravdépodobnostmi ptechodu p;, sta-
novi se takto: Kondme postupné pokusy takové, Ze kazdy
z nich d4 za vysledek jeden ze dvou zjevi E,, E,. Je-li zndmo,
Ze n-ty pokus dal vysledek E,, je p;, pravdépodobnost, Ze
(n + 1)-ty pokus dé vysledek E,, (k = 1, 2); pravdépodob-
nosti ;) nejsou z4vislé na tom, jak dopadly pokusy (r—1)-ty,
(n — 2)-ty, ... Pravd&podobnosti vyhovuji rovnicim (1)
a (la), jez shrneme v jedinou

pil_*_pi:!:lvi:l)z'

Rovnice (5) urduje pravdépodobnost Pg:), ze zjev K, se vy-
skytne jakoZto vysledek n-tého pokusu, dal.li ,,pfedbéiny
pokus‘, ktery si myslime vykonany bezprostfedné pFed
prvnim, zjev E,. Velidiny Pii’ vyhovuji rovnicim (7) a (8).

Jsou-li p(lo) a p(zo) pravdépodobnosti, zZe E, resp. E, se vyskyt-
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ne jakoZto vysledek pfedb&Zného pokusu, je pravd&podobnost
pfc"), %e n-ty pokus d4 za vysledek E,, uréena rovnici (6).

60. Markovova vita o limité pravdépodobnostl. P{;’. a) Pfedpo-
kldddme, Ze vSechny pravddpodobnosti p,;, jsou kladné:

0<pik<l: ilk=l)2 (l)
a %e jsou splndny rovnice (1) a (1a), odst. 60, Ze tedy
Pi + P = 1, i=12. (2)
PoloZme
0 = Py — Par-
Z rovnice (3a) a (9), odst. 59 plyneprok =1, Ze
P = py + 6. 91,

anebo, upravime-li,
iy Pa p) (n) _ Pm .
P 1—é ( TI— 6)‘

Dosazujme do této rovnice na misto n postupns 0,1, 2, ...,
n — 1 a znésobme viechny tak utvofené rovnice. Vychdzi

)y — snlot® Par 3
y 4 —1 — =0 ( 1 ¢ 6)' 3
Pon&vad? vzhledem k (1) je |8| << 1, mdme pro n —>co
limp{” = Pa_ 3
o 1—8 (32)
Stejnym postupem dostaneme z rovnic (3a) a (9), odst. 60
pro k = 2
P("H)_ P2+ 0. P2 Y, 0= Paa — Pz = P — Pan
P
P
a tedy
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limpd = lﬂ' (3b)

n—>o i 6

Limitni hodnoty (3a) a (3b) oznadime P,, P,. Je tedy

Pa P12 P+ 1—
P, = P, = ——l.
1 1_69 2 1—6, 1+P2 l_p11+p21
: 4)

Rovwnice (3a) a (3b) vyjadiuji Markovovu vétu o limité pravdé-
podobnosti, kterou vyslovime, majice na mysli tahy ze dvou
osudf podle pfedpokladt odst. 59a, takto:

Prostd pravdépodobnost, Ze pii n-tém pokuse bude vytatena
koule bild (Sernd), md, roste-li n do nekonebna, limitu P, (P,)
urdenou rovnict (4) a nezdvislou na poldteénich pravdépodob-

nostech p(lo) , p(20) (jinymi slovy: nezdvislou na tom, konal-li
se prvoi tah z osudi bilého nebo z éerného).

Kdybychom se drzeli abstraktniho pojeti fetézu podle odst.
59d, znéla by véta takto:

Prostd pravdépodobnost, Ze n-tyj pokus md za vysledek zjev
E,, (k =1, 2), md pro n —>o0 limitu P,.

b) VySetfme nyni limitni hodnoty velid¢in PP pro n —>oo.
Dosadme do rovnice (6), odst. 59

(0) =1, p = 0.
Vychdzi
p = PR
a tedy podle (3), prok = 1

P = % + o (1 -i—(-) =0 L Pl — o).  (5)

Dosadme nyni do (6), odst. 59
V=0 pP =1
Pak bude
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P = PR
a rovnice (3) dé pro k = 1

PR =_Pn o Pu__pq_¢g)  (Ge)

1—34 1—46
Z rovnic (5) a (5a) plyne, Ze
P P = gn 6)
a ddle
LmP{} = limP{ = P,. )
n—>w n—-wo

PonévadZ pak podle (8), odst. 59 a podle (4), odst. 60 je
PY+PY=1,PY+PP=1, P +P,=1 (6b)
plati téz
imP{Y = limP{y = P,. (7a)
fn—w n—>x
PovaZujeme rovnice (7) a (7a) za jiny vyraz shora uvedené
Markovovy véty. Jejich smysl je: Pravdépodobnost Piy), Ze
n-ty pokus dd visledek E,, dal-li predb&iny (nulty) pokus vyj-
sledek E;, md za imitu P,, (k = 1, 2) nezdvislou na 1.

Limity P,, P, jsou urdeny rovnicemi (4).

61. Dodatek k vétd o limitd pravddpodobnostl. Vyhovuji-li
pravdépodobnosti p;, nejen podminkdm (1) a (2), odst. 60,
nybrz také podminkdm

p1k+p2k= l’ k= l’ 21 (1)
je
1 = py + P1e = Pu + Py = P + Po2 = Py + Pu
a tedy
P12 = P21y P11 = Pae- (2)
Z toho plyne podle (4), odst. 60, Ze
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P 1—p, 1—py
Py 1—6 1—py+2a 2(1—py) =P @
Naopak plyne z rovnosti Py, = P,, Ze p,, = P, (srv. rovnice
(4), odst. 60), z &ehoz nédsleduje platnost rovnic (1).

Jsou-li splnény rovnice (1) a (2), odst. 60, vyjadiujt rovnice
(1) nutnou a postalujict podminku pro to, aby limity P, a P,
byly stejné.

V ptipadé dvou osudi (odst. 59a) maji podminky (1) nebo
z nich plynouci disledky tento vyznam: v bilém osudi je
pomér poétu bilych kouli k poétu &ernych zrovma takovy,
jako je v ferném osudi pomér gernych k bilym. Po velmi
velkém pottu tahd je pravdépodobnost vytihnouti bilou
kouli stejné velikd jako &ernou.

62. Zvlaitnl pFipad, kdy podminky vity o limit3 nejsou spindny.
Predpoklad vyjadfeny nerovnostmi (1), odst. 60 je podstatny
pro platnost Markovovy véty o limité. Kdyby na pf.

Pu=0, P =0, prp =Py =1, 1)
zjevy E, a E, by se pravidelns stiidaly; kdyby n-ty pokus
vedl k B, (E,), vedl by (» + 1)-ty pokus k E, (E,). Pravds-
podobnosti p&”’ a P{p by nemély limitu, rovnice (3a), (7) a
(7a), odst. 60 by neplatily.

Vrétime-li se k tahtim ze dvou osudi (odst. 59a), maji pod-
minky (1) tento vyznam: V bilém osudi jsou jen &erné koule,
v ¢erném jen bilé. Kondme-li n-ty tah z bilého (&erného)
osudi, kond se (n 4 1)-ty z &erného (bilého). Kdyby se prvni
tah konal z bilého, byla by pravd&podobnost P(l'i), Ye pii
n-tém tahu vyjde bild koule, rovna nule pro liché » a rovna
jedné pro sudé n.

63. Stfednl hodnota pottu zdafenjch pokusd. Vykonejme cel-
kem n pokusi za pfedpokladi odst. 59d. Vyskytne-li se zjev
E,, pravime, Ze se pokus zdafil; vyskytne-li se E,, pravime,
%e se pokus nezdafil. r-tému pokusu ptfifadime velidinu =(";
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zda¥{-li se pokus, budi¥ »(” = 1, nezda¥-li se, budi% 2" = 0.
Je-li v fadé n pokust m pokusi zdafilych, je (jako v odst.14b)

m=z 4 2D 4 .. 4 ™.
Budiz jako v odst. 59¢ Py pravdépodobnost, Ze s-ty pokus

bude miti vysledek E,, dal-li pfedbéZny (nulty) pokus vy-
sledek E,.

Pravdépodobnost, Ze se s-ty pokus zdaif, je tedy PY;
stfednf hodnota velidiny z@ je

E@® =1.P% +0.(1—PY) =P (2)

a stfednf hodnota podtu m zdafenych pokusi je (pros = 1, 2)

E(m) = E(@) + E@®) + ... + B») =
P(l) + P(2) 4.+ P(ﬂ) (3)
Predpokléddme, Ze jsou splnény podminky (1), odst. 60.
Podle (5) a (5a), odst. 60 je

P L&,

(8)
P11_1—6+1—6 .

Py = P Pu o

1—8 1-—946°
Hodnota E(m) z4visi tedy na indexu 4, ale
i BOW) _ o P+ PR 4. 4 PR
n»o N n-o n
nebot podle (4) a (7), odst. 60 m4 P limitu P, pro n —co0.
Stredni hodnota poltu podafenych pokusit délend celkovym
poltem pokusit md pro n —> co limitu P, nezdvislou na vyslediu
predbéiného pokusu.
64. Markovova vita o limitd disperse. V piipadd nezdvislych
pokusi jsme dokdzali — viz rovnici (1), odst. 15 — %e stfedni

hodnota druhé mocniny tichylky, toti¥ (m — np)?, d8lend
podtem pokusi », rovn4 se pro kazdou hodnotu &isla » vyrazu

=P, 4
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p(1 — p). V piipadé pokust spojenych v fetdz je vyraz pro
E(m) (viz rovnici (3), odst. 63) sloZit&jsi{; vezmeme-li na
misto p pravdépodobnost P,, Ze n-ty pokus pfi nekonednd
velikém » se podai, vyjéddii se stfednf hodnota druhé moc-
niny vchylky takto:

n
E(m — nP,)* = E[),(z® — P,)2.
8=1
Veli¢ina x(® je zde definovéna jako v odst 62. Z toho plyne.

pro stfedni hodnotu vyrazu (m — nP,)%/n, ktery se nazyvéd
disperse, rovnice

n
(2) __ 2
B (m — nP,)? _ ,ZIE(Q’ P)

n n +
n—1n—r
Z ZE[(zm Py)(z(r+) — Py)]
+ 2= - . (5)

Prvnf dlen napravo v této rovnici se snadno vypodte. Uvaz-
me, %e ¥ m4d hodnotu rovnou jedné nebo nule dle toho,
vyjde-li pfi s-tém tahu koule bfl4 nebo &ernd; ddle je (za
pfedpokladu, Ze prvni tah se déje z ¢-tého osudi)

P{? pravdépodobnost rovnosti z® = 1,

Pﬁ? pravdépodobnost rovnosti 2(® = 0.
Z toho plyne, Ze

E(z — Py} = P(1 — Py} + Pi2P] (6)
K vypottu druhého &lenu na pravé strané rovnice (5) pozna-
menejme (viz odst. 59¢):
POPY je pravdépodobnost, Ze plati obé rovnice
" — ]_ z(’+0) = 1

PP je pravdépodobnost, %e plati ob& rovnice
x(r) = 1’ 2(r+8) — 0’



PRPY) je pravdgpodobnost, Ze plati ob& rovnice
) =0, gr+o) =1,
P{YP{) je pravdspodobnost, Ze platf obé rovnice
N = 0, ztr+9 = 0.
Jetedy Bl — Py)ar+d — Py)] =
= PRP(— P + PP —Py) . (— Py) +
T+ PRPY ()1 —P) + PRPS. B ()

Dosadme podle (6) a (7) pfisluiné vyrazy do pravé strany
rovnice (5), a na misto PP dosadme podle (5) a (5a), odst. 60
piihliZejice k prvnim dv&ma rovnicim (5b), odst. 60. Pravsi
strana rovnice (5) objevi se ndm jako vyraz sloZeny z nékolika
geometrickych fad; vychézi

(m—nnPl) 1 1)[1 + 8 36(1—6")]_*_

1—8 n(1—op
(1—2P)2—i—P)  van
a6 —T) [(2n 1)gn+1 —
62_6ﬂ+1
ot
i=12.

To je obecnd formule pro stfedni hodnotu &verce wchylky délenou
poltem n pokusii neboli pro dispersi. Pfedpoklidd se, Ze
Pix, (5, k = 1.2) jsou kladné a déle

2
. P
2Pe=1 =12 P=7% d=py—pu

Index i se vztahuje k vysledkiim pifedb&Zného pokusu. V p¥f-
padé, Ze pokusy nejsou spojeny v fetéz, nybrz %e jsou nezi-
vislé, platf

Pyu="7Pn=P =p 6=0
rovnice (8) pfechdz{ v diive odvozeny vzorec (1), odst. 15.
Uvedme tyto specidlni pfipady formule (8):
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a) Roste-li » do nekoneéna, je limé" = 0 pondvadz 8| < 1,
a formule (8) pfechdzi v

mp =B pa—p)EL @
coZ jo Markovova véta o limité disperse.
b) Je-li
P12 = Pavy P11 = P22
a tedy

0=2p,—1,14+6=2p,, 1 —6=2(1—py,)
1= %2
d4 rovnice (8) pro libovolné celé n
Pu 1—2p, 1 —@2p, —1)
+ . .(10
" T—pat 8 gy
Poznamenejme, Ze ani ve formuli (9) ani v (10) se neproje-

vuje vysledek pfedb&Zného pokusu; pravé strany obou téchto
rovnic jsou nez4vislé na indexu 1.

65. Staclonarni fetdz. a) Podle 59b prost4 pravdépodobnost

p(ln), %e se n-ty pokus podaii (neboli, podle odst. 59a, pravdé-
podobnost, Ze pii n-tém tahu vytdhneme bilou kouli), je
funkef indexu #; je obecnd pro kaZdy pokus jind. Ret&z se na-
z§vé staciondrni, je-li pi” nezdvislé na n. Podminka, kterd
musf byti splnéna, aby Fetéz byl staciondrni, vyplyvd piimo
z rovnice (3), odst. 60; p(l") bude velidina nezdvisld na n,
bude-li koeficient pfi 6" na pravé strané oné rovnice roven
nule. Podminka, aby fetéz byl staciondrni, zni tedy

(0) P2
Py = (1)
1 —p5 + Pa

Splnénim této podminky je zarudeno, Ze fetéz je staciondrni;
naopak, je-li Fetéz staciondrni, musi byti nutné splnéna tato
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podminka. Srovndnim rovnic (3) a (4), odst. 60 plynou z pod-
minky staciondrnosti disledky:

(0) (1) (2) (n) Pa .
3 — —a—— p = ... = P = .

n n n ! 11— P+ Pa
2

rovnice (5) a (5a), odst. 60 daji pro staciondrni fetéz

1 _— (5"' P(n) 1 _— 6"_

P =68+ py T 20 =

=Pn 1—s’ 0 =py—Pa
@3)

Rovnice (1) vyjadfuje nutnou a postalujict podminku, aby
fetéz byl staciondrnri; pravdspodobnost, Ze se zdafi pfedbéiny
pokus, rovns se, je-li podminka (1) splnéna, pravdépodob-
nosti, Ze se zdaf n-ty pokus a limité P, pravdépodobnosti
prechodu Py (¢ =1, 2) pro n —>o0. Srv. odst. 82c.

b) Ve smyslu odst. 59a uskutednime staciondrni fetdz tak-
to: prvni, druhy, tfeti, ... tah konaji se bud z bilého nebo
z derného osudi; pravdépodobnost vytéhnouti bilou kouli
z bilého je p,,, pravdépodobnost vytdhnouti bilou z éerného
je Py Predb&Zny (nulty) tah kond se z pomocného osudi, ve
kterém jsou téZ bilé a &erné koule; pravdépodobnost vytéh-
nouti bilou je pi”, urfend rovnicf (1). Vytdhneme-li p#i pred-
béZném tahu bilou (dernou) kouli, kond se prvni tah z bflého
(6erného) osudi. n-ty tah kon4 se z osudi té barvy, kterou mé
koule vytaZend pfi (n — 1)-tém tahu. PFi kterémkoli tahu
mé pravdépodobnost vytihnouti bflou kouli konstantni

hodnotu p(lo) danou rovnief (1).

66. Srovnanl s pfipadem nezévisljch pokusd. Srovnejme piipad
staciondrniho Fetézu, kdy kondme tahy ze dvou osudi, jak
bylo vyloZeno v odst. 65, 8 pfipadem nezdvislych taht z jed-
noho osudi.

Uvedeme ¢&iselny priklad.

a) Médme dv& osudi, jedno bilé, druhé derné; pravdépodob-
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nosti p,, & p,, vytdhnouti bflou kouli z prvnfho resp. ze dru-
hého jsou

Pu=1% Pu=14
predbéiny tah necht se koné z pomocného osudi, kde je jedna
bild koule a jedna &ernd; je tedy p(lo) = 4. Podminka stacio-

ndrnosti, vyjddfend rovnicf (1), odst. 65, je splnéna a platf
(viz odst. 63)

pPP=p’=... =P =P =P, =P,=1,

n=1213,...

Podle (3), odst. 63 je sttedni hodnota podtu m tahd, pk
nich% vyjde bild koule, je-li » celkovy potet tahti, roven

E(m) = in. 1)

Podle rovnice (9), odst. 64 je limita sttedni hodnoty &tverce
uchylky

. m — &n)?
limp ™ — 4"y (@)
n->m n

b) V pfipadé nezdvislych pokusii, kdy kondme tahy z jedi-
ného osudi, ve kterém je tolik Eernych koulf kolik bilych, je
pravddpodobnost, Ze vytdhneme bflou kouli, p = 4. Poné-
vad¥ p = p,; = P, = $, plati rovnice (1) jako v pifpads sta-
ciondrnfho Fetdzu, ale (viz odst. 15.)

—1np
n
Vykondme-li tedy velky podet n tahfi, je pomér m/n podtu
tahidi, pfi kterych byla tazena bild koule, k celkovému potu
.tahd pFibliZn& roven 4 v obou ptipadech a) i b).
Ale stfednt hodnota disperse,*) t. j. poméru (m — 4n)?: n je

*) Statisticky uréime stfednf hodnotu disperse z velikého poltu
k serif tahly; kaZd4 serie ma n tahi, v nichi celkem vyjde m-krat bilé
koule. Aritmeticky stfed ze vlech k& hodnot disperse ddvé hledanou
jeji stfedni hodnotu.
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v pipad? a) staciondrniho ¥etézu rovna %, kdeto v ptpads
b) nez4vislych tahi z jediného osudi je rovna $.

67. Vyskyt samohldsek a souhldsek v souvislém textu. Markov
vybral z Puskinova ,,Onégina‘* &ést textu o 20 000 hldskdch
a rozdélil ji, bez porusen{ daného pofadi hldsek, na 200 skupin
po 100 hldskdch. V ka?dé skupind &ftal, kolik je v nf samo-
hlések; vysledek je vyjidd¥en statistiokou tabulkou:

Podet samohlédsek ve skupi-
D8 i 37(38(39(40(41(42(43(44(45(46(47 (4849
Podet skupin ............. 3( 1| 6/18/12 31|43 291256]17(12| 2| 1

Nejéetnéj$i jsou skupiny, jeZz obsahuji stfedni polet 43
samohldsek; je jich 43. Cim vice se podet samohldsek ve sku-
pind uchyluje od 43, tim ménd takovych skupin se vyskytuje.
Nejvétai dchylky od stiedntho poétu 43 jsou —6 a +-6.
Pravdépodobnost, %e hldska zvolend namétkou ve skuping,
kterd obsahuje 37 (nebo 38, 39, ...) samohldsek, je samohlds-
ka, rovné se 0,37 (nebo 0,38, 0,39, ...). Priimérnéd pravdépo-
dobnost P;, Ze hldska zvolend v ndkteré skupind, je samo-
hldskou, je dédna rovnici

P, = 343(3.0,37 +1.0,38 + ... + 1.0,49) = 0,432. (1)
V jedné skuping je primérné 100 . P, = 43,2 samohlisek.

Jde nyni ‘o to srovnati tchylky, o které se lidf skutedny
podet samohlisek vyskytujicich se v té které ze 200 skupin od
stfedniho jich podtu 43,2. Za tim ielem vypodteme stiedni
hodnotu étverce Uchylky (dispersi) ze dvou riiznych pFedpo-
kladt: a) vyskyt samohldsek je obdobny vyskytu bflych
koulf, kondme-li tahy z jednoho osudi za pfedpokladii odst.13
a ndsl. b) vyskyt samohlések je obdobny vyskytu bilych
koulf, kondme-li tahy ze dvou osudf v pipadd Markovova
fetdzu uvaZovaného v odst. 59a a n4sl.

a) Otislujme 200 skupin hldsek ¢fsly 1, 2, ..., 200 a budi% m,
podet samohlisek obsaZenych v i-t6 skupind. Pak bude
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(m; — 100P,)* &verec uchylky pro ¢-tou skupinu; P, je
pravdépodobnost, %e zvolend hliska je samohldskou, dand
rovnici (1). Pfirovndme-li vyskyt samohlisek k vyskytu
bilych kouli pfi tazich z jednoho osudi, vzdjemn& nezdvislych,
m4 byti podle odst. 15 a 22 rovnost mezi theoretickym vyra-
zem np(l — p) a empirickou stfedni hodnotou

- [y — mp + (g — P - .. + (o — )]

Dosadfme-li sem s = 200 (podet serif), n = 100 (podet tahd
v jedné serii), p = P, dochdzime k zdvéru, Ze by mé&la platiti
(pfiblizné) rovnost

200

ymugl(m. — 100P,} = P,(1 — P,). )

Provedeme-li vypodet se shora uvedenymi hodnotami pro
my a pro P, shleddme, Ze levd strana v rovnici (2) m4 hod-
notu 0,051, kde#to pravéd hodnotu 0,245. Rovnost (2) nenf
tedy v naSem piipadd sprivnd, vyskyt samohldsek nelze pfi-
rovnati k vzdjemnd nezdvislym tahéim z osudi.

b) Skupiny po 100 hldskédch jsou vzaty z textu, ve kterém
pofadf hlések je déno smyslem textu. Hldsky nejsou zde vy-
briny jako koule vytahované z osudi.

Podle Markova jsou pravdépodobnosti, se kterymi se vy-
skytne samohléska na prvém, druhém, tfetim, ... mistd textu
spojeny v jednoduchy fetéz. Pifsluiné pravdépodobnosti
stanovime takto: Index 1 nechf odpovidé samohldsce, index 2
souhldsce; p,, bude pravdépodobnost, Ze po samohldsce bez-
prostfednsé nésleduje samohliska; p,; pravdépodobnost, Ze po
samohlésce bezprostfednd ndsleduje souhldska atd. Platf
rovnosti

Pu+t+Pu=1 Py +Pa=1

Velidiny p;, se urdf z textu statisticky: spo&itdme, kolikrdt po
samohlésce bezprostiednd ndsleduje samohldska, d&lime &slo
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tak nalezené celkovym podtem samohldsek, ¢{m% nalezneme
Py atd. Tak nalézd Markov hodnoty

P = '516'09‘9- = 0’128, P = 0,663)

14+ Py —Pn
P(1—P). 1—p T o P 0,06. (3)

Podle theorie o dispersi — viz rovnici (9), odst. 64 — je
nutno v piipads fetézu nahraditi pravou stranu rovnice (2),
odst. 67 vyrazem (3). Levd strana m4, jak vime, hodnotu
0,051, takZe souhlas je nynf lep3i neZ v p¥padé a).

Vysledek tivah shrneme takto: Rovnice (2) by platila,
kdyby 200 skupin po 100 hlaskdch bylo vybrino z textu na-
métkou beze vztahu k souvislosti textu (kdybychom na pf.
kaZdou hlédsku napsali na zvldstni listek, vloZili listky do
osudf a pak vytahali a libovolné uspofddali do 200 skupin po
100 hldskdch); jsou-li vak hlisky ponechdny ve skupindch
tak, jak ndsleduji jedna za druhou v daném textu, pfichdzejf
k platnosti pravdépodobnosti p;,, méme piipad fetézu a
nutno pravou stranu rovnice (2) nahraditi vyrazem (3).

68. Browndv pohyb po pfimce. a) Malé hmotné &dstice (na
pf. zrnka pylového prdsku) suspendované ve vod8 jsou
v ustaviéném pohybu, jenZ je zplisobovin ndrazy molekul
vody na &4stice. Pohyb toho druhu nazyvéd se Browniv pohyb
podle botanika Browna, jenZ jej pozoroval r. 1828. Pfedpo-
kliddme, %e molekuly vody se pohybuji nepravidelnd ve
viech smérech a Ze je vhodné poéitati se sttednimi hodnotami
podinutf, kterd jsou vyvoldna ndrazy molekul. Zjednoduime
dlobn co nejvice, predpoklddajice, Ze pohyb né&jaké &dstice,
kterd je vystavena ndhodnym pdraziim, déje se podél pfim-
ky. Pak jsme vedeni k tloze, kterou se zabyval Rayleigh
r. 1880: N&kdo kra&i po rovné cesté. KaZdy krok m4 stejnou
délku @, bud vpfed nebo vzad; oba pfipady maji pro ka¥dy
krok stejnou pravdépodobnost { a to nezdvisle na tom, jak
dopadly kroky ostatni. Kam se chodec dostane po # krocich?
Usudek, %e chodec se mnoho od piivodniho svého mista ne-
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vzddli, ponévadz uéini asi tolik krokd vpfed jako vzad, neni
sprdvny. Potitejme kazdy krok dopfedu za kladnou délku a,
krok dozadu za zdpornou délku —a; algebraicky soudet viech
n délek budiz ma, drdha chodcem skutedné uraZend. m je celé
&islo bud kladné nebo zédporné nebo rovné nule. Plati rovnice

E(ma) =a.E(m) =0, (1)
ale veli¢ina

E[(may] = a* . E(m?

nerovnd se nule.

Abychom urdili E(m?), ufijeme postupu obdobného tomu,
kterého jsme uZili v odst. 14b a 15b. Pfifadime %-tému kroku
velitinu 2 rovnou + 1 nebo —1 dle toho, je-li to krok vpied
nebo vzad. Pak bude

m =V 4 22 4 . 4 2,

Ex®) = 0, E(z®)2 =1, E[z® .2®M] =0 pro k + ;
spravnost posledni rovmice vyplyvd z nezdvislosti k-tého
a l-tého kroku. Z napsanych rovnic plyne, Ze

E(m) =E@@V) + B@®) + ... + E(x™) =0
ve shodé s rovnici (1) a
E(m?) = B@V)f + B@®) 4 ... + E@™) +
+ 2E[z) . 23] ... = n,
a tedy
E[(ma)’] = na®. @)
Je-li pravdépodobnost kroku vpfed stejné velikd jako kroku

vzad a rovna §, adélka jednoho kroku rovna a, je stfednt hodnota
druhé mocniny drdhy uraené po n krocich rovna nat.

Kdyby viechny kroky byly vpied (nebo viechny vzad),
méla by Ghrnné drdha délku na, a tedy jeji druhd mocnina
by byla n%s?. AvSak drdha uraZend po n krocich se zkracuje
tim, Ze nejsou viechny kroky v tém¥e sméru; sttednf hodnota
dtverce dréhy je podle (2) na® a nikoli n%a?.
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Vysledek vyjddfeny rovnicf (2) je matematicky skoro to-
toZny s vétou o stfedni hodnoté druhé mocniny chyby, kterd
vznikd, méfime-li danou délku rozdélenou na n &4sti tak, Ze
méfime kaZdou ddst zv1dité a vysledky seéteme (odst. 46a).

b) Odiivodnéni rovnice (2) pfedpoklddd, e pravdépodob-
nosti jednotlivych krokidi vpfed nebo vzad jsou vzdjemnd
nezdvislé. Pfipustme nyni, e tyto pravd&podobnosti jsou
spojeny v jednoduchy Markoviv fetéz. To znamend: byl-li
néktery krok vpfed, existuj{ pravdépodobnosti

P> Ze bezprostiedné nésledujicf krok bude také vpted,
Pye, 20 bezprostiedné nésledujici krok bude vzad;

a ddle: by-li néktery krok vzad, jsou pravd&épodobnosti
Py, Zo bezprostiedné ndsledujici krok bude vpied,
Py, 20 bezprostiedné nésledujici krok bude vzad.

Mimo to pfedpokldddme, Ze

Pu=DPu=270 Pu=>0ry=1—p 3)
z toho plyne (viz odst. 61), Ze
P, =P, =1}

Pe velmi velkém podtu krokii je tedy pravdépodobnost kroku
vpfed rovna pravdépodobnosti kroku vzad.

Ozna&me pismenem 7 thrnny podet kroki; pro pfehlednost
budiZ » sudé &slo. Délka kroku budi% a a celkovy podet kroki
vpied budif »’. Pfifadme k-tému kroku &fslo z®), které je
rovno 1, je-li krok vpfed, a které se rovn4 0, je-li krok vzad;
pak je

m =2 4 2 4 2w,

Podle (4), odst. 63 je pro veliké n stfedni hodnota &sla m'
rovna E(m') = nP; = }n. PonévadZ z celkového poétu n
kroki je m' vpted a (n — m’) vzad, je ura%end dréha rovna
(2m’ — n) a. Zavedme tchylku

h=m'—}n=m'—nP,
tedy m’ = h + 4n; uraZend dréha bude rovna 2ha. Z toho

o
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plyne stfednf hodnota druhé mocniny uraZené drihy
4a® E(h?). Hodnota E(h?) : n se poditd podle rovnice (10),
odst. 64.

Pieme-li p na misto p,,, plati

ER?) = Em' — In)? =
» 1—2 1—@2p—1)
T T T Ty

Stfedni hodnota druhé mocniny drdhy urafené po n krocich
je tedy

| ™ 1—2p 1 —(2p—1)
M’E(hz)_[l_p-}- 50— pp ]a”. (4)

Pro velmi velké hodnoty &isla n ptechdzi (4) v pFiblizny vzo-
rec

npa®
T (5)
Rovnice (4) zobectiuje rovnici (2) pro libovolnou hodnotu

¢isla. Kdyby pravdépodobnosti vztahujici se k jednotlivym
krokim byly nezdvislé, bylo by vzhledem k (3)

Pu=Pu=07p Po=Pu=P=1%
pravé strana rovnice (4) by se ztotoZnila s pravou stranou
rovnice (2).

V piipads, Ze pravdépodobnost p;, = Py, = p je velikd
proti p,, = p,, = 1 — p, projevuje se zdvislost pravdépo-
dobnosti tim, %e chodec mé jakousi ,,setrvadnost’’; uéini-li
k-ty krok vpied (vzad), je pravdépodobnéjsi, Zze (k + 1)-ty
krok bude zase vpted (vzad) neZ opa¥nym smérem.

da? E(h?) =

69. Theorle Galtonova pFistroje. Galtoniv pfistroj je prkno,
do kterého jsou zaraZeny hiebiky ve vrcholech pravidelné
sit& sloZené z rovnostrannych trojihelnfki. Prkno se naklon{
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tak, aby hfebfky tvofily horizontdlni fady. Kulidka, jejiZ
primér je o néco mensf (asi o &tvrtinu) neZ mezera mezi
dvéma sousednimi h¥ebiky, vloZi se mezi dva hfebiky, které
tvoif horni fadu. Kuli¢ka padd po naklonéné roving, nardf
na hfebiky a uchyluje se po kaZdém ndrazu bud napravo
nebo nalevo; kdy?# prodla viemi vodorovnymi fadami hiebiki,
spadne do jedné z piihrddek umisténych pod spodni Fadou
hfebikd. Radu, kde kulitku vkliddme do p¥istroje, oznadime
indexem 0, daldi fady pak 1, 2, 3, ... Pfihrddky znadime in-
dexy —1, —2, ... nebo 1, 2, ... dle toho, jsou-li nalevo nebo
napravo od stfedu. Je-li » fad (nultou nepoditaje) a n sudé
dslo, je n + 1 piihrddek s indexy 0,41, 12,..., 4 4n.
Obrazec 8. 23 odpovid4 p¥ipadu n = 4. '

Otdzka zni: Jak velikd je pravdépodobnost ay, Ze kulitka do-
padne do pfihrddky, oznalené éislem h, a jak velikd je stfedni

..

0] 1

Obr. 23.

hodnota E(h?)? Budeme Fesiti dlohu dvojim zpfisobem (pro n
sudé).

a) Theorie s pfedpokladem o nezévislych pravdépodobno-
stech vychdzi z tdchto podminek:
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I. Kulidka vloZend do horni mezery naraZi na hfebik v fadé
1, ktery je pod onou mezerou, a uchyli se bud napravo nebo
nalevo. Pak naraz{ shora na nejblizii h¥ebik v fadé 2, zase se
uchylf napravo nebo nalevo, pak naraz{ na hfebik v fadé 3
atd. V kaZ?dé horizont4lni fadé narazi na jediny hiebik; po n
nérazech spadne do jedné z pfihrddek.

II. Pravd&podobnost, Ze kuliéka pfi jednom (kterémkoli)
nédrazu se uchyli napravo, rovné se pravdépodobnosti (= %),
Ze se uchyli nalevo.

II1. Pravdépodobnost, Ze se kulitka po nirazu na urdity
hfebik uchyli v uréitém smyslu, nezdvisf na tom, jak se uchy-
lila po ndrazech v pfedchdzejicich faddch.*)

Kulidka narazi n-krét; uchyli-li se n-krat napravo a tedy
$n-krat nalevo, dopadne do pfihrddky oznadené 0. Uchylf-li
se (3n + h)-krit napravo a tedy (3n — h)-krdt nalevo, padne
do piihrdadky b (h =0, +1, + 2, ..., + in). Viech moZnych
piipadd (po kazdém z » nérazi napravo nebo nalevo) je 2%;
pliznivych (t. j. téch, kdy mezi n ndrazy je (4n + h) tako-
vych, Ze po nich nésleduje ichylka napravo) je (n);, 44, takZe

1
ap = (n)‘n.{.h.g. (l)
Dile je stfednf hodnota &tverce vichylky:
+in
E(h?) = Day . b2 (2)
h=—}n

(1) je Newtonova formule (viz (1) v odst. 13, kde je dosaditi
p = %, m = }n + h); podle vzorce (1), odst. 15 (zase p = },
m = {n + k) je
Eh?
LUBEY (3)
b) Theorie s pfedpokladem o zdvisljch pravdépodobno-
*) Podminka IIT nevyplyvé z podminky IJ; viz erovnéni dvou tlob
o tazich z osudf v odst. 66.
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stech. Vzorec (3) d4 se kontrolovati pokusy; v poslednf dob&
nékolik autorii se zabyvalo theorif Galtonova piistroje a vy-
sledky theorie byly srovndvdny s pokusy.*) Ukézalo se, Ze
vzorec (3) nevyhovuje a Ze lepsf vysledek ddvé theorie, kterd
podrZuje podminky I a IT shora uvedené, kterd viak nahrazu-
je podminku III touto:

IIT1. Pravd&podobnost py,, Ze kulika se uchyli napravo po
ndrazu na hiebik v nékteré fads, uchylila-li se po bezprostied-
né pfedchdzejicim ndrazu napravo, lisf se obecné od pravds-
podobnosti p,,, %e se uchyli napravo, uchylila-li se po bez-
prostfedns pfedchézejicim ndrazu nalevo. Déle mdme obecnd
rizné pravdépodobnosti p,,, Ze kulitka, kterd se uchylila na-
pravo, uchyli se po ndsledujicim ndraze nalevo, a p,,, Ze po
néraze nalevo se uchyli zase nalevo.

Ponévadz cely pistroj je soumérny, pfedpokldddme

P = Pa2s P12 = Par-
Padd-li kuli¢ka, jsou tchylky napravo & nalevo zjevy spojenéd
v Markoviiv fetéz. Podminky (1) a (2), odst. 60 a (2), odst. 61
jsou eplnény, takZe P, = } podle (3), odst. 61. Pravddpodob-

nost p(lk), Ze kuli¢ka po ndrazu na h¥ebik v k-té fadé se uchyli
napravo, je konstantni:

k
R S Y
za pFedpokladu, Ze ) = 1. Retdz je staciondrni (odst. 65).
Méme zde 2 = m — }n a podle (9), odst. 64

imE h? A+Pu—Pu_ |, Pu 4)

no>wo (7)=T1_P11+P21_11_Pu.

*) B. Schulz: Zur Theorie des Galtonschen Brettes (Zeitschr. f.
Physik 92, 747—754; 1934). — H. Manzner: Uber oine spezielle Mar-
koffsche Kette am Galtonbrett (Zeitschr. f. angew. Mathematik und
Mechanik 14, 343—346; 1934). — W, Seiiz-K. Hamacher-Odenhausen:
Untersuchungen iiber das Galton’sche Brett (Phys. Zeitachrift 35,
530—532; 1034). — B. Hostinsky: Sur les probabilités relatives aux
variables aléatoires liées entre elles (Annales de 1'Institut Poincaré
t. VII, fase. II, p. 80—119; 1937).
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Uloha o st¥ednf hodnot& A2 je vlastné totozné s dlohou o line-
4rnim Brownové pohybu (odst. 68).
Pravé strana (4) se miiZe znaéné liSiti od pravé strany (3);

je-li na pf. pyy, = %, Pa =1 je
1+P11—'P21=1 +%=
l—py+pa 1—1%

2
Pro veliké n je tedy £ ( i ) tiikrat v&tsf podle vzorce (4) ne

n
podie (3).
¢) Vzorec (4) lze kontrolovati pokusné; pfedpokliddme, Ze
n je velké (stadi » rovné asi 20). VloZme do pFistroje velky

podet N kulitek a budiZ N, podet téch, které spadnou do pki-
hridky k. Pak je

3.

¢ 1 +in +én
E(R?) =— Dh*Np;, DN, =N.
N »22a Zin

BudiZ a,, (@,,) celkovy podet pFipadd, ve kterych po tichyl-
ce kulitky napravo (nalevo) nisleduje bezprostiedné ichylka
napravo (nalevo), a a,, (a,,) podet téch, kdy po dchylce napra-
vo (nalevo) nésleduje tichylka nalevo (napravo). PiibliZné
hodnoty pravdépodobnosti p,, a p,, jsou

’ ayy ’ — 2% .

an + @g
Pokusy ukézaly, Ze v nékterych pifpadech (pfi vhodném
sklonu prkna) je p’u =4, p’zl = {, takie theoreticky vzorec
(4) se potvrzuje. Okolnost, Ze p’l 1 je znaéné vétsf ne p’zl, uka-
zuje k tomu, Ze kulitka mé jakousi setrvadnost: uchyli-li se
napravo, je pravdépodobnost, Ze po nisledujicim ndrazu na
hiebik se uchyli napravo, znaéné vétsi nez pravdépodobnost
dchylky nalevo. Sklon prkna musi byti maly. Pfi vétsim
sklonu se stdvd, Ze kulidka prob&hne ulitkou mezi h¥ebiky
a protne nékolik vodorovnych fad, aniz by narazila na hfe-
bik; podminky I, II nejsou pak splnény.
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Poznamenejme, %e vzorec (10), odst. 64 d4v4 pfesnou hod.-
notu disperse pro jakykoli podet » Fad biebiki.

70. Charakteristicka rovnice. a) Rovnice druhého stupnsé v 1
Apyn—1, Apy =0, (1)

Apy, Apgp—1
neboli

A P11P2s — ProPer) — APy + Pa2) + 1 =0 2)

nazyva se charakteristickou rovnict prisludnou fetézu o prav-
dépodobnostech p;,. Jeden jeji kofen je vidy A = 1, nebot,
dosadime-li do determinantu (1) jednotku na misto 4, a p¥i-
tteme-li pak prvky druhého Fiddku k pisluinym prvkim
prvého fddku, zméni se determinant ve tvar

Put Pe— 1 P+ Pei—1 .
Do, P
tento determinant se rovng nule vzhledem k rovnicim (1)
a (1a), odst. 59. Z t&chto dvou rovnic plyne, Ze
Pr1Pea — PP = Pu(l — Po)) — (1 — Pyy) Py =
= Pu — P
rovnici (2) lze tedy pséti ve tvaru

lg_lpll+P22+ 1 =0;
Pu—Pa Pu—Pa
z toho plyne, Ze druhy kofen rovnice (1) je
1 1
l = —_— =
P11 — Par 0

uZijeme-li oznadenf zavedeného v odst. 60a.

b) PoloZme v rovnicich (7), odst. 59 n = 1; dostaneme pro
k=12

P?inﬂ) = PS"I")Pu + P&")pn,
Pg'H) =P ?1")?12 + P?z")Paa-
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Za ptedpokladu, %, vSechny pravd&podobnosti p, jsou
kladné, maji P{}” a P{3” pro m — oo limitni hodnoty P, resp.
P, (viz odst. 60); je tedy

P, = Pyp,, + Pszl,} 3)

Py = Pypyy + Pypys.
Velit¢iny P, a P, se jevi jakozto feSeni dvou linedrnich homo-
gennich rovnic (3), k nim# pfipojime podle rovnice (5b),
odst. 60 podminku

P+ Py=1 (4)

Determinant rovnic (3) vzhledem k P, a k P, musf byti roven
nule, tedy

Pu—1, Pa = 0.

P12, Doz — 1
Determinant je roven determinantu v rovniei (1) pro 4 = 1,
rovnd se tedy skutedn& nule. Veli¢iny P, a P, jsou jedno-
znadnd uréeny rovnicemi (3) a (4); jejich hodnoty se shoduji
8 formulemi (4), odst. 60.
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EAPITOLA SEDMA

MARKOVUV
JEDNODUCHY RETEZ S LIBOVOLNYM POCTEM
EVENTUALIT

71. Pravdépodobnostl pFechodu a pravd&podobnostl prosté.
a) Kondme fadu pokusti za té€chto podminek: KaZdy z pokusii
m4 za vysledek jeden z r zjevi E,, E,, ..., E,. Pravdépodob-
nost p,;, Ze (n + 1)-ty pokus povede k zjevu E,, vedl-li n-ty
pokus ke zjevu E;, nezdvisi na pofadovém é&sle n ani na vy-
sledcich pokusid pfedchdzejicich pted n-tym (¢, k= 1,2,...,
7). Za t&chto podminek jsou pravdépodobnosti, které patif
vysledkiim jednotlivych pokust, spojeny v jednoduchy Mar-
koviy fetéz o r eventualitdch. p,; jsou pravdEpodobnosti pre-
chodu. Tyto pravdépodobnosti vyhovujf podminkdm

r
zpik = lv 1= 1) 2) IRRTR ) (l)
k=1

Pir = 0. (2)
Rovnice (1) vyjadiuje jistotu, Ze, vedl-li ndy pokus k vy-
sledku E;, povede (n + 1)-ty pokus k jednomu z vysledkd
E,E,, .. FE,.

V odst. 59a bylo vyloZeno, jak se realisuje jednoduchy
Markoviiv fetéz o dvou eventualitich tahy ze dvou osudi,
bilého a &erného. V piipadd, Ze je r eventualit, realisujeme
Fetéz obdobné: je déno r osudi oznadenych zevnd r riznymi
barvami (prvni barvou, druhou barvou atd.). V kazdém osudi
jsou smichdny koule t&chZe r barev. Zjev £ je tah koule k-té
barvy. p;; je pravdépodobnost, Ze, vysla-li pii n-tém tahu
koule i-té6 barvy, vyjde pfi (n 4 1)-tém tahu koule k-té
barvy; tah koné se vidy z toho osudi, které m4 barvu shod-
nou s barvou koule taZené v tahu bezprostfednd pfedchéze-
jicim, a vytaZend koule se vracf zpét do toho osudi, ze kterého

byla vytaZena.

Sv. 57 — 4 49



b) K vplnému stanoveni fetézu je tfeba znati pravdépo-
dobnosti, se kterymi se vyskytuji zjevy E,, E,, ..., E, bez-
prostiednd pred prvmm pokusem. Zavidime piedbéziny

(nulty) pokus; pl ,p(zo),. ,pﬁo) jsou pravd&podobnosti, Ze
predbézny pokus m4 za vysledek resp. B, E,, ..., B,. py’

vyhovuji podminkdm
T
e =1, p” 2 0. (3)
¥=1
¢) Zavedme pravdépodobnosti PP, ze (p + m)-ty pokus dd
vysledek E,, dal-li p-ty pokus vysledek E;. Tyto veli¢iny vy-

hovuji ndsledujicim rovnicim, jichZ sprdvnost vyplyva pfimo
2 vét o pravdépodobnosti ihrnné a sloZené (srv. odst. 59):

T r r
?It) == g Z Zpiapaﬂ cos Pols (4)
1)

kde se s&ita podle (n — 1) indexti «, §, ..., w,
T
Pt = ZPE;"’PE-Z’, PR =pymn=12. (5)
T
P(") ZPS:‘—I)Psk = ZPWP("_I)) (6)
8=1
ZP{ =1 ,2,...5n=12,... )

d) Prostd pravdépodobnost p”, e n-ty pokus bude miti za

vysledek z]ev E,, souvisf s pravdépodobnostml a PP
podle rovnic

A = SHOPY, 0= 1,2, .. (8)

i=1

Pt = Z P m=0,1,2,...; 0 =12,..; (9)

j=1
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konetnd plati
T
S =1,2=0,12,... (10)
k=1

Kdyby bylo zndmo, %e pfedbéiny pokus vedl ke zjevu E,,

specialisovala by se rovnice (8) tak, Ze vSechny hodnoty p;-o)

by se rovnaly nule aZ na ¥, kterd by byla rovna 1, takZe
bychom méli na misto (8)

P = PP (1)

prostéd pravdépodobnost pi.") by se rovnala pravdépodobnosti
Py

72. Proménna velitina pfifaddna vysledkdm pokusd. Pfifadme
ka?dému zjevu E, urditou velidinu «,; n-tému pokusu pfi-
fadime pak veliinu 2™ nebo zkritka z,*) kterd se rovnd «,,
byl-li zjev E, vysledkem n-tého pokusu.

73. Geometricky obraz fetdzu. Vysledky postupné providé-
nych pokusii zndzornime geometricky takto: BudiZz dédno r
pevnych bodd 4,, 4,, ..., 4, odpovidajicich po Fadé zjeviim
E, E,, ..., E,. Pohyblivy bod B pohybuje se tak, %e po kai-
dém pokuse splyvé s bodem A, odpovidajicim tomuzjevu £,
ktery se objevil jakoZto vysledek pokusu. Kondme-li po-
stupné Fadu pokusi, jichZz pravdépodobnosti jsou spojeny
v fetéz, kond bod B pohyb, ktery pfirovndme k Brownovu
pohybu. Hodnota velit¢iny z(®), pfifadénd vysledku z-tého
pokusu (viz odst. 72) méni se podle polohy bohu B; splyvé-li
Bs A, jex™ =, PP je pravdépodobnost, ze, byl-li bod B
plivodné v poloze 4; (a méla-li tedy proménnd = pivodnd
hodnotu «,), po dalSich » pokusech bude B v poloze 4, (a Ze
tedy proménnd z bude miti nakonec hodnotu ).

*) Kdybychom vyslovnd srovnévali hodnotu promé&nné veli¢iny po
m-tém pokusu s jejif hodnotou po n-tém, bylo by nutno rozlidovati
2™ a 2(™, Mame-li vak ne mysli obecnd proménnou velidinu zivislou
na vysledcich pokust, stadi psati z.
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74. Stfedni hodnota prom&nné velitiny 2avislé na vysledcich jednot-
livjch pokusd. Oznadme symbolem P(S) pravd&podobnost, Ze
je splnén vztah S; S je bud néjaka rovnice, nebo nerovnost,
nebo soustava nerovnosti a pod. Veli¢ina 2 pfifadénd vy-
sledku n-tého pokusu ve smyslu odst. 72 rovné se jedné
z hodnot «, a plati

Pa™ =o,) =9, k=1,2,...,7;

Y je prostéd pravd&podobnost ve smyslu odst. 71d. Stiedn{
hodnotu E(z'™) veli¢iny z(™ oznalime a™); je tedy

T
a®™ = E(@™) = > ;. (1)
k=1

Predpoklddejme nyni, Ze pfed prvnim pokusem zaéindme
8 urditym zjevem E; pak je =1, p§-°> =0proj+ia
plati rovnice (11), odst. 71. Misto pfedchozf rovnice (1) bude-
me tedy miti

r
o = 2P, (2)
k=1
stfednf hodnotu a{™ piSeme nynf s indexem ¢, ponévadz je to
stfednf{ hodnota podmin&n4 pfedpokladem p{” = 1.

75. Markovova vita o limitd stfedni hodnoty. a) Markov dokd-
zal vdtu: Jsou-li vdechny pravdépodobnosts prechodu py
kladné, t. §.

>0, 8,k=1,2,..,7r (1)

md stfedni hodnota ai™ velitiny 2™, roste-li n do nekoneéna,
urditou limitu a nezdvislow na indexu 1.

Markoviv dikaz z r. 1907 uZivd postupu, ktery nazveme
methodou postupnijch aritmetickyjch stfedi. VyluSme z rovnice

(2), odst. 74 velitinu P}’ usivajice druhé rovnice (6), odst. 71.
Vychézi
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oV = Z prP"' D Zpu o (@)

k=1 s=1

a tedy

a(in) (n— 1)‘

Z(pu — Dis) @y
Podminka (1), odst. 71 ddvd

4 r
DPi— 2P =1—1=0.
i<l ¥l
Proto v fadé r rozdili
Ps1 — Pirs Pia — Dias <« Pir — Djr
bude n&kolik kladnych velidin §,, 8,, ... a n8kolik zdpornych

— B, — B, ... Kadé z &isel §,, B; je kladné a pondvady je
mensi nez urditd pravdépodobnost p,, a ponévadZ

r
Spw=1u=12 ...,

v=1
je
' 0< Z8, = >:ﬁ,,-h<1
Cislo h z4visi na volb& indext { a j; budiZ H nejvtéf hodnota,
které mize k dosdéhnouti vhodnou volbou indexil ¢ a j. Patrnd
je0<H<.
Je-li A®—D rozdil mezi nejvtéim a nejmenSim z &fsel

(n—1 -1 -1
_ A S A (3)
Je

o — | < | S — Spiat| < HAo
L

a tedy také

A® < HA—1),
Napifme tuto nerovmost pro =, (n —1),..., 2. Nésobfce
viechny nerovnosti tak vzniklé dostaneme
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AW — HrAW),

limA®™ = 0. (4)

n—w

Podle (2) je a™ pro libovolné ¢ obecny aritmeticky stfed

veli¢in (3). Roste-li tedy n, maximum v fade (3) nemtZe se
zvétiovati & minimum se nemiiZe zmensovati. Rozdil 4®»—1
maxima a minima konverguje k nule dle (4); tud{Z maximum
i minimum maji spoleénou limitu a, kdy% »n roste do nekoneé-
na. Je tedy

lima{™ = g; (5)
n—@
tim je Markovova véta dokdzdna.

b) Rovnice (5) plati pro libovoln& volené hodnoty o, s,
..., &, veli¢iny z. Volme je nyni takto (k je urdity pevny
index)

ap=1, ;=0 pro j * k;
vzorec (2), odst. 74 ukazuje, Ze v tomto pfipadé
o™ = PY.
Ponévadz dle (5) md a™ limitu nezévislou na i, plati totéz
o P, a méme
mPY =P, k=1,2,..., 7 (6)

Pravdépodobnost P}, Ze n postupné provedenyjch pokusd
povede od zjevu E; k B, md limstu zdvislou jen na k, roste-li n
do nekoneéna.

Rovnice (2), odst. 74 ddvé, pro pfipad libovolnych hodnot

01y Kg, -+, &y TOSte-li » do nekonedna:
r
lima{® = a = D Poy. (D
n—-o k=1

Zndme-li tedy veliéiny P,, P,, ..., P,, 1ze a vypodisti dle (7).
Poznamenejme, %e prosté pravdépodobnost ), te Pfi n-tém
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pokuse se vyskytne zjev E,, mé za limitu P,; nebot podle
rovnice (8), odst. 71 je

limp{" Zp$°’P,, = P, (8)

n—om

pFihlédneme-li k podmince (10), odst. 71 pron = 0. Podle (1),
odst. 74 jo

limE(z®™) =a = ZP,,o.,, (7a)

n—w

c) Roste-li » do nekoneéna, dévé prvni rovnice (6), odst. 71

T
—2Ppin=0k=1,2,..,r (9)
i=1

a z rovnice (7), odst. 71 plyne soudasné, %e

>P,=1 (10)
k=1

Rovnicemi (9) a (10) jsou velidiny P,, P,, ..., P, jednoznaén¥
uréeny. Determinant soustavy r rovnic (9) vzhledem k ne-
zndmym P,, P,, ..., P,

1 —pn, — 2o, -y —Pn
— P 1 —Pg ooy —Pr
— P11y — Daps cey 1 — Drr

rovnd se nule; o tom se pfesvédé&ime pfidtouce 2., 3., ... a r-ty

fddek k prvnimu a pfihlédnouce k podmince (1), odst. 71.

Vzhledem k (1), odst. 75 a k (5), odst. 71 jsou P, vesmés éisla

kladnd.

d) Vratme se k pfipadu, kdy «,, «,, ..., , maji libovolné
hodnoty. Z rovnice (2), odst. 74 nésleduje, Ze

’

r
P(z)t\‘k
™ kzl )

m m
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v této rovnici znaéi 2(® velitinu pfifadénou n-tému pokusu
ve smyslu odst. 73 a m, n celd kladn4 &fsla. Je tedy

W 4@ 4 pm) 1 L B
E(J: + 9 4+ + ) — R[zo‘kngk)];
k=1 n=1

m
Vzhledem k rovnici (6) je
1 Som
. n _
Jim o 2PE = Py

a tedy podle (7)
(z(l) +2® 4+ ..+ a;("')) <

limE =DoPy=a. (11)
m-ow m k=1 :

Limita @ stfedni hodnoty velidiny a{™ se tedy jevi jakoZto
stfedni hodnota aritmetického stfedu velid¢in =), 23, ...,

z(™), roste-li m do nekonedna.

76, Dodatek k Markovovd vitd. K piedpokladim vyjédfe-
nym rovnicemi (1), odst. 71 a (1), odst. 75, toti%

T
kzlpik= Li=12..,7p:>0 (1)
pFipojme dalsf pfedpoklad
r
QPa=Lk=12,..,r )
i=1

Jsou-li viechny piedpoklady (1) a (2) spinény, plyne z rovnic
(9), odst. 75, Ze

P=P=..=P,
a, pfihlédneme-li k rovnici (10), odst. 75,
EmP{ — P, = P,=...— P, =~ 3)
n—->o r

prot, k =1, 2, ..., r. Naopak snadno se odlivodni, Ze z rovnic
(1) a (3) plynou rovnice (2). Shrneme takto:
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Jsou-li v matics

P11 Przr - P18l
P21y P22y -5 Dor (4)

| Pr1s Pras +-os Prrl
véechny proky kladné a je-li soulet prokd v katdém fadku roven
jednotce, zni podminka, aby vdechny pravdépodobnosti Py
mély pro n —oo0 tutéf limitu 1 : r, takto: Soulet prokd v kaZdém
sloupci matice must se rovnati jednotce.

V piipad$, Ze podminky (2) jsou splnény, zni rovnice (7),
odst. 75 takto:

77. .Zviastni pFipad, kdy nékteré pravddpodobnostl pFachodu Jsou
rovny nule. Dikaz, Ze existujf limity velidin a{ a P{’ pro
n —00, podany v odst. 75, pfedpoklddéd, Ze viechny pravdé-
podobnosti p;; jsou kladné. Ale limita existuje i v jinych p¥-
padech, kdy nékteré z velidin p,, jsou rovny nule.

Budiz A hlavni ihlopfitka determinantu |p,| stupnd
r-tého sloZend z elementt p;, (1 = 1, 2, ..., 7); 4, pak pFitka
8 ni rovnobéZnd obsahujici elementy 2, Diy1,2, Pis2ss ---»
Prr-it+1, 8 4, pfitka rovnobéiné s 4 po druhé strand s ele-
ment‘y Pii> P2,i+15 P3,i+2s « -y Pr—i+1,r (i = 2’ 3) . ")' PfedPO'
kldddme, Ze

r
Zpik= 1’ i=l,2,...,f, (1)
k=1

%e vSechny elementy obsaZené v pFitkdich 4, 4, a 4, jsou
kladné a Ze ostatni v3echny elementy jsou rovny nule.
Utvofme determinant r-tého stupné |P§;2:)| a oznaéme v ném
pii¢ky obdobné jako dfive pismeny 4, 4,, 4," atd.; vzhledem
k rovnici (6), odst. 71 snadno se odiivodni, Ze v novém deter-
minantu budou viechny elementy na pkékich 4, 4,, 45,
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A4, a Ay Kladné. Utvoime déle determinant |P{)|; v ném
budou mimo to i vieehny elementy pfitek 4, a A4," kladné

atd. Pro dosti veliké » budou viechny veliiny PP (G, k=
=1, 2, ..., r) kladné. Dokd’eme vétu:
Spliujt-li veliéiny p;, rovnice (1) a jsou-lt pFisluiné velidiny
PSP pro urkité m véechny kladné, platé
].imPiZ)=Pk, ZPk: l.
n—o>o k=1
Dilkaz provedeme takto: PonévadZ pro uvaZované m jsou
PP Kladné &sla, jsou také ¥sla
]

PRt = Zp. W k=1,2,. 2)

kladné a viibec &isla P}’ jsou kladné pro kazdé n > m. Nej-
vétsi z &sel

PR, PR, ..., PP
ozna&ime L, nejmensi pak l,,; obd tyto extrémni hodnoty

zdvisi obecnd na indexu k. S rostoucim n se L, nikdy ne-
zvé&tiuje a I, se nikdy nezmen3uje, nebof vzhledem k rovni-

oim (1) a (2) je kazdé P{P*" jakousi stfedni hodnotou ve-
ligin P, (s = 1, 2, ..., r). Proto bude

I, < PP < L. 3)

Kladn4 &fsla P{ vyhovuji rovnici (7), odst. 71 a tedy viem
tém podminkdm, které museji spliiovati velidiny p;;, aby
platila rovnice (6), odst. 75. Posloupnost

(m) (2m (3m
P, Py, .

m4 tedy limitu P, nezdvislou na ¢. Ob& posloupnosti

oy Lam, lam: voo 8 Ly, Lop, Lym, ...

majf rovnéZ P, za limitu a vzhledem k (3) md PP stejnou
limitu pro » —co.
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K existenci limity vyrazu P{’ pro n —co tedy stadi, aby
byly splnény rovnice (1) a aby 8ikmé p¥tky 4,4, a A," v de-
terminantu |p;,| byly sloZeny z prvkd vesmés kladnych.

78. Charakteristickd rovnice. Utvofme z pravdépodobnosti
pfechodu p,,, které vyhovuji podminkdm

T

Spe=10i=012..,7 py>0, i, k=12 ..,r (1)

£=1

determinant 7-tého stupné D, (1) zdvisly na proménné 1

L —Apy, — APy, ooy — Apy,
D,(l) =\ )4’21: 1— M’zzr ey T j'pzr (2)
— APy, — APpp, ..., 1 —2p,,

Podle odst. 75¢ vyhovuji limity P,, P,, ..., P, soustavé
rovnic

r .
P,—2pilP=0k=1,2..r, (3)
i=1

kters mé determinant D,(1) rovny nule.

Velidiny P, jsou kladné é&isla a jejich poméry jsou totoZné
s poméry minord piislusnych k elementiim libovolného sloup-
ce v determinantu D,(1); Zddny minor determinantu se ne-
rovnd nule.

Napisme soustavu rovnic sdruzenou k (3):

T
Q: —,ZPMQ;' =0,k=12..,r (3a)
j=
Vzhledem k (1) vyhovime této soustavé kladouce
Q1= Q2= =Q,.

Z toho plyne, Ze véechny minory ptislukné k elementim libo-
volného fddku v determinantu D,(1) jsou si rovny. Srovné-
me-li s tim, co jsme vy¥e uvedli o pomérech minora pFislus-
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nych k elementim jednoho sloupce, dochdzime k zdvéru, Ze
viechny minory determinantu D,(1) maji totéZ znamenf.
Proto je

Dy(1) = — [My(1) + My(1) + ... + M (1)] %0,

kde D,(A) zna¥i derivaci determinantu D,(1) dle 1 a M (D),
My(1), ..., M (1) minory piisludné elementim hlavni whlo-
pficky v determinantu D,(1). To znamena: Jsou-li splnény
podminky (1), md charakteristickd rovnice
D) =0 (2a)
jednoduchy kofen A = 1. Limitni hodnoty P, pravdépodobnosti
P{? pro n — oo jsou dmérny minorim, kterd patsi k elementim
libovolnédho sloupce v determinantu D,(1).
Poznimka. Charakteristickd rovnice (2a), m4 vidy kofen
rovny 1, tedy i kdyZ nékteré z velidin p;, jsou rovny nule.

79. Pravddpodobnosti pfechodu JakoZto funkce kofend charakteris-
tické rovnice. a) Predpoklidéme stdle, Ze velidiny p,,
vyhovuji podminkdm (1), odst. 71; pfipoustime, Ze nékteré
z nich mohou byti rovny nule.

Vezméme pek v dvahu dvé soustavy rovnic pro nezndémé

P Pas -« Pr B Y Yy -, Ypi

r 4
Prx— 121?:% =0, py— lzlpw. =0, (1)
kh=12...,7

kde 4 je konstanta. Soustavy jsou homogenni vzhledem k ne-
znémym g, resp. y,; podminka FeSitelnosti (nehledfme-li

kfefenip, =@, =...=@, =y, =y, =... =y, = 0) pro
jednu i pro druhou soustavu zni
D,(2) =0; 2

A musi tedy byti kofenem charakteristické rovnice (odst. 78).
Vime, Ze tato rovnice m4 kofen 4 = 1. Pro 4 = 1 pfechézeji
soustavy (1) v soustavy
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r r
Pr —ZIPGW’J =0, Ya —ZIPM'PJ =0,
8= 8=
kterym vyhovujf velidiny — viz odst. 75¢ a 78 —
=Py k=12,..,7 vy =9y, = ... =y, = const.

V dalsim ptedpoklédédme, Ze charakteristickd rovnice (2) méd
r riznych a tedy jednoduchych kofenti. Oznaéime je takto:

lo = 1, ll’ 12, ooy }'r—l'

Ponévadz velidiny @, a1, z4visi na tom, ktery z kofent dosa-
dime na misto A do rovnic (1), piSeme na misto (1) obé& sou-
stavy v tomto tvaru

s — 44 leutpu =0,k=12,..,r, (3)
8=

r
Yas — lj‘zl.phﬂpu = O, h= 1, 2, eeny T (3&)
Pro ka?dy kofen A, dostdvdme tedy soustavu rovnic (3) pro
nezndmsé ¢,,, (k= 1,2, ..., r) a soustavu (3a) pro nezndmé
yan (h=1,2, ..., r). PonévadZ pak
T r r 10 T
2P = 2o 2, (2Par¥hs) Pio = =< 2 Poc¥es
k=1 s=1 h=1 g 8=1
je
(A — Av)hZ‘lPMV’M = 0.
Pro dva ridzné kofeny A,, A, plati tedy
r
ot =0,05=01L2 .r—Lg+j @

Je-li g = 4, je soudet na levé strand rovnice (4) obecnd rizny
od nuly. Pfedpoklédejme, Ze tomu tak je, & ndsobme &fsla
@15» Paj -+ Ppy vhodnou konstantou tak, aby (zndsobend
tisla znadéfme zase @,,)

61



r
hZIpM‘lpM =14=0,1,2..r—]1. (6)

Tim nejsou velitiny ¢,; ani y,; jednoznadné stanoveny, ale

jsou urdeny hodnoty soudini @,s,; ndsobime-li vSechny

velitiny @, (h=1,2,...,7) urditou konstantou, musf se

vechny velidiny y,,, (b =1, 2, ..., r) déliti toutéZz konstan-

tou, aby bylo vyhovéno podminkim (5). Souéin @ ,, se pii

tom neméni.

Pro koten 4, = 1 je (viz rovnice (3) a (3a), odst. 78)

‘pk0=Pk) wk0=lvk=1;2""’r (6)

a rovnice (5) ddvaji zndmé podminky (10), odst. 75. Dosadi-
me-li do rovnic (4) § = 0, obdrzime

r
S =0,9=1,2.,r—1L (7)
h=1

b) Hledime nynf vyjidtiti veliéiny p;, velit¢inami @), vy,
a kofeny A;. Za tim déelem napiSeme rovnici (3) pro urditd
zvolené k a dosazujeme do nf za j postupné hodnoty 0, 1,
2, ..., (r — 1). Tak dostaneme soustavu r rovnic pro 7 nezn4-
mych veliéin p,,, Do, ..., Pri. Determinant rovnic nezdvisi
na volbé indexu k&, takZe feSenim soustavy obdriime vzorec

r—1
Pix = Zcﬁ,tp—m, 1i=12...,r
g=0 lﬂ

Dosadme nyni do rovnice (3a) na misto veli¢iny p,, pravou
stranu pravé odvozeného vzorce (se zdménou indexi 4, k za
k, 8); vychdzi

r r—

1
'PM = A,z CM&@'
8=1g=0 Av

Soudet vzhledem k s d4 podle (4) nulu, pokud ¢ + 4; v pHi-
pads§, Ze g = j dostdvdme 1 podle (5). Je tedy

Yri = Casps
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z toho plyne pro pravdépodobnosti pfechodu:

Pix = Z <Pkﬂ.0u (7a)
7=0 1

Abychom urdili Pg,'), uZijeme rovnice (4), odst. 71. Pro
n=2je

r—1 r—1

T
Pik = Zptapak = 2_-:0 l;) azl ?’w?’iﬁ’#.

Soudet podle s d4 vzhledem k (4) a (5) nulu, pokud ! & 7,
a jednotku pro piipad, Ze I = j. Soudet dle ! se tedy redukuje
na jediny ¢&len odpovidajici indexu ! = § a médme

r—1
PR 'S Puby
'L fgo FH
Docela podobné dostaneme u'ivajica rovnice (8), odst. 71 pro
r—1 r—
PO =SSPy, — PosY1sP 1l¥sl Prs¥Pu
* Z P Z0 lzo 8=1 ).?}., jgo
a obecnd
P — Prs¥u b
’ZO (7b)

Rovnice (7b) zahrnuje hofejsi rovnici (7a) pro p,, jako speci-
dlnf pFipad, nebot Py = p;,.

VypiSme v soudtu na pravé strané posledni rovnice &len
odpovidajfci indexu § = 0 zvl4sté; vzhledem k (6) bude

r—1

PR =Py +35 ™ "”‘""’. (8)
1=
Formuli (8) odvodil V. Romanovsky.
Velitiny P{}’, a tedy také velitiny p,, = P, jsou takto
vyjéddieny jako bilinedrni funkce dvou fad veliéin
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Pk’ q’kli ¢k2) evry ¢k,r—1;
1, wirs Pugs -« Pisr—15

veli¢éiny prvni Fady jsou nezdvislé na ¢, velidiny druhé Fady
nezdvislé na k. Z formule (8) plyne, Ze Zddny kofen 1, charak-
teristické rovnice nemiZe miti absolutni hodnotu mensi nez 1.
Abychom to dokazali, dokaZme nejprve, Ze existuje aspon
jeden pdr indext ¢ & k takovy, Ze

Py +0,7=12,..,r—1 (9)

Soustava homogennich rovnic (3) mé totiZ pro kterykoli
z kofent nenulové feseni takové, Ze aspon jedna z velidin ¢,,,
(k=1,2,...,r) se nerovnd nule. Rovné% tak soustava (3a)
m4 FeSeni takové, Ze aspon jedna z veli¢in p,,;, (k = 1,2, ...,
r) se nerovné nule. Lze tedy k danému A, voliti ¢ a k, aby
platila nerovnost (9). Kdyby uvaZovany kofen A; byl co do
absolutni{ hodnoty men&f neZ 1, rostl by pisluiny é&len ve
vyraze (8) do nekonelna 8 rostoucim ». To viak nenf moZno,
pondvadz velitiny P{? jsou kladné a men3f ne% 1 vzhledem
k rovnici (7), odst. 71. Jsou-li v8echny kofeny A,, (j = 1, 2,
...,#— 1) co do absolutni hodnoty v&t3{ neZ 1, konverguje
pravé strana rovnice (8) k P, pro n —-co a méme vétu: Jsou-li
kofeny charakteristické rovanice D,(A) = 0 vesmé&s rizny jeden
od druhého a nent-li Zddngj z nich roven —1 nebo komplexnimu
&slu 8 absolutni hodnotow rovnou 1, md Py limitu (kdyZ n
roste do nekoneéna) nezdvislou na 1.

¢) Kdyby néktery z kofend 1, byl roven bud —1 nebo
komplexnimu &slu s absolutni hodnotou rovnou 1, neméla by
pravé strana rovnice (8) limitu pro n —o0. O takovém pi-
padd jsme uvaZovali v odst. 62. Tehdy bylo

r=27,=00,=0 pu=1 py=1
piisludnd charakteristickd rovnice

1, —2

—2 1 =0
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mé kofeny Ay = 1, 4, = — 1. Podle (3), odst. 78 je
P =P, =1
rovnice (3) a (3a), odst. 79 znéji (pro 4, = — 1)
Prut Pu=0 vy +yy=0
a tedy, vzhledem k (5),

u=Loun=—LLyyu=4% v=—14
takZe rovnice (7) ddvd v souhlase s ivahami odst. 62
Pupn _ 1+ (=1
M 2 '

P, nemé oviem vyznam limity; P, a P, jsou definovény ja-
koZto Fefeni rovnic (3), odst. 78.

l'i)=P1+

80. O rdznych methodich k vypolitu disperse. Podle odst. 75d
mé vyraz
2 4 22 L 4 2
n ’
kde z(® jsou veli¢iny p¥ifadéné vysledkiim pokusi (odst. 72),
urditou stiedni hodnotu a tato stfednf hodnota mé limitu a:

2D 42D g
. .

a = lim%

fn—-+x

Pfedpokldddme stdle, Ze viechny pravddpodobnosti p,;
jsou kladné. Velidina

2D 4 22 .+ 2 — nal?

n

gl

nazyvé se disperse a mé podle Markova uréitou limitn{ hod-
notu pro n —oo.

Markov odvodil ptivodnd vzorec pro dispersi na zdklads
t. zv. vytvofujict funkce; jeho vzorec pak byl rizné upra-
vovan.
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J. Potodek odvodil jiny vzorec uZivaje dvah z theorie
funkef za pfedpokladu, Ze viechny p;; jsou kladné.

Za stejného pFedpokladu, avidak algebraickou methodou
odvodil M. Fréchet stejny vysledek.

Pfipustime-li, Ze mé charakteristickd rovnice vesmés jed-
noduché kofeny a %e mezi nimi neni ani —1, ani komplexn{
¢fslo s absolutni hodnotou rovnou 1, 1ze odvoditi ptimo vzo-
rec pro dispersi bez pfedpokladu, %e viechny p;, jsou kladné.
Tento dikaz uvedu v odst. 81.*)

81. Vypolet disperse. a) Predpoklddéme, Ze charakteris-
tickd rovnice D, (A) = 0 mé r jednoduchych kofent a %e mezi
nimi neni ani —1 ani komplexni &slo s absolutni hodnotou
rovnou 1. Pak plati rovnice (8), odst. 79 a

LimPj}’ = Py;
n—rm
déle je podle rovnice (7a), odst. 75
limEz™ = a = ZP,,ak
n—-+>w

Vyjdeme z rovnice

N
(2= —a)F =
N—-l N—n

= Z(zw —a)t 4 23 Z(z(») — @)@ ™ — a);

n=lm=1

stfedni hodnota levé strany délené N rovna se dispersi. Aby-
chom utvofili stfedni hodnotu pravé strany, uvame, %e

Plz® = x,, je-i 0 = «;] = P,
Plantm = «,, jeli 2 = a,] = PP,
tedy

*) Pfehled praci o fetézeoh, které maji souvislost s theorif disperse
a pifsludné citdty jsou uvedeny v odst. 93 a 94.
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E[Z(zw —a)p = Z ZP‘”’m —ap+

N—l N—m r

+ 22 > Z ZP(")P('")(“k—a)(az—a)- 1)

n=1m=1k=
Poditejme postupné oba. dleny na pravé strand rovnice (1).
Dosadime-li do prvnfho élenu za PSZ) pravou Btranu rovnice
(8), odst. 79, obdriime po dpravé soudet dvou vyrazi; prvni
z nich je
r

N . 2Pyxp—af (%)
a druhy je
% r r—1 ‘Pkﬂ/’u z r—zl 1 _l—\'
2 -
n=1k=1j=1 A} - k=151 A—1 7
- Prsas(on — @) )

Druhy élen na pravé strand rovnice (1) nabude, dosadime-li
plisluiné vyrazy za P a P57, tvaru
N—1N—m r r—1
23, 3, 5 [P+ 3 22 .
n=1m=1k= j=1
3 [P +3 "’"’”’“] (31— a).
=1 Y

Provedme ndsobeni dvojélenti v lomenych zdvorkdch; dosta-
neme celkem &tyfi vyrazy:
Prvnf vyraz
N—1N—n r

2> 2 sz(o‘k_a) ZP,(a;—a)

n=1m=1k=1

rovn4 se nule, ponévadZ podle (7a) a (10) v odst. 75

r T T
DPuaxy,—a)= DPu,—a P, =a—a=0.
k=1 k=1 k=1
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Druhy vyraz, provedeme-li v n&m se&ftdnf dle m a dle n:

N—1N—n —N+1

2 2h" = — =

n=1m= — 1) Ae—1
redukuje se na

L4 A—N+1 —1
22 Z ZPk¢ll1pk](“k —a)(x;— )[R(T____l)_i._ +

E=1 =1 5=1
=
+3 71 )
Treti vyraz

N—1N— r 7

22 2 2 2 ZP "”Z”’"(ak a)(o; — a)

n=1m=1k=1 =1 j=1 7

rovné se nule; o tom se pfesvéddime, provedeme-li nejprve
gedftani dle I.

Ctvrt)'r vyraz redukuje se, provedeme-li se&iténi:
A" =
e A gy T syl ey g

na

13 5

=1

’ g KPPVl — @)oxp — a) .
AJ—N TN 1 — )_i—N+1 ]
' [(1 A —4) U= =% ©)

za pledpokladu, %e s + j. V pfipadsd, Ze s = §, musime nahra-
diti vyraz v hranaté zdvorce vyrazem

+ 1
-

Nil Nz_ﬂ—m—ﬂ B _ 1) }.,—N + l_N-H
a=1lm=1 a 1_‘}‘1 (1,__1,)2 )

Méme tedy vysledek: Velidina
B2V 4 2@ + ... 4 &) — Na]?
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rovnd se soultu &yf vyrazd (x), (B), (y) a (8); délime-li ji Eslem
N, dostdvdme dispersi.

Podle odst. 79b jsou kofeny A,, 4,, ..., 4,1 vesmés co do
absolutni hodnoty v&téf nez 1. Délime-li soudet zminénych
&tyt vyrazi &islem N a pfejdeme-li pak k limité N — o0, vy-
chéz{ vzorec pro limitu disperse:

fop B9 2 4 4 2D — NaP
N—»ua N

= ZPk(v' —a) + 22 2 Z M,U_;a Pk(@'k—a)(ol—"')-

k=1 £<1 0=t a=1
2

b) Ddme pravé strans rovnice jiny tvar; zavedeme velidiny

a
Six = ZI(P?;)—P,,), k=12 ...r
WS

které vzhledem k (8), odst. 79 vyjédfime takto:

o r—1

8y = Z Z ViiPrs __ Z ;’lﬂ’ki
A=14=1 2} jel Ay —

Pravd strana rovnice (2) mie se tedy psiti takto:

r r—1

ZPk(a,,—a)’+2Z Z Zsu,Pk(a,,-axm—a) (2a)

=1 s=1
¢) Levd strana rovnice (2) je totoind s limitou
limp EV — @ + 8@ —a® + .. 4 o™ —ap

no>w n

Zde o znadf stfedni hodnotu velidiny z® definovanou
v odst. 74; pfedpokléddme, Ze 2(9 = x;. Abychom dokézali,
%e limita (3) se shoduje s limitou na levé strand rovnice (2),
piSme » na misto N a utvofme rozdil R obou vyrazi v &ita-
telich:

@3)
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— [ — naf — ["Z(xm —a{)p =
=1

)
n
— [kazz(k) _ a(‘) M][Z(a(“
Ponévadi E(z®) = a,.gk), je

E(R) = [Za"” — nalt.

Podle odst. 75a je @ mezi nejvéts{ a nejmensf z hodnot a®,

“’), ,a(,h a platf

la) —a| < H-1, AW, |H| < 1.

Proto je
n—1 (1) _ ny 12
E(R) < [4AMV ZHk]a — A_(I—H)
r=0 1—-H
a tedy
lim E(—R) =0,
n>o N

Hm? je véta dokdzéna.

d) Vypoétem disperse zde provedenym Ize verifikovati vy-
sledky, které jsme odvodili pro fetéz se dvéma eventualitami
v odst. 64. Tak na pf. v odst. 64b jsme vypodetli dispersi za
ptedpokladu, Ze

P12 = P21y Pu = Pae-
V tomto zvliitnim pifpadé ma charakteristickd rovnice

1 —2py, — Ml —py)
— Ml —pn), 1— /11’11
kofeny
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Podminka riiznosti kofenit je splnéna, takze dispersi dosta-
neme jakoZto soudet vyrazd («), (), (y) a (d) kladouce do
nich (srov. odst. 79)

r=201=1 03=0, Py = P11y Prgs=Pnn=1—10yy,

1
Py=P,=4%,a=1 11=—_1’ Pu == 1,

2pn
pn=—Lyu=4% ya=—1%
Provedeme-li vypodet, shleddme, Ze soudet
(&) + (B) + (¥) + (9)
se skutednd rovnd pravé strand rovnice (10), odst. 64.

82. Stacionirni Fetsz. a) Retéz o r eventualitich je stacio-

ndrnd, je-li absolutni pravdépodobnost pf,”), %e n-ty pokus
vede ke zjevu K, nezdvisld na indexu n. Podminky stacio-
ndrnosti jsou tedy

O =g =pP = =pM =, k=12..r. (1)
Dosadme do rovnice (8), odst. 71
n=1, PR = py, p§’ = ot

Vychézi
Zp‘%,k =0, k=12 ..,r (@)
Pripojime-li k t.émto rovnicim podminku (10), odst. 71, totiZ
lle?’ =1, (3)

jsou pravdépodobnosti p ) jednoznadng urdeny rovnicemi
(2) a (3); rovnice (2) a (3) jsou totoZné se vztahy (9) a (lO),
odst. 75, kterymi byly uréeny veli¢iny P,, P,, ..., P,. V pfi-
padé, Ze existuji limity

P,=1LmPP k=12, ...r

H—@o
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je P, totoZnd s pf,o). Pravd&podobnosti pf,o) urtené rovnicemi
(2) a (3) vyhovuji podminkdm (1). Tak na p¥. ddvd rovnice
(8), odst. 71 pro n = 2

T
2) (0) p(2) (0)
= _le;- Pji Zp. Par =
’_

a obecné se dokéZe stejnym postupem, Ze
P =p V= =) =

Absolutni pravdépodobnost Ze m-ty pokus vede k E,;

a (m 4 n)-ty k E,, je v piipad$ staciondrniho Fetézu
Psm)P'('z) = P£0) . Ps"l:‘)’ i’ k= L,2,..,r
zdvisi tedy na n, nikoli na m.

b) Staciondrnf fetéz se realisuje tahy z r osudi, v nichZ jsou
smichdny koule 7 riiznych barev a kterd jsou zevné oznadena
tymiZ r barvami (viz odst. 71a). Tahy se konaji za téchto pod-
minek: vyjde-li pfi »-tém tahu koule i-té barvy, kond se
(n + 1)-ty tah z osudi i-té barvy; pfedbéZny (nulty) tah se
koné z pomocného osudi, ve kterém jsou koule onéch r barev
v takovém poméru, Ze pravdépodobnost vytdhnouti kouli
j-té barvy je rovna pﬁo), 4=1,2,...,r). Pravdépodobnost,
%e koule vytaZend z i-tého osudi mé k-tou barvu, je rovna
P;x- Absolutni pravdépodobnostl ]sou uréeny na zdkladd
danych pravdépodobnosti p;, rovmceml (2).

c) V8imnéme si jedtd staciondrniho fetézu v pripadé r = 2,
Absolutnf pravdépodobnost, Ze velidina z(™), pfifadénd
m-tému pokusu, mé hodnotu «, a Ze soudasnd z™+" = x,
budiz 2P, tedy

Plz™ = x,, ™+1) = x,] = p.,, i LEk=1,2,...,r
Tato veli¢ina nezdvisf na m, nebot

0
P =p™. PP =p". P} 4)

Dik
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Podle rovnie (2) a (3), odst. 65 je

(n) 1—¢6

1 —én
m _ _
Pi=1—Pyy = Py 5

P31 & = P 13"

P = i%, 8 = Py — P,

piihliZzime-li k tomu, %e p,; -+ P, = 1. Rovnice (4) ddvd

1—6n
P = PyyPra~— T3 = o, 1Y = p\OPY, o = pi Py,
(5)

Poditejme nyni koeficient korelace R mezi velidinami x(™
a z(™+n), Srovnejme oznadeni, kterého uZivime v kap. VI
a VII s tim, kterého jsme uZili v rovnici (3), odst. 56 pro R;
abychom pFesli k hledané hodnoté R, musime na misto di{-
v&jdich znaki

. P1> Pas P11s Pags P21y Pazs T1y Ta
pséti po fadé
p O p(ZO)r P(;i), p(l.”Z)’ 27(2';), P22; ’ ﬁ

Rovnice (4), odst. 56 jsou splndny, nebof piechdzeji, zkr4-

time-li prvni dva zlomky ¢&initelem p ) g tetf Sinitelem py’, v

P({;) _ p(l.O) P(l';) _ p(ZO) P(‘n) (0)
1—p®  —  1— p‘o’ ' @
Tyto tfi vyrazy jsou identické, coz pozndme vyjddiice podle
(8) viechny veli¢iny zde se vyskytujici pomoci § a py,,:

1—6n
(1’{)—6 +P211 6, P(l';):‘l_P(l'i);

1—¢6n
PR =1 —pu g ¢ =25 # = 1—p)"
Spolednd hodnota tfi zlomki (6) je 0", tedy
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R =" = (pn — p2)™
Je-li jednoduchy fetéz o dvou eventualitdch staciondrni a je-li
n-tému pokusu prifadéna velidiha =™, kterd md hodnotu o (B)
pro zdafeny (nezdarfeny) pokus, je koeficient korelace mezi xt™
a z'm+9) kvalitationt, nezdvisly na « a B, a rovnd se (py; — Py )"
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KAPITOLA VIII

ROZMANITA UZITI MARKOVOVYCH RETEZU

83. Poincaréova Gloha o michénl karet. Je ddno ¢ karet, které
jsou plivodné uspofdddny v urdité poddtedni sestavd Si;
ostatni sestavy (neboli permutace) oznatime S,, S, ..., S,,
kde r = ¢!. Operace, t. j. zpiisob zamichdni (pfemisténi) karet
se urduje takto: Mista, kterd zaujimaji jednotlivé karty pied
operaci, oznadime pofadovymi &isly 1, 2, ..., ¢; je ddno &slo
mista, které bude miti po operaci karta zaujimajicf pFed ope-
racf prvé misto; podobné je déno ¢&islo mista, které bude miti
po operaci karta zaujimajici pfed operaci druhé misto atd.
pro viechna mista. Operaci, kterd pfevidi poddteén{ sestavu
8§, do 8, oznadfme 8,.

Hréé michd karty op&tovné. Ka¥dé zamichéni spotivé
v tom, %e hré¢ provede jednu z operaci S;. Budi# p; pravdé-
podobnost, Ze provede 8,. Jak velikd je pravdépodobnost, Ze
po n postupnd provedenych operacich budou karty tvoFiti
sestavu S, ? Pfedpokliddme, Ze

r
Spi=1p.>0 k=12 ..r
t=1

Znak 8,8, (symbolicky soudin) znadi operaci, kterd vznik-
ne, kdyZ provedeme nejprve S; (tato operace pfevadi pivodni

sestavu 8, do sestavy S;) a pak S;. Znak S; ! znadi operaci
inversni k S;, t. j. operaci, kterd vede od sestavy S; k §,.
Sestavme tabulku symbolickych soudini:

8T8, 8T8, 8T8, ... SIS,
878, 838, 838, ..., 878,

S8, S8, S8, ..., STUS,.
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Kaidy z téchto soudinii je rovnocenny urdité z operacf
S;, 8y, ... VepiSeme-li ji do tabulky na misto toho souéinu,
obdrzime ,,multiplikaéni tabulku grupy permutaci’. V kaZ-
dém Fddku této tabulky vyskytuji se véechny operace S,
kaZd4 prévé jednou. Rovnost dvou operaci v i-tém Fddku by
totiZ vyzadovala, aby
878, =878,

tedy, aby S; = S,, coZ neni moZno, pokud § $ k. Podobné
v kazdém sloupci se vyskytuje kazd4 operace pravé jednou.
V priiseku ¢-tého Ff4dku tabulky s k-tym sloupcem stojf ope-
race S; s x kterd prevadi i-tou sestavu v k-tou. V kazdém
poli dhlopfiéky je operace identickd S; 'S, = 8,, kterd ne-
méni sestaveni karet.

Nahradme nyni v multiplikaéni tabulce v kazdém jejim
poli symbol operace S, ktery je tam vepsan, pFisluSnou prav-
dépodobnosti p;. V nové tabulce stojf pak v priseku ¢-tého
Fddku s k-tym sloupcem pravdépodobnost p,;, Ze néjakd ope-
race vede od i-té sestavy ke k-té. Kazdd p,, je totoZna s jed-
nou z velidin p,. Ponévad? v kazdém fddku a v kazdém sloup-
ci nové tabulky jsou zastoupeny v3echny veli¢iny p,, kazdd
jednou, platf

r T
Dp=1,1i=12..,7 Dpa=1 k=12, ..,r
k=1 i=1

Jsou tedy splnény viechny podminky nutné k tomu, aby
platil dodatek k Markovové vétd (odst. 76), takZe pro pz > 0

limP{p = l, r=gq! (1)
n—+w r
Zde znadf P{}’ pravdépodobnost, Ze, jsou-li karty pivodnd
v sestavé S;, pfejdou po »n postupné provedenych operacich
do sestavy §,.

Tedy: Pravdépodobnost, %e se dostavt urlitd sestava karet,
kdyZ karty byly nekoneéné mnohokrdt postupné zamichdny, je
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konstanint; nezdvist ant na poldteéni sestavé karet ants na hod-
noldch pravdépodobnostt p;.

Soustava pravdépodobnosti p; charakterisuje individualitu
hrééovu, jak pravi Poincaré; néktery hra¢ je naklonén apli-
kovati spife nékterou operaci ne? jinou, takZe n&kterd z &sel
p;maji pronéj vétsi hodnoty, jind mensi. Pro jiného hrdde majf
P, zase jiné hodnoty, ale limita (1) je stejnd pro viechny hraée
a pro libovolné sestavy karet poditednou a kone&nou.*)

84. Lévyova tiloha o michanf karet. a) Nechf jsou 1, 2, ... pofa-
dov4 &isla karet v poldtedni sestavé a ptejme se, jakd je
pravdépodobnost, Ze po 7 operacich karta, kterd v poddteént
sestavé méla pofadové ¢&fslo ¢, bude miti pofadové &islo k.
Tyto pravdépodobnosti jsou v urdité souvislosti s pravds-
podobnostmi p,, které jsme zavedli v odst. 83. Poditejme nej-
prve pravd&podobnost a,,, Ze karta prejde jedinou operact
z pofadi ¢ do pofadi k.

Pfednd je

ay = ZPc;
1

sumaénf index s probfhd hodnoty ¢ pfislusné po fadé viem
tém operacim S, kterymi se neméni poloha karty nalézajicl
se na ¢-tém mist&. Viech t&chto operacf, pfi nichZ se ostatnich
(g — 1) karet libovolnd permutuje, je celkem (g — 1)I; tolik
stftanct m4 nds soudet.

Budte nyni S a T dvé rizné operace takové, Ze kaidou
z nich se pfevidi karta z pofadi ¢ do pofadi %; patrné je
S8T-1 = U, kde U zna¥{ operaci, kter4 neméni pofadi karty
nachdzejici se na i-tém mistd. Z toho plyne, Ze S = UT, t. j.
%e vBechny operace, které pirevadsji kartu z pofadi ¢ do po-
fadi %, dostaneme takto: napied provedeme né&jakou ope-
raci U, kterd kartu ponechdvd na i-tém misté a pak prove-
deme jednu uréitou operaci 7', kterd ji pfevede na k-té misto.

*) H. Poincaré: Calcul des probabilités, 2éme édition, p. 301, Paris
1912.
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Viech operac{ U je celkem (g — 1)!, zrovna tolik je tudi* ope-
raci vyjddfitelnych ve tvaru UT. Napifme pravdépodobnosti
P, pFisludné véem t€mto operacim a sedtéme je. Soudet ddvd
hledanou pravdépodobnost:

a = %p,; k=12 .4

Napravo se setitaji pravdépodobnosti p, véech téch ope-
raci, které pfevdd&ji kartu z ¢-tého mista (pofadi) na k-té.

Velidiny a,,, (1, k=1,2,...,q) jsou vesmés kladné (po
pripad& nékteré z nich jsou rovny nule, jsou-li nékteré z veli-
¢in p, rovny nule) a vyhovuji rovnicim

q

2ea=11i=12..,4q (1)

k=1
Kazdé karta miZe totiZ piejiti z pofadi ¢ do potadi & (jedinou
operacf) celkem (¢ — 1)! riiznymi operacemi; a,; se tedy vy-
jadFuje jakoZto soudet (g — 1)! &fsel p,. Cely soudet na levé
strand kterékoli z rovnic (1) skldd4 se tedy z g(g — 1)! = ¢!
vesmés ruznych séitanci p,, jichZz soudet se oviem rovnd 1.
Zcela stejné se odiivodni, vezmeme-li v Gvahu inversni ope-
race, Ze

['{
_Za‘k =L
i=1

Velidiny ayy, (3, k = 1, 2, ..., q), vyhovujici rovnicim (1) a (2),
spliujf tedy podminky, za kterych plati dodatek k Marko-
vové vété uvedeny v odst. 76, takZe mdme pro a; > 0 vysle-
dek: Necht je poddtednt &slo karty jakékoli, pravdépodobnost, Ze
karta bude miti po nekoneéné velikém poltu operact pofadové
&islo k, je rovna 1 : q, kde g je polet karet.*)

b) Vsimnéme si blize p¥ipadu tif karet, kdy ¢ = 3. Celkem
je Best operaci (r = q! = 6), kterymi lze permutovati tfi
karty. Oznaéime je takto:

*) P. Lévy: Calcul des probabilités, p. 49; Paris 1925.

78



8, = (123); S, = (123)’ 3, = (123)’ 8, = (123)’

123 132 213 231
123 123
85 = (312)’ 8 = (321)'

8, je operace identickd; S, nechdvé kartu stojici na 1. misté
v klidu a permutuje karty stojicf na 2. a 3. mfisté; 8, je permu-
tace cyklickd, jez zvySuje pofadové &islo kazdé karty( mysli-
me si karty rozloZeny dokola, podél kruZnice) o jednotku atd.
Jsou-li pak p; pravdépodobnosti operaci S,, (t = 1, 2, ..., 6),
mdme v oznadeni odst. 83

@y = Py + Doy G2 = Py + Py By = P5 + Des
@ = Py + Pps G2a = Py + Poy g = P2 + Pos (3)
Q3 = Py + Pey By = Pz + D5, B33 = Py + Py

Z t&chto rovnic odvodime, pfihliZejice k podmince

P+ P+ P+ P+ D5+ De=1,
vztahy

8 3
Do =1 Dagp=1i=123.
k=1 k=1

85. Velitiny zavislé na velitindch, JichZ pravdépodobnosti jsou spo-
jeny v fetdz. Necht jsou E,, E,, ..., E, zjevy, je se mohou
vyskytnouti jakoZto vysledky ndjakého pokusu; pfedpokls-
déme, %e vysledky opétovné providdénych ,,pokusi prvniho
druhu* jsou spojeny v jednoduchy Fetéz s konstantnimi prav-
dépodobnostmi pfechodu p,,. Necht jsou ddle F,, F,, ..., F,
jiné zjevy, které se vyskytuji jakozto vysledky ,,pokusi dru-
hého druhu*. Pokusy prvniho a druhého druhu jsou v urdité
souvislosti, kter4d je stanovena takto: Pﬁ}') zna¥f jako dffve
pravdépodobnost, Ze n-ty pokus prvniho druhu d4 vysledek
E,, dal-li pfedb&Zny (nulty) pokus prvniho druhu vysledek E,.
@;x je pravdépodobnost, Ze n-ty pokus druhého druhu dé vy-
sledek F,, je-li zndmo, Ze n-ty pokus prvého druhu dal E;.

Déle budi Ry pravdSpodobnost, %e n-ty pokus druhého
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druhu dé F,, dal-li pfedbéiny (nulty) pokus prvého druhu vy-
sledek E,. Plati rovnice

r
RY =P, i=12 .., k=12..3:
j=1

Roste-li » do nekone&na a vyhovuji-li p;, podminkdm (1),
odst. 75, m4 P{ limitu P, a tedy také R{}’ m4 limitu R,
a plati, Ze

R, =lLmR{ = ZP;Qm k=12 .., (1)
fi>o =1
R, nezdvisf na 1.

Toto schema, ve kterém ptichdzeji v ivahu zjevy F, ne-
tvofici Fetéz, ale spojené s jinymi zjevy E,, které tvori Fetéz,
pochézf od Markova; v odst. 88 bude uveden pifklad.

86. Tahy ze dvou osudi se zdmdnou koull. Uloha, kterou se
zabyval D. Bernoulli, Laplace a Markov, zni takto: Dvé osud{
A a B obsahuji kazdé e koulf; v thrnném podtu 2¢ vSech kouli
je polovina bilych a polovina gernych. Tah se provédi tak, Ze
soudasné vytdhneme po jedné kouli z kazdého osudi; pak vlo-
#ime do B kouli vytaZenou z 4, a do 4 kouli vytaZenou z B.
Vykonejme n takovych tahii; jak velikd je pravdépodobnost
o, %e v osudi 4 je po n tazich privé k bilych kouli?
k=0,1,2,... ¢).

Pocet bil)"ch kouli v A po 1. tahu, po 2. tahu, po 3. tahu, ...
jsou velidiny, jich% pravdépodobnosti jsou spojeny v Fetéz
o (e + 1) eventualitich. BudiZ p, (5,k=0,1,2,...,¢)
pravdépodobnost, Ze v 4 bude po tahu % bilych kouli, bylo-li
jich tam ¢ pfed tahem. Dostaneme tyto vzorce:

j? (e—19j (e—j)?

Pjj—1 = L Dy = 2 2 Dii+1 = T
pro 0 < j <e, (D)
Poo =0, Ppop =1, Pee—1 =1, P = 0. (2)
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Mimo to je
DPix = O: je'li |"’ - kl Z 2’ (3)

nebot podet bilych koulf v 4 se miZe tahem zméniti nejvyse
o jednu.

Z rovnic (1) a (2) plyne, Ze rovnice (1), odst. 71 jsou splnény
pro r = e + 1, %e totiz je

e
Sp=14i=012 ¢
k=0

Prostd pravd&podobnost o, e po n-tém tahu bude v 4
prévé k bilych kouli, vyjéd¥ se pravdépodobnostmi pir—;",

21 8 p{* 1V, Nebot pi® je iihrnng pravdépodobnost rovns
soudtu tfi pravdépodobnosti, které odpovidaji tfem moznym
ptipadim: po (n — 1)-tém tahu je v osudi 4 bud (¢ —1)
bilych kouli nebo k nebo (k + 1). Vyjddifme-li tyto tfi prav-
dépodobnosti a setteme-li je, vychdzf

(ﬂ) _» (n

P ek + BTV P 4 P Pk (4)
Tato rovnice je totoznd s rovnici (9), odst. 71, dosadime- h
n=1a p1§eme li pa,k (n — 1) na misto m, a p;; na misto P
Na pravé strané (4) jsou oviem jen tfi éleny, nebot ostatnf p, k

jsou rovny nule podle podminek (2) a (3). Dosadme nyni do
rovnice (4) na misto p,, ptisludné vyrazy (1) a (2); dostaneme

_ e—k+4 102
pgcn) — P&:n—ll) ( ea+ )

(n—1)

(n—1) (k + 1)2.

+ 2pi + Pi+1 o

(n—1) (€ —ezﬂ (5)

Povazujme p" za funkeci dvou proménnych celych &sel &
an (k=0,1,2,...,e;2=0,1,2,...); (5) je parcidlni dife-
rendnf rovnice pro neznémou p{". Znsme-li pravdépodobnosti

p(o) p(o) p(zo), cen 20)’ %e pied prvnim tahem je v osudi 4 po
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fad& 0, 1, 2, ..., e bilych koulf, urtime z rovnice (5) nejprve
p§,1 , pak p(z) atd.

Je-li ve zvldstnim ptipadé dano, Ze pied prvnim tahem je
v osudi 4 prévé ¢ bilych kouli, je (srov odst. 71)

¥ =1, =0 pro j + & pi” = P, PiY’ = py.

P k=0, 1 2,...,en =12, ...)znad¥f zde pravdépodob-
nost, e v 4 je po n-tém tahu % bilych kouli, bylo-li jich tam ¢
pted prvnim tahem. Dosadme do (5) P P{? na misto p{; dosta-
neme rovnici

(e—k+ 1) k) k

_ w1 (6 —
PP = Py E T opg OO
—1) (k4 1)
+ Pyt _:2 L (5a)

tato rovnice je totoZnd s prvni rovnici (8), odst. 71, mdme-li
na mysli, Ze p,,. jsou definovdny hofejdimi vzorei (1), (2) a (3).

NapiSme velitiny p;) do tvaru matice o e 4 1 Fddcich
a ¢ + 1 sloupcich. UZijme oznadeni zavedeného v odst. 77;
vzhledem k rovnicim (1), (2) a (3) jsou v hlavni dhlopiiéce 4
matice a na pfilehlych s nf rovnob&nych piitkdch 4, a 4,
vesmés kladné*) prvky p,,, kdeZto viechny ostatni jsou rov-
ny nule. Podle ivah uvedenych v odst. 77 jsou viechny veli-
diny P{P kladné, je-li n dosti veliké. Z toho pak plyne, Ze Py
mi pro n —oo limitu P, nezédvislou na ¢ (odst. 77). Mezni
hodnoty P, se uréi fefenfm rovnic (9) a (10), odst. 75, které
nyni piSeme ve tvaru:

¢ e
—DPpa=0,k=0,1,2,. ¢ JP,=1 (8
i=0 £=0

Abychom potvrdili, Ze t€émto rovnicim se vyhovi, poloZi-
me-li**)

_—"‘) S vyjimkou prvku py, = 0, p,, = 0.

1
*%) (e), je binomicky symbol (viz odst. 3¢); (e); = ———0

ke — k)’
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_ [(e)e
E= ), s k= 2,..

napiS§me levou stranu %-té rovnice (6) ve tvaru

58 (7)

Pl —pry) — Pr—y - pr—1,- — Pry1Prs1,k (8)

a dosadme sem za P a p;; podle (7) a (1), (2), (3); pfihliZejice
k vztahtim

O = O ST,

—k e —k
@rs1 = ©pr & k(,f +’{e) )

shledéme, Ze vyraz (8) se rovna nule. Soustavd homogennich
rovnic (6) je tedy vyhov&no. Abychom dokézali, Ze soudet
vSech P, se rovnd 1, srovnejme koeficienty pfi z¢ na obou
strandch rovnice

I+ 2)(1 + 2)* = (1 + 2)*;

vychézi
Stk = 2 (9)
j=0
a tedy, dosadime-li za P, podle (7),
2P, =1.
£=0

Pravd, strana rovnice (7) je rovna pravdépodobnosti, Ze
skupina kouli vyvolend z 2¢ koulf, z nichZ je ¢ bilych a e &er-
nych, obsahuje prévé k bilych kouli. Dochdzime k vysledku:

Po nekoneéné velkém poltu postupné provedenmych tahi je
pravdépodobnost, Ze v osudi A bude prdvé k bilych koull, rovna
pravdépodobnosti, Ze bude prdvé k bilyjch koull ve skupiné e
koult vytazenyjch z osudt, ve kierém je smichdno e koull bilych
a e dernych.
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87. Charakterlstickd rovnice pfisluind pfedeslé uloze. Utvoime
charakteristickou rovnici (odst. 78), v niZ jsou p,, definoviny
rovnicemi (1), (2) a (3), odst. 86. Zm&nime-li znaménka
u viech ¢&lent determinantu D,(4) a piSeme-li pak s na mfsto
1: A, nabude rovnice tvaru

Poo — 8 Pov> coes Poe
Aey) = P10 Puu—38 .- Plc“. — 0.
| Peos Per» y Pee —$
Tak dostaneme pro e = 2
—s, 1, 0
Aa(3)='}, t—s i =0,
1 0, 1, — 8
kde
dy(8) = — (s —1)(s + }) s,
a ddle

Ay(s) = (s — D)8 + s + Hls — 1)

d58) = — (s —1)(s — )s + H)s + §) (e —4)

Ag(8) = (s — 1)(s — 2)(s — %) + 1) + )¢ — 3'5)
dys) = — (s — s — e — B+ HNE—HE + §) s

Kofeny rovnice 4.4,(s) = 0 jsou raciondlni &sla, pokud
¢ < 6. J. Potodek poznamenal r. 1937, Ze toto pravidlo platf
obecné a Ze kofeny rovnice

derr(s) =0
jsou pro kazdé e vyjddfeny vzorcem:

g = e— kP —k

G k=012 ¢ (1)

ktery pro e = 2, 3, 4, 5, 6 souhlasf se shora uvedenymi roz-
klady determinantu A4.,:(s) v &initele. Podle Fréchetovy
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zprévy*) dokdzal T. R. Rawles obecnd vzorec (1) nezdvisle na
Potodkovi.

Zavedeme-li do podtu kofeny s, = 1, s, 8,, ..., 3, na misto
kofenii 4, piivodni charakteristické rovnice, zméni se formule
Romanovského (8), odst. 79 takto:

PP =P, + zl‘Puwu"?-
]=

88. Tahy ze dvou osudl se ziménou koulf; druha dloha. Vratme
se k tahtim ze dvou osudi za podminek uvedenych v odst. 88
a polozme si tlohu: Ustanoviti limitu pro » —oc pravdé-
podobnosti, Ze pfi n-tém tahu se zdmé&nou kouli bude z osudi{
A vytaZena bild koule.

Utijeme Markovova schematu vyloZeného v odst. 85. Za
podminek nasf wlohy je poéet bilych kouli v 4 roven bud0
nebo 1, 2, 3, ..., e. Za zjev E; povaZzujeme piipad, Ze v 4 je
prévé ¢ bilych koulf (1 = 0, 1, 2, ..., ). Za zjev F, povaZuje-
me tah bilé koule z A4, a za zjev F, tah erné z osudi 4; vozna-
denf odst. 85 je tedy r = ¢ + 1, s = 2. Ponévadi P; jsou
urdeny rovnicf (7), odst. 86 a

_d o, =1
o= "7 0= —
bude hledan4 limita R, déna vzorcem (1), odst. 85:
[ .
(e 4
R, = 2P - 1
1 ]_go 05 = ’go (23 6 ( )

Podle Potoka dokéZe se, %e posledni soudet je roven %
takto: Z rovnice

2Lt . = 2lte)Ple — 1)
1=0 j=0

*) M. Fréchet: Recherches théoriques modernes sur le Calcul des
Probabilités, second livres p. 285 (Paris 1938) cituje prédci: 7'. R.
Rawles: A problem of Laplace (Report of third annual Conference on
economics and statistics; Colorado Springs, 1937).
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plyne, Ze
20l .5 = e 2l(e)
i=0 j==0

Podle (9), odst. 86 je pravd strana této rovnice rovna
1e(2e),
a tedy, dosadime-li do pravé strany rovnice (1), vychdzi
R, =1

Po nekoneéné velkém poltu tahii ze dvou osudt se zdménou kouli,
je-lt v kaZdém osudi stejny pocet koull a dhrnng podet bilych
koult v obou osudich roven whrnnému podtu Eernyjch, je pravdé-
podobnost vytdhnoutt z daného osudi bilou kouli rovna jedné
poloviné.

89. Zakon velkych &fsel v pFipadd Fetdzu. Nechf jsou xfb),
z®, ..., 2z, ... veliliny pFifadéné po fad& vysledkéim prvni-
ho, druhého, ..., n-tého, ... pokusu; a® necht znadi stfedni
hodnotu veliéiny z®. Veli¢éiny z® spliiuji zdkon velkych
disel, lifi-li se aritmeticky stfed veliin (D), 23, .. o™ od
aritmetického stfedu hodnot aV,...,a™ o ménd ne% ¢
8 pravd&podobnostf bliZfci se jistoté, kdyZ n roste do neko-
neéna.,

Polozme
B, =E[zV 4+ 2 4 ...} 2™ —gl) —g® — — g™,
Podle odst. 24 spliiuj{ velidiny ™ zdkon velkych ¥fsel, je-li

. B,
L o
Dikaz podany v odst. 24 platii v tom p¥pads, Ze velitiny =
nejsou vzdjemnd nezdvislé. Zdkon velkych &sel platt pro veli-
diny =™, jichf pravdépodobnosti jsou spojeny v jednoduchy
Markoviy fetéz o r alternativdch, jsou-ls viechny pravd&podob-
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nosti prechodu p;, kladné, nebot, podle rovnice (2), odst. 81
existuje kone¢nd limita disperse, t. j.

. B
lim =
n+o N

a tedy je splnéna podminka (1).

90. Regularisace pravddpodobnosti spojenych v fetdz. Ergodicky
princip. a) Kondme pokus, jenz miZe miti rizné vysledky
E, E,, ...,E, s riznymi pravdépodobnostmi; pravime, %e
tomu pokusu ndlezi uréité rozdélent pravdépodobnostt (t. j.
%e rizné jeho vysledky maji rizné pravdépodobnosti). Ko-
nédme-li fadu pokusd, z nichz kazdy m4 za vysledek n&ktery
ze zjevi By, E,, ..., E, a jsou-li pokusy spojeny v fetéz, zdvisi
rozdéleni pravdépodobnosii na pofadovém é&isle » pokusu.
V obecném pifpadé (na pf. jsou-li viechny prvky p,, jedno-
duchého Fetézu konstantni a kladné) se rozddleni pravdé-
podobnosti zjednodusuje s rostoucim », nastdva regularisace.

Tak v tloze o michdni karet (odst. 83) jevi se na pf. po
patém zamichdni vliv poddtedni sestavy karet. Kdybychom
srovnali karty do dané potédtedni sestavy S;, a pétkrit zamf-
chali, a kdybychom pak karty znovu srovnali do téZe sestavy
§,, a zase pétkrat zamfchali atd., dostali bychom na konci
ka%dé takové serie péti ,,operaci‘’ postupné provedenych né-
jakou koneénou sestavu karet. Provedme mnoho takovych
pokusii a zaznamenejme konetné sestavy po péti operacich.
Tak dostaneme statistiku o tom, kolikrdt se vyskytla kterd
konednd sestava a tim p¥ibliZné rozdéleni pravdépodobnosti
pro jednotlivé sestavy. Rozdéleni bude z4vislé ne tom, jakou
sestavu jsme volili za poddteénf; kdybychom misto 8, volili
jinou za poditedni, dopadla by statistika koneénych sestav
jinak. Kdybychom vsak zamichali karty n-krit (mfsto pét-
krét), ukdzalo by se, Ze vliv poéitedni sestavy po n-tém za-
michdni je tim mensi, &m je n vé&téf. Provedeme-li postupnd
nekonednd veliky podet operaci, méd kazd4 sestava karet stej-
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nou pravdépodobnost, Ze se objevi jakoZto kone&n4; rozdé-
lenf pravdépodobnosti se regularisuje.

V dloze o tazich ze dvou osudi se zdménou kouli (odst.
86—88) jde o pravd&podobnost, s jakou odekdvime urdité
sloZeni osudi po n-tém tahu (bud neni v 4 Zddné bfld koule,
nebo je tam jedna, dvs, ...). Rozdéleni téchto pravdépodob-
nosti jisté zdvisf na tom, kolik bilych kouli bylo v 4 pked
prviim tahem. Ale roste-li » do nekoneéna, tato zavislost
zmizi{; po nekone&né velikém podtu tahi je pravdépodobnost
P,, %e v 4 bude k bilych kouli, rovna [(e),]? : (2¢).. Regulari-
sace je zde takovd, Ze koneéné rozdéleni pravdépodobnosti
neni rovnomérné (P, zdvisi na k), nezdvisi viak na podited-
nim sloen{ osudi.

b) Geometricky obraz fetézu (odst. 72) hodi se ke studiu
soustav, které se vyvijeji b&hem &asu. Zndzornéme si jednot-
livé stavy, ve kterych uvaZovand soustava (na pf. soustava
molekul plynu uzavieného v nddobé) miiZe byti, body A4,,
4,, ..., A,. Pozorujeme soustavu po uplynuti uréitého ¢aso-
vého intervalu 7, pak po intervalu 27, 37 atd. Soustava je zné-
zornéna pohyblivym bodem B, jen% po kaZdé splyvé s nékte-
rym z bodi 4,. Pfipoustime, %e zdkony, jimiZ se #df &asovy
vyvoj soustavy, neurduji vyvoj naprosto pfesné, nybri Ze
jsou dény jen pravdépodobnosti pfechodii z jednoho stavu A,
do druhého A4,. V nékterych pfipadech pfijimdme t. zv.
ergodicky princip, podle kterého pravdépodobnost, Ze sou-
stava se dostane za urditou dobu do uréitého stavu 4,, se s
Sasem méni, ale po uplynuti nekonené dlouhé doby nabyvéi
urdité hodnoty z4dvislé jen na indexu k. Ergodicky princip se
odlivodiiuje regularisaci, kterd ve smyslu shora uvedenych
pifkladd o michéni karet a o tazich ze dvou osudf se zménou
kouli, nastdv4 za urditych podminek u zjeviispojenych v Mar-
koviiv fetéz; vyznam fetézi je prave v tom, Ze ddvaji zdklad
k pfesnému vyjadienf ergodického principu.

91. Obecny pojem ndhody a statistické zakonitosti. a) V odst.
36—41 jsme jednali o regularisaci pfi geometrickych pravdé-
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podobnostech. Tento pfipad a piipady regularisace zminéné
v odst. 90 odpovidaji dvéma zdkladnim vlastnostem zjevi,
které se vieobecnd povaZuji za ndhodné a na néz se dé apli-
kovati podet pravdépodobnosti. Podle Poincaréa shleddvdme
totiZ, kdyZ zjevy toho druhu rozebirdme: bud jsou takové, Ze
mald zména v piid¢iné m4 za ndsledek velkou zménu v Géinku,
nebo Ze jsou velmi sloZité.

V prvnim piipadé jde o vztah mezi pravdépodobnosti
pfi¢in a pravdépodobnosti déinku. Za uréitych pfedpokladi
dé se pravdépodobnost udinku vyjddfiti, zavedeme-li para-
metr n» a mimo to libovolnou funkci, kterd definuje rozdéleni
pravdépodobnosti pro pii¢inu; shleddvdme, Ze roste-li » do
nekonedna, pravdépodobnost vdinku se stdvd nezdvislou na
oné libovolné funkei (methoda libovolnych funkef, viz odst.
36 a ndsl.).

Ve druhém piipads (zjevy spojené v fetéz) rovnéZ mdme co
&initi s po¢dtednim rozdélenim pravdépodobnosti a s &islem
n (t. j. potem postupné& provedenych pokusi). Roste-li n, zjev
se komplikuje a stupefi sloZitosti je pravé ddn velikosti &isla
n. Tak michd-li hrd& karty postupné n-krit (odst. 83) a je-lin
veliké &fslo, je zajisté objeveni se koneéné sestavy nédsledek
velikého poétu slozitych pifdin (@dinek kazdého zamichéni se
kombinuje s Géinky ndsledujicich).

Ulohy, ve kterych regularisace vede ke zjevim stejnd
pravdépodobnym (v dloze o ruleté — odst. 36 — vychézi
stejnd pravdépodobnost pro dernou a dervenou; v tloze o mi-
chénf{ karet — odst. 83 — stejnd pravdépodobnost pro kaz-
dou koneénou sestavu) ukazuji, Ze v uréitych tdlohdch je odi-
vodnéno povaZovati nékteré piipady za stejné pravdépodob-
né. Zamichidme-li dobtfe koulemi v osudi, miiZeme tah kazdé
koule povaZovati za stejnd pravdépodobny (obdoba k tloze
o michénf karet). UZivdni pojmu ,,zjevii stejnd pravdépodob-
nych®, na némZ se zakldd4 elementdrni definice pravdé-
podobnosti (odst. 1), odivodiiuje se tak v mnohych piipa-
dech regularisaci. Poznamenejme k tomu, Ze viechny vy-
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potty o souvislostech mezi pravdépodobnostmi a regularisaci
se opiraji o dvé zdkladni véty (odst. 6), které pfipoustime
jako axiomy.

b) JiZ v odst. 1 bylo poukédzéno ke dvéma strdnkdm ndhod-
nych zjevi; k podminkdm, za kterych se kond pokus s vy-
sledkem z4vislym na ndhod$, a k pravidelnosti, kters se jevi
ve statistice veliké Fady pokusii. Viechny dlohy o vypoétu
pravdépodobnosti, kterymi jsme se zabyvali, jsou toho
druhu, Ze é&iselné hodnoty uvaZovanych pravd&podobnosti
jsou pfiblizné urtitelné ze statistickych dat.

Viechny theoretické vzorce o pravdépodobnostech lze
takto statisticky kontrolovati; vypoéty, které kondme na zd-
kladé statistickych dat, jsou vlastné aplikace podtu pravdeé-
podobnosti.
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KAPITOLA IX

DOPLNKY K THEORII RETEZU

92, Velitiny P(”) jakoZto koeficienty linearni substituce. BudiZ
dén jednoduchy fetéz o r eventualitdch s konstantnimi prav-
d&podobnostmi pfechodu py, (£, k=1, 2, ..., 7). Je-li

Ye = lzlpkm; k=12, ...,r (1)

homogennf linedrn{ substituce, kterd vede od proménnych z;
k proménnym y,, dostaneme, aplikujice tutéZ substituci na
proménnsé y,, nové proménné z;, jez budou urdeny rovnicemi:

4
2 = Z .kpuxz——zp(z ,

k=1

kde P} jsou velitiny definované v odst. 7lc. Kdybychom
a.ph.kova.h substituci (1) postupné n-krate, byly by vysledné
proménné w;, jakozto funkce plivodnich proménnych Zy, VY-
jédfeny rovnicemi

T M*

r
( .
=kZP.-2)x,,, i1=12..,r
=1

Velidiny PP, zavedené v odst. Tle, jsou tedy koeficienty
substituce, kterd vznikne n-ndsobnou iteraci (opakovédnim)
substituce (1) s koeficienty p,;.

93. 0 kofenech charakteristické rovnice. Romanovského for-

mule (8), odst. 79 ukazuje zfetelns, %e zphisob, kterym Py
z4vis{ na indexu », je podminén vlastnostmi kofend A, cha-
rakteristické rovnice (odst. 78). Zavedeme-li na mfsto A pfe-
vridcenou hodnotu 8 = 1 : A, nabude charakteristick4 rovnice
tvaru
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; P11 — S, Pias «ooy Pir
Pa1» Do — 8 -+ Dor — 0’ (1)

r
Dp=11=1,2..,7 pp =0, 4,k=12..,r (2
k=1

J. Kaucky ukézal, jak se pozméni obecny tvar Romanov-
ského formule, mé-li rovnice (1) mnohondsobné kofeny, a do-
kézal vétu: Nem4-li rovnice (1), za pfedpokladi (2), jinych
kofeni o absolutni hodnoté& rovné 1 ne# koten 1, existuji limi-
ty Py pro n —>oo a zivisf obecnd na obou indexech 3, k,
(i, k=1,2,...,r); je-li kofen 1 jednoduchy a existuji-li tyto
limity, jsou nezdvislé na indexu ¢. M. Koneény dokézal vétu
obricenou: existuji-li fefené limity pro viechna i,k =1,
2, ..., r, maji kofeny rovnice (1) viechny kromé kofenu 1
absolutni hodnotu mensi neZ 1; jsou-li ony limity nezdvislé
na indexu i, je jednotkovy kofen jednoduchy.*) M. Fréchet
doplnil tyto vysledky,**) zejména rozborem vlastnosti arit-
metickych stfedi:

(1 (2 (
w PR +PR+...+ PP
i = n ’

v dal&f prici pojednal o vlastnostech veli¢in Pﬁ},‘) a nS’,:), tvo-

fime-li je na zdkladé zcela libovolné danych velidin p,,, bez
ohledu na podminky (2), a dokdzal vétu: viechny kofeny rov-
nice (1), plati-li podminky (2), jsou obsaZeny v roving kom-
plexni proménné s v kruhu, ktery prochdzi bodem s =1

*) J. Kaucky: N&kolik poznamek o Markovovych Fetézech (Spisy
vydévané p¥rodovddeckou fakultou Masarykovy university, &.131;
Brno 1930). — M. Koneény: K teorii Markovovych fetdzu (tamtéz,
&. 147; 1931).

**) M. Fréchet: Compléments a la théorie des Probabilitésdisconti-
nues, ,.en chaine’ (Annali della R. Scuola Normale Superiore di Pisa
(2), 2, p. 131; 1931).
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a mé stfed v bod8 s = w; w znadi nejmensi z &fsel py;, Py, ...,
Prr-*)

94. Methoda vytvofujicich funkcl v pFipadd Fetdzu. Podle odst.
43 je v nékterych tlohdch vyhodno uréditi hledanou pravds-
podobnost zévislou na celém é&isle « jakoZto koeficient pii ¢~
v Maclaurinovs fads, kterd vyjadfuje pFisluSnou ,,vytvorujici
funkeci‘ proménné ¢. Markov uZil této methody v theorii fe-
tézl, zejména k vypodtu disperse.**)

95. Retdz s nekonetnd velkym pottem eventualit. a) Piedpo-
klédejme, %o pokus mé za vysledek jeden z nekonedns veli-
kého podtu zjevi E,, E,, ..., E,, ... a podrZme definici prav-
dépodobnosti pfechodu p;, tak, jak jsme ji uvedli v odst. 71
pro jednoduchy Fetéz s konstantnimi p,,. Pak budeme miti
pro pravdépodobnosti vztahujici se k opétovanym pokusim

o
PP >0, kzlpw =1, PR = py,

w
(m + ( ( .
Pt = SPMPD, i, k,m,n=123,...
i=1

Studiem takovychto fetézh se zabyvali zejména R. Fortet
a A. Kolmogorov***),

*) M. Fréchet: Comportement asymptotique des solutions d'un
systéme d’équations linéaires et homogénes aux différences finies du
premier ordre & coefficients constants (Spisy vyddvané pfirodovédec-
kou fakultou Masarykovy university, & 178; Brno 1933).

**) A. A. Markov: Iztislénije v8rojatnostej, 4. vyd. (Moskva 1924);
ndm. preklad: Markoff-Liebmann: Wahrscheinlichkeitsrechnung, An-
hang IT (Leipzig 1912). Viz téZ autorovu préci o fetézech z r. 1929 cito-
vanou déle v pozndmce k odst. 96.

*¥*) R. Fortet: Sur l'itération des substitutions algébriques linéaires
& une infinité de variables et ses applicationsalathéorie des probabi-
lités en chaine (Thdse; Revista de Ciencias 40; Lima 1938). Viz té%
A. Kolmogoroff: Anfangsgriinde der Theorie der Markoff’schen Ketten
mit unendlich vielen méglichen Zustdnden (Mat&matideskij Sbornik,
(2), I; Moskva 1936).
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b) Jako piiklad uvddim dlohu, kterou se zabyval Markov
ve své prvni préci o Fetézech:*) V osudi je jedna koule bfld
a jedna dernd. Vytdhneme jednu kouli, vloZime ji zpét a zd-
roven tam pfiddme jednu dalif kouli a to barvy, jakou méla
vytaZzend koule. Tah opakujeme vidy za téZe podminky: vy-
taZend koule se vracf do osudf a pfiddvé se jedna téZe barvy.
Po n-tém tahu bude v osudi (n + 2) kouli. Ptdme-li se na
pravdépodobnosti pfechodu z jednoho sloZeni osudf ke dru-
hému, médme zde Fetéz o nekone&ns velikém podtu eventualit;
mimo to pravdépodobnosti pfechodu zdvisf na pofadovém
tisle tahu.

Polozme si otdzku: Jak velikd je pravdépodobnost P, Ze
v n tazich bude taZena bild koule celkem m-krdt?
P urdime postupem podobnym tomu, kterého jsme uzili

v odst. 13a. Pravdépodobnost P’, Ze kaZdy z prvnich m taht
dé bilou kouli a Ze kazdy z dalsich (» — m) tah& d4 &ernou, je

123 m 1 2 3 n—m
T 234 " m+1 m+2 m+3 m4+4 w410
Stejnou hodnotu P’ mé pravdépodobnost, fe v m tazich, jichZ
pofadovd é&isla a, b, ¢, ... jsou pfedem ddna, vyjde bfild a
v ostatnich (n — m) tazich &ernd. P je dhrnnd pravdépodob-
nost rovné soudtu viech pravdépodobnosti, které odpovidaji
pipadiim s riznymi pofadovymi &isly a, b, ¢, ... Téch p¥-
padi je (n), a proto

PI

n! min —m)! 1
mn—m)" (n+ 1! a4l

P= (). P =

P tedy nezivisi na m. V n tazich se stejnou pravdépodobnosti
1: (n + 1) vyjde bil4 koule jen jednou, nebo jen dvakrdt atd.

*) A. A. Markov: Razprostrandnije zakona bollich &isel zavisaiitija
drug od druga (Izv&stija fis.-mat. obstestve pri imper. Kasanskom
Universitetu (2), 16, 135; 1908). Viz té% Eggenberger-M. Pélya: Uber
die Statistik verketterter Vorgange (Zeitschr. fiir angewandte Mathe-
matik und Mechanik 3, 279; 1923).
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nebo viibec nevyjde. Stfedni hodnota E(m) poétu vytaZenyoh
bilyeh koulf v » tazich je

s 14243+ 40
E(m) —mgoP.m_ sy = in.
Pomér m : » nabyvé kazdé z moZnych hodnot
1
y E;'“yl
n’ n

se stejnou pravdSpodobnosti P = 1: (n + 1); roste-li = do
nekonena, pravdépodobnost nerovnosti

7-o(3)

<eg,

kde £ je libovolné malé dané kladné é&fslo, nemd za limitu
jednotku. Zdkon velkych &isel zde neplati.

Rozdil proti pffpadu opétovanych pokusii s konstantni
pravddpodobnosti p, Ze se pokus zdaff (odst. 13), je v tom:
v pipad® odst. 13 md pravdEpodobnost, Ze m pokusi se
zda¥, maximdlni hodnotu pro uréité m,; s rostoucim celko-
vym pottem n pokusi se pravdépodobnost pfipadd, ve kte-
rych se m 1i3f od m,, zmensuje.



96. Bibliografické poznamky. Z knih, které posloui k daléfmu stu-
diu Fetézi, upozoriiuji na knihu Bernstejnovu,*) které je i jinak zna-
menitou udebnici pottu pravddpodobnosti vuboe, & na Fréchetovu,
citovanou v poznédmce k odst. 87.

Déle uvédim dva zékladnd préce o fetézech se spojitd proménnymi
veliZ¢inami**) a n&kolik soubornych pojednani a spisii vénovanych jed-
nek ulohdm, které byly rozebirdny v téchto pfednéSkéch, jednak
dal¥fm vlohém tykajicim se Fetdzi a jejich aplikaci ve fysice.***)

*) 8. N. Berndtejp: Téoria vérojatnostdj, 4. vyd., Moskva 1948,

**) 4. Kolmogoroff: Uber die analytischen Methoden in der Wahr-
scheinlichkeitsrechnung (Mathem. Annalen 104, 415; 1931). —
M. Fréchet: Les probabilités continues ,,en chaine'‘ (Commentarii
mathem. helvetici 5, 175; 1933).

*w¥) S. Berndtejn: Sur lesliaisons entre lesgrandeurs aléatoires (Ver-
handlungen des internat. Mathematiker-Kongresses Bd. I, 288;
Ziirich 1932). — W ~Doeblin: Exposé de la Théorie des Chaines simples
constantes de Markoff & un nombre fini d’Etats (Revue mathém. de
I'Union interbalkanique 2, 77; Athénes 1938). — B. Hostinsky: O prav-
d&podobnosti zjevid, jeZ jsou spojeny v Markovovy fetdzy (Sbornik
pirodovddecky vyd. Ceskou akademii 1929, str. 289). — Méthodes
générales du Calcul des Probabilités (Mémorial des Sciences mathém.
fasc. 52; Paris 1931). — Application du Calcul des Probabilités a la
Théorie du mouvement Brownien (Annales de I'Institut H. Poincaré 3,
1; Paris 1932). — Sur les probabilités relatives aux variables aléatoires
liées entre elles. Applications diverses (tamtéz 7, 69; 1939). — Ctyi'i
pfednésky o raznych problémech theoretické fysiky (Casopis pro
péstovani matem. a fysiky 61, 33; 1931). — O teorii Markovovych
fetdézi a o integraci linedrnich transformaci (tamtéz, 63, 167; 1934). —
Equations fonctionnelles relatives aux probabilités en chaine (Actua-
lités scientifiques et industrielles No 782; Paris 1939).
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