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Dr Miroslav Katétov:

JAKA JE LOGICKA
VYSTAVBA MATEMATIKY?

Rozvoj matematického bidddni v tomto
stoleti je charakterisovdn také snahou vy-
budovati solidni zadklady a vystavéti celé
— tFeba jiZ davno znimé a dnes Siroké —
obory na bezpeZné piidé. PF¥i takové précl
dostiva se matematik na pole axiomatiky.
Zikladem kaZdého matematického oboru
je totiZ skupina vét t.zv. axiomt, z nichZ
pomoci vhodnych definic predmétt, které
se budou studovati, lze &ist& logicky od-
voditi -vSechny véty tohoto oboru.

Chceme tedy védét, co je to axiom, co
je to definice, a jaké vlastnosti musi mit.
Diéle se ptime, jakd je logika, které po-
uzivd matematik, &ili jak se odvozuji ma-
tematické véty.

Logickd dedukce, které pouZlvime pfi
odvozovdni matematickych v&t je dost
bohatd; presto vSak je jen né&kolik mélo
2dkladnich typn logickych vsudktt @ me-
thod dfikaz@, které se budou dtepifi zdati
Zcela zrejmé, ale které si vibec neuvédo-
mil a které tvofi mnohdy kli¢ dtkazfi slo-
Zitych vét.

KniZka, kterou pfedklddi na3i matzma-
tické vefejnosti Dr M. Katétov, se snaZf
odpovédét na uvedené otizky a také pfi-
bliZit &tendfi dalezité abstraktni matema-
tické pojmy, jakym je na pf. pojem mno-
Ziny, zobrazeni mnoZin a specieln& pojem
funkce.

V kni%ce se dotyka autor mnohych da-
leZitych probléma jak logiky, tak zdkladf
matematiky, ale jen skrovn& informuje
o filosofickém  stanovisku k né&kterym
otdzkdm (na pf. k otdzce existence v ma-
tematice). Matematika je tu autorovi vé-
dou, kterd je budovéna solidné& a kterd se
anaZi pomoci pH reSenf tikolt tohoto svéta
a Zivota.

Broi. K&s 46,—
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PREDMLUVA

Tato knizka je uréena (jako elementarnf uvod) kaz-
dému, kdo se zajim4 o logickou stavbu a zaklady mate-
matiky a o zaéatky moderni t. zv. matematickeé logiky.
Pro jeji éteni neni tfeba Zadnych zvlastnich vécnych
znalosti, avSak jisté zaliby a nadani pro presné ab-
straktni mysleni. SnaZil jsem se navazovat na tradiéni
logiku, jak se vykladala na stfedni Skole, pfi tom viak
postupné priblizovat étenafi zplisob vyjadfovani a me-
tody moderni matematické logiky.

Nékteré otazky, o nichZ se mluvi v této kniZce, tésné
souvisi 8 celkovym svétovym nazorem. Nebylo mym
umyslem zabyvat se zde filosofickou strankou téchto
problémi a také jsem se ji vyhybal; doufam vsak, Ze
celkova linie vykladu sméfuje dosti jasné prcti jaké-
mukoliv idealistickému stanovisku. S filosofického hle-
diska pojednava o téchto otazkach a ziroven kriticky
hodnoti vyznam matematické logiky univ. prof. dr. A.
Kolman v knize, kterd mé vyjit v nejbliZsi dobé.

Tato knizka vznikla z podnétu a na pfatelsky natlak
doc. dr. F. Vy¢&ichla, jenZ znaéné pFispél k jejimu
ZlepSeni a obétavé &etl rukopis i korektury. Vzdivim
mu upiimny dik. Za éteni korektur a néktera zlepSeni
dékuji dile dr. K. Havlié¢kovi, doc. dr. V. Kni-
chalovi a S.Riegrovi.

M. Katétov.






UvoD

Kdyz se zabyvame logickou vystavbou matematiky,

stcjime pred dvéma otazkami: (1) jak se odvozuji ma-
tematické véty, (2) jaké jeou logické zaklady matema-
tiky. , ,
Kdyz studujeme odvozeni matematickych vét, pak se
musime tazat, jaké hlavni typy matematickych vét
rozeznavame s logického hlediska, jaké typy logickych
zavéra (Gsudkiu) zname, jaké methody diikazii roze-
znavame atd. Jsou to, jak vidime, &ist& logické otazky.
Budeme se prcto zabyvat logickym odvozenim (de-
dukeci) viibec a pii tom soudasné pozname, jak se od-
vozuji matematické véty. Vlastnimu vykladu o logické
dedukei predesSleme jakousi ,mluvnici logiky”, totiz
vyklad o tvaru a druzich vét (vyroki).

Zakladem kazdého matematického cboru jsou, jak
znamo, uréité axiomy; pro jeho dalsi vystavbu pak
maji zakladni dtleZitost definice, jimiZz zavadime nové
,matematické objekty”. AZ se obratime k logickym za-
kladim matematiky, promluvime tedy o tom, jaké de-
finice rozeznavame a jaké vlastnosti musi definice mit.
Pak se budeme zabyvat systémy axiomu a poZadavky,
které na né klademe (bezespornost atd.).

Koneéné nékteré matematické pojmy, na pf. pojem
mnozZiny, vztahu, zobrazeni (korespondence), funkce,
se vyskytuji ve vSech cborech matematiky a maji pro
jeji vystavbu zakladni dileZitcst. Musime proto véno-
vat pozornost také témto pojmim.
éetnych mistech kniZzky bylo nutné omezit se na tvrzeni
bez bliz§iho odiivodnéni nebo na zb&iné naznaky. Upo-
zorfiujeme na to &tenafe a odkazujeme ho na litera-
turu, uvedenou na konci knizky.



1. SPOJOVANI VYROKU

1'1. Vyroky. Obvykle se Fika, Ze logika je ,,véda
o obecnych forméach védomé odiivodnéného mysleni”.
Jeji dasti je tak zvana formalni Icgika, jejimZ pied-
métem je dedukce (odvozeni) soudi z jinych soudi.
Soudem se zde mini kazda myslenka, kterou néco kon-
statujeme. Na piiklad uvédomim si, Ze ted je tma; po-
divim se na zem a zjistim, Ze v noci prielo; konstatuji,
Ze sin 45° —}]/2; to viechno jsou soudy.

Bude nas zde zajimat jen tato t. zv. formalni logika.
Nebudeme vsak mluvit o soudech, nebot nase vyklady
budou zaloZeny na jiném pojeti, které je obvyklé v mo-
derni logice: misto o scudech budeme mluvit o vyre-
cich. Je ziejmé, Ze soud, t. j. uréitd myslenka, miZe se
stat pfedmétem logiky jen do té miry, do jaké se da
zachytit a formulovat tak, aby se dal sdélit jiné osobé.
Vyrokem se vSak pravé rozumi formulace scudu v né-
jaké Feci (at jiz'v obvyklé Feéi, kterou mluvime, nebo
ve zvlatnim systému znaéek). Tim, Ze mluvime o vy-
rocich misto o soudech, neztratime nic z obsahu logiky,
ziskdvame vSak na pfesnosti a jasncsti dvah.

Vyrokem nazyvime tedy kaZdy projev (tvrzeni),
o kterém ma smysl Fci, Ze je pravdivy nebo nepravdivy.
Vyroky jsou na pfiklad ,,véera prselo, dnes je hezky”,
,»V bifeznu r. 1987 bude sluneéni zatméni”, ,,.2-}+2 — 4",
w242 == 5"; av8ak ,pFines knihu!”, ,kdy pFijdes?”
vyroky nejsou. Termin véta bude pro nias znamenat
totéZz co vyrok; vyhradime si jej viak pro vyrcky, je-
jichZ spravnost je jiz prokézéna.

Termini pravdivy, spravny, platny vy-
rok budeme uZivat ve stejném vyznamu, v jakém se
jich uZiva v bé&Zné fedi a nebudeme prozatim mezi nimi
rozliSovat; pozdéji se k nim jestd vratime. Terminu
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spravné utvofeny vyrok uzivame, abychom zdi-
raznili, Ze jde skuteéné o vyrok. Tak ,,sin 45° = 1" je
spravné utvofeny, aviak nespravny (nepravdiv;’r) v;’/:-
rok, kdeZto na pF. ,,uln 15 ¢cm = 0,5 kg" je nwpravne
utvof'eny vyrok, t. j. pfesné Fedeno, neni to vibec vy-
rok — jen snidka znacek.

Promluvime nym o tom, jak tvofime z danych vy-
roki vyroky nové (at jiZ pravdivé &i nikoliv, aviak
spravné utvoiené).

1°2. Souvdti Kdyz je dano n&kolik vyroki, pak -
Zeme vytvoFit novy vyrok tim, Ze je spojime vhodnym
zpisobem jako celky. Tak z vyrckia (4) ,pan M. N.
byl v sobotu v divadle” a (B) ,,pan M. N. byl v nedéli
na vyleté” lze utvofit mimo jiné tyto vyroky: (1) ,,pan

. N. byl v sobotu v divadle a v nedéli na vyleté”;
(2) ,,pan M. N. byl bud’' v sobotu v divadle nebo v ne-
déli na vyleté”; (3) , kdyZ pan M. N. byl v sobotu v di-
vadle, pak byl v nedéli na vyleté”. PFi tom je podstat-
ne, Ze spravnost nebo nespravnost vyroki (1), (2), (3)
zavisi pouze na spravnosti nebo nespravnosti puvodmch
vyrokil (4), (B).

Vyrok, ktery vznikd z danych vyroka (prlpadne
z jediného vyroku) takovym zpiscbem (tedy tak, Ze
jeho spravnost nebo nespravnost zavisi pouze na sprév-
nosti nebo nespravnosti ptavodnich vyroki), budeme
nazyvat spojenim danych vyrokd anebo kratce sou-
vétim. Probereme nyni jednotlivé druhy souvéti.

1'3. Negace. Z jednoho vyroku jako celku miZeme
bez pFibrani dalsich vyrokl vytvofit novy vyrok (sou-
véti) jedinym zpilsobem, totiZ tak, Ze jej popfeme (ne-
gujeme). Tak z vyroku ,byl v sobotu v divadle” vy-
tvofime vyrok ,nebyl v sobotu v divadle” ; takto vznik-
1y vyrok nazyvime negaci pivodniho vyroku. Negaci
mbZeme vyjadrit také slcvnim obratem ,,nenf pravda,
%e...”, tedy v naSem pf#ikladé ,nenf pravda, Ze byl
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v sobotu v divadle”. Vyraz ,neni pravda, Ze...” pova-
Zujeme zde za formalni obrat, ktery je rovnocenny se
slivkem ,,ne-"’. — Pfi symbolickém oznadovani; o némz
mluvime podrobnéji v odst. 3’5, uZivaji rtizni autofi
pro negaci vyroku A rczdilnych symbold, tak non A
nebo oo A nebo A.

Je jasné, Ze negace nespravného vyroku je spravna
a naopak negace spriavného vyroku je nespravna. —
Negujeme-li negaci né&jakého vyroku, dostaneme vy-
rok, ktery je rovnocenny s ptvodnim vyrckem. Tak
na piiklad vyrok ,neni pravda, Ze nebyl v sobotu v di-
vadle” znamien4 toté%. co vyrok ,,bvl v sobotu v divadle”.
Dvojnasobnou negaci*) nedostivime tedy nic nového.

Kdyz je ptredloZen né&jaky vyrok, pak miZeme utvo-
Fit novy vyrok také jinym zpisobem, neZ negaci, na pii-
klad pcmoci réeni ,,je prokazano, Ze...” nebo ,,je moz-
né, ze...” Dcstaneme tak z vyroku ,,pan M. N. bvl
v sobotu v divadle” vyrok ,,je prokazino, Ze pan M. N.
byl v sobotu v divadle” nebo ,,je moZné, Ze pan M. N.
byl v sobotu v divadle”. Zde vSak ide o néco zcela iiné-
ho, nez je negace. Vyrck ,,je prokazino, Ze pan M. N.
byl v sobotu v divadle” znamena totiZz vlastné toto: bvl
podan diakaz vyroku ,,bvl v sobotu v divadle”. Jde o iisty
vyrok o vyroku ,,pan M. N. byl v schotu v divadle” —
a soucasné také o naSich znalostech: jeho spravnost
zavisi nejen na spravnosti ptuvodniho vyroku ,pan
M. N. byl v sobotu v divadle”, nybrz téz na jinych okol-
nostech (je dobfe moZné, Ze pan M. N. sice v divadle
byl, Ze to vSak neni prckazano). Vyrok ,,je prokazano,
Ze pan M. N. byl v sobotu v divadle” nepovaZujeme tedy
za souvéti v naSem smyslu, a totéZ plati o vyrcku ,je
mozné, Ze pan M. N. byl v sobotu v divadle” a o jinych
podobnych vyrceich., — Zistava tedy pfi tom, Ze ne-

*) Rozumf se, negaci ve smyslu tradi¢ni formélni logiky.



gaci povaZujeme za Jedmy zpusob, Ja.kym lze z Jedmeho
vyroku utvofit vyrok novy.

Promluvime nyni o spojeni dvou vyroki. Zde je
cvSem moznost ruznych kombinaci mnohem vétsi.
Hlavni druhy spojeni dvou vyrokd jsou: konjunkce,
disjunkce, implikace a ekvivalence; probereme je nyni
postupné.

14, Konjunkee, Souvéti, které vznikne, kdyz spoji-
me dva vyroky slovem ,,a” nebo ,ale” (nebo jinym
vyrazem stejného vyznamu) nazyvame konjunkei.
Piiklady: (1) vyrok ,,véera prSelo, ale dnes je hezky"
je konjunkei vyrokil ,,véera prielc” a ,,dnes je hezky”
(slovo ,,ale” znaéi pfi spojovani vyrokl totéz logické
spojeni jako ,a"”, vyjadfuje vSak soucasné uréity po-
stoj k vyrcku, ktery pro logicky rozbor nema vyznam) ;
(2) ,,tento trojihelnik je pravoihly a rovnoramenny”;
zde mame konjunkei vyroku ,,tento trojﬁhelnik je pravo-
ahly” a ,tento trojuhelnik je rovmcramenny”.

KonJunkce tvrdi tedy, Ze Jeou splnény oba vyroky,
které jsme spojili. Jinak Fe€eno, konjunkce dvou vy-
rokii Je pravdlva _pouze tehdy, kdyz oba spCJene vy-
rokv Jsou spravné, kdeZto v ostatnich prlpadech je ne-
spravna — Pii symbolickém oznaéovani vyrokl uzi-
vame pro konjunkei vyroki A a B znaku A . B nebo
A &B.

1'5. Disjunkce, Vyrok, ktery dostaneme, kdyz spo_]l-
me dva dané vyroky spojkou ,,nebo" (anebo jinym vy-
razem stejného vyznamu), nazyvime disjunkei. PFi-
klady: (1) ,bud pfijde veéer nebo zatelefonuje odpo-
ledne”; zde mame disjunkci vyrokid ,pfijde vecer” a
»zatelefcnuje odpoledne”; (2) ,,trojihelnik ABC je bud
pravouhly nebo rovnoramenny”; zde mame disjunkci
vyroki ,,trojiihelnik ABC je pravoihly” a ,trojuhelnik
ABC je rovnoramenny”. Spojku ,nebo’” pojimdme pfi
tom vidy ve smyslu latinského vel, totiZz tak, Ze pfi-
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poustime, aby nastaly obé uvedené moznosti (tak
v prvnim pFiklad® tvrdime vlastné: bud pfijde veder
nebo zatelefonuje odpoledne anebo udéla oboji), a ni-
koli ve vyluéovacim smyslu (latinské aut —aut),
kdy takcvy pfipad vyluéujeme. Disjunkce fika tedy, ze
je splnén aspoin jeden (tedy piipadné také oba)
z vyrokd, které jsou v ni spojeny. Disjunkce dvou vy-
roki je podle toho spravni tehdy, kdyZ je spravpy né-
ktery z téchto vyrokil a je nespravni pouze v tom pii-
padé, Ze cha tyto vyroky jsou nespravné. — Pro dis-
Junkei vyroki A, B se uzivi symbolu A v B.

1'6. Implikace. Souvéti, které vznikne, kdyZ spojime
dva dané vyroky pomoci vyrazu ,kdyz... pak...”
(nebo pomoci jiného vyrazu, ktery ma stejny vyznam),
nazyvame implikaci.

Prvni z vyrokii, které takto spojime, nazyvame vy-
rokem implikujicim, druhy vyrok vyrokem impliko-
vanym. Pro implikaci vyrckd A, B uzivime symbolu
A = B. Priklady implikace: (1) ,kdyZ tento trojihel-
nik je pravoihly, pak neni rovnostranny”; ,tento troj-
thelnik je pravouhly” je zde vyrok implikujici, ,,neni
rovnostranny” je vyrok implikcvany; (2) ,,nepFijde-li
dnes, pfijde zitra”, ¢ili ,,nepfijde dnes = pfijde zitra”;
implikujicim vyrokem je zde ,nepfijde dnes”, impliko-
vanym vyrokem je ,pFijde zitra”; (3) ,,ma-li prosinec
30 dni, pak je 2 4+ 2 = 5", éili ,,prosinec ma 30 dni=-
=242 == 5"; tato implikace je spravnym vyro-
kem; (4) ,,ma-li listopad 30 dni, pak 2 4- 2 = 5”; zde
méame nespravnou implikaci (spravné utvorte-
nou, avSak nepravdivcu neplatnou; pfipo-
miname znovu rozdil mezi spravné utvofenym a sprav-
nym vyrokem).

Implikace vyrokii A 'a B Fikd tedy toto: je-li splnén
vyrok A, pak je splnén vyrck B, jinymi slovy: je vy-
loudeno, aby platilo A, nikoli v8ak B. Podle toho pova-
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Zujeme implikaci ,,kdyZ A, pak B” za spravnou, kdyz
lmphkujlci vyrok A je nespravny — at jiZ pfi tom B
je spravné éi nikoliv. To sice mfie na prvni pohled za-
razit, avak v matematice to je obvyklé a odpovida to
také dobfe b&mé hovorové fedi. Piikladem muZe byt
vyrok ,,kdyZ toto je pravda, pak jsem blazen”. Ten, kdo
jej vyslovi, povaZuje oba vyroky ,toto je pravda” a
»jsem blazen” za nepravdive, cely sviij vyrok viak za
spravny. '

Implikace ,,kdyZz A, pak B” je tedy sprdvnym vyro-
kem v téchto phpadech (1) A spravné, B spravné;
(2) A nespravne, B spravne (3) A nespravné, B ne-
spravné. Je. nespravnym vyro‘kem pouze v pripadé (4)
implikujici vyrok A je spravny, implikovany vyrck B
je nespravny.

' V pfipadé, Ze implikace ,,kdyZ A, pak B” je spravna,
Fikame, Ze vyrok A implikuje vyrok B. KdyzZ tedy fek-
nu, Ze vyrok A implikuje vyrok B, pak to znamen4, Ze
souvéti ,, kdyz A, pak B” je spravné, a to zase znamena
(srov. odst. 4'2), Ze z vyroku A vyplyva vyrok B.

Implikaci dvou vyrokid ize vyjadfit nejrtiznéjSimi
slovnimi obraty. Je uZiteéné, abychom si to dobfe uvé-
domili, nebot takové obraty se vyskytuji v matematice
velmi éasto. VS&imnéme si souvéti ,,je-li toto éislo déli-
telné 6, pak je délitelné 2”, .k tomu, aby toto ¢islo bylo
délitelné 2, stadi, aby bylo délitelné 6"; ,,postaéujici
podminka k tomu, aby toto ¢islo bylo délitelné 2, je,
aby bylo délitelné 6" a kcnetné ,nutné podminka
k tomu, aby toto ¢islo bylo délitelné 6, je, aby bylo déli-
telné 2", Kazdé z téchto souvéti je v podstaté implikaci
vyroki ,,toto éislo je délitelné 6" a ,,toto &islo je délitel-
né 2. Povazujeme tato souvéti za logicky totoZna, aé
se znaéné liff svym slovnim tvarem.

1'7. Ekvivalence. Souvéti, které vznikne, kdyZ spo-
jime dva vyroky pomoci vyrazu ,, ... v tcm a jen v tom
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pripadé, Ze..."” (nebo pomoci jiného vyrazu, ktery ma
tentyZ vyznam, na priklad ,,...tehdy a jen tehdy,
kdyZ..." nebo ,,. .. kdyZ a jen kdyZ') nazyvame ekvi-
valenci. Piiklady: (1) ,,pfijde zitra v tom a jen v tom
piipadé, Ze nepiijde dnes”; zde mame ekvivalenci vy-
rokd ,,pFijde zitra"” a ,nepfijde dnes”; (2) ,prosinec
"ma 30 dni, kdyZ a jen kdyZ 2 4 2 = 5"; to je spravna
ekvivalence. Ekvivalence Fik4, Ze bud jsou splnény cha
spojené vyroky anebo neni splnén Zidny. Je tedy sprav-
na v téchto pripadech: (1) kdyZ oba spojené vyroky
jsou spravné; (2) kdyz jsou oba nesprévné. Kdyz je
jeden vyrok pravdwy, druhy nepravdivy, je jejich ekvi-
valence nespravna. — Pro ekvivalenci vyroki A, B uzi-
vame symbolu A <> B.

Je-li ekvivalence dvou vyroku spravna, fikame, Ze
tyto vyroky jsou ekvivalentni. To naprosto neznamena,
Ze tyto vyroky maji stejny vyznam ' (obsah), nybrz
pouze to, Ze jsou bud’ cba spravné nebo oba nespravné.
Tak jsou v tomto smyslu ekvivalentni vyroky ,,2-}+2—=
=4" a ,,Vltava protéka Prahou” nebo ,2+}+2 =—=5" a
», Vitava protéka Vidni”.

1'8. Spojeni nékolika vyroku. Probrali jsme &tyti
druhy spojeni dvou vyroki. Jscu ovSem také jina spo-
jeni, na priklad spojeni pomoci rozluéovaciho ,,nebo”,
o ndmZz jsme se zminili v odstavei 1'5. VSechna tato
spojeni jscu vSak rovnocenni s riznymi kombinacemi
zminénych étyr spojeni a negace. Rovnéz spojeni né-
kolika vyroku vznikaji kombinovanim negace a zminé-
nych étyf spojeni: konjunkce, disjunkce, implikace a
ekvivalence. Uvedeme jenom nékolik priklada:

(1) ,,Bud’ byl v sobotu v divadle a v nedéli na vyleté,
nebc byl v sobotu a v nedéli na sluZebni cesté”; zde
mame disjunkci dvou konjunkei; (2) ,,prvni trOJuhel-
nik je pravouhly a rovnoramenny, kdvz a jen kdyZz je
kongruentn{ bud’ s prvnim nebo tietim trojihelnikem”;
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zde mame ekvivalenci jedné konjunkce a jedné dis-
junkee.

1'9. Tautologicky spravna souvéti. V kaZdé tvaze,
at z béZného Zivota nebo z nékterého védniho oboru,
neustale spojujeme vyroky, dokazujeme spravnost riaz-
nych souvéti atd. Viechny tyto obraty jsou zcela bézné
a samoziejmé, takZe béhem uvahy si je naprosto ne-
uvédomujeme a ani nepotiebujeme uvédomovat. Je viak
uziteéné, podrobit je dodateéné rozboru (jak jsme to
nyni uéinili pro jednotlivé druhy spcjeni).

Pfedevsim se v uvahach leckdy vyskytuji souvéti,
ktera jsou spravna bez ohledu na spravnost nebo ne-
spravnost jednotlivych spojenych vyrokd. O takovych
souvétich (spojenich vyrckil) budeme Fikat, Ze jsou
tautologicky spravna. Priklady: (1) ,, Tento trojuhel-
nik bud' je anebo neni pravouhly”; (2) ,neni pravda,
Ze tento trojuhelnik soudasné je a neni pravoihly”;
(3) ,,je-li tento trojuhelnik pravoahly a rovnoramenny,
pak je pravcuhly”. V piikladé 1. mame disjunkei vy-
roku a jeho negace, v pfikladé 2. mame negaci kon-
junkce vyroku a jeho negace.

Jak se snadno miZeme presvédéit, 1ze vyslovit nasle-
dujici pravidla: (1) konjunkce libovolného vyroku a
jeho negace (t.j.vyrok ,,A a non A”) je vidy nesprav-
na, (2) disjunkce libovolného vyroku a jeho negace
(t. j. vyrok ,,bud A nebo non A”) je vidy spravna. %te-
naf snadno pozni, Ze jsme vlastné vyslovili v této for-
mé dva t. zv. zdkladni zadkony logiky. Prvni pravidlo
totiz ¥ika, Ze nemuze byt spravny vyrok a soucasné
jeho negace; to je pravé tak zvana zasada sporu.
Druhé pravidlo fika, Ze je spravny bud’ vyrok nebo
jeho negace, neni vSak Zadné tfeti moznosti; to je pra-
vé tak zvand zdsada o vylouceném tfetim
(,,tertium non datur”). K témto zasadam se jesté vré-
time v jedné z dalsich kapitol.
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Mluvili jsme o tautologicky spravnych souvétich.
Jsou jesté jiné pripady, kdy muiZeme néco ¥ici o spo-
jeni vyrokil, aniZz néco vime o téchto vyrocich samych.

1. Dvé souvéti mohou byt navzijem tautologicky
ekvivalentni, t. j. ekvivalentni bez chledu na sprav-
nost nebo nespravnost jednotlivych spojenych vyroka.
V tomto piipadé je ekvivalence téchto souvéti tauto-
logicky spravnym vyrokem. Tak vyroky ,kdyz A, pak
B” a ,,bud’ B anebo non A” jsou ekvivalentni (t. j. bud
jsou oba spravné nebo oba nespravné), at jiz jsou A
a B jakékoliv vyroky. Dvé tautologicky ekvivalentni
souvéti jsou zcela rovnocenna, t. j. miZeme beze vSeho
nahrazovat jedno druhym.

2. Jedno souvéti mizZe tautologicky implikovat sou-
véti druhé, t. j. implikovat je, at jsou jednotlivé spo-
jené vyroky spravné & nespravné, Tak vyrok (1)
»kdyZz A pak B, a kdyz B, pak C” (je to konjunkce
dvou implikaci) implikuje vyrok (2) ,kdyz A, pak C”,
at jsou A, B, C jakékoliv vyroky. To znamena, Ze vy-
rok (2) je vzdy disledkem vyroku (1). NemlZeme vSak
vZdy nahrazovat jeden druhym, nebot se miize stat, Ze
vyrok (2) je pravdivy, (1) v3ak nikoliv.
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2. VYROKOVE VZORCE

2'1. Vyrokové vzorce, V béZném Zivoté se setkavame
¢asto (na pf. v ufednich formulatich) s vyrazy jako:
»podepsany se narodil dne...” V matematice se zase
vyskytuji velmi €asto vyrazy jako: ,étverec ¢isla x je
sudy”, ,,y = x? 4 2. Vyrazy tohoto druhu nejsou vy-
roky; nemiZeme Fici: je pravda, Ze ,,podepsany se na-
rodil dne...” nebo je pravda, Ze ,étverec cisla x je
sudy”, ani nemiZeme Fici, Ze to pravda neni. Takové
vyrazy prcsté nejsou Uplné a proto nic netvrdi. Dosadi-
me-li vSak ve vyraze ,,podepsany se narodil dne..."”
do mezery, vyzadené teckami, jakékoli datum, pak
vznikne vyrck, al jiz pravdivy nebo nepravdivy. Stej-
né tak netvrdi nic vyraz ,,étverec ¢isla x je sudy’ (leda
Ze by symbol x vystupaqval jako oznaéeni urcitého éisla,
tak jako na pFiklad 5 oznaéuje éislo 3,14...) ; dosadi-
me-li v8ak za symbol x néjaké uréité éislo, pak vznikne
vyrok, na priklad ,,&tverec &isla 2 je sudy” (spravny
vyrok) nebo ,étverec éisla 3 je sudy” (nespravny vy-
rck).

Misto, pripadné nékolik mist, kde ma byt takovy ne-
aplny vyraz doplnén, miZe byt, jak jsme vidéli, ozna-
¢enc bud’ mezerou (teckovanim) nebo — jak je to zvy-
kem v matematice — tak zvanou neuréitou (na pf. x,
y, 2 atd.), t. j. symbolem, ktery ma pravé naznacit, Zze
za néj miZeme a mame néco doplnit.

Vyrazy, jejichz piiklady jsme zde uvedli, maji ulohu
jakési pfedlohy nebo vzoree, jejiz vhodnym doplnénim
vznikne vyrok. Nazveme je proto vyrokovymi vzorei.
Vyrokovy vzorec je tedy vyraz, jenZ sim nenf vyro-
kem, avSak obsahuje neuréité, jejichz vhodnym nahra-
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zenim vznikne vyrok.*) Toto nahrazeni se provede —
jak je ostatné samoziejmé — tak, Ze za kaZdcu neuréi-
tou se dosadi viude tenty Z vyraz; nesmime tedy ve
vyrokovém vzorci nahradit £ na jednom misté @, na
druhém b.

V§imnéme si znovu vyrokového vzoree ,,étverec &isla
x je sudy”; tento vyrokovy vzorec vyjadiuje uréitou
vlastnost éisel, totiz ,,miti sudy étverec”. Dosadime-li
totiz za x ¢islo, které tuto vlastnost mi, dostaneme
spravny vyrok, dosadime-li viak éislo, které tuto vlast-
nost nema, dcstaneme vyrok nespravny. Ve stejném
smyslu miZeme Fici, Ze vyrokovy vzorec ,x > y" vy-.
jadiuje vztah ,,vétsi” atd. Kazdou vlastnost a kazdy
vztah muZense tedy vyjadrit vyrokovym vzorcem s jed-
nou nebo nékolika neuréitymi, a naopak kaZdy vyro-
kcvy vzorec miizeme povaZovat za vyjadieni vlastnosti
nebo vztahu.

2'2. Dosazeni. Mluvime zde o vhodném, Gili dovole-
ném nahrazeni (dosazeni). Je jasné, Ze nesmime dosa-
zovat za neurcitou cokoliv, nebot mohli bychom dostat
nesmyslnou snisku slov; drasticky pfiklad: kdyby-
chom dosadili do vyrokového vzorce ,,étverec ¢isla x
je sudy” slovo ,koéka”, dostali bychom sntsku slov:
»etveree ¢isla koéka je sudy”. Za neurcitou smime do-
sadit pcuze takovy vyraz, aby po dosazeni skuteéné
vznikl vyrok, pfipadné — dosazujeme-li vyraz, ktery
sam zase obsahuje neuréité — aby vznikl znovu vyro-
kovy vzorec. Pfiklad: do vyrokového vzorce ,,sin? 2 |
+ cos? x — 1" dcsadime za x vyraz a -+ 2y; tim vznik-
ne znovu vyrokovy vzorec

»Sin? (a4 2y) - cos? (a + 2y) = 1".

*¥) Obvykly termin pro vyrokovy vzorec je vyrokova
funkce. UzZivime zde jiného slova, abychom se vyhnull zi-
méné s matematickym pojmem funkce. Misto neuréitd se zpra-
vidla ffkd promé&nna4. Tento termin si rovnéZz reservujeme
pro matematicky pojem proménné velidiny.
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Kromé tohoto zakladniho omezeni je jest& jedno
dalsi. Smluvili-li jsme na piiklad, Ze budeme uvaZovat
pcuze o realnych éislech, pak nesmime do vyrokového
vzoree ,,étverec éisla & neni zapcrny”’ dosadit za x €islo

—1, aé ,,étverec ¢isla J/—1 neni zaporny" je spravné
utvoieny vyrok (ovSem nepravdivy); imaginarni ¢isla
jsme totiz vylouéili ze svych 1vah, takZe tento vyraz
pro nas vskutku nema smysl — obrazné feceno, ne-
patii do feCi, kterou cheeme uZivat, nebot ta nezni
komplexnich éisel.

2'3. Rovnice a otazka. Nyni si v§imnéme dvou velmi
dilezitych druhG vyrazi, které jsou vlastné vyroko-
vymi vzorci. Jsouto rovnice a otazka.

Vsimnéme si tfeba rovnice ,, 2> —3x -2 = 0”. Je
to vyraz, obsahujici neuréitou x; dcsadime-li do ného
za tuto neurditou néjaké éislo, pak dostaneme vyrok,
at jiz spravny ¢i nikoliv, na pf. ,2°—3.24+2=10"
(spravny vyrok) nebo ,,3>—3 .3 + 2 = 0” (nesprav-
ny vyrok). Vyraz (rovnice) ,, 22 —3x+2 = 0" je tedy
vyrokovym vzorcem; FeSenim této rovnice nazyvame
pravé takcvé éislo, jehoz dosazenim vznikne spravny
vyrok (zde jsou to ¢isla 1 a 2).

Jak vidime jiz z tohoto pi#ikladu, je vlastné kazda
rovnice, at jiZ o jedné nebo o nékolika neznamgych, vy-
rokovym vzorcem.

TotéZz plati o systému rovnic, ktery je vlastné kon-
junkci nékolika vyrokovych vzorei, tctiz jednotlivych
rovnic systému, a o nerovnostech.

Dejme tomu, Ze pan Josef Pokorny byl 2. srpna 1942
vecer v biografu. ,Pan J. P. byl veéer dne 2. srpna
1942 ..." je vyrokcvy vzorec; dosadime-li do vyteéko-
vané mezery vyraz ,v biografu”, dostaneme spravny
vyrok. Kdyz pronasime otazku: ,kde byl pan J. P. dne
2. srpna 1942 vecer?’ pak tim jednak predkladame
zminény vyrokovy vzoree, jednak vybizime k vytvo-
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feni z ného spravného vyroku. Po lcgické strance je
tedy otazka vyrckovym vzorcem; obsahuje vSak téz
néco, co lezi vlastné mimo logiku, totiz pcbidku k ur-
¢ité éinnosti. '

2'4. Spojeni vyrokovych vzorci. Mluvili jsme jiZ
o spojovani vyroki. Jezto vyrokovy vzorec je vlastné
nedplny vyrck, je jasné, Ze vyrckové vzorce se daji
spojovat stejné jako vyroky. Tak na pfiklad z vyroko-
vych vzored ,,x je vétsi nez y” a ,,x se rovna ¥y, mlzZe-
me utvofit jejich disjunkei, totiz vyrokovy vzorec ,,x je
bud’ vétsi nez y nebo se rcvna y”.

Dalsi pfiklady spojeni vyrokovych vzorcu: ,kdyz
x >y, pak 2 > 2" (implikace); ,,¢éislo x je délitelné
3 v tom a jen v tom pripadé, Ze je délitelné 6" (ekvi-
valence). Z prvniho z téchtc dvou vyrokovych vzorci
vznika, jak se ¢étenaf snadnc presvédcéi, pravdivy vy-
rok, at za x ay dosadime jakakoliv éisla. Naproti tomu,
dosadime-li do druhého vyrokového vzorce za x tieba
éislo 15, vznikne nespravny vyrok ,,15 je délitelné 3
v tcm a jen v tom pFipadé, Ze je délitelné 6”.

2'5. Oznadeni a oznacovaci vzorce, Obratime se nyni
k jinému dualezitému druhu vyrazi. VSimnéme si vy-
razil ,,bezprostifedni predstaveny pana J. N. bydli v Dej-
vicich”; ,,étverec ¢isla 6 je délitelny 4”. Vyraz ,bez-
prostfedni predstaveny pana J. N.” oznacuje uréitou
osobu; vyraz ,étverec ¢isla 6” cznacuje éislo 36. Vy-
razim tohcto druhu pravé budeme fFikat oznaceni.
Dalsi piiklady oznaceni: (1) éislo, které nasobenc 3
da 6, (2) dekadicky logaritmus ¢isla 100, (3) normélni
pocet prsti na lidské ruce. Jak vidime z téchto prikla-
di, mohou dvé oznaeni oznadovat totéz, aniz jsou
sama tctozna [piiklady (1) a (2).]. Naproti tomu v3ak
poZadujeme, aby oznaeni bylo jednoznaéné;
na p¥. vyraz ,,¢islo, jehcZ ¢étverec se rovna 4" nebude-
me povazovat za oznaceni, nebot 2° — 4, ale také
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(—2)* = 4, takZe vyraz ,éislo, jehoZ étverec se rovna
4" byl by dvcjznaény.

Vsimnéme si nyni vyrazu ,,étverec éisla z'’. Dosadi-
me-li do tohoto vyrazu za neuréitou x néjaké éislo, pak
dostaneme oznaceni, na piiklad ,,étverec éisla 4” (to je:
oznaceni ¢isla 16) nebo ,,étverec éisla 10” (to je ozna-
¢eni éisla 100). Takovym vyrazim, které obsahuji jed-
nu nebo nékolik neuréitych, jejichz vhodnym nahraze-
nim vznikne oznaéeni, Fikime oznadéovaci vzorce. Dalsi
priklady oznacovacich vzorcli: (1) bezprostfedni pred-
staveny pana X; (2) logaritmus é&isla x; (3) ¢islo, jez
vynasobeno x, da 1; (4) scuéin éisel x a y. Dosazovat
za, neurcité do oznalovaciho vzorce smime jen takové
vyrazy, abychom skuteéné dostali oznadeni, které ma
smysl, pfipadné, kdyZ dosazujeme vyraz, ktery sam
zase obsahuje neurcité, abychom dcstali zase spravné
utvofeny oznacovaci vzorec. Podminky, které plati pro
dosazovani do oznadovacich vzorcli, jscu tedy zcela
obdobné podminkdm pro dosazovani do vyrokcvych
vzorci.

Uvedeme jesté piiklady dovoleného a nepiipustného
dosazeni. Z cznacovaciho vzorce ,logaritmus éisla z”
miiZzeme dostat dosazenim za neuréitou x tyto spravné
utvofené vyrazy (1) ,logaritmus éisla 5”; (2) ,loga-
ritmus souédinu éisel 3 a 4”; (3) ,logaritmus souéinu
¢isel x a y”; zde nevzniklo dosazenim oznadeni, nybrZ
zase oznacéovaci vzorec. Naproti tomu neni pfipustné
dosadit do oznadovaciho vzcrece , bezprostfedni pied-
staveny pana X" za X jméno élovéka, ktery je na pf.
samostatnym podnikatelem, nebo — abychom =zase
uvedli drasticky pfiklad — dosadit do oznadovaciho
vzorce ,Jogaritmus x” za neuréitou x slovo ,Vltava”;
dostali bychom pak skupinu slov, ktera nema smysl.
Pravé tak neni pFipustné dosadit do cznaéavaciho
vzorce ,,¢islo, jeZ vynasobeno x da 1” za x ¢islo 0, na-
¢ez bychom dostali skupinu slov ,,éislo, jez vynasobeno
0,da 1"
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3. OBECNE A EXISTENCNI VYROKY

3'1. Obecné a existenéni vyroky. Z vyrokového
vzorce dostaneme vyrok, kdyz vhodnym zplsobem
nahradime neurcité. Tim vznikne vyrok, ktery jiz ne-
cbsahuje Zadnou neuréitou. Takovy vyrok budeme na-
zyvat vyrokem individualnim. Jsou vsak také jiné
druhy vyroki, které dostaneme, kdyz vyjdeme z vy-
rokového vzorce. Budeme se jimi nyni zabyvat. "

VSimnéme si vyroki ,,pro néktera x je 2 — x — 2"
(tento vyrok je pravdivy, nebct na pf. 22 — 2 = 2);
»pro kazdé x je x* — x — 2" (tento vyrok je nesprav-
ny, nebot na pf. neni 3? — 3 = 2). Smysl téchto vy-
roki je jasny; po ryze formalni strance je zfejmé, Ze
vzniknou z vyrokového vzcrce x? — x =— 2" pomoci
vyrazu ,,pro néktera x...” nebo ,pro kazdé x...” Je
jasné, Ze timto zplisobem mlZeme vytvofit vyroky
z libovolného vyrckového vzorce. Misto ,pro né-
které...” miZeme také Fikat ,existuje... tak, Ze...”;
logicky vyznam obou vyrazi povazujeme — jak je to
v matematice obvyklé — za naprosto stejny,
takZe na pf. vyroky ,pro nékteré x je x> — x — 2"
a ,existuje x takové, Ze x* — x — 2" se 1isi jenom slov-
nim tvarem.

Vyrokum, které se utvofi z vyrokového vzorce po-
moci slov ,,pro nékteré . ..” nebo ,existuje...” budeme
fikat existenéni vyroky. Vyrokim, které se vytvofi
pomoci slcv ,,pro libovolné...” nebo ,pro kazdé...”
nebo ,,pro vdechny...” nebo pomoci jiného vyrazu,
ktery ma stejny vyznam, budeme Fikat obecné vyroky.
Vyrazim ,existuje’’, ,,pro nékteré”, ,,pro kazdé” atd.,
pomoci kterych se tvoFi cbecné nebo existenéni vyroky,
se nékdy Fika logické operatory.,

Obecny vyrok zastupuje vlastné vsechny individualni
vyroky, které se daji vytvofit z daného vyrokového
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vzorce. DA se Fici, Ze je jakcusi ,,neomezenou kon-
junkei” téchto individalnich vyrokt. Tak na pfiklad
obecny vyrok ,,pro libovolné x je (x +1) (x —1) =
== x? — 1" znamen4 vlastné toto: ,,(1+1) (1—1) =
=12—1a také (2+1) (2—1) = 22—1 a také...”
Podobné je existenéni vyrok vlastné jakousi ,necme-
zenou disjunkef” vSech moZnych individalnich vyrokd,
které vznikaji z daného vyrokového vzorce. Tak na piFi-
klad existenéni vyrok ,,pro nékteré x je x* —x — 2"
znamena vlastné tcto: ,bud’ 12— 1 —=2 nebo 22— 2 —
=2 nebo 32 —3 =2 nebo...”

Obecné a existenéni vyroky maji tedy v podstaté
stejny vyznam jako spojeni vyrokh, totiz konjunkce
nebo disjunkce, jenZe spojuji nikoliv dva nebo nékolik
danych vyrckd, nybrZz vSechny vyroky, které mohou
vzniknout dosazenim z daného vyrokového vzorce.

Uvadéli jsme dosud jako priklady pouze takové
obecné a existenéni vyroky, které vznikly z vyroke-
vych vzorcil, obsahujicich pouze jednu neuréitou. Je
samoziejmé, Ze 1ze vytvorit obecné a existenéni vyroky
stejnym zpiisobem také z vyrokovych vzcred, které
obsahuji nékolik neurcitych, na piiklad ,,pro libovolna
ray je (x+vy) (x—y) = x? —y* nebo ,existuji
xay tak, Ze x*+y*=—1 a zy —1.

Existencni a obecné vyroky se vyskytuji velmi ¢asto
v matematice. KaZdy matematicky vzorec je obecnym
vyrckem; slova ,,pro kazdé x” a pod. se ovSem zpra-
vidla bud nahrazuji slovy ,plati vzdy” a pod. nebo
jesté Castéji se viibec nevyslovuji a musime si je do-
myslit. Tak na pfiklad misto ,cos?x + sin*x = 1"
bychom méli fici obSirnéji ,,pro kazdé x je cos®x -
-+ sin®? x = 1". Proto ¢asto miZeme pcznat jen z cel-
kové souvislosti, zda uréity vyraz je vyrokovym vzor-
cem nebo obecnym vyrokem.

V béZné Feéi vyslovujeme obecné a existenéni vyrcky
rovnéz jinou formou, na piiklad ,néktefi ssavei Ziji
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ve vodé&”’, ,,vSichni ssavci dychaji plicemi’”. Takové vy-
roky jsou vSak logicky totoZné s vyroky utvcfenymi
pomocf t. zv. logickych operatori z vyrokovych vzorci.
Krcmé toho je jesté jeden piipad, kdy obecny vyrok
se netvofi pomoci slov ,pro kazdé...” a pod., nybrz
jinym zptsobem. Utvotime-li totiz obecny vyrok z vy-
rokového vzcrce ,,x nema vlastnost V', pak nefikame
»kazdé x nema vlastnost V”, nybrZz ,Z2idné x neméa
vlastnost V”. V takovém piipadé ma tedy obeeny lo-
gicky operitor slovni tvar ,,Zadné”.

3'2. Kombinovani logickych operaci a spojeni. Do-
sud jsme se setkali pouze s logickymi operatcry, které
se vztahovaly na vSechny neuréité, obsaZené ve vyro-
kovém vzorci. Logické operatory mohou se viak také
vztahovat pcuze na nékteré neuréité. Piiklad: ,,existuje
x takové, Ze x? — y”; zde jsme dostali pomoci exi-
stenéniho operatoru z vyrokového vzorce ,x* = y”,
ktery obsahoval dvé neurédité, vyrckovy vzorec ,,exi-
stuje x tak, Ze x* — y”, ktery obsahuje jiZ jen jednu
neurcitou, za niZ smime dosazovat, a to y. Kdybychom
totiZ dosadili za x, dostaneme snisku slov bez smyslu
(na piiklad ,existuje 3 tak, Ze 3? — y”'). Vibec ne-
smime nikdy dosazovat za neuréitou, na kterou se iiz
vztahuje néktery logicky operatcr. Aplikujeme-li dale
na vyrockovy vzorec ,evistuje & takové, Ze x* — y”
obecny operitor ,,pro kazdé ", dostaneme vyrok ,,pro
kaZdé y existuje x takcvé, Ze x* — y'". Tento vyrok
jest spravny, kdyZz mluvime o komplexnich é&islech, je
vSak nespravny, kdyZ mluvime jen o ¢&islech realnych,
t. j. kdyz smime dosazovat za neuréité jen realna éisla.

Vyroky tohoto druhu, t. j. vyroky, které vznikaii uzi-
tim nékclika logickych operatorii za sebou (stfidavé
existenéniho a obecného), se vyskytuji velmi é&asto
v matematice, zvlasté v jejich abstraktnich oborech.
Uvedeme jeSté dva piriklady takovych vyroki. (1) ,,Pro
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libovolnd x a y existuji ¢ a r tak, Ze r je kladné, x—
=7 ¢oS ¢, ¥ — 7 8in ¢". Zdkladem je zde V)"rokovf;
vzcree (konjunkce tif vyrokovych vzorel), ,,7 je klad-
né, x = r cos ¢, ¥y = 7 sin ¢"". Aphku]eme postupné
existenéni operator ,existuji ¢ a "’ a obecny operator
»pro libovclna x a y”. (2) Existuje x takové, Ze pro
kazdé y je x -+ y — y”. Zakladem je vyrokovy vzorec
»& +y = y”; aplikujeme postupné operatory ,,pro
kaZdé y” a ,existuje 2.

Véimnéme si nyni pfikladu jiného druhu: ,kdyz
—1< 2 <1, pak 22 < 1”. Je to obecny vyrck, nikoli
vyrokovy vzorec; jak jsme jiz iekli, vyslovuii se totiZ
v matematice obecné vyrcky zpravidla tak, Ze se vy-
slovi vyrokcvy vzorec a dolozka ,,pro kazdé x” se do-
mysli. Stavebnimi kameny tohoto vyrocku jsou vyro-
kové vzorce ,—1 < x<1” a ,,x* < 1”. KdyZ utvofime
jejich implikaci a pak aplikujeme obecny operator, do-
staneme nas vyrck. Kombinujeme zde tedv logické spo-
jovani vyroku a logické operace, totiZ tvofeni obecnych
a existenénich vyrcki. MiZeme je vitbec kombinovat
nejruznéj8im zplsobem: zde jsou na to dva pfiklady:
(1) ,existuje x takové, 2 j
takové, Ze sin 2 = 1"; (2) ,existuje x takové,.zZe
cos x = 1 a také sin x — 1”. Tyto dva vyroky jsou si
zdanlivé svou stavbou velmi podobné. Prvni vznikne
tak, Ze nejdfive utvofime z vyrokcvych vzoret ,,cos x =
=1" a ,,8in £ = 1" existenéni vyroky a pak utvciime
konjunkeci téchto vyrokid. Druhy vznikne obracenym po-
stupem: utvofime nejdfive konjunkei danych vyroko-
vych vzorel a pak z ni utvc¥ime existenéni vyrok. Pres
zdanlivou podobnost stavby, - dostdvame v3ak takto
zcela ruzné vyrcky: vyrok (1) je spravny, vyrok (2)
nespravny.

SteJné tak Jsou zcela ruzné tyto vyroky 1) ,,pro
kaZdé ¢ je bud —§ < cosp <$nebo — § < sinp < $”

23



a (2) ,bud je pro kazdé ¢ — § < cos ¢ < § nebo je
pro kazdé ¢ — 3 < sing < §".

3'3. Tautologicky spravmné vyroky. Viimnéme si nyni
vyroku ,bud nékteré x ma vlastnost V nebo Zadné =
nem4 vlastnost V. Tento vyrok je zifejmé spravny. Je
vytvofen z vyrokového vzorce ,,x ma vlastncst V' po-
moci logickych spojek a operatord, pfitom vSak je
spravny, at jiz V je jakakoliv vlastnost a zistava
spravnym, kdyZ nahradime zminény vyrokcvy vzorec
»% ma vlastnost V” jakymkoliv jinym vzorcem, ktery
obsahuje x a Zadnou jinou neuréitou. Takové vyroky
budeme nazyvati tautologicky spravmymi (viz 1. kapi-
tolu).

0Od podrobného rczboru rtiznych druhu takovych vy-
rokii zde upustime a vS§imneme si jenom jednoho dile-
zitého piipadu. Kazdy existenéni vyrok je totiz tauto-
logicky ekvivalentni s negaci jistého obecného vyroku
(tim minime to, Ze jejich ekvivalence je tautologicky
spravnym vyrokem). Na pfiklad vyroky ,existuje z,
které nema vlastnost V” a ,,neni pravda, Ze kazdé x ma
vlastnost V", jsou ekvivalentni, t. j. jsou bud’ oba sprav-
né nebo oba nespriavné, Obecné plati, Ze vyroky ,exi-
stuje... tak, Ze plati A” a ,,neni pravda, Ze pro kazdé...
plati ncn A” jsou vidy ekvivalentni. .To znamena, Ze
muZeme nahradit kaZdy existenéni vyrok negaci obec-
ného vyroku (obdobné, jako miZeme vidy nahradit
disjunkci negaci jisté konjunkece); nemuseli bychom
tedy vlibec uzivat existenénich vyrokl. Ve skutecnosti
jich oviem uZivame, nebot bez nich by se uvahy staly
delsf, milo pfehledné, ale hlavné ,,nenazorné”.

Od ekvivalence dvou vyroka musime odliSovat
ekvivalenci dvou vyrokovych vzorci. Rikime,
Ze vyrokové vzorce ,x je P" a ,x je Q" jsou ekvi-
valentni, kdyZ je spravny obecny vyrok ,pro kazdé x
plati: = je P, kdyZ a jen kdyz x je @”. Pfiklad:
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vyrokové vzorce ,x je vétdi nez 1” a ,x mé kladny
dekadicky logaritmus” jsou ekvivalentni.

3'4. Dvoji pojeti existence. Piistoupime nyni k jedné
obtiZné otazce, které se zde miiZeme dotknout jen zbéz-
né. Rekli jsme, Ze vyroky ,existuje. .. tak, Ze plati A”
a ,,neni pravda, Ze pro kaZdé . .. plati ncn A” jsou tau-
tologicky ekvivalentni. To se zdi zcela samoziejmé,
nicméné se proti tomu ¢ini namitky. Tvrdi se totiz toto:
kdyz vyvratime tvrzeni, Ze kazdé x ma vlastnost V,
pak tim neni nikterak prokazano, Ze existuje x, které
tuto vlastncst nema. Zde pry totiZ jen zdanlivé plati
»tertium non datur” (vylouéeni tieti moZnosti), nebot
kromé dvou moznosti (1) vSechna x maji vlastnost V,
(2) nékteré urdité x nema vlastnost V, je pry jesté
tfeti moZnost: neni sice pravda, Ze vSechna x maji
vlastncet V, av8ak také se neda najit Zidné x, které by
tuto vlastnost nemélo. Nékdy se jde je§té dal a tvrdi
se, Ze existenéni vyroky nemaji viibec smysl a jsou
proto nepfipustné, pokud pfimo neudavaji urédity prvek,
ktery ma vlastnost, o niZ ndm jde, nebo aspcii neuda-
vaji pfedpis, jak nalézt takovy prvek kcneénym poétem
kroku.

Proti témto namitkam lze Fici toto: predevsim je
nutné objasnit, co rozumime v matematickych Gvahach
slovem ,,existuje”. Je jasné, Ze v matematice tim ne-
minime existenci v néjakém filosofickém . (metafysic-
kém) smyslu, tfeba Ze slovo ,existuje” &asto svadi
k takovému vykladu (pravé proto je nékdy lépe misto
wexistuje . ..” Fikat ,nékteré...”). Je zde tedy moZné
v podstaté dvoji pojeti: 1. Vyrok jako na piiklad ,,né-
které x ma vlastnost V" zavadime vlastné jako zkrat-
ku za vyrok ,nikoli kazdé x ma vlastnost non V. Exi-
stence je tedy definovéana jako negace obecné
platnosti opaku. Existenéni vjroky nejsou potom ni-
¢im z4sadné novym a vSechny namitky padaji. 2. Po-
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jimame existenci jako moZnost kenstrukee,
t. j. na piiklad vyrok ,existuje x, které ma vlastnost
V” pro nas znamen4, Ze lze udat (konstruovat) prvek,
ktery ma vlastnost V. Vyraz ,lze udat (sestrojit)” je
oviem velmi mlhavy, takZe je nezbytné jej predevsim
presné definovat. Pak jde zfejmé o existenci v jiném
smyslu nez pii prvnim pojeti; neméli bychcm vlastné
jiZ mluvit o existenci, nybrZ tfeba o sestrojitelnosti.
Ekvivalence takové existence (sestrojitelnosti) s ne-
gaci obecné platnosti opaku zfejmé nemusi byt sprav-
na. Skuteéné: kdyz lze udat x, které nema vlastnost V,
pak ovSem neni pravda, Ze by kazié x mélo tuto vlast-
nost; kdyZz vSak naopak vime jenom toto: neni pravda,
Ze kazdé x ma vlastnost V, pak z toho nikterak nevy-
plyva, Ze mtZeme udat x, které nemé tuto vlastnost.
Pii tomto druhém pojeti pada tedy ekvivalence mezi
existenci na jedné strané a negaci cbecné platnosti
opaku na strané druhé. Existenéni vyroky se pak ne-
daji nahradit negacemi obecnych vyrokl, nybrz jsou
nééim podstatné novym.

Jsou tedy dvé pojeti existence, ¢ili ,,dva druhy”
existence v matematice. Prvni pcjeti je v matematice
bézné; pii druhém pojeti (existence jako sestrojitel-
nost) velmi vadi to, Ze neni snadné dobie definovat
sestrojitelnost, a Ze se s timto pojmem dostdvame do
obtiZnych lcgickych ivah. Je vSak jeden smér (in-
tuicioni'smus), ktery* zavrhuje viibec prvni po-
jeti existence a piipousti pouze existenci jako sestroji-
telnost. Diivody pro to jsou spiSe filoscfického razu.
Nebudeme se tim zde tedy zabyvat.

3'5. Logické znacky., Uvadime jeSté pro informaci
prehled znaéek, jichZ se uZiva pro logicka spojeni a lo-
gické operatory, jak:Z i nékolik pfikladd vyroki, vy-
jadrenych pomoci t&chto znaéek (o nichZ jsme se ostat-
né jiz zmifovali).
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Negaci vyroku p oznac¢ujeme oo p; konjunkei vyroku
p a q cznadime p & g, jejich disjunkei p v g, implikaci
p = q, ekvivalenci p<=>q. Spravnost souvéti zavisi,
jak vime (odst.12) jenom na spravnosti nebo nesprav-
nesti spcjovanych vyrokd. Uvadime zde tabulku, v niz
je pro jednotlivé druhy souvéti uvedeno, ve kterych
pFipadech (ze étyF moZnych kombinaci spriavnosti a
nespravnosti vyrokl p a q) je souvéti spravné (zkrat-
ka S), ve kterych nespravné (zkratka N).

vyrok P S S N N
vyrok q | S N S N
negace P N N S S
negace ~q N. 8 N S
konjunkce p &q 8 N N N
disjunkce pPVvq S S S N
implikace pP=>q S N S S
implikace q=9p 8 S N 8
ekvivalence p<>gq S N N S

Uvadime dale nékolik prikladt tautologicky sprav-
nych souvéti (viz odst. 1'9): pveop; o (p & o p);
P=>q) = (opve); (pva =>N(vp&oog).

Logicky operator ,pro kazdé x...” vyjadiujeme
symbolem (zkratkou) ,,(x)”; misto ,pro kazdé x je
V(x)”’, kde V(x) je uréity vyrokovy vzorec, piSeme
tedy ,,(2)V(2)"”. Priklady: (1) (x) (Sin®x 4 cos®* x—
=1); (2) () (x> 0=10*> 1), coZ znamena: pro
kaZdé kladné x je 10°>1; (3) (@) (¥) (2) (x> y &
&y > 2 =>x > 2), coZ znamena, Ze pro libovolné é&isla
x,y, 2 plati: kdyZ « >y a y > 2, pak x >z. — Exi-
stenéni cperator misto slovy ,pro nékteré x...” vy-
jadfujeme symbolem ,,( 3%)”; misto ,pro nékteré x
plati V(x)” nebo ,existuje x, pro néz plati V(x)”,
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piseme tedy ,,(32) V(x)". Piiklady: (1) (3 ) (10%=
=2); (2)> (32) (10 = 0), coZ znameni: neexistuje
x, pro n&% by bylo 10°= 0; (3) (x) [z >0 = (3y)
(10¥= x)]1, coz znamena: ke kaZdému kladnému x
existuje takové y, Ze 10¥ — x.

Koneéné uvadime dva priklady tautologicky sprav-
nych vét (viz odst. 3'3), v nichZ vystupuji logické ope-
ratory (x) a (3x).

1. priklad: (3z)V(x) < o (%) o V(x), coZ zna-
mena ekvivalenci existenéniho vyroku s negaci obecné
platncsti opaku.

2. priklad: ()[4 (x)=B(x)] & (x) [B(x)<=>C(x)]=
=(x) [A(x)=C(x)], ccZ znamena: kdyz z A (x) vidy
vyplyva B(x) a z B(x) vidy vyplyva C(x), pak z 4 (x)
vzdy vyplyva C(x).
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4. LOGICKA DEDUKCE

41, Odvozeni a dikaz. Dukazem rozumime logické
odvozeni vyroku z jinych spravnych vyrokid. Termin
odvozeni ma tedy Sirsi vyznam neZ dikaz, nebot muzZe-
me logicky odvozovat diisledky také z nespravnych vy-
rokd (takové cdvozeni, t. zv. ,reductio ad absurdum”
tvori soucast nepfimého ditkazu) nebo z vyroki, o nichz
nevime, zda jsou spravné (na pi. kdyz odvozujeme di-
sledky z néjaké hypothesy). Dikazem vSak nazyvame
pouze odvczeni ze spravnych vyroki.

Vyroky, z nichZz pfi odvozeni (dikazu) vychazime,
nazyvame premisami; vyrok, k némuZz nakonec dospé-
jeme, nazyvame zavérem odvozeni (dikazu).

Premisami dikazu mohou byt vyroky rizného druhu:
vyrcky bezprostfedné zalcZené na zkuSenosti, na pii-
klad ,tato tuzka je Cervend” (v matematice se vSak
takovéto vyroky nevyskytuji); axiomy a definice;
véty v uzsim smyslu, totiz vyroky, logicky odvozené
z jinych spravnych vyroki; koneéné tautologicky sprav-
né vyrcky, na priklad ,,bud nékteré x ma vlastnost P,
nebo zadné x ji nema”. Takové tautologicky spravné
vyroky vSak zpravidla mezi premisy nepoéitame.

KaZ%dé odvozeni (ditkaz), at je jakkoliv sloZité, se da
vzdy rozloZit v Tetéz jednoduchych krokii — Fikejme
jim terminem obvyklym v tradiéni logice dsudky —
jimiZ bezprostfedné odvozujeme jeden vyrok z jednoho
nebo nékolika jinych. Tyto usudky se daji redukovat
na nékolik malo zakladnich typh. Uvedeme nyni hlavni
typy Gsudku.

4'2. Implikaéni Gsudek. Zaéneme ptiklady.

Priklad 1. Dejme tcmu, Ze chei dokéazat, Ze uréity:
roztok je zasadity. Vim, Ze kazdy roztok, ktery barvi
reakéni papirek modre, je zisadity. Z toho vyplyva, Ze
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(1) ,barvi-li nd8 roztok reakéni papir modfe, pak je
tento roztok zasadity”. Provedu nyni pckus a zjistim,
Ze skuteéné (2) ,nads roztok barvi reakéni papirek
modfe”. Z téchto dvou vyrokl vyplyvi bezprostiedné
disledek (3) ,,nas roztok je zasadity”.

Piiklad 2. V tomto pfikladé smime dosazovat za
neurcité pouze cela éisla. Premisy jsou tyto:
(1) ,,prc kazdé n je bud n nebo n¢+ — 1 délitelné 5”;
(2) ,,kdyz bud n nebo n¢ —1 je délitelné 5, pak n5—n
je délitelné 5”. Z toho vyplyva zavér (3) ,,pro kazdé n
je €islo n5 — n délitelné 5”.

Schematisujeme si nyni prvni pfiklad. Premisy jsou
tyto: (1) kdyz A, t. j. kdyz nas roztok barvi. .., pak B,
t. j. nas§ roztok je zésadity; (2) A, t. j. nas rcztok
barvi...; zavér: (3) B, t. j. roztok je zasadity. Mame
zde tedy nasledujici schema (v némZ A a B jsou zkrat-
ky za uréité vyroky):

ll;dyzA,pakB. e e '}premisy
tedy B . . . . . . . . . zAavér

Pcdobné schema ma druhy priklad, jen s tim roz-
dilem, Ze v prvnim piikladé jsme méli individualhi vy-
roky, kdeZto zde mame vyroky obecné:

pro kazdé n plati: kdyZ P (n), pak Q('n) \
pro kaZdé = plati P(n) | premisy
tedy prokazdénplati@Q(n) . . . . . zavér

Koneéné muzZe Gisudek téhoZ typu mit za zavér take
existenéni vyrok.

Pfriklad: (1) Kdy% x ma vlastnost V, pak ma
také vlastnost W; (2) nékteré x méa vlastnost V'; tedy
(3) nékteré x ma vlastnost W.
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Zde ma usudek nasledujici schema:

pro kazdé x plati: kdyZ P (x), pak Q (x) }
pro nékteré x plati P(x) . premisy
tedy pronékteréxplatiQ(x) . . . . . zavér

Uveden4 tfi schemata representuji tfi druhy dsudku,
kterému budeme fikat Gsudek implikaéni, V prvnim
jsou zavér a premisy individualni vyroky, v druhém
jsou to obecné vyroky, v tietim je zavér existenéni vy-
rok, jedna premisa je existenénim, druha obecnym vy-
rokem, Z téchto t¥i typh je zdkladnim typ prvni.

Druhy typ shrnuje v jistém smyslu neomezené mno-
ho 1tsudkd prvniho typu, obdobné jako obecny vyrok
shrnuje vSechny individualni vyroky, které lze vytvo-
Fit z daného vyrokcvého vzorce. TTeti typ nema zaklad-
niho vyznamu, nebot se d4 nahradit — pouZijeme-li
jeSté zasady nepiimého dikazu (a ovSem také tauto-
logicky spravnych vét) — implikaénimi usudky dru-
hého typu.

Provedeme timto zplsobem jako p¥fiklad cd-
vozeni vyroku ,existuje-x, které ma vlastnost @ z pre-
mis ,kazdé x, které ma vlastnost P, ma vlastnost @”
a ,existuje x, které ma vlastnost P”. Podle zasady ne-
pFimého dikazu staéi k tomu odvcdit z jedné premisy
a negace zavéru druhou premisu. To pravé provedeme:
odvodime z vyrokd (1) ,neexistuje Zadné x, které by
mélo vlastnost Q”, (2) ,kazdé x, které ma vlastnost P,
ma také vlastnost @” vyrok (3) ,neexistuje Zidné x,
které by mélc vlastnost P”. Vyrok (1) je tautologicky
ekvivalentni s vyrokem (4) ,,pro kazdé x plati: x nema
vlastnost @”; vyrock (2) je tautologicky ekvivalentni
8 vyrokem (5) ,,pro kazdé x plati: kdyZ x nema vlast-
nost @, pak také nema vlastnost P”. Z vyrokid (4)
a (5) plyne implikaénim tdsudkem 2. typu vyrok (6)
»pro kaZdé x plati: x nema vlastnost P”. Tento vyrok
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je viak tautologicky ekvivalentnf s vyrokem (3). Tim
jsme provedli Zadany dikaz. Kromé zasady nepfimého
dikazu pouzili jeme pFi tom pouze implikaéniho tsud-
ku 2. typu a tautologickych uprav — to znamen4 zase
implikaéniho usudku 2. nebo 1. typu a tautologicky
spravnych ekvivalenci.

4'3. Sylogismus. Sylogismy, o nichZ se mluvi v tra-
diéni logice, lze pokladat za zvlastni typ Gsudku, p#i-
buzny Gsudku implikaénimu. Uvedeme zase nejdiive
pFiklady takového tsudku.

Priklad 1. Premisy: (1) kazda latka, jejiZ roztok
barvi reakéni papir modie, je zasadita; (2) kazda lat-
ka, ktera je zasadita, slucuje se s nékterou kyselinou;
zavér: kazda latka, jejiz rcztok barvi reakéni papir
modfe, sluéuje se s nékterou kyselinou.

P#iklad 2. Premisy: (1) rostliny, k nimZ nema
svétlo pristup, nevytvareji chlorofyl; (2) rostliny,
které nevytvareji chlorofyl, nejsou zelené; zavér: rcst-
liny, k nimZz nema svétlo pristup, nejsou zelené. —
TytéZz premisy a zavér lze vyslcvit v jiném slovnim
tvaru takto: (1) nema-li k rosttiné svétlo pristup, pak
rostlina nevytvaii chlorofyl; (2) nevytvari-li rcstlina
chlorofyl, pak neni zeleni; zavér: nema-li k rostliné
piistup svétlo, pak neni zelena.

Usudek, ktery mame v téchto pfikladech, miiZeme
schematisovat takto: premisy: (1) kazdé x, které ma
vlastncst P, ma také vlastnost Q; (2) kazdé z, které
ma vlastnost @, ma také vlastnost R; zavér: kazde x,
které ma vlastnost P, ma také vlastnost R. Schemati-
sujeme-li jej jeSté vice, dostavame nasledujici sche-
ma sylogismu:

kdyz P(x), pak vidy také Q(x) | .
kdys Q(x), pak vidy také R(z) JPTooY
tedy kdyz P(x), pak vidy také R(x) zavér
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To je schema zdkladniho typu sylogismu. Premisy
i zavér jsou zde obecné vyroky; obdobny usudek je
mozny ovSem také pro individualni vyroky.

Kromé toho existuje cela fada jinych usudkovych
schemat, ktera se daji redukovat na sylogismus pravé
popsaného zakladniho typu, pouzivame-li jesté zasady
nepfimého. dikazu (viz odst. 4'6) a tautologicky sprav-
nych vét. Takové tsudky rovnéz nazyvame sylogismy.
Uvedeme jeden priklad: (1) néktefi Zivoéichoveé,
zijici ve vodé, jsou ssavci; (2) vSichni ssavei dychaji
plicemi; tedy (3) nékteii Zivocichové, Zijici ve vodé,
dychaji plicemi. Radu dalSich pfikladi miZe Gtenaf na-
jit v kazdé uéebnici tradi¢ni logiky.

Uvedeme jeSté priklad zminéné redukce sylcgistic-
kého tsudku na sylogismus zakladniho typu. Mé&jme
sylogismus (v schematickém tvaru): (1) ,nékteré x
je P ataké @Q"; (2) ,kazdé x, které je @, je také R”;
tedy (3) ,nékteré x je P a také R”. Mame nyni od-
vodit tento zavér z premis (1) a (2) takovym zplso-
bem, Ze pouzijeme pouze sylogismu zakladniho typu,
zasady nepiimého dukazu a tautclogicky platnych vét.

Podle zasady nepiimého diikazu staci k tomu od-
vodit z jedné premisy a negace zavéru negaci druhé
premisy, tedy z premis (4) ,,neni pravda, Ze existuje z,
které je P a soucasné také R”; (2) ,kazdé x, které je
@, je také R qdvodit negaci vyroku (1). Z vyroku (4)
dostaneme tautologickcu tpravou (to znamena: impli-
kaénim tsudkem za pomoci tautologicky platnych ekvi-
valenci) vyrok (5) ,pro kaZdé x plati: kdyz x je R,
pak neni P”. Zvyroku (5) a (2) vyplyva sylogistickym
usudkem zakladniho typu vyrok (6) ;pro kazdé x
plati: kdyZz x je @, pak neni P”; tautologickou upravou
vyplyne z toho vyrok (7) ,neni pravda, Ze existuje x,
které je P a také Q”. To vSak je pravé negace pre-
misy (1).
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Obdobnym zphsobem jako v tomtc ptikladé lze pie-
vést kazdy sylogismus na zakladni typ. Neznamena to
samoziejmé, Ze bychom to snad méli skuteéné prova-
dét na priklad v naSich matematickych a jinych dika-
zech; znamena to pouze, Ze rozmanité tvary bezpro-
stfedniho odvozeni daji se vyvodit z nékolika malo za-
kladnich typu dsudku.

Charakterisovali jsme sylogistické usudky tim, Ze se
daji pomoci tautologickych uprav, pripadné za pouziti
zasady nepfimého dukazu, redukovat na sylogismus
zakladniho typu, jehoZ .schema jsme uvedli. Lze je
charakterisovat jesté takto: v sylogismu jsou premisy
a zavér vybudovany ze t¥i éleni — vyrokovych vzorcir
I, II, 111, Premisy spojuji I a II, I a IIl; zavér pak spo-
juje I a II. Je to zfejmé z nasledujiciho schematu:
»kdyz (I)x je P, pak (IDNzx je @”; ,kdyz (IIx je @,
pak (III)x je R”’; tedy ,kdyz (I)x je P, pak (III)x je
R”, Vyrokovému vzorci, ktery je obsaZen jako Gast
v obou premisach (zde je to vyrokovy vzorec ,,x je @"),
se nékdy fika stfedni ¢len.

Sylogisticky a implikaéni Gsudek jsou si velmi po-
dobné a jeden se di snadno pfevést na druhy; tim se
vSak zde nebudeme zabyvat. Sylogismus byva éasto
povaZovan za zakladni typ usudku viibec. Otazka, jaké
usudky budeme povaZovat za zakladni, je ovSem prede-
vsim véci konvence, je vSak vhodnéjsi "povazovat im-
plikaéni dsudek za fundamentalni. Je totiZ jednak for-
malné jednodussi nez sylogismus, jednak lépe odpovida
zpisobu usuzovani, ktery se nejéastéji vyskytuje ve
védeckych uvahach i v praktickém Zivoté: zjistime, Ze
za uréité podminky nastava urcita okolnost; pak zji-
stime, Ze tato podminka vskutku nastava, a z toho
usoudlme, Ze nastava uvaZovana okolnost — toto Je
pravé implika¢ni usudek.
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4’4, Substituéni Gsudek. Zaéneme zase priklady.

Priklad 1. Premisa: ,pro libovolnd x a y je
(x4-y) (x—Yy) = x*—y*”; zavér: ,,(10+1) (10—1) =
=10? — 1?”, Tento Gsudek je tak samoziejmy, Ze si
jej zpravidla ani neuvédomujeme.

Pfiklad 2. Premisa: ,pro libovolna x a y je
(x+9y) (x —y) = x*—y*’; zavér: ,pro kazdé « je
(sin ¢ -} cos ) (sin o — cos «) = sin®q — cos?a”.

Usudktim tohoto druhu, kde dosazujeme (substituuje-
me) za neurc¢itou (nebo nékolik neurcitych) bud' ozna-
éeni nebo oznadovaci vzorec, Fikame substituéni dsudky.
Lisi se navzajem podle toho, zda dosazujeme za neuréi-
tou oznaceni nebo oznadovaci vzorec. V prvnim piipadé
je zavér individualni vyrok, v druhém pfipadé vyrok
obeeny; premisou je v8ak p¥i substituénim usudku vzdy
obecny vyrok. Uvadime nyni schema tohoto usudku
(pro pfipad, Ze dosazujeme individudlni oznaceni).

Schema substituénihe usudku:

-kazdé x ma vlastnost V . . . . premisa
tedy @ ma viastnost V. . . . . . . zavér

Substituéni tsudek se lisi, jak vidime, od implikac-
niho (sudku a sylogismu mimo jiné tim, Ze ma jen
jednu premisu, nikoliv dvé. Zde je nutna jedna poznam-
ka: mohlo by se snad namitat, Ze druhou — nevyslo-
venou — premisou je konstatovani, Ze za x smime do-
sadit a. To vSak neni spravné: kdykoli ,kazdé x ma
vlastnost V”’ a ,,a ma vlastnost V"’ jsou skutec¢né sprav-
né utvofené vyroky, vyplyva vzdy z prvniho druhy.
Kdybychom chtéli pokladat za druhou premisu kon-
statovani, %e za 2 smime dosadit a, pak bychom museli
diisledné na p¥. pfi implikaénim usudku povazovat za
tfeti premisu konstatovani, Ze jedna z premis mé tvar
implikace.

Uvedeme nyni piiklad usudku, ktery je obracenim
usudku substituéniho. Premisa: ,,éislo n neni FeSenim
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zadné algebraické rovnice” ; zavér: ,existuje ¢islo, které
neni feSenim Zadné algebraické rovnice”. Tento usudek
ma nasledujici schema:

a ma vlastnest V.. . . . . . premisa
tedy existuje x, které ma vlastnost V zavér

Tento usudek je zase tak samozfejmy, Ze si jej ani
neuvédomujeme. Spoéiva vSak na ném existenéni di-
kaz pomoci konstrukce, t. j. diukaz existence prvku
s uréitou vlastnosti pfimym udanim uréitého takového
prvku.

Usudek tohoto typu se da prevést za pouZiti zasady
nepiimého dikazu pomoci tautologické uipravy na sub-
stituéni asudek. Provedeme to jako pfiklad. Z premisy
,»@ ma vlastnost V" méime cdvodit zavér ,existuje x,
které ma vlastnost V”. Stadi k tomu odvodit z negace
zavéru negac1 premisy. Z negace zavéru vyplyva tauto-
logickou upravou vyrok ,%idné x nema vlastnost V.
Z toho plyne substituénim Gsudkem: ,,@ nema vlast-
nost V”; tc je pravé negace premisy.

4’5, Identifikacni usudek. Substituénimu usudku se
podoba usudek, jehoZz pfiklady nyni uvedeme.

Priklad 1. Premisy: ,bezprostfedni predstaveny
pana A, B. bydli v Dejvicich”; ,,bezprostiedni predsta-
veny pan A. B. je pan C. D.”; zavér: ,,pan C. D. bydli
v Dejvicich”.

Priklad 2. Premisy: ,,pro kazdé x je (x—1)>=> 0";
»pro kazdé x je (x —1)* == 2* — 22+ 1"; zavér: ,pro
kazdé x je x2 —224+1 = 0.

Usudek tohoto typu budeme nazjvat isudkem
podle zasady identity nebo kratce identifi-
kaénim udsudkem. Je charakterisovian tim, Ze jednou
z premis je logicka identita (individualni nebo
obecnd), t. j. vyrok tvaru ,,a je totoZné s b” nebo ,,pro
kazdeé x je f(x) totozné s g(x)".
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Schema identifikaéniho Gisudku:
a) pro ptipad individalni identity

a ma vlastnost V . A remis
a je totoZzné s b P y
tedy bma vlastnost V.. . . . . . . zavér

b) pro pripad obecné identity
pro libovolné ¢ ma f(x) vlastnost V .
pro libovolné x je f(x) totoZné s g (x) } premsy
tedy pro libovolné x ma g(x) vlastnost V' zavér

Identifikaéni asudek je velmi podobny usudku sub-
stituénimu, nebot v obou pFipadech jde o dosazeni.
Rozdil mezi témito dvéma typy usudku je mimo jiné
v tom, Ze usudek podle zasady identity lze obratit, t. j.,
Ze ze zavéru a jedné premisy (totiz identity) vyplyva
druha premisa, kdeZto pfi substituénim dsudku pre-
misa zpravidla neni disledkem zavéru.

4’6, Nepiimy udsudek. Primy dikaz je ten, v némz
vychazime z premis a od nich postupujeme k zavéru.
Pri nepfimém dikaze vychazime naopak z vyroku,
ktery chceme dokazat, odvodime z jeho negace vyrok,
ktery odporuje premisim nebo je vlibec nespravny
(éili, jak se Fikd, odvodime spor), a na zakladé
toho pokladame nas vyrok za odvozeny z danych pre-
mis. Nepfimym usudkem (nebo zdsadou nep#fi-
mého dikazu) nazyvame pravé tuto ,inversi”
(obraceni) : z non B vyplyva non A — tedy z A vy-
plyva B.

V prikladech, které jsme uvadéli, vyskytl se jiz né-
kolikrat nepfimy Gsudek. Uvedeme jeSté jeden pFiklad.
— Checeme dokazat vyrok A ,pocet prvoéisel je ne-
koneény”’. Odvodime tedy disledky z jeho negace ,,po-
cet prvocisel je koneény’. Oznaéme a souéin vSech
prvoéisel (podle naSeho predpokladu to ma smysl).
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Pak cislo a je délitelné kazdym prvocislem. Z toho a
z véty (1) ,,pro libovolna cela éisla x a y plati: kdyz =
je délitelné y a y se nerovna 1 nebo —1, pak x4 1 neni
délitelné y” vyplyva vyrok ,cislo a4 1 neni délitelné
Zadnym prvcéislem”, z néhoZ ihned plyne negace sprav-
ného vyroku (2) ,kazdé celé é&islo, které se nerovna 1
nebo —1, je délitelné nékterym prvocislem”. Odvodili
jsme tedy z véty (1) a negace vyroku A negaci véty (2).
Z toho usoudime (toto je pravé nepfimy asudek), Ze
vyrok A je spravny. ’

Jak jsme jiz Fekli, zni nepfimy tGsudek ve svém nej-
jednodussim tvaru takto: z ncn B lze odvodit non A;
tedy naopak B je disledkem A. Jina, uZsi formulace je
tato: z non B vyplyva nespravny vyrok; tedy vyrok B
je spravny. V obecné&jsim p¥ipadé, kdy mame nékolik
premis (tak v pravé uvedeném piikladé) ma nepiimy
usudek tento tvar: z non B, A, A,, ..., Ax Ize od-
vodit non A; tedy naopak B je disledkem A, A, A,,
e An.

Je zfejmé, Ze nepFimy Gsudek ma komplikovanéjsi
raz nez usudky pfimé; jsou proti nému také jiné na-
mitky, jimiZ se budeme ihned zabyvat, takZe vznika
otazka, muZeme-li se tomuto Gsudku vyhnout. Lze
ukazat, Ze to je mozné. Kazdé odvozeni je totiz Feté-
zem usudkili; nepfimy usudek je pak inversi (obra-
cenim) primého odvozeni. MiZeme tedy zfejmé vidy
nahradit nepfimy usudek fFetézem inversi pFimych
usudku. To znamena, Ze staci pFibrat k zdkladnim ty-
pim pifimych dsudki, které jsme uvedli (implikaéni
usudek, sylogismus, substituéni a identifikaéni Gsu-
dek), jejich inverse — na pFiklad pFimy existenéni
usudek (,,a je P”, tedy ,existuje x, které je P”), ktery
je inversi substituéniho Gsudku — abychom nemuseli
pouzivati nepfimého usudku. .

Obratme se nyni k jednctlivym namitkdm proti ne-
pFimému dikazu.
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Jedna namitka proti nému je tato: nepfimy dikaz
(odvozeni) se nezda tak presvédéivym, jako odvozeni
pfimé, na p¥iklad odvozeni skladajici se z implikac¢nich
asudki. Nepfimé odvozeni vzbuzuje totiz dojem,. Ze,
drasticky feceno, jsme byli nuceni po ztroskotani jedné
moznosti uchylit se k druhé (,,bud A nebo non A; non
A je nespravné; tedy A”). Tato namitka ma zfejmé
psychologicky, skoro ,,citovy” raz a postrada logické-
hc vyznamu. <

Druhia namitka popira platnost nepiimého usudku
vnékterych pripadech, na priklad popira, Ze
z nespravnosti vyroku , kazdé x je V'’ miiZeme usoudit
na vyrck ,nékteré x neni V. Nesméfuje tedy vlastné
proti nepfimému udsudku, nybrz jen proti nékterym
tautologicky platnym ekvivalencim, — pFesnéji Feceno,
proti ekvivalenci existenéniho vyroku a negace vyroku
obecného. Touto nimitkou jsme se tedy jiz zabyvali
(viz str. 25).

Konetné, tfeti namitka ma metodologicky
r a z. Pravi totiz, Ze pfi pfimém odvozeni vyroku z ur-
éitych premis vime, pii kterém kroku musime pribrat
kterou premisu, a tak poznavame jejich roli v dikazu
a jejich vztah k zavéru. Tim ziskavame hlubsi poznat-
ky nez p¥i neprimém dikazu, kdy odvozujeme negaci
nékteré premisy z ostatnich premis a negace zavéru,
a viubec nepoznavame pfimo, jaky je vyznam jednot-
livych premis pro zavér. _

Tato namitka je nejzavaznéjsi a je v podstaté sprav-
na. Naprosto se vSak netykd logické platnosti
nepiimého odvozeni; ¥ika pouze, Ze v nékterych pii-
padech nam poskytuje pfimy dikaz vice znalosti a spiSe
ulehéuje objevovani a chapani novych dikazi a vét nez
dikaz nepfimy. Proto je dosti ¢asto s metodického hle-
diska vyhodné nahradit nepfimy dukaz piimym. Ne-
mélo by vSak Zadny tucel, abychom se vzdy snazili vy-
hnout se nepfimému tsudku (aé v zasadé je to vidy
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mozné) ; bylo by to prakticky nesnadné a mimo to ne-
piimé dikazy jsou vétSinou zcela piirozené a ,na-
zorné"'.

4(, Formalni a obsahova spravnost vyroki. V eukli-
dovské geometrii roviny, t. j. obycejné planimetrii,
které se vyuéuje ve Skole, plati, jak znamo, véta ,,sou-
¢et Uhla libovolného trojuhelnika se rovna 180°". Exi-
stuji vSak také, jak étenaft asi vi, rizné neeuklidovské
geometrie, tak na pfiklad tak zvana hyperbolicka
geometrie roviny. Tato geometrie je zaloZena na
stejnych axiomech jako euklidovskd geometrie s tim
jedinym rozdilem, Ze tak zvany euklidovsky postulat
(axiom) o rovnobézkach ,k dané pfimce lze danym
bodem vésti jedinou rovnobézZku” je nahrazen jinym
axiomem, totiz , k dané pfimce 1ze danym neleZicim na
ni bodem vésti aspon dvé razné rovnobézky’”. V této
hyperbolické geometrii je vyrok ,soucet Ghla libovol-
ného trojihelnika se rovna 180"’ nespravny (ba
dokonce plati v této geometrii véta ,soucet Ghli kaz-
dého trojuhlenika je mensi 180°”). Zda se tedy, Ze
tent§Zz vyrok muZe byt spravany (pravdivy) nebo
nespravny (nepravdivy) podle toho, jaké jsme zavedli
axicmy a definice.

Ve skuteénosti se ma véc takto: je jasné, Ze sprav-
nost nebo nespravnost vyroku zavisi na definici ter-
mint, které se v ném vyskytuji, nebot jsou-li tyto de-
finice rizné, pak musime povazovat také vyroky za
ruzné a jen zdanlivé shodné. To vSak plati nejen o de-
finicich, nybrz také o axiomech, nebot je miZeme po-
vaZovat za jakési nepfimé (implicitni) definice terming,
které se v nich vyskytuji. V nasem prikladé jde tedy
v podstaté o dva rizné vyroky, ¢ili jak se rika, jde
o vyroky ve dvou raznych ,fedech”. — Abychom si
1épe ujasnili tyto otazky, musime nyni rozliSit mezi
t.zv. ,formalni spravnosti” vyrokd a jejich
pravdivosti ¢ili ,obsahovou spravnosti”.
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Spravné vyroky, které se vyskytuji v néjakém mate-
matickém oboru (na pfiklad v planimetrii) lze roztfidit
na tyto skupiny: matematické véty v uzsim slova
smyslu (na priklad ,,soucet Ghll rovnobéZnika rovna
se 360°’), definice (na piiklad ,dvé pfimky jsou
rovnobézné, kdyz se neprotinaji”’) a axiomy (na p¥i-
klad ,,dvé ruzné pfimky maji nejvyse jederr spoleény
bod”) ; k tomu pFistupuji jeSté tautologicky platné véty,
na priklad ,libovolné dvé pfimky bud’ se protinaji nebo
se neprotinaji”’. Véty (teorémy) povaZujeme za sprav-
né proto, Ze jsou logicky dedukovany z vyroki, které
jiz byly uznany za spravné. Naproti tomu spravnost
-axioml a definici nespoéiva na logické. dedukei; tyto
vyroky jsou pro uréity matematicky obor jiZ dany
jako spravné. Totéz plati o zakladnich tautologicky
spravnych vétach, jako na pf. ,,pveop”, z nichZ se pak
logicky dedukuji ostatni tautologicky spravné véty.
Takové vyroky, jeZ jsou pro uvaZovany obor dany
jako spravné (tedy axiomy, definice a zakladni tauto-
logicky spravné véty) budeme scuhrnné nazyvat za-
kladnimi v8tami. — Poznamenime jesté, Ze ve fysice
poéitame mezi zakladni véty predevsim t. zv. proto-
kolarni véty, t. j. vyroky, které jsou bezprostred-
né zaloZeny na zkuSenosti, na pfiklad ,,tento list papiru
je bily”, ,,rué¢i¢ka na ciferniku ukazuje ted nulu”.

Za spravné povaZujeme tedy jednak zakladni véty,
jednak ty vyroky, které se z nich daji logicky de-
dukovat. Smluvime se nyni, Ze nadale budeme po-
uzivat terminu ,,spravny” jen v tomto smyslu. Sprav-
nym (,formalné spravnym”) ¢ili platnym vyrokem
uré¢itého matematického oboru nebo ur-
¢ité fysikalni theorie a pod., budeme tedy nazyvat vy-
rok, ktery l1ze logicky dedukovat ze za-
kladnich vét tohoto oboru; nespravnym
nazyvame vyrok, jehoZ negace je spravna. Naproti
tomu pravdivym (,,obsahové sprivnym’) budeme na-
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zyvat vyrok, jehoZ obsah odpovida skuteénosti; prav-
divé jsou tedy na ptiklad protokolarni véty. — Mluvit
o spravnosti 'vyroku miiZeme tedy vzdy pouze vzhle-
dem k uréitému systému zakladnich vét.

Je zfejmé, Ze spravny (,,formalné spravny’’) vyrok
muZe byt nepravdivy a naopak; tak miZe byt neprav-
divym spravny vyrck néjaké fysikalni theorie, t. j. vy-
rok, ktery miiZeme logicky odvodit z jejich zakladnich
predpokladi; v takovém pfipadé ovSem zavrhneme
celou theorii jako odporujici zkuSenosti. Podrcbnéji se
tim zabyvat nemusime, nebot matematika si v8ima
pouze spravnosti vyrokd, t. j. otazky, zda lze
uréity vyrok odvcdit z daného systému axiomu. Vztah
axiomd ke skuteénosti, jakoZ i ten fakt, Ze axiomy
vznikaji abstrakei ze zkuSenosti, maji ovSem nesmirny
vyznam, avSak netykaji se vlastni logické vystavby
matematiky.

a8 } ]

4'8. Logické zasady. Ucebnice tradi¢ni logiky uva-
déji étyri logické zasady: zasadu dcstateéného davodu,
zasadu totoZnosti, zdsadu sporu a zasadu o vylouéeném
tfetim. Pro logickou dedukci maji vyznam dvé z téch-
to zasad, totiz z4sada sporu, ktera ¥ika, Ze ne-
muZe byt pravdivy vyrok i jeho negace a zasada
ovyloucéeném tfetim, ktera Fika, Ze musi byt
pravdivy bud’ vyrok nebo jeho negace. Takto formulo-
vany, mluvi tyto zasady o pravdivosti éiliv obsahové
spravncsti. Nas v8ak v této kniZce zajima hlavné for-
malni spravnost vyrokidi; ptidme se proto, platl li téz
pro ni chdobné zasady.

Aplikujeme-li zasadu sporu na formalni spravnost
vyrokili, pak tato zdsada pravi: neni moZné, aby dva
odporujici si vyroky byly spravné, t. j. daly se odvodit
z téhoZ systému zakladnich vét. To vSak je v podstaté
jisty pozadavek, ktery klademe na zakladni véty.
Zasadu sporu musime tedy interpretovat jako poza-
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davek bezespornosti, kterému musi vyhovo-
vat axiomy (viz odst. 8'6). Obdobné kdyZ aplikujeme
na spravnost vyroki zasadu o vylouéeném tietim, pak
tato zasada pravi: bud vyrok nebo jeho negace musi
byt spravna; to znamena: at je predloZen jakykoli vy-
rok A (rozumi se, skladajici se pouze z vyrazu, které
se vyskytuji v axiomech a definicich uvaZovaného
oboru), lze vidy logicky dedukovat ze zakladnich vét
bud’ vyrok A nebo jeho negaci. Zde mame zage jisty
poZzadavek, totiz t. zv. poZadavek uplnostj,
ktery klademe na zakladni véty. Tento pozadavek ne-
musi byti vZdy splnén (tak nespliluje jej systém axio-
mu, ktery dostaneme, kdyZ z axiomu euklidovské geo-
metrie vypustime postulit o rovnobéZzkach; vratime se
k tomu v 8. kapitole). KdyZz pro uréity systém zaklad-
nich vét spinén neni, pak oviem nékteré vyroky uvazo-
vaného oboru nejsou ani spravné aninesprav-
né — jsou (vzhledem k danému systému zakladnich
vét) nerozhodnutelné.

Ani zasadu sporu ani zasadu o vylouéeném tfetim
nelze tedy pfimo aplikovat na formalni spravnost vy-
rokt. VSimnéme si nyni toho, jakou ulohu maji tyto
zasady pfi dokazovani vyrokid. PouZivame jich v téch-
to dvou pfipadech: (1) Zjistime, Ze vyrok A je sprav-
ny a na zakladé toho usoudime, Ze vyrok non A je ne-
spravny; (2) zjistime, Ze vyrok non A je nespravny
a na zakladé toho usoudime, Ze vyrok A je spravny.
Pro 1uéely logické dedukce uplné staéi, kdyz se fidime
témito pravidly; nemusime se pak starat o zasadu
sporu nebo zasadu vyloucéeného tfetiho. — Shrneme
nyni tato pravidla a pravidlo nepfimého usudku (odst.
4'6), jakoz i uvedenou v odstavci 47 definici formalni
spravnosti jako nasledujici zd4sady logické de-
dukce: (1) vyrok, ktery lze odvodit ze
spravnych vyroki, je spravny; (2) vy-
rok, jehoZ negace je spravni, je ne-
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spravny; (3) vyrok, jehoZz negace je ne-
spravna, je spravny,; (4) vyrok, z néhoz
lze odvodit nespravny vyrok, je ne-
spravny. Tyto zasady (prvni a druhou z nich lze
povaZovat za definice spravncsti a nespravnosti, tieti
a Gtvrta vyjadfuji postup pfi nepfimém dsudku) spolu
s usudkovymi schematy, které jsme uvedli v odstaveich
4’2 az 4’5, shrnuji cely postup pfi logickém odvozovani
(dikaze) vyroku.
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5. DRUHY DUKAZU

Nyni pfistoupime k otazkam, tykajicim se celkové
stavby diakazi. Neni ovS8em moZné probrat vSechny
druhy dikaz a vSechny obraty, které se v nich mo-
hou vyskytovat. Uvedeme vSak nékteré zakladni typy
dikazu, které jsou daleZité pro matematiku.

Diikazy se 1lisi piedevsim podle druhu dokazovaného
vyroku, totiz podle toho, jde-li o vyrok individualni,
na ptiklad ,,['1‘;(—1-}—1'1/3)]3: 1", obecny, na piiklad
»libovolny trojihelnik ma soucet dhla 180°”, nebo
existenéni, na priklad ,existuje funkce, ktera je vSude
spojitd, ale nema nikde derivaci”. Matematické véty
maji zpravidla povahu obecnych nebo existenénich vy-
roku. Individualni véty vystupuji v matematice vétsi-
nou bud' jako specialni pfipad obecné véty nebo jako
jakasi zkratka za obecny nebo existenéni vyrok. Tak
vyrok ,cislo z je algebraické” je ekvivalentni s exi-
stenénim vyrokem ,.existuje polynom, ktery ma racio-
nalni koeficienty a jehoZz kofenem je ¢islo »”.*) Pii du-
kaze takové individualni véty jde pak vlastné o diikaz
ekvivalentni obecné nebo existenéni véty.

51, Individualni véty, Pokud jde o vlastni indivi-
dualni véty, patfi jejich dikazy mezi logicky nejjedno-
dussi. VétSinou spoliva cely dikaz v substituénim
usudku, jimZ odvodime individualni vétu z véty obec-
né — tak na piiklad vétu ,,3*°—1 = (3+1) (3—1)"
z véty ,,pro libovolné z je 2> —1 = (x+1) (x—1)".
Specialnim pfipadem individualnich vét jsou indivi-
dualni identity (slovem identita minime zde
vyrok tvaru ,,... je totozné s ..."), t. j. identity, které

*) Lze dokazat, Ze tento vyrok je nespravny. Cislo z alge-
braické neni.
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neobsahuji neuréité, na piiklad |} (—1 4 i)/3)]* = 1.
Duikazy takovych identit se zpravidla skladaji z iden-
tifikaénich usudka podle schematu ,,4 — B, B = C;
tedy A = C” a usudki substituénich, t. j. dosazovani
do obecnych identit. Jako pfiklad si mlze étenaf sam
provést a rozebrat diikaz zminéné identity. — Zcela
obdobné jsou ostatné dikazy obecnych identit,
na pFiklad ,,cos 2 £ = cos? x — sin? x’’. Rozdil je pouze
v tom, Ze misto individudlnich mame obecné vyroky,
takZe identifikaéni asudky maji zde tvar ,,pro kazdé x
je A(x) =B(x) a B(x) = C(x); tedy pro kazdé x
je A(x) =C(x)".

Obecny vyrok lze dokazovat bud piimo nebo ne-
piimo; zvlastnim typem pfimého obecného diukazu je
dikaz tiplnou indukci. Probereme tedy tii typy obec-
ného dikazu: 1. pfimy obecny dikaz, 2. obecny dikaz
uplnou indukef, 3. nepfimy obecny diikaz.

52. Primy obecny dikaz. Zaéneme jednoduchym
pfikladem prvniho typu dikazu. Dokazujeme vétu
»kdyZz (celé) ¢islo x neni délitelné 3, pak x> —1 je déli-
telné 3”. Dikaz probiha takto: ,,Necht x neni délitelné
3; pctom bud x —1 nebo -+ 1 je délitelné 3; tedy
x*— 1 je délitelné 3. Jinym prikladem muZe byt zmi-
nény dukaz identity cos 2 x = cos®* ¥ — sin> 2 nebo
vétSina dikazi elementarni geometrie.

Charakteristické pro tento typ obecného dikazu je
to, ze provadime dikaz tak, jako by slo o p¥iklad di-
kazu individualniho vyroku. Zvlast zfetelné je to u du-
kazii z elementarni geometrie. Tam vedeme zpravidla
dikaz nasledujicim zpiisobem: Predstavujeme si zcela
uréity individualni ptipad, znazornény vykresem (tak
pii dukazu néjaké obecné véty o trojihelniku si pfed-
stavujeme trojuhelnik s uréitymi vlastnostmi, na pFi-
klad ostrouhly) a provadime diikaz pro tento p¥ipad,
avSak tak, aby mél obecnou platnost. Takovému po-
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stupu se nékdy Fika paradigmaticky. Po formalni lo-
gické strance je tento typ dikazu charakterisovan tim,
Ze generalni dikaz je vlastné schematem; vhod-
nym dosazenim lze z ného dostat ditkaz kaZzdého indi-
vidualniho vyroku, ktery je obsaZen v dokazované obec-
né véte.

Tento typ dikazu, totiZz paradigmaticky obecny dua-
kaz, lze povaZovat za zakladni druh obecného dikazu.
Pro matematiku ma vSak snad jeSté vétSi vyznam
obecny dikaz tplnou indukei. Budeme se jim zabyjvat
podrobnéji.

5'3. Dikaz Gplnou indukei. Zaéneme jednoduchym
prikladem. Dokazujeme vétu: pro kazdé celé kladné n
je €éislo m> —n délitelné 5. DokaZeme nejdiive toto:
kdyz m°—m je délitelné 5, pak téz (m+41)°—(m-41)
je délitelné 5. Skute¢né, &islo (m—+1)° — (m+1) =
= (m*4+5m* 410 m*+10 m*+5m-L1) — (m+1) =
= 5 m*+10 m*+10 m*+5 m+m* — m je délitelné 5,
kdykoli éislo m®* — m je délitelné 5. ProtoZe d¢islo
1" —1 =0 je délitelné 5, plyne z toho jiZ nase véta.

Rozebereme nyni a schematisujeme tento dukaz. Za
vyrokovy vzorec ,,n° — n je délitelné 5” zavedeme .pro
struénost zkratku ,,n je P” a smluvime se, Ze pismeno
n bude v tomto odstavei nadale cznadovat pouze
prirozena, t. j. cela kladna éisla (Fedeno
logicky korektné: za neuréitou n smime dosazovat
pouze pfirozeni ¢isla). — Dikaz, ktery jsme uvedli,
spoéiva zfejmé v tom, Ze dckaZeme vyroky ,,pro kazdé
n plati: kdyz »n je P, pak také n+1 je P” a ,1 je P"
a z nich pak ihned odvodime — a v tomto isudku pravé
spoéiva jadro dikazu — vyrok ,kazdé n je P". Takovy
dikaz nazyvime pravé dlikazem uplnou in-
dukci. Jeho jadro — isudek podle principu
iplné indukce ma toto schema:
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i)r;)ek;zderf pl.atl . k(?yz.n J?P pak n+1 JeP} premisy
tedy kazdénjeP . . . . . . . . . . zavér

Zopakujeme si ted’ jeSté jednou, v ¢em spoéiva du-
kaz uplnou indukei. Mame dokézat vyrok ,pro kazdé
(ptirozené) = plati P(n)" (zde je ,,P(n)” zkratka za
jakysi uréity vyrokovy vzorec). Neprovedeme to viak
bezprostfedné, nybrz dokadZeme nejdfive vyroky (A)
»P1)" a (B) ,kdyz P(n), pak P(n -+ 1)”. MiZeme
nyni odvodit z A a B fetezem implikaénich a substituc-
nich usudki libovolny jednotlivy vyrok P(a)
(s uréitym celym kladnym @), a sice takto:

P(1)

kdyz P(1), pak P(2) substituénim dsudkem z B
tedy P(2) . . . . . .implikaénim usudkem

kdyz P(2), pak P(3) substituénim dsudkem z B
tedy P(3) . . . . . . implikaéni usudek

atd.

Miuizeme jiti takto libovolné daleko, nedospéjeme viak
timto zplisobem nikdy k obecné vété ,,pro kazdé =»
plati P(n)”. To znamena, Ze princip Gplné indukce
se neda redukovat na jiné obvyklé druhy Gsudki, nybrz
v jistém smyslu shrnuje neomezeny fetéz implikac¢nich
a substituénich tsudkd.

Zde musime vsunout jednu splse terrmnologlckou
poznamku Uplna. indukce, o niZ nyni mluvime, nema
kromé nazvu nic spoleéného s indukei, s niZ se setka-
vame v pFirodnich védach.*) Abychom ukazali jejich
rozdil, staéi Fici, Ze pFi ,,pFirodovédecké” indukei vy-
chazime z fady jednotlivych individualnich vyrokt

*) To se zdd samoziejmé, avSak bohuZel také nékteré
ugebnice logiky zaméfuji tyto dva naprosto rozdilné pojmy.
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(z jednotlivych pozorovani) a dospivame k obecné vété
(hypothese), kterd vSak nema povahu logického di-
sledku téchto vyroki. Pii matematické Uplné indukei
naproti tomu vychéazime ze dvou vyroRki: jednoho in-
dividuainiho a jednoho obecného (, kdyz n je P, pak
také n-+-1 je P) a dochazime k obecné vété, ktera je
logickym disledkem danych dvou vyrokd.

Vratme se k naSemu thematu. Proé jsme neuvedli
usudek podle principu uplné indukce souéasné se za-
kladnimi tsudky — implikaénim, substituénim atd.?
Proto, Ze zminéné zakladni Gasudky maji zcela obecny
raz a vyskytuji se v jakémkoli oboru tdvah. Naproti
tomu uplna indukce je specifickd pro matematiku —
presnéji feceno, pro prirozena ¢isla, ktera jsou zakla-
dem matematiky.

Dalsi otazka je tato: Lze princip uplné indukce do-
kazati, t. j. 1ze usudek podle tohoto principu nahradit
Tetézem jinych tsudkii? Jak jsme jiz Fekli, nikoli, —
pokud ovSem nezavedeme néjaky axiom rovmocenny
s timto principem. Prineip Gplné indukee vyjadiuje to-
tiz uréitou zakladni specifickou vlastnost prirozenych
¢éisel, takZe se neda rozlozit v fetéz Gsudki obecné po-
vahy. Zavedeme-li vSak vhodny axiom, rovnocenny
8 timto principem, na p¥iklad ,,kdyz (1) 1 ma vlastnost
P, (2) ma-li n vlastncst P, pak ji ma téZ n+ 1, potom
kazdé n ma vlastnost P, pak ovSem vysta¢ime za po-
uziti tohoto axiomu s implika¢nim a substituénim
usudkem. Je vSak jasné, Ze zde jde jen o ryze formalni
a v podstaté bezvyznamny rozdil mezi zavedenim nové-
ho axiomu a nového tsudkového schematu.

Princip uplné indukce muZeme také obejit a nahra-
dit nepfimym dikazem. UkaZe se ovSem, Ze pri tom
zase pouzivame jisté zasady (axiomu), ktera je rovno-
cenna s principem uplné indukece.

Mame z vyrokua (A) ,,1 je P”, (B) , kdyZz n je P, pak
téz n+1 je P” odvodit vyrok (C) ,kazdé n je P” (n je
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pri tom oviem podle na$i timluvy ptirozené &islo). Pro-
vedeme to, jak jsme Fekli, nepfimym zplsobem: z A, B
a negace C odvodime spor. Negaci C miiZeme nahradit
ekvivalentnim Vyrokem ,,nékteré n neni P”. Z toho pak
plyne: existuje nejmensi n, které neni P. Potom
vSak bud toto nejmensi n se rovna 1, nebo éislon —1
ma vlastnost P. Prvni moZnost je v8ak ve sporu s vy-
rokem A, a druhé zase vede ke sporu s vyrokem B. Tim
je podle zisady nepfimého diukazu dokazan vyrok C.
Rozebereme-li tuto Gvahu podrobné, pak vidime, Ze
spoéiva na dvou principech (axiomech), které jsou oba
dohromady rovnocenné s principem plné indukce. Jsou
to tyto axiomy: 1. KdyZ nékteré pfirozené &islo » ma
vlastnost P, pak existuje ne jmen§i pFirozené éislo,
které ma tuto vlastnost. 2. KdyZ neni n = 1, pak
existuje m tak, ze n» = m-}-1 (t. j. Ze n bezprostiedns
nasleduje po m). Axiomatickou vystavbu theorie pfi-
rozenych ¢isel miZeme zaloZit také na téchto axiomech,
které rovnéZ uplné charakterisuji zptisob, jakym jsou
uspoiddana prirozena éisla.

54. Nepfimy obecny dikaz. P¥#i nepiimém dikazu
‘obecné véty vychazime z jeji negace, odvodime z ni
spor a na zakladé toho pak usoudime, Ze véta je sprav-
ni. Uvedme piiklad. Mame dokazat, Ze éislo V2
neni racionalni. Tento individualni vyrok je podle defi-
nice racionalniho éisla ekvivalentni s vyrokem ,ne-

existuji cela éisla m, n takova, aby % =J2», jenz

je zase ekvivalentni s obecnym vyrokem ,;pro Zadna
cela ¢isla m a n neplati m?* = 2#»® a soudasné n -}~ 0".
Chceme nyni dokazat tento vyrok. Nepiimy diikaz pro-
vadime takto: Predpokladime naopak, Ze existuji cela
éisla m a n takova, Ze n =0 a m?> =— 2 n*. Z toho se

ihned odvodi, Ze existuji cela &isla m, n takova, Ze
nz0, m®* =2n? a ¢isla m a n jsou navzijem nesou-

50



délna. Av3ak pro libovolna celd m, n plati: kdyz m? =
= 2 n?, pak ¢islo m i ¢islo n je d&litelné 2, tedy éisla m
a 7 nejsou nesoudélna (to je zfejmé, nebot m? a tedy
téZ m je sudé, takZe m? je délitelné 4, tedy n* je sudé
atd.). Tim jsme skutecné dospéli ke sporu, tedy podle
zasady nepiimého dukazu je naSe véta dokazana.

Schematisujeme nyni tento pfiklad. Jde v podstaté
o dukaz vyroku tvaru ,Zadné a nema vlastnost V", kde
x znaéi dvojice celych ¢isel m, n a V maéi jejich vlast-
nost ,,m je rizné od nuly a m* — 2 n?”. Z negace toho-
to vyroku vyplyva tautologickou tpravou vyrck ,exi-
stuje x, které ma vlastnost V. Z ného odvodime vyrok
nexistuje x, které ma vlastnosti V a V,” (kde V, znaci
vlastnost dvojice m, n: ,,m a n jsou nesoudélna éisla”).
Tento vyrok je vSak ve sporu s vétou ,Zadné x, které
ma vlastnost V, nema vlastnost V,”.

Nebudeme nyni rozebirat tento diikaz krok za kro-
kem, nybrZ pouze vytkneme nékteré okolnosti, typické
pro celkovou stavbu podobnych ditkazi. Abychom pro-
vedli nepiimy dikaz, t. j. vyvratili vyrok ,nékteré x
ma vlastnost V", musime zpravidla vyhledat néjakou
vlastnost W, kterou ma kazdé x a ktera je v rozporu
s vlastnosti V. Nékdy vSak musime (jako v naSem pii-
kladé) postupovat jinak, totiZ nejprve odvodit z vyroku
,nékteré x ma vlastnost V"’ dasledek tvaru ,nékteré x
ma vlastnosti V a V,” (jde pak vlastné o existenéni
diikaz, ktery vystupuje jako ¢ast nepfimého obecného
dikazu) a pak ukazat, Ze vlastnosti V a V, jsou neslu-
ditelné. — Zde vidime, jak jsou navzajem spojeny ruz-
né typy dikazi a jak slozité jsou s logického hlediska
matematické duikazy, i kdyZ se zdaji velmi jednoduché.

55, Existencni dikazy, Rozeznavame t#i druhy
existenénich dukazi: konstruktivni dikaz, vlastni exi-
stencéni dikaz a nepfimy existenéni diikaz. Kromé& toho
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zaujima zvlastni postaveni tak zvany existenéni dikaz
uplnou indukei, ktery je sice nazorné dosti jednoduchy,
ale po logické strance znac¢né komplikovany.

Konstruktivni existenéni diikaz spoéiva v tom, Ze
pfimo udame (sestrojime) prvek, ktery ma vlastnost,
0 nizZ nam jde. Tak na priklad provedeme dikaz véty
»existuje €islo, které neni racionalni” tak, Ze dokaZeme
»Cislo V2 neni racionalni”.*) Obecné dokaZeme vétu
»nékteré x je P” tak, Ze udame (sestrojime, kon-

- struujeme) prvek a takovy, Ze vyrok ,,a je P” je prav-
divy. Tento druh existenéniho dikazu je povaZovan za
nejdokonalejsi, a to jednak proto, Ze ziejmé dava vice,
nez pouhy ditkaz existence, jednak proto, Ze je souéasné
dikazem existence v uZ8im smyslu, totiz existence ve
smyslu sestrojitelnosti (viz str. 26).

DalSim druhem existenéniho dikazu je existencni
dikaz v uzSim slova smyslu; odvozujeme existenéni
vyrok z jinych existenénich vét, aniZ bychom skutecné
udali prvek, ktery ma Zadanou vlastnost. Tak muZeme
na pFiklad odvodit existencéni vétu z jiné obecnéjsi exi-
stenéni véty; trivialni p¥iklad: odvcdime vétu ,existuje
¢éislo, které neni racionalni” z véty ,,existuje ¢islo, které
neni algebraické”. Existenéni véty, které jsou pfi tako-
vém dukazu premisami, mohou mit rtznou povahu:
mohou to byt existenéni véty, které byly dokazany
diive, mohou to byt také zakladni véty — definice,
tautologické véty, axiomy. Seznamime se pozdéji s jed-
nou takovou velmi obecnou zakladni existenéni vétou,
kterd ma zasadni dilezitost pro vyssi partie matema-
tiky, totiZz s axiomem vybéru.

Koneéné lze vést existenéni dikaz také nepfimo, to-
tiz tak, Ze odvodime nespravny vyrok z negace exi-

*) Tento dikaz jsme provedli jako priklad v pfedeSlém

odstavci. Dikaz individudlni véty ,gislo VE neni raciondlni”
je oviem sim v podstaté nepfimym obecnym dakazem. Zde
vidime zase pFedivo riznych typt dtkaz.
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stenéniho vyroku, ktery chceme dokazat. Tak na pfi-
klad mtZeme dokazovat vyrok ,existuje €islo, které

neni algebraické” také tak, Ze odvodime spor z jeho
negace, tedy z vyrcku ,kazdé ¢islo je algebraickeé”.

56, Existenéni-dikaz dplnou indukei. Necht mame
sestrojit posloupnost ¢isel a,, a,, a;, ... takovou, aby
1) a, =1; (2) any; = @&, + ...+ a» pro libovolné
prirozené n. MiZeme ovSem v tomto pripadé takovou
posloupnost ihned udat: je to posloupncst 1, 1, 2, 4,
8, ...; nas vSak zde zajima s logického hlediska po-
stup, pii némZ konstruujeme posloupnost élen po ¢le-
nu, nebot v slozitéjSich pfipadech miZeme pouZit pouze
tohoto postupu.

Polozime @, = 1, dale poloZime a, —=a, =1, a,—
=—=a, +a, — 2, atd. KdyZ jsme jiz stanovili ¢isla a,,
@, ... @, poloZzime podle podminky (2) an:.;=
=a, + ...+ an. KdyZ takto neomezené pokracujeme
dale, sestrojime celou posloupnost. — Tak vyhliZi ten-
to postup, kdyZ jej popiSeme ,nazornym” zpisobem.
Nyni jej musime rozebrat a podepfit logicky korektnim
zpusobem. PredevSim je jasné, Ze jde v podstaté o d G-
kaz existence posloupnosti s uréitou vlastnosti.
Podstatna je dale okolncst, Ze jde vidy o vlastnost
urcitého koneéného tiseku posloupnosti (v na-
Sem piipadé o splnéni vztahu @n.,—= @, + ... + a@x,
resp. @, —,1) a Ze k Useku q,, ..., a,, ktery ma tuto
vlastnost, miaZeme vidy pripojit takovy prvek @.;,,
Ze také usek a,, a,, ..., a.,, ma pozadovanou vlast-
nost. Jsou-li tyto podminky splnény, miZeme vzdy kon-
struovat posloupnost, jejiz kazdy Usek ma pozZadova-
nou vlastnost. — To, co jsme ted rekli, vyslovime pre-
cisni formou jako princip existenéniho di-
kazu (konstrukce) dplnou indukei.

Necht (1) pro kazdé (celé kladné) = plati:
ma-li koneéna posloupnost o n élenech a,, ..., @»
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vlastnost V, pak existuje praveé jeden prvek
a4, takovy, Ze také konecna posloupnost o 41
élenech a,, ..., @., @n+, ma vlastnost V; (2) exi-
stuje pravé jeden prvek a, takovy, Ze jednoclen-
na pcsloupnost @, ma vlastnost V.

Potom existuje pravé Jedna. nekoneéna posloup-
nost a,, @y, @y, . . , takova, Ze kazdy JeJl asek a,,
. @n Ma vlastnost V.

Na tomto principu je zaloZena t. zv. konstrukce po-
sloupnosti uplnou indukei, jejiz priklad jsme uvedli.
Nejde pfi tom o novy princip, ktery by stal vedle prin-
cipu tplné indukce, nybrz o jeho dusledek, tedy
o vétu theorie pnrozenych clsel K tomu se vsak jeste
yratime.

Misto principu, ktery jsme pravé uvedli, se nékdy
uziva velmi podobnéhc, avSak ve skuteénosti znaéné
Sirsiho principu, ktery jiz neni disledkem prin-
cipuuplné indukece, nybrz spoéiva téZ na axio-
mu vybéru (viz odst. 6'4). Tento rozsifeny prmmp
miZeme vyslovit takto:

Necht (1) pro kazdé (celé kladné) n plati:
ma-li koneéna posloupnost o n ¢lenech @, .. ., @»s
vlastnost V, pak existuje prvek @i, takovy, Ze
také koneéna posloupnost o n + 1 élenech @, .. .,
A+ ma vlastnost V; (2) existuje prvek a,
takovy, Ze jednoclenna posloupnost @, ma vlast-
nost V.

Potom ex1stu_]e nekoneéna posloupnost a,, G
a,, ... takova, Ze kazdy jeji usek a,, ..., an ma
vlastnost V.

V tomto rozsifeném principu nepozadujeme jiz exi-
stenci pravé jednoho prvku as+; k dseku a,, ..., @
ani existenci pravé jednoho prvku @, takZe nedospi-
vame k jednoznac¢né urcéené posloupnosti e, a,, a,, ...
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V matematice (hlavné ovSem ve vysSich partiich) se
béZné pouziva obou téchto principi. O skutecnou t. zv.
logickou konstrukei (viz odst. 5'8) jde ovSem pouze pri
pouziti vlastniho! (uzsiho) prmclpu existenéniho di-
kazu 1plnou indukei.

Abychcm ho mohli pouzZit, musime ovSem udat zcela
urcity pfedpis pro konstrukci uréité posloupnosti
s pozadovanou vlastnosti V (coi znamena, Zze musime
najit neJakou vlastnost W, z niZz vyplyva vlastnost V
a na niz lze pouzit zminénéhc uzsiho principu).

Vratime se nyni k cdvozeni principu konstrukce
uplnou indukei; omezime s¢ v8ak na pouhou skizzu od-
vozeni a nebudeme dbét nékterych logickych fines.

Bud P(n) zkratka za vyrokovy vzorec ,existuje
prévé jedna pcsloupnost o # Elenech, jejiz kazdy usek
mé vlastnost V", Predpoklad (2) principu konstrukce
uplnou indukei znamena pak, Ze plati P(1); z predpo-
kladu (1) tohoto principu vyplyva: kdyz platl P(n),
pak plati téz P(n4-1). Z toho pak plyne podle principu
tplné indukce, Ze P(n) plati pro kazdé (rozumi se, celé
kladné) =, t. j. Ze pro kazdé n existuje pravé jedna po-
sloupnost o # ¢lenech, jejiz kazdy Gsek ma vlastnost V.
Nyni dokaZeme toto: mame-li dvé takové pOSloupnostl
jednu o m, druhou o » ¢lenech, pak Jedna z nich je dse-
kem druhe To Je nazorné samoziejmé, nebot jedna
vznika z druhé pFipojenim novych prvku, k logicky ko-
rektnimu dikazu potfebujeme vSak znovu princip Giplné
indukce. Vime ted, Ze na n-tém misté ve v3ech téchto
posloupnostech (pokud ovSem maji aspon n ¢lenl)
stoji tentyZz prvek. MiZeme tedy Fici: tento prvek necht
stoji na n-tém misté v nekoneéné posloupnosti, kterou
mame konstruovat. Tim je tatc posloupnost , konstruo-
vana” (t. j. je dokazano, Ze existuje takova posloup-
nost a to jen jedna).

57, Jadro dikazu. PoloZzme si nyni otazku, v Cem
spoc¢iva ,,jadro” (,vtip”, ,,pointa’”) matematickych di-
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kazi. Co tim minime, je jasné; kdo studoval ponékud
slozitéjsi matematické diikazy, ten vi, Ze v nich byva
jeden nebo nékolik obratid, na nichZ spoéiva cely du-
kaz, jez jsou k nému ,kliéem”; jakmile je zname,
mame jiz cely dikaz v rukou.

Vsimnéme si nyni jako pfikladu diikazu véty ,,pocet
prvocisel je nekoneény”, s nimZz jsme se jiz setkali.
Dikaz probiha takto: ,,Predpokladejme naopak, Ze po-
éet prvocisel je koneény. BudiZ pak P souéin vSech
prvocisel. Potom ¢islo P+ 1 neni délitelné Zadnym
prvcéislem. To v8ak je spor.” Zde jsou podstatné tyto
body: dikaz se provadi nepifimo; sestrojujeme éislo,
které — za ucinénych predpokladi — neni délitelné
zadnym prvocislem. PFi sestrojeni takového ¢isla jde,
jak vidime pfi hlubSim logickém rczboru, jednak
oudanivliastnosti, kterou ma mit sestrojované
¢islo, jednak o vlastni logickou konstrukci, t. j. uréeni
(udani) — v cbecném pfipadé pak dikaz existence —
¢isla s touto vlastnosti. KdyZ zname tyto tii body: di-
kaz se provadi nepfimo; ma se sestrojit ¢islo, které
neni délitelné Zadnym prvoéislem; takové ¢islo se se-
stroji tak a tak, — pak zname jiz cely diikaz.

Pripomefime si dale dikazy z planimetrie. V téchto
dikazech staci zpravidla védét, jaké pomocné prvky —
body, pfimky atd. mame sestrojit, aby dikaz jiz vy-
plynul skoro sam sebou.

Vsimnéme si zase jiné stranky véci. Dejme tomu, Ze
studujeme néjakou sloZitou kfivku, odvedili jsme si jiz
fadu jejich vlastnosti a nyni chceme dckazat, ze ma
jistou dal8i vlastncst P. Zde bude velmi diileZzita volba
premis, t. j. bude dalezité to, z jakych vlastnosti kFiv-
ky budeme vychazet, abychom dokazali, Ze ma vlast-
nost P. Vime-li, o jaké vlastnosti se miZe opirat vlast-
nost P, a jaké s ni zase nesouvisi, pak mame jiz v ru-
kou asponi zéasti kli¢ k dikazu,
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Jak vidime z téchto pfikladi, byva casto jadrem a
kli¢em matematického dikazu jednak volba pre-
mis, z nichz pfi dikaze vychazime, jednak volba
metody dfikazu (pfimy dikaz nebo nepiimy
atd.), predeviim vSak logicka konstrukce
(udani nebo dikaz existence) vhodnych novych prvki
(matematickych objekti). Je-li dikaz znaéné sloZity,
pak miZe také pfedevSim zaleZet na vclbé ,.etap” da-
kazu, t. j. volbé pomocnych vét, které postupné doka-
Zujeme. .

Je v8ak jasné, Ze volba premis a postupu dikazu
neni logickou souéasti ditkazu, nybrz je zde jaksi pied
diukazem. Po ryze logické strance spoéiva tedy vétsi-
nou jadro dikazu v logické konstrukei.

5'8. Logicka konstrukce. Logickou konstrukei rozu-
mime zavedeni (udini nebo dikaz existence) uré¢itého
nového prvku s jistcu pfedem danou vlastnosti. Musi-
me pcznamenat, Ze konstrukei v obvyklém nazorném
smyslu (geometrickou konstrukei) se rozumi néco
zcela odliSného od logické konstrukce. Pii geometrické
kenstrukei jde totiz bud o skuteéné ,hmotné” sestro-
jeni urcitého geometrického prvku (bodu, pFimky,
kiivky atd.) pfedepsanym zpisobem — na priklad po-
moci pravitka a kruZitka — nebo o udani piedpisu pro
takové sestrojeni.

Jak jsme jiz Fekli, jde pFi logické konstrukei vidy
o konstrukei prvku s uréitou danou vlastnosti; jinak
feCeno, konstrukei odpcvidame na otazku ,.existuje
prvek, ktery ma vlastnost P, a kdyZ ano, ktery je to
prvek 7" Logicka konstrukce spoéiva tedy (1) v udani
vlastnosti, kterou ma mit kcnstruovany prvek; (2) ve
vlastni konstrukei. Vlastni konstrukce pak spo¢iva bud’
piimo v udani uréitého prvku a dikazu, Ze ma prede-
psanou vlastnost (je to pak vlastné t. zv. konstruktivni
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existenéni dikaz) anebo v dikaze existence urcitého
prvku, ktery ma tuto vlastnost.

Jak vidime, je logickd konstrukce vlastné dikazem
existence. Rozdil mezi obéma je v tom, Ze pfi vlastni
logické konstrukei jde o diikaz existence jednoho a jen
jednoho prvku, a Ze tento prvek pak vstupuje do uvah
jako novy ,,objekt”.

Probereme nyni jednotlivé typy konstrukee.

Ptrima konstrukce spofiva v tom, Ze skutec-
né udame prvek, ktery ma Zadanou vlastnost, t. j. —
obrazné fecéeno — na otazku ,existuje prvek, ktery ma
vlastnost P, a ktery je to prvek?”’ odpovime ,a ma
vlastnost P”. Provadime tedy vlastng jak jsme jiz
fekli, konstruktivni existenéni diikaz.

Piriklad: Mame konstruovat ¢islo, které hovi
rovnici ' — —1. Toto é&islo pfimo udame: je to ¢islo

144
I

Konstrukce existenénim dukazem.
Kdyz mame konstruovat prvek, ktery ma vlastnost P,
pak konstrukce spoc¢iva v tom, Ze dokaZeme: 1. existuje
jeden a jen jeden prvek, ktery ma vlastnost @; 2. kazdy
prvek, ktery ma vlastnost @, ma také vlastnost P.

Priklad: Mohli bychom konstruovat ¢islo, které
neni algebraické také timto zpisobem: dokazeme, Ze
¢islo, které hovi uréité rovnmici f(x) — 0, nemiZe byt
algebraické; pak dokaZeme, Ze existuje jedno a jen
jedno éislo, které je FeSenim této rovnice.

Logicky rozdil mezi timto typem konstrukce a kon-
strukei pfimou je mimo jiné v tom, Ze zde konstruuje-
me skuteéné ,ncvy” prvek, ktery je charakterisovan
jen neptimo jako jediny prvek, ktery ma vlastnost Q;
v jistém smyslu se tedy da Fici, Ze tento prvek je ,,vy-
tvofen” teprve existenénim dikazem. Naproti tomu
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pfi pfimé konstrukei dostane se konstruovany prvek —
FeCeno ponékud obrazné — ze znamych prvki znamy-
mi operacemi.

Konstrukce existenénim diikkazem ma proto pro vy-
stavbu matematiky velmi znaény vyznam. Tak na pii-
klad implicitné stanovena funkce nebo primitivni funk-
ce k dané funkci jsou po logické strance vysledky kon-
strukce tohoto typu. Zvlast velky vyznam pak ma kon-
strukce zaloZena na existenénim diikaze Gplnou indukei,
kterou konstruujeme posloupnosti.

Nevlastni konstrukce. Nékdy se mluvi
o konstrukei také tehdy, kdyz pouze dokazujeme ,,exi-
stuje x, které ma vlastnost P”’. O skute¢nou konstrukci
zde nejde, protoZe nestanovime Zadny uréity, dokonale
charakteriscvany prvek, ktery by mél tuto vlastnost.
S pripady, kdy dovedeme provést jen takovou ,,nevlast-
ni konstrukeci”, nikoli vS8ak konstrukci skutec¢nou, se

v wr

¢asto setkivime ve vySSich partiich matematiky.
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6. MNOZINY A ZOBRAZENT

6'1. Pojem mnozZiny. Mnozina je souhrn uréitych
chjekti, mysleny jako celek. Tyto objekty nazyvame
prvky mnoziny. Pfiklady mnoZin: (1) Mnozina vSech
tuZek, které ted’ leZi na mém stole; (2) mnoZina vSech
obyvatel Velké Prahy (urcitého dne); (3) mnoZina
vSech prvoéisel; (4) mnoZina vSech bodl uréité para-
boly; (5) mnoZina vSech spojitych funkci jedné realné
proménné.

Vsimneme si nyni téchto pfikladd podrobnéji.

1. MnozZina vSech tuZek, které lezi v daném oka-
mziku na mém stole, t. j. souhrn vSech téchto tuZek,
mySleny jako celek, tedy jako jakysi jediny novy ob-
jekt. - '

Prvky této mnoZiny jsou jednotlivé tuzky. Je jich
oviem koneény pofet — dejme tomu, Sest; Fekneme
pak, Ze mnozina tuZek ma Sest prvki. Nékteré z téchto
tuZek jsou ofezané, — dejme tomu étyii. MnoZina ofe-
zanych tuZek, leZicich na mém stole, ma tedy étyfi
prvky. Je éasti mnoziny vSech tuZek, lezicich na mém
stole. Rikime totiZ, Ze mnoZina A je-¢asti mnoZiny B,
kdyz kaZzdy prvek mnoZiny A je také prvkem mno-
Ziny B.

Dejme vSak tomu, 4Ze by vSechny tuzky na mém
stole byly orezané. Mélo by pak smysl mluvit o mno-
Ziné neofezanych tuZek, lezicich na mém stole? Rekli
jsme, Ze ,,mnoZina je souhrn uréitych objektl...” Zde
v8ak neni Zadny objekt uvaZovaného druhu, takze by
se vlastné nedalo mluvit o jejich souhrnu éili mnozZiné.
Se zretelem k takovym pFipadim zavadime jesté mno-
Zinu prazdnou, kteri nema Zzadny prvek. To, Ze na mém
stole nelezi zadna neofezana tuzka, da se tedy Fici také
takto: mnozZina neofezanych tuZek, lezicich na mém
stole, je.prazdna.
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2. Mnozina vSech obyvatel Velké Prahy (uréitého
dne) ma rovnéz koneény pocet prvki, ¢ili je konecna.
Tim chceme Fici, Ze jeji prvky (t. j. obyvatelé Prahy)
se daji ocislovat celymi kladnymi éisly od 1 do uréi-
tého n.

3. MnoZina vSech prvocisel je nekonec¢na, t. j. neni
mozné oéislovat jeji prvky pfirozenymi é&isly od 1 do
urc¢itého n. Je vsak spocetni, t. j. mGzeme jeji prvky
ocislovat pomoci vSech pFirozenych éisel; miZeme to
provést treba tak, Ze sefadime prvoéisla podle velikosti
a pak je po fadé ocislujeme. .

4. MnoZina vSech bodil uréité paraboly. Je-li 4 ohni-
sko a p Fidici pfimka této paraboly, pak je tato mno-
Zina totoZna s mncZinou vSech bodd, které maji stej-
nou vzdalenost od bodu A a pfimky p. TataZ mnozZina
muze tedy byt dina riiznym zpisobem; povaZujeme
vSak mnoziny za rizné pouze tehdy, kdyz se liSi svymi
prvky. Jinak feéeno, mnozina je uplné urcena svymi
prvky.

5. Mnozina v8ech spojitych funkeci jedné realné pro-
ménné. Jejimi prvky jsou na piiklad goniometrické
funkece (sin, cos atd.). Je zfejmé, Ze tato mnoZina je
nekoneéna; na rozdil od mnoZiny v prikladé 3. neni
vSak ani spoéetna. D4 se totiz dokazat, Ze nelze oéislo-
vat vSechny jeji prvky pomoci pfirozenych éisel: at
pFedepiSeme jakykoli zplscb éislovani, zbude nam na
konec mnozstvi prvki, na které se nedostalo, tfebaze
jsme spotiebovali viechna prirozena cisla.

Setkali jsme se v uvedenych prikladech s fadou no-
vych termind. Objasnime nyni pfesnéji jejich vyznam
a pokud mcimo je definujenre.

Cemu fikame mnoZina je jasné z naSeho vysvétleni
(jez vSak nelge povazovat za skuteénou definici) : mno-
Zina je souhrn uréitych objektld (jeZz nazyvame jejimi
prvky), mysleny jako celek. Mezi mnoZiny pccitame
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také prazdnou mnozinu, ktera nemé Zadny prvek. JeZto
mnoZina. je zcela uréena svymi prvky, je jen jedina
prazdna mnoZina; oznacime g.

Z priklada je téz jasny smysl vyroku ,,a je prvkem
mnoziny A"” (nebo — coZ je totéz — ,,a patfi do A",
»@ leZi v mnoziné A”), za néjz si zavedeme zkratku
aeA. Musime si jen dobfe uvédomit, Ze zde nejde o né-
jaky ,,organicky” vztah prvki k celku, nybrZz pouze
o vztah prvku k libovolné vytvofenému souhrnu. Prvky
mnozZiny mohou byt zcela riznorodé. Drastichy p¥i-
klad: MnoZina, kterd ma 3 prvky: (1) &islo5; (2) kral
Vaclav IV.; (3) spojita funkce sin2z.

Vratme se jeSté k ,,definici’” mnoZiny: ,,MnoZina je
souhrn uréitych objekti...” Minime tim toto: mno-
Zina je dana tehdy, kdyz je pro kazdy objekt urceno,
zda je jejim prvkem ¢i nikoliv. To neznamena, Ze by-
chom museli dovést skuteéné rozhodnout o kaZdém da-
ném objektu, zda do mnoZiny patii. (P¥iklad: Mno-
Zina transcendentnich ¢isel; nevime, zda =™ je trans-
cendentni nebo algebraické ¢islo.) Znamena to pouze,
Ze mnozina je uréena teprve tehdy, kdyZ se stanovi:
patfi k ni objekty, které maji tu a tu vlastnost, a zad-
né jiné objekty. Na druhé strané, mnoZina je 1plné
uréena svymi prvky; to znamena: kdyz kaZdy prvek
mnoZiny A patfi do mnoziny B, a také naopak kaZdy
prvek mnoZiny B patfi do mnoziny 4, kdyz tedy mno-
Ziny A a B maji tytéZz prvky — pak jsou totozné — je
to tatdZ mnozina, rozdil je jenom v oznaceni, pfipadné
v definici. P¥iklad: MnoZina vSech feSeni rovnice
sin 4n (x 4+ 1) = 1 a mnoZina vSech celych &isel déli-
telnych 4, jsou totozné.

Podle toho, co jsme fekli, sta¢i k uréeni (definici)
néjaké mnoziny A ¥ici:  pat¥ do 4, kdyz a jen kdyz
ma vlastnost P (na priklad: x patif do A, kdyZ a jen
kdyz x je celé éislo, délitelné 4). MnoZinu, kterou takto
uréujeme, oznacime
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E [z ma vlastnost P].
Piiklady: (1) E[2*+ 2 —2 = 0] je mnoZina

vSech FeSeni rovnice #* +x—2=—0; ma tedy dva
prvky: 1a —2; (2) E[0 <z £ 1] je mnoZina vSech

T
bodi uzavieného intervalu <0,1>; (3) E[2<zx<1]=

=@, nebot Zadné éislo neni vétsi nez 2 a pii tom mensi
neZ 1; (4) E [n celé, n >4, 22" | 1 je prvocislo];

n
o této mnoziné nevime, zda je prazdna ¢&i nikoli.

Kdyz kazdy prvek mnoZiny A je také prvkem mno-
Ziny B (jinak Feeno, kdyZ neexistuje zadny objekt,
ktery by byl prvkem mnozZiny A, ale nebyl p#i tom
prvkem mnoziny B), Fikime, Ze mnoZina A je déasti
¢ili podmnoZinou mnoziny B a piseme A C B nebo BD A.

Priklady: (1) MnozZina vSech C¢{isel, délitel-
nych 6, je éasti mnoZiny vSech ¢isel délitelnych 3;
2)E[0L2<L 1] C E[0 < 22< 1]. Podle nasi de-

z T
finice je prazdna mnoZina ¢asti kazdé mnoZiny, a kaz-
da mnoZina je éasti sama sebe, t. j. pro kazdcu mno-
Zinu A je
0C A,
A C A.

Opakujeme jesté, jaké mnoZiny nazyvame koned-
nymi a jaké spoletnymi. Rikame, Ze mnoZina je ko-
neénda, kdyz mi koneény pocet prvki, t. j. kdyz lze
oéislovati jeji prvky prirozenymi ¢éisly od 1 do uréi-
tého n. Koneénou mnozinu, jez ma prvky a, b, ..., p,
budeme znaéit{a, b, ..., p}. Na pFiklad {1, 2, 3, 4}
je mnoZina jeZ ma za prvky éisla 1, 2, 3, 4 a Zadna jina.
Prazdnou mroZinu poéitame rovnéZ mezi mnoziny ko-
necéné. VSechny ostatni -mnoZiny nazyvame nekoneé-
nymi.
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Z nekoneénych mnoZin jsou ,,nejméné obsazné” spo-
éetné mnoZiny. Nazyvame mnoZinu spocetnou, kdyz
je moZno oéislovat vSechny jeji prvky beze zbytku
pomoci pfirozenych éisel — piesnéji Feceno, kdyz je
mozné udat pFedpis, podle kterého je kazdému pfiroze-
nému éislu prifazen uréity prvek uvaZované mnoZiny,
a sice tak, Ze jsou tim vycCerpany vSechny jeji prvky
(t. j. kazdy je prifazen nékterému ¢islu). Uvedeme
priklad: Usporadame vSechna kladna racionalni
¢isla nasledujicim zpisobem: vyjadrime kazdé kladné
racionalni ¢islo jako podil dvou nesoudélnych kladnych
celych éisel (to je moZné a pfi tom jedinym zptisobem),
a potom je uspofadame piedevsim podle velikosti sou-
étu Citatele a jmenovatele a pak uvnitf takto vzniklych
skupin (kazda obsahuje koneény pocet ¢isel) podle
velikosti racionalniho ¢isla samého. Vznikne nasledu-
jici uspcfadani:

Jl" %" '?7 ':IY) '?" '41': %; 'g'y %’ R

Prifadime nyni kaZdému pfFirozenému ¢islu n to
racionalni éislo, které stoji na n-tém misté. Kazdé ra-
cionalni éislo je pak na zakladé tohoto predpisu pfi-
fazeno nékterému prirozenému ¢islu. Tedy podle nasi
definice mnozina vSech racionalnich ¢isel je spocetna.

Mnozina je souhrn uréitych prvki. Tyto prvky mo-
hou byt zase samy mnoZinami. Zde jsou dva takcvé pFi-
klady: (1) Mnozina vSech intervalli; (2) mnoZina
v8ech ¢&asti mnoZiny {a, b} ; jejimi prvky jsou tyto
mnoziny: &, {a}, {b}, {a, b}. Takovym mnoZinim,
jejichz prvky jsou zase mnoZiny, budeme Fikat systémy,
abychom se vyhnuli nejasnym vyrazim jako mnoZina
mnozin a pod. Tak misto o0 mnozZiné vSech ¢éasti dané
mnoziny mluvime o systému vSech ¢asti mnoZiny.

6'2. MnozZinové operace: spojeni, prinik, rozdil.
Kdyz vyjdeme ze dvou danych mnoZin 4 a B, mGZeme
vytvolit rznym zpisobem nové mnoziny: 1. Spqjeni
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mnozin A a B, jeZ zna¢ime A - B; to je mnozZina vSech
prvki, které patii bud’ do A nebo do B, piipadné také
do obou; 2. priunik mnoZin 4 a B, ktery znatime 4 . B
nebo A B; to je mnozina vSech prvkd, které patii jak
do A, tak do B; 3. rozdil mncZin A a B, ktery znacime
4 — B; je to mnozZina vSech prvki, které patfi do 4,
ale nepatfi do B; obdobné ozna¢ime B— A rozdil mno-
zin B a 4, t. j. mncZinu v8ech prvkd, které patfi do B,
ale nepatfi do 4 (mnozina B— A je tedy zpravidla
riznd od A — B a dokonce nema s ni ani jeden spo-
leény prvek). 4

Uvedeme nyni pfiklady: 1. Budiz A mnozZina
vSech obdélnik(i, B mnoZina vSech kosoétvercii. Potom
prinik 4 . B je mnoZina vSech étvercil, rozdil A — B
je mnoZina vSech obdélnikli, které nejsou souéasné
étverci, B — A je mnoZina vSech kosoétvercil, které
nejsou souéasné étverci. 2. Mam dva protinajici se
kruhy; mnozinu vSech bodii prvniho kruhu oznac¢ime 4,
mnozinu v$ech bodu druhého kruhu oznaéime B. Spo-
leéna ¢ast obou kruhu predstavuje pak jejich prinik,-
zbytky kruhii pfredstavuji rozdily A —B a B—A;
spojeni mnoZin A a B je representovano plochou obou
kruhi dohromady.

Muze se stat, Ze prunik dvou mnoZin je prazdny.
Rikadme pak, Ze tyto mnoZiny jsou disjunktni.

Pi#iklad: MnoZina vSech feSeni rovnice cos x = 0
a mnozina vSech FeSeni rovnice sin ¥ — 0 maji prazdny
prinik, ¢ili jsou disjunktni, nebot Zadné x neni sou-
casné TeSenim obou rovnic.

Je ziejmé, co nazyvame spojeni nebo prinikem jaké-
hokoliv koneéného poétu mnozZin. Tak spojeni
A + B 4 C mnozin A, B, C je mnoZina vSech prvki,
které patii aspofl do jedné z téchto mnozin. Lze v8ak
také definovat spojeni a prinik nekoneéného poétu
mnozin.
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Necht je dan néjaky systém mnoZin 2 (piredpokla-
dame, Ze neni prazdny). MnozZinu vSech prvkil, které
patfi aspon do jedné mnoZiny systému P, na-
zveme spojenim, mnoZinu vSech prvki, které patii do
kazdé mnoZiny tohoto systému, nazveme prinikem
tohoto systému. Je ziejme, Ze tato definice souhlasi
s definici spojeni a priniku koneéného poétu mnoZin.
Uvedeme nyni piiklady: 1. Necht 4, je mnoZina vSech
spojitych funkci f takovych, Ze je stale |f(x) | < =,
spojeni té€chto mnoZin je pak mnoZina vsech omeze-
nych spojitych funkci. 2. Necht Bz, kde x probiha
vSechna realna ¢isla, je mnozina vSech funkei, defino-
vanych na celé ose ¢iselné a spojitych v bodé z. Potom
prinik vSech B: je mnoZina vSech funkei, které jsou
vSude spojité.

6'3. Mnozina a vyrokovy vzorec. Jak vime, staéi
k definici-mnoziny 4 Fici: x pat¥i do 4, kdyz a jen kdyz
x mé vlastnost P. Podle toho odpovidd kaZdé vlast-
nosti uréitd mnozina (totiz mnoZina vSech objektid
s touto vlastnosti). Podle odst. 2'1 (str. 16) miZeme
vSak misto o vlastnosti mluvit o vyrokovém vzorci;
kazdému vyrckovému vzorci odpovida tedy wuréita
mnozZina, totiZ mnoZina vSech prvkii, které spliuji
tento vyrokovy vzorec, t. j. prvku, jejichZ dosazenim*)
za neuréitou vznikne spravny vyrok. Kazdému vyroko-
vému vzorci odpovida tedy urcitd mnoZina; oviem ta-
taz mnozina miiZe odpovidat riznym vyrokovym vzor-
cum. Tak vyrokovym vzorcim (1) éislo x je celé; (1)
sin z x = 0 odpovidd tatdZz mnoZina, nebot kaZdé x,
které spliiuje prvni vzoree, spliuje také druhy vzorec
a naopak. Nastiva ‘to zfejmé v tom a jen v tom pFi-
padé, Ze uvaZované vyrokové vzorce jsou ekvivalentni.

*) Chceme-li se vyjadfovat logicky sprdvné&, musime ovSem
mluvit o dosazeni oznaéen{ prvku, nebot na pf. do vyroko-

yého vzorce ,x leZi na mém stole” dosazujeme za x slovo
»tuZka” a nikoli tuZku.
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Ekvivalenci vyrokovych vzorel odpovida tedy totoZnost
prislusnych mnozZin. Obdobné si odpovidaji také jiné
vlastncsti vyrokovych vzorcu-a logické operace na jed-
né, a vlastnosti mnoZin a mnozZinové operace na druhé
strané. Tak vyrokovy vzorec je splnitelny tehdy-a jen
tehdy, kdyZ pFisluséna mnoZina je neprazdna. Konjunkei
dvou vyrckovych vzorci odpovida prinik prisludnych
mnoZin; jejich disjunkci odpovida spojeni.

Vibee, pokud jde o dvahy, v nichZ je dovoleno na-
hradit kazdy vyrokovy vzorec kterymkoliv vzorcem,
ktery je s nim ekvivalentni, je lhcstejné, zda budeme
mluvit o vyrokovych vzorcich nebo o mnoZinach. Kaz-
dé vlastnosti vyrokovych vzoreli odpovida pak uréita
vlastnost mnoZin a nacpak.

6’4, Princip vybéru. Za¢neme zase prikladem. Polo-
Zime si otdzku, zda existuje mnoZina realnych cisel,
ktera by méla tyto dvé vlastnosti: 1. Rozdil libovol-
nych dvou ruznych éisel, které do ni patfi, je iracio-
nalni; 2. k libovolnému realnému é&islu x, které do ni
nepatii, existuje ¢islo y z této mnoZiny takové, Ze roz-
dil x — vy je racionalni éislo.

Tyto vlastnosti vypadaji sice dosti podivné a kom-
plikované, avSak takovou -mnoZinu skutec¢né potiebu-
jeme v jednom oboru matematiky (v theorii miry).

DokaZeme nyni, Ze takovd mnozZina existuje. Pro
kazdé realné cislo 2z budiz A: mnoZina vSech ¢isel
2 4+ r, kde r je raciondlni., Potom dvé mnoZiny A.
a A, jsou bud totciné (kdyz z — 2’ je racionalnf ¢islo)
nebo disjunktni (kdyz 2—=2 je iracionalni éislo).
Zi'ejmé miZeme vybrat po jednom prvku z kazdé mno-
Ziny A.; presnéji Tefeno, existuje mnozina, ktera ma
pravé jeden spoleény prvek s kaZdou mnoZinou A4.-
Necht B je takova ,,vybérovi” mnoZina. DokiZeme, Ze
mnoZina B ma poZadované vlastnosti. Kdyz « ¢ B,
y ¢B, x & vy, pak ¢&islo x — y je iracionalni, nebot ji-
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nak by bylo x — y 4 (x —vy) ¢ Ay a soucasné y « 4y,
tedy mnoZina B by méla s A aspon dva spoleéné prvky.
To viak je spor. Dale, kdyz z je néjaké realné éislo, pak
necht x je jediny spoleény prvek mnoZin B a 4,. Po-
tom x ¢ 4, tedy x — 2 je racionalni. Tim je dikaz pro-
veden.

Vsimnéme si nyni jadra tohoto dikazu, které ziejmé
spo€iva v zavedeni mnozZiny B. Toto zavedeni je zase
zaloZeno na predpokladu existence ,,vybérové mnoziny”,
t. j. mnoziny, kterd ma pravé jeden spoleény prvek
s kaZdou danou mnozZinou A4.. Existenci takové mno-
Ziny jsme nedokazovali, nybrz prosté fekli, Ze je zFejma,
nebot se zda vskutku naprosto samoziejmeé, Ze si miZe-
me zvolit po jednom prvku v kazdé mnozZiné A..

O existenci podobné ,,vybérové mnoziny” se opira
fada dikazi, predev$im ovSem v theorii mnoZin, ale
také v jinych oborech matematiky. Zasady existence
takové mnoziny se dlouho uZivalo, aniz by byla vyslov-
né formulovana; vlastné se ani neuvédomovalo, Ze zde
jde o néjaky zvlastni princip — tak samoziejmou se
zd4 existence ,,vybérové mnoziny”. Teprve pozdéji byla
tato zdsada formulovana jako princip (axiom) vybéru:

Ke kazdému (neprazdnému) systému
navzajem disjunktnich neprazdnych
mnozin existuje mnoZina, ktera ma
pravé jeden spoleény prvek s kazdou
z téchto danych mnoZin.

Vsimnéme si nyni nékterych otazek tykajicich se
principu vybéru. PiedevSsim je nutné ¥ici, Ze princip
vybéru netvrdi, Ze se vybérova mnoZina da sestrojit,
nybrz pouze tvrdi, Ze existuje. Rika tedy jen toto: Neni
pravda, Ze by kazda mnozina, kterama aspoil jeden
spoleény prvek s kazZdou mnoZinou daného systému
(pFedpokladime ovSem, Ze tyto mnoZiny jsou navza-
jem disjunktni), musela nutné mit s nékterou z nich
né&kolik spoleénych prvki. S intuicionistického hle-
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diska (viz odst. 3'4) nemai tedy princip vybéru vibec
smysl. -

Dalsi otazka je tato: prcé se zda princip vybéru tak
samoziejmy (aspofi na prvy pohled; uvazujeme-li o ném
hloubéji, nemusi se vilbec zdat evidentni). Pokud jde
o koneény systém mnoZin, je princip vybéru skutecné
samoziejmy. Jde-li o koneény systém koneénych mno-
Zin, miZeme vybér skutené provést, tedy sestrojit vy-
bérovou mnoZinu; jde-li o koneény systém nekonec-
nych mnozin, pak miZeme aspoii bezvadné logicky dc-
kazat existenci takové mnoziny. KdyZ pak jde o ne-
koneény systém mnoZin, povaZujeme princip vybéru za
samoziejmy prosté proto, Ze si myslime neomezené po-
kraécvani vybéru nebo existenéniho dikazu, ktery se
da skuteéné provést pro koneény systém; nedovedeme
si predstavit zadny divod, pro ktery by se toto pokra-
¢ovani muselo nékde zastavit. Jinak Feceno, princip vy-
béru se nam zda evidentni proto, Ze je nim vlastni —
tfeba Ze si to neuvédcmujeme — piesvédéeni o moz-
nosti takovych aktd jako je soucasny vybér (volba)
mrepresentanta’” v nekoneéné mnoha mnozZinach. Cela
theorie mnozin — aspon jak byla pivodné vybudo-
vana spoc¢iva vlastné na takovém presvédéeni. —
Zabihame zde vSak jiz do filosofickych a psychologic-
kych otazek. Vratme se nyni zase k theorii mnoZin.

NasSe tivahy o divodech samoziejmosti principu vy-
béru nebyly ovSem zdaleka ani nastinem dikazu. Kla-
deme si nyni otazku: D4 se princip vybéru viibec doka-
zat, nebo jej mame povaZovat za nedokazatelny axiom
theorie mnoZin. Kdyby se dal dokazat, pak by byl oby-
¢ejnou vétou, a naSe ivahy o jeho samoziejmosti by
byly zbyteéné. Ukazuje se vSak, Ze skuteéné musime
povaZovat tento princip za zvlastni axiom. Je sice moz-
né dckazat princip vybéru pro nékteré velmi specidlni
pfipady (na p#iklad kdyZ jde o systém mnozZin pfiroze-
nych ¢&isel), selhavaji vSak vSechny pokusy dokazat jej
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obecné, Kdykoli byl takovy dukaz zdanlivé proveden,
ukazalo se, Ze spo¢iva na pfedpokladu, ktery jiz obsa-
hoval tento princip. Na druhé strané, princip vybéru
vede sice Gasto k disledkim paradoxniho razu, nevedl
vSak dosud nikdy ke sporu. Je proto, jak jsme Fekli,
povaZovan. za nezivisly axiom theorie mnoZin. Ma v3ak
pfi tom ponékud zvlastni postaveni; tak je zvykem
udavat, zda se v ur¢itém dikaze pouZilo tohoto axiomu
a kde, a podle mozZnosti se jemu vyhybat. -

Do podrobnéjsiho rozboru viech téchto otazek se zde
nemiiZeme poustét. Spokojime se s tim, co jsme Fekli
a poznamename jesté, Ze principu vybéru se zfidka kdy
uziva v obvyklych partiich matematiky, které jsou
nutné pro aplikace, naproti tomu vSak je nezbytny pro
vybudovani theorie mnoZin a zaloZenych na ni abstrakt-
néjsich cbori matematiky. *

6’5. Antinomie theorie mnoZin. Nedefinovali jsme
vlastné vilbec, co nazyvime mnoZinou, a naSe tak zvana
definice ,,mnoZina je souhrfn uréitych véei...” je velmi
neurcita. Da se proto oéekavat, Zze se vyskytnou mno-
Ziny s prekvapujicimi a paradoxnimi vlastnostmi. Uka-
zuje se dokonce, Ze neomezena volnost v tvofeni mno-
zin podle nasi ,,definice’’ vede nakonec ke sporim.

Uvedeme nyni dva piiklady:

1. VSimnéme si mnoziny (oznaéime ji tfeba A) viech
piirozenych ¢isel, ktera se daji definovat tak, Ze ui-
vame pouze znamych éeskych slov a pfi tom pouZijeme
nejvyse 1000 pismen, Do této mnoZiny pat¥i na piiklad
¢isla 1, 2, 3, 1000000, 99, (99)!, nebot se daji zfejmé
definovat timto zpiisobem (na pFiklad ,,souéin vSech
celych ¢isel od jedné do deviti na devatou’).

Je ziejmé, Ze nasSe mnoZina A obsahuje pouze konec-
ny poéet Eisel, nebot s pouzitim nejvyse 1000 pismen
muzeme vytvofit vilbec pouze koneény poéet definici.
Jezto je konefna, existuje nejmensi pfirozené ¢islo
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(oznaéime je tfeba m), které do ni nepatii. Toto éislo
lze vSak ziejmé definovat také takto: ,nejmensi éislo,
které se nedi definovat tak, Ze uZivime pouze zna-
mych éeskych slov a pfi tom pouZijeme nejvySe tisice
pismen”. Zde jiZ méame spor. Podafilo se nam totiz
pravé definovat éislo m tak, Ze jsme uZivali pouze zna-
mych &eskych slov a pfi tom pouZili méné neZ 1000
pismen. To pravé znamena, Ze ¢islom patti do mno-
ziny A; je v8ak definovano jako nejmensi &islo, které
tam nepat#i.

2. MiZe byt mnoZina prvkem sama sebe, muZe tedy
nékdy platit A £ A? Se zadnou takovou mnozinou jsme
se dosud nesetkali, nemtiZeme vS8ak tuto moZncst pre-
dem vylouéit.

BudiZ nyni N mnoZina vsech ,,normalnich” mnoZin,
t. j. vSech mnozin, které nejsou prvky sama sebe. Do N
patii vS8echny mnoZiny, s nimiZ jsme se dosud setkali:
zda jsou néjaké mnoziny, které by nepatfily do N, jesté
nevime. :

Ptame se nyni: Je mnozZina N sama ,normalni”, —
jinak feéeno, je N non ¢N nebo N ¢ N? Uvidime ted,
Ze obé mozZnosti vedou ke sporu. Kdyz totiZ predpokla-
dame, Ze N non ¢ N, pak to znamena, Ze N je ,nor-
malni”, tedy podle definice mnoZiny N (A patfi do N,
kdyz A non €A4) je N ¢ N, coZ je spor s piedokladem.
Kdyz naopak pfedpokladame, Ze N ¢ N, pak to zna-
mena, ze N neni ,,normalni”, tedy podle definice mno-
Ziny N plati N non ¢ N, coZ je zase spor.

Mame zde dva piiklady mnoZin, jejichZ zavedenim
dcspivame nutné k logickému sporu, a mohli bychom
uvést celou fadu podobnych pFikladh. Skuteénost, Ze
pFi neomezené volnosti v tvofeni mnoZin se mohou vy-
skytnout takové piipady, vede k revisi theorie mnoZin
a v disledku toho také k revisi tradiéni ,naivni” lo-
giky. Je totiz nutné korigovat pojem mnoziny tak, aby
se vyloudily vSechny ,sporné” mnoZiny; jeZto vSak
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ke zcela obdobnym sporim mohou vést — jak uvidime
dale — také obvyklé logické pojmy (pojem vlastnosti
a pod.), je nutna také revise logiky. — Timto okruhem
problému se zde nemiiZzeme zabyvat; odpovime jenom
na nékteré otazky, které se asi samy vnucuji ¢tenafi.

1. Jaka je ,pfic¢ina” zminénych sporti — feceno po-
nékud presnéji, ¢im se vyznaéuji podobné ,spcrné”
mnoziny ?

Ve dvou ptikladech, které jsme uvedli, a také v ji-
nych podobnych pripadech obsahuje ,,definice” uvaZo-
vané mnoziny jakysi logicky kruh; to je pravé charak-
teristické pro takové ,,sporné” mnoZiny.

Tento kruh spoéiva, jak se Ctendl muZe presvédéit
na naSich prikladech, zhruba Feceno v tomto: Abychom
zjistili, zda uréity prvek a patfi do takové ,sporné”
mnoziny, musime nejdfive védét, jaké prvky tato mno-
Zina obsahuje, tedy mimo jiné, zda obsahuje tento
prvek a.

2. Je theorie mnozin ,,odpovédna” za tyto spory, t.].
vyskytuji se podobné spory pouze v theorii mnoZin
anebo také tehdy, kdyz uZivame pouze tradi¢nich po-
jmi, jako vlastnost a pod.?

Odpovéd je vlastné jasna a vyplyva jiz z toho, Ze
muzZeme (viz odstavec 6'1) vzdy mluvit o vlastnosti
misto 0 mnoZiné a naopak. \

Uvedeme piiklad vlastnosti, ktera odpovida ,,sporné”
mnoziné ,normalnich” mncZin. Budeme Fikat, Ze né-
jaka vlastnost je impredikabilni, kdyZz se ne-
vztahuje sama na sebe. Tak na pfiklad vlastnost ,,ab-
straktni” neni impredikabilni, nebot je sama abstrakt-
ni, kdeZto vlastnost ,,éerveny” je impredikabilni, proto-
Ze sama neni ¢ervena. Ptame se nyni, je-li vlastnost
mimpredikabilni” sama impredikabilni. Pfedpokladej-
me, Ze jest; pak se vztahuje sama na sebe, tedy neni
impredikabilni. Piedpokladejme tedy, Ze impredikabilni
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neni; pak se nevztahuje sama na sebe, tedy jest impre-
dikabilni. Tak nebo tak, dospivame vzdy nutné ke sporu.

3. Jakym zplscbem se daji vylouéit ,,sporné” mno-
ziny a jaké disledky to ma?

Nejdfive musime odpovédét na pripadnou namitku:
Jjak miZeme vylucdovat néjaké mnoziny jen proto, Ze se
nam nehodi? — Ve skuteénosti vyluéujeme pouze n e-
korektni definice, lépe Fefeno ,,pseudo-defi-
nice”, které nic nedefinuji, nebot samy obsahuji spor.
Takové pseudo-definice jsou definice mnoZin v obou
naSich prikladech z tohoto odstavce, jakoz i definice
vlastnosti ,,impredikabilni”.

Jak tedy miZeme vylouéit takové pseudo-definice?
Jsou zde dvé cesty. PredevSim lze vybudovat theorii
mnozin axiomaticky, pravé tak, jako kterykoliv mate-
maticky obor, na piiklad elementarni geometrii. Vy-
louéime tim ,,sporné” mnoZiny, avSak — jak se uka-
zalo, kdyZ takova axiomaticka vystavba byla skutec¢né
provedena — spolu s nimi musime vyloudit také neé-
které nezavadné mnoziny. Mimo to nejsou timto postu-
pem dotéeny ,,sporné” vlastnosti jako ,,impredikabilni”
2 pod.

Zasadné se odstrani podobné spory teprve revisi tra-
di¢éni logiky. Tato revise spo¢iva mimo jiné v tom, Ze
se nékteré zdanlivé korektni vyroky prohlasi za nepfi-
pustné, t. j. nemajici smysl; spadaji mezi né na p¥iklad
vyrcky, ve kterych je néjaka vlastnost vztahovana na
sebe samu. ,,Definice” impredikability nemé potom vii-
bec smyslu a viechny analogické spory a paradoxy od-
padnou.

Obratime se nyni k pojmim relace (vztahu),
funkce (obecnéji zobrazeni) a proménné. Nej-
dfive si zavedeme jéden velmi dilleZity pomocny pojem.

6'6. Kartézsky soudin, Necht jsou dany mnoziny A
a B. Mnozinu vsech dvojic (a, b), kde a je prvek mno-
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Ziny A, b je prvek mnoziny B, nazveme kartézskym
souc¢inem mnozin A a B a oznacime 4 X B. P¥i tom
u dvojic zalezi na poradi, takZe (a, b) a (b, @) jsou
rtizné dvojice, oba ¢leny dvojice mohou vSak byt totoz-
né, t. j. (a, @) povazujeme rovnéz za dvojici, pfi cemz
oviem (a, @) leZzi v A B tehdy a jen tehdy, kdyz
acd aacB. ’

Priklady kartézského soucinu: 1. Necht 4 ma
dva prvky: a,, @,, B ma rovnéz 2 prvky: b,, b,. Potom
AX B ma ¢tyii prvky: (e, b,), (@, b)), (a, b)),
(a,, b;). Kartézsky soufin 4 X A ma rovnéz étyri
prvky: (e, a), (a,a)), (a,a), (@, a,).

2. Budiz F mnozina viech redlnych éisel. Pak EX E
je mnoZina vdech dvojic realnych éisel. JeZto kazdy bod
roviny je uréen dvojici realnych ¢isel (totiZ svymi kar-
tézskymi soufadnicemi) a obracené kazda dvojice real-
nych &isel uréuje bod roviny, miZeme interpretovat
E X E jako rovinu a povazovat rovinu za kartézsky
soucin piimka X pFimka.

Podobné jako kartézsky soucin dvou mnoZin, lze de-
finovat také kartézsky soucin” libovolného koneéného
poétu mnozin, Tak A X B C je kartézsky souéin mno-
Zin 4, B, C, t. j. mnoZina vSech trojic (a, b, ¢), kde
a e€A,b e B, c ¢ C. Obdobné jiko jsme interpretovali
rovinu, miZeme také interpretovat obvykly trojroz-
mérny prostor jako kartézsky souéin — piFimka X
X primka X pfimka.

6'7. Relace. Necht je dan uréity vztah mez prvky
mnoZin A a B. (PFiklad: A — B je mnozina real-
nych éfsel; jde o vztah ,,...vétsi, nez...”, t. j. vztah
x>19y.) To zmamena: je dan uréity vztah, ktery ma
smysl (je definovan) pro libovolné prvky x ¢ A,y ¢ B;
splnén miiZze byt pro vSechny, pro nékteré nebo pro
zadnou dvojici ,y. Potom mnoZina v3ech dvojic (a,b),
kde a ¢ A, b ¢ B, takovych, Ze a a b jsou v uvaZova-
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ném vztahu, je ¢éasti kartézského soudinu 4 X B. Na-
opak, je-li dina mnoZina M C A X B, je tim dan vztah
mezi prvky mnozin A a B; totiz vztah (z, y) ¢ M.
Kazdému vztahu mezi prvky dvou mnozin je tedy pfi-
fazena éast jejich kartézského souéinu a naopak.

Priklady: 1. Vztah #*<y (za x a y se dosazuji
realnd ¢isla). 0dpov1da miu, interpretujeme-li ¢isla
jako body roviny, vnitfek ]lSte paraboly. 2. Vztah
22 4-y* = 2xy. Tento vztah je splnén pro libovolna
realna é&isla x, y. PfisluSsni mnoZina je tedy totoina
S celou rovinou. 3. Vztah x* 4 9* < 2zy (zax a y se
dosazuji realnd ¢isla). PFislusnd mnoZina je ziejmé
prazdna.

V odstavei 2'1 (str.16) jsme Fekli, Ze kaZdy vztah je
vyjadien vyrokovym Vvzorcem (s nekohka neurditymi),
na priklad vztah ,,>” je vyjadfen vyrokovym vzorcem
,»% je vétSi nezy". Je viak zfejmé, Ze tentyz vztah mize
byt vyjadfen riznymi vyrokovymi vzorci. Tak vztah
,vetsi” je vyjadien také vyrokovymi vzorci ,, x—y > 0",
27> 2¥” atd., jeZ jsou ovSem vS8echny navzajem ekvi-
valentni. OvSem, nebylo dosud FeCeno, €emu vlastné
rikime ,,vztah”, takZe neni ani jasné, co znamena ,ten-
tyz vztah”. Nyni vSak jiZ miZeme definovat termin
»vztah” na zakladé pojmu mnozZiny a kartézského sou-
¢inu, a to tak, Ze nebude zileZet na tom, jakym vy-
rokovym vzorcem je vyjadfen, nybrz jen na tom, které
prvky jsou v daném vztahu.

Rekli jsme totiZ, Ze kaZdému vztahu mezi pryky mno-
zin A a B odpovida vzijemné jednoznaéné uréita mno-
Zina dvojic (a, b), kde a ¢ 4, b ¢ B. Nyni viak piimo
definujeme: Vztah (relace) mezi prvky mno-
ZinAaB jeurcita mnoZina dvojic (a,b),
kde a ¢ A, b B. Dva vztahy povazujeme podle toho
za totozné, kdyz jsou totoZné jako mnoziny. Touto de-
finici nezavaddime ovSem nic podstatné noveho, reduku-

¥we

jeme v8ak pojem vztahu na jednodussi pojem mnozZiny.
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6'8. Zobrazeni a funkce. KdyZ kazdé hodnoté veli-
¢iny x odpovida uréita hodnota veli¢iny y, pak Fikame,
Ze y je funkei x. Touto ,,definici” je dobfe vystiZena
podstata funkce (obecnéji zobrazeni) — totiZ to, Ze
pfifazujeme kazdému prvku jedné mnoZiny urcity
prvek druhé mnoziny. PFi tom jde o Cisté logické pfi-
fazeni podle piedem daného pevného, jinak vSak libo-
volného predpisu; neni viibec nutné, aby se zobrazeni
dalc vyjadFit néjak ,,pFirozené”. Tak neni nutné, aby
se funkce dala vyjadrit pomoci zakladnich aritmetic-
kych operaci a pripadné limitniho pfechodu; staéi, aby
byl dan predpis, podle kterého je kaZdému éislu pii-
Fazeno uréité Cislo. MiZeme tedy Fici: jsou-li dany
mnoZiny A a B a piedpis, podle kterého je kaZzdému
prvku mnoZiny A pfifazen jeden uréity prvek
mnozZiny B, pak je tim danc zobrazeni mnoziny A do
mnozZiny B. Prvek mnoZiny B, ktery je pfi tom pfi-
fazen prvku x ¢ A, nazyvame obrazem prvku x. Ve
speciadlnim pfipadé, kdyz B se sklada z realnych, resp.
komplexnich éisel, mluvime misto ¢ zobrazeni o funkei
(realné pripadné komplexni). '

Zobrazeni miZeme ziejmé povaZovat za zvlastni pii-
pad vztahu. Je-li totiz dano urcité zobrazeni, pak je
tim dan také vztah ,,y je cbrazem «”. Je-li naopak dan
vztah R takovy, Ze ke kazdému x ¢ A existuje praveé
jedno y¢ B, které je k nému v relaci R, pak je tim
dano uréité zobrazeni — totiz zobrazeni, které pri-
Fazuje kazdému x pravé toto jediné y.

Tato okolnost vede pfimo k definici zobrazeni jako
uréité podmnozZiny kartézského souéinu. Definujeme
totiz: zobrazeni mnoZiny A do mnoZiny B je ¢ast F
kartézského souéinu A X B takova, Ze ke kaZdému
xeA existuje praveé jedno yeB, pro néz (x,y) ¢ F.
Podle této definice budeme tedy nazyvat zobrazenim
(pFip. funkei) pravé to, emu se v piipadé realné
funkce Fika graf funkce.
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Uvedme dva priklady: 1. Necht 4 je mnoZina
realnych ¢isel, F je zobrazeni 4 do 4 (t. j. redlna
funkce) a obrazem F(x) ¢isla x je jeho ¢tverec x2. Pak
podle nové definice F je mnoZina bodl se soufadnicemi
xz, 2. 2. F je‘wobrazeni mnoZiny {a, b} do mnoZiny
{¢, d}; obrazem prvku a je ¢, obrazem prvku b je d.
Pak F je mnozina {(a, c), (b, d) }.

Opakujeme jesté stru¢né: funkce je specialni pripad
zobrazeni. Zobrazeni je — Feéeno nepresné — predpis,
kterym je kazdému prvku z mnozZiny A pfifazen prvek
z mnoZiny B. Refeno presnéji, zobrazeni je mnoZina
dvojic (prvek; pfifazeny jemu prvek).

6'9. Proménné veli¢iny. V matematice a fysice mlu-
vime éasto o proménnych veliéinach. P¥iklad: Teplo-
ta je v uvaZovaném télese proménnou veli¢inou. Zna-
mena to zde toto: v kaZdém bodé télesa je v kaZdém
okamziku zcela urcita teplota (jez vSak je obecné riz-
na pro rizné body a okamziky). Kdyz mluvime o pro-
ménné veli¢iné, myslime tim pravé souhrn uvaZova-
nych bodil a okamzZikl s pFisluSnymi k nim hodnotami.
Podle toho je tedy proménna veliéina spe-
cidlnim pfipadem zobrazeni: kazdému
prvku uréité zakladni mnoZiny (v naSem piikladé bo-
diim v prostoru a Case) je prifazeno ¢islo (v nasem
prikladé teplota v tomto bod€), pripadné skupina éisel,
vektor a pod. Daldi dva pFiklady: 1. Potencial
(v dané oblasti) je proménnou veli¢inou. To znamena:
v kazdém bodé ma potencial uréitou hodnotu (obecné
od bodu k bodu riznou). 2. Obsah primétu trojahel-
niku o dané délce stran na danou rovinu je proménny.
To znameni: pro kaZdou polohu trojihelnika ma pru-
mét uréity obsah. TotéZz muZeme Fici jinymi slovy jesté
takto: obsah primétu trojahelniku s danymi stranami
je funkci jeho polohy.

Specidlnim meznim pfipadem proménné veliéiny je
konstanta, tedy proménna veliGina, jez ma vSude stej-
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nou hodnotu. Na pfiklad podil obvodu a poloméru
kruhu je konstanta, t. j. ma uréitou hodnotu pro kaZz-
dy kruh a pf¥i tom je to hodnota pro vSechny kruhy
tataz.

V matematice se o proménnych mluvi v rtzném
smyslu. Tak na piiklad, kdyz mluvime o ,,funkci dvou
proménnych” nebo o ,funkci komplexni proménné”,
pak jde jednoduse o funkei, ktera prifazuje uréité ¢islo
kazdé dvojici éisel (z urdité mnozZiny), resp. kazdému
komplexnimu éislu (z uréité mnoZiny). V tomto p¥i-
padé nejde o Zadné proménné v tom smyslu, jak jsme
si je pravé charakterisovali. Jiny pfipad mame, kdyz
fikame ,,na plose P je proménna z funkci proménnych
zay"”. Zde jsou x, y, z soufadnice bodu v prostoru
(v uréitém soufadnicovém systému). Jsou to tedy
skuteéné proménné, t. j. funkee, které prifazuji uréité
éislo (zde soufadnici), kaZdému prvku zikladni mno-
Ziny — zde kaZdému bodu prostoru. KdyZ fikime ,,na
ploSe P je proménna z funkci proménnych x a y”, pak
to znamena toto: existuje ,,funkce dvou proménnych”,
t. j. funkce, definovana pro dvojice ¢isel — oznacime
Ji f — tak, Ze pro libovolny bod A plochy P je z(4) =
= flz(4),y(4)}; x(4), y(4), 2(4) maéi zde sou-
Fadnice bodu A — jinak feéeno, hodnoty proménnych
x,Y,2 vbodé 4.

Pripominame jesté, Ze mezi proménnou a neuréitou,
tak jak jsme si je zavedli (sr. odst. 2'1), je zasadni lo-
gicky rozdil.

n,Proménnou” jsme si zavedli jako zvlastni pfipad
zobrazeni; je to tedy ¢€isté matematicky pojem. Na-
proti tomu ,,neurditd” je pojem z logiky, totiz z t. zv.
theorie Fedi (logické) a znameni znacku, za ni% se mo-
hou podle uréitych pravidel dosazovat jiné znaéky
(v. odst. 2'2). RoazliSovani téchto termind se sice ne-
dodrzuje (v logice i v matematice se mluvi o promén-
né), pojmy jsou vSak podstatné rizné.
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7. DEFINICE

7'1. Co je to definice. Termin (vyraz, pojem) je de-
finovan, kdyz je stanoven jeho vyznam. To je sice jas-
né, musime vSak Fici pfesné, co to znamena ,stanovit
vyznam'’.

Miuzeme Fici, Ze zname vyznam néjakého vyrazu, kdyZ
zname vyznam kaZdého vyroku, ve kterém se tento vy-
raz vyskytuje, t. j. kdyz dovedeme kazdy takovy vy-
rok prevést na ekvivalentni vyrok, ve kterém jiZ neni
uvazovany vyraz obsaZen. Tak vyznam vyrazu ,,rovno-
béiny” je v geometrii roviny uréen definici ,,pfimky,
které nemaji zadny spoleény bod, nazyvame rovnobéz-
nymi’”, nebot na zakladé této definice miZeme vsude
nahradit vyraz ,rovnobézny’, vyrazem-,,. .. které ne-
maji zadny spoleény bod”. MiZeme tedy Fici kratce:
definice je vyrok, kterym je tiplné uréen vyznam defi-
novaného vyrazu. Redeno podrobnéji a presnéji, defi-
nice vyrazu je vyrok, na jehoZz zikladé miZeme pfevést
libovolny predloZeny vyrok, ktery obsahuje tento vy-
raz, na ekvivalentni vyrok, ktery jej jiz neobsahuje.

Definice je tedy charakterisovana pouze svou logic-
kou funkei (ikolem) — totiz tim, Ze umoziuje elimi-
naci definovaného vyrazu. Neni vSak viibec piredepsano,
jaky logicky tvar ma definice mit. Tak neni naprosto
nutné, aby definice byla utvofena podle znamého pra-
vidla ,,definitio fit per genus proximum et differentiam
specificam”, t. j. pomoci pojmu nejblize nadfadéného
a druhového rozdilu. Ostatné ¢asto neni viilbec mozné
uvést definici na tento tvar.

Tentyz termin lze definovat riznym zplisobem, ne-
bol smime povaZovat za definici terminu kazdy vyrok,
ktery umoziiuje jeho eliminaci. Tak na piiklad kazdy
z nésledpjicich vyroki miZeme zvolit (v planimetrii)
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za definici vyrazu ,,pFimky jsou rovnobézné”: 1. dvé
piimky jsou rovnobézné tehdy a jen tehdy, kdyZz ne-
maji Zzadny spoleény bod; 2. dvé pFimky nazyvame
rovnobéZnymi, kdyZz maji spoleénou kolmici; 3. dvé
primky jsou rovnobéziné tehdy a jen tehdy, kdyZ se do-
tykaji aspon tfi kruZnic o stejném poloméru. Tyto vy-
roky jsou navzajem ekvivalentni; jakmile zvolime je-
den z nich za definici, stanou se ostatni dva dokazatel-
nymi vétami. O tom, ktery z nich skuteéné zvolime za
definici, rozhoduji pouze metodicka hlediska — jedno-
duchost, nazornost atd. Zde bychom na priklad zvolili
za definici prvni vyrok, mozna také druhy, ale jisté ni-
koliv tieti.

Nez pujdeme dale, je nutna jedna poznamka, tykajici
se slovniho tvaru definice.

Definice se vyslovuje obvykle asi timto zptisobem:
»Nazveme funkei spojitou, kdyz ... (ma ty a ty vlast-
nosti)”. Kdybychom chtéli vyslovit tuto definici zcela
korektnim zpisobem, museli bychom Fici ,funkce je
spojita, kdyz a jen kdyz ' Je vSak zvykem Fikat
v definici misto ,,kdyz a jen kdy"’ pouze ,kdyZz'; zmi-
néné definici mame tedy — coz je ostatné samo-
zfejmé — rozumét tak, Ze funkce je spojita, kdyz ma
uréité vlastnosti, ale také naopak, kdyz tyto vlastnosti-
nema, pak spojita neni. Kromé toho, v obvyklém tvaru
definice se vyskytuje slovo ,nazyvame” a pod. Tento
vyraz neni ovSem logickou souéasti definice, nybrz ma
naznaéovat, Ze nejde o dokazanou vétu, nybrz o za-
vedeni a definici nového terminu.

Uvedeme nyni dva pifiklady definice: 1. Pfimky,

které nemaji Zadny spoleény bod, nazyvame rovnobéz-
nymi; 2. existuje soudet fady 1 -+ 1 + M + ;, + ..

tento soucet oznad¢ime e. Tyto piiklady representujl
dva typy definic. V prvnim pi#ikladé zaviadime vyraz
,rovnobézné” jako zkratku za vyraz ,,. ‘. nemaji
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zadny spole¢ny bod”. V druhém pripadé predchazi de-
finici logicka konstrukece, ktera zde spoéiva
v dilkaze, Ze existuje pravé jedno ¢islo, které je sou-
&em Fady 1+ + 5+ . . . ; viastni definice pak
spoéivd v pojmenovani tohoto éisla. Pro prvni typ
definice je tedy. charakteristické to, Ze definovany vy-
raz ma raz zkratky za uréity jiny vyraz. Definici tohoto
druhu muiZeme nazvat nominalni. Pro druhy typ defi-
nice je pak charakteristické to, Ze je tésné spojena s lo-
gickou konstrukci; miiZeme ji nazvat konstruktivni.

7'2. Ulpha definici v matematice. Kdyz se ptame,
jaka je uloha definici v matematice, pak si musime
vSimnout dvou dulezitych okolnosti: Za prvé, v za-
sadé by se dal kazdy matematicky obor vybudovati bez
definici, tedy tak, Zze bychom uzivali pouze zakladnich
termind, které se vyskytuji v axiomech. Mazeme totiz
postupné eliminovat vsSechny definované terminy, aZ
bychom nakonec pfevedli vSechny matematické véty
na véty, které obsahuji pouze zakladni nedefinované
pojmy (na priklad v geometrii vyrazy ,,bod”, ,,pFimka”,
»leZi na...” a pod.). Mohli bychom timto zpusobem
tieba pr"evést integralni a diferencialni pocet na vyroky
o celych éislech a jejich vlastnostech. Dostali bychom
oviem takto nepfedstavitelné slozité vyroky, s kterymi
bychom vibec nedovedli operovat. — Za druhé;
nové matematické objekty zavadime logickou kon-
strukei, t. j. bud’ pfimym udanim, nebo dikazem exi-
stence; definice pak znamena vlastné jen pojmenovani
takového obJektu )

Nyni jiZ miZeme Fici, jaky vyznam ma v matematice
definovani novych termini. Za prvé, definice nového
terminu je nerozluéné spojena s logickou konstrukei
a dopliiuje ji; kdyz jsme totiz dokazali, Ze existuje
jediny prvek s urcitou vlastnosti (na prlklad jediné

dislo, které je souétem fady 1 4 1, + 2, 4+ ...), pak
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musime mit pro tento prvek uréité oznaéeni, chceme-li
jej uéinit samostatnym pfedmétem zkouméani. To, Ze
zavedeme a definujeme termin (nazev) pro néjaky
matematicky objekt, znamena zpravidla pravé to, Ze se
stava predmétem systematického studia. Z tohoto hle-
"diska znamena definice v matematice céasto dilezity
krok kupiedu.

Za druhé, definice ma ¢asto vyznam jako zkratka
za sloZity vyraz. To se tyka pfedeviim pomocnych de-
finic, které zavadime béhem dikazu.

7'8. Nominilni definice. Piejdeme nyni k jednot-
livgm typim definice podle jejiho logického tvaru.
Probereme nejdiive definice, které maji nominalni raz,
tedy definice takové, Ze definovany termin je zkratkou
za, jiny slozitéjsi vyraz.

1. Nejdiive pFiklad: ,,Ozna¢ime a spojnici bodi
B a C". Zde definujeme oznaceni ,,a” pomoci logické
identity ,,a = ...”, kde na pravé strané stoji slozit&jsi
oznaéeni (v nasem piikladé ,,spojnice bodd B a C”).
Definice ma zde ziejmé raz pouhé zkratky. Definice
tohoto druhu se vyskytuji hlavné v prubéhu diikazi,
kdyZ potifebujeme mit jednoduché oznaéeni pro néjaky
prvek. .

Dal3i pfiklady tohoto typu definice: ,,Oznaéme
¢ soudin vSech prvodisel, mensich nez 100”; ,,polomér
kruhu %k oznacime r”.

2. Zcela obdobna definici pravé uvedeného typu je

_definice oznacovaciho vzorce pomoci identity, na pii-
klad pFi zavedeni zkratky za sloZitou funkeci: ,,PoloZzme
f(x) = log sin x”. Zde ma definice tvar obecné iden-
tity ,,pro kazdé x je f(x) — ...”, kde na pravé strané
stoji oznaovaci vzorec, za ktery je f(x) zkratkou.

3. Ptiklady: ,Nazveme pfirozené ¢éislon prvo-
¢islem, kdyZ neexistuji zadna prirozena ¢isla a a b,
razna od 1 a n tak, aby ab — n"’; , Fikame, Ze pFirozené
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éislo m¥je dé1itelem prirozeného éisla n, kdyz ¢islo
i celé”. Definice ma zde tvar obecné ekvivalence

»pro kazdé x plati: 2 ma vlastnost P, kdyZz a jen
kdyz...” nebo ,,pro libovolna x a y plati: x'a y jsou
ve vztahu R, kdyZ a jen kdyZ...”; na pravé strané
ekvivalence stoji sloZitéjsi vyrokovy vzorec, za ktery
pravé zavadime zkratku.

Pro v3echny tfi uvedené typy definice je charakteris-
tické to, Ze maji tvar identity nebo ekvivalence, takZe
za definovany vyraz, Cili definiendum, miZeme vSude
dosazovat rovnocenny s nim vyraz, pomoci kterého je
definovan, t. j. t. zv. definiens. Tak misto vyrazu
»piimky p a g jsou rovnobézné” (definiendum), muze-
me vSude dosadit vyraz ,pfimky p a ¢ nemaji Eédn}"
spoleény bod” (definiens).

7'4. Konstruktivni definice. Pifiklad definice
oznaceni: ,Existuje jedno jediné ¢islo, které je
feSenim rovnice f(x), = 0; toto ¢islo oznaéime a”. Zde
'musi predchazet vlastni definici konstrukee, t. j. dikaz
existence jediného ¢isla s uvaZovanou vlastnosti, po
pripadé pfimo jeho sestrojeni; definice pak spoéiva
v ,,pojmenovani” tohoto Cisla. Méli bychom tedy logic-
ky korektné vyslovit celou definici asi timto — dosti
komplikovanym — zpisobem: ,,(1) pro libovolna z
a y plati: kdyZ x mé vlastnost P a také y ma vlastnost
P, pak =Y, ex1stuJe xz, které ma vlastnost P;
(2) x == &, kdyZz a jen kdyz x ma vlastnost P”. Zde je
1) konstrukce (2) vlastni definice.

Definice tohoto typu se da vyslovit také ve steJnem
tvaru jako nominalni definice, totiZ ,,0zna¢ime a to
jediné x, které ma vlastnost P”. Zde je,,a” definiendum,
,»to jediné x, které ma vlastnost P” je definiens. Této
definici muasi ovSem stejné predchéazet dikaz, Ze takové
x existuje a je jediné, takZe rozdil je jen zdanlivy.
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Dalsi pfiklady: ,Oznaéime e ¢islo x takove, Ze

% =1”; ,,0znad¢ime e limitu vyrazu (1 + %)
1
rostouci nade vSechny meze”.

Konstruktivni definice oznacéovaciho
vzorce. PFiklad: ,Pro kazdé kladné x existuje
jedno jediné realné ¢islo y tak, Ze e» — x; toto ¢islo
nazveme piirozenym logaritmem x”. Definice tohoto
typu je zcela obdobna konstruktivni definici oznaceni.
Formulujeme-li takovou definici presnéji, zni takto:
» (1) ke kazdému x existuje pravé jednoy tak, Ze xa y
jsou ve vztahu R; (2) y — f(x), kdyZa jen kdyZx a y
jsou ve vztahu R”. Zde je (1) konstrukce, (2) je vlast-
ni definice.

Velmi dtlezitym zvlaStnim pripadem takové kon-
struktivni definice je definice rekurentni. Jednoduchym
pfikladem takové definice je definice nasobeni pii
axiomatickém vybudovani aritmetiky prirozenych éi-
sel, ktera zni takto: ,polozime (1) ¢.1 — a, (2) pro
kazdé n je a.(n+1) — a.n + a”. Tato na pohled
jednoducha definice je logicky pomérné velmi kompli-
kovana. Sklada se zase z konstrukce a vlastni definice
(pojmenovani), PFi konstrukeci jde zde vlastné o exi-
stenéni dikaz uplnou indukci, totiZ o dikaz toho, Ze pfi
kazdém daném a lze prifadit — a to jedinym zpisobem
— kaZdému n ¢islo a . n tak, Ze jsou splnény podminky
Ma.l=a, (2)a.(n+1) =a.n+a. O tomto
druhu existenéniho dikazu jsme jiz mluvili v kap. 6.

Dalsi pfiklady: Rekurentni definice mocniny
»poloZme al—=¢q apro n=1,2, ..., artl —=a".G";
rekurentni definice derivace n-tého Fadu (pro poly-
nomy) ,,pro libovolny polynom P(x) —=a,.2"+4 ...+ a»
budiz
Q) PP(x) =n.ax" '+ ...+ @n—y, (2) Putl(g) =
= [P®(x)]".

n
pron
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8. AXIOMY

8'1. Co jsou to axiomy. Zpravidla se rika, Ze axiom
je vyrok, ktery neni tfeba dokazovat. Tak na priklad
v elementarni geometrii je axiomem vyrok ,libovolné
dvé ruzné primky maji nejvyse jeden spoleény bod”.
Y geometrii tento vyrok nedokazujeme, nybrZ naopak
z tohoto vyroku a ostatnich axiomi muzeme logicky
odvodit cely obsah geometrie, t. j. vSechny geometrické
véty, aniZ bychom se opirali o nazorné predstavy nebo
o zkusenost.

Predstavujeme si pfi tom sice nazorné geometrické
objekty, jako pfimky, kruznice atd. (pfipadné je zna-
zornujeme také ndkresem), potfebujeme to vSak spiSe
z psychologickych divodd — jako oporu pameéti, pfed-
stavivosti atd. K vybudovani geometrie, t. j. k odvozeni
geometrickych vét, nejsou vak jiz tyto predstavy nut-
né, jakmile jsou nam dany axiomy. Nepotiebujeme
pak dokonce ani védét, co je to bod, primka atd., nebot
mizZzeme ryze formalné, t.j aniZ bychom dbali
vyznamu jednotlivych termint, které se vyskytuji
v axiomech, odvodit z nich logicky cely obsah urcitého
oboru, v naSem pfipadé elementarni geometrie.

Najdeme-li v uréitém oboru skupinu vét, z niZ miiZe-
me logicky odvodit vSechny ostatni véty tohoto oboruy,
aniZz bychom pfi tom uzili néjakych jinych prostiedki,
jako tfeba odvolani na zkuSenost nebo nazor, pak miiZe-
me tyto véty prohlasit za axiomy uvaZovaného
ohoru. Rikime potom, Ze jsme tento obor vybudovali
axiomaticky (deduktivné). Ve volbé axiomu, t. j. sku-
piny vét, z nichZ odvozujeme ostatni véty, je ovSem
znaéna liboville. — Axiomaticky muZeme vybudovat
na pFiklad mechaniku. Nékteré véty mechaniky, zalo-
Zené na zkusenosti, na pfiklad ,zrychleni télesa je pri-
mo Umérné sile, ktera na néj plsobi, a nepiimo umérné
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jeho hmoté”, si zvolime za axiomy a z nich odvozujeme
ostatni véty mechaniky, aniZ se dale odvolivame na
zkusSenost.

Charakterisujeme nyni axiomy pFesnéji. Predevsim
Jje jasné, Ze nelze mluvit o axiomu viibec, nybrz jen
oaxiomuurcéitého oboru, nebot, jak uvidime,
axiom jednoho oboru muZe byt dokazatelnou vétou
oboru jiného. Axiomy uréitého oboru (jak se nékdy
Tika, urdité ,Feci” — tfeba ,,geometrické Feéi’’) jsou
tedy véty, které se v tomto oboru neodvozuji z jinych
vét. To ovSem plati také o definicich a tautologickych
vétach (a také ovétach protokolarnich), takZe musime
jeSté Fici, ¢im se axiomy od nich lisf.

Tautologické véty se lisi od axiomu tim, Ze jejich
spravnost je dana jiz jejich tvarem, t. j. nezavisle na
tom, z jakych vyrazi se skladaji, coz ovSem o axiomech
neplati. PFesnéji Feceno, tautologické véty se vyznacuji
na rozdil od axiomi vlastnosti, kterou ted’ popisi. Utvo-
fime-li z tautologické véty novy vyrok tak, Ze kazdy
vyraz (vyrokovou funkei a pod.), ktery se v ni vysky-
tuje, s vyjimkou logickych spojek a lo-
gickych operatorid (jeZ pravé uréuji ,tvar”
vyroku ve smyslu, ktery je zde minén), nahradime libo-
volnym jinym pfipustnym vyrazem, pak takto vznikly
vyrok je nutné spravny.

Logicky rozdil mezi axiomem a definici je nékdy ne-
zietelny, protoze v nékterych pripadech je véci kon-
vence, zda povazujeme danou vétu za axiom nebo za
definici. Zpravidla je viak rozdil zfejmy. Spoéiva v tom,
ze kaZzda definice stanovi vyznam jednoho uréitého vy-
razu a umozinuje jeho eliminaci; naproti tomu neda se
mluvit o tom, Ze by axiom umoziioval eliminaci vyrazi,
které se v ném vyskytuji (t. zv. zakladnich vyrazi).
Vyznam téchto vyrazi je uréovan — ovSem jen ne-
pfimo — zpravidla pouze celym souborem axiomtl, ni-
koli axiomem jednotlivym.
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Tak jako jsou moZné rizné, ale navzajem rovnocenné
definice téhoZ vyrazu, stejné tak lze do znaéné miry
libovolné zvolit axiomy uréitého oboru; tak v elemen-
tarni geometrii lze nahradit euklidovsky axiom ,da-
nym bodem k dané piimce Ize vést jednu jedinou rovno-
bézku” axiomem ,,soucet Ghli libovolného trojihelnika
se rovna 180°”; tim se na obsahu geometrie nic ne-
zmeéni. Mame-li se rozhodnout pro néktery z moznych,
navzajem rovnocennych, systémt axiomu, pak se Fidi-
me metodologickymi hledisky: jednoduchosti, prehled-
nosti, nazornosti atd. zvoleného systému. Pii tom ovSem
musi systém axiomi spliiovati jisté podminky; pFede-
v8im musi byt bezesporny (viz odst. 85). Vyznam
zakladnich vyrazi a tedy také vyznam axiom( nemiZe
oviem byt uréen logickou definici uvniti oboru, ktery
na téchto axiomech budujeme, nebot jinak by to prave
nebyly za kladni vyrazy. MuZze vSak byt dan nazor-
né, jak to vidime v elementarni geometrii, nebo na za-
kladé zkusenosti anebo pomoci pojmi (vyrazi) z jiné-
ho matematického oboru. MiiZeme vSak také postu-
povat ryze formalné a nepfisuzovat zadkladnim vyra-
zim pfedem Zadny urcity vyznam. V tom je rozdil dvou
moznych pojeti axiomatiky, obsahového a for-
malniho.

82. Obsahové pojeti axiomii. KdyZz budujeme axio-
maticky na priklad mechaniku, jak jsme se o tom zmi-
nili v predeslém odstavci, pak jako axiomy vystupuji
pravdivé ¢ili obsahové spravné véty (srov. odst. 4'7)
a formalné spravné véty, odvozené z téchto axiomi,
jsou zaroven pravdivé, t. j. ve shodé se zkuSenosti. To
je jeden druh obsahového po_]etl axiomu, ktery v3ak
pro matematiku celkem nema vyznam.

Jiny typ obsahového pojeti axiomi vidime v geo-
metrii.
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V elementarni geometrii, jak ji-zname ze stiedni
Skoly, maji zaikladni vyrazy, jako ,,bod”, ,pFimka”,
w-..lezi na...”, oznaCovat uréité objekty, které si na-
zorné predstavujeme a které jsme ziskali abstrakei ze
zkusenosti, t. j. ,,idealni bod”, ,,idealni pifimka” a rbz-
né jejich vztahy. Axiomy pak vyjadiuji ty vlastnosti
téchto predstavovanych objektl, které jsou nazorné
evidentni; jsou tedy jakymsi jejich popisem. Mluvime
zde o nazorné evidentnich vlastnostech: kdyZ fikame,
Ze néjaka vlastnost nebo — lépe feéeno — néjaky vy-
rok je nazorné evidentni, pak tim minime toto: nedove-
deme si nazorné predstavit (nikoliv snad jen nenazor-
ne, abstraktné myslet) Ze by platil Jechh opak Tak
si nedovedeme nazorné piedstavit dvé rtzné pnmky,
které by se protinaly ve dvou bodech; to pravé zna-
mena: je nazorné evidentni, Ze dvé pf‘imky maji nej-
vySe jeden spoleény bod.

Elementarni geometrie je pfikladem nazorného po-
jeti axiomatiky (je to specialni pFipad pojeti obsaho-
vého). Toto pojeti spo¢iva, jak vidime v tom, Ze 1. po-
jimame zakladni vyrazy jako oznaéeni jistych nazor-
nych objekti, vlastnosti a vztaht, ziskanych abstrakei
ze zkuSenosti; 2. jako axiomy vystupuji nazorné evi-
dentni vyroky.

Poznamename jesté, Ze termin ,,nazorné evidentni”
je dosti nejasny a zfejmé nepatii pfimo do logiky,
aspon ne do logiky formalni. Je samoziejmé, Ze také
pFi nazorovém pojeti musi ax10my vyhovovat vSem lo-
gickym poZadavkim, T. zv. ,,nazorna evidence” neni
zadnou zarukou ,,spravnosti” axiomi nebo jejich beze-
spornosti a slouZi jen jako voditko pfi zavedeni axiomul.

Tytéz axiomy, které zmame z obvyklé elementarni
geometrie, plati vSak také tehdy, kdyZz dame zaklad-
nim vyrazim zcela jiny vyznam, ¢ili kdyz zvolime, jak
se Fika, jinou jejich interpretaci. To nyni ukaZeme.
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Zaved'me si nasledujici definice. Kazdou dvojici real-
nych éisel nazveme bode m. KaZdou linearni rovnici
tvaru ax 4- by + ¢ == 0, v niZ neni souasné a = 0
a b=0 (tedy na pfiklad 3x + 2y —4 =— 0 nebo
*+2y =20, nebo 5x—6 = 0), nazveme pFim-
kou; pfi tom vSak povaZujeme rovnice, které se na-
vzajem lisi pouze tak, Ze se jedna dostane z druhé vy-
nasobenim vhodnym pevnym ¢islem (na pfiklad rov-
nice2x4+3y—1=0a4x4+6y—2—=0), za tutéz
piimku. Je-li A uréity bod, t. j. dvojice ¢isel (z,, y,),
a p urcita primka, t. j. rovnice a x-+by+4¢ = 0, pak
Tikdme, Ze bod 4 leZi na pfimce p, kdyZ &isla
x, Y, jsou FeSenim rovnice ax+by-+c¢ = 0, t. j. kdyz
ax, + by, + ¢ = 0; tak na pfiklad bod (2,3) leZi na
piimce x — 2y + 4 — 0. Podobnym zptisobem si za-
vedeme talgé viechny ostatni zakladni vyrazy geometrie.
VsSechny tyto vyrazy jsou pak logicky definovany, a to
pomoci algebraickych terminii. Plati pro né, jak se
snadno zjisti, vSechny axiomy elementarni geometrie.
Tak na piiklad vyrok ,,dvé razné pfimky maji nejvyse
jeden spoleény bod” znameni pak ,,jestlize koeficienty
rovnic ¢ x+by+c, =0 a a,x+by+c, =0 ne-
jsou si navzajem Gmérné, pak tyto rovnice maji nej-
vySe jedno spoleéné feSeni”. To vdak je spravna véta
algebry, jak se étenaF sim muZe snadno presvédcit.

Z téchto axiomli miiZeme pak odvodit vSechny véty
elementarni geometrie. Dostaneme tak elementarni
geometrii, v niZ v§ak termin ,,bod” nebo ,,piimka’ ne-
bude jiz oznadovat nazorny bod nebo pFimku, nybrz
dvojici €isel nebo linedrni rovnici.

Na tomto pfikladé vidime jiny typ obsahového po-
jeti axiomatiky. Zakladni vyrazy oznatuji pfi tomto
pojeti uréité matematické objekty (v nasem pripadé
objekty algebraické: dvojice ¢isel, rovnice a pod.).
Axiomy jsou pak dokazatelnymi vétami o téchto objek-
tech. Pfi tomto pojeti se tedy daji zdkladni vyrazy de-
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finovat a axiomy dokazat, jenZe ovSem nikoli v oboru,
ktery ma teprve byt axiomaticky vybudovan, nybrz
v jistém. oboru, ktery byl vybudovan jiz dfive (v na-
Sem prikladé je to algebra).

Jak vidime z téchto piikladi, muZeme tentyz systém
zakladnich vyrazi a axiomi interpretovat zcela riz-
nym zpusobem: v naSem pfipadé se vztahuje jednou
na nazorné body a pfimky, po druhé na dvojice éisel
a rovnice. PFi vlastni logické vystavbé oboru, daného
témito axiomy, nehraje vSak volba jejich vyznamu, €ili
jejich interpretace, zidnou roli. Tato okolnost vede
k formalnimu pojeti axiomatiky, které nyni vyloZime.

8'3. Formalni pojeti axiomi. Pfi tomto pojeti jsou
dany predeviim zakladni vyrazy, z nichZz se
tvoFi vyroky. Tyto zakladni vyrazy nejsou logicky de-
finovany, ani neni jejich vyznam néjak jinak pfedem
vysvétlen. Dale je dana fada vyroki, utvofenych z téch-
to vyrazi, které prohlasime za spravné, t. j. za
axiomy. VSechny dalSi vyrazy potom jiz definujeme;
vyroky povaZujeme za spravné jen tehdy, kdyz se daji
logicky odvodit z axiomid (a definici a tautologickych
vét).

Jako priklad uvedeme nyni jeden takovy axiomatic-
ky -systém*), jenZ slouzi k axiomatickému vybudovani

aritmetiky.
Zakladni vyrazy jsou dva (nepoditime-li znacku
identity ,—"): oznadovaci vzorec ,nasledovnik z”

(kratce ,,#”"’) a oznaceni ,,nula” (kratce ,,0""). Za axio-
m prohlasime tyto vyroky (1) ,,pro Zzadné x neni

==0"; (2) ,kdyZ &’ = ¥’, pak £ = y” a kromé toho
(3) kazdy vyrok 11asledu31c1ho tvaru: ,kdyz 1. 0 ma

*) Uvadim zde systém axiomd, ktery se lisi od obvyklého
Peanova systému tim, Ze vynechdvdm axiomy ,,0 je é&fslo”,
»kdyZ x je &islo, pak x’ je &islo”, které neni nutné explicitné vy-
slovovat. Viz na pf. Hilbert-Bernays: Grundlagen der
Mathematik, I. sv., str. 220.
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vlastnost P a 2. kdyz x ma vlastnost P, pak ji ma také
2, potom kazdé x ma vlastnost P”.

Zde neni viibec Fedeno, co znamenaji-terminy ,na-
sledovnik”, ,,nula”. Zachazime s nimi ¢isté formalné
jako s pouhymi znac¢kami, u nichz nezaleZi na tom, zda
majl néjaky smysl. MiZeme tak logicky odvodit z axio-
mi cely system vét a pak 1nterpretovat — at jiz na-
zorné nebo jina a tim
i vSechny odvozené véty.

A¢ vyznam zakladnich vyrazu neni pfi formalnim
pojeti pfedem urcen, Ize tyto vyrazy v jistém smyslu
povaZovat za nepfimo definované dodateéné pomoci
axiomi. Tim se mini nékdy prosté to, Ze teprve po za-
vedeni axiomit ma smysl Fikat o vyrocich, které jsou
utvoreny z danych zakladnich vyrazii, Ze jsou spravné
nebo nespravné. Lze to vSak pojimat také hlubsim zpi-
sobem. Axiomy nedefinuji sice pfimo zakladni vyrazy,
avSak axiomy je charakterisovana urcitd 1o-
gicka struktura (systém vztahi), v niZ ovSem
zale3{ jen na vzajemnych vztazich prvkl, nikoli vSak
na téchto prvcich samotnych. Axiomy popisuji ,roli”
zakladnich vyrazi v této logické struktuie a tak sta-
novi jejich vyznam. MiZeme to Fici ponékud obrazné
takto: Otazka ,,co je to pfirozené éislo?” nema smysl,
nebotf pro pfirozené ¢islo je charakteristicka pouze jeho
,role” v uréité logické struktuie. Smysl ma jen otazka
,»CO jsou to pFirozena cisla?”; odpovi se na ni popisem
uréité logické struktury, tedy udanim urcitého systé-
mu axiomi. (Je to ostatné pravé ten systém axiomi,
ktery jsme uvedli jako pfiklad v tomto odstavei.)

8'4. Interpretace axiomii. Najdeme-li uréité objekty,
pro néZ plati (zavedeme-li vhodné definice) dany
systém axiomil, pak Fikidme, Ze jsme tento systém
interpretovali, a Ze tyto objekty tvoii model ¢ili inter-
pretaci daného systému axiomu. Interpretovali jsme
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jiz axiomy geometrie a to dvojim zpusobem: jednak
pomoci algebraickych objektd — dvojic éisel, rovnic
atd., jednak - pomoci nazornych bodi, pfimek atd.
Systém axiomi, ktery jsme uvedli v pfedeslém odstavei,
je zakladem pro vybudovani aritmetiky; kdybychom
vSak aritmetiku jiZ vybudovali dfive jinym zptisobem,
mohli bychom interpretovat tento systém pomoci ce-
lych nezapornych éisel timto zpiisobem: ,,nulou” na-
zveme ¢islo 0, ,,nasledovnikem” éisla x nazveme cislo
2 -+ 1, nacez jsou, jak se snadno zjisti, splnény vse-
chny axiomy.

Jak jsme vidéli, miZe tentyZz systém axiomi pii-
poustét Fadu interpretaci ve zcela riznych oborech.
Metodologicky vyznam formalniho pojeti axiomf spo-
¢iva pravé v tom, Ze se neomezujeme piedem na uréity
pevny model. Vé&ty, které byly logicky odvozeny z for-
malné pojimanych axiomd, zlstavaji totiz v platnosti
pro libovolnou interpretaci, a tak ziskivame dik for-
malnimu postupu soucasné véty z nejriiznéjsich obort
podle toho, ktery model si zvolime. (Tak na priklad
vedle nazornych geometrickych vét ziskame véty z theo-
rie rovnic.) Dilezité je pfi tom také to, Ze p¥i vlastni
logické vystavbé se soustfed'ujeme na to, co je podstat-
né — totiZ na logickou strukturu vztahd, danou axio-
my, a ponechaviame stranou to, co je vedlejSi — totiz
piipadny ,konkretni’” vyznam zakladnich vyrazi a
axiomi.

Na druhé strané je vSak nutno Fici, Ze je velmi ob-
tizné provadét uvahy, a zvlast hledat nové dikazy a
véty, kdyZz zistivame v ramci formalni axiomatiky
a nezvolime si Zadnou interpretaci. Proto zpravidla
stale myslime, tfeba Ze ¢asto dosti neurcité, na néjaky
model uvaZovaného systému axiomi.

8'5. Bezespornost. Systém axiomii musi byt prede-
v8im bezesporny. To gnamena, Ze z axiomu se nesméji
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dat odvodit odporujici si vyroky. Je ziejmé, Ze tento
poZadavek ma naprosto zakladni vyznam.

Prokazat bezespornost daného axiomatického systé-
mu lze dvéma zplsoby: 1. mfZeme primo prokéazat, Ze
kdyz vychazime z tohoto systému axiomii, nedostane-
me se nikdy logickym odvozovanim k odporujicim si
vyrckiim. To znamena, Ze si musime nejdfive ,,poridit
katalcg” v3ech moZnych logickych Gsudki a tim i viech
vyroku, které se daji odvodit z daného systému axiomi,
a pak prokazat, Ze se mezi témito vyroky nevyskytuje
souéasné s néjakym vyrokem také jeho negace,

2. MiZeme vsak také prokazat bezespornost tak, Ze
udame interpretaci daného systému v nékterém oboru.
ktery povaZujeme za bezesporny. Rikime pak, Ze uva.
Zovany axiomaticky systém je splnitelny. Tak beze-
spornost axiomu elementarni (euklidovské) geometrie
IniZeme povazovat za prokazanou tim, Ze jsme pro né
udali algebraicky model. Kdyby se totiz z téchto axio-
mi dal odvodit spor, pak by se pii této interpretaci
objevil spor také v algebfe, to vSak pokladame za
vylouéené. Zde pozorujeme také jednu okolnost, ktera
se zpravidla objevuje pii dikaze bezespornosti druhou
mmetodou (na zakladé splnitelnosti). Volime si totiz pro
dikaz bezespornosti jiny, v néjakém ohledu pohodl-
néjsi, model nez jakého jinak skuteéné uzivime. Tak
zde uZijeme algebraické interpretace, jinak vsak inter-
pretujeme dany systém axiomd nézorné — geo-
metricky. '

Je zfejmé, Ze touto druhou metodou nerozieSime,
nybrZ pouze odsuneme problém diikazu bezespornosti,
nebot musime viZdy predpokladat bezespornost oboru,
v némZ jsme si sestrojili model (tak v nasem piikladé
jsme predpokladali bezespornost algebry). Zpravidla
se pfi tom postupuje tak, Ze touto metodou sestoupime
od analysy, algebry atd. az k aritmetice pfirozenych
disel. Teprve pro ni musi byt proveden vlastni dikaz

! ’
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bezespornosti, ktery pak znamena zabezpeéeni zakladi
celé matematiky. Tim se vSak budeme zabyvat aZ
v dalsi kapitole.

O dalsi vlastnosti axiomatickych systému, totiz
spinitelnosti, jsme se jiz struéné zminili. Pozname-
name jen, Ze muze jit bud’ o splnitelnost vibec, t. j.
jakymkoli modelem, nebo o splnitelnost modelem uréi-
tého druhu, na ptiklad algebraickym modelem nebo
nazornym modelem, v némzZ se vyskytuje jen koneény
pocet objektl. Tak systém axiomi, ktery jsme uvedli
na str. 90, je splnitelny, ale neni splnitelny koneénym
modelem.

8'6. Uplnost. KdyZ mluvime o Gplnosti systému axio-
mi, musime rozliSovat dva vyznamy tohoto slova.
Prvni vyznam je tento: systém axiomu uréitého oboru
nazyvame uplnym, kdyZ se z ného da odvodit kazdy
spravny (pravdivy) vyrok tohoto oboru. Rekneme-li
v tomto smyslu na pfiklad, Ze dany systém axiomi
mechaniky je Gplny, pak to znamena, Ze se z ného daji
logicky odvodit bez pouZiti nazoru nebo zkuSenosti
vSechny véty mechaniky (ziskané puvodné ze zkuSe-
nosti). O uplnosti v tomto smyslu lze tedy mluvit pouze
pri obsahovém pojeti axiomil, a to pfedevsim tam, kde
jde o axiomatické podloZeni jiZ vybudovaného oboru.

Jiny vyznam ma uplnost p¥i formalnim pojeti axio-
matiky. Systém axiomi nazyvame v tomto smyslu apl-
nym, kdyZ k nému nelze pfidat Zadny novy axiom, aniz
by vznikl spor. Reeno jinak, nazjvame systém axio-
mu Gplnym, kdyz kazdy vyrok, utvofeny ze zakladnich
vyrazi, vyskytujici se v téchto axiomech, bud’ se da
logicky odvodit z axioml nebo je s nimi ve sporu.
Redeno jesté jinak, systém axiomi neni Gplny v tom
pfipadé, Ze se da najit néjaky vyrok P (sloZeny z da-
nych zakladnich vyrazi) takovy, Ze k danému systému
axiomi miZeme pripojit bud P anebo non P, aniz by

\]
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se tim porusila bezespornost. Tak na pifiklad vynecha-
me-li ze systému axioml obycéejné rovinné geometrie
euklidovsky axiom ,,danym bodem k dané pfimce pro-
chazi jedna jedind rovnobézka”, pak neni vznikly
systém axiomi Gplny, nebot miZeme k nému pfipojit
bud’ znovu tento axiom, nebo jeho negaci (¢imz vanik-
ne jakasi obecna neeuklidovski geometrie), aniz v jed-
nom nebo v druhém piipadé vznikne spor. O tom, Ze
spor skuteéné nevznika, miZeme se pfesvédéit na alge-
braickém modelu.

8. Nezavislost. Na rozdil od zminénych vlastnosti
axiomatickych systémi ma nezavislost pfedevsim me-
todologicky a nikoliv Cisté logicky vyznam.

Nazyvame systém axiomi nezavislym, kdyz Zidny
z axiomu tohoto systému nelze logicky odvodit z ostat-
nich. Tak na priklad systém axiomt uvedeny na str. 90
je, jak miZeme snadno zjistit, nezavisly. Nezavislost
systému axiomu je s metodického hlediska velmi vy-
znamnym pcZadavkem, nebot ty axiomy, které se daji
odvodit z ostatnich, jsou zfejmé zbyteéné. Jejich od-
stranénim ziska systém axiomt na pfehlednosti a jed-
noduchosti; na obsahu daného oboru se tim ovSem nic
nezméni.

Je-li systém axiomi nezavisly, pak ziejmé nelze
zadny z nich ani dokazat, ani vyvratit na zakladé
ostatnich axiomi. Nahradime-li tedy néktery axiom
jeho negaci, pak je vanikly axiomaticky systém beze-
sporny. Této okolnosti uzivame pii diikazu nezavislosti
systému axiomil, ktery provadime nasledujicim zpu-
sobem: Nahradime jeden z axiomu jeho negaci a hle-
dame interpretaci takto vzniklého axiomatického systé-
mu v néjakém oboru, ktery povazujeme za bezesporny.
Podafi-li se nAm takovou interpretaci najit, pak to zna-
mend, Ze uvazovany axiom je nezavisly na ostatnich
axiomech daného systému.

95



9. LOGICKY KALKUL

V predeslé kapitole jsme Fekli, Ze jsou dvé metody
dikazu bezespornosti: bud (1) pfimo dokaZeme, Ze
mezi dusledky axiomi se nevyskytuji odporujici si vy-
roky anebo (2) postupujeme nepFimo, totiz interpretu-
jeme axiomy v néjakém oboru, ktery povaZujeme za
bezesporny. Prvni metodou, jez ma pro ziklady mate-
matiky nesmlrny vyznam, se budeme struc¢né zabyvat
v této zavéreéné kapitole.

KdyZz chceme postupovat touto metodou, pak vzni-
kaji dvé otazky. Za prvé musime, jak jsme jiz Fekli
v odst. 85, ,,poFidit katalog” vSech moZnych disledki
axiomi; neni jasné, jakym zpusobem to muZeme pro-
vést. Za druhe, kdyz dokaZeme bezespomost pak tim
dokazeme zarovei, Ze logickd dedukce nemuze vést ke
sporu. Avsak pfi tomto dikazu samém pouZivimée le
Jakehom druhu logické dedukce, takZe je nebezpeéi, Ze
pouzijeme pii dukazu bezespornosti toho, co teprve
mame dokazat. Proto musime stanovit pr"edem, jakych
vét a usudkovych schemat budeme pouzivat pfi du-
kazu bezespornosti, a u téchto vét a usudkovych sche-
mat musime povaZovat bezespornost za evidentni.

Nez promluvime o téchto problémech, odpovime
jeSté na jednu otézku, kterou by si zde mohl polozit
¢tenal. Rekli jsme jiz, proé musime dokazovat beze-
spornost axiomut. Na prvni pohled se vSak zda docela
samozr"ejmé, %e logické odvozovani samo o sobé ne-
mizZe vést ke sporu. Ve skuteénosti to viibec nenf samo-
zreJme, jak ukazuji na pnklad antinomie theorie mno-
Zin (viz odst. 6'5). Tam jsme se neopirali o Zadné axio-
my, nybrz uzivali jen obvyklych logickych obrata.
Ukazalo se vSak, Ze jistdi — na prvni pohled zcela ko-
rektni — definice vedla nakonec ke sporu.’'Z toho jsou
zirejmé dvé okolnosti: za prvé, nékteré logické obraty
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(pfedev§im nékteré druhy definic) nejsou piipustné;
za druhé, bezespornost logického odvozovani nenisamo-
zfejma, jakmile, obrazné Feeno, se setkavame s nééim
nekoneénym (s nekoneénymi mnoZinami atd.).

Obratime se nyni k prvni z nasich otdzek. Jde o na-
sledujici tikol: podat vyéerpavajici prehled vSech moz-
nych typt vyrokii a vSech druhu logického odvozeni.
Je jasné, Ze jednou z nejvétSich piekazek, které tomu
stoji v cesté, je to, ze formulujeme vyroky v obvyklé
slovni Feéi. Rada vyrazi obvyklé Feéi muZe totiZ mit
podle okolnosti rizny vyznam a kromé toho pfi logic-
kyeh Gvahach, v nichZ uzivame slov obvyklé Feci, ne-
mame nikdy Gplnou jistotu, Ze jsme nepouzili nevédom-
ky néjaké ,,samoziejmé” véty, kterou jsme vSak ne-
zafadili mezi axiomy.

Tyto okolnosti vedou k tomu, Ze zavadime misto
obvyklé Feéi ,,fe¢” symbolickou ¢ili t. zv, logicky kal-
kul. S ukazkami takové symboliky se ¢tenar jiz setkal
v prvnich tfech kapitolach. Toto zavedeni symboliky
je prvnim krokem pii vybudovani logického kalkulu.
Dalsi krok spociva v tom, Ze stanovime ryze formalné,
c¢emu budeme Fikat vyrok. Nebudeme totiz viibec dbat
vyznamu naSich symbold, nybrz Fekneme: sled znacek
nazyvame vyrokem, kdyZ se skladi ze znaéek toho a
toho druhu v tom a tom pofadi. Kone¢né formalisu-
jeme také asudky (odvozeni). Rekneme totiZ, Ze vy-
rok (t. j. skupinu znacek uréitého tvaru) A nazyvime
bezprostfednim dusledkem vyroku B, C, ..., K, kdyz
vyroky A, B, C, . . ., K se skladaji ze znaéek toho a toho
druhu v tom a tom poradi.

Tim dostavame t. zv. logicky kalkul, ¢ili logickou Feé.
Opakujeme nyni jeSté jednou, co je to vlastné logicky
kalkul. Mame zde pfedevSim uréité znaéky. V naSem
pfipadé jsou to pismena a cislice; mohly by to vSak
byt jakékoli jiné znacky, na priklad zvuky (mluvena
Fe€). Pro tyto znadky jsou dana uréita ,pravidla hry”,
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je totiz Feceno: 1. Jake skupiny znaéek nazyvame ,vy-
roky"”, 2. kdy nazyvame ,,vyrok” t. J. skupinu znadek,
,,dﬁsledkem jinych ,vyrokt”, t. j. skupin znaéek,
3. které ,vyroky” prohlisime pfedem za ,,Spravné”.
Pripadny vyznam znaéek je zde zcela vedlejsi; logicky
kalkul studujeme tak, jako by Slo o jakousi hru se
znackami,

Jaky vyznam ma zavedeni loglckeho kalkulu pro stu-
dium zakladi matematiky? To jsme vlastné jiz fekli
a nyni to pouze opakujeme. Zavedeni logického kal-
kulu umoZiiuje snadny piehled vSech mozZnych druhi
vyrokt a vSech disledkd danych vyroki. Tim, Ze po-
jimame logicky kalkul jako ,hru” s pevnymi pravidly,
dosahneme toho, Ze nAim nemiiZe nepozorované vklouz-
nout do dikazi zidny zamléeny pfedpoklad nebo ne-
piipustny typ odvozeni pfipadné nekorektni definice;
kratce feceno, jsme zde — na rozdil od obvyklé feéi —
nuceni k naprosté jasnosti. Z téchto divodd je teprve
po zavedeni logického kalkulu moZny bezvadny dukaz
bezespornosti a jinych podobnych vlastnosti. OvSsem je
vidy problémem, do jaké miry lze vyjadfit v takovém
kalkulu obvykly obsah matematiky. -

Nez budeme postupovat dale, musime zase odpové-
dét na jednu otazku, kterou si asi poloZil étenaF sam.
Je jen jeden logicky kalkul, nebo jsou moZné riuzné
logické kalkuly? Odpavéd je vlastné samoziejma. Jsou
moZné nejruznéjsi logické kalkuly. JiZ volba symboliky
je véci konvence. To vSak je vedlejsi; dilezité je to, ze
miZeme riznym zpusobem stanovit ,pravidla hry”
a tim dostaneme ruzné logické kalkuly. Tak dejme
tomu, Ze chceme vypracovat logicky kalkul, odpovida-
jici intuicionistickym tendencim (viz str. 25). Dostane-
me jej z obvyklého logického kalkulu (srovn.odst.3'5)
tak, Ze pozménime ,pravidla hry” nasledujicim zpi-
sobem: Vyrok tvaru ,,co (2) P(z) < (32x) oo P(x)”
neprohlasime pfedem za sprivny. To odpovidé
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obsahové tomu, Ze nepovaZujeme piedem za ekviva-
lentni existenéni vyrok a negaci obecné platnosti opa-
ku — a to je pravé intuicionistické stanovisko. Mize-
me vSak také zasihnout do ,pravidel hry”, ktera ur-
¢uji tvar vyroku a nepovaZovat skupinu znaéek
oo () P (x)” vubec za vyrok. To pak odpovida ex-
trémnimu intuicionistickému stanovisku, podle kterého
nema negace obecného vyroku wiibec smysl, pokud ne-
miZeme skuteéné udat prvek, ktery nemé uvaZovanou
vlastnost.

Mame zde priklady rtznych logickych kalkuli. Lze
sestrojit nejruznéjsi takové priklady, nebot kazdou
,»hru” se znafkami lze povaZovat za kalkul. Skuteény
vyznam mi takovy kalkul ovSem jen tehdy, jestliZe pfi
vhodné interpretaci Je ve shodé se zkuSenosti (a s ob-
vyklou logikou) aspon pokud jde o vyroky o nazor-
nych vlastnostech koneénych skupin predmétd, t. j.
o nazornou elementarni aritmetiku, Jinak, na pfiklad
pokud jde o pojem existence (vmatematickém smyslu),
o tsudkova schemata atd., mohou se logické kalkuly
navzijem znaéné liSit, jak jsme ostatné jiZ vidéli na
prikladech.

Vracime se k nasemu thematu. Dilkaz bezespornosti
daného systému axiomid (a tim souCasné dikaz beze-
spornosti logického odvozovani) provadime tak, Ze do-
kaZeme bezespornost vhodné vybudovaného logického
kalkulu, do néhoZ jsou zaFazeny tyto axiomy. Pri tom-
to dikaze se jiz vilbec nemusime zabyvat vyznamem
axiomi nebo logickych termint a operaci. Dokazujeme
vlastné jen toto: vychazime-li z uréitych seskupeni zna-
éek a prechazime-li k jinym podle uréitych ,pravidel
hry”, pak nedospéjeme nikdy k seskupeni znaéek (t. j.
k ,,vyroku”) téch a téch vlastnosti — totiz k vyroku
tvaru ,,A voo A”. Bezespornost kalkulu a jiné podobné
vlastnosti jsou pak nazornymi vlastnostmi skupin zna-
éek a tedy vlastné zaleZitosti kombinatoriky koneénych
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skupin pfedmétiu. P studiu téchto vlastnosti uzivame
pouze tak zvanych finitnich vét a udsudku, totiz vét,
které se tykaji nazornych vlastnosti koneénych sku-
pin pfedmétid, jeZ tedy mliZeme v zdsadé nazorné
verifikovat; v tomto postupu spoéiva prave.tak
zvana finitni metoda. Finitni véty pfi tom povaZujeme
za zaklad matematiky i logiky a jejich bezespornost
povazujeme za zarucenou pravé tim, Ze kazda takova
véta pFipousti nazornou verifikaci na konecénych sku-
pinach predmeéti.

_ Finitni jsou pfedevsim individualni véty elementarni
aritmetiky jako ,,1 +1=2", ,3 4+ 5 =5 4 3",
w2 .32 % 52 Obecné véty jako ,m +n—=—mn + m"
a ,,pro libovolna pfirozena m, n jest 2 m2 + n2” jsou
rovnéz finitni, nebot miZeme udat obecné platny
nazorny predpis, podle kterého lze tyto véty
verifikovat pro libovolna m, n. — NemiZeme v3ak zda-
leka’ pcvaZovat kaZdou obecnou vétu aritmetiky za
finitni. Tak kdyz je dan uréity predpis ¢, podle které-
ho je kazdému pFirozenému éislu n prifazeno uréité
pFirozené éislo ¢(n), pak nemiiZeme ihned nézorné
verifikovat anebo vyvratit na pfiklad tvrzeni ,,pro
libovolné n je ¢(n) == 3”. Toto tvrzeni ma raz mate-
matického problému, ktery mtliZe, ale nemusi
byti rozhodnut nazornym zpisobem — totiz bud tak,
Ze udame obecné platny nazorny predpis, podle které-
ho 1ze toto tvrzeni verifikovat pro libovolné n, anebo
tak, Ze udame predpis, podle kterého lze najit uréité n,
pro néz je ¢ (n) = 3. Pouze tehdy, kdyZ je takové roz-
hodnuti mozZné, miiZeme povaZovat tvrzeni ,pro libo-
volné n je ¢(n) #+ 3” za finitni,

Pojem finitni véty neni, jak si étenaf vSiml, pFesné
stanoven, takZe je moZzné pojimat jej rdznym zphso-
bem. PFi studiu zakladi matematiky a hlavné problé-
mu bezespornosti na zakladé finitni metody musime
tedy jednak zvolit vhodny logicky kalkul, v némz by se
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dalo vyjadfit co nejvice z obvyklého obsahu matema-
tiky, jednak vhodné vymezit pojem finitni véty a finit-
niho tsudku. Velmi jemnymi a obtiZznymi otazkami,
které s tim souvisi a jeZ nejsou jeSté zdaleka defini-
tivné rozieseny, se zde ovSem nemiiZeme zabyvat. —
Zavérem uvedeme jenom odpovédi na dvé takové otaz-
ky (jez ovSem zde formulujeme velmi nepfesné).

1. Lze provést pro néktery dostatecné obsazny lo-
gicky kalkul (v némZ by se dala na priklad vyjadfit
podstatna ¢ast obsahu obvyklé aritmetiky) diikaz beze-
spornosti finitni metodou?

Odpovéd': A no, kdyz finitni metodu pojimame dosti
Siroce.

2, Lze v néjakém (rozumi se, bezesporném) logic-
kém kalkulu vyjadiit cely obvykly obsah aritmetiky?

Odpovéd': Je dokazano, Ze to neni moZné. At je
dan jakykoli logicky kalkul, v némZ lze vyjadiovat
aritmetické véty, vzdy lze najit aritmetickou vétuy,
ktera je obsahové spravna, aviak v danem logickém
kalkulu se neda dokazat.
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