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OVOD.

V dvodu do elementdrni teorie &iselné, ktery verejnosti pred-
kladam, vykladam v prvé éasti pojem délitelnosti pro isla raciondlnt
a pojem prvocisla, v druhé éasti kongruence pro éisla celd raciondlni,
Fedent linedrnich kongruemct o jedné nezmamé a linedarnich rovnic
neuréitjch, vétu Fermatovu a  Wilsonovu, konetné pak pojem pri-
mattonich kofenw. V tfeti éasti pojedndvam o g-adickych zlomcich
8 uzitim na zlomky desetinné, v édsti ctorté o kvadratickych zbytcich
(v oboru &isel raciondlnich), zdkonu reciprocity, wvddim pak nékteré
vély o zndzornéni isel specialnimi formams kvadratickym: a zpisob,
jak pomoci této nauky zjistiti, zda dané &islo je celé prvodistem.
V éasti pdaté se jednd o vété Fermatové (dokdzané Lagrangem), Ze
kazdé éislo celé kladné je moZno zndzorniti jako soulet nanejvys ctyr
Ctverci celych &isel. Konedné v éasti desté pojedndvam o trojuhelnicich
Pytagorovich, o velké vété Fermatové pro mocnitele &ty a o troj-
whelnicich racionalnich. \

Predbéiné védomosts, kterych je k studiu predlofeného spisku
zapotiebt, jsou velmi malé, takie 1 studujici nejoyssich tfid kol
stiednich budou jej moci s prospéchem CEisti.

Je mi milou povinnosti podékovati panu Dru V. Kofinkovt,
asistentu matematického iustavu na vysoké &kole strojniho a elektro-
technického inZenyrstvi, ktery &etl korektury, sestavil abecedni sez-
nam a na nékolika mistech prispél ke zpiesnéni vykladu. Dékuji
téZ Jednoté &sl. matematikn a fystka, jejimZ ndakladem kniha vy-
chdzi a jejiZ tiskdarna vénovala tipravé knihy velkou pééi.

K. Rychlik.






I. Délitelnost, prvocisla.

§ 1. Cislo raciondlni a je délitelno raciondlnim &islem b,
jestlize a = bc, kdeZ ¢ je éislo celé. Pak se rikd téZ, Ze b je déli-
telem a neb, Ze b je obsaZeno v @ nebo koneéné, Ze a je na-
sobkem b. Pro b & 0 je patrné a délitelno b, jestlize a/b je é&islo
celé.

— 0 ma za délitele vSechna d¢isla raciondlni, za ndsobek jen
samu sebe.

Cislo raciondlni celé je délitelno 4 1. A také opak plati.
Lze dokonce vysloviti vétu: Je-li ¢islo racionalni délitelno éislem
celym, je i samo celé.

Déle plati vety:

KaZdé éislo raciondlni je délitelno samo sebou.

Je-li a délitelno b, a 0, b 3 0, je 1/b délitelno 1/a.

Je-li a délitelno b, b délitelno ¢, je a délitelno c.

Jsou-li racionalnf éisla a, b délitelna racionédlnim éislem d,
je i a + b délitelno d.

Je-li a délitelno d a m ¢islo celé, je am délitelno d.

Z obou poslednich vét plyne ihned véta obecné}si:

Jsou-li raciondlni ¢isla a,, a,, ..., a; délitelna racionalnim
élslem d a my, my, ..., my raciondlni éisla celd, je i aym; + asmy+

.+ army, dehtelno d.

Konecne plati véta:

Jen ¢isla 4 1 maji tu vlastnost, Ze jsou sama i jejich pre-
vratné hodnoty celé. Odtud plyne dile: Je-li raciondlnf éislo a
délitelno raciondlnim ¢islem b a naopak b délitelno a, pak jest
a =+ b.

. § 2. Budiz z libovolné ¢islo redlni. Uvazu;me ¢isla celd < =.
1Vlem nimi je jisté ne]veteu Oznaéme je [z], takZe [x] < x, pii
cemz pripad rovnosti mizZe nastati, ]en kdyz :z;le &islo celé.®) [z]+1
je jiz > z. I plati o [z]:

FIfz < [z] + 1.

*) Oznaédeni toto pochéazi od Gausse. TéZ se uZiva oznaceni
Legendreova E(x).



Témi podminkami je éislo celé [z] jednozna¢né yréeno. Kdyby
existovala dvé:celd &isla n,, n,, n, & n,, spliujiei vztahy

o nlzrzn41
n, < x << ny+ 1,
- ®

mohli bychom predpdklddati, Zze n, << n,, tedy n,+1<n,. Bylo by
pak z < n, + 1 < n,, tedy x < z, coZ neni moZné.

Jsou-li z, y éisla redlni, je
(2] + (B < [z + y).
Je totiz
(12 (W=Zy =z4+y<lz+yl+1],
tedy 1+ Szt y<[z+yl+ 1
a, jezto [z], [y] a [z + y] jsou celd &fsla, (2] 4 [y] =[x+ y).
Odtud plyne ihned tplnou indukef pro ¢isla redini
()4 [z + ... F [l S+ 2+ .+ 2]
a pro L)y =Zyg= .. = XTn =272
n [z] < [nz].

Déle plat{ véta: .

Je-li x ¢islo redlni a k£ kladné celé, je [[—:]J = [%]

Je toti% zr=[z]4+3, 0<I <L .
DluZno tedy dokézati, Ze

7 =1

To nastane, neexistuje-li 24dné éislo celé y hoviei nerovnostem
[x] [] + &
-— < .
E VST
A takové &islo celé skuteéné neexistuje, jeZto by pak bylo

1

t. j. (] < ky < [z] + 1.
coZ je nemozZné.

Nejvétsf &fslo celé < x oznadime [z]. I bude [2]' < z <
< [#])" + 1. Neni-li z celé, je [x]’ = [z], pro z celé je [z]' = [2] — 1.
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Polozme {z} =[x+ %]. 1 bude platiti [z + ]S x4+ I <
< [z+4+ 3]+ 1,t.). \-’v}—-g<x<‘x}+§ takiebude {x}—x|
X

< . Jediné v ptipadé, Ze x + } je dislo celé, je {z} = =+ .
Jinak bude {z}—§<x<{x}+7,t i [z} — =] < L.
Budte? nyni a, b raciondlnf &fsla celd, b>0. Polozme % =q
a r v . ‘s a
1= I bude r = a — gb éislo celé a bude platiti ¢ §3<

<qg+1, t. j. 0<r<b Lze tedy vidy kldsti a = gb + r,
kdez g, r jsou ¢isla celd, a plati 0 <r<b. Piipad r=0 nastane, jen
kdyZ je a délitelno b. r nazveme nejmensim zbytkem kladnym
pti déleni a éislem b, g je prislusny ,,cdsteény podil*‘.

Podobné poloZime {%} =g, :~ —q = —;— r=a—gqb
bude cel¢ éislo. Jeitog — 4 < a/b<¢’ —|— = bude 0 v’ platiti
— 1< ¥<}b. Lze tedy kla.stl a=q ‘b + ', kdez ¢', 7’ ]sou ¢isla
celé, a plati — 3b < 7' << Lb, pfi éem% rovnost nastane, jen kdyz
r = _%b je &islo celé. 7 se nazvva absolutné nejmensi
zbytek pri déleni éisla @ ¢islem b, ¢’ pak je piislusny ,,cdstecny
podil‘‘.

Budiz niyni g celé &islo > 1, x necht je celé ¢islo > 0. Do-
kdZeme, Ze lze x zndzorniti ve tvaru x = a.g* + algl—1 + ...+ ap,
kde k je Cislo celé > 0, a; jsou Cisla celd hovici nerovnoatem

0<e;<g, :=0012,...,k.
Tomuto znazornéni rikd se zndzornéni ¢isla x v soustave
g-adické, a; jsou g-adické ¢islice, g nazyva se basi soustavy.
Budeme téz, psati
r = aoalaz. « .ak.

Pro ¢ = 10 mame zndzornéni ¢isla v soustavé desitkové
(dekadické).
Lze vidy uréiti celé ¢islo kladné &k tak, Ze

. xr
g—kTi < 1,*) t. J. [F] = 0

*) Je disledkem té okolnosti, Ze lim g—- = 0. Bez uZiti pojmu
n-)uo
Ilmlty Ize to dokézati, uZijeme-li pomocné véty, kterd slouZi k dtikazu,
> lim gr = oo:
n—>wo0

Pro a > 0 totiZ plati, jak lze snadno dokazati \plnou indukei
)neb jak plyne ihned z binomické poulky) (1 + a)? > 1 + na,
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Polozme

r-x‘
? =a'0.
oF
Pak [_a_o]z 9" =[%]=0,
g g a
tedy 0§‘§}?<1, t. §. 0<a,<g.
Kladme r—agt = @
i bude

x, x x x . x, x
—=——0y=——|=|, t]j 0 <1, |z|=0.

[_‘ﬁ_

Oznacéme z a1 gF—1 z,
1 B . 1 —_
[—gT-_i:I = a,, 1 bude [—g—] = ‘__g_ = gk

tedy 0 < a, <g.
Postupujme podobné déle. Kladme

|=o.

$0=1‘.

: x| :
Li—qg — Ai— gk+1—' = i, [gk_i = @i, 1 = ]-y 2, 3, IR
’ v v x.- ) “w
DokédZzeme, Ze bude [gl—-n': = 0. Je totiz
.
:L', _ :L',,_l —a _ xl_l _ xg_l
17— hil—i 1= 321 —1—7 |’

tedy éfslo > 0 a <1, takZe je skutedné [?%'—] =1,
Dale bude

L

gl'l‘l l

n cislo celé kladne, t. ). g > 1 < n(g—1). Zvolime-li tely k tak,

1

aby 14+ (k+1(@g—1)>az t. j k >6___1_" 9 bude

1 —1’

gk+1l > z, neboli < 1.

:B
gl‘+l
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a tedy
Oggf< Lt joZa <g.

I bude
= [xk] = x"v
jeZto zp je celé. Dale
Trpr=ar—ar=0a x;= 0 pro : > k.
Je tedy
x — agg* = x,
T, — a1l =z,

oooooooooooooo

a seCtenim dostaneme

= au* + a,¢* "'+ ...+ a
Tak dostali jsme jedno zndzornéni v soustavé g-adické. Je-li z
kladné, je mozZno beze vieho piedpoklddati, Ze ay, & 0. V tomto
pFipadé je zndzornéni lo moZné jen jedingm zpiisobem, t. j. je-li téZ
r=a'@g" +ayg" 14+ ... +av,
kdeZ k' je &islo celé > 0 a a’; jsou &isla celd, o nich plati 0 < a';< g,

je k=K', a@_a,proz_012 k.
Kdyby to nebylo pravda, dostah bychom odecétenim

O=bogl+blgl 1+"'+bl’
kdez by, by, ..., b jsou &isla celd, by £ 0, —g<b;<<g pro

1=1,2,...,L
Bylo by tedy

F< b= b+ byg+ ... +bFd 1 Z@—1D) 1+ g+
oo gy,
t" j' gl g__ gl - l)
coZz neni mozZné.
§ 3. Nazveme modul / mnozstvi éisel raciondlnich, které m4
tyto vlastnosti:
1. Patri-li do I cisla a, b, patii tam i a 4 b.*)
2. Existuje ¢islo raciondlni celé g (0 némz lze beze vieho

*) Misto 1. lze piredpokladati, Ze piati pouze

1'. Pat¥i- ha,bdoI,patntamla-—b Pak patfi do ] i 0=a—a;
patfi-li pak b do I, patfi tam i —b= 0—-b PatFi-li koneéné do.
I &isla @ i b, pat¥i tam i @ + b = a— (— b).
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piedpokladati, Zze je > 0) té vlastnosti, Ze ag je celé pro kazdé
¢islo a z 1. |

Podminka 2. je jisté splnéna, jsou-li vSechna ¢isla z I cela.

Jako piiklad modulu uvedme souhrn vsech ¢isel celych.

0 je patrné prvkem kaidého modulu a tvoii sama o sobé
modul, ktery oznacime O.

Je-li a libovolny prvek z modulu 7 a ¢ pevné ¢islo raciondlni,
tvori éisla ac zase modul. Oznac¢ime jej cI. Modul g/ mé za prvky
patrné éisla celd. '

Je ihned patrno, Ze, patri-li @ do 7, patri tam i v3echny na-
sobky a.

Je-li totiZz a ¢islo z I a vime-li, Ze do I patii na, kdez n je
¢islo racionalni celé > 0, bude tam patfiti i na + a = (n + 1) a.
Na zakladé Gplné indukce je tedy v I zdroven s a i na pro n celé
kladné. Je-li pak a v I, je tam i —a, O je pak v I samozfejmé,
¢imZ dukaz proveden.

Uvedme dilezity pripad modulu. Budiz L =L (z,, z,,. . ., zt) =
= a,%, + @y%, + ...+ a;z; linedrni homogenni funkce s racional-
nimi koeficienty a,, a,, . ... , a;. Probihaji-li proménné z,, z,, . . . , ;.
v3echna éisla raciondlni celd, tvori hodnoty této funkce mnozstvi
¢iselné, které je modulem.

Je-li totiz

a= L&y @y, @0, b=L(2"y 2"y .., 2"
. n
Je a:tb=L(x1:*:x21x2:i:x2""’xkj:xk)’

takZe je splnéna vlastnost 1. |
Raciondlni éisla a,, a,, . . ., a; lze psiti ve tvaru
‘il, a2=££~2,...,ak=(—l-k,
g g g
kdez a’,, @'y, . . ., a’t, g )sou ¢isla raciondlni celd, g > 0. Racionalni
¢islo a; lze totiz vidy zndzorniti ve tvaru a; = r;/s;, kdez 7,
8; jsou celd ¢isla, s; = 0: Jeito je té% a; = — r,/— s;, je moZno
vzdy dociliti, aby bylo s; > 0. Za g moZino pak tteba zvoliti
souéin 8,88, . .. 8. gL(x,, 7o, . .., xx) je pak ¢éislo raciondlni
celé, at jsou z,, ,, . . ., x1 jakdkoliv éisla .celd, takZe i vlastnost 2.
je splnéna. '

a1=

Modul pravé uvaZzovany nazveme modulem k-¢lennym a ozna-
¢ime jej I (a,, a,, ..., az).

Nasobky libovolného éisla raciondlniho d tvofi modul jedno-
élenny, I(d).

Sklddaji-li se dva moduly z tychz é&isel racionilnich, fekneme
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o nich, Ze jsou sirovny. Dva moduly jednoélenné I(d), 1(d’) budou
si rovny, I(d) = I(d'), budeli d=44d', t. j. |d!|=|d’|. Pak
totiz kaZdy ndsobek d bude i nasobkem d’ a naopak. jak plyne
z konce § 1.

O modulech plati véta:

Ka#dy modul I moino znazorniti jako modul jednoélennyg,t.j.
existuje &islo raciondlni d té vlastnosti, Ze I pozustavd z ndsobkd
jeho, tedy I = I(d). d. je uréeno pomoci I aZ na znaménko; je téz
I = I(—d).

V trividlnim pripadé, kdy I pozistavd pouze z ¢isla 0, je
véta samoziejmd. Predpoklidejme tedy, %e v I jsou disla = 0.

Mezi kladnymi éisly z I je c¢islo nejmensi. Jsou-li vSechna
¢isla z I celd, je existence tohoto cisla patrnid. V obecném pii-
padé staci uvaZovati modul g/ (g dino podminkou 2.), jehoz déisla
jsou celd, takZe mezi nimi je jisté jisté nejmensi d'. d =d'/q je
pak nejmensi z kladnych ¢éisel z 1.

Snadno lze pak dokazati, Ze kazdé ¢islo z I je délitelno d.
Kdyby totiz éislo a z I nebylo délitelno d, takZe by a/d nebylo

celé, platilo by pro [%]

a a a 1
[7]<a<la]+r
a
d
0<b<d (1)

tedy pro ¢islo b =a —d[ ] by platilo podle § 2 str. 9

AvSak b je cislo z I, jeZto a i d jsou Cisla z I a [—;—] je ¢islo

celé. Podle (1) by pak d nebylo nejmensi kladné éislo z I. Je
tedy I = I(d). Z I = I(d’) by plynulo I(d) = I(d'), tedyd = + d'.
§ 4. Budeme se nynf zabyvati dlohou, uréiti spoleéné délitele

éisel raciondlnich a,, G, - - - » .
Je-li m spoleény délitel éisel a,, a,, . . ., ar, je také ¢éislo tvaru
@, x, + Ay, + . . . + arap, kdeZ x,, x,, . . ., 21 jsou raciondlni éisla

celd, délitelno m, t. j. kazdé ¢islo modulu I=1 (a,, a,, . . ., a;) je
m délitelno. AvSak podle predeslého § I = I(d), takZe spoleéni dé-
litelé ¢isel a,, @,,. .., ar jsou déliteli éisel modulu I(d), t. j. dé-
liteli &islad. Nejsou-li viechna ¢isla a,,a,, . .., az=0, je d30, takie
pro spoleéného délitele m Cisel a,,a,, ...,a; plati |m|<|d|. M4
tedy d mezi spoleénymi déliteli disel a,, a,,...,a; nejveétsi abso-
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lutni hodnotu. Z toho divodu nazveme d nejvétsim spoleénym
délitelem (n.s.d., nejvétsi spole¢nou mirou) é¢isel a,, a,, . . ., a;.

Nejvétsi spoleény délitel jest uren pouze svou absolutni
hodnotou, jezito je I(d) = I(—d)=1I(]d|).

Oznaéime |d| = (a,, a,, . . ., ar).

Je patrné (a,, a,, . . .. a;)=0 tehdy a jen tehdy, kdyz a, =
=ay,=...=ap=0.

Méame tedy vétu:

Jsou-li a,, a,, . . . ,a; éisla raciondlnt, existuje &islo racionalni d,
jejich nejvétsi spoleény délitel (n.s. d.), téchto viastnosti:

1. d je spolebny délitel &isel ay, a,, . .., ax;

2. kaZdy spoledny délitel &isel ay, a,, . . . . ay je délitelem d.

Vlastnostmi 1. a 2. je absolutni hodnota n. s. d. uréena jedno-
znaéné. Ma-li totiz té%Z d’ vlastnosti ty, pak d' jako spoleény
délitel ¢&isel a,, a,,. . .,a; musi byti délitelno d a téZ naopak, d musi
byti délitelno d', tedy podle konce § 1 d'= 1 d, |d'|=|d..

JeZto je d éislo z I(ay, a,, . . . , az), lze d zndzorniti ve tvaru
d =am, + a;m, + ...+ aymg, pri ¢emz my,...,m; jsou cisla
cela.

d=0, jen kdyz je a,=a,—=...=a;=0. Nejsou-li vSechna tato
¢isla rovna 0, je 'd| nejmensi kladné éislo z modulu I(a,, a,,...,ar);
| d i je nejvétsi ze spoleénych déhtelt éisel a;, a,, . . . , a;.

Cisla, jejichz n.s.d. je 4 1, nazveme nesoudélna. Jeito
takova éisla musi byti délitelna 4 1, jsou podle § 1 str. 7 cela.

I lze pak uréiti ¢isla celd m,, m,, ..., m;, takZe plati a,m, 4
+ amy, + ...+ agmp = + 1 nebo — 1. Plati-li obriacené tato
rovnice pro celd cisla a,, a,, . . ., a;, jsou tato éisla zfejmé nesou-
délnd.
Z té vlastnosti, Ze I(a,, a,, . . . ,ax) = I(d), plyne ihned véta.
Rovnici a,x, + ayxy + ... + apxr = ¢, kdeZ ay,a,, ..., a,

¢ jsou éisla racionalni, lze Fekitv celymi hodnotami x,, x,, . . . , i
tehdy a jen tehdy, jestliZe c je délitelno n. s. d. éisel ay, a,, . . . ,a;.
Jeou-li &isla a,, a, . . . ,a; nesoudélnd, lze rovnici tu fediti celgmi
Cisly x,, x,, . . ., 1 lehdy a jen tehdy, kdyZ c je &islo celé.

§ 5. Uvedme nékteré vlastnosti n.s. d.

1. (@y, Qg ..., a) = (|ayi, |ag, ..., lar.).

2. (a,a,...,a)=a|.

3. (a, 0)=|a|, (a),as,...,a1, 0)=(a,a,,...,a).

4. (@, m) = |m|. je-li @ ndsobek m, a obeoné&ji

(ay, ay, . . . ar, m) = |mi, jsou-li a,,a,,...,a; nisobky m.
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3. (@, 1)=1, jeli a celé; (ay,a, ...,a;, 1)=1, jsou-li
a,,a,, . ..,ar celd.

6. (ma,, ma,, ..., ma;) = |[m|(a,, a,. . .., a).

Odtud plyne, jeli (a,.a,,...,a;)=i1d|F 0 a zvolime-li
m= 1/d, véta: .

Cisla raciondlni a,, a,, . . .,a; majin.s.d. d & 0 tehdy a jen
tehdy, jsou-li éisla a,/d , ay/d, ..., ar/d nesoudélnd.

Dikaz vlastnosti 1.—6. je zcela jednoduchy, uvazujeme-li
prislusné modvly. Stejné lze dokdzati komutativni zdkon pro
operaci, vyznacenou zavorkou ( ): -

7. (a, b) = (b, a).

Déle plati zdkon asociativni

8. ((a,b),c) = (a, (b.c) )= (a, b. ¢).

Z 6. a 8. plyne obecnéji

9. (al, Ay, . .., ak) (bl, bz, ceey b¢)=
= (a,b,, @by, . . . arb,, @by, ashs, . . . a1y, . . . ayby, ashy, . . . aiby).

Koneéné lze snadno dokazati vétu, kterd nam bude slouZiti
pri vypoctu n.s. d.:

(ay, Qo . . . .a1) = (@'y, Ay, . . . ,ar), kdez a’; = a, 4 ma,

a m je Cislo celé.
Je totiz a, = a’, — ma,, takie I(a,, a,, . . . , a;) =1(a’,, a,, . . .
...,ak), tedy i

(ala a,...., a’") = (a’li g, - oy a’")'

§ 6. Vypocet n.s.d. ¢isel raciondlnich lze prevésti na vy-
pocet n. s. d. éisel celych. Lze totiz vidy vyjadriti a,, a,, . . . ,ar
ve tvaru

a a a';
(ll= _l’ a:2= ""g, DI ,ak=' )
g g g
kdez a';,a’y, ..., a';, g jsou éisla celd a g >0, jak bylo podotce-
no v § 3. Pak je podle 6.
(@'y, a’s, ..., as)

q

(al, a2, a ey ak):

Na zakladé asociativniho zdkona lze pak prevésti poditdni
n.s. d. vice éisel na poéitdni n.s.d. dvou é&isel. Bude se tedy
koneéné jednati o vypodet (a,,a,), kdeZ a,,a, jsou cisla celd
kladna, a a, > a,. K vypoctu (a,, a,) lze uZziti tak zvaného Eukli-
dova algoritmu. (Ziklady, 10. kniha, III, Servituv pieklad
str. 161.) Délme a, ¢islem a,. Budiz pfi tom a, nejmensi kladny
zbytek a ¢, casteény podil, takZe je
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@y = Gsf1 + a3 (1)
kdeZ ¢,, a; jsou &isla celd a 0 < a3 < a,. Z véty uvedené na konci
predeslého paragrafu pak plyne (a,, a;) = (a,, a;). Obecné, je-li
ar+, > 0, délme a, &islem a;.,. Nejmensi kladny zbytek pii tom
necht jest aj,,, ca,stecny podil gz, takie a; = a;.,.lqk + Gryg
0<apy < 1y Ok jsou pro k > 1 ¢isla celda > O stile klesajici.
Takovych ]e jen koneény podet. Necht je na pi. ajy, = 0.

Jeito je (a;, @) = (ag, a3) = . . . = (W43, Gu12) = (W14, 0) =
= a4+, je posledni nemizfci zbytek a;,; hledanym n. s..d. ¢éisel
a,, a,. Je-li tento zbytek 1, jsou ¢&isla a,, a, nesoudélna.

Uréeni n. s. d. vice éisel lze vidy prevésti na pripad urceni
n.s.d. éisel celych kladnych mezi sebou riznych a, < a, <
< ay3<.,.<a; Je-lia, spoleénym délitelem cisel a,, a,, . . . , ar,
je a, hledanym n.s. d. (Viz § 5, vétu 4.) Neni-li tomu tak, délme
s, Ay, - - ., @y Cislem a,. Nejmensi kladné zbytky pfi tom oznacme a’y,
a's,...,a'. Vyskytuje-li se O mezi &isly a,,a’y,...,a’s, vynechme
ji, z ¢isel sobé rovnych vezméme kazdé jen jednou a usporddejme
podle velikosti. Tak dostaneme éisla b, << b, < ... <b;=a,, I< k.
I bude podle véty na konci § 5 (a,, as,. ..,az) = (b, by, .., b;). S by,
by, . ..,b; naloZzme podobné. Je patrno, Ze postup ten po koneéném
poc¢tu kroku skonéi a povede k uréeni n.s. d. &isel a,, a,,...,a;.

Jak v tomto obecnéj$im pripadé, tak pri Euklidové algo-
ritmu bylo by moZno briti misto nejmensich zbytka kladnych
absolutné nejmensi zbytky.

§ 7. Uvedeme nyni nékolik vét o c¢islech spolu nesoudél-
nych.

1. Je-li a &islo raciondlni celé, m, b &isla raciondlni nesoudélng
(tedy téZ cela), pak je

(@m, b) = (a, b).

Polozme d = (a, b), d = (am, b). a, b tedy i am, b maji spo-

leéného délitele d; je tedy d nisobkem d. Z nesoudélnosti m, b
plyne, Ze lze uréiti ¢isla celd k,!tak, Ze je mk4-bl=1. (§ 4 str. 14)
Bude tedy a=amk-+}-bla, t. j. d=(a. b)=(amk-+bla, b)=(amk, b).
am, b tedy i amk, b maji spoleéného délitele d. Je tedy té% d
nasobkem d, takZe skuteéné d = d, j. b. d.

Ve specidalnim pripadé, kdy (a, b) = 1, (m, b) = 1, dostaneme
vétU'

. Jsou-li a, m nesoudélind s b, je také jejich soucin nesoudél-

ny 8 b

A odtud plyne obecnéji (dplnou indukei):
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3. Je-li kazdé z &isel a,, a,. , . .,a; nesoudélné s b, je ¢ jejich
soudin a,a, . . .a; nesoudélny s b.

4. Je-lr kazdé z bisel ay, a,, . . ., aj nesoudélné s kaZdym z &isel
bl, by, . . ., by, jsou téZ souliny a,a,...ar, bby...b; spolu nesou-
délne.

5. Je-li a nesoudtlné s b, je i a* nesoudélné s b (k, | éisla
cela 2> 0).

6. Je-li c ¢islo celé, a, b ¢isla nesoudélna a ac délitelno b. pak
je. ¢ délitelno b.

Jeito a, b jsou nesoudélna, lze uréiti ¢isla celd k, I takova,
se ak + bl = 1; pak je ¢ = ack + bel = b(%c.k—}-' cl); ac/b je viak

celé, z ¢ehoz tvrzeni ihned vyplyva.

Koneéné plati véta:

7. Je-li a' cely délitel éisla a a jsou-li a, b nesoudélndg, jsou
1 a’, b nesoudélna.

Zase lze urciti cela ¢isla k, I takovi, Ze plati ak + bl = 1.
Aviak a = a’c, kdeZ ¢ je celé, takze je té% a'ck + bl = 1, z &ehoz
plyne ihned (podle § 4) tvrzeni.

§ 8. KaZdé cislo raciondlni lze znazorniti ve tvaru .a,/a,,
kdez a,, a, jsou &isla celd, a, 3= 0. Je-li d n. s. d. ¢isel a,, a,, bude
a, = da’, a, = da”, takie a = a’/a" a a’, a” jsou ¢isla celd ne-
soudélnd, a” = 0. Lze tedy kaZdé &islo raciondlni zndzorniti
zlomkem, jehoZ éitatel a jmenovatel jsou ¢isla nesoudélna. Takovy
zlomek nazyva se redukovany. Jeito pak a = a'/a” = —a'/—a"’,
a” £ 0, lze o jmenovateli predpoklidati, Ze je kladny.

Lze snadno nahlédnouti, Ze rovnost dvou redukovanych
zlomku a’/a”, b’ /b” vyZaduje, bud aby a'=b’, a”" = b" neba’ =—10',
a” = — b", takZe zndzornéni raciondlniho d&isla redukovanym
zlomkem o kladném jmenovateli je jednoznacné.

Redukovany zlomek znédzornuje ¢fslo celé, jen kdyZ jmeno-
vatel je 4- 1. Z toho plyne ihned véta:

m-ta odmocnina z &isla celého a kladného (m éislo celé kladné)
nent nikdy Cislo raciondlni necelé; je vidy bud zase &islo celé mebo
¢islo vracionalni.

m,

Necht je |/a = a’/b’, kdez a’/b’ je zlomek redukovany. Pak
a=a'"[b'™ ktery%to zlomek je zase redukovany (podle § 7 véty 5).
Z toho ihned plyne b'» =1, tedy b'=-+1, jak bylo tvrzeno.

Redukovany zlomek a’/a” je délitelny redukovanym zlomkem
b'/b”, jestlize a’ je délitelno b’ a b” délitelno a”.

lychlik: Uvod do clementérni teorie ¢iselné. 2 17



M4-li byti a’/a” délitelno b'/b”, musi byti a’d” délitelno «"b’,
tedy a’b” délitelno a” i ’. JeZto pak &', b” jsou nesoudélnd, musi
byti (podle § 7, vlastnosti 6.) a’ délitelno b’. Podobné z nesoudél-
nosti a’ a a” plyne, zZe b” je délitelno a”.

§ 9. BudteZz a,, a,, . ..,a; raciondini Cisla riznd od nuly.
Uvazujme jejich spole¢né niasobky. DokdZeme, Ze mezi nimi je
takovy, n, Ze kaZdy jiny spoleény ndsobek m je jim délitelny.
| n| je uréeno jednoznaéné, md pak mezi kladnymi nésobky

¢isel a,,a,, . . . , ar nejmensi hodnotu. Proto nazyvdsennejmensi
spoleény nasobek é&isel a,, a,, ... :a;. Zavedeme oznaceni
| n|=[a,,a,...,a] I plati ‘
[ g, - -] 1
a,ds, . ..,0a;) = :
Lo ¥ 1 1 1
1 1 1\. o 11 1, .
(—-, — e, —) jakon.s. d. ¢isel —, — , ..., —- je obsazen
. v, 1 1 1 1 ,
ve vSechéislech — ., —. . ..., —. Je tedy (z =1,
@y QG ag o 1 l_)
oo ' m
2,..., k) cislo celé, t.j. - je délitelno a;, takze

1 1)

1

T 1 TN je spoleény nasobek ¢éisel a,, a,, ..,a;. Pfed-

(;1' ’ E;' g o e oay -a—“
poklidejme déle, Ze m § 0 je spoleény nédsobek cisel a,, a,, ..., a;

11 1 : 1 (1 1 1
Pak je -—, — , ..., — délitelno — , tedy téz (—, — , ~—)
délitelno i, t. j. m délitelno L . Je tedy
m 1 1 1 )
a—l, a2 g o e e o ar
1

skuteéné spoleény ndsobek éisel a,,a,, . . . .a;

(’l 1 1
al: a, ,...,ak
té vlastnosti, Ze kaZzdy spoleény nasobek éisel téch je jim délitelny.
Takové ¢islo je viak uréeno jednoznaéné aZz na znameni. Kdyby
totiZz téZ n’ mélo tu vlastnost, bylo by » délitelno »’ a téZ n’ déli-
telno n, tedy »' = = n, t. j. |2’ |=|n".
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Snadno lze dokézati, Ze plati

1 | ab |
b = = .
a b
Jest totiz podle § 3, 6.
1 1 1
(7’ 7) = [ab @0
Polozime-li M =a,a,...a;, A; = o t=1,2,...,k, bude
' i
1 A4 1 . 1 B
ai M’ (Al 4, ﬂ)__l_ -
'M_’ .LM ’ ’ M (A]_’ Az: ] A]C)
M

Odtud plyne

[ay, aq, <. . ,a5] = A4, A
Jsou-li @, b nesoudélnd, je (a,b) =1, tedy [a,b] = ab].
Jsou-li kazdd dvé z ¢éisel a,,a,, ..., ar nesoudélnd, plati

[ay, as, . . ., ar]= aya,...a;|. Dakaz lze provésti tdplnou indukei

na zakladé véty predeslé.

Pro n. s. n. plati podobné véty jako pro n. s. d. Pfi tom []

se vztahuje na raciondlni éfsla 3 0.

1. [ay, @ ..., &x] = [[0y], layl, ..., ai]].

2. [a,a,...,a)=|a|.

3. [a,m] = |m]|, je-li m délitelno a a obecnéji,
[a;, ag . . .,ap, m}] = m|,

je-li m délitelno éisly a,, a,, . . ., a;.

4. [a,1]=|a’, je-li a celé.

5. [ma,, may, ..., ma;) = "'m|[a,, a, ..., a.

6. [a, b] = [b, a].

7. [[a, b], c] = [a, [b, ¢c]] = {a, b, c].

Koneéné plati vzorec, ktery dostaneme ze vzorce 9 § 5, na-
hradime-li zavorky () zavorkami [ ].

§ 10. Cisla -+ 1 maji jediné celé délitele + 1 a — 1. Cislo
raciondlni celé @ 3 1 a &= — 1 md samoziejmé celé délitele L a,
— 1. Jestlize ¢islo celé p > 1, nem4 jinych délitelu celych nez
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+ p, — 1, nazyva se prvoéislo. Takova disla existuji, na pr.
2’ 3’

Je lhned patrno, ze &islo raciondlni celé a, jehoZz absolutni
hodnota je >1 a které neni prvoéislem, lze zndzorniti ve tvaru
a=bc, kdez b a ¢ jsou ¢isla celd £ 4 1.

Snadno lze dokdzati, Ze pocet prvocisel neni koneény. Dikaz
tvrzeni tohoto je jiZ v Euklidovych Zikladech (9. kniha; XX,
Servituv preklad str. 149).

Dejme tomu, Ze prvoéisel by byl jen koneény pocet 2, 3,
5, ..., p, takie by p bylo nejvétsi existujici prvoéislo. Cislo
P,=2.3.5...p+1 dédva pri déleni prvocisly 2,3,5,..., p
zbytek 1, neni tedy zddnym z nich délitelno. Je tedy P, bud samo
prvocislo nebo je délitelno prvoéislem > p.

P,=3,P,=1, P,=11, P,= 211, P, = 2311 jsou prvo-
¢isla, naproti tomu je Pla =59 .509, P,,=19.97.277.

Tento Euklidiv dikaz mimo to niam poskytuje konec¢né
intervaly, v nichZ musi leZzeti aspoii jedno prvocislo. Plyne z ného:
Je-li p libovolné prvocislo (> 0), leZi v intervalu od p 4 1 do
2.3.5...p+1 (inkl.) aspon jedno prvoéislo, t. j. existuje prvo-
¢islo ¢ takové, Zep+ 1<<¢<2.3.5...p4 L

_ Na druhé strané lze snadno udati intervaly libovolné vellké,
v nichZ neleZi Zédné prvodéislo.
Je-li n celé ¢fslo > 2, neni z » — 1 po sobé jdoucich ¢&isel

nl+2, n+3, n4+4...,04+n

zadné prvoéislem, jezto pro kaidé £ =2,3,...,n je n! 4+ &
délitelno k.

Podobné jako Euklid dokazal, Ze existuje nekonedné mnoho
prvocisel, lze dokdzati:

Existuje nekone¢né mnoho prvocisel tvaru 4n — 1 (n celé
> 0).

K tomu stac¢i uvaZovati ¢isla 4 (3.7 .11...p)—1.

Existuje nekone¢né mnoho prvoéisel tvaru 6n — 1 (n celé> 0).

Zde tteba uvaZovati ¢fsla 6 (5.11.17.23...p)— 1.

Dirichlet (Werke, I, 307—312, 313—342) pomoci metod ana-
lytické teorie ciselné dokdzal vétu:

V aritmetické posloupnosti @ + bn, kdez a, b jsou ¢isla celd
nesoudélnd a »n probih4 éisla celd, je nekoneéné mnoho prvocéisel.

O této otazce viz Landau, Handbuch I, 432—435, kdez
podan dikaz véty Dirichletovy v zjednoduSeném tvaru.

§ 11. Drive neZ pristoupim k dukazu véty o zndzornéni é&isel
racionalnich pomoci prvoéisel, uvedeme si nékolik vét pomocnych.
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Je-li a celé éislo nedélitelné prvocmlem p, jsou éisla @ a p
nesoudélnd. Je-li pak q téZ prvoéislo 3 p, jsou p, ¢ nesoudélna.

O prvodisle p plati déle véta: Soudin dvou éisel celych ab
je délitelny prvocislem p jen tehdy, je-li aspon jeden z éinitelt
prvocislem p délitelny.

Diikaz plyne snadno z 2. véty § 7. Neni-li na pt. a délitelno p,
jsou éisla @ a p nesoudélnd. Kdyby ani b nebylo p délitelno, bylo
by i b nesoudélné s p, tedy i ab nesoudélné s p, proti predpokladu.
Odtud tedy plyne,:Ze b je délitelno p.

Plati viak téz véta: Cislo celé kladné p 40 a +1 je prvo-
¢islem, jestliZe z predpokladu, Ze souéin ab dvou éisel raciondlnich
celych a, b je délitelny p, a v8ak neni délitelno p, plyne, Ze b je
délitelno p.

Kdyby p nebylo prvoéislo, bylo by p = ab, kdeZ a a b jsou
celd éisla > 1; @ ani b by nebylo délitelno p, aé jejich soucin
ab = p by byl p délitelny.

Z véty 4. § 7 plyne ihned:

Jsou-li py,Ps,-..,P6 @1:9s - .-, q Pprvolisla vesmés mezi
sebou ruznd, jsou C&isla p,™ p,™s...pPk a g™ g™ . .q™, kdeZ
My, Mg, . . ., My, Ny, Ny, . .., Ny znaci éisla celd > 0, nesoudélnd.

e 2Nl THLERRY S ,

Z toho plyne déle, Ze zlomek ———— — jeredukovany

1" g2 - - q)t ,
(§ 8, str. 17). MuZe pak vyraz ten predstavovati celé ¢fslo, jen

kdyZ jmenovatel =1, coz nastane jen pfi n,=n,=...=m =0.
Vyraz ten muZe byti =1, jen kdy% ¢itatel i jmenovatel bude =1,
t.j-pﬁ m1=m2=...‘=mk=n1=nz=...=nl=0.

I muZeme vysloviti vétu:

Viraz pmpym...ptk, kdeZ ny,ny, ..., ne jsou Cisla celd,
piedstavuje &islo celé, jen kdyZ ny, n,, . .., n jsou &isla celd > 0.
Vyraz ten je roven 1, jen kdyZ ny = n,=...=np = 0.

§ 12. UvaZujme celé ¢éislo a > 1. To je jisté délitelno aspon
jednim kladnym prvocislem, jeZto nejmensi délitel éisla a, cely
a > 1, jakozto éislo majici za celé kladné délitele jen 1 a samo
sebe, je jisté prvocislem. Klademe-li a = p,a,, kdeZ p, je prvo-
¢islo, a je-li a; > 1, zase a, = pya,, kdez p, je zase prvodislo,
atd., musime po koneéném poétu kroku, jeito a,, a,, a,, ... jsou
raciondlnt ¢isla celd kladnd stdle klesajici, prijiti k piipadu a; = 1.
Tak je a zndzornéno jako souéin prvoéisel p;, p, . .. pr. PiSeme-li
souciny sobé rovnych prvodisel ve tvaru mocniny, vidime, Ze
mozno kazd# Cislo celé 1 zndzorniti ve tvaru a = p,% p," . . . p’r
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kdez prvoéisla p,, p,, . . . , pr jsou mezi sebou rizna a mocnitelé
a,,a,, ..., a, ¢isla celd kladna.

Budiz nyni p,, p,, . . - mnozstvi vSech mezi sebou raznych
prvoéisel (v poriddku libovolném).

Jezto éislo raciondlni kladné a lze znazorniti jako podil
dvou éisel celych kladnych, dostaneme pro éislo takové znazornéni

a=php" ...p%, (1)

kdez r je éislo celé kladné a mocnitelé a,,a,,...,a, jsou éisla celd.
Znazornéni toto je jednozna¢né v tom smyslu, Ze, je-li téZ

a=p" p...p0r> (2)
plati a,=b,, a,=b,,...,a,=05,. (Mdme.li souciny g¢;“ ¢, ...q."
nhrd . rfdt, kdeZ ¢, s .- G5y Ty T - - ., Tt JSOU prvocisla
a ¢, Cy ..., Cs Oy, dy, ..., dy Cisla celd, lze tyto soudiny psiti ve

tvaru (1) a (2), pripustime-li mocnitele 0 u téch prvocisel, které
se nevyskytuji v jednom soudinu a vyskytuji ¥ druhém.)
Dukaz je zcela jednoduchy. Z (1) a (2) plyne
PO Pt p it O =1,

kterdaZto rovnice nemuZe byti podle § 11 jinak splnéna, ne:
kdyz je aj—b,=a3—by=...=a,—b, =0, t. j. a;,= 0,
@ =2by, ...,a;, =b,.

Libovolné (islo racionalni a 0 lze pak zndzorniti ve tvaru
a=-+1. Py Qipa ... pir, kdeZ py, s, . . ., pr jSOu prvocisla mezi
sebou ruzna a @, ae, ..., ay jsou ¢isla celd.

Riké se. Ze a obsahuje Pk pra,ve Vv mocnineé ag a je-li
a celé, Ze a je délitelno praveé p* (a je délitelno p*
pro n < a;, neni vSak délitelno p* pro n > ay).

Je-li a; &= 0, nazveme p; prvoéinitelem ¢isla a.

§ 13. Mame-li dina dvé ¢isla racionalni kladna a=p, " p,“...p,r,

b= plpb: ... pPor, pti Cemi a, a,, .. .,a,, by, by, ... b jsou éisla
celd, bude a dehtelno b, bude-li a, > > by, ay => bz, .0y g b,.
Koneény poéet ¢&isel racionilnich kladnych a, b, ..., ¢ lze
znazorniti ve tvaru
a= p" Pt .. P
b=plpl ... o

.................

C =P PP,
pricemzZ a;, b;, . ..,c; (1=1,2,...,7) jsou ¢isla celd a r jest ve viech
vyrgzech totéZ celé Cislo kladné. (Viz pozndmku v § 12) Pak lze
nejvetsi spoleénou miru a nejmensi spoleény nésobek éisel téch
zcela snadno vyjadriti.

) D4



JetotiZ (a,b,...,c)=p% pote... pir, [a, b, ... c]= p," pMs...p,r,

kdez d; = min (a;, b;, . . . ¢;), n; = max (a;, b, . . .,c,).%)
Dokazme to pro (a, b, ..., c).
Kladni spole¢ni délitelé ¢isel a, b, ..., ¢ jsou éisla m tvaru
m = p," p™: ... pMr P,..,.l R M
kdez m,, my, ..., m, jsou cela ¢isla hovici podminkdm
mi<a, m<bi,... m<lci(=12...,7) (1
mri1 L0, ..., m < 0. ' (2)
Podminky (1) lze nahraditi podminkami
m; < d;.

Nejvétstho spolecného kladného délitele dostaneme pro
mi=d;, +=1,2,...,71; ?n,-=0, j=r4+1, r4+2,...,8
Je tedy d skute¢né n. s. d.

§ 14. Koneénym poctem pokusu lze vidy rozhodnouti, zda
dané é&islo celé kladné a je prvoéislem. Cislo a nebude totiz prvo-
¢islem, je-li délifelno nékterym z éisel 2, 3, , a — 1. Staéi vSak

zkouseti délitelnost pro ¢isla celd >1 a é ]/c?. Je-li totiz d cely
délitel ¢isla @, > 1 a <<a, tedy a = dd’, kdez celd éisla kladnd
d,d" jsou > 1, lze beze vieho predpoklidati d < d’, nebot bychom
v opatném piipadé mohli spolu d a d’ zaméniti; z d < d' plyne
viak a = d? > d2, tedy d<Ja. Budeli d < [Ja], bude téz
d < ]/Ia jezito [Va] < ]/’a Nema-li @ Zadného délitele mezi éisly
¢ olyml >2a< []/a] je prvocislem. Pri tom staéi v3ak zkoumati
pouze d€litelnost prvocisly, takZe lze vysloviti vétu: Cislo celé

lladné a je prvotislem, neni-li délitelno Zddnym prvocislem < [Va].
Na tom zaloZen jest postup, jak z prirozené rady Ccisel 1,

2, 3, 4,... vylou¢iti viechna prvocisla. Je to tak zvané sito
liratostenovo.

Metoda pozustavd v tom, Ze postupné vynechame vSechny
nisobky uréitého prvoéisla. Zacneme tak, Ze vynechime v3echna
¢isla suda t. j. S8krtneme kazdé druhé. Pryvni_¢&islo, které niam
zbude, je prvoclslo 3. I tkrtneme kadé &islo délitelné 3. Prvni
¢islo, které nam v radeé ¢iselné zbude, je prvodislo 5. Nyni vyskrtne-

*) Jsou-li «y, ay, ..., ap &isla redlni, je m = min (al, gy -+ + 5 Q)
nejmensi z d&isel a,, a,, e...akr & M = max (a,, @y . ...akL) nejvétsi
2 Cisel dy, ag.. ... .agp. Na pf. min (---3,0, —3) = — ‘*) max (— 3, 0,
—3) =0
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me kaZdé ¢islo délitelné 5, atd. Je-li po nékolika krocich p prvni éisl»
prirozené rady ciselné, které zistalo nepreikrtnuto, je p prvocislo.
VySkrtame-li nyni ndsobky p, tedy kazdé éislo p-té; budou éisla ¢
hoviei vztahu p < ¢ < p® prvocisly. Checeme-li uréiti viechna prvc-
¢isla < x, kdezZ x e libovolné ¢islo redlni kladné, stadi z prirozenc
fady ¢iselné vylouéiti ndsobky vsech prvecisel < []/x]. Ta'’:
kdybychom chtéli uréiti prvocisla kladnd < 30, staéi vySkrtati
nasobky 2, 3, 5, jeito'[]/30] = 5, a zbudou ndm dalsi prvoéisl:
7, 11, 13, 17, 19, 23, 29.

Existuji tabulky uddvajici, zda dané ¢&islo celé kladné jc
prvocislo. Nejvétsi tisténé tabulky toho druhu jsou od Lehmera
(Factor table for the first ten millions) uddvajici nejmensiho
kladného celého délitele kaZzdého c¢isla nedélitelného 2, 3, 5, 7
mezi 0 a 10017 000. (Washington 1909.)

Nejvétsi rukopisné tabulky jsou vSak Kulikovy (Jakub
Filip Kulik, 1773—1863, prof. matematiky na pra%. université).
chované v knihovné videnské akademie, udavajici nejmensiho
kladného celého délitele kazdého ¢isla nedélitelného 2, 3, 5 v prv-
nich sto milionech. Podle minéni Lehmerova, ktery jich uzil pfi
své praci, by se k publikaci nehodily, jezto obsahuji dosti chyb,
a¢ ovSem by pri publikaci dalsich tabulek mohly tkol znaéné
usnadniti.

Malé tabulky prvoéisel jsou:

Luigi Poletti, Tavole di Numeri Primi, Manuali Hoepli,
Miléan 1920, obsahujici prvoéisla mezi 1 a 200000, rozklad prvnich
50000 ¢isel celych kladnych a jiné podobné tabulky.

§ 15. Budiz a &islo celé :i:O Necht je |a = p; “py's .. DBk,
kdeZ p,, ps, - . ., Pr jsou ruazna prvoéisla a a,, a,. ..., ar ¢isla
celd, > 0. Cislo celé kladné d bude délitelem a, lze-li ]e psati ve
tvaru d = pl"l Pot: pr“l. kdez pro ¢isla celd dl, dy, . . ., d; plati
nerovnosti 0 < d, < < al, <dy<ay...,08d, < a,. Z toho plyne,
e kazdy élen soudinu _ -

(14 Pl + P12 "‘ Sy (1 4 py + P+ ...+ p™).
(1+pL+PL + . +PL“l)

bude celym kladnym dehtelem ¢isla @.a naopak vSechny celé
kladné délitele &isla a lze takto obdrzeti. Podet délitel celych
kla.dnych ¢isla a, gy(a), je tedy.roven poctu ¢lend tohoto soudinu,
t. j.

oola) = (@, + 1) (@ + 1) . .. (ax + ).
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Souéet celych kladnych délitelu ¢isla a, o)(a), je roven onomu
soudinu, t. j.

o+ ] Tl — 1 Pk"’-'+]—l
gla)=B" T kT T
p—1 pe— 1 me—1

Snadno lze také urciti soucet 7-tych mocnin celych kladnych
délitela cisla a, o.(a) (r celé &islo kladné). Tento soucet je roven
souéinu
A+ + 224 . )L+ p 4 ¥+ ™).

M+ P+ A T,
takze
Py (1) r (@ +1)r_
o) = =1 e . !
p—1 p—1 o’ — 1

Snadno lze nahlédnouti, Ze ¢,(PQ)= o:(P)¢,(Q), jsou-li
P, ¢ ¢isla celd nesqudélnd F0,r >0.

§ 16. Proa=2"—! (2% —1) (n éislo celé kladné) bychom za
predpokladu, Ze 2" — 1 je prvoéislo, nagli
2 —1 (2r—1)2—1
2—1 (20 —1)—1

— 20 (2" — 1) = 2a.

gy(a) =

Cislo a pravé uvedené je tak zvané ¢islo dokonalé (perfektni).
Tak nazyvaji se éisla, pro néz plati o,(a) = 2a, g,(a) —a = a,
t. j. jez rovnaji se souétu svych déliteli celych kladnych mensich
nez dané é&islo samo. Cisla dokonald lichd nejsou znima (také
v8ak nebyl proveden diukaz, Ze neexistuji).

Ukazme, Ze neni jinych éisel dokonalych sudych mimo ¢isla
tvaru 27! (2» — 1), kdeZ »n je éislo celé kladné, 2 — 1 prvocislo
(¢isla dokonald Euklidova typu, Zdklady, 9. kniha, XXXVI, Servi-
tiv preklad str. 154).

Necht ¢islo a = 2%g je dokonalé (n éislo celé kladné, ¢ é&islo
liché > 0).

Pak je g,(a) = 0,(2") a,(q) = (2"t' — 1) 8, oznacime-li g,(9) =
= 8. Z dokonalosti ¢isla a plyne o,(a) = 2a, t.j. (2*t1—1)s =
on+1 q

= 2u+1lg tedy 8 = neboli s = q + d,

ontl _] q + o+l __ |’

kdez d = Fﬁq—_l Cislo d je tedy celym kladnym délitelem éisla g;
jeito pak s = g 4+ d .a s znaéi soucet celych kladnych déliteld

céisla ¢, ma ¢ za délitele celé kladné pouze g a d. To neni jinak
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mozno, nez kdyz d =1 a ¢ = 2"*1 —1 je prvocislo. Pak sku-
te¢ne g = 27 (27+1 — 1).

Ma-li byti 2» — 1 prvoéislo, musi byti » prvocislo. 27« — |
jest totiZ délitelno 27 —1 i 272 —1. Tato podminka je nutnd, nikoliv
viak dostadujici. 2* — 1 je prvoéislo pro tyto hodnoty =:

2, 3, 5,7, 13, 17, 19, 31, 61, 89, 107, 127.
Naproti tomu

223 — 1 = 47 . 17848l.

Viz Kraitschik, 7 1. 9, 218; 2 19.
Plati-li pro ¢isla celd kladné a, b

oy(@) = 0y(6) = a + b,

nazyvaji se cisla ta spritelend. Pak je patrné g,(a) —a =,
0,(b) — b=a. Takovymi ¢isly jsou na pt. a = 220, b = 284.

§ 17. KaZzdému celému déliteli d &isla celého kladnéha a
odpovidd délitel cely kladny a/d, tak zvany délitel komple-
mentdarni. UvaZujme vSechny celé kladné délitele éfsla celého
kladného a, sefazené tfeba podle velikosti d, = 1,d,, d,, . ..
corydy=a, kdez v = gy(a). Pak délitelé komplementarni
a/d, = a, a/d,, ald,,...,al/d, = 1 dévaji fadu predeslou, psanon
v obriceném porddku. Oznadme P souéin celych kladnych déliteli
¢isla a. I bude

Pzdldz...dy
a téz
a a a
P=__.°" ...°2
4, d, 4,

Bude tedy P?= a’, a tudiz P = al*, v = g,(a)-

Lze snadno nahlédnouti, Ze v je sudé vyjimaje pripad, kdy a
je uplny étverec, t. j. kdy a je étvercem ¢isla celého. Délitelé.
celi kladni ¢isla a se rozpadaji na dvojice déliteld spolu komple-
mentdrnich, vyjimaje ptipad, kdy existuje délitel rovny svému
déliteli komplementdrnimu, co? nastane patrné, jen kdyZ a je
iplny ¢tverec.

§ 18. Budeme hledati rozklad [z]! (x > 0) v prvoéinitele.

Predpoklddejme nejprve x celé. V z! mohou se vyskytovati
jen kladni prvoéinitelé p < x. Je otdzka, v jaké mocniné se p

vyskytuje. Poéet ndsobka p zitady 1,2,3,..., z je [%], podobné
pocet nasobku p? je [%] , poéet nasobku p? je [—;3] atd. Kdyhy
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sou¢in z! neobsahoval Zadného &initele délitelného p?, obsahovalo

by z! prvocinitele p prave [—p—] -krdt. Vyskytuji-li se viak také

¢leny délitelné p?, priddva kazdy z nich k [ﬁ] jeden novy cCinitel p.
Bude tedy pocet ¢initeli pochazejicich odz:”:lem'l délitelnych p a p?
roven [—:7 + [% . Stejné poskytne kazdy élen soucdinu délitel-
ny p* k uvedenym dalifho ¢initele p, takZe ¢leny fady 1, 2, 3,...,z
délitelné p, p?, p® davaji v z! p na mocninu [%] + [x] + [-:-t—]

pa
Tak muZeme pokradovati. Bude tedy z! délitelno p pravé v moe-

T BRBIEe

1
Rada ta sama se ukonéi, jeito je 1; =1 jen pro m < %BZ.

logp’

lo
pro p_;‘ <1, tedy m > —— B ,Je [f] = 0. Je tudiz

log p’°" |p™
o — mpl i1+ (214 2]+
Pz

kdez soudin se vztahuje na prvocisla < z.

z T
Jest viak pro kazdé reslni >0 [z] !=Hp[;] +lgl
=2
Dukaz bude snadno plynouti z véty pomocné z § 2: Je-li x
kladné éislo redlni a k kladné éfslo celé, je

=] _[=
7= 15]
Podle predeslého je

gt = gL+ (2 [
p=lz]
» v rd v [x] x ? v
Pod'~ 014 véty pomocné viak o = |- |. Diale mnozstvi

prvocisel, hovicich nerovnosti p < [2], je totozne s mnoZstvim
prvodisel hovicich nerovnosti p < . Z tcho pak vyplyvé ihned
tvrzeni.
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Je-li z ¢islo celé > 0, lze je zndzorniti v soustavé p-adické
ve tvaru
x=ay+ ap + ap®*+ ...+ apt,

kdez k je ¢islo celé > 0, a; jsou p-adické ¢islice, t. j. ¢&isla
celd spliujici nerovnosti: 0 <a, <p; 1=1,2,3,.. .,k (Viz §2

str. 9).

Pak je -
" = @+ ap+ ayp* + . .. + apt—!
- - ‘
> =ay+ asp + ...+ appt—2 -
| D"
N
o
Tz x
e

[—‘”—]+[""]+...=a1+a2<_1+p)+a3<1+p+p2)+..-
oot a(l+p+ PP+ .. 4+ P

gt =1 P

_alp_l-}—az p—l'+a3p—l + ...
k__ 1

P

p—1

T (ag + ay+ a; +. . j|‘_al) .

- o —1

Pro p = 2 bude [?] -+ [EE] + ...=x—h. huddva, kolik
je mezi cislicemi a,, a,, a,, . . ., a; jednicek.

Dokazme s1 vétu:

Jsou-li ny,m,, ... m Cisla celd kladnd hoviei podmince
n=n,+ ny+ ...+ ng, pak je nyl/ny!n,! ... n! é&islo celé.

BudiZ p libovolné prvoéislo. n! obsahuje p pravé v mocniteli

Sl - (A
+[”‘+””;;“Jf”"]+...
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Souéin n,!n,! ... ni;! obsahuje pak p pravé v mocniteli

e L IR E SRR 1

Jest' viak podle § 2 str. 8
m+n+ ...+ " n, Ny Nk
' ' > [T 22y 4 |
[ [2[5]+[5]++ [G]

3@_1+n2—|—p-_ + nx ~ 72 Ny fk
[ p* ]=[p2]+[p2]+ + [pz]

z ¢ehoZ tvrzeni ihned plyne. n!/n,!n,! ... 7! je pocet permutaci
n prvkd, z nichZ je resp. n,, ny, ... , nx stejnych. Je to koeficient
u MM . .. 2™ v rozvoji (2, + %, + . . ., + xx)". Ve specidlnim
pripadé je tak dokdzdna celost binomického koeficientu

f
n n n:
— = ' T n=mn -I— 9.
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II. Kongruence.

§ 19. Budiz m dislo raciondlni celé. Je-li é&islo racionalni
celé a délitelno m, rekneme také,Ze a je kongruentni s 0 (mod m)
(modulo m, podle modulu m), a = 0 (mod m). Je-li téz b éislo
raciondlni celé, zna¢i a = b (mod m), Ze a—b =0 (mod m).

Pro m=0 piejde kongruence v rovnost. -

Je patrno, Ze kongruence a = b (mod m) je splnéna tehdy
a jen tehdy, plati-lia=5b (mod — m). Lze tedy téz tvrditi, Ze kon-
gruence @ = b (mod m) plati tehdy a jen tehdy, plati-li a = b
(mod . m ). Bylo by tedy beze vSeho moZno predpokladati, Ze
m > 0, a pro kongruence, které se neredukuji na rovnosti, do-
konce, Ze m je celé ¢islo kladné.

Z definice ihned plyne, Ze, je-li @ = b (mod m) a d délitel
éisla m, je téZ a = b (mod d).

Cisla celd a, b necht jsou spolu kongruentni podle moduli

My, Mo, . . o M (Mg, Mg, . . ., My ¢isla celd = 0). Pak je téZ a = b
(mod n), kdez n je nejmenm spoleény na,sobek my, Mg, . . ., M.
Nebot a — b, jeito je niasobkem kazdého z éisel m,, m,, . . ., my,
jest téZ ndsobkem n. Jsou-li ve specidlnim pfipadé m,, m, . . ., my

¢isla celd po dvou nesoudélnd, pak je a = b (mod mm, . ..m;),
jeito n = mym,...mp. A také opak plati, takie lze vysloviti
vétu:

Jsou-li my, my, ... .my &isla cela po dvou nesoudélna, plati
a=b (mod n), n=mm, ... my, tehdy a jen tehdy, je-li soulasné
a=b (mod m,), (mod m,), ... a koneéné téZz (mod m;).

§ 20. 1. Jsou-li a, b, ¢ Cisla celd, plati:

I a=a(modm).
II Z a = b (mod m) plyne b = a (mod m).
IIT Z a = b (mod m), b = ¢ (mod m) plyne a = ¢ (mod m).

I a II jsou samozrejmé. Dukaz III je zcela jednoduchy.
Prvni dvé kongruence znaéi, Ze a — b a b — ¢ jsou délitelny m.
Je tedy i a — ¢ = (@ — b) + (b — ¢) délitelno m.
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2. Jsou-li a, b, ¢, d cisla celd a je-li
a = b (mod m)
¢ = d (mod m),
je téz a—+ c=b+ d(mod m)
a—c¢ = b—d (mod m).
3. 1. Je-li ¢ ¢islo celé, plyne z kongruence a = b (mod m)
té% ac = bc (mod m).
II. Je-li pak d ¢islo celé, a c = d (mod m), je ac = bd (mod m).
Je pak totiz ac = bc (mod m)
bc = bd (mod m),
tedy i ac = bd (mod m).
Necht a, b a m jsou ¢isla racionalnt celd. Z kongruence a = b
(mod m) plyne a* = b* (mod m), kdez k je libovolné ¢islo celé > 0.

Je-li f(x) = ag + a,x + . ..+ a,z* mnohoélen s celymi koefi-
cienty, pak plyne z a = b (mod m), Ze f(a) = f(b) (mod m).

Z a = b (mod m) plyne totiz a* == b* (mod m), a;a* = azb*
(mod m) (k=0,1,2,...,n)atedy i f(a) = f(b) (mod m).

Podobné, je-li f(x,, z,, ..., x,) mnohoélen v z,x,,..., 2z,
s celymi koeficienty, plyne z a, = b,, a, = b,, . . ., a, =2 b, (mod m)
(cty, Oy, a9, by, . . ., @y, by, m Cisla celd), Ze je téz

fa,, as, ..., an) = f(by, by, . . ., by) (mod m).

+. Z kongruence ac = bc (mod m) (a,b,c, m C¢Cisla celd),
neplyne obecné a = b (mod m). Kongruence ac = bc (mod m)
totiz znaci, Ze c(a — b) je délitelno m. Je-li ¢ nesoudélné s m,
plyne odtud, ze a — b je délitelno m, t.j.a = b (mod m). Obecné

oznaéme 0 nejvétsiho spoleéného délitele éisel ¢, m.
4

Pak (c) (@ — 0) je délitelno m/d, a jezto c/d a m/d jsou disla ne-
soudélna, je a —-b délitelno m/9, t. j. & = b (mod m/d). Mdme
tedy vétu:

Z kongruence ac = bc (mod m) ply yne a = = b (mod m), je-li ¢
nesoudélné s m, a obecné a = b (mod m/d), je-li & n. s. d. éisel c a m.

Je-lic =d (mod m), t. j. d = c + gm, kdez ¢ je Cislo celé, je
podle véty na konci § 5 (d, m) = (¢ + gm, m) = (¢, m).

Plati-li kongruence ac = bd (mod m), ¢ — d (mod m), je
Ol =: bc (mod m), takZe ac = bc (mod m). I plati véta:

Z kongruenct ac = bd (mod m), ¢ = d (mod m) plyne a = b
(mod m/d), kdef & = (¢, m) = (d, m).
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5. Soucin dvou d&isel celych muaze byti kongruentni (mod m)
s nulou, a¢ Zaddny =z Cciniteld nema tuto vlastnost. Na pi.
6 =2.3 =0 (mod 6), a¢ ani 2 ani 3 nenf == 0 (mod 6).

Je-li vSak modul m prvocislem p, m = p, plati podle § 11
veta:

Je-li soucin dvou Cisel celych kongruentni (mod p) s nulou, je
aspori jeden z Cinitelii (mod p) s nulou kongruentni.

§ 21. Mnozstvi Cisel raciondlnich celych, ktera jsou spolu
kongruentni (mod m), nazveme tfidou (mod m). O dvou &isleck
téze tridy budeme téz rikati, ze jedno je zbytkem druhého (mod m).
Dvé tiidy (mod m) maji bud vSechny prvky spoleéné neb Zadny.
Trida (mod m) bude uréena, zndme-li jeden jeji prvek. Prvek ten
nazveme také representantem tridy. VSechny prvky tridy
(mod m) lze znazorniti ve tvaru a + mn, kdez a je libovolny
prvek z ni (representant) a n éislo celé. Misto representant tridy
(mod m) se téz rikd zbytek (mod m).

Je-li m celé £ 0, lze representanty vdech Eisel celjch (mod m)
snadno udati. Jsou jimi &isla 0,1,2,..., m| — 1.

Pri m = 0, kdy kongruence ptrejde v rovnost, je kazda trida
tvorena jedinym prvkem.

Libovolné ¢islo celé a lze totiz podle § 2 str. 9 zndzorniti ve
tvaru a =q m .+ r, kdez ¢, r jsou ¢isla cela, 0 <r << |m . Je
tedy @ = r (mod m). Kazdé éislo celé je tudiz (mod m) kongru-
entni s jednim z ¢&isel 0,1,2,...,{m|{—1 a jen s jednim,
jeito Zadnd dvé z téchto ¢éisel ne]sou spolu kongruentni (mod m).
Je tedy na podet m: raznych tfid (mod m) a za representanty
jejich lze zvoliti ¢isla 0,1,2,...,|m —1

Jestlize kazdé c¢islo celé je (mod m) kongruentni s jednim
z cisel r,, 75, ..., 7, mezi sebou (mod m) nekongruentnich, na-
zveme 7,7, ...,7n, uplnou soustavou zbytkd celych
¢isel (mod m). Takovou soustavu tvori éisla 0,1,2,...,im | — 1.
(Uplna. soustava nejmensich kladnych zbytkta celych clsel (mod m).)
Je-li m ¢éislo liché kladné, tvoii dplnou soustatu zbytka (mod m)
¢isla

m—1 m+1 m—+ 3
R

- - -

0,1,2,...

—m,...(m—1)—m,

t. j. disla

- m—1
0,:1,i2,..._—: 5>

(zbytky o nejmensi absolutni hodnoté).
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Tvoit-ly 1y, 1y, ..., Ty Uplnou soustavu zbytkd celych éisel (modm),
tvory 62 ,
ar, + b, ary+ b, ..., ar, + b (1)
uplnou soustavu zbytki celych isel (mod m), znaéi-li a, m éisla celd
nesoudélnd.

Uvedend véta plyne z té okolnosti, ze zadnd dvé z ¢isel (1),
jichZ je na pocet m, nejsou spolu kongruentni (mod m). Kdyby
totiz bylo

ar; + b = ar, + b (mod m), 7 % 7,
{,j jinak libovolnd dvé &isla z posloupnosti 1, 2, ..., m, bylo by
téZ ar; = ar, (mod m), t. j. r;=7; (mod m), coZ by bylo proti pred-
pokladu.

§ 22. Jestlize v raciondlni celé funkei s celymi koeficienty f(x)

klademe za x hodnoty 0, 1, 2, 3, . . . a vypoéteme nejmensi kladné

zbytky £(0), f(1), /(2), /(3), . .. (mod m) (m &islo celé = 0), po-
sloupnost, kterou takto dostaneme, bude periodicka. jeZto podle .
§ 20 odst. 3

f(k + m) = f(k) (mod m), (k ¢islo celé).

Je-li na pt. f(z) = 2® — 8x + 6, m = 3, bude pro
n=20,1,2,3,4,56,7.8,...f(x) =1,4,3,4,3,1,4,3, 4, ...
(mod 3).

V uvaZovaném pripadé je perioda 1,4, 3, 4, 3. Mezi témito

hodnotami se nevyskytuje ani 0 ani 2, takZe kongruence
2 —8xr4+6 =0 a x2*—8r+ 6 = 2 (mod 35)

nejsou fesitelné.

Tim spife pak rovnice 23 —8xr 4+ 6 =0a 2 —8x 4 6 =2
nemaji za kofeny ¢isla celd racionalni.

Mnohotlen s raciondlnimi celymi koeficienty f(x) stupné n > 0

nemute pro vechny celé hodnoty x piedstavovati prvodisla; pro ne-
koneéné” mnoho celych hodnot x je f(x) &slo sloZené.

Necht pro &islo celé z = 2, je f(x,) prvodislo, f(z,) = p.
Pro z = z, + kp, kdez k je celé éislo, t. j. x = x4 (mod p), je
f(x) = f(zy) = 0 (mod p), tedy f(x) je délitelno p. AvSsak jen pro
koneény poéet hodnot k muze byti

f(xg + kp) =0 neb = + p.

Vvhneme-li se témto hodnotdm, bude f(z, + kp) cislo sloZené.

Rvehlik: Uivod do clementdrni teorie ¢isclné. 3 33



Existuji mnohoéleny, které poskytuji velky pocet prvocisel
22— z + 41 je prvocislo pro z=0,1,2,3, ..., 40,

ale téz pro r=—1,—2,—3,...,—39.
a? 4 x 4 17 je prvocislo pro z=10,1,2,...,15.

Fermat se domnival, Ze F, == 22" 11 je prvocislo pro n
celé > 0.

Také skuteéné
F,=3, F,=5, F, =17, Fy= 257, F, = 65537

jsou prvocisla.
Naproti tomu

F, = 641 . 6700417 (Euler. Viz § 29 konec).

§ 23. a, b, m budteZ cela ¢isla m 3= 0. Budeme hledati koieny
kongruence ax + b = 0 (mod m), t. j. celd &isla x spliujici kon-
gruenci onu. Je-li @ nesoudélné s m a probiha-li x dplnou sou-
stavu zbytku (mod m), padne podle véty z § 21 str. 33 ax + b
pravé jednou do tFidy, v niZz je ¢islo 0. Plati tedy veéta:

Je-li a nesoudélné s m, jsou vdechny koreny kongruence ax -+
+ b =0 (mod m) spolu kongruenini (mod m), t.j. viechny koFeny
oné kongruence tvofi proky jediné tFidy (mod m); rikime, Ze TeSeni
kongruence té jsou uré¢ena jednoznac¢né (mod m).

Maji-li @ a m za n.s.d. ¢islo d, tu, md-li byti kongruence
ax + b = 0 (mod m) reSitelnd, musi platiti téZ (mod d), a jeZto «
je délitelno d, musi byti 6 =0(mod d). Kongruence ax+ b =0(mod m)

je splnéna tehdy a jen tehdy, je-li splnéna kongruence (—‘;— x +

b .

+2 =0 (mod ’;‘) -g- : ’;‘ jsou &isla nesoudélnd. Mé tedy tato
kongruence podle véty predeslé reseni z, jednoznacéné (mod m/d).
Viechna feSeni oné kongruence lze psati ve tvaru xz, -+ ;n Y,
kdeZ y je libovolné ¢islo celé, a mezi témito fefenimi je jich prave ¢
nekongruentnich spolu (mod m). ObdrZime je, probfhd-li  @plnou
soustavu zbytki (mod d). Budou to na pi. éisla x4, z, + m/d,
o+ 2m/d, g+ 3m/d, ..., 2o+ (d— 1) m/d.

Je-li (a, m) = d > 1, je kongruence ax + b = 0 (mod m) #ebi-
telna, jen kdyZ b je délitelno d. Pak ma d ¥edeni, z nich? Zadna dvé
nejsou spolu kongruentni (mod m).

Symbolem b/a (mod m), kdeZ a, b, m jsou éisla celd,.a, m spolu
nesoudélnd, budeme znaéiti libovolné éislo celé hoviei kongruenci
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ax = b (mod m).
b/a (mod m) znadi tedy ¢islo celé, které dostaneme, zvolime-li ve
Ayraze (b4 km)/a celé ¢islo k tak, aby b + km se stalo nasobkem a.
ReBeni kongruence ax = 1 (mod m), které existuje, jsou-li
a a m ¢isla nesoudélnd, bude pak oznaceno 1/a (mod m). 1/a(mod m)
nazyvs se té% ¢islem k a asociovanym (mod m); naopak je a
asociovano k 1/a (mod m).
§ 24. Prevedme feSeni kongruence
ax + b = 0 (mod m), (1)

kdez m = m'm", m, m’, m” éisla cela, |m’| >1, |m”] > 1, na refeni
dvou kongruenci (mod m’) a (mod m").

Necht kongruence

ax + b = 0 (mod m’) (2)

ma4 koten 2, takZe ax’ + b = 0 (mod m’). Je tedy (az’+b)/m'=0b
¢islo celé.

x splhujici (1) spliiuje i (2), takZie je x = z’' (mod m'), t. j.
z=2x + my.
I bude az’ + b+ am’'y = 0 (mod m),
jezto pak ax’ + b= m'b’, m = m'm”, bude ay + b’ = 0 (mod m").

Tento postup by ndm umoznil v piipadé, Ze m je éislo slo-
zené, prevésti feSeni (1) na feSeni kongruenci o modulu prve-
¢iselném.

Méli bychom na pr. resiti kongruenci
41 x + 9 = 0 (mod 30), t. j. 11z + 9 = 0 (mod 30).
Zde 30 = 5. 6.
Kongruence
1l 4+ 9 =0(mod 5), t. j. z— 1 = 0 (mod 5)

poskytne 2 = 1.
PoloZzme x=1+4 5y.
Pak bude

55y + 20 = 0 (mod 30),
tedy 1ly + 4 = 0(mod 6), — y + 4 = 0 (mod 6),
t. j. ¥ = 4 (mod 6).
[ bude 2 = 21 = — 9 (mod 30).
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Urciti celé ¢&islo x, které hovi kongruencim

ar + b = 0 (mod m,)
ax + b = 0 (mod m,)

axr + b = O(modm;)

(a, b cisla celd, m,, m,, ..., m; cisla celd 3= 0), je patrné podle §19
str. 30 tikol ekvwalentnl s feSenim kongruence

ax + b= 0 (mod m),

kdez m je nejmens{ spole¢ny nasobek ¢isel m,, m,,.. ., mz. Jsou-li
my, Mo, . . ., my Cisla po dvou spolu nesoudélnd, je m = m,;m, . . . my.

Je-li m = pypr .. ppt, kde py, po, . - ., pr jsou od sebe
ruznd prvocisla a u;, s, ..., u; Cisla celd kladnd, je reSeni
kongruence ax 4 b = 0 (mod m) patrné podle véty na konci § 19
ekvivalentni s reSenim soustavy kongruenci /

ax + b = 0 (mod p,")
ar + b = 0 (mod p,*:)

ax + b = 0 (mod py#k).

Dejme tomu, Ze by se jednalo o urceni celého ¢isla x. hovi-
ctho soucasné kongruencim

a,x+ b, =
axr + by, =

oooooooooooooooooooo

(mod m,)
(mod m,) (1)

OO

kdez a;, b,, m; jsou éisla cela, m; >1 a a; je nesoudélné
sm;(e=1,2,...,%).

Kongruenci (mod m,), kdez m; neni mocninou prvocisla, lze
nahraditi kongruencemi o modulech m';, m”;,..., jejichz moduly jsou
mocniny prvocisel. Tak dostaneme soustavu

a,x + b, = 0 (mod m'y), a,z+ b, = 0 (modm")), ...
a,x + by _O(modm2) a.x + b, —O(modmz), . (2)

oooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooo

Resme kaZdou z téchto kongruenci. I dostaneme

x =7y (mod m’)), x =", (mod m"l), ..
x = r'y (mod m’,), a ="y (mod m”,), ... (3)

..................................
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Je-li néktery modul rovny jinému, m¥) = m,®, je nutno,
aby
r;(). = ry® (mod m'.(.') — mx(t))-

Neni-li tomu tak, je systém nereSitelny.

Vyskytnou-li se v systému (2) moduly, které jsou mocniny
téhoz prvodisla, pak prislusné kongruence z (3) bud si odporuji
(systém je pak nefeSitelny), nebo jsou disledkem jedné z nich.
V tomto pripadé ponechame kongruenci s modulem, ktery jest
nejvyssi mocninou prvocisla, ostatni vynechame.

I vidime, Ze soustava kongruenci (1) da se vidy prevésti
na soustavu

x == 7, (mod m,)
x = r, (mod m,) (4)

r — r; (mod my),

kdez m,, m,, . . ., my jsou ¢isla celd po dvou spolu nesoudélna.
Dokazeme, Ze soustava ta je vidy reSitelna a to jednoznaéné
(mod m), kdez m = mym, ... m,.

Uréeme ¢isla e,, e,, . . . , e hovici kongruencim
e =1 (mod m;), e;=0(mod m;), {7, 1,j=12,3,...,k.
¢; ur¢ime, klademe-li ¢; = e; m/m; a najdeme e 7 kongruence
e % 1 (mod m;).
Pak je feSeni soustavy (4)
XEre+ re+ ...+ nep(modm) i =1,2,3,.. .,k (5)
Nebot pak je téz
x=re + re;+ ...+ Trer (mod m),
t. ). xr = r; (mod m;).
Jestlize téZ 2’ spliiuje kongruence (4), je

’

' = x (mod m;),

t. ). x' = x (mod m),

jezto cisla m,, m,, ..., m; jsou po dvou spolu nesoudélna.
Probihaji-li ¢éisla ry, r,, ..., r; Uplné soustavy zbytka podle

moduli resp. my, m,, ..., m;, poskytne ndm vyraz

r€ T Tels + ...+ Tr€L
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mym, . . . mp = m hodnot, které tvori téz tiplnou soustavu zbytku
(mod m). Skuteéné jsou tvto hodnoty (mod m) nekongruentni.
Kdyby bylo

76, + Tols + . ..+ Trer = i€y + gy + . . . + 71e; (mod m),
platila by tato kongruence téz (mod m;), takze by bylo
-r; =r;(modm), i1=12,...,k
Ma4-li byti soucéasné .
z = 9 (mod 1400), z = 37 (mod 252), x = 64 (mod 135).
lze tyto kongruence, jeito

1400 =23 .5%2.7, 252=22 3.7, 135=3%.5,

nahraditi systémem

x = 9 (mod 23), z = 9 (mod 5?%), xr = 9 (mod?7),
xz = 37 (mod 2?), x = 37 (mod 3?), z = 37 (mod 7),
= 64 (mod 33), x = 64 (mod 3).

Srovnanim dostapeme, Ze podminka nutnd a postacujici pro
teditelnost je spinéni téchto kongruenci

37 = 9 (mod 22)

= 37 (mod 3?)
64 = 9 (mod 5)
37 = 9 (mod 7).

Tyto jsou skute¢né splnény a systém se redukuje na jednodussi
z = 9 (mod 2%), x =64 (mod 3%), x =9 (mod5?), =9 (mod?7)
neboli
r = 9 (mod 1400), x = 64 (mod 27),
t. j.
= 9 (mod 1400), z = 10 (mod 27).
Uréeme ¢isla e,, e, splnujici kongruence.

= 1 (mod 1400), e, = 0 (mod 27)
e, = 0 (mod 1400), e, = 1 (mod 27).

Ta jsou
e; = 9801 (mod 37800), e, = 28000 (mod 37800).

I dostaneme
x = 28009 (mod 37800), 37800 — 23.3%,.52.7
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Také bychom mohli postupovati takto:

Kongruenci
x = 9 (mod 1400)

hovi ¢islo = 9 4+ 1400y, kdeZ y je éislo celé. y dluzno voliti
tak, aby byla splnéna kongruence x = 10 (mod 27), t. j.

1400y = 1 (mod 27),

tedy 23y = 1 (mod 27).
Odtud dostaneme y = 20 (mod 27)
a tedy x = 28009 (mod 37800).

Reseni soustavy (4) muZeme uziti ke zjednoduSeni FeSeni
lkongruence
axr + b = 0 (mod m), (1)

kdez a, m jsou cisla cela nesoudélnd, m = m;m, . .. m; rozklad
v Ginitele po dvou spolu nesoudélné.
Kongruence (1') je patrné splnéna tehdy a jen tehdy, je-li
kplnén souhrn kongruenci
ax + b = 0 (mod m,), ax + b = 0 (mod m,), ...,
axr + b = 0 (mod m;.). (29
Budtez r,7,, ..., jejich feSend.
Pak 2z hovici kongruencim
z = r, (mod m,;), x =7, (modmy),...,x = 7 (mod my) (3')
splnuje i kongruenci (1°).
§ 25. Kongruence
ax + b = 0 (mod m) (1)

vyzaduje, aby ax + b bylo ndsobkem m a naopak, je splnéna,
je-li tomu tak. Je tedy reSeni kongruence (1) ekvivalentni s re-
Senim rovnice

ax + b = my, (2)

v niz a, b, m jsou éisla celd, ¢isly celymi z, y.

Aby tedy rovnice (2) byla reSitelnad ¢isly celymi, je nutno
a postacdi, aby n. s. d. ¢éisel a, m byl obsaZen v b.

Pidme rovnici (2) ve tvaru vice symetrickém

axr + by = c. (3)
Aby rovnice ta byla felitelnd éisly celymi 2, y, je nutno
a postaci, aby ¢ bylo délitelno d, kdez d = (a, b).
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Reseni rovnice (3) &isly celymi x, y je pak ekvivalentni
s TeSenim kongruence
ar = c (mod b).
Je-li jedno jeji feSeni z,, jsou vSechna jeji FeSeni dina vyrazem

x=xo+_z,

d
kde? z je ¢islo celé.
ax,— ¢ je délitelno 6. Kladme tedy
axy,—c = — by, t. j.
ary + by, = c,
takze (x,, y,) je FeSeni rovnice (3) ¢isly celymi.
I bude podle (3)
ab a
by=c—ar=c—axy,— 7-z=‘b~yo— b PR

t. ). _, a
Yy = Jll d =
Obecné reSeni rovnice (3) celymi Cisly je tedy
b a
T = xo+“¢“i“5s y = yo__d‘z

a ve specialnim pi'ipadé, kdy a, b jsou cisla spolu nesoudélna,
tedy d = 1,
xr= x5+ bz, y= y,— az.

§ 26. Eulerovo (Bachetovo) reseni rovnice
a,xr —ax, = b (1)
¢isly celymi.
Predpoklddejme, Ze a, a, jsou ¢isla celd nesoudéind, a, > 0.
Kdyby a, < 0, pak bychom uvaZovali misto (1) rovnici — a,x —

+ ax, = — b, kterd jest splnéna stejnymi pary disel (z, y).
Z rovnice (1) plyne
ax, + b a,x O
x=1—=A1x1+Bl"+ = l,
@y @,

kdez 4,, B,, a,, b, jsou éisla celd. Jest pak

a=Ada,+a,, . a= ]
b= Bya, — b, t-J. b=—b (mod a,);
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za a, zvolme nejmensi kladny zbytek ¢isla a (mod a;), tedy
0<a, <a,.

Ma-li byti z celé é&islo, musi byti (a,z; — b;)/a, ¢islo celé.
rovnajici se x, Cisla z, a x, splfiuji pak rovnici

g% — 4% = b, (2)

stejného tvaru jako (1), v niz a;, a, jsou ¢isla celd nesoudélnd
0<a,<a,.
Z (2) bychom dostali

b —
x1=‘fﬁ?_+ 1=A22;2+Be--l— 3Ty _6_2
a, 2
4G = A2a2-+ a, . Q= aa
bl = Bgdg —_ b2 t. . bl = b2 (mOd az).

Za a, bychom opét volili nejmens{ kladny zbytek ¢éisla a
(mod a,), takZe by bylo 0 < a4 < ay; a3 by bylo opét nesoudélné
s a,. Kladli bychom (a;z,— b,)/a, = 23 a z, by bylo éislo celé.
(isla z,, z, by tedy spliiovala rovnici ayx, — a,xy = b,. Takovymto
postupem bychom po koneéném poétu kroku dosli k rovnici

QpZp —) — Qg1 Xp = bi_1,
v it ax = 1. Z ni by plynulo z;_, = a;_,21+bi—,. Cislo zx_,
by bylo éislo celé, at' je x; jakékoliv éislo celé. -

Postupné bychom dostali x;_,, 21 —,. . ... z;, x jako linedrni
funkce s celymi koeficienty v z;.

Jako priklad uvedme feSeni{ rovnice

39x — 56y = 11
celymi éisly z, y. Jest

_ 56y + 11 y+11
T=—Qgg 7 =¥+ —gg  =YT
klademe-li 17y + 11 .
39

Déile mame:

_ 39r—11 5r + 6

—r 14+ LT e 14
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=t
53
at 1 t + 1
8 = -; = 2t + 3 = 2t +
t+1
t = 2u—1.

Nyni vypoctem postupné dostaneme

s=58u—2,r=1Tu—8, y= 3% — 19, r = 56u — 27.

Celé kladné hodnoty z, y dostaneme pro u > 1.
Postup bychom mohli zkratiti takto:

39z — 11 o(r—|—8)
y= g ST

17
Jezto 5 a 17 jsou ¢isla nesoudélna, musi byti, aby y bylo celé,
% (r 4+ 8) ¢islo celé, rovnajici se s'. Tak dostaneme r = 17s" — 8,
y—=28 —3+ 5r=39 —19, v = 568’ — 27.
§ 27. ReSeni rovnice
az + by = ¢, (1)

kdez a, b, ¢ jsou ¢isla celd kladna, a, b spolu nesoudélnd, celymi
kladnymi ¢éisly =, ¥

x bude probihati vSechna ¢isla celd > 0, polozime-li
x = bf + u,

kdeZz & probiha ¢isla celd > 0 a u probiha mnozstvi U, sklddajici
se z Cisel

0,1,2,...,0—1.
Podobné bude y probihati v3echna éisla celd > 0, klademe-li
y=an+ v,
kdez 5 probiha éisla celd > 0 a v probihd mnoZstvi V, sklddajici
se z cCisel
0,1,2,...,a—1.
"BudiZz r nejmensi zbytek > 0 ¢isla ¢ (mod ab),
c=qab+r,

tedy

kdez



Z (1) tak dostaneme

gab + r = ab (§ + 7)) + au 4 bv. (2)
Probihd-li # tdplnou soustavu nejmenSich kladnych zbytku
(mod b), t.j. mnozstvi U, a v iplnou soustavu nejmensich kladnych
zbytkd (mod a), t. j. mnoZstvi V, probfhd au 4 bv podle § 24 str.
35 tplnou soustavu zbytkd (mod ab) a je
0 < au + bv < 2ab.
Bude tedy bud au 4 bv neb au + bv —ab ¢&islo z tplné
soustavy nejmensich kladnych zbytkd (mod ab).
V prvém pripadé bude existovatiu z U a vz V té vlastnosti,
zZe
au + bu=r, tedy £+ n=gq;
lze pak kldsti
§=O’ ]-) 2)---3qa
nzq’q_l’ 9_2,---,0,
takZe (1) md v tomto pifpadé ¢ + 1 feSeni celych kladnych.
V druhém pripadé bude existovati vz U a vz V té vlastnosti.
Ze '
au + bv —ab = r, tedy £+ n=gqg—1;
lze pak klasti
E=0,1,2,...,9—1.
n=q—1,¢g—2,¢—3,...,0,
takze (1) ma v tomto pfipadé q fedeni celych kladnych.
V prvém piipadé rovnice au + bv = r je feSitelnd, v druhém
neni feSitelnd éisly celymi > 0.
Méame tedy vétu:

Rovnice (1) ma c
)+

rafeni éisly celymi kladnymi, je-li rovnice au + by = r Feditelnd
gisly celymi > 0, .
B

reSeni ¢éisly celymi kladnymi, neni-li rovnice au + bv = r fefitelna
¢isly celymi > 0.*)

*) Je-lt N pocet FeSeni rovnice (1) &isly celymi kladnymi, %je

Iirn ﬁ = 1.
¢t>>o C
ah
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§ 28. Kriteria délitelnosti. Budiz &islo celé a = 0 vyjddieno
v seustavé desitkové (viz § 2 str. 9)

a = ay + 10a, + 10%, + ... + 10%g,, (1)
kdez '
g, Ay, .« - - , Ay jsou &isla celd, 0 < a; £ 9,1=0,1,2,..., k.
Je-li 10 = r (mod m), bude
a =ay,+ ra, 4 r’ay + . .. + rkag (mod m), (2)
a obecnéji, je-li 10 = r; (mod m), pak
a = a,+ ra, + 7.8, + .. .V—I— rva; (mod m), (3)

takZe a bude délitelno m, bude-li vyraz na pravé strané kongruen-
ce (2) neb (3) délitelny m. (Uvaha tato: oviem platf, jsou-li a,,
a,, . . ., a libovolna ¢isla celd spliiujici rovnost (1)).
Pro m=2 a5 je
10=0, 102=0,...,
tedy a = a, (mod 2) i (mod 5),
takZe &islo celé je délitelno 2 neb 3, jsou-li jeho jednotky v desit-
kové soustavé délitelny 2 resp. 5.
10=1(mod9), a =ay,+ a,+ ...+ a; (mod9),

tedy i
a=ay,+ a,+ ...+ a;(mod 3).
Je tedy ¢Cislo celé kongruentni mod 9 i mod 3 se soucétem
svych éislic v soustavé desitkové. _
Pro modul 11 plfati 10 = — 1 (mod 11), takZe bude
10f = (— 1) (mod 11) pro ¢ > 1.
Pro modul 7 je '
10=3, 102 =2, 103 = —1, 104 == —3, 105 == — 2, 108 = 1,
107 =3,... (mod3),
tedy
a = (ay + 3a, + 2a,) — (a3 + 3a, + 2a;) 4+ (ag + 3a,; 4 2ag)—
— (ag + 3210 + 2ay) + ... (mod 7).
M¢éjme pro éislo celé a zndzornéni
a= A, + 1004, + 10024, + . .. + 100%A4,,

kdez
A, Ay, ... Ay

jsou ¢isla celd.
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(Piipad, kdy @ >0, 0< 4, <99, i=0, 1, 2,..., k, odpo-
vida rozdéleni &isla psaného v soustavé desitkové na skupiny po
dvou éislicich.)

Jezto 100 — 1 =99 =9.11, bude 100 = 1 (mod 11), tedy
100¢ = 1 (mod 11) pro ¢ celé > 0, z dehoz plyne koneéné

Podobné je-li
a = B, + 1000 B, + 10002 B, + . . . + 1000LB;,

kdez By, By, ..., By jsou dlisla celd (pripad 0 < B; < 999, ¢ =
=0,1,2,...,L, a>0 odpovid4 rozdélenf &isla psaného v sou-
stavé desitkové na skupiny po.trech ¢islicich), pak z 1000 4+ 1 =
= 1001 =7.11.13 plyne 1000 = —1 (mod 7, 11, 13), t. j.
1000¢ = (— 1) (i ¢islo celé kladné), podle tychZ moduld, takze

bude
a=By,—B,+ B,— B, + ...+ (— 1)!Bj, (mod 7, 11, 13).
Budiz ¢islo celé a = a,+ 104, kdez a,, 4 jsou zase éisla celd.
Necht m je ¢&islo celé nedélitelné ani 2 ani 5. Pak lze uréiti ¢islo
celé u tak, Ze 10u = 1 (mod m). u je pak nesoudélné s m.
I bude
au = agu + 10ud = aye + A (mod m).

Kladme a' = agu + A, takie au = a’ (modm). I bude a
délitelno ¢islem m tehdy a jen tehdy, bude-li a’ délitelno ¢islem m.

Pro m = 3,9 je u = 1,pro m = 11 je .y = — 1. Dostaneme
tak pravidla jiz drive odvozena.

Prom=17jeu=—2, a’' = 4 — 2a,;
pro m = 13 je u = 4 neb — 9, a’ = 4 + 4a, neb a’ = 4 — 9a,:
pro m = 17 je u = —35, a = A — 5a,;
pro m =19 je u =2, a’' = A + 2a,;
pro m =37 je u=—11, a’' =4 — lla,.

a= 3192 =2 4 10. 319 bude délitelno sedmi, je-li sedmi dé-
litelno a’ = 319 — 2. 2 = 315, aviak 315 =5 + 10. 31 bude dé-
litelno sedmi, je-li sedmi délitelno 31 — 2.5 = 21. JeZto 21 je
sedmi délitelno. je sedmi délitelno i 315 a 3192.

§ 29. Z vlastnosti kongruenci plyne moZnost uziti jich k veri-
fikaci pocetnich vikoni.

Dejme tomu, Ze f(z;, x,, ..., x,) je racionalni celd funkce
V &, Xy, ..., Xy 8 celymi koeficienty a Ze jsme vypocetli
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A=fA,, Ay ..., A, (1)

kdez 4,, 4,, ..., 4, jsou cisla cela.
Je-li
A=a, A, =a,, A3 =a,, ..., 4, = a, (mod m),
musi byti
a = F(ay,ay,...,a,) (modm). (2)

Platnost kongruence (2) je podminka nutnd (nikoliv vSak
postacéujici) pro platnost rovnice (1).

Za m lze uziti s vyhodou 9 neb 11, jeito podle piedeslého
u disla psaného v soustavé desitkové lze velmi snadno uréiti
zbytky (mod 9) resp. (mod 11). Na tom zalofena je tak zvand
zkouska devitkovd resp. jedenactkova

Abychom na pt. zjistili, zda (15 4+ 54) . 13 — 325 = 572, na-
hradme na levé strané kazdé éislo jeho zbytkem (mod 9). Dosta-
neme

(6+0).4—1=23 = 5 (mod 9).

Avsak 572 = 5 (mod 9), takze ,,zkouSka vySla“ a lze, oviem jen
s jistou pravdépodobnosti, souditi, Ze vypocet je spravny.

Podobné ke zjisténi, zda (152 — 21) . 326 =66504. vypoctéme
zbytky (mod 11).

Obdrzime (42— 10).7=6.7 =42 = 9 (mod 11) a stejneé
66504 = 9 (mod 11).

Mnohdy lze pomoci kongruenci vypocet znac¢né zjednodusiti.
Dokazme, Ze 232 + 1 je délitelno 641. (Viz § 22 konec.)

22 =4, 24 =16, 28 = 256,
218 — 65536 = 154,
232 — 1542 = 23716 = — 1

vesmeés (mod 641).
Neb jednoduseji

641 =14 5.27 = 24 4 54,

takZe 27=—1, (3)!=—1 (mod64l]).
Je tedy
28 = — 3,
232 = (— %) = (3$)* = — 1 (mod 641).
§ 30. Budiz m &islo celé & 0. Oznaéime cp(m) pocet cisel
celych nesoudelnych s m, obsazenych mezi clslyO 2,3, |m —1,
neb téz mezi éisly 1, 2, 3,..., ! m|.

Je-li b =a (mod m), je podle § 20 str. 31 (a, m) = (b, m),
takZe viechna ¢isla téZe tfidy maji s m téhoz n. s. d. I vidime,
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ze muzeme @(m) definovati téz takto: @(m) je pocet éisel celych
nesoudélnych s m, kterd jsou obsaZena v uplné soustavé zbytk
celych éisel (mod m). Cisla celd nesoudélnd s m z tiplné soustavy
zbytki (mod m) tvofi tak zvanou redukovanou soustavu
zbytkd (mod m).

Uréime nejprve @(m) pro pripad, Ze m je mocnina kladného
prvodisla p, m = p°. a éislo celé kladné. Z ¢isel 0,1, 2, 3, ..., p»—1
musime vylouciti éisla, kterd nejsou nesoudélnd s p*, coZ jsou
nasobky p, t. j. Cisla p, 2p, 3p....p* = p*—1.p.

Bude tedy @(p*)=p* —p*~ 1= p*~1(p—1)=p* (1 o %) '

Obratme se nyni k ptipadu, kdy m je délitelno vice riznymi
prvocisly. '

Budiz m = mm, ... my, kdez m,, m,, ..., my jsou Cisla cela
po dvou spolu nesoudélnd. Necht je ¢; =1 (mod m;), ¢, = 0
(mod m,), 1 &4, 4,7=1,2,3,...,k Dokédzali jsme v § 25
str. 37, Ze, probihaji-li r; iplné soustavy zbytki (mod m;), probiha

r=re + 16y + ...+ 7181 (*)
tplnou soustavu zbytkd (mod m).

Lze snadno nahlédnouti, Ze, probihaji-li »; redukované sou-
stavy zbytkd (mod m;), probihaji » redukovanou soustavu zbytku
(mod m), takZe '

@(m) = @(m,) @(my) . . . p(mz).
Probihaji-li 7; redukované soustavy zbytka (mod m;), nabude 7
v (*) @(m,) p(m,) . . . p(m;) hodnot spolu (mod m) nekongruentnich.
* Staci tedy dokazati, Ze kazdé z téchto éisel »r je nesoudélné s m,
a Ze, je-li néktery z n. s.d. (r;, my), (re, my), . ... (rr,myp) > 1, je
i(r,m)>1, t.j.neni ani r nesoudélné s m. Jest totiz

r =r; (mod m;),

z ¢ehoz tvrzeni ihned vyplyva.

Budiz | m = p"p,% ... pi%, kdez py, p,, ..., pi jsou mezi
sebou raznd prvoéisla, a,,a,,...,a; Cisla celd kladpa. Pak z Cisel
Py, P, ... ik kaZzdd dvé jsou spolu nesoudélnd, takze

p(m) = @(py®) @(ps") . ... p(pr®t),

1 1 1
. 1. = I——V{ {1 — o M1 — —1.
td gpbm) = fm| ( Pn) ( Pz) ( m)

'§ 31. Zajimavou vlastnost funkce @(m) poskytne tato tivaha.
Oznac¢me d celého kladného délitele ¢isla m. Hledejme pocet
¢isel z fady
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1, 2,3,.... m,

ktera maji s m nejvétsiho spolecneho délitele d. Nalézaji se ovSem
mezi nasobky d z oné fady, t. j. mezi Cisly

o |
d,2d,3d,....!"""" . d
d
Cislo takové hd més‘}mj:l—%‘ .d tehdy a jen tehdy n. s. d. d,
'
jsou-lik a %' nesoudélnd. Je tedy hledany poéet roven poétu éisel
ztady 1, 2,3, ... ";7'| kterd jsou nesoudélnd s —— y ™| N Y (13)
Jsou-li d, = 1,d,, d,, ...,d,= m/|vSichniceli kladni délitelé
disla m, ma kazdé z &isel 1,2,3, ..., | m| jednoho z téchto déliteli

za n. s. d. s m. Ddme-li do jedné skupiny ¢isla, jez maji téhoz

n. s. d. s m, dostaneme v téchto skupinich resp. (p(TiWi ),
1

4p(%), ,(p(—?ii) ¢isel, kterd dohromady musi poskytnouti

vSechna ¢isla z Tady 1, 2, 3,..., m , takZze musi platiti

m|= g (o )+sv( )+qo(-- )+...+¢(Z)-

§ 32. Je-li 9,00 -..,01 h=¢@(m), redukovani soustava
zbytkl celych éisel (mod m), je téZ ag,, ag,, . . ., apr takovou sou-
stavou, je-li @ nesoudélné s m. Z (a,m) =1, (o;, m)=1 (1 =1, 2,
3, ..., h) plyne totiZ ihned (ag;, m)=1. Déle je ag, = ap; (modm).
jen kdyz ¢ = j. JeZto pak kazdé z ¢isel ag,, g, - - - AQk je (modm)

kongruentni s jednim z disel g, g,, . . . ) Ohs je t6% soudin &isel
agy; agy; - - - » AL kongruentni (mod m) se soué¢inem g;, g5, - . . , 01,
t. J.

ato,00...00 = 0105 ---01 (modm).

Jezto pak kaZzdé p; je nesoudélné s m, takZe i g,0, . . . gr je nesou-
délné s m, bude, délime-li g,0, ... 95 a* =1 (mod m).

1 plati véta, zvand vétou Fermatovou
Je-li a islo celé nesoudtlné s m, je a®™ =1 (mod m). Je-li
m = p prvolislo, pak je ¢(m) = p— 1. I plati pro kazdé &islo
celé nedélitelné p: a?—! =1 (mod p), a ndsobime-li a, dostane-
me a?=a (mod p). Tato kongruence plati pro kazdé ¢islo celé a.
Z véty Fermatovy plyne, Ze pro a nesoudélné s m je l/a =



= a(*™—! (mod m). Je tedy kaZdd kongrhence ax 4 b =0Q
(mod m) pro a nesoudélné s m, splnéna éislem

r = — ba#™—1 (mod m).

§ 33. Dva mnohoéleny s celymi koeficienty

f(x) = ay + oy + ap2® + ... + a,2”,
g(x) = by + byx + bya® + . ...+ bpan

nazyvaji seidenticky kongruentni podle modulum, (mod m)
(m celé &islo), f(x) = g(x) (mod m), plati-li

a; = b; (modm) pro:=0,1,2,...,n

Pro konstanty, t. j. mnohocleny stupné 0, kryje se tento pojem
s pojmem kongruence drive podanym.

Vsimnéme si, Ze z platnosti kongruenci f(x,) = g(%,) (mod m)
pro vdechna z, celd neplyne, Ze mnohoéleny f(x) a g(z) jsou spolu
identicky kongruentni (mod m).

Ukazuji to mnohoéleny P a x (mod p), p prvocislo. Podle
véty Fermatovy je 2? = z (mod p), at je x jakékoliv éislo celé.
Kongruence 2?7 = = (mod p) neplati vSak identicky.

Pro kongruence mnohoélenu plati podobnd pravidla poéetni
jako pro kongruence ciselné. Dikaz byl by zcela jednoduchy.

Je-li a celé ¢islo té vlastnosti, Ze f(a) =0 (mod m), nazyvé se «
korenem kongruence f(z) =0 (mod m).

Je-li ¢ kotfen kongruence f(z) = 0 (mod m) a plati-li 8 = «
(mod m), je patrné téZ B kofenem oné kongruence.

Mnohollen s celymi koeficienty stupné nanejvy$ n, f(x), ma
podle modulu prvoliselného p nanejvyde n spolu nekongruentnich
korenii, nent-li f(z) = 0 (mod p) identicky. Je-li f(x) = 0 (mod p)
tdenticky, t. j. jsou-li viechny koeficienty f(x) délitelny p, md kon-
gruence za koreny vdechna é&isla cela.

Véta plati patrné pro mnohocleny stupné 0, t. j. pro konstanty.
Pro f(x) = a, nema f(z) = 0 (mod p) fedeni, neni-li a, délitelno p.
neb ma za reSeni viechna ¢éisla celd, je-li ¢y = 0 (mod p), t. j.
f(x) = 0 (mod p) identicky.

Piedpokléddejme, %e véta je dokdzdna pro mnohoéleny stupné
< n—1, dokaZme pak, Ze plati i pro mnohoéleny stupné < =.

De]me tomu, Ze by kongruence'f(r) = 0 (mod p) méla aspon
n + 1 spolu nekongruentnich celych korfenu. Oznac¢me je a, ¢, .

a,. PoloZme

glx)=a, (x —aq) (x—a) ... (x—ayp).
Bude to mnohodélen s celymi koeficienty a s koeficientem a, u z* .
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H(z) — g(x) bude? mnohoclen stupné nanejvys n —1. Kon-
gruence f(z) —g(x) =0 (mod p) méla by n spolu nekongruent-
nich kofeni q;, a,, ..., a,, platilo by tedy podle predpokladu
o mnohoélenu f(x) — g(x), Ze je kongruentni s 0 (mod p) iden-
ticky. t. j. Ze vSechny jeho koeficienty jsou =0 (mod p).

Musilo by tedy platiti pro a: f(a) — g(a) = 0 (mod p). Jeizto
viak a jé korenem kongruence f(z) = 0 (mod p), takze f(a) = 0
(mod p), bylo by i g(e) = 0 (mod p), t. j. a, (@ —a,) (e —a,) . ..
...(@—ay) =0 (mod p). Podle predpokladu a =/=qa; (mod p)
(¢=1,2,...,n) bylo by tedy @, =0 (mod p). Pak by v3ak
mnohoélen f(x) byl (mod p) kongruentni s mnoho¢lenem stupnc
nanejvyse n—1, pro ktery véta plati. Plati tedy i pro mnoho-
¢len f(x) stupné nanejvys n.

Véta neplati pro pripad, Ze modul je &{slo sloZené. Staci
uvazovati kongruenci 2 — 1 = 0 (mod 8). Mnoho¢len 2. stupné
x* — 1 mé ¢étyri (mod 8) nekongruentni kofeny 1, 3, 5, 7.

Jeli f(z) = g(z) h(z) (mod p), kdeZ [(z), glz), h(z) jsou
mnoholleny s celymr kosficienty, pak je kaZdy koren f(z) (mod p)
kofenem aspori' jednoho z mnohoflent g(x) a h(x).

Plati-li pro celé ¢islo a: f(e) = O (mod p), je g(a)h(e) :=
= f(a) = 0 (mod p), tedy bud g(a) = 0 (mod p) neb h(a) = 0
(mod p) neb oboji (§ 20, 5., str. 32), jak bylo dokdzati.

Je-li modul éislo sloZené, tu véta opét neplati.

Tak je na pr. 22 = (z — 2) (x — 2) (mod 4). 4 je korenem
mnohoélenu 22 (mod 4), nikoliv v8ak kofenem x — 2 (mod 4).

Plati-ls pro mnoholleny s celiymi koeficienty g(x), h(x) identicky
g(z) h(x) = 0 (mod p), pak je identicky bud g(x) = 0 (mod p) neb
h(x) = 0 (mod p) neb oboji.

Dejme tomu, %e by véta neplatila. Ze by tedy nebylo ani
g(z) ani h(x) =0 (mod p) identicky. Vynechme v g(x) a h(x)
¢leny délitelné p. Dostaneme tak mnohoéleny g,(x), ky(%),

fizx) =byt+ bz + ...+ b 2*, &k >0,
h(z)=cyt+xz+ ...+ axd, 1 >0,

kdez by, ¢ jsou ¢isla nedélitelnd p. I bylo by g(z) = g,(), k(x) =
=h,(x) (mod p) identicky. Jezto pak g(z) k(x) = 0.(mod p), bylo
by i g,(z) h(z) = 0 (mod p), v obojim piipadé identicky. Z této
kongruence by plynulo b;c;=0 (mod p), coz neni mozno. Je tedy
predpoklad, Ze véta neplati, nemozny, a tudiZ véta uvedeni
SpPravna.

Mnohoélen s celymi koeficienty nazyva se primitivni, jsou-li
jeho koeficienty nesoudélné, plati-li tedy f(x)=|=0 (mod p) iden-
ticky, at je p jakékoliv prvodéislo.
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I plati véta:

Souéin dvou mnohoéleni primitivnich je zase mnohoclen prima-
tivni.

§ 34. Véta Wilsonova.

Je-li “p prvodislo je (p —1)! + 1 = 0 (mod p).

Uvazujme mnohoélen f(z)=(x—1)(x—2)...(x— (p—
— 1)) — (?—1 — 1). Ten m4, jak plyne z véty Fermatovy, p—1
kotenu spolu nekongruentnich

1,2,3,...,p— 1.

élen stupné p — 1 se rusi, je to tedy mnohoclen stupné << p — 1.
Plati tedy f(x) = 0 (mod p) identicky, t. j. vSechny jeho koefi-
cienty jsou = 0 (mod p). Prosty ¢len poskytuje

~1.2.3...(p—1)+ 1 = 0 (mod p),
6 §. (p— 1!+ 1 = 0 (mod p),
jak bylo dokézati.

(p— 1)! 4+ 1 = 0 (mod p) je vSak pro celd ¢isla kladnd p také
podminkou nutnou, ma-li byti p prvocislem. Je-li totiz p dék-
telno celym prvocislem ¢ << p, je (p —1)! délitelno, ¢, takze
(p —1)! + 1 neni délitelno ¢, tedy ani p.

Vétu Wilsonovu mozno dokdzati téz takto: Je-li x ¢islo se
soustavy 1, 2, 3, . . . p — 1, Ize najiti k x jediné ¢islo z téze soustavy
té vlastnosti, Ze xy =1 (mod p). (Viz § 23.)

x muZe byti = y jen v pfipadé x =1 neb x = p —1, jezto pak
x nutné hovi kongruenci 22 = 1 (mod p). Viz vétu v § 33 str. 49.
Vidime tedy, Ze pro p > 3 ¢isla 2, 3,... p — 2 rozpadaji se na
P = } (p—3) dvojic

T, ?/1, Loy, Y5 + - Xp, Yp,

pro které plati-

oh =1, x,, =1,..., 2zpyp = 1 (mod p)
%y, Y1 Xay Yoy - - -» Tp, Yp )80u tedy aZ snad na poradek éisla 2,3, . ..
,p—2.
Je pak 2,4, 2,4, - . . zppp=1(mod p), t.j.2,3,...(p—2)=1
(mod p) a ndsobime- 11 p—1=—1 (mod p), dostaneme
(p— 1)} = — 1 (mod p).

Pro p = 2 a p = 3 plati tato kongruence samozfejmé.

§ 35. BudiZ m ¢&islo celé &= 0, @ nesoudélné s m. Pak existujf
¢isla celd kladnd f té vlastnosti, Ze af = 1 (mod m).

Takovym éislem je na pr. f = @(m). Mezi témito ¢isly celymi
kladnymi je jisté nejmensi. Je-li f nejmensi éislo celé kladné té
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vlastnosti, Ze plati a/ = 1 (mod m), tikd se, Ze a prislusi (patfi)
(mod m) k mocniteli f.

Je-li g ¢islo celé >0, je a¥=1 (mod m). Plati viak véta:

Mocnitel cely kladny k, té viastnosti, %e plati a*= 1 (mod m),
je nasobkem mocnitele f, k némut prislui a (mod m).

Jisté je k > f, sice by a nepatiilo k f (mod m). Lze tedy klasti
k= qf + f', kdeZ g, ' jsou &fsla celd, 0 < f' < f. Pak a* = a%a/' = 1
(mod m) a tedy @’ = 1 (mod m). Kdyby bylo f :|: 0, nepa.trllo
by @ k f (mod m). Je tedy nutné { = 0, k£ = ¢/, j. b. d.

Jezto je a?™) = 1 (mod m), je @ (m) ndsobkem mocnitele f,
k némuzZ a pFisludt (mod m).

Predpoklddejme dile, Ze m je liché prvoéislo = p. Pak je
@(p) = p— 1. Mocnitel f, k némuZz prislusi ¢islo celé a nedéli-
telné p, je délitelem p — 1.

DokéaZeme, Ze skutecné ke kaZdému délitels d > 0 éisla p — 1
prisludi jisté &islo celé (mod p), a uréime, Ze polet téchto &isel je p(d).

Kazdé éislo prfslusné (mod p) k mocniteli d vyhovuje kon-
gruenci

¢ —1= 0 (mod p). (1)

Piedpoklddejme, Ze takové éislo a prislusné k 4 (mod p) existuje.
Pak ¢isla
1,a,a%a3,...,a%1 (2)

vyhovuji kongruenci (1) a jsou mezi sebou nekongruentni mod p.

Kdyby totiz bylo a*=a” (mod p), kdeZ &, k znadi é&isla celd
0< h < k < d, platilo by a*—*@a* — 1)=0 (mod p). Aviak a*—»
jest nesoudélné s p a a* =j=1 (mod p), protofe a patii k exponentu d.
Predstavujf tedy (2) vSechna reseni nekongruentni mod p kongru-
ence (1), kterd ma totiZ nanejvys d spolu nekongruentnich reSeni.
Viz § 33 str. 49.

Plati tedy véta:

Kazdé ¢islo, které patii k mocniteli d (mod p), je kongruentni
(mod p) s nékterym z éisel (2).

Déle plati véta:

Je-li d > 0 n. s. d. éfsel m a d (m celé éislo kladné), patiia™
k mocniteli d/d (mod p).

Necht je m = ém’, d = 0d’; m', d’ jsou nesoudélnd; pak je

(@) = a?m'd = gim’ = 1 (mod p), t. j. (a™)%® = 1 (mod p).

Je tedy mocnitel d,, k némuZ patii a™ (mod p), délitelem é&isla
d/6 = d’'. Polozme tedy

d' = kd, (k celé kladné). (3)
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I bude d = kdd,. Na druhé strané plyne z (a™)% = 1 (mod p), t. j.
amde = gM'dde =1 (mod p), Ze m’'dd, je ndsobek d = kdd,, tedy
m’ je nasobek £k,

' m' = kl (I celé kladné). (4)

Z (3) a (4) plyne, jeito d' a m’ jsou ¢Cisla spolu nesoudélnd, zZe
k=1. Je tedy skuteéné mocnitel d,, k némuZ patif a™ (mod p),
dy=d = d/é. Pro 6 =1, dy= d dostdvime vétu:

Je-li a ¢éislo prisludné (mod p) k mocniteli d, obdrZime vSechna
¢isla mezi sebou nekongruentni (mod p), kterd té% prisludi (mod p)
k mocniteli d ve tvaru a™, kdez je m ¢islo celé nesoudélné s o.

Existuji-li tedy k délitelim d > 0 ¢isla p — 1 vubec ¢&isla a,
kterd k nim patfi (mod p), je jich na pocet ¢(d). Mohou tedy na-
stati jen dvé moznosti: Bud nenf Zddné ¢éislo prislu$né k d (mod p)
nebo je jich na podet p(d). Oznacime-li ¢(d) pocet ¢isel prisludnych
k mocniteli d (mod p), je p(d) = @(d), neb = 0.

Budte% d,, d,, . . ., d, vSichni celi kladni délitelé ¢isla p—1.
Kazdé z éisel mezi sebou nesoudélnych 1,2,...,p —1 prislusi
(mod p) k nékterému z déisel d; jako mocniteli, takze

v(d,) + w(dy) + ... 4+ p(d) = p— 1.
Na druhé strané vime z § 31, Ze plati

@ldy) + pldy) + ... + @(d)) = p—1,

tedy (p(dy) — pldy).+ @(ds) — plds) + - . . + @(ds) — p(d)) = 0.

Jesto @(d,) —(d,) >0, musi byti ¢d,)—wd)=0, t. j.
p(d) = @p(d). I mdme vétu:

Ke kazdému celému kladnému délitelr d disla p — 1 existuje
¢(d) &isel, k nimZ tento délitel patii (mod p).

Zvlastni vyznam maji ¢isla ptisludnd (mod p) k mocniteli p—1.
Nazyvaj{ se primitivni kofeny (mod p). Je jich na podet
@(p —1) mezi sebou nekongruentnich.

Znadi-li g libovolny primitivni kofen (mod p), jsou mocniny

=1, 99...,97P2

spolu nekongruentni (mod p) a pi'edstavuji tudiZ redukovanou

soustavu zbytkiu mod p. Z toho plyne ze pro ¢islo celé r nedéli-

telné p pla.tl r = ¢g¢ (mod p), kdez ¢ ]e ¢islo celé 0 <1 < p— 2.
‘ na.zyva se indexem é&isla 7 pti basi g, ¢ = ind, », neb

struénéji + = ind r, budeme-li uvazovati indexy o téZe basi.
Patrné je ind, 1 = 0 pro kaZdy primitivni kofen g.



Z g~ —1=(g:®—D —I) (¢®~1) 4 1) = 0 (mod p) plyne,
jeito neni g:®—U= 1 (mod p), Ze ¢g*®—1 = —1 (mod p), tedy

ind(—1)=ind (p— 1) =$p—1).

Pro indexy plati véty analogické vétdm o logaritmech.
Znaci-li r,r" dvé &isla celd nedélitelnd 'p, je

ind 77’ = ind » + ind 7' (mod p — 1).

Je totiz r = gind7, ¢’ = ¢ivd "’ (mod p), tedy rr’ = gindr+ind s
(mod p). Je v3ak téz rr' =gi"d "' (mod p), takze
L] gind rr’ — glndr+ind r (mod p) (*)

Z kongruence g™ =g" (mod p) plyne, je-li na pt. m >n, gn—" == 1
(mod p), tedy je m—n délitelno p—1, t.j. m=n (mod p—1).

Plyne tedy z (*) vztah, ktery jsme chtéli dokdzati.

Zcela podobné je indr = nindr (mod p — 1), = ¢islo
celé > 0.

Uvedme jeSté vztah mezi indexy pro rizné base.

Necht je r =g¢' (mod p) a téZ r =% (mod p), kdeZ y je opét
primitivni kofen (mod p), 0 <4 <p—1, ¢ = ind, r, ¢ = ind,. 7.
¥, jezto neni délitelno p, m4 index (mod p) vzhledem ke g, ¢ = ind, ¥,
takie y = g° (mod p). I bude r = g% (mod p), tedy ¢ =— g
(mod p), t. j. i=ci’ (mod p — 1), ind; r =ind, y ind,  (mod p — 1).
Zvolime-li r = g, dostaneme ind; y . ind, g = 1 (mod p — 1).

Primitivni koten v pripadé, Ze modul m je éislo sloZené, je
éislo prisludné (mod m) k mocniteli g(m).

Pro kazidé m neexistuje primitivni koren.

Podle véty Fermatovy plati pro ¢islo celé a nesoudélné
8 3 a 7 kongruence a® = 1 (mod 3) i (mod 7), tedy téZ (mod 21).
Pro m=21 je tudiZ 6 nejvétsi mocnitel, k némuz miZe a (mod 21)
prisluSeti; naproti tomu je ¢(21) = 12.

K vuli plnosti podotykdm, Ze primitivni koteny existuji pro
m = p" a m = 2p", kdeZ p je liché prvoéislo, n ¢islo celé kladné
a pro m =2, m=4.

K urceni indexu ¢isla pfi daném p (pro uréité g) a k urceni
éisla k indexu lze uzZiti tabulek.*)

Pomoci takovych tabulek lze snadno resiti kongruenci

ax = b (mod p).

¥*) Tabulku indexi pro prvoéisla < 1000 podal Jacobi, Canon
arithmeticus, Berlin 1839 (errata Cunningham, Mess. of Math. 46,
1916, str. 57—59, 67, 68). Kraitchik 2. I str. 131 —145 udavéa primi-
tivni koFen pro prvodislo < 27467; tamtéZ fada tabulek podobného
obsahu. Mensi tabulky obsahuje Wertheim 2.
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Tak na pr. pro p = 17 je primitivni kofen 3. Volme za basi
g = 3.
I odpovidaji

uum indexﬁm.l'zéif_ 6|7 §‘9 10111_21_31_41_555
indexy 16/14) 1125 [15{11/10/ 23| 713/ 4(9|6|8
sisla |3 |9(10(13/5115/11{16/14(8|7{4(12/2/6]1

Z kongruence
8z = 13 (mod 17)

by plynulo
ind 8 4 ind £ = ind 13 (mod 16)
10 4 ind z = 4 (mod 16)
indz = — 6 = 10 (mod 16)
z = 8 (mod 17).




III. g-adické zlomky.

§ 36. Budiz g ¢islo celé > 1. Zlomkem g-adickym (zlomkem
systematickym o zikladu g) nazyva se rada

%+ + R b ()

kdez ay, a), ay, . . . , @y, . . . jsou Cisla celd, a, libovolné, 0 < a, < ¢
pro n 2> 1; a, je pro n > 1 ,,g-adickéd &islice*.

Zlomek (1) bude konecny, budou-li véechna a, = 0 jistym =
potinajic,nekoneény, bude-li pro nekoneéné mnoho » platitia, 0.
Zlomek g-adicky budeme té%Z psiti a, -+ 0, a,a.a,, . .., neb, je-li
a, >0, ay, a,a.a, . .. a g-adicky zlomek koneény

ag+ 0, a,a.a3 . . . ay Tesp. ag, a,asg . . . Ap.
Zlomek g-adicky

ag+ 0,010, . . .QRAR4L1 -« - BRfBhs1 oo Bhgf o o e Bhgl s Bpgf o o o s
v némz tedy od jistého mista poéinajic se stile opakuje skupina
éislic
@h+1 Chto - - - Thif,

nazyvé se periodicky. Plati tedy pro ¢éislice zZlomku periodického
a; = a; pro | =k (mod f); k, I, f jsou &isla celd kladni, pro néz
plati k, ! > h. Skupina éislic, které se opakuji, ariq, Gntg, - - -

, @p+f, Nazyva se perioda. Pri A = 0 zlomek

ag+ 0, aya, .. .aqmaya,...05...04a5...0;. ..

nazyvd se ryze periodicky, pfi A > 0 neryze periodicky.
Zlomek koneény miZeme povaZovati- za nekoneény zlomek
o periodé 0.

Zlomek g-a.dicky periodicky aq+ 0, a,a,...a80041 ...

Y TONTY: TR - @hsj ... 86 také kratéeji psdvd ve tvaru
ao + 0, aya,. .. a ah+1 ah+!

Rada (1) konvergu]e a jeji soucet @ nazyva se hodnotou
zlomku g-adického (1). Konvergence ta je jednoduchym dusledkem
té okolnosti, Ze Ize urciti dvé posloupnosti, jednu neklesajici,
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druhou nestoupajici, které maji a za spole¢nou limitu. Polozme
totiz

n 't l
Ay =y + 2 + 2t +g—n;An=An+—g;,,n=0,1,2,...;

i bude a - niq + 1
n-rl“‘ An + ;ii’ An+1= A4, + _n-;:;—ﬂ =
4 99— @+ 1)
= A"— g‘n'{'l
a z toho plyne B i
An L Aniy < dpiy X An (2)
1
An_Au= g—n . (3)
Cisla A,, A,, A;,... tvoii podle (2) posloupnost neklesajici

ohrani¢enou; tato mé tedy limitu, a ta je pravé a. 4,, 4,, 4,,. ..
tvoii posloupnost nestoupajici ohranicenou, ktera na zakladé (3)
mé opét limitu a. Bude pak platiti

4, S a < A,

A, jsou priblizné hodnoty dolni, A,, priblizné hodnoty horni pro a.
Pro n = 0 bude
g <ala,+ 1. (4)
§ 37. BudiZ a libovolné éislo redlni; polozme a = a, + «,
Ldez a, = [a], takZze 0 < a5 < 1. Kladme déle ge, = ay + a, kdeZ
= [ge,], takie bude 0 < a, < 1, ga, = ay + ay, kde? a, = [gqa,],
ta.kie 0<ag<l. Ta,kovym zpusobem miZeme ddle pokracovati
a dostaneme obecné, klademe-li

gan— = Q, + an, (l)
kdeZ a, = (gay, -,], Ze o a, plati
0<a. <Ll (2)

Tento postup nazveme g-adickym algoritmem prvniho dru-
hu. Postup ten pfifaduje éfslu redlnfimu a posloupnost ¢isel celych
@y, @y, Ay, . . .. PFi tom a,, a,,... jsou g-adické ¢islice. Z 0 < e,<<1
plyne totiZ O <ga,<g, tedy 0 < [ga,] <g, t. j. 0 < Ui < g
pro n > 0. O a, to oviem platiti nemusf; je to libovolné &slo celé.

g-adicky algoritmus prvnfho druhu ptifaduje &fslu redlnimu
zlomek g-adicky a,+a,/g+a,/g*+ ... Lze snadno dokézati, Ze
jeho hodnota je a. Je totiZ ¢ = ay+ a,/g9 + a,/g® + ...+ an/g" +
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~+a,/g"; nechame-li pak n risti do nekoneéna, bude lim a,/g" =0
na zakladé (2), z éehoZ tvrzeni ihned plyne n—>

Lze snadno nahlédnouti, Ze pomoci g-adického algoritmu
prviniho druhu nelze z Zadného ¢isla redlniho obdrzeti zlomek
o periodé g —1, t. j. zlomek, u néhoZz od jistého = podi-
najic je stéle a, = g — 1. Dejme tomu, Ze by pro n >4 bylo

stdle a, =g —1. Z (1) by plynulo gap =9 — 1 + a4y, t. j.
S L I L T, £
g g g

pron >h, v > 0.

Bylo by tedy 1 —a, < 1/g”, a nechime-li » rusti do nekone¢na,
] —a, <0, t. j. an >1 pro n >k, coz odporuje podmince (2).
Daldiho omezeni neni tfeba. Plati totiz véta:
Kazdé éislo realni a lze jedingm zpisobem zndzorniti g-adickym
zlomkem

ay + 2 -I— =+ - (3)
pro klery plali
<g—1 (4)

pro nekoneéné mnoho v, takze zlomek ten nemd periodu g — 1: a, lze
nalézti z a pomoci g-adického a,lgontmu prontho druhu.

Ze jedno takové zndzornéni existuje, privé jsme dokdzali:
je to zlomek g-adicky vznikly z a pomoci g-adického algoritmu
prvniho druhu. Bude tedy véta zcela dokdzana, ukdZeme-li, Ze
kaZdy zlomek g-adicky (3), o némZ plat{ (4), m4 za hodnotu &islo
redlni a, z néhoZ uZitim g-adického algoritmu prvniho druhu
dostaneme pravé cisla ay, a,, a,, .. ..

Polozme

an:._f,_l_ = . (5)

I bude podle (4) § 36 0 <a,< 1 pron_=>0. DokdZeme, Ze
neni moZno, aby a, = 1. At je n jakkoliv veliké, bude aspoii
pro jedno » >« platiti a, <g— 2. Cislo a, 4 1/¢” bude vyjidieno
zlomkem g-adickym, ktery vznikne z a,, ddme-li misto a, éislici
a,+1. I bude zase ¢, + 1/ <1, t. j. & <1 —1/g» <1 pro
kazdé n. Plati tedy 0 < a, < 1 pro n >0. Je v3ak podle (5)
gan_, = @y + @, takie a, = [gen —1].

§ 38. MuZeme v8ak k rozvoji ¢&isla redlniho ¢ ve zlomek
g-adicky dojiti téZ, uzivdme-li operace [ ]’. (Viz §2 str. 8.)
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Polozme a = a,+ a, kdez ay,= [a], t. o 0<a =1,
gao = a, + @, kdeZ a, = [gap]’, . j. 0 <y < <1,
ga, = ay + a, kdeZ a, =[ge))’, t. j. 0< @y <1,

oooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooo

gon—, = an + an, kdez a, = [ga,_,]’, (1)
£.§.0 < ap < 1. 2)

Tento postup nazveme g-adickym algoritmem druhého
druhu. Z0 < e, < 1plyne 0 < ga, < g a tedy zase 0 < an4; < ¢
pro n > 0. Cisla a,, a,, a,, . . . jsou g-adické é&islice. g-adicky algo-
ritmus druhého druhu prlrad’u]e zagse éfslu redlnimu ¢ zlomek
g-adicky a, + a,/g + a,/g® + ..., jehoZ hodnota je opét «a.

Lze snadno nahlédnouti, Ze existuji zlomky g-adické, které
nemohou vzniknouti z ¢isla redlného g-adickym algoritmem dru-
hého druhu. Jsou to g-adické zlomky kone¢né. Je-li totiz a, = 0
pro n > h, pak gap=an4, pro n > h, tedy an= ani,/9 = tn+4/92=

= @p4r/9” Pro n >h, r > . Nechme » risti do nekoneéna.
I bude @, = 0 pro n > h, takZe nemize byti a, > 0.

Nyni plati véta:

KaZdé &islo redlni a lze jedingm zpisobem zndzorniti meko-
neénym zlomkem g-adickym

G+, /94 a/F + . . ., (3)

ﬁfi-éemi an lze ustanoviti z a pomoci g-adického algoritmu druhého
druhu.

Préivé jsme dokdzali, Ze existuje aspon jedno takové zna-
zornéni. Véta pak bude tplné dokdzina, dokdZeme-li, Ze kazdy
zlomek g-adicky nekoneény (3) md za hodnotu é&islo redlni «,
z néhoZz pomoci g-adického algoritmu druhého druhu dostaneme
praveé éisla a,, a;, a,, . ..

PoloZme a, = ayn+,1/9 + @n+2/9%2 + ... 1 bude podle (4) z § 36,
jezto (3) je zlomek nekoneény, O < an <1 pro n > 0. Jeito
gotn—y = ap 4 @, bude a, = [ga, ]

Neni-li x ¢islo celé, je [z] = [z]. Nebude-li tedy Zidné
z &isel a, ga,, ga,, . . . celé, budou se oba algoritmy g-adické zto-
toznovati a bude stile 0 < a, < 1.

Necht je ga,—, prvni celé éfslo v fadé ga,, gey, ... 1 bude
podle algoritmu prvniho druhu a, = gep—,, ar = 0, a déle a, = 0
pro n>h, a, = 0 pro n > h. Algoritm_ prvniho druhu poskytne
koneény zlomek g-adicky

a—_-a'o—'-O, alaa...ah.
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Podle algoritmu druhého druhu bude a'y =ga)—;, — 1 =ap — 1,
ar=1, a déle a’y=9g—1 pron>h, a’n=1 pro n > h.
Algoritm druhého druhu ddavad zlomek g-adicky o periodé

g—1

a=ay,+ 0, a,ay... ap—1g—1g—1...

(Pro ptipad, Ze by a bylo éislo celé, dostaneme tak

e=a—1,g—1g—1g—1...).

§ 39. Je-li a ¢éislo raciondlni vyjadritelné redukovanym
zlomkem ¢ = r/m, m > 0, kladme a, = r,/m, n =0, 1, 2,...

Budeme uvaZovati pouze algoritm prvniho druhu, jezto v pri-
padé, kde oba algoritmy poskytuji rizné vysledky, lze k algo-
ritmu druhého druhu snadno prejiti.

I dostaneme:

[ r 7
(97|
groza,l'm—|-7‘1, a, = Eo ’ Oérl<m
r-grj
gr1=a2m+7‘2, 02= ‘EI, (jérz<m
‘ I n—1
Grn—1= ApyM — Ty, an=[ m ], Oérn <m.

Cisla 7y, 75, 75, . . . jsou vesmeés celd, 7, nesoudélné s m. I bude
r/m = a, + 0,a,a,. .. a tento zlomek g-adicky nebude miti pe-
riodu g — 1.

Pro r,/m plati r,/m = 0, @, 110n45 . . . Zlomky ty jsou vesmés
ryzi. Takovych zlomku je viak na poéet m, musi se tedy opako-
vati. Necht jsou r;/m a ry,.;/m prvni z rady téchto ryzich zlomka,
které se sobé rovnaji,

rhim = 1) y/m. (1)
Pak jest
0, ary1 @hse. .. =0, @pyyi Qhyys2. ..

Z jednoznaénosti zndzornéni g-adickymi zlomky uvedeného tvaru
bude nutné plynouti a@pi; = @rij+1, @42 = Ahyy+2..., . j.
pro n > h bude

Ap = Ay 4f. (2)

.k, f jsou nejmenéi celd éisla b > 0, f > 1 té vlastnosti, Ze pro
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kazdé éislo celé n > h plati (2). Kdyby analogické relace platily
jiz pro h<<h, f<{f, bylo by jiZ rg/m = r54j/m, takie by zlomky (1)
nebyly prvni, které v fadé r,/m (n = 0) jsou si rovny.

I plati véta:

KaZdé racionalnt &islo lze rozvinouti v g-adicky zlomek perio-
dicky.

Pocet cislic pred periodou %A a délku periody lze snadno
u zlomku r/m ustanoviti. Zjistime, Ze zdvis{ jen na m a g, nikoliv
viak na 7. Jeli r/m=a,+ 0, a,a,... apdh4y ..., Grys, budou

zlomky g* _:7:1 a ght/ —:;;— prvni z fady g* %, n2>0, jejichZ rozdil

bude éislo celé, t. j. kdy g*(g/ — 1) % bude é&islo celé. Jeito je r

nesoudélné s m, bude odtud plynouti, Ze A, f jsou nejmensi éisla
celd, h =0, f =1, pro nézi plati

gh(g/ — 1) =0 (mod m). (3)

Témito podminkami jsou » a f jednoznadné uréeny.

Obsahuje-li nejprve m tytéz prvodinitele jako g, je g —1
pro f =1 nesoudélné s m. Je tedy f=1 a h je nejmensi
cely mocnitel > 0, pro ktery je

gh =0 (mod m). (4)
Necht je rozklad éisel g a m v prvocinitele
g=ppe™ ... P, m=pPiplr. . plu,

kdeZ a; i B; jsou ¢isla celd, a; > 0, f; > 0. ¢* bude nejniZ& moc-
nina g délitelnd m, je-li & nejmensi éfslo celé kladné, pro néz
hai 2 Bi, t. j. b = Bifa; pro véechna 1 =1, 2,...u.

Zde ry/m =0, aa,. - AQh11Bhtp - g"ro/m = a,a,. . . ap,
an1@hig - - -, kdeZ a,a,. a,, je éislo cele > 0 psané v sousta.ve
g-adické (§ 2 str. 9). Toto &{slo m4 byti vzhledem ke kongruenci (4)
¢islo celé. Musi tedy byti @y, = ary, = = 0. V tomto pri-
padé je zlomek g-adicky pro r/m konecny Pocet jeho C¢islic za
c¢arkou, A, je nejmensi ¢islo celé >0 hovici kongruencl (4). Tento
koneény zlomek g-adicky dostaneme pomoci algoritmu prvniho
druhu. Algoritm druhého druhu poskytl by zlomek g-adicky o A
¢islicich pred jednoélennou periodou g — 1.

“Je-li na druhé strané m nesoudélné s g, plati kongruence (3)
tehdy a jen tehdy, je-li

g’ =1 (mod m). (3)

61



I je h=0 a f je nejmensi mocnitel, pro ktery plati (5), t. j.
mocnitel, ke kterému patfi g (mod m). (Viz § 35).

Zlomky r/m, jejichZ ¢itatel je nesoudélny s g, ddvaji zlomky
g-adické ryze periodické a pocet ¢islic v periodé je roven mocni-
teli f, ke kterému patii g (mod m).

Jsou-li koneéné m a g libovolna, lze rozloziti m na dva ¢i-
nitele m = m,;m,, takZe m, obsahuje vSechny prvodinitele z m,
které se vyskytujf také v g, a m, je nesoudélné s g. Z kongruence (3)
plyne podle véty na konci § 19., Ze &, f jsou nejmensi éisla celd
h >0, f=1, pro néz plati kongruence

h =0 (modm,) (6)

g =1 (mod m,). (7)
V tomto pripadé je zlomek neryze periodicky, pocet &islic pred
periodou % dén je kongruenci (6) a podet ¢islic v periodé f kongruen-
ci (7).

UkdZeme nyni, Ze periodicky zlomek g-adicky je roven ¢islu
raciondlnimu. Dukaz staéi provésti pro zlomek

g =0, a1ay ... A48 41 - . . Cpyge
I bude

g"ao = a,as ...0ap dk+1 .o n (ih+f,
. gtloy =aa,...anap 1 - - . Ahtfy Ghiq - - - Ghtfs
tedy rozdil

g — e, =a,a,...0804) ... Chif — Q8y . . . Qp,
t. )
g = By . . . AR A} - - - Apyf — 30y . . .a;,_‘
gt (g’ —1)

Necht je nyni m nesoudélné s g a necht g patri k exponentu f
(mod m). Zlomek g-adicky pro r/m je ryze periodicky. Oznacéme
jeho periodu P(r/m). I bude

ooooooooooooooooooooooo
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r LT T
of o — Im). i4+1 " : g
I (g m) by bylo zase = P (r/m) P(g m) vznikne z P(g m)

(¢ ¢islo celé > 0) cyklickou zdménou. Uvedené periody tvofi tak
zvany cykl period. Jeito ¢/ =1 (mod m), je f délitelem @(m).
Je-li tedy @(m) = ef, e > 1, dluZno utvoriti tyto periody pro e
riznych hodnot r, abychom dostali periody vSech zlomkd o jme-
novateli m. Je e cykla period. Je-li e = 1, f = ¢(m), tedy g pri-
mitivni kofen (mod m), existuje jen jeden cykl: staéi vziti za r ¢islo
celé nesoudélné s m (tieba r = 1) a dostaneme periody vSech
zlomku o jmenovateli m z této cyklickou zdménou.

§ 40. Uzijeme téchto vysledki k rozwvinuti ¢isla raciondl-
niho ve zlomek desetinny, uvazujme tedy piipad ¢ = 10 = 2. 5.
Redukovany zlomek, jehoz jmenovatel je tvaru m = 25:56 (8,, 6,
¢isla celd > 0), ddvéd konecény zlomek desetinny; pocet &fslic A
napravo od desetinné éarky je roven vétsimu z éisel g, f,.

Redukovany zlomek lze tehdy a jen tehdy proméniti na
desetinny zlomek ryze periodicky, neni-li jeho jmenovatel dé-
litelny ani 2 ani 5. Délka periody je rovna exponentu, k némuz
patfi 10 vzhledem ke jmenovateli jako modulu.

Zlomek r/28:5f:m, je roven neryze periodickému zlomku de-
setinnému, ktery mé tolik éislic pred periodou, kolik udavd vétsi
z mocniteld f;, B, a jenZ ma délku periody rovnou exponentu,
k némuz patfi 10 (mod m,).

Osvétleme véty drive vyslovené piiklady pro zlomky de-
setinné. Rozvedme 4 v zlomek desetinny. Délme obyé¢ejnym zpi-
sobem;

lo : 7= 0142857
30
20
6,
40
S0

1.

Perioda je zde 142837, ¢isla 1, 3, 2, 6, 4, 5 jsou zbytky mocnin 10
(mod 7). Cislo 10 je(mod 7) primitivni kofen, periody zlomki o jme-
novateli 7 tvori jediny cykl. Je pak

1 = 0142857 $ = 0857142
3 = 0428571 4 = 0571428
2 = 0-285714 5 = 0-714285.

‘.
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Rozvedme nyni {; ve zlomek desetinny:

1o : 13 = 0:076923

100
90
120
30
40
1.
I dostaneme cykl
&5=0 076923 12=0 923076
}g = 0769230 £5=0 230769
15 =0 692307 7 = 0°307692.

Abychom dostali periody v3ech zlomku o jmenovateli 13, je tieba
rozvésti ve zlomek desetinny ryzi zlomek o jmenovateli 13, ktery
mezi uvedenymi neni, tfeba 4. I dostaneme

20 : 13 = 0-153846

70
50
110
60
80
2.
Tak dostaneme druhy cykl
ng =.0'153846 H = 0-846153
rr = 0-538461 g — 0461538
f5 = 0-384615 5 = 0-615384.

Tim vycerpany jsou rozvoje vech ryzich zlomki o jmenovateli 13
v zlomky desetinné.

V obou ptipadech, i pro zlomky o jmenovateli 7 i pro zlomky
o jmenovateli 13 skldd4 se perioda ze dvou polovic a ¢islice ]edné
poloviny doplnu]1 se 8 ¢islicemi druhé poloviny na 9. Rik4 se, Ze
jedna polovina je desitkovym dopliikem druhé. To nastane, kdyz
periody zlomku r/m a 1—r/m=(m — r)/m patii k témuz cyklu.
Pak musi byti
m—r =710 (mod m),
t. ). — 1 =100 (mod m).
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Perioda zlomku desetinného pro zlomek o jmenovateli m sklada
se ze dvou polovin, které se desitkové doplnuji, je-li mezi zbytky
mocnin éisla 10 mod m zbytek — 1.

Je-li f délka periody pro jmenovatele m, je 10/ — 1 délitelnom.
Jsou tedy jmenovatelé m poskytujici délku periody [ déliteli
¢isla 10/ — 1. Naopak je délka periody zlomku, jehoz jmenovatel
je délitel 10/ — 1, bud f neb délitel f. Zlomku, jejichz rozvoj v de-
setinny zlomek ma danou délku periody f, je koneény pocet.
Jednoélenné periody dévaji zlomky o jmenovatelich 3, 9, délite-
lich '9:

+4=0333..., £=0111...
Déle je 102 —1=99=9.11. .

Dvojélenné periody daji zlomky o jmenovatelich 11, 33, 99.

Rychifk: Uvod do clementarnf teorie Cisclné. 5 65



IV. Kvadratické zbytky,
kvadraticky zakon reciprocity.

§ 41. Budeme uvaZovati kongruenci
. 2 =a (mod p), (1)
kdez a je Cislo celé a p liché prvocéislo.

Je-li a délitelno p, je kongruence (1) splnéna pro kazdé
2 = 0 (mod p). Neni-li a délitelno p a existuje-li ¢islo celé, hovici
kongruenci (1), nazveme a kvadratickym zbytkem (mod p),
neexistuje-li pak takové éislo celé, nazveme a kvadratickym
nezbytkem (mod p).

Predpokladejme tedy, Ze a neni délitelno 7.

Lze snadno nahlédnouti, Ze, je-li kongruence (1) feSitelna,
ma pravé dvé spolu (mod p) nekongruentni fefeni. Je-li @ kofen
kongruence (1), tedy a? = a (mod p), vyhovuje (1) téZ z=—a
(mod p), jeito je (—a)® =a*=a (mod p). ¢« a —a nejsou
spolu kongruentni (mod p). Z a=—e« (mod p) by plynulo 2¢=0
(mod p), « =0 (mod p), tedy i @« = 0 (mod p) proti predpo-
kladu o a.

Kaidy zbytek kvadraticky je (mod p) kongruentni s jednim
z cisel

. p— 1\
12,92 3 ... [— ).
bl !3’ ,( 2)

Z4dnd dvé z téchto &isel nejsou spolu kongruentni (mod p). Ozna-
¢ime-li totiz dvé z téch &isel z, y, x > y, bylo by pak 2> — y* =
= (z -+ y) (x — y) délitelno p, coZ neni mozno, jeito i =+ y
i x— y jsou disla celd kladnd < p.

Plati tedy véta:

Mezi éisly 1,2,3,...,p—1 redukované soustavy zbytki
(mod p) je pravé L(p — 1) zbytkw a stejny podet mezbytku spolu
nekongruentnich (mod p).

Je-li g primitivni kofen (mod p), tvofi éisla 1, g, ¢%, ... gP—
redukovanou soustavu zbytkd (mod p) (§ 33, str. 53). Cisla
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1,9% g% ...,9°3 jsou kvadratické zbytky (mod p) spolu ne-
kongruentni (mod p). Jezto je téchto Cisel na pocet }(p — 1),
jsou jimi vSechny kvadratické zbytky (mod p) spolu (mod p)
nekongruentni vyéerpsny. Cisla g, g% ¢°, .., g?—% jsou pak spolu
(mod p) nekongruentni kvadratické nezbytky (mod p).

Je-li éislo a, nedélitelné p, kvadratickym zbytkem (mod p),
existuje ¢islo celé ¢ té vlastnosti, Ze pro né plati o> = a (mod p).
a je opét nedélitelné p. I bude

a?~1 = a®=D (mod p),

tedy podle véty Fermatovy a:®—1 =1 (mod p).

Kongruence z:®—1D=1 (mod p) m4 za kofeny (p — 1) spolu
(mod p) nekongruentnich kvadratickych zbytkd (mod p), a jeZto
je stupné 1(p — 1), nemd podle véty z § 33 str. 49 jinych kofe-
na (mod p).

Podle véty Fermatovy mé kongruence P! — 1 = 0 (mod p)
za kofeny vSechna ¢éisla celd nedélitelnd p. Je vSak 2?1 —1 =
= (23— — 1) (x:®—D 4 1). Pro kaZdé é&islo celé nedélitelné
p je tedy bud z#»—D)= 1 (mod p) anebo z:?—1) = — 1 (mod p).
Obé tyto kongruence nemohou byti splnény pro totéz &islo z,
sice by jejich rozdil 2 musil byti = 0 (mod p), coZ pii p > 2 je
nemozno. Kongruence z#?—1)=—1 (mod p) méd tedy za kofeny
kvadratické nezbytky.

Plati tedy véta (Eulerovo kriterium):

Cislo celé a nedélitelné p je kvadraticky zbytek, je-li ai?—D=1
(mod p), kvadraticky nezbytek, je-li a:?—1) = —1 (mod p).

§ 42. Legendre zavedl jednoduchy symbol na oznadeni
kvadratického charakteru &isla celého a nedélitelného prvo-
¢islem p > 2, t. j. na oznacleni, zda a je kvadraticky zbytek nebo
nezbytek (mod p). Klade

( “) — 1, je-li @ kvadraticky zbytek,
p

(;_) = — 1, je-li a kvadraticky nezbytek.

I bude podle Eulerova kriteria ¢:?—1) = (%) (mod p).

a 3 w . v, v s [}
() Je absolutné nejmensi zbyvtek (mod p) éisla a1
)
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Je patrno, Ze

a a
—-| = [—). je-lia’=a (mod p).
(P) (7)) g

Je-li totiz a’ = a (mod p), je téz a’ =1 =g ®—1) (mod Py

a tedy, jezto

a {p—1) = ( a'_)’ aq:p—1) = (i) (mod p),
P p,

tez (t‘: ) = (—;—) (mod 7).

Z této kongruence plyne ihned rovnost (%) = (%), jezto obé
ta ¢isla jsou absolutné nejmensi zbytky (mod p).

Jsou-li- a, @’ celd &isla nedélitelnd p, je

(3)=6)(%)
p p p
Je totiz podle Eulerova kriteria

a1 = (%) (mod p), a’:P—H) = (%) (mod p),

(aa’):(P—1) = (2;7') (mod p).

Nésobenim prvych dvou kongruenci dostaneme

(aa’)p—D = (E.) . (,f“_) (mod p)

P/ \p
a tedy
aa!
‘(5)

()(5) ot

Rovnost odtud plyne jako v predeSiém pripade.

1
Z definice Legendreova znaménka plyne ihned, Ze (p) =1

2
a obecné (a_) = 1 pro kazdé celé a nesoudélné s p.
P

—1
Eulerovo kriterium poskytuje moZnost uréiti (—p—-). Je
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totiz (:—-l-) = (— 1):=D (mod p).
p
a jezto (— 1){»—D = 4 1, plyne z této kongruence rovnost
(:l) = (— 1):—D),
p
Je tedy

(:pl—) =1 pro p = 1 (mod 4),

(_i)l)= — 1 pro p = — 1 (mod 4).

§ 43. Budiz p libovolné celé éislo liché kladné a a celé éfslo
nesoudélné s p. Uréeme absolutné nejmensi zbytky (mod p) Cisel

l.a,2.a,3.a,...,ma, x=1L(p—1).

Ty necht jsou

gl &2, ..., e,
kdez 1, 2', 3,...,a" jsou absolutni hodnoty téchto zbytku a
€ €y -+ . Ex= 4 1. Mezi ¢, &, . . . , e, necht se vyskytuje u-krat
— 1. Je tedy
ta = &t (modp). i =1,2,3...., 7. (1)

1,2,3,..., 7 jsou, jak lze snadno dokazati, aZ snad na potrddek,
rovna ¢islam 1, 2, 3,..., 7. Nejsou totiz Zadnd dvé z téchto cisel
sobé rovna. Z ¢’ =4, 1. Fj(G=1,2,...,7) by totiz plynulo na
zakladé (1)

&t = &j (mod p),

coZ neni moZno, jezto ¢éisla — J(p—1),...,—2,—1,0,1,2,...

-+, 3(p — 1) tvori dplnou soustavu zbytku (mod p), takie neni
mozno, aby ¢ = 4 j (mod p). Predpoklddejme nejprve, Ze p
je prvoéislo. Z (1) pak plyne znasobenim

1.2.3...m0" =¢g8y...6,.1".2"...2" (mod p)
a tedy podle toho, co pravé dokdzdno, a*=¢,. ¢, . . . &, (mod p).

Jeito pak a* = (%) (mod p), je (-»z-)zslsg...s,,(mod p). Odtud

plyne (%) = &y ... Ex = (— 1)

Plati tedy véta, kterd nazyvd se Gaussovo lema:
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BudiZ a &islo celé nedélitelné lichym prvoéislem p. Pak (%—) =

= (— 1)#, kdeZ uznaéi, kolik mezi absolutné nejmensims 2bytky cisel
1.0,2.0,3.a,..,7m.a, a=%(p—1)
je zaporniych.

§ 44. Predpoklddejme nyni, Ze p je cislo liché kladné, a ¢islo
celé s nim nesoudélné. Podle Scheringa a Kroneckera budeme
definovati symbol (%) pomoci (— 1)# = g¢,...&,. Uddva tedy u,
kolik absolutné nejmensich zbytka (mod p) cisel

1.a,2.a,3.0a,...,na (1)
je zapornych, neboli kolik.nejmensich kladnych zbytku téchto
¢isel (mod p) je > L p. V pripadé, Ze je p prvocislo, shoduje se

(%) na zdkladé Gaussova lematu se symbolem Legendreovym.

Nejprve je patrno, Ze plati

’

3)=(%)
je-li &’ = a (mod p).

Z o' = a (mod p) plyne, Ze a’ je nesoudélné s p, takze, ma-li

vyznam (a) ma vyznam i (a') Rovnost (a) = (a’) plyne
p/ p/ P 2

pak ihned z té okolnosti, Ze ¢éisla 1.4',2.4a',3.a',...7.4d

poskytuji tytéZz absolutné nejmensi zbytky (mod p) jako 1.a,
2.a,3.a,...,7.a.

Dile dokdZeme, Ze, jsou-li a, a’ éisla nesoudélnd s p, tedy
i aa’ nesoudélné s p, je

aay _ (@ ) (z)
( P ) N (P P
Abychom uréili (a;, -), nutno uréiti pocet zapornych, abso-
lutné nejmensich zbytku (mod p) éisel
l1.aa’,2.aad’,3 .aa, ... naa’. (2)

Jeito 1.a,2.a,...,ma jsou (mod p) kongruentni resp. s ¢isly

? ’ [4
811,822,...,83”)
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budou c¢isla (2) poskytovati tytéZ absolutné nejmensi zbytky
(mod p) jako ¢isla

gl'a',g2'a’, .. ., e.n'a.
Cisla 1, 2',..., 7 jsou a% na porddek rovna éislim 1,2, 3,..., .
Jsou-li tedy &';17,&,2",...,¢'n" absolutné nejmendi zbytky
(mod p) é&isel 1'a’, 2'd’,...,n'a’, pii Gemz &' = 4 1, pak éisla
1”,2",..., 7" jsou aZ na porddek rovna ¢islim 1, 2,..., 7, a bude

a' 4 4 4
( p) =¢1&g... n
Vidime tudiz, Zze absolutné nejmensi zbytky ¢isel (2) jsou

V4 14 4 14 ’ ”
€117, 682", . . ., ExE'n T,

aa’ = &,&'1 &€ EqE —(i (a’)
(p) 1€162€2:-.€r€p p)P

1 2
Je ihned patrno, Ze (?) =1 a obecné (%—)=lprokaidé

takze

celé a nesoudélné s p.

: —1 2
Obratme se nyni k uréeni ( —Z—’—) a (;) (véty doplnkové
k zdkonu reciprocity).

—1
Proa=—1 jeg=—1(2=1,2,...,7); i1 bude (—p_) =
= (— 1) = (— 1)@= jako pro pripad, Ze p je prvocislo.
Pro a = 2 zni rada (1)
2,4,6,8,...,p—1. (3)

2 .

Jsou to nejmensi kladné zbytky (mod p). Je tedy (—p-) = (—1)~,
kdez u udéva, kolik z &isel (3) je > | p.

BudiZz nejprve p = 4k + 1. Pak je fada (3):

2,4,6,...,2k| 2k + 2,2 + 4, ..., 4k.
Cleny této fady za &drkou j jsou >} p, jejich podet je k, tedy
p=kr.
(%) =1, je-li k sudé = 2h, tedy p = 8h + 1,

(%) — —1, je-li k liché 2k — 1, tedy p — 8h — 3.
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UvaZujme nyni pripad p = 4k 4+ 3. Pak je rada (3)
2.4,6,... 2k |24+ 2,2k+4,... 4k+ 2
a pocet zbytkit > }p je u =k + 1. Z toho plyne
"2
(_) — 1, je-li k liché 2h—1, tedy p— 8h—1,
P
"2 - .
(?) = —1, je-li k sudé 2h, tedy p = 8h 4 3.

2
Je tedy ( )_1 pro p=8h:[—_‘ls

s

(E) — 1 pro p = 8k £ 3.
Je vSak

pro p = 8h 4 1, }(p* — 1) = 8h® - 2h sudé,
pro p = 8h 4 3, L(p? —1)——8h2—|— 6k + 1 liché,

takze ( 2 ) —(— 1).“1,2_1)'
P

§ 45. Kvadraticky zdkon reciprocity.
Budte? p, q dvé éisla cela lichd kladna spolu nesoudéind. Pak je

(ﬂ) (i — (— 1)i@e—D - i@,
qJ/\P

(-
q p
vyjma v pripadé, kdy p=g¢=—1 (mod 4); v tomto piipadé je

(2)--(z)

Z celé rady dikazi snad je nejjednodussi dikaz Zelleruv
v modifikaci Frobeniové*); ten zde poddvame.
V rovnicich

i:_ly _Ez_lv
(p) ( ),(q) (—1)

1, v maji tento vyznam:

*) Frobenius: Uber das quadratische Reziprozitiatsgesetz I, 1.
Sitzungsber. d. k. preuss. Akad. d. Wiss. 10, 18; 1914. K historii
zakona reciprocity srov. Bachmann 3. 1.
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u zna¢i pocet ndsobku déisla q:

p—1
1.9,2.9.3.¢.... ¢, (P)
jichZ absolutné nejmensi zbytky (mod p) jsou zaporné.
v pak znaéi pocet nasobku éisla p:

—1
l.p,2.p,3.p,...,q.-§—p, (@)

jichZz absolutné nejmensi zbytky (mod ¢) jsou zdporné. Dluzno
dokédzati, 2e u + v = Xp —1).3(¢g — 1) (mod 2).
BudiZ z proménnd, kterd muze nabyvati hodnot

1,2,3,...,3p—1). (x)
a y proménnd nabyvajici hodnot
1,23,...,4¢g—1). (%)

Cisla z Fady (P) lze psiti ve tvaru gz a éisla z fady (@) ve tvaru py.
Absolutné nejmensi zbytek c¢isla gx (mod p) je gz — pm, zvolime-
li m tak, Ze tento rozdil je mezi — ip a {p. Ke kaZidému z
lze zvoliti m podle § 2 str. 9 jedinym zpisobem. Udéava tedy
u, kolikrat bude pfi tom — 1 p < gxr— pm < 0. Zde neodpo-
vidd kaZdé z } (p — 1) hodnot x hodnota m, nybrz jen x hod-
notdam z odpovida jisté .m a to kaZdé z onéch hodnot x jediné
m. Pro takové m je 0 < gx < pm < gqx + 4p < ipg + ip, t. j.
0<m<L(g+ 1); m je tedy omezeno na Ffadu (y). Lze tedy
misto m psati y a rici: u udava, pro kolik dvojic (x, y), pfi
nichZ z je z fady (z), y z fady (y), plati —{p < gz — py < O,
t. . 0<py—gzx<<ip. Podobné bude » udavati, pro kolik
dvojic (x, y), pri nichZ z je z tady (z), y z fady (y), plati
— 4q < py — gz < 0. Viech moZnych dvojic (z, y) je na pocet
e=13(p—1).%g—1), jelli x omezeno na hodnoty z (x) a y
na hodnoty z (y). Pro kaidou z téchto g dvojic je bud

I p<py—qz.

neb II 0< py—gqx<lip,
neb III —{g<py—qx <0,
nebo koneéné IV py—qxr < — 9.

Pro Z4dnou dirojici nenf
py —qx = 0.
Podmince I necht vyhovuje 4, podmince IV ¢’ dvojic. Pak je
o=p+rv+0+20.
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Je viak
0 = 0.
nebot substitucemi
r=3(p+ ) —2, y=3@+1)—y ()
prejde I ve IV, a probiha-li x hodnoty (), probihd z’ tytéz hod-

noty (x). Stejné, probiha-li ¥ hodnoty (y), probihd i ¥’ hodnoty ().
Je tedy skutec¢né 6’ = 4, t. j.

0 = u—+ v (mod 2)

) (_Z) — (— 1)p—D - be—D),

.
. /
’, ]
4
L4
-
-
4
-’
-
_
-
-
4
-
.
”

a koneénd

\ -
2 oV

2
/ .7
p rd
.
L4
4
”
M .

0 N P

Geometricky vyznam téchto usudki je jasny. (Obrazec
je proveden pro p =11, ¢="7.) R md soufadnice } (p 4 1),
s(@+1). M, M N,N' jsou stiedy stran piisluSnych étvercu.
Spolu rovnobéiné primky OO’, MM', NN’ maji rovnice

Py = qz, py = 9= + P, py = 9= — 4.
Substituci (8) jsou si pritazeny body leZici soumérné vzhledem
ke sttedu § obdélniku OPR@Q. S m4 soutadnice § (p + 1), } (¢ + 1).
Uvniti obdélniku OPRQ lezi ¢ bodd mf¥iZzevych (t.]. bodu, jejichz
souradnice z, y jsou cisla celd), u jich lezi mezi 00" a MM’,
r mezi 00" a NN’. Pripadne-li 6 bodu na trojuihelnik MM'Q,
pripadne jich na trojuhelnik NN'P symetricky vzhledem ke
stredu S stejnyv pocet. Je tedy
0o=u—+r—+ 20.



Lze vsak souditi téz takto:

Podle II a III je u + v pocet hodnot z, y hovicich pod-
minkdm )

— 3 < py —qx < §p. (*)
Tyto pfejdou substituci (8) samy v sebe. Patfi-li (x, ¥) k oném
f¢ + v pardm spliujicim (*), patii k nim i (2, y'). Je tedy u + »
sudé vyjma v piipadé, Ze
z=a =0+ 1), y=¢y=%@+ 1

Jsou ¢éisla celd, t. j. kdy p = ¢ == — 1 (mod 4). Jen v tomto pri-
padé je u -+ v liché.

Lezi-li bod (x, y) v prouzku obdélniku OPRQ mezi MM’
a NN’ (v Sestithelniku ONN'RM’ M), lezi bod (z', y'), symetricky
vzhledem k 8, tamtéi. Tento prouzek (i body miiZové v ném
obsaZené) je totiz sdm k sobé symetricky vzhledem k 8. Je tedy
poéet u + v miizovych bodd uvniti prouzku toho sudy, vyjma
v pripadé, kdy stfed soumeérnosti + (p + 1), 4 (¢ + 1) je bod
miiZovy.

DokdZzeme nyni platnost vztahu

()= Gar) g

kdeZ p, p’ znadi ¢isla lichd kladna, a Cislo celé nesoudélné s p
i s, tedy i s pp'.

Predpoklddejme nejprve, %e a je liché kladné. Pak je podle
z8kona reciprocity

(a) _ (_1)3_,())—”-]2(«—1)(1') (2)
P a

a IR R Y1 PR 1) _B’ .
(7)== () ”
( @ )= (— 1)%<pp'~1>--5<"—'>(”;1").

PP’ “

Ndsobenim (2) a (3) dostanemec

p\p al\a

= (— 1 teh Bemhrien ] (?aﬁ) podle § 44.

Bude tedy platiti (1), bude-li

=]

St



ja—He—D+ 30 — 1)] =il@a—1). %(M&-l)
9
Je vsak (mod 2). (4)
pp=M+ -1+ E-—-1]=1+@E—1)+
+(p'—1) (mod4).
Souéin (p — 1) (p' — 1) je totiz délitelny 4 jako souéin dvou
cisel sudych. I je
o —D=3@—D+$(@ —1) (mod?2).
Odtud pak ihned plyne (4).
Predpoklédejme ddle, Ze a je sudé, kladné. Pak a=a+ pp

je liché kladné, takze plati pro @ vzorec (i) (i,) — ( ?’_) .
P/Ap pp
Je v8ak @ = a (mod p) i (mod p’) i (mod pp’), takZe

)= G)=() 6=

Plati tedy (1) i pro a.
Tak dokdazali jsme (1) pro a kladné.

BudiZ nyni a zaporne I Ize uréitia = a (mod pp’) tak, aby a

bylo kladné. Pak bude a =a té% (mod p) a (mod p’). Pro a plati (1),
tedy i pro a.

Tim dokazano (1) dplné.

Je-li p liché kladné &islo p = p\ps ... py, kdeZ p,, Do, ... Ps
jsou prvocisla lichd, bude pro a nesoudélné s p

()= (GG (2)

Takto definoval (—7)—) pro pripad éisla sloZzeného p Jacobi.

Budtez p, ¢ éisla lichd, kladnd, spolu nesoudélni. Ze zakona
reciprocity plyne

(p)= l)rlp(p_l)';(q—l)(_q_)-
Dile je P

(- G- () -

= (— 1)% (¢—1) (— 1)%_~(p—1).5(q—1)(_g_)= (_l);(q—l)[1+ 1p—D) (_q_)=
P P

N O ]
P
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jeito pak — p—1 =p+ 1 (mod 4), tedy

(j_l_’) — (— 1)¥P D (_9)
q P

Jsou-li tedy p, ¢ ¢isla licha spolu nesoudélnd, ¢ kladné, p kladné
neb zaporné, je
(_f_) — (—1)} (p~l>..'_,(q—l)(i‘).
q Py
§ 46. Obratime se nyni k iloze, urciti vSechna disla cela

Kladn4 lichi n takové, Ze pii daném &slu m symbol (%) mé

B)- = ()=

Dopliovaci véty feSi nam tlohu pro m = —1 a m = 2.

vyznam a plati

—1
(7) = 1 pro vSechna ¢isla celd kladna tvaru n = 4k+1 (k celé),
= — 1 pro v8echna &isla celd kladné tvaru n = 4k 4 3.

(%) = 1 pro vSechna ¢isla celd kladna tvaru » = 8k + 1,8+ 17,

(—i—) = — 1 pro vSechna ¢isla celd kladna tvaru n=8k-+3, 8k+ 5.

Z toho plyne dale

(:n_Z) = 1 pro vSechna éisla celd kladna tvaru n = 8k | 1,8k + 3,

—2
(7) = — ] pro vSechna ¢isla celd kladnd tvaru n=8k-+-5, 8k 4-7.

Vidime, Ze éisla celd n, pro néz — 1 m4d uréity kvadraticky cha-
rakter, tvorf jednu posloupnost aritmetickou, éislo », pro néz + 2
ma uréity kvadraticky charakter, tvoii dvé posloupnosti aritme-
tické.
m

DokaZzeme, Ze obecné vSechna ¢isla celd n, pro néz (;)
m4 jednu z hodnot 4+ 1 neb — 1, tvori nékolik aritmetickych
postoupnosti.
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Celé ¢islo m, které muze byti kladné neb zdporné, sudé neb
liché, lze psati ve tvaru
m = 2°rs?,
kdez ¢c=0 neb 1, 7 je cislo celé liché nedélitelné ¢tvercem Zadného
prvocisla, tedy souéin lichych mezi sebou ruznych prvocisel
s kladnym neb zapornym znaménkem neb + 1, s je ¢islo cel¢

kladné.
m\ 2fr_82 . 2‘-‘1')
()= ()= ()

Pak je
Lze se tedy omeziti na pripad
m = 2%
a o r lze predpoklddati, Ze neni = 1 ani — 1, jezto pak bychom
piisli k nékterému z pripada jiz projednanych m = 4+ 1, 4 2;
r je tedy souéin lichych mezi sebou riznych prvoéisel s kladnym

neb zapornym znaménkem.
Pak dostaneme

(ﬁ) - (%) N (E)(i) = (— i =(— 1) =y do—D) ( ; )
n n n/\n lr

Polozme
(— DD =5, (—1F =
Pak bude
0= 1 pror=1 (mod4), &= 1 pro ¢c= 0,
0=—1pror=3 (mod4), e=—1 pro c=1.

I dostaneme

m — A1) gi(n*—1 n)
(o) =oremen(if) ®

I v 22 * m v
Na zakladé tohoto vzorce bude miti (—-) tutéz hodnotu pro
n ,

¢isla n patiici do téZe tiidy (mod 87), pii ¢ = 1 jiZ pro ¢isla »
patrici do téze ttidy (mod 4r). a je-li téZ =1, dokonce pro ¢isla n
patrici do téZe tridy (mod 2r). Staéi tedy uvaZovati = jen z redu-
kované soustavy zbytkt podle uvedenych moduld.
Oznacéime v redukované soustavé zbytku (mod 2r) éisla =,
n

. v w . n » v’ v v
pro néz (—l ‘) =1, pismenem a, ¢isla, pro néz (iAul)-—— —1,
'r T
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pismenem b. Pocet éisel a je roven poctu cisel b. DokdZeme nej-
prve, Ze existuje aspon jedno c¢islo b.

Budiz p prvocislo obsazené v r, tedy |r|= pr’, »’ &islo
celé kladné nedélitelné p, B nezbytek (mod p). Uréeme b, kon.
gruencemi

by = f (mod p), b, = 1 (mod 7’).

(5)-()- ()

takze b, je skuteéné éislo druhu b.
O b, lze nad to predpokladati, Ze je liché. Kdyby totiZz bylo

Pak je

sudé, byla by b, + i 7| liché a 0 by + | r | by platilo (b—('_lt ll 4 l) =
= (ﬁ—ﬂ) = — 1. Pak je b, nesoudéiné s 2r. Nasobme b, kaZdé

¢islo z mnoZstvi éisel @ ib, t. j. z redukované soustavy zbytku
(mod 27). Dostaneme zase redukovanou soustavu zbytka (mod 2r).
I dostavame

| () =2 =) 20 =210
tj. 2(%) _o

kdeZz X se vztahuje na redukovanou soustavu zbytka (mod 2r).

O SE- )3

[

takZe pocet Cisel druhu a je roven poctu éisel druhu b.
Je-li nejprve 0 =1, ¢=1, tedy m =1 (mod 4), bude
podle (*)
m
(7@ ) = 1 prorn = a (mod 2r)

(%) = — 1 proz = b (mod 2r).

Lich4 &isla n. pro néz ( %) = 1 neb —1, tvoii 3¢(2r) = {¢(r) =

= l@(m) aritmetickych posloupnosti o diferenci 2r = 2m.

79



Je-li za druhé 0 = — 1, e =1, tedy m = 3 (mod 4), bude

(—71) =1, je-li bud » =1 (mod4), n = a (modr),

n neb » =3 (mod4), n =06 (mod 7),
(—’Tl—) = —1, jeli bud » =3 (mod4), » =a (modr),
n neb » =1 (mod4), n = b (modr).

Licha =, pro néz (—7:) m4é hodnotu -1 neb — 1, jsou ¢isla » jistych
aritmetickych posloupnosti, jichZ je na poéet ig(4r) = dp(4m).

Je-li za treti d =1, ¢ = — 1, tedy m = 2 (mod 8), bude
(ﬂ) =1, jei bud n =1, 7 (mod 8), = = a (mod 7),
n. nebn =3, 5 (mod8), » =154 (modr),
(—”3-) = —1,jeli bud »n = 3, 5 (mod 8), n = a (modr),
n nebn =1, 7 (mod8), n =5 (modr).
Je-li koneéné za Gtvrté d = —1, e=—1, tedy m =
(mod 8), bude
(ln—) =1, jelibudn=1, 3 (mod8), n =a (modr),
n neb n =5, 7 (mod8), n =56 (modr),
(ﬁ) =—1, jelibud 2z =5, 7 (mod8), n =a (modr),
n nebn =1, 3 (mod8), » =5 (modr).

< vy [T .
Ve tretim a ¢tvrtém pripadé lichda n, pro néz (7) ma

uréitou hodnotu, tvoi{ aritmetické posloupnostl o diferenci 8r =
= 4m, na pocet 1p(8r) = lp(4m).

Je-li (—
P
(mod p) reditelnd celym éislem ¢ nedélitelnym p. Lze snadno na-

hlédnouti, %e kongruence 2 — m = 0 (mod p) je Feditelnd celym
¢islem ¢ nedélitelnym p tehdy a jen tehdy, existuji-li celd éisla
x, y nedélitelnd p takovd, Ze plati

22— my? = 0 (mod p).

Z reditelnosti 2 — m = 0 (mod p) celym éislem ¢ nedélitelnym p
plyne 2! —my®> =0 (modp), klademe-li z=1¢, y=1.Je-li
22— my> =0 (mod p), z, y Cisla celd nedélitelnd p, pak pro

) = 1 pro prvoéislo p, je kongruence *—m = 0
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t = z/y (mod p) (viz § 23 str. 34), coZ je Cislo celé nedélitelné
p, bude

t2 —m = 0 (mod p).

Existuji-li celd ¢isla z, y nedélitelnd prvoéislem p takova, ze
plati 22 — my® = 0 (mod p), tikd se (podle Eulera a Legendrea),
ze p je délitelem formy kvadratické z* — my® Jsou tedy prvo-
¢isla p, pro néz (1;—) = 1, délitelé formy 2% — my?2.

BudiZz N celé ¢islo. Existuji-li cela ¢isla z, y takova, ze N =
= 22 — my?, k4 se, Ze N se dd zndzorniti formou z*— my?.
Znazornéni je vlastni, jsou-li z, y ¢isla nesoudéln4, nejsou-li nespu-
délnd, je zndzornéni nevlastni.

Je-li p prvocislo obsaZené v N, je podminka nutna pro vlastni
znazornéni N formou x*2 — my?, aby p bylo délitelem formy
% — my?P.

5

Hledejme &isla celd n, pro néz (—f;) = 1.

Zde m=15, ¢c=0, r=5, =1, e=1, m =1 (mod4),
(pripad prvni). Redukovand soustava zbytkd mod 2m = 2r =10
je

1, 3, 7, 9.
Kvadratické zbytky jsou 1, 9, nezbytky 3, 7.
Je tedy

5
(;):1 pro n=1, 9 (mod10), t. j. pro n = 4+ 1 (mod 10),

D
(“{) = —1 pro n=3, 7 (mod 10), t. j. pro n =43 (mod 10).

Délitelé formy x> — 5y% jsou prvoéisla tvaru p = 10k 4 1, k ¢&islo
celé kladné.
UvaZujme nyni pfipad m = — 6.

Zde m=—6=2.—3, c=1,r=—3, =1, e=—1,
m =2 (mod 8) (pripad tieti).

Redukovand soustava zbytki mod 2r, t. j. mod 6, je 1, 5;

1 je zbytek (modr7), t. j. (mod 3),
5 je nezbytek (mod7), t. j. (mod 3).

Rychlfk: Uvod do elementdrni teorie &fselné. 6 81



Bude tedy

(_—?) =1 pro n

n
n=5=2 (mod3), =3, 5 (mod 8)

t. j. pron =1, 5, 7, 11 (mod 24), a pron > 0.%)

§ 47. Zndzornéni &isla celého formou kvadratickou lze uZiti
k rozhodnuti, zda éislo ono je prvocislo neb éislo sloZzené, a v tomto
pripadé provésti rozklad v prvoéinitele.

Uvazujme déislo

P,=2.3.5.7.11.13 + 1= 30031 (§10).

Neni délitelno Ziédnym kladnym prvodislem < 13. Jeito pak
[V30031] = 173, sta¢i uvaZovati prvocisla > 17 a < 173.

Lze zjistiti, Ze 30 031 = 1742 — 5 . 72. Prvodéinitelé ¢isla 30 031
budou tedy délitelé formy z* — 542, tedy prvocisla tvaru 10k 4 1.

V uvedenych mezich leii tato prvocéfsla takového tvaru:
19, 29, 31, 41, 59, 61, 71, 79, 89, 101, 109, 131, 139, 149, 151.

Koneéné mozno uvaziti, Zze 30 031 je tvaru 4n —1 a md
tedy aspon jednoho prvodinitele tohoto tvaru. Zbyva tedy z uve-
denych prvodisel uvaZovati jen prvoéisla tvaru 4n — 1:

19, 31, 59, 71, 79, 131, 139, 151.

30 031 prvocisly 19, 31 neni délitelno, 59 je vSak délitelno. Do-
staneme

1 (mod 3), =1, 7 (mod 8)

I'

30 031 = 59 . 509.
509 je také prvodéislo.

§ 48. Budeme se zabyvati zndzornénim prvoéfsel formami
.22 4+ my? pro kladné m v nékterych jednoduchych pripadech. Tu
plati véta**):

Je-li nejmendt liché prvolislo, pro které — m je kvadra-
ticky zbytek (které tedy je délitelem formy a* + my?), znazornitelno
formou x* + my?, je kaZdé prvolislo, pro néZ je — m kvadratickij
zbytek, jedinym zpusobem touto formow zndzornmitelno.

*) Kraitchik 1. I.str. 164—186 (errata 2.II str. 180), 2. I. str.
205—215 udévé tabulku aritmetickych posloupnosti, v nichZz leZi 1

¥i daném m a plati i 1 resp. — 1 pro m mezi — 250 a + 250.
P )} oy P P

Mensi tabulky viz Cahen 1., Wertheim 2.

**) S. Eichenberg, Uber das quadr. Reciprocititsgesetz und
einige quadr. Zerfillungen d. Primzahlen, Diss. Géttingen 1886. Viz
té%: Weber-Wellstein, str. 266—272.
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Uvedme nejprve identitu

(a® + mb?) (a® + mfp?) = 4° + mB?, *)
kdez bud
A = aa + mbp, B = aff — ba,
anebo A =ac—mbf, B=afl+ ba.
Tato identita d4 se snadno dokdzati pfimym vypoétem obou
jejich stran; jeSté snadnéji v8ak, kdyZ cinitele na levé strané
rozloZime v komplexni é&initele

(@ +i)/mb) (@ — i}/mb) (a + i}/ mB) (@ — i}/ mp).

Nésobme prvniho Ginitele se &tvrtym, druhého se tietim. I do-
staneme

(0 + mbf — i}/m (@ — ba)] [ae + mbB + iY/m (af — ba)] =
= (aa + mbB): + m (aff — be)?.

Nésobime-li viak prvnfho &initele se tfetim, druhého se étvrtym,
nebo klademe-li — b misto b, dostaneme jako souéin hodnotu

(ac — mbp): + m (af + ba).
DokédZeme si nejprve vétu pomocnou:
Lze-li éislo znézornitelné formou

a* 4 my® (1)
A? + mB? = pP, (2)

kdeZ p je prvodislo rovnéz formou (1) zndzornitelné, je téZ celé
¢islo P formou (1) zndzornitelné.

Budiz p = a? + mb®. PoloZime
aA 4+ mbB ﬂ_aB—bA
at 4+ mb® ' U a4 mb?’

rozloZiti v souéin

3)

o =
I je
(aB 4 bA) (aB — bA) = a?B? — b242 = B? (a® + mb?) — b? (4% 4
+ mB?%) = p (B* — Pb?).
Je tudiZ jedno z ¢isel aB + bA délitelno p = a? + mb?. MiZeme

vSak znameni u b voliti tak, aby bylo aB — b4 é&islo prvocislem
p délitelné, takZe S je ¢islo celé.

Podle (*) je
(a4 + mbB): + m (aB —bA): = (a® + mb?) (4 + mB?); (4)
jest tedy téZ ad { mbB délitelno p a je tudfZ i a celé Eislo.
Podle (3) a (4) je vsak
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2 2 A? fl_ﬂliz ~
a® + mf* = a2+mb2—P’
¢imZz véta dokdzina.

Budiz — m kvadraticky zbytek lichého prvoéisla, které neni
nejmensim prvocislem této vlastnosti. Predpokla,de] me, Ze viechna
prvotisla < p, jejichZ zbytkem kvadratickym je — m, lze zndzor-
niti pomoci formy 2 + my?, a dokdZeme, %e p di se zndzorniti
touto formou.

Ka%dé prvocislo formou z? -+ my® zndzornitelné je => m,
takze pro p plati p>m. Jeito —m je kvadratlcky zbytek prvocisla
p, existuje éfslo celé z té vlastnosti, Ze 22 =— m (mod p).

Tato kongruence ma dvé reSeni, o nichz lze predpoklddati,
Ze jsou kladnd a << p. Jedno je liché, druhé sudé. Lze tedy vidy
dosici, Ze

22+ m=gp (9)
je liché. Pak je i g liché.

Jeitoz < p—lam<pjed+m<p? —2p+1+ p<p?
tedy v (5) 9 <p.

Lze tedy najiti celd éisla ¢, d takovd, Ze c* + md? = gp, pri
éemz g je liché éislo kladné < p. UvaZujme mnozstvi & vSech
celych ¢isel lichych kladnych g takovych, Ze pro né existuji Cisla
celd x, Y té vlastnosti, Ze z2 4 'my2 = gp. Podle toho, co praveé
bylo feéeno, mnozstvi & ]1ste nenf prazdné. Mezi.¢isly z @ je jisté
jisté nejmen3i g,. Doké,zeme, ze jerovno 1. Prog, pla.tl ay® + mbi=
= g,p & podle toho, co dokdzdno, je jisté g, << p. Kdyby nebylo
go = 1, bylo by g, délitelno aspon jednim prvocislem g << p. Toto
prvoéislo q je délitelem formy x*+my®, —m je pro né kvadratickym
zbytkem. JeZto pak je ¢ < p, lze ¢ zndzorniti formou a? + my?,
t. j. existuji éisla cela a, b takové, Ze

a? + mb® = q.

Necht' je gyp = q¢P. Jeito qP = a? + mb: a g = a? + mb?, je
podle véty pomocné P = g;—p = g;p = a® 4+ mp% Je pak g, < g,
proti predpokladu o g,.

Z toho plyne uplnou indukei, Ze, je-li nejmensi liché prvo-
éislo, jehoz kvadratickym zbytkem je — m, zndzornitelno formou
% 4+ my?, je kazdé prvodislo, jehoZz kvadratickym zbytkem je —m,
znizornitelno onou formou.

UkédZeme jesté, Ze prvocislo p lze znazorniti formou 22 4 my?



jen jednim zpusobem. Pri tom nebudeme étyri zndzornéni (4 z,
+ ¥), kterd se od (x, y) li8i jen znaménky, povaZovati za ruznd.

Kdyby bylo
p=at+ myt= £+ mp, (6)
kde E+ 4 n¥ Lty
bvlo by podle (*)
p*> = (x& + myn)? + m (xn — y&). (7)
Jest viak

(zp — &) (w0 + y&) = 2*p — ¥*8 = * (2® + my?) — o (€4
+ mp?) = p (* — 9),
musilo by tedy jedno z obou &isel zy 4 y& byti p délitelno a 3 0.
Zvolme znameni u y tak, aby bylo zn — y& délitelno p. Pak by
bylo (zy — y§)®> = p?, coz podle (7) pro m > 1 neni moZno.
Zbyva vSimnouti si pripadu m = 1. Pak by musilo byti

xn—yb=+p a £+ yp=0, t.j.

x Y

Yy & (®)
z, y jakoz i & n jsou dvojice ¢isel spolu nesoudélnych; bylo
by tedy podle (8) x= + %, y= F §, takZe by se tato znd-
zornéni neliSila. (Pfi tom zndzornéni (- x, 4 ¥), (4 ¥, + «) ne-
povaZujeme za ruzna.) Tim tvrzeni dokazano.

UZijeme véty nejprve na pripad m = 1, t. j. na formu 22 4 2.
— 1 je kvadraticky zbytek vSech prvoéisel tvaru 4k + 1. Nej-
men&i z nich 5 1ze zndzorniti pomoci formy 2 + 42, 5 = 12 + 22.
Plati tedy véta:

KaZdé prvoéislo tvaru 4k + 1 lze zndzornits jedingm zpisobem
jako soulel dvou CEtvercu.

Zidné prvoéislo tvaru 4k 4+ 3 nelze zndzorniti jako soudet
dvou étvercu, nebot jeden z nich jako étverec éisla sudého by
byl = 0 (mod 4), druhy jako étverec &isla lichého by byl =1
(mod 4), takZe by soucet byl tvaru 4k + 1.

Samoziejmé plati véta:

KaZdé liché prvolislo obsaZené v soultu dvou nesoudélngjch
étvercis je tvaru 4k + 1, tedy zase soulet dvou ctverci.

p je totiz délitelem formy =x% 4 2.
Snadno lze nahlédnouti, Ze plati identita (podle (*), str. 83)

(a2 + B?) (o + f%) = (aa + bB)* + (af — ba?



aproa=f=1
2(@®+ %)= (a+ b+ (a—0b)

Soucet dvou nesoudélnych étvercu je bud lichy (je-li jedno z obou
¢isel sudé, druhé liché) neb dvojnasobek lichého ¢isla (jsou-li
oba c¢tverce liché). Plyne tedy z véty predeslé: |

KaZdy cely délitel soultu dvou mesoudélnych ctverci je zase
soucet dvou Ctverci.

m = 4 véta také plati:

KaZdé prvocislo tvaru 4m + 1 lze zndzorniti jedingm zpiisobem,
formou z® + 412

Ostatné plyne véta tato z predeélé Pri zndzornéni prvocisel
tvaru 4n + 1 formou x% 4 3 je jedno z ¢isel z, y liché, druhé
sudé. Je-li tedy na pt. y = 2/, ]ex2+ y? —:1:2-|—4y’2

UZijme véty na pfipad m = 2, t. j. uvazujme formu a2 242
— 2 je kvadraticky zbytek prvoéisel tvaru 8% + 1, 8% 4- 3. Nej-
mens{ z nich je 3 =124 2.12 je tedy zndzornitelné pomoci
formy z? 1 242 I plati véta:

Kazdé prvoéislo tvaru 8k + 1 aneb 8k + 3 lze zndzorniti jedi-
nym zpisobem jako soulet jednoduchého a dvojndsobného Stverce.

Pro prvocislo tvaru 8% + 1 je x liché, y sudé, pro tvar 8k 4 3
je z i y liché.

Prvoéisla tvaru 8k + 1 lze zngzorniti jak formou z®+ 42, tak
formou z* 4 242

UvaZujme pripad m = 3, t. ). zndzornéni formou z2 4 342.
— 3 je kvadraticky zbytek prvoéisel tvaru 6k + 1. Nejmensi
z nich 7 = 22 4 3. 1% je zndzornitelné pomoci formy a2+ 33>
Kazdé prvoéislo tvaru 6k + 1 lze jedingm zpisobem zndzorniti jako
soudet tverce a trojnasobného Ctverce.

Prvolisla tvaru 24k + 1 lze znazorniti kaZdou ze tFi forem
2+ y*, 2+ 297, 2+ 3

Kladme koneéné m = 7. — 7 je kvadraticky zbytek prvo-
cisel tvaru 14k 4 1, 14k + 9, 14k + 11. Nejmensi z nich je 11
a pro to plati 11 = 224 7 .12 I mdme vétu:

Ka#dé prvodislo tvaru 14k+-1, 14k + 9, 14k + 11 lze jedinym
zpusobem zndazorniti jako soudet Etverce jednoduchého a sedmindsob-
ného. ‘

Pri zndzornéni prvoéisla p = 4k 4+ 1 ve tvaru

p= 2+ 3y

nesmi byti z délitelno tfemi, zato vlak y muZe byti tfemi déli-
telno. Pak lze psiti
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4p = (22 + 3 (2y)® = (2a)* + 27 (‘3"’)

Neni-li y délitelno tiemi a je sudé, je bud = 2 neb = 4 (mod 6);
« musi byti liché, tedy bud = 1 neb =5 (mod 6). V kaZdém
pripadé je pak bud z 4+ y neb x — y délitelno tfemi. Neni-li y
délitelno tremi a je liché, je bud = 1 neb = 5 (mod 6); x je pak
bud sudé, tedy = 2 neb = 4 (mod 6), takZe je zase bud =z + ¥
neb zr — y délitelno tremi.

Jest viak
4p = (12 4 3. I?) (2® + 3¢8),
a je-li z+ y = 0 (mod 3), piSme
(T + y\2
4p=(z—3yR+ 3 (z+ Y= (v —3yP+ 27 ( ! ) .
Je-li v8ak z — y = 0 (mod 3), pak

4?7_"(x+3./)2+3(x—y)2—(x+3j)2+27( ;y)

Plati tedy véta:
CtyFndsobek prvodisla tvaru 4k 4 1 lze zndzorniti ve tvaru

4p = X2 4 2772
T'oto znazornéni je moiné jedinym zpisobem.
Kdyby bylo
4p= X2 27Y% = X,24 277,
& L F£X Y47,
hvlo by podle (*) str. 83
16p* = (X + 27Y?) (X,® + 27Y,?) (9)
= (XX, 4+ 27YY,)? + 27 (XY, — Y X))~
Jest vsak
(XY, —YX)) (XY, + YX,) = X?Y,2 — V2X,2 =
— Y2 (X2 2772 — V2 (X, + 27Y,%) —
= 4p (Y¥,>— Y?).
Bylo by tedy jedno z ¢isel XY, 4 Y X, délitelno p a 3 0.

Vhodnym stanovenim znameni Y bylo by moino'doswl ‘aby bylo
XY, — YX, délitelno p, tedy

| XY, —YX,| = p.
Pak by v (9) pravd strana byla > 27p?%, levd strana je 16p2, coZ
by vedlo k rozporu.
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V. Znazornéni cisel celych kladnych formou
X124+ X2 + X3 4 X3

§ 49. Fermat vyslovil a Lagrange dokazal vétu: KaZdé cel'
kladné Eislo lze rozloZity na soulet StyF neb méné &tverca celych déisel.
Jinymi slovy: Je-li n celé Cislo kladné, je moZno urliti &tyFi celd
isla x,, x,, 3, x4 (0 nichZ lze beze vieho pFedpoklidati, Ze jsou > 0),
spliiugict rovnici n = z,* + x,> + 3% + x,2.*) (VSechna ¢isla z,, 2-.-
,, £, nemusi byti 3 0. Je-li na pf. n rovno prvoéislu p =1 (mod 4),
je p = x,2 + x,%, takZe lze klasti x; = x, = 0.)

DokéaZeme si nejprve nékolik vét pomocnych. V prvé radé ta'
zvanou Eulerovu identitu.

1. Jsou-li z;, y; libovolna é&isla realni, je

(12 + 2+ 2 4+ 2 (1> + ¥2 + vP 4 yd) =
= (1Y) + Zols + T3¥3 + T3¥s)° + (Y2 — Toyy + TaYy — T4Ys)® T
+ (@Y — T3yy + TaYp—ToY)? 4 (X1Yy — TyY) + TaYs — Tayp)? (1)

Provedeme-li nasobeni na levé strané, dostaneme soucet 16 ¢lenu
22 (1, k =1, 2, 3, 4). Na pravé strané vyskytuje se téZ téchto
16 ¢lent a mimo to jeté daldich 24 élenu tvaru + 2zxjyry:
(¢,7,k, 1 =1, 2,3, 4), kdeZ moZno beze vieho predpoklidati : < j,
k<1 Ale téchto 24 ¢lend se dohromady rusi, nebot koeficient u:

22,2y j& YYo — Y1¥2 — YsYs + YsYs = 0,
2z,2y j& Y3 + YoYs — N1¥s — Y2¥Ys = 0,
2,2y Je NYa— Yol¥s + Ya¥s — %1Y1s =0,
27,23 j& YolYs — h¥Ys + N1Ys— %Y =0,
2xy%y 1€ YoYs+ N1Ys — YoYs — N1Ys = 0,
24y j€ YaYs— YsYs — NiY2 + NY = 0.
Tim dokazana identita (1).
2. Je-li p liché prvoéislo, je mozno uréits celé &islo z, y spliujici
kongruenci
22+ y* + 1 = 0 (mod p),

*) Dikaz nasledujici podéan v podstaté podle Landaua, I. str. 107.
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takZe
0<z<$p, 0y < 4p¥)

Uvazujme soustavu A4 c¢isel 22 pro 2=0,1,2,.. ., p%l’

t. j. pro 0 < x < }p a soustavu B éisel —y2—1 pro y =0, 1
- l . ’ ’ v vpe

2,..., 5 t.j. pro 0 < y < 1p. Zadna dvé é&isla ze soustavy A
nejsou spolu kongruentni (mod p). Z x'® = 2’2 (mod p) by plynulo
' = 4 2’ (mod p), coz neni mozné, jezto éisla 0, + 1, - 2, .. .,
L P!
JES EN 2
stejného divodu zddna dvé cisla ze soustavy B nejsou spolu

tvofi dplnou soustavu zbytka (mod p) (§ 21). Ze

1
kongruentni (mod p). V kaidé ze soustav 4 i B je P+ ¢isel.

Musi tedy byti aspon jedno éislo ze soustavy A kongruentni
(mod p) s jednim ¢&islem ze soustavy B, jezto by jinak bylo p + 1
c¢isel, z nichz Z4dnd dvé by nebyla kongruentni (mod p). Tim
tvrzeni dokazdno.
3. Ke kaZdému prvofislu p > 2 lze uréiti éislo celé m spliiujici

vztah - ‘

| 0o<m<yp (2)
1 vlastnosti, e rovnice

mp = 1,? + x* + x5* + ,° 3)
je reditelna celymi Eisly x,, x,, x5, x,.

(Kdybychom nekladli pro m podminku (2), byla by véta
samozrejmd, nebot je p.p = p® + 0% + 02 4 0% pro dalsi byla
by pak véta zcela bezcennd.)

Podle predeslé véty je mozZno uréiti celd éisla x, y spliujici
longruenci '

22+ 2+ 1 = 0 (mod p)

atakova, Ze 0 <z < 4p, 0 < y < ip. Pakje 2* + »* 4 1 = mp,
kdez m je celé ¢islo kladné. I plati

*) Zcela podobnd by se dokdzala obecnudjsi vdta:

Jsou-li a, b cela é&isla, a neddliteiné p, lze urditi celd &isla z, ¥
splfinjici kongruenci

z? + ay? + b =0 (mod p),

takZe 0 < z < ip, 0 < ¥y < ¥p. Uvedeny ditkaz pochédzi v podstaté
od Bolzana a upozornil na n&) Daublebsky v. Sterneck, Monatshefte f.
Math. u. Phys. 15, 1904, p. 235—238. Je obsaZen v rukopisné &iselné
teorii Bolzanové, uloZené v Nérodni knihovn& ve Vidni. Tato vyjde
Jako dal8i svazek spisti Bolzanovych s poznamkami od autora.
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2+ yr+1<ipP+ip’+1=}p+1<p%
tedy mp << p%, t. j. m < p. Je tedy rovnice (3) i vztah (2) splnén,
klademe-li x;, =z, 2, = y, 3= 1, , = 0.
4. Pro kazZdé prvoéislo p je rovnice
P=2"+ 3% + 2 + 2
Feditelna celymi é’wly Xy, Ty, T3, Ty
Pro p =2 je
2=1%2+ 1% 4 02 4 07
takzZe véta plati. Zbyva tedy zabyvati se dale pripadem prvomsla
lichého, p > 2. Oznacme M mnoZstvi é&isel celych m, pro néZ
rovnice (3) je Fesitelnd celymi é&isly z,, x,, 3, ;. Mg necht je nej-
mensf ¢islo z mnozstvi IN. Pak podle predeslé véty je jisté 0 < my <
< p. Dokazeme, Ze je my = 1.
PredevSim je moZno o m, dokdzati, Ze je liché. Kdyby totiz
bylo m, sudé, plynulo by z rovnice

mep = Z,;® 4 x,% 4 x2 4 x? (3"

2+ 22+ 22 + %2 = 0 (mod 2).
Tato kongruence muze byti splnéna, jen kdyZ bud vsechna ¢étyii
¢isla x,, 25, x;, x, jsou sudd, neb viechna ¢tyfti licha neb dvé z nich
sudd a druha dvé licha. Precislujeme-li pak po pripadé tato ¢isla,
lze dosahnouti, aby platilo

X+ 2, =0, 3 + 2, = 0 (mod 2).
Pak by bylo moZno psati rovnici (3’) ve tvaru

Ty + X\ (1 — X\ [Ty + )\ [ — x,)?
%m°p=(l_2_2)+‘(12_2)+(32 4)4'(3—2—4)'

ze

Pak by nemohlo byti m, nejmensi ¢islo z mnozstvi I, jeito
by tam pattilo téz ¢islo ym,, které je << m,. Je tedy m, jisté liché.
Dokdzeme, Ze nemiZe byti m, > 1. Dikaz provedeme neptimo.
Dokézeme nemoznost predpokladu, Ze m, jest &islo liché > 1.

Budiz tedy m, ¢islo liché > 1.

Ustanovme ¢tyfi celd éisla y; (¢ = 1, 2, 3, 4), tak aby platilo

¥i = x; (mod my), | yi | < dm,. (4)
To je mozno, nebot cisla
—1
o,j'zl,:'[2,...,j:m°2 (5)
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tvori iplnou soustavu zbytka (mod m,;) (§ 21, absolutné nejmensi
zbytky), takZe kaZdé celé é&islo je (mod m,) kongruentni s jednim
a jen s jednim z éisel (5).
Podle (3') je
22+ 2 + x2 + z,2 = 0 (mod m), (6)
tedy téz
Y2 + ¥+ ¥+ yf = 0 (mod my),

Y2+ Yot 4 ¥+ it = mgn, (7)

kdeZ n je celé ¢islo > 0.
Predeviim je moZno snadno dokézati, Ze jest n == 0. Prii
» = 0 by nutné musilo byti

Y= Y= Ya=—= Y, =0,

t. j.

X, = Ty = 23 = x, (Mod m,),
tedy
2.2+ 22 + 22 + 22 = 0 (mod my?).
Ze (3') pak by plynulo
mep = 0 (mod my?),
t. .
p = 0 (mod m,),

coZ neni mozné, jezto p je prvodislo a 1 << my << p. Bylo by tedy
skutecné n > 0.

Déle by bylo n << my, nebot podle (4) by bylo | y;| << 4m,
a tedy podle (7)

mon < 4 . tmg? = my?,
z ¢ehoZz by ihned plynulo
n < m,.

Z kongruenci (4) plyne vsak dile

T + Tolfs + T3Ys + XYy = 2,2 + 27 4 252 + % (mod my),
z ¢ehoZ na zakladé (6) téz

LY + oYy + TaYs + 2,y4 = 0 (mod my),
t. J.
Ty + ToYe + T3Ys + TaYs = M2,
kdez z je celé &islo.
Z tychz kongruenci (4) plyne déle

Xiyr — TrYi = X% — 2px; = 0 (mod my),
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(G, k=1,23,4,i+ k),

t. j. TiYr — TrYi = Mmyzik, kdeZ z;; jsou cela Cisla.
Z Eulerovy identity pak plyne dile

(22 + 2* + 2 + 22) (0® + ¥ + ¥%* + ¥d) =

222 + mo¥(215 + 230)° + MHz1s + 249)® + Mp(214 T+ 225)%
Dosadme do této rovnice z rovnic (3’) a (7) a kratme my2. Dosta-
neme

np = 2% + (215 + 234)* + (213 + 202)* + (214 + 2)*

Jeito n << m,, nebylo by m, ne]menéf ¢islo z mnozstvi M. Vede
tedy predpoklad m, > 1 ke sporu a je my; = 1. Tim pak tvrzeni
dokazdno.

Tak dokdzali jsme tvrzeni Fermatovo pro pripad, Ze n=1p
je prvoéislo. KaZdé ¢islo kladné je vSak mozZzno vyjadriti jako
soucin prvodéisel p,, Py, . . ., Ps:T = PyPy . . . Ps. Pro kaZdé z prvo-
cisel p,, p,, ..., Ps véta Fermatova plati, tedy na zdkladé Eulerovy
identity i pro jich souéin n.

Waring vyslovil vétu:

Pro kazdého mocnitele celého £ > 0 Je mozno najiti ¢islo Ny
té vlastnosti, Ze rovnice

k
n=x1k+x2"+...+a:Nk

je Teditelnd celymi disly x; > 0, at je n jakékoliv &fslo. Vétu tuto
dokézal Hilbert.

JetedyN2_4a.bylobyna,pr N, <9, N, <38

O této otdzce viz na pr-. Ba.chma.nn 3, I1., Landau L., str. 235;
literaturu viz Dickson II.




V1. Pytagorovy trojuahelniky,
velka véta.Fermatova pro n=¢,
raciondlni trojahelniky.

§ 50. Nazveme problémem Fermatovvm ftlohu, fesiti
rovnici
" L oyt = (1)

¢isly raciondlnimi z, y, z;_n je dané ¢islo celé kladné.
Jsou reseni samozrejma, pfi nichZ jedna z nezndmych ma
hodnotu 0, totiz

x=0,,y=+4z2a y=0, r= - z pro n sudé,
xr=0,y=2,y=0, x=2;2=0, x = — y pro n liché.

To jsou tak zvand feSeni trividlni. Jest v3ak otdzka, zda
vedle feSeni trividlnich existuji jind. Fermat vyslovil domnénku, Ze
pro » > 2 jinych feSeni neni. Toto tvrzeni se nazyvd velkou
vétou Fermatovou¥*).

Je-li n = nyn,, kdez n, a n, jsou c¢isla celd > 1, lze psati (1)
ve tvaru (z™)™ 4 (y":)m = (%)™,

Plati-li tedy véta Fermatova pro mocnitele n,, plati i pro
mocnitele n, ktery je ndsobkem n,. Aby véta Fermatova byla
dokdzadna v plném rozsahu, staéi ji dokazati pro pripad, kdy
n je bud 4 neb n rovno libovolnému lichému prvoéislu.

Omezime se na uvaZovani piipadin =2 a n = 4.

Nazveme feSenim primitivnim pripad, kdy ¢isla z, y, z
jsou ¢isla nesoudélnd (a tudiz celd, viz§ 4 str. 14). Maji-li z, g,
z nejvétsfho spoletného délitele 3 4 1, nazveme feSeni takové
neprimitivnim. Je patrno, Ze sta¢i uvaZovati reseni primitivni.
jezto, maji-li x, ¥, 2 n.s. d. d, je z/d, y/d, z/d feSeni primitivni.

*) Fermat vyslovil tuto vétu v rukopisné pozndmce na okraji
exemplafe spisd Diofantovych vydanych Bachetem.
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Ma-li feSeni byti primitivni, stac¢i, aby dvé z disel z, y, =
byla spolu nesoudélnd. Kdyby na pr. x, ¥y méla spoletného dé-
litele d, plynulo by z (1), Ze téZ z je d délitelno.*)

§ 51. Pripad n =

Jedna se o reSeni rovnice

2+ ¥ = 22 (l)

éisly racionadlnimi z, y, z. Bez Gjmy vSeobecnosti lze pi'edpol\lz'm-
dati, Zze z, y, z jsou ¢éisla kladna. Pak =, y jsou odveésny a z pie-
pona pravothlého trojihelniku. Uloze miZeme déti tvar geome-
tricky: Nalézti pravotuhlé trojihelniky, jejichz strany jsou d&isla
racionalni.

Takové trojuhelniky pravouhlé nazyvaji se trojihelniky
Pytagorovy.

Koneéné staci se omeziti na reseni primitivni. Prislusny trej-
ahelnik pravodhly nazveme také primitivni.

Uvazujeme-li pa,k rovnici (1) jako kongruenci (mod 2), vidime,
ze 7 Cisel z, y, z jsou dvé licha, jedno sudé. Cisla z, y v3ak ne-
mohou byti lichd, tedy z sudé. Kdybychom toti% rovnici (1)
uvazovali jako kongruenci (mod 4), dostali bychom 2 = 0 (mod 4),
coZ je nemozné. Je tedy jedna z hodnot z, y suda, druh4 licha.
Jelikoz muZeme spolu = a y v (1) zaméniti, budeme pfedpokld-
dati, Zze x je sudé, y liché; z pak bude liché.

Rovnici (1) lze psati ve tvaru y? = 22 — 22 neb

¥=0E—2)(z+ 2) (2)

Cisla z— 2 a z + z jsou spolu nesoudélnd. Jejich spolecny
délitel musil by byti délitelem jejich souctu 2z a jejich rozdilu 2z.
Jeato podle ptedpokladu x a = jsou nesoudélnd, je 2 n. s. d. ¢isel

*) Z literatury, zabyvajici se vétou Fermatovou hlavn& na za-
kladé elementarni &iselné teorie, uvadim:

Lind: Uber das letzte Fermatsche Theorem, Leipzig 1910.

Dickson, 11, Chapter 21, 22, 26.

Teorii ¢isel algebralckych predpokladayji:

Hilbert: Theorie d. alg. Zahlkéorper, Berlin 1897 (Jahrvesbericht d. .
Math.-Verein. 4).

Bachmann: Das Fermatproblem in seiner bisherigen Entwicklung,
Leipzig-Berlin, 1919.

Landau, II1I.

Hasse: Bericht iiber neuere Untersuchungen aus der Theorie der
algebraischer Zahlkoérpen, T. II., Leipzig-Berlin 1930 (Jahres-
bericht d. d. Math.-Verein., Erg. ‘bd. 6).

Z posledné uvedeného spisu uvadim, Ze véta Fermatova je
dokazana pro prvoéisla n < 307 a pro prvocisla n < 14.000 v piipadé,

Ze Zadné z lisel z, y, z neni délitelné n.
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2z a 2x. Avsak z — x a z + x jsou éisla lich4, jsou tedy skuteéné
nesoudélnd. :
Jezto soucin éisel nesoudélnych je ¢tverec éisla celého, plati

2+ x = eu?, z — = erv?,

kdez e = 4+ 1 a u, v jsou ¢éisla celd. Jsou to Cisla lichd spolu ne-
soudélnd. Jeito vSak, jak jsme jiZz rekli, sta¢i uvaZovati ptipad,
kdy =z, v,z jsou Ccisla kladnd, bude £¢=1, tedy z+ x = u?,
z — = v2

Odtud plyne x=1%(u? — v?), z=1}(u® + %), z (2) pak y = wv.

Aby bylo skute¢né x > 0, dluzno voliti » > ».

Naopak; zvolime-li u, v tak, aby spliiovala uvedené podminky,
ale jinak libovolné, dostaneme dosazenim za =z, y,z do (1), Ze
piisludnd éisla x, y, z jsou primitivhim feSenim rovnice (1).

Dostavame tedy primitivni Fefeni rovnice (1) pomoci vzorcit

= j(u?—?), y=w, z= z(u? 4 ¥?),

kdeZ u,v jsou &isla celd kladna licha, spolu nesoudélna, uw > v,
ginak libovolna.

Vzorcim tém lze dati trochu jiny tvar. PoloZme J(u+v)=u’,
3(u — v) = v'. Lze snadno nahlédnouti, Ze «, v budou tehdy a jen
tehdy vyhovovati podminkdm na né kladenym, budou-li %', v’
¢éisla celd spolu nesoudélna, kladnd, jedno sudé, druhé liché a u'>v".
Lze tedy ftici, Ze primitivni kladnd Fedeni rovnice (1) jsou ddana
vzorci (pideme-li u, v misto u', v')

= 2uv, y = u® — 2, 2= u? 4 12,

kdeZ u, v jsou {isla cela kladna, jedno sudé, druhé liché, spolu ne-
soudélnd, w > v, jinak libovolnd.
Obecné ieseni rovnice (1) éisly racionalnimr (kladnymi i zdpor-

nymi) dostaneme pak bud ve tvaru

2= 1 d(u*—?), y=duv, z =} d(u® + %),
kdeZ w, v sphiuji pravé uvedené podminky a jinak jsou libovolné,
neb ve tvaru

x=2duww, y=d (u*—v?), z=d (u* + v?),

kde u, v jsou &sla celd kladnd lichd, spolu nesoudélndg, u > v,
jinak libovolna, d je libovolné éislo racionalni.
Oznaéime-li v trojihelniku Pytagorové o stranich =z, y, z
a tihel lezici proti z, B dhel proti y, je
] x Quv 2}
sine=cosff = — = =

= w4+t 14227




u2 — 1 — A2

W 14 22

cos @ = sin B = -

NIQQ

klademe-li 2 = v/u.
/. ma jednoduchy geometricky vyznam:

A= tg za.

Uhel ¢, jehoz sin a cos jsou raciondlni, nazveme ihlem raciondl-

nim. Je-li tg la raciondlni, je thel ¢ raciondlni. Je totiz
2t 1 — tg?
g 3@ oS @ — g’ 3¢

1+ tg?ia ’ 1+ tg?la ’

[ ]
A naopak u raciondlnich ihla je tg }« raciondlni neb >c. Je totiz

sin @ =

sin «

tg 1o = 14 cosa’

§ 52. Véta Fermatova pro n = 4.
Dokazeme, Ze rovnice obecnéjsi
ot + yt=2" (1)
nemd jinych FeSeni &isly racionalnimi vyyma ta, kde bud z neb y
je rovno 0.

Muzeme predpokladati, Ze z, y, z jsou éisla celd nesoudélna.
Dejme tomu, Ze by n.s. d. éfsel z, y,z byl d, d| 3 1. PoloZme
x=dx', y=dy', z=dz'. Pak ', y’,2" jsou ¢isla celd nesou-
délna. I dostali bychom z rovnice (1)

a2 (z't 4 y'4) = 22

Pak (z'/d)? by bylo ¢islo celé, tedy i z’/d. Poloime 2’ = dz". z', /', 2’
by splnovala rovnici z'4 4 y'4 = 2"2, téhoz tvaru jako (1). JeZto
&', 9, 2" jsou éisla spolu nesoudélnd, jsou spolu také nesoudélni
¢isla o', ¢, 2" = 2'/d. '

Z predpokladu, Ze z, y, z jsou éisla spolu nesoudélnd, plyne,
Ze pejsou vSechna sudd; neni také moZno, aby byla dvé sudd
a jedno liché, ani aby byla viechna tfi lichd. Je tedy jedno sudé,
«dvé lichd. UvaZujeme-li pak (1) jako kongruenci (mod 4), shle-
ddvame, Ze neni moZno, aby x, y byla lichd, z sudé. Je tedy z liché
a jedno z ¢isel z, y sudé, druhé liché.

Predpoklddejme, Ze je z sudé, y liché, x = 272’, kdez je n ¢islo
celé > 1, 2’ éfslo liché. Z dané rovnice dostaneme

Qung't — ;2 48

idez 2f, y, = jsou ¢isla lichd spolu nesoudélni.
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Provedeme dukaz, Ze rovnice obecnéjsi
g.2mmgt = 22 — y4 (2)
kdeZz ¢ = + 1 a n je ¢islo celé kladné, neni FeSitelna éisly lichymi
nesoudélnymi z, y, z. Dikaz provedeme tiplnou indukei.
Pro n = 1 dostaneme rovnici
4dext = 22 — yi. (3)
UvaZujme ji jako kongruenci( mod 8). Pro licha cisla z, y, z plati
z=+1, y=-+1,z=-+1 (mod 4),
tedy
2t=1 y*=1, 22=1 (mod 8).

Tak bychom dostali z (3) nemoZnou kongruenci 4¢ = (0 (mod 8).
Neni tedy rovnice (3) reditelnd éisly lichymi.
Budiz nynf v (2) » > 1. PiSme (2) ve tvaru

£.2Mz8 = (z — 12) (z + P°). (4)

Snadno lze nahlédnouti, Ze z — % a z 4+ %® maji n.s. d. 2.
Bude tedy

1Y

z _'y2 — ¢ ) 2’!.64, z _I_ y2 — 8” . 22n—1yh (5)
neb z— 2 =2¢". 222yt z 4 y2 =" . 204 (6)

(e,e" =+ 1, '¢’" =¢, u, v c¢isla lichd nesoudélni).

Ale soustavu (6) dostaneme ze soustavy (5), zaménime-li
zv —z, & v—¢e, " v—¢,uvew, v vu Stadi tedy uvazo-
vati (3). Odtud plyne

Y= g, 2m—2yd __ gyt (7)

Je-li » > 1, bude, uvazujeme-li tuto rovnici jako kongruenci
(mod 4), ¥ = — ¢'u* (mod 4), tedy ¢’ = — 1. I dostaneme z rov-
nice (7) rovnici

£, 2Dyt — 42 4o

téhoz tvaru jako (2), jenZze misto » je » — 1. Tim dukaz proveden.
Ziroven je téZ patrno, ze véta Fermatova plati pro kaZdy
exponent délitelny ctyimi.
* Rovnice (2) se vyskytuje pii dukaze véty:
Plocha pravothlého trojthelniku s celymi stranami neni
nikdy étvercem, ani dvojnidsobnym' étvercem ¢fsla raciondlniho.
Jinak Feéeno: Neni moZno najiti éisla raciondlni z, y, z, 8
tak, aby platilo
a? + Y= 2

zy = 252, k= 0 neb 1.

Rychlik: Cvod do clementarn! teorie Ciselné. 7 97



Staéi se omeziti na primitivni feSeni prvni rovnice. Cisla z, y
jsou pak nesowdélnd, jedno z nich; na pr. z, sudé, druhé, y, liché.
Z rovnice zy — 2%8 k — 0 neb 1 plyne, Ze 2 je ¢islo celé, takZe
i ¢t je celé. PiSme rovnici tu ve tvaru ry = 2"s%, kdez s je &islo
celé liché, n cislo celé > 0. I dostaneme, protoie x a y jsou
nesoudélni,

x = 2™u2, y = 1%
Prvni pak prejde v rovnici
a ta je skuteéné nereSitelnd Sisly celymi u, v, z 3= 0.

§ 53. Trojihelnik, jehoZ strany a, b, ¢ a plocha A jsou éisla
raciondlni, nazveme trojtihelnikem raciondlnim (Herono-
vym). Trojihelnik Pytagoriv je raciondlni.

V raciondlnim  trojtihelniku jsou vysky w,,v,, v, polomér

kruZnice opsané R, polomér kruZnice vepsané g, poloméry kruZnic

vné vepsanych 'g;, g5, 05 ¢fsla racionslni. Uhly takevého troj-
thelniku e, 8, ¥ jsou raciondlni.
Je totiz

24 =-av, = bv, = cv;,
4AR = abe,
A=3s8p=(8—a)p,= (8 —b) gy = (8—¢) g3, kdez 2s =a+ b+ ¢,
0= (s—a)tgla=(s—b)tg If = (s —c)tg }y.

Klademe-li
tgie =4, tg }f=u,
bude
1 1—Au
tg Ly — —
e = WRiat B Atp’
.22 . a 2u 2R+ ) (X — Au)
sin @ = 12 smﬂ_mz—, smy_-(l_'_p)(l_l_—”—,-).
Jeito
a b c
S = = — =2R,
sina sinf  siny
bude
g 4AR b— 4uR c_4(/1—r-y)(l—i.,u)1i’
Sl T 14 T A4+ A )

4 163 A4 p) (1 —dw) B
' T+ PEQ+p2F

98



4A+mR o Hu(d—A4R

I S N e R Ve DN TR
g — 4u (1 —Au) R b 42 (1 —Au) R
T+ B+ A+ B+ w0
o — 4iu (A + p) R

T+ 21+

Zvolime-li za A, u, R raciondlni ¢&isla >0, Au <1 (aby
tg 3y>0), budou a, b, ¢, 4, jeito jsou raciondlni funkce 4, u, R,
téz c¢isla raciondlni a trojuhelnik bude pak raciondlni.
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