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PREDMLUVA

Deskriptivni geometrii se rozumi obyéejné ona ¢&ast konstruktivni
geometrie, kde prostorové itvary se zobrazuji na rovinu uZitim projekce
ortogonalni, kosoihlé nebo centrilni. Methody tyto zileii v tom,
Ze mnoZstvi bodu v prostoru se zobrazi na mnoZstvi dvojin bodovych
v roviné, pii ¢emz tato dvojina je urditym zpiisobem orientovana,
na pf. jako prvnf a druhy primét. Povazujeme-li pf{imku za zakladnf
element, zobrazime ji opét na dvojinu bodovou, jak jest na pr. obvyklé
v centralni projekei stopnikem a ubéznikem. Do deskriptivni geometrie
vSak dluzno zafaditi ikaZdé jiné zobrazeni, jen kdyz je lze konstruk-
tivné sledovati. Jeden zpisob takového zobrazeni, rizny od zpisobu
vyse uvedenych a také nejstarsi, je cyklografie.

Cyklografie je zobrazent kruZnic v roviné na body v prostoru a naopak.
Zikladni mysSlenka je jiz stard. Poéatky nalézame u CoUSINERYHO
(Géometrie perspective 1828), ve formé analytické u DrRUCKENMULLERA
(Die Ubertragungsprincipien der analytischen Geometrie, Trier, 1812).
Ponékud jiny zplisob zvany minimalni projekce nachazime u CHASLESa,
Mosia, Cavieye, DarBouxa a 8. Ligs (Lie-Scheffers, Geometrie
der Beriihrungstransformationen, dfl I., 1896). W. FiepLer byl viak
prvy, ktery soustavné zpracoval zobrazeni kruznic v roviné na body
v prostoru (Cyklographie oder Construktion der Aufgaben iiber
Kreise und Kugeln, Leipzig, 1882). Toto dilo, které je zakladnim
dilem o cyklografii, zabyva se konstruktivnimi tlohami o kruZnici
a kouli s pouzitim hlavné centralni projekce. Nejnovéjsi systematické
dilo o cyklografii jest MtrLErR-Krames, Die Zyklographie (Leipzig-
Wien, 1929), jez vyslo jako druhy dil pfednasek Miillerovych na videii-
ské technice. Od Fiedlerova dila se lidf tim, Ze misto centralni projekce
pouziva prevazné ortogonalni projekce na jednu primétnu, ale prede-
viim tim, Ze zavadi orientované elementy, pfimky a kruznice dle
vzoru Laguerrova, coz znamend znaény pokrok po strance methodické.
Zasluhou tohoto dila jest, Ze si v8ima i vztaht k ostatnim odvétvim
matematiky a uvadi ¢etné poznamky o p¥islugné literature. Za zminku
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stoji také velmi informativni spisek Eckmarpr, Konstruktive
Abbildungsverfahren, Videni 1926. V ¢eské literatufe je o zakladech
cyklografie jednano v dile SoBoTka, Deskriptivni geometrie promitani
paralelniho (Sbornik Jednoty c¢eskych matematikd, sv. X, 1906)
na str. 56— 73 asi v duchu, v jakém je psano dilo Fiedlerovo.

Methodicka a didakticka cena cyklografie je nespornd. Mame zde
jednotnou methodu k fesSeni ¢etnych tloh a napofad se uplatiiuje
velmi nazornym zpuisobem ,,princip zobrazovaci‘ ktery hraje v moderni
matematice tak dilezitou tlohu.

Povazuji zejména za Zzadouci, aby kandidati stfedoskolského
uditelstvi byli s cyklografif obeznameni, nebot jeji vztah ke Skolské
geometrii jest skutecné mnohostranny. Pro jejich potfebu byla knizka
pfedevS§im napsiana. Podani je pokud moZno elementirni, takze
je pfistupno kazdému, kdo ovlada matematiku a zejména deskriptivni
geometrii v rozsahu stredoSkolském. Ostatné je madloktera partie
geometrickd tak vhodna k samostatnému studiu jako cyklografie
a také se zda, Ze je zde pole oteviené, na kterém mozZno jesté mnoho
vykonati.

Dnes, kdy koneéné dochazi k vydani tohoto spisku dlouho jiz
pfipraveného, vzdivam dik vSem, ktefi mi byli ndpomocni. Na
prvém misté byl to zesnuly profesor brnénské techniky Dr J. Krima
a dale prof. prazské university Dr V. Hravary, ktefi pfecetli rukopis
a v mnohém mi poradili, dile mij asistent p. Dr K. Svonopa, ktery
pomahal pii koneéné tpravé. Konec¢né vzdavam dik Jednoté cesko-
slovenskych matematika a fysikG za pékné vypraveni a vydani
tohoto spisku.

V Brné 10. dubna 1949.
SEIFERT.



I. GVOD

I,I. Cyklicky prémé&t bodu. Bodu v prostoru prifadme v dané
vodorovné roviné kruznici s urfitym smyslem otacéeni nasledujicim
zpusobem. Bud = vodorovna rovina ¢ili pramétna, P bod v prostoru
mimo ni. Spustme z bodu P kolmici na rovinu z a oznaéme jejf patu,
t. j. kolmy privmét bodu P ¢ili jeho piadorys P,; kolem bodu P, opiSme

kruZnici polomérem P,P. Zavedme obvyklé uréeni bodu v prostoru
pravothlymi soufadnicemi. V pramétné n volme osy z, y a kolmo k ni
osu z tak, aby trojhran tvofeny kladnymi sméry téchto os byl pravo-
todivy (palec, ukazovak a prostfedni prst pravé ruky, jak ukazuje
obr. 1.). Pak bod P, mi v prumétné z soufadnice z, y a délka ?;7’
sluje kdta (soufadnice z) bodu P. Tim zpisobem je bodu v prostoru
pfitadéna jedina kruZnice
v 7, obracené viak kruz- 2

\

nici v patfi dva body na GP
kolmici vztycené v jejim
stfedu P, ve vzdalenosti

rovnépoloméru, jedennad /

a druhy (P’) pod pramét- 0 <

nou, poloZené symetricky
dle primétny. Abychom !
tuto dvojznaénost odstra-

nili, pfisuzujeme kruZnici

urdity smysl &ili orientujeme ji. Je-li P nad primétnou (z kladné),
at je onen smysl kladny, je-li P pod primétnou, at je ziporny. Kladny
smysl otdéeni v prumétné x» jest din otofenim kladné casti osy x
do kladné ¢&asti osy y (proti pohybu ruéic¢ek hodinovych, divime-li
se shora dolil) anebo také timto pravidlem: Krdéi-li chodec po kruZnici
v praméiné n a md-lv stied jeji po své levé strané, jest smysl otdceni
kladny, jinak je zaporny. Tim je dvojznaénost odstranéna. Oriento-
vanou kruZnici zoveme cykl a smysl ota¢eni znacime Sipkou. Bodu
v prostoru je tedy pfifadén cykl a naopak, priradéni obou mnoZstvi,
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mnozstvi boda v prostoru (bodu vlastnich, t. j. v koneénu lezicich)
a mnozstvi cykli v roviné x je jedno-jednozna¢né. Také je mozno
mluviti o znaménku poloméru. Cykl kladny, jemuz je pfifadén bod
8 kladnou soufadnici z, ma kladny polomér, cykl zaporny, jemuz je
pfifadén bod se zapornou kétou, ma polomér zaporny. Kruinice
je nositelkou dvou cykli.

Na toto piifadéni boda a cykld Ize se divati také takto: P jest
vrchol rotaéni kuzelové plochy, jejiz pfimky maji od primétny =
odchylku 45°. Stopa je cykl piisluiny bodu P. Vsechny tyto plochy
kuZelové jsou shodné a vzdjemné rovnobéiné, maji tedy spoleé¢non
kuZelosetku v roviné nevlastni w (v nekone¢nu). Oznaéme tuto kuzelo-
setku C a nazyvejme ji zdkladni kuZeloseCkou. Jeji rovnice v pravo-
1ihlych homogennich soufadnicich jsou

2?2 + y* — 22 = 0, t = 0 (rovnice roviny nevlastni).
Zakladn{ kuzZelosetka C a bod P(x,, y,, ;) uréuji kuzel
-zl + G —n)—(—2)=0
a jeho stopa na zn (z = 0) jest kruznice
@ —o)+ Y —wnf— z% =0,
nositelka pfitadéného cyklu.

Zavedme nasledujici oznaceni. Cykl pfifadény bodu P neboli
cyklicky pramét bodu P oznaéme (P), piislusnou kuZelovou plochu
P(P). Neni-li tieba Setfiti smyslu a mozno-li mluviti o kruznici a nikoli
o cyklu, oznaéujme ji [P]. Pro cykl uZivame tedy okrouhlych, pro kruz-
nici lomenych zivorek. KruZnici jsou pfifadény dva body P, P’
poloZené symetricky dle 7.

Bodu v priamétné P(x,, y,, 0) pfifadujme pravidlem tento bod
sam jako cykl o poloméru nulovém

(® — o) + (y —9)* = 0.
Ten lze ovSem také povaZovati za dvojinu isotropickych pfimek
s realnym pruseéfkem

[y —nt+ile—=)].[y —y — iz — z)] = 0.



Tento zpisob piifadéni bodi v prostoru a cykli v primétné
se nazyva cyklické promitdni.*) Nauka o cyklickém promitani sluje
cyklografie.

Vidime také, Ze naSe cyklické promftiani lze snadno zobecniti
projektivné. Bud déna rovina w (obr. 2) v konecénu a v ni kuzelosecka C
(2dkladni). Bodu P v prostoru pfifadme v primétné x stopu kuZele
s vrcholem P a Fidicf kiivkou C. Tato stopni kuZeloseéka (P) ma s C
spole¢né dva body na prii-
sednici s = (w, n). Obra-
cené takova kuzelosecka
vz, jez ma s C dva spo-
leéné body na s, jest obra-
zem dvou bodid, neni-li
jiné Amluvy (nebot dvéma
kuzelosec¢kami o dvouspo-
leénych bodech jdou dvé
kuzelové plochy).

V na8ich tvahach
hraji stale dilezitou 1lo-
hu piimky, které sekou
zakladni kuzelose¢ku C
v nevlastni roviné w (v ne-
koneénu), a také roviny, Obr. 2.
které se této kuzelosecky
dotykaji. Nazyvejme je ,,isotropické pfimky‘ a ,,isotropické roviny*.

1,2. Orientovana pFimka &ili paprsek. Uhel dvou paprskia. Bud M bod
na cyklu (P), ¢ jeho teéna (obr. 1). Této teéné jest nutno pfisouditi
smysl, ktery v bodé M souhlasi se smyslem pfislusného elementu
na cyklu a je oznaden Sipkou. Nyni se ukazuje nutnost zavésti také
orientovanou pfimku. Na pfimce jsou dva smysly. Pfimce s uréitym
smyslem oznadenym obyéejné Sipkou Fikejme orientovand pfimka nebo
pro kratkost paprsek. V nasledujicim budeme slovem paprsek rozuméti
vidy pHmku s uréitym smérem. V pfimce lezi tedy dva paprsky opac-

*) J. SOBOTKA uZiva také ndzvu kruhovy prumét a kruhové promitdni
(Deskriptivni geometrie promitani paralelnfho, str. 56). JenZe u ndho Setfeni
smyslu nehraje jest8 tak podstatnou ulohu.



nych smyslia. Paprsek rozdéluje rovinu = ve dvé ¢asti dle nasledujicf
amluvy, jez je ve shodé s pfedchozi imluvou o cyklech. Volili jsme
v 7 soustavu pravouhlych os jak ukazuje obr. 1 neb obr. 3, takze

A
H
!

y
.
P

Obr. 3.

kladny smysl osy Ox se otodi do
kladného smyslu osy Oy ve smyslu,
jenZ byl oznacen jako kladny (proti
smyslu otaéeni rucicek hodino-
vych). Je-li din paprsek p, volme
na p libovolny bod ¢ a otoéme p
kolem ¢ ve smyslu kladném o ahel
90° do polohy p’. Stranu, do které
nyni padnoubody, jez se na pivod-
nim paprsku nachézely ve smyslu
paprsku pied @, zoveme kladnou.
Paprsek déli tedy pramétnu =
v éast kladnou a zdpornou. Dle toho

jsou v obr. 3 oznadeny strany znaménkem + neb — u paprski p, g, 7.

Paprsku v n lze také
Ptimkou pv primétné = jdou
dvé teéné roviny ku C (s od-
chylkou 45° od =) a kazda
je piimkou p rozdélena
v ¢ast kladnou (nad =) a
zapornou (pod z). Je-li pFim-
ka orientovdna, prifadme ji
onu z téchto dvou rovin, jejiz
kladnd édst md pramét v klad-
né strané paprsku. Tim je
ziskan vzijemné jednoznad-
ny vztah mezi paprsky v ro-
viné = a ,,isotropickymi¢
rovinami.

Chceme-li disledné Se-
tiiti zavedeného smyslu cy-

pfifaditi uréitou ,,isotropickou‘* rovinu.

g />
O

Obr. 4.

kli a smyslu paprski, musime opraviti mnohé véty geometrie elementar-
nf, na pi.: ,,K danému cyklu jde jen jeden teény paprsek rovnobéiny
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s danym paprskem‘ (obr. 4a), nebo: ,,Dva cykly maji spole¢né dva
teéné paprsky* (obr. 4b), , Tii paprska se dotykd jediny cykl (obr.
4c) atd.

Uhlem paprski a, b, jeji znaéime é;), rozumime uhel, ktery po-
vstane, otoc¢ime-li kolem pruseéiku V paprsek a do b. To jest sice
mozno dvojim zpidsobem, neni-li viak jinak feéeno, volime ten, kde
tuhel je ¢ absolutne mensi nezli 180° (obr. 5), nejvyse roven 180C Ma tedy

uhel Vzdy urdity smysl, kladny nebo ziporny. Uhly ab cd jsou stejné

(a,b = cd), Ize-1i pohybem v roviné (poSinutim a otoéenim kolem bodu)
prevésti jeden do druhého, takze a se pokryje s ¢, b se pokryje s d.
Symetrie dle osy zméni smysl ahlu.

Uhly (;l\) a b/; lisi se znaménkem, maji vSak stejny kosinus. K dané-
mu kosinu patFi dva whly riz-
né znaménkem. Uréeni Ghlu /
kosinem bude se v dalsim b,
casto vyskytovati.

Dva rovnobé&zné papr- y L\_’__)

sky téhoz smyslu sviraji thel a b
rovny nule, dva rovnobéiné ¥
paprsky opaéného smyslu Obr. 5.

sviraji ihel 180°.

Zavedeni orientovanych elementu lze také analyticky vystihnouti,
uZijeme-li t. zv. nadbytecnych soufadnic. UkaZme to nejprve na piimce.
V pravotihlé soustavé jest jeji rovnice

ur + vy + 1= 0; (1)
u, v sluji soufadnice pfimky a jejich geometricky vyznam je znim
(ﬁseky na osich jsou — —117, — —1—)
Vzdélenost bodu M(z, y) od pfimky uvedené jest
ur + v 1
0 = #‘*_7 (2)
+ Vuz + 2
Znaménko vzdilenosti ¢ zavisi na znaménku druhé odmocniny
ve jmenovateli. Volime-li uréité znaménko, pak viechny body na jedné
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strané piimky maji znaménko -+, na druhé znaménko —. Volbou
znaménka jsme tedy rozhodli, ktera strana je kladna a ktera zdporna.
Dvoji mozné orientaci odpovida tedy volba znaménka veli¢iny Vur 02,
Ozna¢me jednu z téchto hodnot w a nazyvejme velidiny u, », w soutad-
nice paprsku. Pak na hofejsi piimece jsou dva paprsky: p'(u, v, w),
p"(u, v, — w). Tyto soufadnice jsou vSak vazany vztahem
w4 v —uw? =0
Vzdalenost bodu M (z, y) od paprsku p(u, v, w) jest tedy

1
p_ et tl 3)

w
' . I ...
Vzdalenost poc¢atku 0(0,0) od tohoto paprsku jest e Piiw >0
lezi tedy O na kladné, pfiw < 0na ziporné strané paprsku. Pata kol-

- 4%k - , . g u v
mice spusténé z pocatku O na paprsek ma soutadnice | — - " wil

Pro thel osy z s paprskem p dostaneme snadno
p w—v o

cos;:\—v sim;\— “ t p_w—?v
P=w P=—% 82~y T4 w

(4)

Pro thel paprski (u,, v, w,), (g, ¥a, w,) jde
N A\ N
PPy = TP, — XPy,
z ¢ehoz
N ”\ N\ e FaN
COSPy P, = COSIP, . COSTP, + sinxp, . sinxp,,

0 U Ty — UV
coSpyPy = ——u‘u;j; 1% sinp,p, = " e (5)
1*2

Pro paprsky rovnobézné jest sin;o/l\p2 = 0, cos;n/l\p2 = 1, tedy
Uy Uy = V) Vs, Wy + V0, — W, = 0
nebo, je-li k libovolny &initel,
Uy = ku,, v, = kv, w, = kw,. (6)
Jsou-li paprsky ko_llr‘ls', _jﬂest
— Uytty + V0, = 0. (7)
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Rovnice (3), kde ¢ je konstantni, vyjadfuje podminku, aby paprsek
(%, v, w) mél od bodu (z, y) konstantni vzdalenost. Jest tedy rovnice
eyklu, jejz povazujeme za obalku paprski a ktery ma stied (x,, ¥,)
a polomér p,

“uzy 4+ vYo + 1 — pw = 0. (8)

Je ziejmé linearni v soufadnicich paprskovych.

Veli¢iny x,, ¥, ¢ nazyvejme soufadnice cyklu. Tento cykl le#i
s cyklem (2, %o, — @) 0 rovnici

Uxy + vy + 14 pw =10
na téze kruznici
o' — (uzy + vy + 1)* = 0.

Obr. 6.

1,3. Uhel cyklu s paprskem. Uhel cyklu (S) s paprskem p jest jeden

e A\
nebo druhy z ahld ¢p neb ¢'p, jejz sviraji te¢né paprsky cyklu v prise-
¢icich A, B s paprskem p, jak ukazuji obrazy 6, které se liSf od sebe
zménou sméru paprsku p. Z obrazu je vidno, Ze

P
— L 1
cosx o (1)

kde p a r jsou vzaty s naleZitym znaménkem. V obrazu po levé strané
jest S, na kladné strané paprsku, vzdalenost p tedy kladns a uhel x

. VAP .
ostry. Uhly tp, t'p majici stejny kosinus liffse jen znaménkem. V obraze
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na pravé strané jest p zadpornd, thel x tupy. Jak se zméni uhly, pro-
vedeme-li zménu smyslu u cyklu?

Kosinus dhlu cyklu s paprskem jest roven poméru mezi vzddlenosti
paprsku od stfedu a polomérem.
. Tuto rovnici béfeme za definici uhlu
jcyklu s paprskem, i kdyZz se nesekou
" v realnych bodech, tedy kdyz |p| > |r|;
kosinus je vétsi jedné a uhel imagindrni.*)
Uhel cyklu s paprskem souvisf velmi
jednoduse s odchylkou roviny uréené
timto paprskem a bodem, jehoz cyklogra-
ficky primét je dany cykl. M&jme cykl (M)
o sttedu M, a paprsek p (obr. 7). Volme
rovinu jdouef bodem M kolmo ku p za
Obr. 7. novou primétnu (druhou) a sklopme kolem
osy x;, do primétny z, takZe M pfijde do
M, . x, = SM, je druhy obraz roviny « = (Mp) a také druhy obraz
spadové piimky, y odchylka roviny od priimétny =. Zfejmé jest

cotgy = 2 (2)

7-
Srovname-li s (1), mame
cotgy = cosa. (3)
Kosinus hlu, jejz svird
cykl s paprskem rovnd se ko-
tangenté odchylky roviny uréené
bodem pFislusnym danému cyklu
a paprskem.

1,4. Mocnost paprsku k cyklu.
V elementarni geometrii hraje

*) Rada

2k

x|t )
2'_!' + E TTTT ems (2—k)_!' T ass
konverguje jak zndmo v celé roving komplexni proménné pro jakékoli z. PoloZme

z*= ¢, + ip, a vidime snadno, %e cos z jest hodnota komplexni pokud ¢,, ¢,
jsou od nuly rtizné. Pro z = i@, jest reélna a ziejmé vétdi nezli 1.

cosx = 1— +(—l)"
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dilezitou ulohu mocnost bodu ke kruZnici. V geometrii orientovanych
elementii hraje podobnou ulohu mocnost paprsku k cyklu, jiz 1ze nasle-
dovng definovati. Bud dan cykl (S) a paprsek p. Volme osy soufadni-
cové jak ukazuje obr. 8 a na Oz bod @. Z ného jdou dva te¢né paprsky
t’, t". Rovnice cyklu (S) o stfedu 8,(0, p) a poloméru ¢ jest dle rov. (8)
odst. 1,2
vp + 1 — ow = 07
rovnice bodu @, t. j. cyklu o stfedu (£, 0), poloméru p = 0, jest
uE + 1 = 0.
Dosadime-li za u, v do rovnice u? 4+ v* — w? = 0, dostaneme

20 pte
e* —p Ee*—py)
ozna¢me kofeny w,, w,, i jest

w2 —

w +

2
w, + wy, = 92—2_91?, wyy, = -g%
Utvofme soudin (viz rov. (4) odst. 1,2)
—w, Yy, — W,
o w
Po jednoduchém vypotétu dostaneme s pouZitim predchozich
rovnic

N\ N
tg Jat’ . tg lat” = ke

\ i T e —Pp ‘
\:tg%xt . tghxt ot p ‘,\‘

Tento vyraz je tedy nezivisly na poloze bodu @ na paprsku p
a sluje mocnost paprsku p k cyklu (8S). Prijde-li bod @ do jednoho neb
druhého priseéiku S’, S”, splynou te¢né paprsky a uvedena mocnost
se rovni

A\
tgtlrs’ = tglas”.
1,5. Uhel dvou cykla. Dotyk cykla. Uhlem cykla (4), (B) rozumime
tihel teénych paprskd v pruseéicich M, N obou cyklia. Uhly jsou dva
N\ Vas

tilp, U 41y, jak ukazuje obr. 9, liéf se jen znaménkem, maji tedy stejny
kosinus.

‘0
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Otodime-li soudasné paprsky t,, ¢, v kladném smyslu o hell | 90°,
pfejdou teéné paprsky v poloméry MA,, M B, a uhel tecnych papnrsku
rovnd se Ghlu 4, MB,. Z trojihelnika 4, M B, plyne dle kosinové vwéty,
je-i 4,B, =d,

d* = r} + 73 — 2rr, cosp
a odtud

2 f.:, - d‘l
cosp = rl—i———
2rry
Tuto rovnici béfeme za definici whlu dvou cykli, i kdyz se rre:edlné
neprotinaji.

Jak se zméni ccosg,
zméni-li se znaménko jeeedno-
ho cyklu a tim i znaméénko
poloméru? - E

Dotykaji-li se dveaa cy-
kly, jest rozeznavati dva
rizné zpasoby, dotyk vilalastni
a nevlastni. V prvém pitipipadé
— obr. 9¢ — maiji oba «cxeykly
v dotykovém bodé tcerentyz
tecny paprsek, uhel sewivieny
jest roven nule, jeho koysysinus
roven + 1, tedy

9 24
71— dE = 2rmym,

¢ili

Obr. 9.

(n —r)t=d?

kde oviem poloméry jest briti s pfisludnym znaménkem. Na pf. cc; cykly
(4), (B) jsou oba kladné, d se rovna rozdilu, dotyk je vnit¥ni, c; cykly
(4), (C) jsou ruzné orientované, dotyk je vnéjsi a d je rovno scosouétu
absolutnich hodnot poloméri.

Pfi dotyku nevlastnim — obr. 95 — uhel teénych paprskd v- I bodé
dotyku jest 180°, cosp = — 1 a vychazf

(ry + 1)t = .
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Vratme se k dotyku vlastnimu (obr. 9¢) a vSimnéme si pfislu¥nych
bodi v prostoru 4, B, C. Vidime okamZité, Ze jsou na pfimce, ktera
m4 stopnik 7' a-m4é odchylku od primétny 45°. Pfi dotyku nevlastnim
(obr. 96) neni tomu tak, pak bod B’ symetricky poloZeny s B dle =
spojen s A dava piimku s odchylkou 45°.

Odtud je také patrno: Geometrické misto boda, kterym pfi-
sludi cykly dotykajici se cyklu (P), jest kuzelovd plocha P(P), kterou
nazgvame , isotropicky‘ kuel s vrcholem P.

Obr. 9a, b.

Jsou-li dva cykly k sobé kolmé ¢&ili‘sekou se ortogonalns, jest
@ = 90°, cosp = 0 a d® = 7} + 7.

1,6. Teénovd vzdilenost dvou cykli. Dva cykly maji spoleéné dva
te¢né paprsky. Vzddlenost dotykovijch bodi sluje teénovd vzddlenost
cykli. Jak ukazuje obr. 10 plyne z trojuhelnika 4,8,Q

& =d — (r, — )
kde poloméry jsou oviem vzaty s pfisluSnymi znaménky. Tuto rovnici
béfeme opét za definici te¢nové vzddlenosti i v piipadech, kdy délka ¢
neni realna.

Teénova vzdailenost hraje v dal§ich ivahich zajimavou a dalezitou
ohu. Viimnéme si nékterych zviistnich pripadi. Maji-li dva cykly
vlastni dotyk, pak |d| = |r, — 7| a ¢t = 0; pii dotyku nevlastnim
|d| = |r, + 7| & [t] = 2l/r,r,. Jsouli dva cykly soustfedné, je d = 0,
t = 4 i(r, — r,). Piejde-li jeden cykl v bod (r, = 0), pak 2 = d2 — »¥
je mocnost bodu ke kruZnici.



Z hoiejsfho vzorce plyne 7 + r3 — d* = 2r7, — t2. Dosadime-li
do vzorce pro cosp, dostaneme snadno vztah mezi (hlem a te¢novou
vzdalenosti ve tvaru

12 = 2rry(1 — cosg) = 4nr, sin?le.

1,7. Imaginarni kruZnice. V nasledujicich vahach budeme éasto
mluviti o kruznici s redlnym stfedem a polomérem ryze imagindrnim.
Je-li stfed v pocitku pravo-
uhlé soustavy soufadnicové a
polomér ri, jest jeji rovnice

22+ y4rt=0.
Kruznice ma reilnou rovnici,
ale nehovi ji Zadna realna dvo-
jice x, y (pokud r == 0), nem4
tedy realného bodu. Rikejme
i imagindrni krufnice. Nary-

Obr. 10. sujeme-li realnou kruznici

x4y — 2 =0,
jejiz polomér se rovna absolutni hodnoté poloméru prvé, nazyvime
tuto kruZnici zdstupkyni prvé a pouzivame ji pii konstrukei. V obecné
poloze jest rovnice imaginarni kruznice o sttedu O(a, b) a poloméru ri

(x —a)+ (y — b2+ 1r=0.

Lze oviem také mluviti o imagindrni kruZnici tenkrat, jsou-li
a, b, r veliciny komplexni, ale tyto kruznice v naich tvahach ne-
pFichazeji.

Imagindrni kruznici ndmi definované p¥islusi v prostoru dva body
imaginarni (a, b, + ri) na realné kolmici k pruimétné z v bodé (a, b)
vztycené.

Viechny diive uvedené definice zustavaji v platnosti. Tak pro
tihel realného paprsku s imagindrni kruznici dostavime

P P,

cosp = - = — ~-1]
4 ri r

kde p je vzdalenost paprsku od stiedu.
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Pravé tak plati vzorce pro kosinus uhlu dvou cykld (kruznic)

a pro tecnovou vzdalenost.

Pro nés jsou dulezité vztahy kolmosti. Pro kolmost dvou cyklu

(kruznic) jsme nasli

2 .
ri + ry = dz

Jsou-li obé kruznice imaginarni
s poloméry ri, r,i, nelze pri redl-
ném d hotejst rovnici vyhovéti. Dvé
imagindrni kruznice nejsou tedy
nikdy k sobé kolmé. Je-li jedna kruz-
nice realna s polomérem r;, druhd
imaginarni s polomérem r,i, jest pod-
minka kolmosti

i — i = d

Pak ukazuje obr. 11, kde 1k, je zi-
stupkyné imaginarni kruZnice, ze I,

Obr. 11.

sede k, v bodech diametralng protilehlych, ¢ili pali ji. Poznamenejme
jesté, Ze soustfedné kruznice o polomérech r,ri slusi povaZovati

za kolmé (d = 0).

Obr. 12.

1,8. Mocnost bodu ke kruZnici, sva-
zek kruZnic a chordila, trs kruZnic.
Z elementarni geometrie je znamo,
Ze sou¢in obou tUsekii na secné
jdouci bodem P ke kruinici k je

staly, tedy PA . PA’ = PB. PB' =
= PC? a nazyvé se mocnost bodu P
ke kruznici k. Je-li P vné KkruZnice,
je sou¢in kladny a roven &tverci tec-
ny £ =d? — r® (obr. 12). Je-li P’
uvnitf, je moenost ziporna a rovna
se zapornd vzaté druhé mocniné
poloviéni tétivy kolmé k PO (u? =
= 72 — d'2). Analyticky se dostane

mocnost bodu ke kru#nici, dosadime-li soufadnice bodu do normalniho
tvaru rovnice kruznice (koeficienty pfi z?, y* jsou rovny jedné), tedy

2%
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mocnost bodu P(z,, ¥,) ke kruznici
k=2a2>+9y*— 2ax — 2by +p=10
jest
M(P) = a3 + y} — 20z, — 2by, + .

Dvé kruznice k, I (obr. 13) uréuji svazek kruZnic (mnozstvi viech
kruznic, které jdou jejich spoleénymi reilnymi nebo imaginirnimi
body M, N). Jedna se rozpadne ve spolecnou se¢nu MN, jiZ zoveme
chorddla, a piimku nevlastni. Bod P chorddly md tutéZ mocnost ke kruX-

Obr. 13.

nicim k, 1 a ke kadé kruénici svazku, &l je sttedem kruZnice, jez kolmo
seée k, ! a vSechny kruznice svazku. Tyto kolmé kruznice tvofi novy
svazek, Fkame mu doplikoviy k prvému, a stfednd prvého svazku
je jeho chordalou. Vztah obou svazkd je vzijemny. Volme stiednou
prvého svazku za osu Oz, chordilu za Oy. Pak rovnice prvého svazku
pfi proménném 41 jest

2% 4+ y* — r* — 2Jx = 0 [stied (4, 0), polomér l/;z__*_ %],

zakladni body svazku jsou M(0, r), N(0, — r) a ve svazku jsou dvé
kruznice s polomérem nula, jeZ odpovidaji hodnotdm 4 = + ri.
Dopliikovy svazek ma rovnici
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? 4+ y? + r* — 2uy = 0 [stied (0, u), polomér V,uz — 7.
Dvé kruZnice tohoto svazku maji polomér rovny nule (u = 4 r)
a stfedy v zakladnich bodech M, N prvého svazku. Nulové kruZnice
prvého svazku M’'(ri, 0), N'(— ri, 0) jsou oviem zidkladnimi body
svazku druhého.

Ke tfem kruznieim I, m, n patii bod stejné mocnosti, ve kterém
se sekou viechny tfi chordaly ch,,, ch,,, ch,,,. Tento bod je stiedem
kruZnice realné neb imaginarné, ktera sece kolmo viechny tii kruznice
dané.

KruzZnice, které protinaji kolmo kruZnici k, tvofi trs; kazdy bod
v roviné je stfedem jedné kruzZnice trsu. Dvé kruznice trsu uréuji
svazek, jenZ je cely obsaZen v trsu; jeho chordala jde bodem O.

Jsou-li kruznice k,, k,, ky ddny rovnicemi

k=@—af+@—bP—ri=0 (i=123),
jest rovnice obecné kruznice trsu tvaru
ky + Aky + uky = 0,
kde 4, ¢ jsou libovolné hodnoty.

V nasledujicim budeme ¢asto potfebovati konstrukei chordaly;

proberme proto rizné pripady.

Obr. 14. Obr. 14a.

Sekou-li se kruinice v realnych bodech, jest jejich spojnice chor-
délou. Nesekou-li se dvé redlné kruznice k, I, pak jest mozno sestrojiti
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jednu spole¢nou teénu vnéjsi nebo vnitfni, na pt. TU a pilici jeji bod
M (obr. 14). Kolmice spu§ténd na stfednou je chordala ch. Jinak lze
ziskati jeden bod chordaly, protneme-li obé kruznice pomocnou tieti
kruznici q. Chorddly 11’, 22’ sekou se v bodé @, kterym jde i chordala ch.
Je-li k realna, ! imaginarna, oznaéme !’ redlnou zastupkyni této
(obr. 14a). Chordalahledana je mistemstfedii kruznie, které sekou kolmo
, ka puli I'. Prasec¢ik @ chordaly
. _' v se stfednou OO0’ najdeme takto:
S e T Bud Rbod na I', pfi ¢emz O'R
o L | 00'. Najdéme chordalu ¢
0: [ ; " kruZnice k a kruZnice o nulo-
: ! S 0. | vém poloméru a stfedu R. Ta
e jde pilicim bodem te¢ny RT
RN kolmo ku OR. Jeji bod Q (na
e ch 00’) je sttedem kruznice, jez
: kolmo seée k a jde body R, R’,
Obr. 14b. . . ;
je tedy na hledané chordale.
Jsou-li %k, 1 obé imaginarné, k', 1’ jejich zastupkyné, ucifime
O,R | 0,0,, O,T | 0,0, (obr. 14b), sestrojme pulici bod U tsecky RT
a US ] RT. S je stfedem kruznice, jez pili £',!' a je tedy kolma
ku %, I. Chordala ¢k jde bodem S kolmo ku stfedné 0,0,.

1,9. Rovnoosd hyperbola. V nasledujicim se stale vyskytuji
rizné konstrukce s rovnoosou hyperbolou, které zde uvadime. Bud
jeji rovnice

— 2 =at (1)

Stfed je O (obr. 15), poloosa realna (hlavni) OA = OB = q,
poloosa imaginarna (vedlejsi) OC = OD mé rovnéz délku a (imagi-
narni vreholy jsou ve vzdélenosti ai). Z rovnice plyne hned pohodlna
konstrukce jednotlivych bodi. Poradnice PM = )22 — a* rovni
se délce teény vedené z bodu P ke kruznici opsané nad hlavni osou 45.
Také lze sestrOJovatl body na rovnobézikich s osou Oz, nanasime-li
QM = QM' = B, nebot z rovnice hyperboly vychazi 2> = a% 4 y*.

Asymptoty jsou k sob& kolmé a pili thel os. K libovolnému
praméru p patfi vidy primér sdruZeny ¢ a oba tvoii s asymptotami
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harmonickou ¢tvefinu. PonévadZ asymptoty jsou k sobé kolmé, puli

thel sdruzenych praméra.
Nejcastéji se vyskytuje
uloha: Ddna jest rovnoosd hy-
perbola osami (délka realné po-
loosy a). Jest sestrojiti prise-
Giky s pFfimkou. ReSeni ve
zvlastnich ptipadech plyne zho-
Fejsiho. Je-li primka kolma
k realné ose v bodé P (obr. 15),

jest PM = PM’ a rovno délce
teény z bodu P ke kruznici opsa-
né nad AB. Je-li piimka rovno-
béing s reilnou osou a sece
vedlejsi v bodé @, jest tieba na-
néstiQTlI = Q_M’ = Q—A

Obr. 15.

Necht ma pfimka ¢ obecnou polohu. Pak je mo#no pouziti
centrilni kolineace. Kruznice 2’ nad redlnou osou (obr. 15a) je s rovno-

osou hyperbolou % koli-
nearni. A je stied koline-
ace, vrcholova tecna b je
osou kolineace. Nevlast-
nim bodim M_, N_ na
hyperbole patfi na kruz-
nici body M’, N'. Osa
uw' = M'N’ odpovida te-
dy nevlastni pfimece u.
Piimce ¢ v rovinném poli
hyperboly patfi pfimka ¢’
v rovinném poli kruZnice.
Vytknéme na q body 1,
Q.- Prvy je samodruzny,
nebot lezi na ose koli-
neace, druhému odpovida

Q' na u'. Je tedy ¢’ = 1Q’, piimka ¢’ sete kruznici 2" v bodech
X’, Y’ a jim odpovidaji v kolineaci na ¢ body X, Y.
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Poznimka. Dvé rovnoosé hyperboly s rovnobézinymi asympto-
tami uréuji svazek. Zakladni body svazku jsou nevlastni body asymp-
tot M, N, a dva body v koneénu P, @. Svazek sestava ze samych
rovnoosych hyperbol s asymptotami rovnobéZnymi. Stredy jejich
lezi na pfimce. Jsou-li dané hyperboly

b= (& — o)t — (y — fu)t — @ = 0,
hy= (& — gt — (y — fot — a3 = 0,

jest hyperbola svazku ddna rovnicf
hy="h, — by =0,

s
kde A muZe nabyvati jakékoli hodnoty. Snadno zjistime, Ze stied
ma soufadnice

,_ﬁ_lo‘z _.31—1/32
BET—L T
opisuje tedy primku. Ve svazku jsou tfi hyperboly zvrhlé ve dvojice
piimek. Jedna odpovid4d hodnoté 4 = 1 a sestava z pfimky nevlastni
a spojnice P@, jeZ ma rovnici
20p — )7 + 208y — B)y — (a} — a3) = 0,

ostatni dvé jsou dvojice pfimek k sobé kolmych. P, @ se jevi jako
protéjsi vrcholy obdélnika se stranami svirajicimi s osou x uhel 45°
Dalsf dva protéjsi vrcholy 7', U jsou stfedy téchto zvrhlych hyperbol
(obraz necht si ¢tenaf laskavé zhotovi).

Jsou-li ddny sméry os rovnoosé hyperboly z, ¥ a dva body P, @,
pii ¢emz thel pfimky PQ s osami je ruzny od 45°, je urcen cely svazek.
Jak najdeme piimku stfedu? Jak je tomu, je-li dina teéna s bodem
dotykovym?
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II. LINEARNf RADA CYKLU. CYKLICKE POLE

Bodium prostorové kiivky nebo bodim rovinné kfivky nalézajici
se v prostoru mimo primétnu = odpovidd v primétné fada cykli
(ool), bodum plochy odpovidid kongruence (oo?) cykli. Nejjednodus-
§im utvaram p¥imce a roviné odpovidaji linedrni fada cykla a linedrni
kongruence &ili cyklické pole.*)

2,1. Linedrni Fada cykld. Souhrn cykld, jez odpovidaji bodam
piimky, nazyviame linedrni fada. Bud pfimka v prostoru p, jeji
prumét p,. Na p, se nalézaji stfedy vSech cykli fady. Jeden ma stfed
ve stopniku P = P,, polomér nula a sluje nulovy cykl fady (obr. 16a)
¢ili jeji stopa.

Volme promitaci rovinu pfimky p za novou (druhou) pramétnu
a sklopme kolem p, do & (p, = z,,). p pfejde do p,. Bodim 4, B na p
piislusi cykly (4), (B), oba kladné, jeito 4, B byly voleny nad pri-
métnou. Body 4,, B, jsou na p,. K témto dvéma cyklim patfi spoleéné
te¢né paprsky p’, p”, jez se dotykaji soucasné vSech cykla fady. To jsou
stopy rovin «, f, jez jdou pfimkou p, maji od = odchylku 45° a dotykaji
se kuzeld, jeZ jsou uréeny body na p jako vrcholy a jdou kuZeloseckou
C. Jsou to obé ,isotropické‘‘ roviny prochazejici pfimkou p a sekou
nevlastni rovinu v te¢nich vedenych z nevlastniho bodu U, piimky p
k zakladni kuZelosedce C.

Stopnik P, stfed nulového cyklu, je stfedem podobnosti cykla
(4), (B). Dva cykly maji jediny stfed podobnosti. (Dvé kruznice maji
dva stfedy podobnosti, vnéjsf a vnitinf).

Paprsek vedeny stfedem podobnosti sece viechny cykly fady v whlu
§ tymZ kosinem a md tutéZ mocnost ke vem cyklim fady.

Obr. 16b odpovida ptipadu, kdy odchylka « piimky p od prvni
prumétny je vétdi nez 45°. Pak stopnik P padne dovniti viech cykla
a spolecné te¢né paprsky nejsou realné. P jest opét spoleénym stfedem
podobnosti.

*) Toto pojmenovani zavedl u nas J. Sobotka v dile ,,Deskriptivni
geometrie promitéani paralelniho, Praha 1906.
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Dva cykly uréuji linedrni fadu.

Rozezndvejme linedrni fadu eliptickou a hyperbolickou dle toho,
jsou-li spole¢né tetné paprsky imaginarni neb realné. P¥ipad pfechodny
je ten, kdy pfimka p mé odchylku 45°. Pak viechny cykly ¥ady jdou
stopou P a vSechny maji tentyz dotykovy paprsek ¢. Takova fada
je pak zfejmé uréena paprskem t s dotykovym bodem T (obr. 16¢) &ili
tecnym elementem.

Obr. 16a, b, c.'

Ted lze také snadno nahlédnouti, jaky je krajni pfipad cyklu,
vzdaluje-li se bod na p do nekoneéna a blizi se nevlastnimu bodu 7.
Oznatme a, b tetny z U_ ku C, jeZ leii v roviné nevlastni, 4_, B,
jejich stopy na =, t. j. nevlastni body spoleénych teénych paprski
p’, p". PovaZzujeme-li obecny cykl (4) za obdlku paprskd, které jsou
stopami teénych rovin kuZele A(4), t. j. rovin, které jdou bodem A4
a dotykaji se kuzelosetky C, pak vidime, Ze roviny jdouci bodem U7
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a dotykajici se kuzelosecky C tvofi dva svazky rovin s osamia_, b .
stopy na prumétné z tvoli tedy dvé osnovy pfimek s vrcholy 4, B .
Dvojici téchto bodi se viemi pfimkami, které jimi jdou, jest tedy
povazovati za cykl odpovidajici nevlastnimu bodu U_. Jak jest to,
je-li p ,.isotropicka* ptimka?

2,2, Cyklické pole. Bodium roviny g patii cykly, jez tvori cyklické
pole ¢ili linedrni kongruenci cykli. Dva body v roviné uréuji pfimku,
jejiz vSechny body jsou v roviné, tedy dva cykly cyklického pole
urdéuji linearni fadu eykla v poli obsaZenou. Tti body nelezici na pfimce
uréuji rovinu, tii cykly ne-
patiici linearni fadé, urduji
cyklické pole. Jeho nulové
cykly vyplituji stopu p° ro-
viny p, jiZz budeme nazyvati
osou cyklického pole. Stred
podobnosti kterychkoli dvou
cykld pole lezi na p°. Tii
cykly pole, jez nepatii téze
linearn{ fadé, maji t¥i stFedy
podobnosti na ose p°.

T¥icykly wréuji tii stiedy
podobnosti polofené na prim-
ce, jiZ zoveme jejich osou po-
dobnosti. Obr. 17.

Ted se jevi také zahodno
orientovati osu p* (viz odst. 1,2), takze kladna strana osy p? je ta, na
které se nachazi pidorys kladné &asti roviny g, t.j. éasti, jiz odpovi-
daji eykly kladné.

Bud ¢ spadova pifmka roviny g (obr. 17) vedena bodem P, x jeji
odchylka od primétny = a tedy i odchylka roviny g, ¢ tihel cyklu (P)
s osou p°; pak jest (1,3)

cosp = cotgx.

Véechny cykly cyklického pole sekou jeho osu v 1ihlu, jehof kosinus
je konstantni a rovny kotangenté odchylky roviny.
Osa ma tutéz mocnost ke viem cyklim pole (1,4).
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Cyklické pole je dano osou (orientovanou) a kosinem thlu ¢.
(Jinak v8ak osa neorientovana a uhel ¢ uréuji dvé pole).

Jest rozezndvati tfi druhy cyklickych poli dle toho, je-li odchylka
roviny g vétsi, mensi nebo rovna 45°.

a) Cyklické pole hyperbolické. x > 45°, cosp < 1. Jeho cykly sekou
osu ve dvou realnych bodech. Bodem v roviné ¢ jdou dvé piimky,
jez maji odchylku 45° a celé v ni lezi, tedy kazdym cyklem pole jdou
dvé fady parabolické. Pole obsahuje Fady eliptické i hyperbolické.

b) Cyklické pole eliptické. « < 45°, cosp > 1. Jeho cykly sekou osu
ve dvou imaginarnich sdruZenych bodech. g neobsahuje pifimek
a odchylkou 45°. Viechny fady obsaZené v poli jsou hyperbolické.

c) Cyklické pole parabolické. x = 45°, cosp = 1. VSechny jeho
cykly se dotykaji osy p°. Parabolické pole tedy sestava z cyklu, jez
se téhoz paprsku dotykaji.

Poznimky. T¥i eykly maji jedinou osu podobnosti, stopu linearni
kongruence jimi urcené, na niz leifi stfedy podobnosti vidy dvou
a dvou z cykli. Na kruZnici jsou vSak dva eykly a tém patii v prostoru
body symetricky poloZené dle primétny =z, na pt. 4, 4’; B, B’; C, (',
kde A4, B, C jsou nad, A’, B, ¢’ pod primétnou. Témito body je
uréeno osm rovin, po dvou jsou symetricky polozené dle = a maji
tedy tutéz stopu. PiSme je pod sebou

ABC ABC’ ABC A'BC
A'B'C’ A'B'C A'BC’ AB'C'.

Dvé kruznice maji, jak znamo, dva stiedy podobnosti, vnéjsi
a vnitini. Jest zde tedy celkem Sest stiedli podobnosti a vidy tfi lezi
na jedné ose podobnosti (v8echny vnéjsi nebo dva vnit¥ni a jeden vnéjsi).
Osy podobnosti tvofi Gplny étyrstran a stfedy podobnosti jsou jeho
vrcholy.

Jaka cyklické pole patfi a) roviné rovnobs&iné s #?, b) rovin& n?, ¢) roviné
kolmé ku n?

2,3. Ulohy o Fadich a cyklickych polich. Zde bud na nékolika
piikladech ukazano, jak ruzné dlohy o cyklech lze pfevésti na tlohy
o bodech, pfimkach a rovinich v prostoru, a také obricené, jak vzta-
him mezi body, pfimkami a rovinami v prostoru odpovidaji v roviné
vztahy mezi cykly.
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Uloha I. Ddna je fada dvéma cykly (A), (B). Jest sestrojiti cykl,
ktery se dotykd paprsku p.

Rozbor. Radé cyklt odpovida v prostoru piimka 4B. Cykly do-
tykajici se paprsku p tvoii parabolické cyklické pole a v prostoru
mu patii rovina p se stopou p a odchylkou 45° a to tak, Ze ¢ast nad
prumétnou = je po kladné strané paprsku p. Hledany cykl odpovida
priseéiku p s AB.

Obr. 18.

Provedeni (obr. 18). Promitaci rovinu piimky AB volme za pri-
métnu druhou a sklopme kolem =z, = 4,B, do primétny. A4,B, je
obraz primky 4 B. Stopa rovmy ¢ na druhé primétné je uréena bodem
@ a bodem R, kde A R, = A T, AT | p. A,;B, a QR, uréuji prisecik
X, . X, je stfed hledaného cyklu o poloméru X, X,.

Uloha 2. Sestrojte cykl, ktery se dotykd paprsku a, sede paprsek b
v dhlu p(cosp = ) a paprsek c v dhlu y (cosy = §).

Rozbor. Cyklim, jeZ se dotknou paprsku a piislusi body v roviné
(s odchylkou 45°), eyklim, jez sekou b pod tihlem ¢ patfi rovina §
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s odchylkou B, pro niz cotgf = }. Cyklum, jez sekou ¢ pod uhlem v,
patif body v roviné ¥ s odchylkou y, kde cotgy = §. Priiseciku téchto
tif rovin patii hledany cykl.

Provedeni je v obr. 19. V kaZdé roviné je sestrojena hlavni pfimka
rovnobéZzna s primétnou v téZze vySce d pomoci odchylek «, 8, y.

Obr. 19.

Tyto hlavni piimky A% A®, b’ tvoii trojuhelnik stejnolehly s troj-
thelnikem stop a, b, c. Stied stejnolehlosti X, je stfedem hledaného
cyklu.

Poznimka. Dame-li v textu predeslé ulohy slovo pfimka (neorien-
tovana) misto paprsek a slovo cykl nahradime slovem kruznice, pak
musime v prostoru uvazovati ke kaZdé roviné i rovinu symetrickou
dle primétny =, tedy celkem Sest rovin: x, a'; 8, §'; ¥, ¥’ a prisludné
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prusediky. Body symetrické davaji vSak tutéz kruZnici, staéi tedy
uvaziti na pf. kombinace
(X, ﬂ: 7? ZX’, ﬂ’ yy N: ﬂl7 77 x? ﬂ’ y,
a dostaneme celkem ¢tyfi FeSeni.
Uloha 3. Sestrojte linedrni fadu cykli. spoleénou dvéma cyklickym po-

lim. Proni je ddno osou q a cyklem (P), druhé je ddno tfems cykly (A4),
(B), (C).

Obr. 20.

Rozbor. Prvnimu poli pat¥i v prostoru rovina o = (¢, P), druhému
rovina f§ == (4, B, (). Hledana fada odpovidd priseénici obou rovin.

Sestrojeni. V obr. 20 jest ¢ = p°, p” sestrojeno jako spojnice stiedu
podobnosti T' cykla (4), (C) se sttedem podobnosti U cykla (4), (B).
Stopy obou rovin se sekou v 8. Abychom naili jedté jeden bod pruseé-
nice, hledejme v obou roviniach hlavni piimky A% h? ve stejné vysi
nad primétnou. Volme ji rovnou kété bodu P . 2* jde tedy bodem P,
rovnobéiné s ¢, bod E na A° jest sestrojen na odchylkové piimce AV
roviny 8, kde E\E, = z,. Ob¢ hlavni piimky sekou se pak v bodé¢ M,
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jemu? patii cykl shodny s (P). Hledana rada je uréena stopnikem S
a cyklem (M).

Uloha 4. Ddn jest paprsek a s bodem A (teényj element), paprsek b
s bodem B. Jest sestrojiti dva cykly, které se dotyjkaji navzdjem a z nichi
jeden dotkne se paprsku a v A, druhy paprsku b v B. Mimo to af jsou
jejich poloméry v poméru 1 : 3.

Obr. 21.

Rozbor. Maji-li se dva cykly dotykati, musi piisluiné body lezeti
na ,,isotropickém‘ paprsku. Parabolické fadé cykld, jez se dotykajf
paprsku a v bod8 A pat#i pfimka p, podobné druhé fadé cykla, které
se v B dotykaji paprsku b pati pfimka ¢. Je-li m pfimka ,,isotropicka‘,
ktera sede p, ¢ v bodech P, @ a ma stopnik S, pak bodim P, @ patif
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eykly (P), (@), které maji vlastni dotyk v bodé S a s paprskem a
dotyk v A4, s paprskem b dotyk v B. Pfimky m vypliuji hyperboloid
a jezto maji ku = tyz sklon 45°, rotaéni jednodilny hyperboloid obsahu-
jici piimky p, ¢. Jeho stopa na = jest kruznice ! obsahujici body 4, B.
Jest tedy nekoneéné mnoho dvojic cykli hledané vlastnosti a misto
bodd dotyku S jest kruznice. Druha podminka Zada, aby kéty bodu
dotyku P, @ byly v poméru 1 : 3. Tim vznikaji na pfimkach p, ¢ fady
podobné a spojnice pfidruzenych bodu vyplni hyperbolicky paraboloid
obsahujici pfimky p, g. Tento md s prvym hyperboloidem spoleéné
mimo p, q jesté piimky z, y druhé soustavy, jez ddvaji na p, ¢ body
hovici tloze.

Sestrojeni. V obr. 21 byly sestrojeny piimky p, q. Stfed O,, pudorys
osy rota¢niho hyperboloidu, je pruseé¢ik osy symetrie bodut 4, B s osou

ihlu p;h. Obrys hyperboloidu je kruznice & o stfedu Oy, kterd se dotyka
piimek p,, q,, stopa je soustfednd kruznice ! body 4, B. Abychom
sestroph stopu hyperbolického parabolmdu vezméme body 1, 1’, kde
BI' = 3. A1, abody2 2 kde B2’ = 3. A2. Stopy pfimek 11’, 22’ jsou

I, II, kde 1'l = 3.1I, 2'I1 = 3. 2[1. Piimka I II sete ! v bodech
X, Y a jimi jdou povrchové pfimky hyperboloidu z, y. Na nich lezi
stfedy hledanych cykli P, @, resp. P’, ¢’. (Cykl (@') neni v obraze
narysovan).

Cvilent 2,1. Déna je fada cyklh dvéma cykly (4), (B) a cyklické pole
ttemi cykly (M), (IV), (P). Sestrojte spoleény cykl.

2,2. Déna jsou dvé cyklicks pole, prvé osou p* a cyklem (P), druhé osou pf
a cyklem (@). Jest sestrojiti spoleény cykl o daném poloméru r.

2,3. Bodem P v prostoru jde ke dvéma primkam a, b jedind pticka, t. j.
piimka, kterd obs sefe. Jaky vyznam ma tato véta v geometrii cykla? Podobné
uvaZujte o pfi¢ce rovnobéZné s danym smérem. \

2,4. Jaky je cyklograficky vyznam véty, Ze ke étyfem pFimkdm existuji
dvé& spoleéné pricky?

2,5. Dény jsou v pramétné paprsky a, b a cykl (#). Sestrojte cykl (X), ktery
se dotkne paprsku @, sefe b v tihlu daném (cos ¢ - ), takZe spoledné teéné
paprsky cyklu (P) a (X) sviraji dany thel (30°). (Ndvod: Uréete odchylku primky

;//

P = PX.Jelitatoxag = p’p” hel spoleénych teénych paprski, jesinle = tga).

2,6. Dany jsou tfi dotykové elementy (tetna s bodem dotyku) a(4),
b(B), »~(C). Jim odpovidaji v prostoru tfi ,isotropické* pkimky p, q, . Je-li m
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jedna z pFidek t&chto t¥i pfimek, M jeji stopnik, jaky vyznam mayji cykly piislusné
pruaseéikiim (m, p), (m, q), (m, r)? Sestrojte m tak, aby tyto tii cykly se opé&t
v bod& M dotykaly!

2,7. Jsou dany cykly (4), (B), (C). Sestrojte cykl (X) tak, aby spoletné
tedné paprsky cykla (4), (X) sviraly dhel dany ¢;, podobné pro (B), (X) thel ¢,
a pro (C), (X) thel ¢,. ZvlastE uvaite ptipad ¢, = @, = @, (viz ul. 5).

2,8. Jsou dany dvé& linearni fady cykli. Ke kaZdému cyklu jedné fady
ptifadme cykl druhé fady, ktery se ho dotyka. Jaké je geom. misto boda dotyku?
(Ndvod: ,Isotropické piimky, které sekou dv& piimky v prostoru tvofi
ptimkovou plochu é&tvrtého stupné. Viz KADERAVEK-KLIMA-KOUNOVSKY:
Deskriptivni geometrie, 11, str. 697).

2,9. Jaké je geom. misto bodi v prostoru, kterym pfislusi cykly sekouci
paprsky a, b v uhlech ¢, ¢, s podminkou cosg, : cosp, = k, : k,? Jaké je g. m.
bodti, kterym prislusi cykly, jeZ sekou paprsky a, b, ¢ v tihlech, pro které

. COSP, : COSQ, : COSPy = ky : ky 1 by (na pE. 4 1 — 2:3)?

2,10. V prostoru jsou dany dvé projektivni fady bodové, kterym odpovidaji
dvé projektivni fady cykli. Dva prifad&né cykly uréuji novou radu. Jaké je g. m.
nulovych cykla téchto fad ? Jaka je obéalka spoleénych paprski teénych?

2,11. Dény jsou cykly (4), (B), (C), (D). Sestrojte cykl (X) tak, aby spole¢né
teéné paprsky cykla (4)(X), (B)(X)atd.sviralystejnéahly. (Vizélanek E.MULLERA
v Archiv fur Matematik u. Physik r. 1913 a praci J. SOBOTKOvVU: ,,0 zvla§tnim
zphisobu uréeni kuZeli a né&kolik piislusnych tloh cyklografickychs, Rozpravy
Ceské akademie, r. XXIII, &. 36).
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III. CYKLOGRAFICKE KUZELE
A CYKLOGRATFICKE KRUZNICE

Doposud jsme studovali cyklické zobrazeni pfimky a roviny.
Pristupme k dtvarim kvadratickym, t. j. ke kuZelose¢ce a k plose
druhého stupné. Obecnd a v prostoru obecné polozend kuZelosetka
jest rovinou seéena ve dvou bodech, cyklicky obraz kuZelosedky
je tedy fada cykld, jez s cyklickym polem ma spole¢né dva cykly,
tedy fada kvadraticka. Podobné plocha druhého stupné ma s pfimkou
spole¢né dva body, cyklicky obraz plochy druhého stupné je tedy
kvadraticka kongruence. Nas vSak zajimaji pfedevsim plochy druhého
stupné, jez jdou zakladni kuzeloseckou (', a kuZeloseky, které tuto
zakladni kuZelosecku sekou ve dvou bodech, nebot jejich zobrazeni
je nejjednodussi a vede k cyklografickému feseni klasickych problému
elementarni geometrie. Budeme kuZelosetky, které sekou zikladni
kuzelose¢ku C ve dvou bodech, nazyvati cyklografické kruinice,
kuzele, které jdou k¥ivkou C, cyklografické kuZele, a jiné plochy druhého
stupné (hyperboloidy) jdouci kfivkou C cyklografické koule.

3,1. Cyklografickd kruZnice. Méjme cyklograficky kuzel. Osa jeho
bud v ose OZ_ pravouhlé soustavy, vrchol V' méj soufadnice (0, 0, 7).
Rovnice jeho jest

2yt — (2 — )= 0. (1)

Prisek tohoto kuzele s rovinou g, jeZ neprochédzi vrcholem V,
jest cyklograficka kruZnice k; jest to elipsa, hyperbola neb parabola.
Jeji kolmy primét je kuzelosetka k,, jez ma primét vrcholu V, za
ohnisko. Skute¢né, je-li rovina ¢ ddna rovnici

z=mx +n (2)
a vylouéime-li z z rovnice (1) a (2), dostaneme
224+ y— (mx+n—r)3 =0 (3)

jako rovnici primétu k. Znaéi-li v = ],/:;2 + y? vzdalenost bodu (x, y)
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r—mn

od ohniska V,, d = — x vzdalenost od pfimky ¢ = mx + n —

— r = 0, lze rovnici (3) napsati
P —mid? =0 ¢li v= 4+ m.d,

t. j. pomér vzdalenosti bodu na k¥ivee k, od V, a od ¢ je stdly, V, je tedy
ohnisko, ¢ fidici pfimka kuZeloseéky k,. Obracené lze ukazati, Ze kazdou
kuzelosetku v 7 lze povazovati za primét cyklografické kruznice.

Cyklografickou kruZnici se dvéma raznymi body v nekoneénu
(elipsou nebo hyperbolou) jdou dva cyklografické kuzele. Obecné dvéma
kuzeloseckami v prostoru, jez maji dva rizné body spolecné, jde
svazek ploch druhého stupné, mezi nimiz jsou dva kuzele. V nasem
pripadé jsou tyto kuzelosetky k a C, tedy oba kuzele jsou cyklografické.
Obracené dva cyklografické kuZele v obecné poloze maji mimo C jesté
spoleénou cyklografickou kruinici.

Budte A4, B vrcholy cyklografickych kuzeli (obr. 22), (4), (B)
prisluiné cykly. Volme promitaci rovinu piimky AB za druhou
primétnu a oto¢me kolem x,, = A4,B, do n. Ve sklopeni dostavame
osové fezy A, P, A,Q, resp. ByR, B,S, jez vytvofuji obdélnik 4,M,B,N,.
0: = M,N, jest prumét roviny g, v niz lezi pruseéna kuzZelosecka k.
M, N jsou vrcholy, stfed obdélnika O je stfedem kuzelosecky. Stopa
p° je chordala kruznic [A4], [B], nebot spojuje jejich spoleéné body.
Uvaime, zZe viechny plochy svazku (C, k) se dotykaji v nevlastnich
bodech V, W kfivky k spoleénych obéma kuZelosetkdm, spoleéné
teéné roviny jdou pfimkou 4 B a maji za stopy spoleéné teéné paprsky m,
n cykla (A4), (B). Pfimkou VW jde rovina g a polarnf roviny «, §
piimky A B k obéma kuzelim (x, || B, || 0.).

Je-li P bod na kuzeli A(A4), pak cykl (P) ma s cyklem (4) vlastni
dotyk. Je-li P na kiivce k, ma cyklus (P) dotyk s eykly (4) i (B).
k, je tedy geom. misto stfed@ vech cykli, které se dotgkaji cykla (4), (B).
V naSem obraze je to hyperbola %, s vrcholy M,, N,, ohnisky 4,, B,
a asymptotami kolmymi ke spoleénym teénym paprskiim m, n obou
cykla (v obraze nejsou zakresleny). Ostatné, jsou-li r,, 7, polomeéry cykla
(4), (B), r polomér pohyblivého cyklu, je zfejmé |4,Py| = |r, — 7],
|ByPy| = |ry — 7|, tedy rozdil pruvodiét |4,P, — B,P,| = |r, — 1y
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je konstantni. Spojnice dotykovych bodi cyklu (P) s pevnymi cykly
je stopa roviny (4 BP) a prochazi jejich stfedem podobnosti.

Ma-li rovina p odchylku 45° od primétny, pak prisek s cyklo-
grafickym kuZelem je parabola; touto parabolou prochdzi jediny
cyklograficky kuZel. Obr. 22a ukazuje priisek takové roviny g s kuzelem

Obr. 22 a 22a.

A(A). Primét p, je parabola s ohniskem A4,, jeZ je geom. misto stiedl
cykli, které se dotknou paprsku p* a cyklu (4).

Tim jsme dospéli k témto vétam:

Geom. misto stredw cykla, které se dotykaji dvou cykli, je elipsa nebo
hyperbola, jez md stfedy danijch cykli za ohniska.

Geom. misto stFedd cykla, jeZ se dotykaji cyklu a paprsku, jest
parabola, jeZ md stred daného cyklu za ohnisko.
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Poznimka. Nahradme v obr. 22 jeden cykl, na pf. (B) cyklem
doplinkovym, kuzel B(B) tedy kuZelem symetrickym dle z s vrcholem
B'. Dostaneme ovSem jinou pruseénou kuzelosecku, ohniska pramétu
jsou opét 4,, B,. Mozno tedy Fici: StFedy kruinic, jef se dotgkaji krusnic
[4], [B] vypliuji dvé kuzelosecky konfokdini.

h=h,

g
G=Xr2

Obr. 23.

/

Podobné, nahradime-li v obr. 22a cyklus (4) dopliikovym, dosta-
neme parabolu konfokalni s p,. Stfedy kruinic, jez se dotyjkaji kruinice
a pfimky, vyplhiuji dvé konfokdlni paraboly.

3,2, Svazek kruZnic v rovin& a pFisluiny prostorovy utvar. Vénujme
pozornost pfipadu, kdy vrcholy cyklografickych kuzZeld A, B jsou
v prumeétné. g jest pak rovina symetrie bodii A, B kolma k priamétné
a prusek obou kuZeli je rovnoosd hyperbola v roviné p se sttedem O
a jednou osou v pramétné (v obr. 23 jest zobrazena ve sklopeni kolem
x,, = 0,). Cyklografické obrazy bodu této hyperboly jsou eykly jdouci
body A, B, kladné pro vétev nad prumétnou a zaporné pro vétev pod
primétnou, tedy svazek kruinic. Volme O za pocatek pravouhlé soustavy
soufadnic v prostoru, o), o, za 0sy z, y a ozna¢me délku OA = OB = a,
pak jsou rovnice kuzelt
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(—af+y—2=0, (+af+yt—2=0,
prase¢na kiivka je dana rovnicemi
r =0, 22— y? = a

Je-li tedy P(0,n, 4+ =+ V;;;‘L-n_z) bod této hyperboly,
je rovnice piislusné kruznice

+(y—n)f=a+ 9

Jsou-li zdkladni body svazku A, B imaginarni o soufadnicich
(+ ai, 0, 0), dostavime dva imaginirni sdruZzené kuZele, prisecna
kfrivka je vSak realna o rovnicich

x =0, Yt — 22 = a?

Je-li (0,9, =4+ l/172 — a?) bod této hyperboly, ma pridruzena

kruznice rovnici
Ay == —

V prvém piipadé méla hyperbola v primétné osu vedlejsi, v dru-
hém osu hlavni a see tedy primétnu ve dvou realnych bodech
M0, a, 0), N(O, — a, 0). To jsou stfedy kruznic s polomérem nula,
jez jdou imagindarnimi zakladnimi body. Mame tedy vysledek:

Rovnoosd hyperbola v roviné kolmé k priméiné a s jednou osou
v této privmétné md za cyklograficky obraz svazek kruZnic. Lezi-H v pru-
métné vedlejsi osa, ma svazek dva realné zakladni body, lezi-li v pri-
métné realna osa, ma svazek dva imaginarné zakladni body.

Splynou-li oba zakladni body, mdme v roviné svazek kruznic, jez
v bodé T se dotykaji pfimky ¢. V prostoru jim odpovidaji dvé ,iso-
tropické“ ptimky. v roviné kolmé ku ¢.

K uvaZovanému svazku kruZnic o zdkladnich bodech 4, B patii
dopliikovy svazek (1, 8) se zakladnimi body imagindrnimi na g,, jehoZ
kruzZnice jsou kolmé ke kruznicim prvého svazku. Prislu$na hyperbola
b’ je v roviné o(o, = AB) a je v obraze 23 otocena kolem z,; = AB
do primétny. P¥ tom A’y - A, A, B jsou nulové kruznice druhého
svazku.

Poznimky. Bud dan svazek kruZnic dvéma kruZnicemi [A4], [B]
(obr. 23a). Body A, B nad primétnou je uréena rovnoosa hyperbola
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s osou v pramétné n o stfedu w. V obraze je vyznacena teckované
ve sklopeni kolem 4.B, . A,B, je jedna uhlopficka obdélnika, jehoz
strany maji sklon 45°; druha thlopricka obsahuje stfedy rovnoosych
hyperbol, které jdou body A, B a na ni lezi @ (viz odst. 1,9). Budte
8, 8’ stfedy podobnosti obou kruznic. Pak kruznice nad primérem S8’
patiitaké svazku.Skutecéné ¢tyrroh 4,B,4,' B,’,kde A,'B, 'jsousymetri-
cké s A,, B,,je do hyperboly vepsan, body 8, §’ a nevlastni bod ve sméru

Obr. 23a.

kolmém ku 88’ tvoii polarni trojihelnik hyperboly, S,8’ jsou tedy k ni
sdruzené. Priseéiky hyperboly s 4,B; jsou nulové kruZnice uvazova-
ného svazku, dvojice S8’ patii tedy také involuci vytaté svazkem
kruznic. Kruznice nad priimérem S8’ sluje kruZnice podobnosti (v obraze
carka-tetka). Z elementdrni geometrie je znamo, Ze je mistem bodu,
z nichz se obé kruznice jevi pod tymzZ Ghlem.

Ke dvéma cyklim lze pfitaditi t. zv. potenéni ¢ili Steinerovu
kruZnict, kterd ma stied ve stfedu podobnosti a jde spoleénymi body.
Méjme na zfeteli dva kladné cykly (4), (B) (obr. 23a) se sttedem podob-
nosti 8. Potenén{ kruzZnici oznaéme p,. Bud (P) cykl, ktery se dotyka
cykli (4), (B) v bodech X, Y. Tyto dva body a 8 jsou na pfimee, coz je
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stopa roviny (4BP). Bod P je na cyklografické kruZnici k, ve které
se sekou kuzele A(A4), B(B), P, je na jejim primétu k,, ktery ma ohniska

A,, B,. Te¢na bodu P, pili thel Al/PzB1 ¢ili je kolma ku X'Y. Ve spoleé-
ném bodé M neb N splyva s te¢nou potenéni kruznice (je kolma k SM
nebo SN). Tedy kruZnice p, a kfivka k, se v bodech M, N dotykaji,
jinak potenéni kruinice puli dhel kruinic [4)], [B]. V dalsim bude
ukazano, %e kruZnice p, je kolma ke vSem cyklim (P) a Ze bod S
je stfed kruhové inverse, '
ktera prevadi kruZnici [4]
v kruznici [B] a naopak.

3,3. Ulohy o dotyku. Ted (A)/\\
// ,

muzeme Fesiti ulohy o cyk-
lech a kruznicich, jsou-lidany f Ay,
jednoduchymi podminkami
jako jsou, Ze ma prochazeti
bodem, dotykati se daného.
paprsku (pfimky) nebo do-
tykatise daného cyklu (kruz-
nice).

Uloha |. Sestrojte cykl,
ktery se dotyka cyklu (A) v bodé T a dotyjkd se soucasné cyklu (B).

Obr. 24.

Rozbor. Bod, kterému odpovidi hledany cykl, je na povrice AT
kuZelu A(A4) a na kuZeli B(B). Piimka AT je vSak rovnobéing
s jednou pfimkou kuZele druhého, sece jej tedy jesté v jednom bodé X.

Sestrojeni je v obr. 24. Na kuzeli B(B) je sestrojena primka
BT’ || AT. Rovina (BAT) ma stopu 771" a sece kuzel B(B) v pfimce
UB, na niz lezi prusecik X. X, je stted hledaného cyklu (X).

Kolik feSeni ma tato uloha, mluvi-li se o kruznicich misto o cy-
klech?

Uloha 2. Sestrojte cykl, ktersj se dotyjkd cyklu (A), dotiyjkd se paprsku
p a jde bodem B.

Rozbor. Body, kterym odpovidaji hledané cykly, jsou na cyklogr.
kuzeli A(4), na cyklografickém kuZeli s vrcholem B v primétné
a v ,,isotropické‘ roviné piimkou p. Oba kuzele maji spole¢nou cyklo-
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grafickou kruznici v roviné p. ,Isotropickou‘ rovinu paprskem p
ozna¢me o . ¢ a ¢ maji prisecénici s a jeji prusediky s kuzelem A(4)
jsou hledané body.
Sestrojeni je v obr. 25. Rovina o je rovnobéina s teénou rovinou
kuzele 4(A4) podél pfimky AT, jeZ ma stopu p’ || p”. Rovina o ma
za stopu p® chordalu kruznice [4] a kruZnice o stfedu B a poloméru
nula a je rovnobéind s rovinou danou stfedem 4 a piimkou b, kde b
' je polira bodu B ke kruinici
x/\ [4]. p", b maji priseéik F, AF
‘ T je tedy rovnobéina s priseé-
\ S,

\ X nici s = (p, o), jejiZ stopnik je
AT . pf ; Q = (p, p?). Tedy s, jde bodem
\ RN X)

@ rovnobéiné s A,F. Rovina
(As) ma stopu QF a ta sede cykl
(A) v bodech X,, Y,. Na pfim-
kich AX, AY, lezi hledané
prusetiky X, Y a jejich pra-
méty X,, Y, jsou stfedy hle-
danych cykld. Uloha ma dvé
feseni. V obraze narysovin
pouze cykl (X).

Kdyby byla v uloze fec
Obr. 25. o kruZnici a pfimce (neoriento-
vané), bylo by tieba pridati

vvvvv

paprsku p nebo cyklu (4). Kolik feSeni je pak celkem?

Uloha 3. Sestrojte cykl, ktery se dotijkd t#t dangjch cykli. (A polloniova
wiloha).

Rozbor. Cykly oznadéme (4), (B), (C). Kuzele 4(A), B(B), C(C)
maji mimo kuzelosetku v roviné nevlastni C jesté dva body spolecné
v koneénu X, Y, nebot kuZele A(A), B(B) sekou se v cyklografické
kruZnici, jez sete kuzel C(C) ve dvou bodech nevlastnich a tedy jesté
ve dvou bodech v koneénu, jez lezi na vSech tfech kuzZelich. Spojnici
s = XY jdou roviny «, 8, v, ve kterych lezi kfivka spole¢nd vidy
dvéma kuZeltim, na p¥. v a kfivka kuzela B(B), C(C) atd.
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Sestrojent je v obr. 26. p” je chordala kruznic[A4], [B] a je sestrojena
uzitim puliciho bodu spoleéné tecny 11'. Podobné p’, chordila kruznic
[4], [C], byla sestrojena uZitim piilictho bodu teény 22°. Prusecik S
je stopa pfimky s; jim jde i tfeti chordéla p*. S je bod stejnych mocnosti
ke vZem tfem kruznicim. Necht b jest polira stfedu podobnosti N

Al
I

Obr. 26.

cykhi (A4), (C) vzhledem k cyklu (4), ¢ polira stfedu podobnosti P
cyklia (4), (B) k cyklu (4); pak roviny (A4b), (Ac) jsou rovnob&zné
s rovinami 8, y a priseéfk S’ je stopnik pfimky A8’ rovnobézné s pri-
se¢nici s. Pak jest s, || 4,8". S8’ je stopa roviny vrcholové (d4s), jez
vytind povrsky 4X,, 4Y,, na kterych jsou hledané prisetiky X, ¥
piimky s s kuZelem A(4). Uloha m4 dvé teseni. Body dotyku hleda-
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nych cykli s cyklem (4) jsou X, Y, a jejich spojnice jde bodem §’,
ve kterém se sekou polary b, ¢ bodd N, P na ose podobnosti o vSech
ti cykla. S je tedy poélem pfimky o k cyklu (4). Podobné oviem
to plati o cyklech (B), (C). Odtud jde jednoduché planimetrické Feseni
dané tlohy: Sestrojme osu podobnosti danych tif cykla a jeji pély
S, 87, 8" k témto cyklum. Dale sestrojme bod stejnych mocnosti S.
Spojnice S8’, 88", §§” vytinaji body, ve kterych se hledané cykly
dotykaji danych cykla.

Snadno lze zjistiti, Ze cykly (X), (Y) se protinaji na ose podobnosti
o a Ze tomuto svazku patii také kruznice ¢, ktera ma stied v bodé S
a kolmo sece kruznice [A], [B], [C], jinymi slovy kruznice [X], [Y], q
patii témuz svazku s chordalou o. Skuteéné vsimnéme si promitacf
roviny pfimky s. Ona sete kuzele A(A4), B(B), C(C) v rovnoosych
hyperbolach, které vedle obou bodi v nekoneénu maji spoleéné body
X, Y; jejich stfedy jsou na pfimce (1,9), coz je priseCnice roviny:
(ABC) s promitaci rovinou pfimky s, jez je k ni kolma, nebot stfedy
uvedenych tii hyperbol jsou na kolmicich z vrcholu k priiseéné roviné.
Ve svazku téchto hyperbol je jedna, kterd ma stied v priseciku (o, s,)
a osu v pramétné. Jejim bodim odpovida svazek kruznic s chordalou o,
mezi nimiz jsou i kruinice [X], [Y]. Jejich prisetiky budte U, V.
Ponévadz piimka XY, jde pélem S’ osy o, jest jeji pl Z na o a Z
je sttedem kruznice [Z], jez kolmo seée kruznice [4], [X], [Y]. KruZznice
q seée kolmo kruznici [4] i [Z], nebot jeji stfed S je na chordile X,Y,,.
Podobné zjistime dalsi dvé kruznice se stfedem na o sekouci kolmo
[X], [ Y] a pat¥ici tedy svazku dopliikovému s onim o zakladnich bodech
U, V. Kruznice g je viak ke viem tfem kolma, patFi tedy 1 ona tomuto
svazku a jde body U, V.

Poznimka. Puvodni Apollonitv problém Zada sestrojeni kruznic,
jez se danych tfi kruznic dotykaji. Kazd4 kruznice je nositelkou dvou
cyklia. Ozna¢ime-li pislusné body v prostoru dle z symetricky poloZené
A,4’; B, B'; C, C’, pak skupiny na pt. 4BC a A'B'C’ nebo ABC’,
A'B'C vedou k témuz feSeni a vSechna feSeni dostaneme na pf.
z kombinaci

ABC, A'BC, AB'C, ABC".

Problém ma celkem osm FeSeni, jeZ ovSem z édsti mohou byt imaginarni.
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Cviéeni 3,1. Problém Apollonitiv mé nasledujici zvlastni pripady, piejde-li
néktera kruzZnice v bod nebo pfimku: Sestrojte kruZnici, jsou-li dany a) tii jeji
body, { dva body a piimka, ¢) dva body a kruZnice, d) bod, piimka a kruZnice,
e} dvé piimky a’ kruZnice, f) t¥i ptimky. Provedte fefeni orientujice vidy
piimku a kruZnici a udejte celkovy pocet Feseni.

3,2. Pappusovy ulohy jsou zvlastni piipad predeslych, kdyZ bod leZi
na ptimce neb na kruZnici. Jsou to: Sestrojiti jest kruZnici, kterd a) dotyka
se piimky a v bodé 4 a jde bodem B, b) dotyka se pfimky a v bodé A a dotyka
se primky b, ¢) dotyké se pfimky a v bodé 4 a dotyka se kruZnice [B], d) dotyka
se kruZnice [A] v bodé M a jde bodem N, e) dotyks se kruZnice [4] v bod& M a
piimky n, f) dotyka se kruZnice [A] v bod& M a dotykd se kruZnice [B]. Pro-
vedte cyklografické feSeni orientujice opét pfimku a kruZnici a udejte celkovy
pocet reSeni.

3,3. Dany jsou tfi cykly se stiedy na téZe primce. Sestrojte cykly, které
se jich dotykaji.

3,4. Dany jsou t¥i cykly, které se dotykaji téhoZ paprsku. Sestrojte cykl
dalsi, ktery se vSech tfi dotyka.

3,5. Dan jest svazek kruZnic jednou reédlnou a jednou imaginarni kruZniei.
Sestrojte hyperbolu, jejimZ bodim jsou piitazeny kruZnice svazku, a hyperbolu,
ktera patfi svazku dopliikovému.

3,6. Ve svazku daném dv&ma kruZnicemi sestrojte ony, které dany paprsek
sekou v tihlu 45° (30°).

3,7. Tti kruZnice se po dvou dotykaji. Sestrojte kruZnice, jeZ se dotykaji
viech tfi danych kruZnic.
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IV. CYKLOGRAFICKE KOULE

Koule v euklidovském prostoru je plocha druhého stupné, jez
prochazi absolutni kuZeloseékou v roving nevlastni danou v pravo-
uhlych homogennich soufadnicich rovnicemi

22+ yr4+22=0, t=0.

Podobné nazyvejme cyklografickou kouli plochu druhého stupné,
jez jde zéakladni kuZelose¢kou C danou rovnicemi

22+ yr—22=0, t=0.
Rovnice plochy ma tedy tvar
(x— a4 (y — b — (z —cff = £ 7
nebo
24yt — 22— 20— 2by 4 2024+ d =0, (d=a*4b®—c*F ).

Jest to rotaéni hyperboloid s osou kolmou k primétné =, jedno-
dilny neb dvoudilny. Stfed je S(a, b, ¢), polomér hrdlové kruZnice
v roviné z = ¢ jest 7 neb ri. Nazyvame jej polomérem cyklografické
koule.

4,1. Cyklografické koule se stFedem v pramétn& z. Prostudujme
nejprve piipad, kdy stfed koule je v pramétné. Volme jej za pocitek O
soustavy soufadnic. Plocha ma pak rovnici

(H) xt + y* — 22 = r® (neb — 2.

Bud P(§, 1, ) bod této plochy. Jemu odpovidd v = kruZnice
Pl=@x -2+ y—n:=08 (E=8+7n—1);
mocnost stfedu O k tomuto kruhu jest konstantni a rovna r3(= £ 4
+ 7 — {?). Sekou tedy kruznice [P] kolmo stopu cyklografické koule.

Cylklograficky obraz rovnoosého hyperboloidu se stfedem v m a osou
kolmou k m (cyklografické koule) je trs kruinic (1, 8), které sekou kolmo
jeho hrdlovou kruZnics.
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Je-1i hyperboloid dvoudilny, stopni kruznice imaginirni o polo-
meéru ri, pak soustfedna kruznice k' o poloméru r, jiz pouzivame
ke konstrukeim, jest redlnou kruznici trsu protata ve dvou diametralné
lezicich bodech, éili jest ji pulena (1, 7).

Vrcholy uvazovaného hyperboloidu rozumime jeho prusediky
s osou plochy. Je-li stopa realna kruznice o poloméru r, jsou vrcholy
na ose ve vzdalenosti + ri od stfedu. Je-li stopa imaginarna, jsou
vrcholy realné ve vzdalenosti 4 r.

Velmi snadno jsou patrny véty:

Trs kruinic obsahuje nekoneéné mnoho (o0?) svazku. Kazda rovina
kolma ku z seée cyklografickou kouli se sttedem v = v rovnoosé hyper-
bole, jiz patfi svazek obsaZeny v trsu.

Doé kruZnice trsu uréuji svazek obsafenyj v trsu.

TFi body v prostoru ur¢uji jedinou cyklografickou kouli se stfedem
v z. V roviné 7 kruZnice urcuji trs; kruznice kolma ke viem trem je
hrdlovéa kruznice cyklografické koule.

Zvlastni pripad trsu je souhrn kruznic, které jdou jednim bodem;
hyperboloid pieSel zde v cyklograficky kuZel. Jiny zvlastni pfipad
jsou kruZnice se stfedem na pfimce.

Dvé cyvklografické koule o sttedu v pramétné = maji mimo kuzelo-
ku =z a kolmé k roviné obou os, v cyklografické projekei tedy dva trsy
maji spolecny svazek, t. j. souhrn kruznic kolmych ke dvéma stopnim
kruznicim. Stiedy jejich jsou na chordile stopnich kruZnic.

4,2. Ulohy o kolmosti cyklt a kruZnic. Uloha. Sestrojte cykl, kteryj sece
kolmo krunice [A), [B) a paprsek p v ihlu ¢ = 30°.

Rozbor. Body, kterym pfislusf Zddané cykly nalézaji se na cyklo-
grafickych koulich s hrdlovymi kruznicemi[A4], [ B] a v roviné x se stopou
p. Prvé dvé plochy maji spole¢nou rovnoosou hyperbolu v roviné p
kolmé ku n. « sefe p v pFimce ¢. Jedna se tedy o pruseéiky piimky
s rovnoosou hyperbolou.

Sestrojent je v obr. 27. [A] bud redlnd, [B] imaginarni a zastoupena
realnou kruznici b o stiedu B, . g, je chordala obou kruZnic a sestrojena
jest dle (1,7) : BJ\L | A,B,, z L vedena teéna LI1ku[A] a rozptlena
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bodem 2, Pak 28 | A,L. Bodem S jde g, | A,B, . p sece oba hyper-
boloidy v hyperbole &. Vrcholy U, V jsou prusetiky vertikaly vztyéené
v bodé S s jednim neb druhy'm hyvperboloidem. Abychom je sestrojili,
pouZijme promitaci roviny piimky AB. Ta se¢e prvni hyperboloid
v hyperbole s osou I II. Tedy kéta bodu U(V) rovna se délce tetny
vedené z S ke kruZnici [4] (1.9) a rovna se také SL. Sklopme rovinu p

Obr. 27.

kolem g, = x;; do 1. Vrcholy U,V ptijdou do UV, a tim je uréena
hyperbola h,. Dile je uréena odchylka y roviny x. Jest cotgy = cosp =
= §V3 Sestrojeni praseénice g(g,) je patrno z obrazku. Abychom
uréili pruseéiky ¢, s hy, pouZijme kolineace (1,9). Stied kolineace bud
V,, osa te¢na ¢ hyperboly v bod¢ U,. Hyperbole &, odpovida v kolineaci
kruznice k, nad primérem U,V,, o, je GbéZinice. g, se¢e ¢ v bodé 3,
rovnobézka s ¢, stfedem V', sede tibéznici v bodé @, . 3Q, == g, odpovida
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v kolineaci piimce ¢, a se¢e kruZnici #, v bodech X,Y,. Jim nazpét
odpovidaji body X,, Y,, z nichZ jsou odvozeny X,Y,. Nalezené cykly
se protnou v U,, V, (3,2).

Cvifent 4,2,1. Sestrojte cykl, ktery sede kolmo kruZnici (4] a dotykd se
paprski p, q

Obr, 28

4,2,2. Sestrojte kruZnici o daném polomé&ru, kterd sede kolmo kruZnici [A]
a pali kru¥nici [B].

4,2,3. Sestrojte cykl, ktery sede kruZnici [4] v diametraln& protilehlych
bodech a paprsky p, ¢ v thlech s danymi kosiny (na pf. 3, §).

4,2,4. Dany jsou cykly (4), (B), (C). Sestrojte cykl, ktery a) sede (4)
kolmo a dotyka se (B) a (C'), b) ptli (4), kolmo sede (B) a dotyké se (C).

4,3. Cyklografické koule v obecné poloze. Rovnoosy rotaéni hyper-
boloid s osou kolmou ku primétné n a stfedem mimo primétnu
(obr. 28) jest dan rovnici

22+ y*— (2 —c)? = a%



a je reidlné neb ryze imaginarné a hyperboloid pak jednodilny nebo
dvoudilny.

Soufadnice stiedu S jsou (0, 0, ¢), polomér hrdlové kruZnice a.
Stopni kruZnice [K] jest dana rovnicemi

2=0, 224+ y2=1% kde r= V(Iz—}—c?.
Obrazem stfedu S je cykl (S) o poloméru ¢, fikejme mu stFedovy cykl.

Cyklicky obraz bodu P(&, 5, ) na uvazované plose jest cykl (P)
na kruZznici

(=& +@—nF=2
Pro bod P plati

o — (= of = ay
leva strana této rovnice jest vSak ¢tverec spolecné teény ¢ (1,6) cykli
(S) a (P), a tedy t? = a®

Cyklicky obraz cyklografické koule v obecné poloze jest kongruence
cykli, jez_od stfedového cyklu (S) maji konstantni te¢novou vzddlenost
rovnou, poloméru hrdlové krufnice.

Jiny vyznam této kongruence dostaneme, vyjadiime-li kosinus
uhlu stopni kruznice [K] o stfedu O a poloméru » s kruznici [P], jeZ
odpovida obecné poloZenému bodu cyklografické koule. Bud 0_151 =,
thel kruznic ¢, pak jest (1,5)

v2 =12 + {2 — 2rlcosg.
Dosadme za v? a 72, dostaneme
84+ 92— 02— ¢ — a4 2ricosp = 0.
Uvazime-li, ze P lezi na cyklografické kouli, mame
B — 2o — a4 2e =0,
odkud

€
rCOSp = €, COSP = —.
r

Veli¢ina ¢ m4é urcité znaménko; jestlize orientujeme také stopni
kruZnici, Fikejme pak stopni cykl, ma i r uréité znaménko a vidime:
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UvaZovand kongruence je souhrn cykli, které stopni cykl (K) sekou
v 1thlu, jehoz kosinus je konstanini a roven %, kde ¢ je polomér stredového,

r polomér stopniho cyklu. Je tedy tato kongruence isogondlni kongruence
se zakladnim cyklem (K).

e

a”
i/
(K) (S) — o M, \ ,1)5 E/

P
(P,

Obr. 29.

Cyklograficka koule je uréena stiedem S a polomérem @ hrdlové
kruznice (polomérem cyklografické koule) anebo cyklem (S) a stopnim
cyklem (K), coZ se pro udely konstruktivni nejlépe hodi. Probefme
rizné piipady tohoto uréeni.

a) Stopni eykl (K) je realny a vné sttedového cyklu (S) (obr. 29).
Cyklografickd koule je jednodflny hyperboloid. Druhd primétna je
volena osou cyklografické koule, sestrojeno S, a asymptoty merididnu.
Ve sklopeni lezi koncové body C,, D, reilné osy na kruznici [K] dle
vztahu 72 = a® + ¢2. Obrys v pudorysné je kruznice s polomérem a.
Bod P, v primétné je pudorysem dvou boda na cyklografické kouli,
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bodi P a P’; prvnim jdou pfimky m, n, druhym m’, n’. V obraze jevi
se jako teény obrysové kruZnice, takie m, = m,’, n, = n,’. Vertikalni
roviny (mm’), (nn’) jsou teéné roviny v bodech 7', T hrdlové kruznice.
Povrchové piimky maji ovsem odchylku piadorysnou 45°. Bodu P
na hofejsi poloviné patii cykl (P), ktery jde stopniky M, N piimek
m, n; bodu P’ na dolej3i poloviné patii cykl (P’) jdouci body M’, N'.

Obr. 29a, b.

Teénova vzdalenost cyklu (S) od jednoho nebo druhého cyklu jest
v obraze silnéji vyznadena. RovnéZ tak vyznaden thel ¢ cyklu (K)
s prvym neb druhym cyklem.

Pohybuje-li se bod P po povrice m, opiSe cykl (P) parabolicky
svazek. V8echny se v bodé M dotykaji teny MR cyklu (S). Tato
tecna je cykl zvrhly patiici bodu nevlastnimu pfimky m. Teéné paprsky
cyklu (S) patif také uvaZované kongruenci cykli a jsou obrazy ne-
vlastnich bodi cyklogr. koule.

b) [K] je realné a uvniti (S) (obr. 29a). Volme druhou pramétnu
jako difve. Jednd se o sestrojeni merididnu z asymptot a jednoho bodu.
Z rovnice a® = ¢ — 1% je patrno sestrojenf tsetky a. Hrdlovéa kruZnice
ma polomér ai, cyklograficka koule je dvoudilny hyperboloid. Te¢nova
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vzdalenost je imaginarni ai; pro thel ¢ mame cosp = % > 1, tedy

ithel je také imaginarni (1,3). Cykl kongruence lezi uvniti cyklu (S)
i (K) nebo je objima, pokud polomér je rizny od nuly.

Je-li » = 0, pfejde [K] v bod, cosp roste do nekonecna, thel ¢
je neurdity, teénova vzdalenost cyklu kongruence od cyklu (S) jest ai.

¢) [K] jest imaginarni (obr. 29b). Jeji zastupkyni jest redlna
kruznice K’ o poloméru r. Pfi téze volbé druhé primétny jako v pri-
padech piedeslych jest rovnice merididnu (z — ¢)? — 2% = a?® a hovi
mu bod (- ri, 0,0), tedy ¢® + 72 = a?, z &ehoz ihned plyne konstrukce
délky a. Hyperboloid je dvoudilny, teénova vzdalenost od cyklu
(S) imaginarni ai (a¢ kruZnice mohou mit spoleéné realné vnéjsi teény),

. , . vy s sl C
kosinus thlu ¢ je rovnéz imaginarni —.
ri

4,4. Body spoleéné dv&ma neb tfem cykl. koulim. Dvé cyklografické
koule H, L o stfedech 4, B maji obecné mimo zdkladni kuzelosecku C
v nevlastni roviné spole¢nou jesté cyklografickou kruznici r v roviné g.
Obé kuzelosedky se sekou v nevlastnich bodech U, V na pruse¢nici
roviny g s rovinou nevlastni. V téchto bodech se obé plochy dotykaji
a te¢né roviny spoleéné jsou soucasné teénymi rovinami obou asympto-
tickych kuzZeli a sekou se tedy ve spojnici stfedi AB obou ploch.
Primky UV, AB jsou reciproké polary obou ploch. Priseéna kuzelo-
secka r ma tedy stfed na AB. Jeji rovina ¢ ma za stopu na primétné z
chordalu stopnich kruznic [H], [L], jeZz spojuje jejich spoleéné body,
a je rovnobéina s rovinou p’, ve které leZi priiseéna kfivka asympto-
tickych kuzeli. Ostatné vime, Ze obé tyto roviny jsou rovnobéiny
s polarni rovinou pfimky AB k jednomu i druhému kuzelu (3,3).

T¥i eyklografické koule H, L, M maji mimo C jen dva body obecné
v koneénu spoleéné. Nebot na pi. prvé dvé maji spoleénou cyklografic-
kou kruznici, kterd s tfeti plochou md4 mimo dva body v nevlastni
roviné na C jeité dva dalsf X, ¥ v koneénu, jez soutasné lezi na viech
tfech plochach. P¥imkou X Y jdou roviny viech tif kuZeloseéek spoleé-
nych vidy dvéma z ploch H, L, M.

Uloha |. Linedrni fada cyklic je ddna dvéma cykly (A), (B).
Sestrojte cykl této fady, a) kteryj od daného cyklu (M) md tecnovou vzddlenost
a, b) kteryj seée cykl (K) v whlu g(cosp = 3).
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a) Rozbor. Linearni fadé cykli patii v prostoru pfimka AB.
Kongruenci cykla, které maji od cyklu (M) teénovou vzdalenost a,
patii cyklograficka koule o stfedu M. Stopni kruznice [K] m4 polomér
r= ]/a,2 + ¢, kde ¢ = z,. Hledané cykly odpovidaji prisetikim
piimky A B s touto cykl. kouli.

Obr. 30.

Sestrojent je v obr. 30. Polomér r kruinice [K] sestrojen jak
z obrazku patrno. Abychom sestrojili pruse¢iky piimky AB s cykl.
koulf, volme promitaci rovinu této piimky za druhou pramétnu
a otoéme kol x;,, = 4,B;, do pramétny. Tato rovina sefe cykl. kouli
v rovnoosé hyperbole. Stfed p ]e na kolmici spusténé z bodu M k roviné

hyperboly, hlavni osa CD = (] D je urdena prusetiky s hrdlovou
kruZnici o sttedu M a poloméru a. Ted jest uréiti priseéiky pimky
A,B, s hyperbolou. To provedeno uzitim kolineace hyperboly s kruZnici
nad pramérem C,D, (1,9). C, je stfed kolineace, teéna v D, je osa koli-
neace. Piimce 4,B, odpovida ptimka 72, jez dava priaseéiky X,, Y.
Z nich odvozeno X,, Y, a kone¢né X,, Y,.

b) Rozbor. Piislusna cyklograficka koule méa stopni cykl (K)
spoloméremr. PolomérstredovéhocykluvychaziZe vztahuc=rcosp=3r.
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Sestrojeni pfenechivame ¢étenafi.

Uloha 2. Dédna je cyklografickd koule K stopni krunici [K] a stfedo-
vgm cyklem (A), podobné druhd L stopni kruZnici [L] a stfedovym cyklem
(B). Sestrojiti jest priseénou cyklografickou krufnici.

Obr. 31.

Sestrojeni vyplyva z vykladu odstavce pfredchoziho (obr. 31).
Bud prisedna kiivka r, jeji rovina g, ¢’ rovina s ni rovnobézna, ve které
lezi spolednd kiivka kuzeli A(A), B(B). Volme promitaci rovinu
primky 4 B za druhou primétnu a sdruzme s prvou. Znamym zplisobem
vychdzi g,’ . p? je chorddla kruznic [K], [L], @, je rovnobéZno s p,’.
Rovina bodem A rovnobéina s ¢ (polarni rov. pfimky AB ke kuZelu)
sece cykl (4) v bodech 1, 2. A1, A2 jsou rovnobéiny s asymptotami
kfivky r. Koncové body realné osy P, @ jsou priseéiky g, s merididnem
plochy K lezicim v druhé primétné, jenZ je uréen stfedem A, a realnou
osou 3, 4, a sestrojeny zplisobem znimym (@, neni v obrazu oznaéeno).

Poznimky. Pudorys r, jest geom. mistem stfedu vSech cykly, které
od cykla (A4), (B) maji konstantni teénové vzdalenosti rovné polo-
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mérim hrdlovych kruZnic. Jsou-li stopni kruZnice orientovany, sekou
je cykly uvedené fady v uhlech s konstantnimi kosiny.

Priseéna kiivka r je elipsa, hyperbola nebo parabola dle toho,
jsou-li body dotyku obou cykl. kouli U,V imaginarné, reilné nebo

Obr. 32.

splyvajici ¢ili spojnice stfedd A B uvnitf obou asymptotickych kuZeli,
vné anebo dotykaji-li se podél celé piimky.
Uloha 3. Sestrojte pruseliky t# cyklografickych kouli K,L, M.
Stopnt krufnice budte [K], [L], [M], stfedové cykly (4), (B), (C).
Rozbor. Dle piedchéazejiciho vykladu jsou spoletné body X,Y
na pfimee s, ve které se sekou tfi roviny obsahujici pruseénou kuzelo-
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secku vZdy dvou a dvou z danych ploch, oznaéme je oz, 0gar, Opu-
Ale na pf. gy, je rovnobéino s polarni rovinou pfimky AB ke kuZelu
A(A), oy je rovnobézno s polarni rovinou ptimky AC k témuz kuzeli,
tedy s je rovnobéino s polarou roviny (4ABC) ke kuZelu 4(4). Odtud
plyne velmi jednoduch4 konstrukce.

Sestrojeni je provedeno v obr. 32. S je bod stejnych mocnosti
kruznic [K], [L], [M], o je osa podobnosti cyklu (4), (B), (C) é¢ili
stopa roviny (ABC), N jeji p6l ke kruznici [4], AN tedy poldrni
piimka roviny (ABC) ke kuzelu 4(4). Pfimka s jde bodem § rovno-
béiné s AN. Koneéné jsou sestrojeny prisediky X, ¥ pfimky s s cykl.
koulf L.

Uloha 4. Jsou ddny cykly (K), (L), (M). Sestrojte cykl, ktery sefe prvy
v thlu @,, druhg v ihlu @, a tfets v hlu g;. (Volme cosp, = ¢, cosp,= —3,
cosp; = §). .

Hledané cykly jsou spoleéné tfem isogondlnim kongruencim
uréenym danymi cykly a pfisludnymi kosiny. Jim jsou v prostoru
pritadény t¥i cyklografické koule K, L, M, jez maji spoleé¢né dva body;
tém odpovidaji hledané cykly.

Sestrojeni prenechavame &tenafi.

Poloméry cyklu stfedovych éili kéty stfedt cykl. kouli plynou
ze znamého vzorce: a = ricosp, = &r,, b = rcosp, = — §r,, ¢ =
= r,c08@y = 375. Cykl (4) je tedy stejnosmérny s (K), (B) opacného
smyslu s (L) a (C) téhoz smyslu jako (M). Déle nutno sestrojiti bod §
stejnych mocnosti kruznic [K], [L], [M] a osu podobnosti cykla
(A4), (B), (C). Dalsi konstrukce jako v pfedeslé tuloze.

Cvilent 4,4,1. Dan jest cykl (K) a paprsek p a na ném bod P. Sestrojte
cykl, ktery sede cykl (K) v uhlu + 30° a dotyké se paprsku p v bod& P.

4,4,2. Dany jsou paprsky a, b a cykl (M). Sestrojte cykl, ktery sede a, b
v uhlech s danymi kosiny (na pf. , — }) a mimo to a) mé od cyklu (M) danou
teénovou vzdélenost (na pf. ai), b) sefe cykl (M) v uhlu s danym kosinem
(na pi. 2).

4,4,3. Sestrojte cykl, ktery sede tti cykly v uhlech s danymi kosiny (na pi.
Vg, — 1, 3). Volte néktery cykl imagindrni nebo néktery kosinus imaginérni
(na pt. }i).

4,4,4. Sestrojte cykl, ktery a) mé od eyklu (4) teénovou vzdalenost a, od
cyklu (B) ted. vzdalenost b a puli kruZnici [C], b) dotykd se cykla (4), (B)
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-a sefe cykl (C) v daném uhlu, ¢) puali kruZnici [4]. seée kolmo kruZnici [B] a seée
cykl (C) v daném dhlu.

4,4,5. Dany jsou cykly (4), (B). Co tvoii cykly, jeZ maji od obou stejné
teCnové vzdalenosti? [Ndvod: Dvé cyklografické koule o stejném poloméru
hrdlové kruZnice maji rovnice

(F—of + (@ — B ——yP— £ =0, (=12,

kde «;, f;, v; jsou soufadnice stfedu. Odeétenim dostaneme rovnici roviny g
spoletné kuZelosetky
2x(xy — o) + 2y(f — Bo) — 220y — ¥2) + P — 2% ... =0

Tato je nezdvisld na ¢ a leZi v ni i spoleénd kfivka obou cyklografickych
kuZelu A(A), B(B). Jde tedy pulicim bodem usedky AB a poldrou nevlastniho
bodu primky AB k zakladni kuZeloseéce C. Hledané cykly tvoii tedy cyklické
pole. Nalezena rovina g (zobecnéni roviny symetrie dvou bodi) je geom. mistem
stiedu cyklografické koule, ktera jde body 4, B.

4,4,6. Co tvofi cykly, které majf od tif eykla stejné teénové vzdalenosti?

4,4,7. Sestrojte cykl, ktery ma od &tyf cyklt rovné tednové vzdalenosti.
PrisluSny bod v prostoru je stfed cyklografické koule, jez jde danymi &tyimi
body. (Srovnej ulohu: ¢tyfmi body sestrojiti jest kouli).

4,4,8. Sestrojte cykl, ktery mé stejné tecnové vzdalenosti od cykla (A4)
a (B), pravé tak od cykla (C) a (D) a od (E) a (F) (Viz cvideni 4, 4,5).

4,5. Svazek cyklografickych kouli. Budte dany dvé cyklografické
koule v obecné poloze

H=(@—a)l+ (y — bl — (z — ¢)* —m? =0,
K=@—a+ (y — b — (z — ) —n*=0;

stopni kruinice budte [H], [K], stfedy Sy, S;. Jimi je uréen svazek
ploch H + AK = 0, kde 4 probfha vSechny hodnoty od — oo do + co.
Basis svazku jsou dvé kuZelosedky, zdkladni kuZelosecka C v roviné
nevlastni a priseéna cyklografickd kruZnice r ploch H, K v roviné p.
Obecna plocha svazku je opét cyklograficka koule. Jeji stfed jest

S, a +Aay b+ b, ¢ + Acs),
NT+27 1+72° 1+12

(1)

stopa na prumétné (z = 0)

@ — a2+ (y — b)) —cf —m?+

b AHE — @ + (g — bt — ¢ — n¥] = 0, @)
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Stfedy cyklografickych kouli svazku vypliiuji pfimku s(= AB),
cyklické obrazy stfedic vypliuji linedrni Ffadw cykli. Stopni kruinice
tvori svazek. Bod pfimky s je stfedem jedné plochy svazku, kruZnice
svazku je stopou také jen jedné plochy svazku. Mezi plochami svazku
jsou dva cyklografické kuzZele (pokud r neni parabola) a jedna plocha
rozpadld ve dvojinu rovin, t. j. ¢ a rovinu nevlastni (A = — 1). Jedna
plocha svazku ma stfed S v prumétné xn; S je stopa primky s.

Cyklograficka kruznice » uréuje svazek cyklografickych kouli.

Z téchto prostorovych vztaht vyplyva cyklografickou projekef
fada vét pro geometrii cykli v roviné. Orientujme stopni kruZnice
a mluvme o stopnich cyklech. Plofe H odpovida kongruence cyklu,
které sekou stopni cykl (H) v konstantnim ahlu ¢,(4-), plofe K od-
povida kongruence cykli, které sekou (K) v konstantnim tdhlu ¢,,
kiivee r patii tedy fada cyklud, jez sekou (H) v uhlu ¢, a souc¢asné (K)
v uhlu ¢, Ale kiivkou r jde svazek cyklografickych kouli a je-li L
jedna z nich, pak ji v primétné = odpovid4a kongruence, jeZ obsahuje
ifadu r a jejiz cykly sekou stopni cykl (L) v konstantnim uhlu ¢,. Tedy:

Cykly, které sekou dva dané cykly (H), (K) v konstantnich thlech
@1 Pp, Sekow lLibovolny cykl svazkw jimi urdeného tuké v konstantnim
whlu @,.

Mame-li na mysli teénové vzdalenosti, lze Fici:

Cylkly, které maji od cykla (Sp), (5y) teCnové vzddlenosti konstantni
(m, n), maji konstantni tecnovou vzddlenost od kafdého cyklu linedrni
fady jimi uréené.

Plose svazku cykl. kouli se stfedem S v = patii trs cykld kolmych
ke stopni kruZnici, tedy:

Cykly, které sekou (H), (K) v konstantnich shlech @,, @y, sekou kolmo
jednu kruZnici svazkuw; jeji stfed je stfedem podobnosti cykli (Sy), (Sk)-
(Viz 3,2, poznidmka).

Ve svazku ploch H . K jsou dva kuzele a jedna dvojice rovin
(zahrnujicf rovinu nevlastni), tedy:

Cykly, které sekow cykly (H), (K) v konstantnich ihlech @, @,,
dotyjkaji se dvou cykli svazku a sekou také chorddlu v konstantnim
ahlu.
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Uvedené dva cykly jsou spoleéné Fadé stiedovych a svazku
stopnich cykli.

Jinak lze uvedené véty shrnouti takto:

Cykly, které se dotykaji dvou cykli (M), (N), jsou profaty kaZdym
cyklem svazku v konstantnim 4hlu a jsou kolmo protaty kruinici tohoto
svazku, jeZ md stied ve stfedu podobnosti danyjch cykli.

Tato kruZnice sluje potenéni ¢ili Steinerova kruznice svazku (3,2).

Stfed podobnosti cykli S, Sz o polomérech ¢, c, nesplyva
obecné se stfedem podobnosti stopnich kruZnic, jeZ maji poloméry
Ve + m2, VeZ + m?. Podminka, aby oba stfedy splynuly, jest

€ 1 Cy == ch + m?: ch + m?, neb dle (4,3)rzcosg, : ricos@, = rgy 17,
t. ). cosp; = cosg,.

Cykly protinajici cykly (H), (K) v témz uhlu ¢ sekou kolmo
potenéni (Steinerovu) kruznici svazku (H) . (K). Také obracené cykly
kolmé k této kruznici sekou cykly (H), (K) v thlech o stejném kosinu.
Piseme-li v rovnici (1)

€, = TyCOSp, C, = ryCosp, m = rysing, n = rysing,
dostaneme

H=@—a)p+ (y — b)) —22—ry + 2ryzsing = 0,

K=(x—a,)2+ (y — b2 — 22 —r% + 2ry zsinp = 0.
Pii proménném ¢ mame dva projektivni svazky cyklografickych kouli.
Vylouéenim veli¢iny sing dostavame rovnici

rg —ryK =0,
jez patii cyklografické kouli svazku H . K a ma stied
a,’g — ayrg  byrg — borm 0
rg —rg rg —rg

ve stfedu podobnosti cykla (H), (K).

Cykly, které sekou dva dané v dhlu o téms kosinu, tvofi trs. Jeho
zakladni kruZnice je potenéni krunice danych cykli.

Ted muZeme zodpovédéti otazku, co tvori cykly, jez sekou tii
dané eykly (H), (K), (L) v uhlech o témZ kosinu. Cykly, které sekou
cykly (H), (K) v Ghlu o témz kosinu, tvofj trs a jemu v prostoru patii
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cyklogr. koule M, se stiedem ve stfedu podobnosti S, obou cyklu.
Stopa jeji je potenéni kruinice p,, (obr. 33). Podobné k cyklim
(H), (L) patii cyklogr. koule M, se stifedem S§,, a potenénf kruznici p,,
jako stopou. Plochy M,,, M, sekou se v hyperbole %, jez lezi v roviné
kolmé k primétné a mé osu v primétné. Ji odpovida svazek kruZnic,
jez sekou vSechny tii cykly v dhlech s tymiZz kosiny. Hyperbolou %
jde zfejms i tieti hyperboloid M, se stfedem S, a hrdlovou kruznici p,.
Mime tedy vétu:

Obr. 33.

Potenéni kruznice i, Pisy Desy je5 pFislust po dvou dangm trem
cyklim, tvofi svazek. Cykly, které sekou dané t#i cykly v vihlech s tymiz
kosiny, tvofi svazek s nim dopliikovy (se stfedy na h,).

Mezi témito cykly jsou také soumistné cykly na kruznici, jez sede
viechny tii kolmo, a také cykly, které se viech t¥i dotykaji. Je tedy
znovu potvrzena véta, Ze tii cykld se dotykaji dva cykly, jez s ortogo-
nalnf kruznici tvoii svazek, jehoZ chorddlou je osa podobnosti danych
cyklu (3,3).
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4,6. Trs cyklografickych kouli. Budte dany tfi cyklografické koule
H, K, L o stiedech Sg, Sg, S, rovnicemi
x—a)+y—02—(z—c¢c)r—m;=0, i=1,23).
Piseme-li jejich rovnice zkricené H = 0, K = 0, L = 0, jest rovnice
jedné koule trsu
H -+ iKY uL =0,
kde 4, ;¢ nabyvaji libovolnych hodnot. Stfed této plochy jest

x_al—{—laq—i-‘ua} ,,_bii';"!)?+/'lb3 ~*9!+Zcz+luc;,
14 A4pu Y= l+A+pn 1+A+4+p

a vyplni tedy rovinu o, jejiz stopa je osou cyklického pole daného cykly
(Sy), (Sg), (8,). Stopni kruznice [H], [K], [L] dané rovnicemi

(@—alP+@y—>bP—c—m=0 (=1,273y

o =

tvori trs

[H] + AIK] + L] = 0
a jsou viechny kolmé k téze kruznici, jejiz stfed je bod stejné mocnosti
kruznie [H], [K], [L] (1,8).

Vechny plochy trsu jdow dvéma body X, Y, jez 'jsou spolené tiem
danyym plochdm.

Bod roviny o je stfedem jedné plochy trsu; opisuje-li bod pfimku
v roviné o, opisuje pfislusnd plocha svazek a jeji stopa opisuje svazek
kruznic. Bodim na stopé p° patii svazek cyklografickych kouli, jez
viechny jdou rovnoosou hyperbolou % lezici v roviné kolmé k pra-
métné n se stfedem a jednou osou v m. Piislusné véty v cyklické
projekei zni:

Jsou-li ddany cykly (H), (K), (L), pak existuji dva cykly (X), (¥),
je£ je sekou v dangch ihlech ¢,, ¢,, @y. Potom viak kaidy cykl trsu
(H . K. L) sebe cykly (X), (Y) v temZ sthlu ¢,.

Jinak také:

Jsou-li diny cykly (Sy), (Sk). (8y), existuji dva cykly (X), (Y),
jeZ maji od nmich predepsané tenové vzddlenosti. Potom véak kaZdy cykl
cyklického pole (Sy . Sk . 8,) md od obow tutéf tecnovou veddlenost.
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Body na p° jsou stfedy cyklografickych kouli, které tvori svazek
a prochédzeji hyperbolou A, jez ovsem také jde body X, Y. Kfivce A
patii svazek kruznic obsahujici kruznice [X], [Y]; stopy uvaZovanych
cyklografickych kouli se stfedy na p° tvofi svazek kruznic doplikovy
s prvym se stfednou p°. Tedy:

Cykly (X), (Y) maji stopu p° za chorddlu. _

Jako zvlastni pfipad dostaneme: Jsou-li H, K, L cyklografické
kuzele, (X), (Y) tedy cykly, které se dotykaji eykla (H), (K), (L), pak
se tyto cykly sekou na ose podobnosti cyklt (H), (K), (L).

Cvileni 4,6,1. Dany jsou cykly (A4), (B) a jimi fada cykla, jeZ sete
(4) v uhlu @ (cos, = {), (B) v hlu gy(cosp, = %). Sestrojte kruZnici kolmou
ke vBem cyklum fady a oba cykly, jez se dotykaji vSech cykla fady.

14,6,2. Reste Apollonitiv problém uZitim potenénich kruZnic. (Ndvod:
Potencni kruZnice p,,, Py, Pys tvoli svazek a hledané cykly patfi dopliikovému
svazku).

[_4,6,3. Sestrojte cykl, ktery seée cykly (A), (B), (C) ve stejném tuhlu, cykl
(D) v tihlu daném (cosp = # nebo 2).

4,6,4. Dokaite: Cykly, které sekou dva cykly (4), (B) v uhlech ¢, ¢,
pro néz plati coseg, : cosp, = konst., tvofi trs a zakladni jeho kruZnice patii
svazku (4), (B). Dle toho fe§te ulohu: Dany jsou &tyfi cykly; sestrojte cykl,
ktery je sede v uhlech, pro néz plati cosp, : cosg, : cosp; : cosp, = 2:3:4:5.

4,6,5. Dokazte: Cykly, které maji od cykla (4), (B) tetnové vzdalenosti
a, b s podminkou a? — b? == k2, vytvoii cyklické pole. Osa jeho je chordala kruZ-
nice [B] a kruznice equitangencidlni s [4] ve vzdélenosti k.

4,6,6. Isogonalni kongruence je déna &tyimi cykly. Sestrojte zakladni
kruZnici. t. j. kruZnici, jeZ vSechny CtyFi sefe ve stejnych tihlech. (Prostorové
a planimetrické reSeni!)

4,6,7. Jaké je geom. misto bodu dotyku dvou kruZnie, které se dotykaji
navzajem a dotykaji se soufasn& kruZnic [4], [B]. (Ndavod: Orientujte dané
kruznice a uvaZujte i dotyk nevlastni).

63



V. CYKLICKE ZOBRAZENI BODOVYCH
TRANSFORMACI

N

Kazdé prostorové transformaci, kde bodu odpovida bod, piislusi
v pramétné m transformace, pii které cyklu odpovida cykl. Je-li
prostorova transformace kolineace, pak primce odpovidid pFimka,
roviné rovina, coz se v n jevi tak, Ze linearni fadé cykld odpovidd
linedrni fada a cyklickému poli opét cyklické pole. Nas zajimaji
transformace, které vedou k novym vztahtim v geometrii cykla a to
jsou zfejmé ty, které nechdvaji nezménénu zakladni kuzelosecku C
v roviné nevlastni. Grupa téchto automorfnick kolineaci kftwky C tvori
obdobu tak zvané hlavni grupy euklidovské geometrie.

Hlavni grupa euklidovské geometrie v prostoru obsahuje oo?
afinnich transformac{ (t.j. transformace zavisi na sedmi parametrech),
jez nechavaji v klidu absolutni kuZelosetku J danou v pravouhlé
soustavé rovnicemi

22+ yt4-22=0, t=0.

Utvar geometricky je obecnou transformaci této grupy preveden
v podobny. Tato hlavni grupa obsahuje jako podgrupu grupu pohybovou,
jez obsahuje oo® transformaci, které nechavaji nezménéné (invariantni)
i délky, prevadsji tedy atvar v utvar shodny. Hlavni grupu lze sloziti
z pohybt a podobnosti centralnich. Zajimavou dlohu v prostoru hraje
pravouhld symetrie dle roviny. Pohyb (pfemisténi Gtvaru v prostoru)
Ize vytvoriti sudym poétem symetrii po sobé jdouecich. Lichy pocet
symetrii davd preklopeni (shodnost se zménou smyslu). Pohyby
a preklopent tvori smiSenou grupu. Nejjednodussi pohyby jsou: Translace
¢ili posouvdni, pii kterém celd nevlastni rovina zistava v klidu, rotace
kolem piimky a pohyb Sroubovy.*)

Nahradme nyn{ absolutni kuZelosetku realnou kuzeloseckou C
v roviné nevlastnf w. Misto euklidovské geometrie dostavame pseudo-
geometris a jeji hlavni grupa L, sestivd ze viech redlnych afinnich

*) KADERAVEK -KLIMA-KOUNOVSKY: Deskriptivni geometrie, LI, str. 912.
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transformaci, pro které kfivka C je invariantni. Kazda takova trans-
formace indukuje na C projektivnost. Omezime se jen na dvé nej-
jednodussi transformace a to ty, jez odpovidaji posouvani a symetrii
dle roviny v euklidovském prostoru.

5.1. Dilatace. Posinuti ¢ili translace je pohyb, p#i kterém soudasné
viechny body opisuji drahy rovnobéiné a stejné dlouhé. Posinuti
je dano vektorem, jehoz pocateéni bod je plivodni poloha jednoho
bodu, koncovy bod jeho poloha vysledni. Posinuti lze vidy rozloZiti
v poSinuti rovnobéiné s primétnou zz a posinuti kolmé ku n. Prvému
odpovida posinuti cykld v primétné a nema zajimavosti. PoSinuti
ve sméru kolmém k primétné vede k transformaci cykld, jiZz zoveme
dilataci. Je-li vektor (usetka dand délkou i znaménkem) uddvajici
posinuti ve sméru osy OZ d, pak bod A(x, y, z) prejde v A'(x, y, z + d)
a piislusny cykl (4) o poloméru z prejde v cykl o poloméru z + d.
Bod v pramétné prejde v cykl o poloméru d. Jsou-li 4, B body na
,,isotropické pfimce, maji cykly (4), (B) vlastni dotyk a piejdou
dilataci v cykly (A4'), (B'), které se opét dotykaji. Dilatace je dotykovd
transformace. Teénova vzdalenost cykli (4), (B), kterym v prostoru
patii body A(x;, ¥y, 2,), B(@s, ¥s, 2,), jest dana vyrazem (1,6)

B= (2 — %) 4 (4 — ¥ — (21 — 2),
ktery transformaci 2’ = z + d se neméni. Teénovd vzddlenost dvou cykla
je tedy pfi dilatact invariantem.

5,2. Laguerrova inverse. UvaZujeme o transformaci, jez v nasi
pseudogeometrii tvofi obdobu euklidovské symetrie dle roviny g.

V euklidovské symetrii je bodu P ptfifadén bod P’, takie PP’
je kolmé k roviné p ¢ili nevlastni bod P, piimky PP’ a nevlastni
piimka r_ roviny p jsou polirné sdruZeny k absolutni kuZelosedce
J v roviné nevlastni. Dale jest FE, = r,P’, kde P, je prusecik piimky
PP’ s rovinou p.

Bud nyni diana v nasf pseudogeometrii opét rovina g s nevlastni
pFimkou r a bud R_ pdl piimky r_ k zakladni kuZeloseéce C. Bodu P
ptitadme P’, takze PP’ jde bodem R_ a PP, = P,P’, kde P, je opét
prusetik PP’ s o. Mame tedy perspektivni afinitu se samodruznou ro-
vinou g a smérem R_ neboli §ikmou symetrii, jez v nadi pseudogeometrii
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hraje tutéz ulohu jako kolmé symetrie v geometrii euklidovské. Jak
se jevi tato ,symetrie“ v cyklickém zobrazeni? Volme promitaci
rovinu pfimky PP’ za druhou primétnu (obr. 34). PP’ je polarni
piimka kuzZelu P(P) k roviné o' || p. Z obrazku je ihned patrno, Ze
kuZele P(P) a P'(P’) sekou g v téZe kuZeloseéce. Pridruiené cykly

/sz
/
#)

P

Obr. 34.

(P), (P’) maji stopu p° za chordalu. V uvaZzované afinité odpovida
piimce bodem P pfimka bodem P’, ktera se s ni sece na p, specidlné
ptimce na kuzeli P(P) pfimka kuzelu P'(P’). Komplex pFimek sekoucich
zdkladni kuZeloseCku C jest pfi této transformaci invariantnit, jinak feéeno
,»180tropickd* pFimka prechdzi opét v pFimku ,isotropickou*:.
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Spoleéné teéné paprsky cykliv (P), (P’) jako stopy rovin s odchylkou
45° jdoucich piimkou PP’ maji stdly smér, ponévadZ paprsky afinity
PP’, Q@' atd. jsou spolu rovnobézné. Je-li ¢ bod roviny g, splyva s @',
tedy cykly cyklického pole (o) odpovidaji samy sobé; paprsek afinity
bodem ¢ ma za stopnik pdl piimky p° ku (@), teény r, s v prisedicich
p® s (@) udavaji smér spoleénych teénych paprska pfidruzenych cykli.

Jsou-li body 4, B na pfimce ,,isotropické*, t. j. sekoueci C, ptfejdou
afinitou v body A’, B’, které jsou opét na jiné piimce sekouci C.
Cykly (4), (B) se dotykaly, také se dotykaji cykly (4’), (B’). Nase
transformace zachovava dotyk, je to dotykovd transformace.

Cykl (P) muze prejiti v bod, padne-li P’ do #. Misto bodu P,
kterym odpovidaji body P’ v = je rovina «x, jeZ v uvazované afinité

odpovida roviné = (v obraze S_P0 = P,S’).

Chceme-li uvazovanou afinitu vyjadfiti analyticky, volme osy
pravouhlé soustavy jak ukazuje obr. 34. Pak rovina ¢ ma rovnici
=2 a smér paprski afinity je z = Az.*) Jsou-li dva prifazené

2
body P(x, y, z), P'(z’, y’, 2’) jest dle toho
2 4+2z 1 2 —z _

Y=Y yxa T v et
Z téchto rovnic snadno vypoéteme
L 14 21 , , 21 1+ 22
R ey i py L S gy R g

nebo, piSeme-li A = cotgx,

’

" cos2a

—2tg2x, y' =y, 2’ = xtg20 —

cos2o’
Budte A(xy, y1,21), B(xy, ye 22) dva body a A'(x/, . z'),
B'(zy, ¥), z,") body jim odpovidajici; pak ukazuje snadny vypocet, Ze
@ =P+ —)P— e —2)r=

=@ — %P + (4 — %) — (2 — 2),
tedy vyraz

@ = (= L+ (h — %) — (2 — 2)
je absolutni invariant. Nazyvejme d cyklografickou vzdalenosti bodu

M Jeli 2 = tg(jn — «), jest 1 : 4 = tg(in + x).



A, B. V pramétné = ji odpovida teénova vzdalenost cykla (A4), (B).
V Laguerrové inversi je teCnovd vzddlenost invariantni.

UvaZovanou transformaci v primétné z lze také povaZovati
za transformaci, jez pfevadi paprsek v jiny paprsek. Bud « rovina
v prostoru, «’ rovina pfifadéna v kosoihlé symetrii. Obé se sekou
v piimce a na samodruzné roviné g. Dotyka-li se rovina « kiivky C,
dotykd se i rovina &’ kfivky C a prise¢nici @ odpovida fada cyklu
o spoleénych teénych paprscich a’, a”. Timto zpisobem je paprsku a’
pfifadén paprsek a”, nebot a’ je stopa jediné ,isotropické* roviny «
(1,2), ktera seée rovinu p v piimce a a touto prochazi jesté druhi
,;isotropickd‘*‘ rovina «” se stopou a”. Mame tedy v primétné = in-
voluéni paprskovou transformaci. Pfifadéné paprsky se sekou na stopé
p°, rovnobéznym paprskim odpovidaji opét paprsky rovnobézné.

Je-li odchylka roviny p vétsi nez 45°, pak jsou v g dvé osnovy
paprskt a s odchylkou 45°. Pro takovy paprsek splyvaji stopy ,,iso-
tropickych‘ rovin, a’ = a” | a,, a mame tedy v = dvé osnovy paprski
samodruznych. Je-li @ bod v g, se¢e cykl (@) stopu o = p° ve dvou
realnych bodech R, S a jejich teéné paprsky 7, s jsou samodruiné
(obr. 34). Libovolnému jinému tecnému paprsku ¢ cyklu (Q) patii
teény paprsek ¢’ téhoz cyklu a sece se s nim na stopé p®. Te¢né paprsky
cyklu (Q) si tedy navzajem odpovidaji a tvofi involuei s osou o.

Jedté jednu vlastnost nasi transformace nutno uvésti. Bud (Q)
samodruzny cykl ¢, ¢ par korespondujicich paprska. Dle (1,4) jest

N\ N 8 N\

tgioq . tglog’ = tg2lor = tg*los
a tento staly souéin sluje mocnost paprsku o k cyklim kongruence (g).
Ted vidime, Ze uvaZovani transformace tvori dualni obdobu
ke kruhové inversi. Je-li totiz bod O stfed zdkladni kruZnice inverse,
r jeji polomér, pak spojnice inversnich bodi 4, 4’ jde stfedem O

8 jest O4.0A" = 2. Dudlné v na8i transformaci paprsky pfifazené

N\ e
g, q' sekou se na ose o = p°® a soudin tg}oq . tglog’ je konstantni.
Tuto transformaci poprvé uvadi Lacurrre*) nezavisle na cy-
klografii; nazev Laguerrova inverse zavedl W. BLascHKE**),
*) Oeuvres de Laguerre, sv. 2, str. 604—670.

**) Untersuchungen iiber die Geometrie der Speere in der euklidischen Ebene,
Monatsh. Math. Phys. 21 (1910).
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V&imnéme si jesté jednou teénové vzdilenosti, jejiz absolutnf
délka je oviem invariant Laguerrovy inverse. Ona sama v3ak méni
smysl. Na pf. v obr. 34 jest T'Y tecnova vzdalenost cyklu (@) a cyklu
(Y) s nulovym polomérem. Jeji smysl se shoduje se smyslem paprsku q.
Odpovidajici teénova vzdilenost 7Y m4 vSak smysl protivny smyslu
pridruzeného paprsku ¢’. Tato pozndmka je pro nasledujici konstrukei
dulezita.

Obr. 35.

Uloha. Jest dina Laguerrova inverse osou o a samodruinym cyklem
(P). K cyklu (A) sestrojte pridruZeny cykl (A’) (obr. 35).

Osa o je stopou roviny g, ktera jde bodem P. ¢ je zakladni rovina
prostorové afinity a jeji smér jest dan pfimkou PR, kde R je pdl
piimky o k cyklu (P). V obraze je volena rovina promitaci odchylkové
piimky PS za druhou pramétnu a sestrojeno p,. Cyklu (4) pat¥i
v prostoru bod 4, jim veden paprsek afinity rovnobéiny s PR a se-
strojen bod 8ikmo symetricky A4’, jemuz odpovida hledany cykl (4').

Konstrukci 1ze v8ak rychle provésti i bez uzZiti prostoru, uzijeme-li
vlastnost{ L. inverse. Body A4,, 4, jsou na normale k ose o, jez je
chordalou cykla (A4), (4'). Sestrojme k cyklu (P) dva paprsky pfidru-
zené a, a’, jez se sekou v X na ose o. Bud b paprsek rovnobéiny s a,
ktery se dotyka cyklu (4); pfidruzeny b’ sede se s nim na o v ¥ a do-
tykd se cyklu (A4’). Délky teden z Y jsou stejné, tedy TY = YT"
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(tyto délky jsou také teénové vzdalenosti cyklu (4) a nulového
cyklu (Y) a cyklu (4') a (Y), pfi ¢emZ T'Y souhlasi se smyslem paprsku
b, T'Y je protivného smyslu s b’.) Tim je (A’) urdeno. Sece-li (P)osuo
v realnych bodech, jsou paprsky teéné v nich r, s samodruZné a rovno-
bézné se spoleénymi teénymi paprsky cykla (4), (4°).

Cuviéent 5,2,1. Déna je Laguerrova inverse osou o a samodruZnym cyklem
(P), ktery a) sete osu o v redlnych bodech, b) nesefe osu o v realnych bodech.
Sestrojte: a) k danému cyklu v riznych polohéach cykl pfidruZeny, b) k danému
bodu cykl ptridruZeny, c¢) k danému paprsku pfidruZeny paprsek.

5,2,2. DokaZte: Dvé& rovinnd pole a, f§, jeZ soutasns sekou C ve dvou real-
nych riznych bodech nebo ve dvou bodech imaginérnich, lze prevésti v sebe
dvoji ,,symetrii“ (pozorujte projektivnost na C). Dotykaji-li se obd roviny
kfivky C, lze to provésti nekoneénd mnoha zptsoby. Jaké véty z toho plynou
pro cyklicka pole?

5,2,3. DokaZte: Hyperbolické cyklické pole lze vidy L. inversi prevésti
v eyklické pole se stfedy na pfimce.

5,2,4. Sledujte L. inversi, je-li rovina g identickd s primétnou z (zména
orientace), je-li rovnobéina s 7, neb kolma ku =.

5,2,5. Jsou dany cykly (4), (B), (C). Sestrojte L. inversi, jeZ je prevadi
a) v cykly o témZ poloméru, b) v cykly, které jdou danym bodem (kdy mé iiloha
redlns feSeni?). -

5,2,6. Ddny jsou cykly (4), (B), (C) a necht osa podobnosti je nesete v real-
nych bodech. Sestrojte cykly, které se vSech tfi dotknou. (Ndvod: Sestrojte
psymetrii¢, pti které rovina (4 BC) pfejde v z, dané cykly tedy v body. Konstrukei
lze provésti snadno i bez pouZiti prostoru, uvéZime-li na pi., Ze je-li X stied
,sodobnosti cykla (4), (B), kruZnice kterd ma stfed X a sele cykl (4) kolmo,
jde i bodem A’, nebot délka teény cyklu (X), (4) se nemé&ni).

5,2,7. Dany jsou t¥i cykly jako v piredeslé tloze. Sestrojte cykl, ktery
od t&chto t¥i danych cyklti mé pfedepsané tetnové vzdélenosti t, t,, ¢, (redlné
nebo imag.). (Ndvod: Prevedte cykly v body a pak jest sestrojiti kruZnici
kolmou ke kruZnicim o polomérech ¢,, ¢,, ¢,).

5,2,8. Sestrojte L. inversi, kterd pfevadi dva rizné cykly (4), (B) ve dva
cykly na téZe kruZnici (jen znaménkem rtizné). Kdy je tloha feSitelna ?

5,3. Kruhovi inverse. V geometrii kruZnice (neorientované) ¢ili t. zv.
Mébiusové geometrii hraje dilezitou dlohu kruhova inverse. Zod-
povézme otdzku, co odpovida této transformaci v prostoru, pfifadime-li
kruZnicim ¢ili soumistnym cyklim pfislugné body v prostoru.
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Kruhovi inverse v roviné je dana rovnicemi

_n_x o __ ¥
_kz2+y2’y g
a je to transformace involutorni: Pat#i-li bodu P(x, y) bod P'(z’,y’),

patfi obracené bodu P’ opét bod P. Ponévadz % = %, lezi ptidruzené

’

’

body na paprscich svazku 0(0, 0). Oznac¢ime-li
_ -
o=Vt o =la*+y
ukazuji hoiejsi formule, Ze
e.0 =k,
soudin vzdalenosti pfidruzenych bodi od stfedu inverse O jest kon-
stantni. k sluje mocnost inverse. Body samodruzné vypliuji redlnou
neb imaginarni kruZnici
2+ yr=rk
Singularni body této transformace, t. j. body, kterym neodpovidi
jeden, ale nekone¢né mnoho (oo!) bodi, jsou zfejmé stied O a oba
kruhové body v nekoneénu.

Ptimce odpovidd kruZnice jdouci stiedem inverse O, kfivce
stupné n odpovidd obecné kfivka stupné 2n. Tento stupeil se oviem
snizi, prochédzf-li prva kiivka singuldrnimi body. Tak kruznici odpovida
opét kruznice. Bud dand kruZnice

(@ — P+ (¢ — fE— 12 =0.
Dosadime-li za ', ¥’ a vypustime faktor 2® + y2, dostaneme
(@ + )t + B — 1) — 2k(oz + fy) + k2 = 0.

Oznadime-li soufadnice stfedu a polomér nové kruznice «’, §’, ',
pak jsou tyto elementy s piivodnimi vizany vztahy

PO S ' SR
—o‘2+ﬂ2—7‘2’ _0‘2_*_52_,.2’7‘_0‘2_*_[32_7.2'
Piifadime-li prvé kruznici bod (x = o, y = 8, z = r), druhé bod
(" =a',y" = f',2 = r’) zpisobem obvyklym, pak odpovidd kruhové
inversi v roviné nasledujici transformace prostorova



o — kx o ky . kz
_x2+y2_z2’ y _xz_*_yz_zz’ 2 _x2_+_y2___rz'
To neni ovSem kolineace, ale kvadraticka transformace, jez mé opét
jednoduchy geometricky vyznam. Budte P, P’ dva piifadéné body.
Pak spojnice PP’ jde bodem O. Jsou-li dale

Q=V3_32+y2—22, 9’:]/1:’_24—‘1/’2—2’2
cyklografické vzdalenosti bodt P, P’ od sttedu O, jest

0.0 =k
Body samodruiné (¢’ =ux,y = y,2’ =2) vyplni zakladni cyklo-
grafickou kouli
xz_i_yz_zz:k'

Pridruzené body P, P’ jsou k této ploSe polarné sdruzené, nebot
jest
k(x? + y* — 2)

Uvedena prostorova transformace tvoii obdobu kulové inverse
euklidovské geometrie. Nebudeme se ji dale zabyvati, ani ptipadem
obecnéjsim, kde stfed cyklografické koule je mimo pramétnu, nebot
methoda Fiedlerovy cyklografie neni vhodna pro ulohy spadajici svou
povahou do geometrie Mobiusovy, ve které se jednd o vlastnosti
invariantnf pfi kruhovych inversich. '

xx' +yy — 22’ = = k.

5,4. Pseudogeometrie (C-geometrie) a jeji vztah k cyklografii. Dle t. zv.
stanoviska Kleinova je euklidovskd geometrie v prostoru studium
tnvariant®s vzhledem k transformacim hlavni grupy. Takova vlastnost
je na pf. pomér hrany a poloméru koule opsané pravidelnému télesu;
neméni se pii pohybech a podobnostnich transformacich, je tedy
invariantem. Studium takovych vlastnost{ je tkolem euklidovské
geometrie.

Tento ukol lze zobecniti. Ddna jest grupa prostorovych trans-
formaci. Studujme vlastnosti a vztahy geometrickych utvart, které
se neméni transformacemi této grupy. Vezméme grupu prostorovych
transformaci, jez nechdvaji nezménénu kuzelosecku C

ety —22=0, t=0,
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&ili grupu automorfrich transformact této kuzelosecky. Omezme se jen
na transformace, pro které je invariantni vyraz

&= (2, — 1)+ (Y — %) — (21 — 2,)°

a jez tvoii tedy obdobu pohybové a smiSené grupy geometrie eukli-
dovské. Nazyvejme tuto pseudogeometrii C-geometrii. Vyraz d?
nazyvejme cyklografickd vaddlenost bodu A(xy, y,, z;), B(%s, ¥, 22).

V pfedeslém odstavcei byla probrana afinnf transformace, jez jest
obdobou kolmé symetrie dle roviny a mé za obraz Laguerrovu inversi.
Dvé euklidovské symetrie po sobé jdouci dle rovin g, ¢ davaji rotaci
kolem priseénice o o thel rovny dvojndsobné odchylce obou rovin.
Tii po sobé jdouci symetrie dle rovin g, ¢, T didvaji otoéeni kolem
jejich pruseéiku. V C-geometrii hraje ulohu symetrie uvedend afinni
transformace. Dvé ,symetrier po sobé provedené davaji ,rotaci‘.
Jsou-li roviny g, o k sobé , kolmé*, t. j. sdruZené dle C, pak mame
,,Symetrii‘“ dle osy o = (p, ¢). Bodu P patii P’, pfi ¢emz PP’ sede osu o
a soutasné poldru o’ jejiho nevlastniho bodu O™ vzhledem ku C a PM=
= MP’, kde M je prisetik s o.

,»Symetrie* dle roviny, dle osy nebo stfedu jsou involuéni trans-
formace. ,,Symetrii¢ dle roviny odpovida v = Laguerrova inverse.
»Symetrii osové“ odpovidd v = transformace, kterou lze také snadno
sledovati. Paprsky ,,kolmé“ k ose o odpovidaji samy sobé a tvoii
linedrni kongruenci; vSechny sekou o a poliru o, bodu O® ku C.
Obrazem této kongruence je paprskovi transformace v pramétné .
Bud a’ paprsek v =z, jim jde jedna ,,isotropickd‘‘ rovina, jez obsahuje
jeden paprsek kongruence a, ktery seée o a o., tim jde jest& jedna
,»isotropicka‘ rovina, jez ma stopu a”.

Bud déna osa o primétem o, (obr. 36), stopou S a obdma paprsky
o’,0". Bud P bod na o, (P) jeho cyklograficky primét. Bodem P jde
cely svazek paprski kongruence v roviné o ,,kolmé‘ ku o; jeji stopa p°
je polara bodu 8 ku (P). Pfimce p = PF svazku s vrcholem P v roviné
o je pfifadén par paprskia p’, p” teénych ku (P), svazku patii tedy
paprskova involuce. V uvaZované kongruenci jsou dvé osnovy ,,iso-
tropickych*‘ paprski obsaZené v roviniach (o0o’), (00”). Vreholy jsou
prusediky p¥imky o, s C, tedy nevlastni body piimek PU, PV. Jak
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se k danému cyklu neb danému paprsku sestroji pfidruZeny, pre-
nechavame ¢tenafi.

Pfi transformacich hlavni neb smiSené grupy euklidovské geo-
metrie jsou dva zakladni invarianty: délka a (hel. Obdobné invarianty
v (-geometrii jsou ,,délka‘ definovana vyrazem d? diive uvedenym
a ,uihel“. V euklidovské geometrii méjme pfimky p, ¢ s prise¢ikem

s
I

;
\\2

S a v roviné jimi uréené at jdou bodem 8§ isotropické pfimky i, i,.

Obr. 36.

S
Pak thel w = pg souvisi s dvojpomérem onéch &tyt pfimek formulkou
Laguerrovou
w = %l log(p7 q) 1:1) i2)

Tato formulka béfe se za definici thlu v umélych geometriich.
Jdsou-li P, @, nevlastni body pfimek p, ¢, U,,, U, priseéiky roviny
(pq) s C, pak ,,ithel* jest dan vzorcem

W = %l lOg(Pm, ro! Ulcni U2ao)'

Zde ovsem nutno rozeznavati piipady, kdy pruseéiky U,,, U,, jsou
realné a kdy imagindrné.
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Jak se jevi tyto invarianty v cyklografickém pramétu? ,,Vzdale-
nost*“ bodid v prostoru jevi se jako teénova vzdalenost piislusnych
cykli. PFipomenouti jesté dluino, Ze pomér dvou ,,vzdalenosti*
na téze piimce nebo na piimkach rovnobéinych rovni se poméru
prisludnych vzdélenosti euklidovskych. ,,Uhel** nemsd v obraze tak
jednoduchy vyznam. Uvedme jen
nasledujici  jednoduchy  pFipad.
Necht ptimka ¢ ,,se otadi* kolem
pfimky p, kterou protina v bodé S
a vytvofuje tedy ,,rotaéni kuzel*.
V obraze 37 jest cykl (S) obrazem
bodu 8, P, @ budte stopniky pfi-
mek p, q. Dvojpomér (PQUV) bud
konstantni a P pevné. @ opiSe
kuZelose¢ku, ktera se kruznice [S]
dotyka ve dvou bodech na polife
bodu P.*) Geom. misto pfimky g,
,rotaéni kuZel“, dotyka se tedy Obr. 37.
kuzele S(S) podél dvou piimek,
jinak fedeno dotyka se kiivky C dvakrat, podobné jako v euklidovské
geometrii se rotaéni kuzel a soustfedny isotropicky kuZel dotykaji
podél dvou povrchovych piimek v roving kolmé k ose kuZele.

*) DokéZeme snadno takto: Bud
al + yz = 72

rovnice kruZnice a P(x,, y,) bod pevny, @(&, n) bod pohyblivy. Bod na spojnici
P@ mé soutadnice

ry— AS Yo — A
=i Y=
pri éemiZ A je délici pom¥r bodu (z, ¥) k bodam P, Q. Dosazenim do rovnic
kruZnice dostaneme pro délici pomér bodt U, V rovnici
B(E 4t — 1) — 2A(zeE + Yoy —72) + 2t + Yot — 7 == 0.
Jsou-li 4, 4, kofeny této rovnice, jest X
(PQUV) = 21 —
As
_ Zof + Yo — 7+ [ @l + ot — 1 — (& + 1) (& + Y — 1)
Tk + Yo — 12 — V(@ef + you — 1P — (I + 1 — 1) (22 + Yot — 1)
Polo¥me tento vyraz rovny & a dostaneme po snadné upravs rovnici
(1 + B + g — (& + ot — %) — 4k(zeé + yoy — ) = 0
bod Q(&, ) vypliuje tedy kuZelosetku, je? s danou kruZnici mé dotyk dvoj-
nésobny v bodech na polafe bodu P.
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Cuvitent 5,4,1. Jak se jevi ,,otdceni* kolem osy o kolmé ku n? Jak kolem osy
leZiei v #? Jaké jsou drahy jednotlivych boda v kaZdém piipadé a jaké v p¥ipads
obecném ?

5,4,2. Dano je cyklické pole osou p¢ a cyklem (). Mimo to cykl (M).
Jak se jevi v n ,,vzdalenost bodu M od p? (,,Kolmice‘ spojuje M s pélem roviny
g ku C.)

5,4,3. Dany jsou linearni fady cyklua (p), (). Sestrojte ,,nejkratsf vzdalenost<
(,,0s8u*) mimobé&Zek p, q. Jak se jevi v cykl. projekei?

5,4,4. Provedte pfedeslou ilohu, jsou-li p, g ,,isotropické* piimky.

5,4,5. Dany jsou cykly (A), (B) a jejich teénova vzdélenost bud 2. V linearni
fad® jimi urdené méj cykl (C) stted C, ve stfedu uselky A4,B, (stfedni cykl).
UkaiZte, Ze tento ma od vSech cyklu, které s (4), (B) maji vlastni dotyk, tutéz
teénovou vzdélenost s, kde s2 = — }#2. (Ndvod: Najdéte rovnici cykl. koule
svazku uréeného kuZel. plochami s vrcholy A4, B, jeZ mé stied C, a jeji cykl.
polomér!)
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VI. CYKLICKY OBRAZ KRIVKY

6,I. Obecné Gvahy. Bud K kfivka v prostoru. Jejimu bodu P
je v primétné pfitadén cykl (P), cyklicky obraz kiivky K je tedy fada
cykla. Geometrické misto jejich stfedd je pravothly primét K,
kiivky K. Spojita Fada cykli méa obalku. Necht P, @ jsou dva blizké
body kiivky K, (P), (@) piislusné cykly, T stopa seény PQ,t,t"
spoledné teéné paprsky obou cyklua. BliZi-li se @ bodu P, piejde setna
PQ v tednu kiivky K, T je jeji
stopnik, t', t” teéné paprsky cyklu (P)
z bodu T (obr. 38). Jejich dotyéné
body 7', T" jsou limitni polohy
prusedika obou cyklu ¢ili charakter:-
stické body cyklu (P), ve kterych
se dotyka obilky. Obalka se pra-
videlng sklidi ze dvou vétvi k', k”
(orientovanych), jez opisuji body
T,7T"; t',t" jsou teény v téchto
bodech.

Jen bodim, kde sklon teény je
mensf nez 45°, piislusi realné body
obalky, bodu, kde « = 45°, ptislusi vrchol (pfidruzeny cykl ma s obal-
kou dotyk étyfbodovy). Bodu P, kde teéna je kolma k primétné a P,
tedy bod vratu kiivky K, piisluii cykl (P), pfi éemZ t', t” jsou imagi-
narni teény jdouci jeho stfedem P, a dotykové body jsou tedy imagindrni
kruhové body v nekoneénu. P, je singuldrni ohnisko obalky. Je-li ¢
teéna obratu, jsouit’, t” teény obratu.

Je-li P dvojny bod na K, ptislu$i mu jeden cykl (P), ale dvé rizné
seény dotyku, je-li P bod vratu, jsou i 7,7 body vratu. Prisediku K
s n pifslusi dvojny bod a maé-li teéna odchylku mensi nez 45°, jsou jeho
teény realné. Bodu P odpovidaji nevlastni body 7', T, asymptoté p
tedy asymptoty ¢’, t” obou vétvi.
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Piimky t',¢” jsou stopy rovin, jez jdou tecnou ¢ a dotykaji se
krivky C. Roviny, které se dotknou kfivek K a C tvoff rozvinutelnou
plochu. Charakteristiky (priseénice dvou sousednich rovin) jsou P7T”,
PT". Plochu lze také povaiovati za obdlku cyklografickych kuZelt
P(P). Cyklicky obraz kiivky K jest tedy stopa rozvinutelné plochy (K, C).
K jest dvojnd kiivka plochy, vedle toho mizZe byti je$té jing kiivka
dvojna. K rozvinutelné plose (K, C) patii hrana vratu o, charakte-
ristiky jsou tedny této hrany. Bodim na charakteristikich P7T" 6 PT"
patii cykly, jez se obalky dotykaji v bodech 7", T”; bodu na hrang
vratu patii cykl oskulaéni. ¢, se jevi jako misto stiedi oskulaénich
kruznic, je to evoluta obalky.

Teéné roviny plochy (K, C) maji pudorysnou odchylku 45°,
obaluji tedy plochu stejné odchylky ¢&ili plochu stejného spddu. Charak-
teristiky jsou ,,isotropické’ paprsky.

Hrana vratu o je tedy ktivka, jejiz teény maji od n stejnou
odchylku (45°) ¢i stejny sklon nebo spad. Takové kfivky sluji obecné
Sroubovice. Bud P bod na kfivee o, T stopnik pfisluiné teény. Cykl (P)
je oskulaéni cykl obalky (7") v bodé 7. (T”) je evolventa kfivky oy,
t. j. ortogonalni trajektorie teden této kfivky. Obracené kfivce (T')
v prumétné pati{ evoluta o, (obalka normal) a na vélei kolmém k pri-
métné se zakladnou o, 1ze sestrojiti kfivku o s konstantnim sklonem
45°. Stopa jeji plochy tecen jest (T') a cyklograficky obraz kfivky o
jest fada oskulaénich cykla krivky (7').

6,2. Cyklicky obraz kuZeloseCky. Necht stfedova kuZelosedka k
ma obecnou polohu v prostoru. Kf¥ivky % a C uréuji rozvinutelnou
plochu, na niz k a C jsou dvojné a jejiz stopa na = jest obalka cykla
pfifadénych bodim kiivky & (%, je g. misto jejich stiedit). Dudlni atvar
k tomuto dtvaru jest priiseénd kiivka dvou kuzeld s pfislusnou plo-
chou tefen.*) Dva kuZele druhého stupné uréuji viak cely svazek
ploch druhého stupné; mezi nimi jsou obecné étyfi kuZele a vrcholy
jejich tvoli spoleény polarni étyfstén vsech ploch svazku. Duilné
tedy v uvaZovaném piipadé m4a plocha rozvinutelna (k, C) jesté dveé
dvojné kuzelosetky I, m a roviny »x, 4, 1 kuZelosecek k, I, m s rovinou
nevlastni tvoff spoleény polarni &étyfstén viech ploch vepsanych

*) KADERAVEK-KLIMA-KOUNOVSKY: Deskriptivni geometrie II., 478.
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do (k, C), jei tvori fadu. Kazda z uvedenych ¢étyf rovin je ostatnimi
tfemi protata v trojuhelniku polarnim prislusné dvojné kuzelosecky.

Stupeni plochy (k, C) se uréi korespondenénim principem nebo také
jde z toho, Ze na pi. prisek s rovinou kuZelosecky k sestavd z této
dvakrat poditané a Sty povrsek, totiz teéen vedenych ku k z bodi,
v nichz C sece rovinu kfivky k. Stupeni je tedy 8, tiida 4. Prisek
plochy (k, C) s = je tedy kfivka (T') stupné 8, tfidy 4 s osmi dvojnymi
body v priuseéicich s C, k, I, m. (T) jevi se jako spoleénd obdlka tfi fad
cykliv se stfedy na kuZeloseckdch ky, 1, m,. Te¢nou kterékoli z krivek
k, 1, m, C jdou dvé te¢né roviny plochy, jez se tedy dotykaji ostatnich
tti kuZeloseéek. Bud S, bod v nekoneénu ve sméru kolmém k 7.
Z ného jdou ku C dvé tedny, které jdou i body kruhovymi J,, J,
v roviné xn. Pfimkami §_J,, SJ, jde tedy po dvou rovinach, které
se dotykaji kiivek k,I, m. V pramétu pravouhlém do » maji tedy
ky, I, m, Ctyfi spoleéné teény, jez jdou kruhovymi body J,, J,, ¢ili
ky, 1y, my jsou konfokdlni.

Pély roviny k fadé ploch vepsanych do (£, C) vypliuji piimku.
Roviny n dotyka se jedna plocha Fady, sete tedy z ve dvou primkach
P, ¢ a to jsou dvojné tecny kiivky (T'), nebot rovina na pi. primkou p,
jez se dotyka i C, jakoZto teéna rovina dvou ploch fady, je teénou
rovinou plochy (k, C) podél jisté pfimky. Pfimkou p jdou dvé tecné
roviny k C, tedy p se dotkne (T') ve dvou riznych bodech.

Cyklické pole lze dvojim zpusobem pievésti v jiné Laguerrovou
inversi (5,2, cvié. 5,2,2 a 5,2,3). V prostoru tomu odpovidaji
.»Symetrie“, jez pfevadéji na pf. rovinu # do 4. Dle toho jsou tfi pary
Laguerrovych inversf, jez prevadéji uvazovanou obélku cykla v kuzelo-
secku. Jen jeden pér je redlny.

6,3. KruZnice dotykajici se dvakrat dané kuZeloseky (bitangenciilni).
Bud k stfedova kuzelosetka v 7. Rozvinutelnd plocha (k, C) ma roviny
A, u, jez jdou osami kuZelosetky k kolmo ku =z, za roviny symetrie
a v nich lezi dvojné kuZelose¢ky I, m. Spole¢ny polarni étyfstén vsech
ploch vepsanych je tvofen rovinami z, 4, £ a rovinou nevlastni, majf
tedy viechny plochy spoleény stted O (ve stiedu kuzelosecky k) a tytéz
roviny symetrie.*) Cyklické obrazy krwek 1, m jsou fady kruénic, jeZ
maji stfedy na jedné neb druhé ose a dvakrdt se dotknou kfivky k.

*) KADERAVEK-KLiMA-KOUNOVSKY: Deskriptivni geometrie II., str. 545.
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Je-li k parabola, pak plocha (k, C) ma mimo x jen jednu rovinu
symetrie, kterd osou paraboly jde kolmo ku z. Ostatni dvé stény
spoletného polarniho étyfsténu splyvaji s rovinou nevlastni.

V obr. 39 bud £ elipsa s osami z, y. KuZelosecka ! v roviné 4 jdouci
osou x zobrazena je ve sklopeni do x kol osy x . I, md vrcholy jedné osy
v ohniskach kiivky k (bitangencialni kruznice s polomérem nulovym).

Bodu P na [ pFislusi kruznice, jez se k dotkne ve dvou bodech realnych
neb imaginarnich, extrémni pfipad odpovida bodu S, kde S, je stfed
kiivosti ve vrcholu 4. S, je tedy bod na [,, kde tedna ma sklon 45°.

Podobné jest druhda dvojnd kuZelosetka otodena kolem y do m,.
Jedna osa splyva s AB, druhd je imaginarni a vrcholy jsou v imagi-
narnich ohniskdch na y ve vzdalenosti 4 ei od stiedu ¢ili vedlejsi osa
hyperboly m; méa délku 2e. KruZnici k¥ivosti ve vrcholu C odpovida
bod U na m.

Hrana vratu plochy (k, C), je-li k stfedova kuZelosecka, jest
prostorova kiivka stupné 12 s 16 body vratu, jeZ jsou po GtyFech
na dvojnych kuzelosedkach. Tato prostorova kiivka se promita jako
evoluta kfivky k, stupné 6, t¥idy 4, jez ma po dvou bodech vratu
na z, y a na piimce v nekoneénu a jeité 4 dvojné body.

6,4. Jaké prostorové kfivce odpovidad v roviné cykloida, epi- a hypo-
cykloida?
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Rovnice prosté cykloidy ¢ jsou
x = r(p — sinp), y = r(1 — cosp) (obr. 40).

Normala bodu M prochizi bodem dotyku XN, pohyblivé kruZnice
s osou Oz. Lze tedy cykloidu povaZovati za obdlku kruznie, jeZ maji

stted v N, a polomér N\.M = 2r sin}e, jak patrno z obrazku 40. Bod
N v prostoru ma tedy soufadnice

x=rp, y=0, z-=2rsin}y;

to jsou rovnice piisludné kiivky v prostoru.

Obr. 40. ' Obr. 41.

Jedné-li se o eykloidu prodlouZzenou, jiz opisuje bod P na prodlou-
zeni poloméru OM, prochézi ovSem normaila opét bodem N,, polomér
kruznice dotyku je N, P a rovna se koté bodu N, jeZ se vypoéte z rovnice
(APON,):

2 =7+ (r + d)® — 2r(r + d) cosp.
Podobné pro cykloidu zkracenou.

Ovsem takové rovinné kiivce patfi mimo uvedenou kfivku
v prostoru jeSté jiné krivky, totiz dalsi dvojné kiivky rozvinutelné
plochy uréené danou kfivkou a kfivkou C. Mimoto cykly odpovidajici
jejim bodim majf jedté jinou obilku. V nafem piipadé obydejné cyklo-
idy je to cykloida symetricka dle Oz.
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Epicykloidu opisuje bod M na kruznici o poloméru r, jez se kotali
po vnéjsi strané kruZnice o stfedu O a poloméru R. V obr. 41 je zékladni

poloha volena tak, Ze M splyva s S na ose Ox. Oblouk ‘S’:’\\’l rovna se
oblouku ]lﬁ\’l na hybné kruznici, tedy Rp = ry, z ¢eho p = E(p,
;

Normaéla bodu M jde bodem N, (okamzZitym stfedem otacenf), lze tedy
epicykloidu pokladati za obalku kruznic o stfedu N, a poloméru MN,.
Bod N v prostoru, jemuz patii cykl (N), ma soufadnice:

x = Rcosp, y= Rsing, z= N, M = 2rsinly.

. R o . . .
Oznaéme —=n pak kfivka v prostoru jest ddna rovnicemi

x = Rcosp, y= Rsing, z2=2 % sindng.
Proberme nékteré pfipady.
Pro n = 1 jest prostorova kiivka
x = Rcosp, y= Rsing, z= 2R sinlyp;
lezi tedy na valcich
22+ y2 =R 22 =2R(R — )
a na kuzelu cyklografickém
(@ —Rp +y*—22=0

Je to znaméa hypopéda. Kaidy cykl pridruzeny bodu kiivky jde
bodem S(R, 0, 0). Druhy charakteristicky bod 7T je symetricky poloZen
8 bodem S dle teény bodu N, a opisuje zfejmé kardioidu (srdcovku).

Pro n = 2 jest v prostoru kiivka
z = Rcosp, y = Rsing, z = Rsing,
tedy elipsa na rota¢nim vélei s osou Oz a poloméru R vytata rovinou

% = 1. Pfisludnd epicykloida ma bod vratu S a bod S’ diametralné

protilehly. Vsechny cykly se dotykaji osy Ox.
Pro n = 4 jest
z = Rcosp, y= Rsinpg, 2z = }Rsin2gp,
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tedy prostorova kfivka je na plochach
x* 4+ y* = R?, 2R = zy.

a ma dvojny bod Z_. Mimo rotaénf valec je ve svazku ploch takto
uréeném jesté dvojice valet parabolickych

(* + ¥)?? — BR(R + 22) = 0.

Primét kolmy na nékterou z rovin z 4+ y = 0-je parabola a kfivku
Ize snadno sestrojiti.

Obalka cykli se zde rozpadd v epicy-
kloidu na vnéjsi strané pevné kruznice a / (Q\ h
asteroidu na strané vnitini. Spoleéné body
vratu jsou v bodech (4 R, 0,0), (0, £ A
+ R, 0).

Podobné uvahy lze udélati i pro hypo-
cykloidy.*)

6,5. Cyklicky obraz kfivky v roviné
misotropické’. Méjme kiivku %k v roviné
,,isotropické* . Stopa roviny bud p°,
prumét kiivky k, (obr. 42), P bod na £k,
(P) pfidruzeny cykl. Cykl se dotyka stopy
p® v bodé N, p° je jedna &ast obilky. Obr. 42.

Druhy charakteristicky bod dostaneme,

sestrojime-li z bodu 7', jenZ je stopnikem teény ¢ kiivky v bodé P,
druhou te¢nu ¢’ k (P). Dotykovy bod P’ patF obilce a ¢’ je jeho teéna.
Vytvarny zakon této kiivky %’ lze tedy vysloviti také takto: Sestro-
jime-li dle katdé teény t, kfivky k, symetrickou pfimku s p°, obaluje tato
pfimka kfivku k',

P’P, je normala obéalky k' v bodé P’; pfimky P,P’ a PN sviraji
s teénou ¢, stejné tihly. Je-li NP, smér svétla, je PP’ paprsek odraZeny
na kiivce &, a k' ortogondlni trajektorie téchto paprsku (antikaustika).
Obracené lze Hei:

Antikaustika rovinné kftvky k, pro rovnobéiné paprsky jest cyklicky
obraz priseiné kfivky vdlce, ktery md k, za Fidici kfivku a je kolmy

*) Podrobnéji o této otazce jedna W. BLASCHKE: Bemerkungen tiber
allgemeine Schraubenlinien, Monatshefte Math. Phys. 19 (1908), S. 188.
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k pramétné, s rovinou ,isotropickou*, jejiz stopa je kolmd k paprsku
svételnému. Kazdé z t&chto rovin pati jedna kfivka &’ a viechny jsou
spolu rovnobézné.

Cvilent 6,5,1. Jest dana parabola p v roving ¢ s odchylkou 45°. p a C urédi
rozvinutelnou plochu a jeji hrana vratu je prostorové kfivka tietiho stupnd
(8roubovice). UvaZujte duélni dtvar! Stopa plochy tefen je cirkularni kfivka
st. 4 a tFidy 3.

6,5,2. Dédna jest rovina ¢ stopou a odchylkou a v ni leZief kuZelose¢ka k;
jeji pramé&t bud elipsa &, dand osami. Dalsi dvojné kuZelosetky plochy budte
l, m. Sestrojte jejich roviny a urfete pruméty I,, m,. Déle urfete dvojné body
a dvojné teény ktivky (7).

6,5,3. Dana je hyperbola h v primétné n. Sestrojte kuZelosetky I, m, jejichZ
obrazy jsou fady bitangencidlnich kruZnic kiivky h. TotéZ pro parabolu.

6,5,4. Déna jest kuZelosecka. Sestrojte bitangencialni kruZnice, které hovi
ndkteréd z nasledujicich podminek: a) jJdou danym bodem, b) dotykaji se pfimky,
c) dotykaji se dané kruZnice, d) sekou danou kruZnici kolmo nebo v daném uhlu,
e) dané dva cykly sekou ve stejnych uhlech.

6,5,5. Jsou dany tii cykly se stiedy na téZe pifimce. Sestrojte kuZelosetku,
jeZ se kazdého z nich dotkne ve dvou bodech.

6,5,6. Jsou dény dvé kruZnice. Sestrojte parabolu, jeZz se kaZdé dotkne
ve dvou bodech.

6,5,7. Sestrojte kuZeloseé¢ku, jeZ se dané kruZnice dotkne ve dvou danych
bodech a jde danym bodem nebo se dotykéd dané piimky.

6,5,8. Jaké prostorové kiivce odpovidda v prumé&tné z bicirkuldrni kiivka
étvrtého stupnd? (Pozn.: Tuto kiivku lze povaZovati &tverym zplsobem za
obdlku kruZnic, jeZ maji stfedy na kuZeloseéce a sekou kolmo tutéZ kruzniei).

6,5,9. Sestrojte plochu o sklonu 45°, které mé za stopu parabolu ¥ = z.
Ukaite, Ze je stupné 6 a hrana vratu ma rovnice
T=32+4, y=4B, 2=+ 4+ )i,
Ohledné literatury viz Schilling, Zeitschrift fiir ang. Mathematik u. Mechanik 3
(1923), Mathematische Zeitschrift 34 (1932). V posledni praci ukazuje, Ze tato
plocha muZe byt povaZovana za ,.diskriminantni plochu‘ rovnice
oty =0.
Hledéme-li prasediky kiivek
w¥=x  (t—pP+(y—q*=2d,
dostaneme
Y+ (1—2P—2qy+ P+ —0)=0;
kaZdé poloze bodu (p, ¢, ¢) odpovidé rovnice uvedeného typu.
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VII. CYKLICKE ZOBRAZENI PLOCH

7,1. Koule, rotaéni kuZel, hyperbolicky vilec. Bodim na plose pifslus{
cykly, jez tvoii kongruenci. Mimo roviny, cyklografické kuzele
a koule mtiZzeme uvésti nékolik pfikladi, které maji vyznam pro FeSeni
elementarnich dloh o cyklech a kruznicich.

1. Méjme kouli se stfedem v prumétné =. PiSme jeji rovnici
2% 4 y? —|—[22 — =0,
Jeji stopni kruZnice m4 st¥ed O a polomér . Bodu na kouli P(, », {)
je prifadéna kruznice [P] dana rovnici

(@ =P+ —np=r—2&—7
Chordala této a stopni kruznice jest
fx+ny -8 —n*=0
a vidime hned, Ze jde bodem (&, ), t. j. stfedem kruznice [P].

Bodam koule se stfedem v praméiné m jsou priradény kruinice,
jez jsou stopni krunici puleny.

Je-li stied koule mimo pramétnu, zméni se poloméry vSech cykla
o konstantni délku, nova kongruence povstane dilataci z pivodni.

2. Bud dén rotaéni kuzel s vrcholem O v & a osou kolmou ku
}cz—i—yz—kzz:O.
Bodu P(£, 5, ¢) na kuZzelu je pfifadéna kruznice [P] o rovnici
(& — &+ ly — mP= o (€ + 7
tedy kruZnice, jejiZ stied ma od O vzdélenost OS = V§—2+—772, polomér
r= V—Ez_t—nz, tedy pomér - —l_—
V% oS Jk
vedenych z O ke kruZnici, pak tedy sinlep = 1

Vi

je konstantni. Je-li ¢ Ghel tecen
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Cyklograficky obraz rotaéniho kuZele s vrcholem O v priméiné n
a osou kolmou ku = je kongruence krutnic, jeZ z vrcholu O se jevi v iihlu
konstantnim.

Je-li vrchol mimo =, osa kolma ku =, pak sefe kuZel primétnu ~
v kruZnici o stfedu S, poloméru ¢ a pozname snadno, ze z dfivéjsi
kongruence povstane dilataci nova, jejiz cykly maji tu vlastnost,
Ze teéné paprsky spoleéné jednomu cyklu kongruence a stopnimu
cyklu (8, p) sviraji konstantni dhel.

3. Méjme vilec s osou v primétné =, jehoz kolmy priisek je rovno-
stranna hyperbola s osou v primétné, tedy valec o rovnici

V=2 —yt=1I
Bodu (¢, 4, £) je pfifadéna kruZnice
(0 — &F + (y — Mt =72 + B2
ili
a? + y?— 28 — 2yp + 2 — K2 = 0.
Priseéiky s osou y = 0 jsou x;, = § 4 k a tedy usek vytaty na piimce
Oz je konstantni a rovny z, — z, = 2k.

Bodam vilce V jsou pFifadény krusnice, jeZ na ose vytinajt iseCky
konstantni délky. (Kdy je tento dsek imaginarni ?).

Cvilent. 7,1,1. Sestrojte cykl, ktery je danou kruZnici rozpilen, dotyka
se jiného cyklu a paprsku.

7,1,2. Dany jsou kruZnice [4], [B], [C]. Sestrojte kruZnici, kterda vSechny
tii pali.

7,1,3. Sestrojte kruZnici, jeZ z bodu M se jevi v uhlu «, z bodu N v thlu 8
a mimo to a) dotyké se dané pfimky, b) m4 stied ne dané kruZnici.

7,1,4. Dény jsou cykly (4), (B), (C). Sestrojte cykl (X) tak, aby spoleéné
teéné paprsky cykli (4), (X) sviraly dhel «, spoleéné tedné paprsky cykla
(B), (X) uhel g a spol. ted. paprsky cykla (C), (X) dhel y.

7,1,5. Dana je linearni fada cykli a piimka. Sestrojte cykly rady, jeZ
na pfimee vytina)i iseSku dané délky d (nebo di).

7,1,6. V daném svazku kruZnic sestrojte kruZnici, jeZ na dané primce
vytina asedku délky d.

7,1,7. Jaké je g. m. sttedi kruZnic, které na danych pfimkéch p, ¢ vytina)i
usetky délek a, b?
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7,1,8. Kolik je kruZnic, jeZ pfimky p, g, r sekou v dseékach délek a, b, c?

7,1,9. Prostudujte kongruenci kruZnic, jeZ s danou kruZnici maji- t&tivu
dané délky d: Jaké je prislu$né plocha v prostoru? Reste pak tilohy: a) V linedrni
fad® cykla jest nalézti cykl, ktery z dané kruZnice vyting tétivu délky d. b) Se-
strojte kruZnici, ktera tfi dané kruZnice sede v tétivach délek a, b, ¢.

7,1,10. Jaké je g. m. stfedu kruZnice, jeZ jde bodem A a z dané kruZnice
vytind t&tivu délky d?

7,1,11. Sestrojte cykl, ktery danou kruZnici sefe v t&tivé délky d a mimo to
a) jde dv&ma body, b) dotkne se daného cyklu v daném bodé&.

7,1,12. Na pfimece je dédna kvadratickd involuce s piry AA’, BB’ atd.
KruZnice, které vytinaji tyto pary tvofi kongruenci. Najdéte ptisluSnou plochu
v prostoru a zvlaSts, je-li dand involuce symetricki. Jak je to, je-li involuce
na kruZnici nebo na kuZelosedce?

7,1,13. Dény jsou pfimky a, b. Jaké je g. misto bodd v prostoru, maji-li
kruZnice jemu pfidruZené jeden koncovy bod priiméru na @, druhy na b?

7,2. Cyklické zobrazeni obecné plochy. Cykly ptifadéné bodim
plochy @ tvoii kongruenci cykli; je-li plocha symetrickd dle # mozno
mluviti o kongruenci krufnic. K¥ivee k na plose @ odpovida fada cyklu,
kterou oznat¢ime (k) a jejiZ obalka se zpravidla skladd ze dvou vétvi
k', k". Tyto vétve splyvaji, pakli teény kfivky k sekou zakladni
kiivku C; pak fada (k) je fada oskulagnich cykla (6,1). Na ploSe @
jsou obecné dva systémy kiivek, jejichZ teény sekou C, fikejme jim
,isotropické“ kiivky a znatme je 2. Tvofi obdobu minimélnich kiivek
euklidovské geometrie. Pak (z) je Fada oskulaénich cykli a jejich stiedy
vypliuji kfivku z,.

Bud P bod na @, t jeho teénd rovina. Tato sede kiivku C' ve dvou
bodech M’', M"a PM', PM" jsou teény ,isotropickych* kiivek z, %z, jeZ
jdou bodem P. Jsou redlné a riizné oviem jen pro body, kde pidorysna
odchylka teéné roviny je vétsi nez 45°, splyvaji v bodech, kde odchylka
ta je rovna 45°. Tyto body vyplni meznou k¥ivku m. Podél m se dotyka
plochy @ rozvinutelna plocha uréend spoleénymi tednymi rovinami
plochy @ a kiivky C. Dle toho tedy kongruence cyklii obsahuje obecné
dva systemy oskulaénich Fad (12), (%2). Cykl kongruence (P) je obecné
obsazen v jedné fadé jednoho a jedné druhého systému.

Obracené, mame-li v praimétné n systém orientovanych kfivek
('z), zavisly na jednom parametru, tvoii oskulaéni cykly téchto kiivek
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kongruenci, jiZ v prostoru patif plocha @. Na @ k systému 1z Ize sestro-
jiti pfidruZeny %z a jemu opét v roviné pati{f druhy systém (3z) oriento-
vanych kiivek obaleny cykly kongruence.

Priblizné lze narysovati kiivky z
na dané plose nasledujici methodou.

eyd . . . . TN
L thya Zjednejme si vrstevnice ve vysced, 2d,
0)01/_/: i 3d... nad i pod primétnou, kde d je

- o dosti malé. Bud @ bod na vrstevnici kd
-1la

ra (obr. 43). @ je vrchol eyklografického
ﬂ\ kuzelu, ktery sece rovinu vrstevnice
(k — 1)d v kruznici o poloméru d a ta

Obr. 43. divi na této vrstevnici body @', R'.

Od @’ ptejdeme podobné ku @” na

vrstevnici (k — 2)d atd. Body @,, @, @, davaji pfiblizny pramét
kiivky z.

Jiného zpisobu lze pouZiti, jsme-li s to nalézti pidorys meze
vlastniho stinu plochy pro paprsky rov-
nobézné s pidorysnou odchylkou 45°.
Nechme otadeti padorys paprsku s,
o maly thel stejnomérné do poloh s;,
81, 8] ..., sestrojme piislusné meze vlast-
ntho stinu my, m;, m], m7, ... . Piadorys
kiivky z dostaneme, sestrojime-li kfiv-
ku, jeZ v priseéiku s m; ma teénu
rovnobéznou s s, v praseéiku s m, te¢nu
rovnob&znou s s, atd.

Omezime se jen na velmi jedno-
duché ptipady.

Bud ddn rotaéni paraboloid s osou
kolmou k roviné m (obr. 44). Mezni ¢ira
je zde kruznice m v roviné ohniskem
jdouci a kolma k ose, podél které se do- Obr. 44.
tyka paraboloidu cyklograficky kuzel.

Céru z, Ize najiti elementarni tivahou. Necht plocha je osvétlena rovno-
b&znymi paprsky s prvni odchylkou 45°; mez vlastniho stinu je, jak
znamo, parabola p v roviné kolmé ku =z, takie p, | s,. Bud P bod
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této meze, P, jeho pudorys a f, pidorys svételného paprsku bodem
P, ktery ma odchylku 45°. Jest ¢, | p, a to pro kazdy bod na p pro
vSechny sméry s,. p, obaluje kruZnici m; o poloméru p, kde p je para-
metr merididnu, a pudorys 2z, hledané kiivky jevi se tedy jako
ortogonalni trajektorie te¢en kruznice. Jest to evolventa jeji. Krivka
z jest pak prasek paraboloidu s vdlcem kolmym k n, jehof podstavou je
evolventa kruhu.

podatek pravoahlé soustavy O v ohnisku, Oz v ose rotace, pfi ¢emz
kladna ¢ast sméfuje dolu. Pak jest rovnice paraboloidu

o+ yt = 2pz + P (1)
Rovnice evolventy lze psati
x = p(cosv 4+ veinv), y = p(sinv — v cosv). (2)

Z rovnic (1) a (2) vychazi

z = ipvd (3)

Rovnice (2) a (3) jsou parametrické rovnice kfivky z.

Pro smér teény vychazi cosv : sinv : 1; pfimka, jeZ spojuje bod (v)
s ohniskem paraboloidu O, ma kosiny smérové ;:%:—j—, kde r =
== V:;z + %% + 2. Snadnym vypoiétem dostaneme pro thel obou
piimek cosw = 1)/2,0 = 45°. Strany kufele s vrcholem O protinaji tedy
kfivku pod stalym dhlem a tymZ jako strany vertikdlniho vdlce. Kfivka
z je konickd spirdla.*) Tato vlastnost pfisluidi obecnéji §roubovieim na
rotac¢nich plochiach druhého stupné.**)

Zajimava je ddle vlastnost hrany vratu polarni plochy (g. misto
stfedu oskulaéni koule). Rovina normalni bodu (»), jak snadno pro-
pocteme, ma rovnici

. Xcosv+ Ysino+Z — p— pv?=0; (4)
jeji charakteristika (polara) hovi rovnici vzniklé derivovanim dle »
— X sinv 4+ Y cosv — pv = 0, (5)

*) PIRONDINI, CRELLE J., sv. 118, p. 61.
**) Po prvé na tuto vlastnost poukdzal M. LERCH. Viz jeho &lének: O né-
kterych &arach prostorovych. Casopis r. 44.
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bod hrany vratu mimo to rovnici vzniklé daldim derivovanim
X cosv + Ysinw + p=0. (6)
Z rovnic (4), (5), (6) vychézi pro bod hrany vratu
X,=—plvsinv+tcosv), Y,=p(vcosv — sinv), Z,=3ip(4+v?). (7)

Snadno zjistime, Ze tato ¢ara lezf na paraboloidu
2
x2+y2=p2(72—3) (8)

a jeji pudorys je opét evolventa kruhu o poloméru p (dle rov. (5) a (6)).
Hlavni normala kfivky z je
Xcosv + Y siny — p, Z =z (9
stfed kiivosti S daji rovnice (4), (5), (9) a vychazi
X, ,=p(cosv — vsinv), Y,=p(sinv + vcosv), Z,=z=ip2 (10)

Z toho snadno dostaneme ITS1 = 2pv.
Z rovnice (7) a (10) jde
X, — X, =2pcosv, Y,—Y,=2psine, Z, —Z,= — 2p,

tedy pramét vektoru mezi stfedem kfivosti S édry z a pFisludnym stiedem
oskulaéni koule U je konstanini a roven 2p, vektor s¢m md stdlow délku
2pl/§.
Jesté uvazme, Ze hlavni normala (9) se dotyka valce x> + y* = p?
v kfivee
x = pcosy, Yy = psiny, z = ipv?

kterd po rozvinuti kruhového vilce diava parabolu s? = 2pz, kde s je
oblouk zékladny valce.

Ponévadz uvaZovana plocha je rotadni, dostanou se z jedné éary z
v8echny ostatni rotaci kolem osy paraboloidu neb symetrii dle roviny
prochdzejici osou. .

Krtivee z patii v = oskula¢ni fada cykld, obalka (z) jevi se jako
ortogondlni trajektorie teden kiivky z;, tedy jest to evolventa kruhové
evolventy.

Dalsi piiklad bud koule se stfedem O a poloméru a (obr. 45).
Mezni kiivka se sklddd z kruznic m’, m” v rovinach u’, u” o poloméru
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¢ = %aVE Kiivka z je sférickd Sroubovice se sklonem 45°. VSechny
normilni roviny jdou stfedem O koule a maji také odchylku 45°,
obaluji tedy kuzelovou plochu s vrcholem O, kterd jde kruZnicemi

Obr. 45.

m’, m". Tato kuZelové plocha je polarni plocha kfivky z a kfivka sama
je evolventou této rotaéni plochy kuielové. Vyjdéme od bodu A(%avg,
0, — %aVE) na kruznici m” a zaénéme s odvinovinim kuZele podél
piimky OA; OT bud dotykova piimka v nové poloze. Tento pohyb
vznikly odvijenfm pla§té je totoiny s kotdlenim kruznice hybné

91



o poloméru a po kruznici m”, pfi éemz hybna kruZnice ma staly stied O.
Maime tedy zvlastni pfipad sférické epicykloidy.*)

Sklopme te¢nou rovinu kuzele podél primky OT kolem teény ¢
do u”. Stied kuzele prejde do (O), T(0) = a; odvinuty plast prejde
do vysede (M)(0)T, pfi ¢emz oblouk AT podstavy m” rovna se oblouku
T(M) rozvinutého plasté. Jest tedy 3a V2_q)=a,¢p, 1p=¢pl/§. Pudorys

M, bodu M dostaneme z uméry Q_JE : QM) = T,0, : T,(0), coz lze
. provésti tak, Ze spojime (M) s T, dostaneme bod u (O,u || (O)(M))

a vedeme uM, | t,. Vzdilenost bodu M od roviny u” jest rovna QM,.

Ted muZeme napsati rovnice kiivky z. Vobr. 45 jest T,Q = a sing,
QM) = a(l — cosp),QM, = QM . cosd5° = %al/2 (1 — cosg). Promit-
néme nyni lomenou éiru O,7,Q M do os Oz, Oy, Oz a dostaneme

xr = %avgcosqp cosy -+ asing siny,
y= »lg—al/gcosq: siny — asing cosy, (11)
z=— %a]/.2—cos<p.
Pidme tyto rovnice ve tvaru
z = }a(2 + }2) cos(yp — ¢) — 1a(2 — |/2) cos(y + ),
y = 1a2 + 2 sin(y — ¢) — $a(2 — J2) sin(y +¢),  (12)
z2= — %al/gcosgo.

Epicykloida vytvofend bodem hybné kruznice o poloméru r pfi
kotaleni po pevné kruznici poloméru R se stfedem O je dana rovnicf
(vznikne séitdanim vektoru):

x4 iy = (R + r)e"* — re' ™A, Ry = 7B, (13)

kde «, 8 jsou uhly odkotédlené na kruznici pevné a hybné a pocateéni
poloha na ose Oz (x =R, y =0, a = = 0).

Pudorys z, uvazované kfivky je dle rovnic (12)
z + iy = a2 + 2) 070 — faz — [2) 0. (14)

*) O t8chto kiivkdch jedna podrobné M. LERCH ve své praci: Prispévek
k vlastnostemn sférickych ¢ar Sroubovych, Rozpravy Ceské akademie, roé. 23,
é. 33.
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Srovnanim rovnice (14) s rov. (13) dostaneme bud

R=1dl2, r=1a2—12), a=(2—-1)9p, B=20,

anebo

R=1al2, r=—1a2+12, a={2+ 19 B=—2
Podminka Rx = r# jest splnéna.

Dle toho z, jest epicykloida vytvorend kotdlenim kruZnice o poloméru
1a(2 — V/2) = L(a — ¢) po kruznici m; =m a vyplni tedy mezikruzi ome-
zené obrysem kulové plochy a touto kruznici. Dle toho byl narysovan
v obraze prvni a druhy primét kfivky z. V souhlase se znamym dvojim
vytvorenim epicykloidy lze z, vytvoFiti, kotali-li se kruZnice o poloméru
}(a + c¢) po kruZnici m,, kterd oviem je stile uvnitt hybné kruznice.*)
Pomér poloméri je iracionalni, z; tedy kfivka transcendentni.

Také bod (M) opisuje epicykloidu, jiz lze vytvofiti, je-li pevna
kruznice m,;, hybna bud s polomérem a neb a — c.

Z jinych vlastnosti jesté uvedme:

Hlavni normila kfivky z v bodé M je rovnobéini se stopou ¢
normalni roviny a dotyka se polarni plochy v bodé ¢ na pfimce OT'.
Polarni soufadnice bodu o, jsou y a r=¢ — Q_M1 = %al/g cosg,
polarni rovnice kfivky opsané bodem g,

r= %dvg cos;—(y)vg).

Tyto kiivky sluji raZice; jest to zde specidlni piipad epicykloidy,
nebot evoluta epicykloidy jest opét epicykloida. V rozvinuti kuzele
do roviny dostaneme kfivku bodid o, kdyz z pevného bodu kruZnice
s polomérem a spoustime kolmice na jednotlivé poloméry; misto bodi o
je tedy kruznice nad primérem AO é&ili geodetickd kruZnice kuzele.
Polomér k¥ivosti bodu M je dan délkou M,a, tedy

o = a sing.
Pro délku oblouku dostaneme z rovnic (11) snadnym vypodétem
ds = asing dp, s = — a cosp + konst.
Poéitame-li oblouk od ¢ = 0, mame s = a(l — cosg), pocitame-li
od hodnoty ¢ = }=, dostaneme s = — a cosp. Hodnotam 0, 4 T,

*) KADERAVEK-KLIMA-KOUNOVSKY: Deskriptivni geometrie I., str. 118.
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4 27, ... odpovidaji body vratu, hodnotim ¢ = 4- 4=, 4- 3=, ... body
na rovniku. Vezmeme-li druhou hodnotu s, vidime, Ze plati
82 + 92 — (12,

coz pFipomind pfirozenou rovnici prosté cykloidy. Rozvineme-li
plochu tecen kfivky z do roviny, neméni se kiivost ani délka oblouku.
Prejde tedy nase kfivka v rozvinut{ v prostou cykloidu vytvofenou
kotalenim kruZnice poloméru }a po pfimce.*)

Krivka (z), stopa plochy tefen na roviné rovniku jevi se jako
evolventa kiivky z, a jest to opét epicykloida, jiz lze vytvoriti kotalenim

kruZnice s polomérem %a(l/2 — 1) po kruzZnici s polomérem a.

Cvileni. 7,2,1. Podobnym zpisobem jako jsme uéinili pro paraboloid
prostudujte Sroubovice se sklonern 45° a piisluSné zobrazeni cyklické na elipsoidu
vejéitém nebo zplost&lém. (Viz élinek M. LErRCHA: O n&kterych kiivkach prosto-
rovych, Casopis &es. matematik, rod. 44.)

7,2,2. TotéZ pro parabolicky vélec symetricky dle pram&tny. (Padorys
Sroubovice se sklonem 45° k pramétné jest prosté cykloida, jak snadno 1ze uka-
zati vypoétem neb i elementérni ivahou.)

*) Viz LERCH, l. c. str. 30. Pfirozené rovnice kotalnic viz na pf. WIELEITNER:
Spezielle ebene Kurven.

94



VIII. UZITI CYKLICKE PROJEKCE
A LAGUERROVYCH TRANSFORMACI

Ukazeme v na’mslédujicim, jak z nékterych vét prostorové geometrie:
pomérné jedpoduchych vychéazeji véty o cyklech a paprscich zdanlivé
velmi slozZité.

1. Kuzelosecka k v prostoru a dvé mimobézky m, n, které ji sekou
v bodech M, N, uréuji plochu druhého stupné P (hyperboloid).
Kazdi piimka, jez sece k, m,n je povrska druhého systému. Budte
p, ¢ dvé takové pricky sekouci k' v bodech P, @. Pak dvojice m, n
a p,q tvoki prostorovy (zborceny) étyfikelnik s vrcholy A, B, C, D.
Tecné roviny v bodech M, N, P, @ urtené pokaidé te¢nou ktivky k&
a pFislu§nou pfimkou sekou se v jediném bodé S, pélu roviny kuzelo-
setky k plose P.

Necht k je nyni zikladni kuZelose¢ka C v roviné nevlastni,
m, n, p,q tedy ,isotropické* pfimky. Vrcholim A, B, C, D patii
cykly a dva sousedni se dotykaji v cyklickém pofadku v bodech
1,2, 3, 4. Stranam &tyFidhelnika patfi dotykové paprsky. Uvedeny
hyperboloid je nyni cyklografickd koule o stiedu S, strany ¢tyiahel-
nika jsou jeho povriky a paprsky te¢né jsou stopy teénych rovin
v nevlastnich bodech téchto pfimek. Mame tedy vétu:

Dotgjkaji-li se cykly (A), (B), (C), (D) v cyklickém pofddku (obr. 46),
pak dotykové paprsky obaluji novy cykl (S) a tento md od dangch cykla
tuté? tecnovou veddlenost (rovnou poloméru cykl. koule). Dotykové body
leZt na kruznici soustfedné s (S) (stopa cykl. koule) a stfedné A,B,, B\Cy, ...
dotknou se rovnéz kruznice soustfedné (padorys hrdlové kruznice).

2. Uvaime ted vétu dualni k vété zpocatku uvedené. Méjme
prostorovy &tyFuhelnik ABCD a jeho strany at se dotykaji kvadra-
tického kuzele s vrcholem V. Pak jest uréena plocha druhého stupné F,
ktera obsahuje strany ¢étyfahelnfka a mé kuZel za kuZel teény. Dotyka
se ho podél kuzZelosetky v roviné », na které leii tedy dotyéné body
stran ¢tyithelnika s kuZelem. » je polarni rovina bodu ¥V ku F.
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Bud uvazovany kuzZel cyklograficky s vrcholem V. Bodim 4, B,
C, D patii cykly v uvedeném pofadku, stranim AB, BC, ... vidy dva
paprsky, z nichZ jeden se soucasné dotyka cykla (4), (B), (V), dale
jeden cyklu (B), (C), (V) atd. Dotykovym bodim stran s kuZelem patii
cykly, které se dotknou cyklu (V). Mame tedy vétu:

Cykly (A4), (B), (C), (D) v uvedeném cyklickém pofidku uréuji étyrt
pdry spoleénijch tecnych paprski. Dotykaji-lv se &tyfi, jeden z kaZdého
pdru, téhof cyklu (V), pak cykly linedrnich fad (AB), (BC), (CD),
(DA), jet se dotykaji cyklu (V), patfi témui cyklickému poli (obraz
prenechiavame étendfi).

3. Vratme se jesté jednou k plose F s dotykovym kuzelem V(C),
na které lezi prostorovy ¢tyfuhelnfk A BCD. Stopa této plochy v roviné
nevlastnf je kuZelosetka, jeZ se dvakrat dotkne kuZelosetky C na ne-
vlastni piimce roviny ». F a C uréuji rozvinutelnou plochu spoleénych
teénych rovin, jeZ se zde rozpada ve dva kuZele. V(C) je jeden, druhy
bud W(C). (Dudlné, dotykaji-li se plocha F a kuZel ve dvou bodech,
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rozpadne se priisetna k¥ivka ve dvé kuZelosetky). Odtud plyne v pro-
jekei cyklické zajimava véta:

Cykly (A), (B), (C), (D) uréujt v uvedeném cyklickém pofddku étyri
pdry spoleénijch tednych paprska. Dotgkaji-li se &yFi, jeden z kaZdého
pdru, cyklu (V), dotyjkaji se ostatni ctyFi opét nového cyklu (W),

V obr. 47 volen napfed cykl (V), jeho &ty¥i teéné paprsky a, b, c, d.
Pak sestrojeny cykly (4), (B), (C), (D), jez se dotknou vidy dvou
paprski v cyklickém pofadku. Nové spoleéné teéné paprsky se dotykaji
cyklu (W).

Obr. 47.

4. Bud ABCD ¢&yrstén, jehof stény «, B, y, & jsou roviny.,,iéatro-
pické“ (x prot&jsi k 4,8 ku B atd). Ortogondlns praméty vrcholi
A,, By, Cy, D, jsou na kruznici. '

Dtkaz: Body 4,, B,, C,, D, jde svazek kuZeloseCek a ten sede
nevlastni{ pfimku roviny = v involuci bodové, ke které patif piry
uréené pfimkami 4, B,, C, D,, resp. 4,C,, B,D,nebo A,D,, B,C,.Stopy
rovin «, f, y, 6 v nevlastni roving tvoif &tyrstran kiivece C opsany
a jeho prot&jsf vrcholy spojeny s pélem P roviny z (na kolmici ku )

7 97



davaji také pary involuce. Ale na p¥. pruseénice («, §) je identicks
s hranou CD, (y, §) s AB atd., tedy involuce svazku (P ) sec¢e nevlastni
piimku roviny x v involuci identické s involuci vytatou svazkem
kuZelosedek o zakladnich bodech 4,, B,, C;, D,. Ale jeden par involuce
(P) jsou teény ku C, které jdou kruhovymi body roviny =. Jedna
kuZelosecka feGeného svazku je tedy kruznice.

Dalsi vlastnost ¢tyrsténu uvaZovaného jest, zZe protéjéi hrany jsou,
stejné , dlouhé (maji tutéz cyklografickou délku).

Dtkaz: Budte ¢y, ,, t,, ¢, nevlastni pfimky rovin «, g, y, 8, jez tvori
étyrstran opsany kiivee C. Jedna jeho uhlopfi¢ka, na pt. (4t,) . (faty)
nesec¢e C v redlnych bodech, lze tedy Ssikmou symetrii, jiZz v pramétné
odpovida Laguerrova inverse, prevésti ¢tyistén ABCD v jiny, takze
hrany (xf) = CD, (y8) = AB jsou rovnobéziné s primétnou z. Mame
tedy d&tyrstén, jehoz viechny stény maji od = odchylku 45° a dvé
protéjsi hrany rovnobézné s primétnou. V primétu se pak jevi 4,B,,
C,D, jako prumeéry kruZnice a tedy AB = CD (v obydejné i v C-geo-
metrii). Pravé tak ostatni dvojice protéjsich hran.

Z téchto vlastnosti plynou zajimavé vztahy v cyklické projekei.
Stény étyrsténu ABCD maji za stopy paprsky a, b, ¢, d (s nalezitou
orientaci, 1,2), vrcholim pat¥i cykly, které se vidy dotykaji t¥{ z onéch
étyr paprski. V projekei tedy:

Ddny jsou 8tyfi paprsky. Sestrojme cykly, které se vidy tFi z danyjch
paprski dotykaji. Pak stiedy jejich jsou na kruZnici a tenové vzddlenosti
védy dvou a dvou zbyvajicich jsou stejné.

Uhlopticky étyrstranu t,t,t,t, opsaného kiivee C tvoi jejf polarni
trojihelnik. Kazda thlop#icka je viak nevlastni pfimka roviny rovno-
bézné s parem prot&jsich hran é&tyrsténu ABCD. Vedeme-li kazdou
jeho hranou rovinu rovnob&znou s hranou protéjsi, dostaneme Sestistén,
ktery tvoif obdobu pravouhlého rovnobéZnosténu euklidovské geo-
metrie. Jako tam viech osm vrcholi lezi na kouli, leZf také osm vrchold
nadeho Sestisténu na cyklografické kouli a jejf stfed je sttedem tohoto
rovnobéznosténu. Jemu vz piisludi cykl — stFedni cykl — vySe uvede-
nych &yt cykld danych &tyfmi paprsky. Od ného maji viechny cykly
tuté? teCnovou vzddlenost.
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Bud K cyklografickd koule jdouecf vrcholy détyrsténu ABCD
(4, 4, cvié. 7). Pak na pf. sténa (4BC) = § mé v roviné nevlastni
piimku ¢,, jez se dotkne kiivky C v T, a sete K v parabole. Touto
parabolou a kiivkou C jde kuZel s vrcholem S, na polafe ¢, ptimky
ty . t4 je v roviné nevlastni, tedy reciprokd polira ¢, jde stiedem M
cykl. koule a bodem T',. Je to tedy ,,isotropicka‘‘ pfimka. To platf
o viech sténdch étyrsténu a stiedy vSech kuZela S; lezf na cyklografic-
kém kuzelu o sttedu M. V projekci mame vétu: |

Jsou-lt v & &yfi paprsky a, b, ¢, d a cykly (4), (B), (C), (D), které
se vidy tFi z nich dotijkaji, pak vidy i = téchto ctyF cykli se dotgkaji
dalstho cyklu S; a tyto &ty nové cykly se dotknou téhof cyklu (M).

t, je geom. misto stiedd v3ech cyklografickych koulf, jez jdou
parabolou v roviné (4 BC). Stopnik této piimky na 7, jenZ lezi na cyklu
(M), je sttedem cykl. koule, jejiz stopni a hrdlova kruZnice je kolma
k cyklim (A4), (B), (C). Tedy cykly (A4), (B), (C), (D) ddvaji po tfech
body stejnijch mocnosti a ty leZi na cyklu (M).

5. Tri plochy druhého stupng maji spoleénych 8 bodt. Rikime
jim skupina asociovanych bod#. Plocha stupné druhého je dana
deviti body. Osmi body jde obecné svazek ploch ( co?) stupné druhého,
sedmi body cely trs (o0?). Ke zvolenym sedmi bodim lze sestrojiti
osmy, ktery s nimi dopliiuje skupinu asociovanych bodid. Je-li v trsu
plocha zvrhla ve dvojinu rovin, pak jsou étyii body skupiny v jedné
a StyTi ve druhé roviné, nebot étyfi body v prvé a tii ve druhé roviné
uréujf trs, jehoZ jedna plocha sestdva ze dvou rovin a musi tedy obsaho-
vati 1 osmy bod. Vrcholy rovnobéznosténu tvofi takovou skupinu
asociovanych bodi.

Sestrojme podobnou skupinu. V roviné g at jsou dany body 1, 2,
3, 4, ty uréuji Sest spojnic: 12, 13, .... Vedme kaZdou z nich jednu
rovinu a oznatme je (I12), (13),.... Pak mame tii plochy zvrhlé
ve dvojiny rovin: (12), (34); (13), (24); (14), (23). Skupina asociova-
nych bodu je tvofena body 1,2,3,4 v roviné p a jinymi &tyfmi,
ve kterych se sekou vidy roviny nasledujicich trojin: (12), (13), (23);
(12), (24), (14); (34), (13), (14); (34), (24), (23). To jsou roviny jdouci
stranami jednoho ze étyt trojahelnika tvofenych body 1, 2, 3, 4. Tyto
&tyti body jsou tedy v jedné roviné o.
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Uzijme tohoto vysledku v cyklografii. Budte v primétné = ¢étyti
body 1,2, 3, 4. Roviny vedené spojnicemi 12, 13, ... budte roviny
,;isotropické'‘, kazdou spojnici jen jedna, jinymi slovy dejme této
spojnici uréitou orientaci. Pak praseéikiim téchto rovin patii eykly
vepsané trojihelnikim 123, 124, ... tvofenym vidy tfemi paprsky.
Priseéiky jsou v jedné roving a cykly patii témuz cyklickému poli.
Maime tedy vétu:

Ctyfi body v pramétné m uréuji Sest spojnic. Pfisudme jim libovolnou
orientact a mdme Sest paprskn, jef tvofi &yfi trojihelniky s vrcholy
v dangjch bodech. Cykly vepsané témto trojihelnikam patfi témuf cyklic-
kému poli.

Tuto vétu lze zobecniti. Provedeme-li dilataci, dostaneme misto
&tyT bodu 8tyti cykly o témz poloméru a Sest paprskd, z nichz se kazdy
dotkne dvou eykli. Trojina paprskd, jeZ se dotykaji t¥{ riiznych cyklu,
urtuje novy cykl a ¢étyii takto sestrojené cykly patii téze linedrni
kongruenci.

Jesté obecnéj$i vétu dostaneme, uzijeme-li Laguerrovy inverse
a prevedeme 7 do obecné roviny, nebo vyjdeme-li od étyrrohu v obecné
roviné pfimo. Vétu lze vysloviti:

Patfi-li é&tyFi cykly témus cyklickému polr, uréuji vidy dva z nich
dvojinu spolecnyjch tecnyjch paprski. Vezmeme-li jeden z kazdé dvojice,
dostaneme paprskovy Sestistran a i paprsky, jeZ patFi jedné trojiné
z piwodnich &yF cykla, uréuji paprskovy trojihelnik a cykl jemu vepsany.
Cty#i takto ziskané cykly patFi témuf cyklickému poli.

6. Vratme se opét k pivodni konfiguraci na poédtku odst. 5.
Mél jsme skupinu osmi asociovanych bodi, ale mame také dudlni
skupinu osmi asociovanych rovin, jez tvori basis trsu ploch druhé
tiidy. Jako zvrhlé plochy vystupuji zde dvojiny bodt, kazdym jdou
¢tyfi z osmi rovin, Skutedné, na pf. bodem I jdou roviny g, (12), (13),
(14), zbyvajici roviny (23), (24), (34) sekou se v jednom bodé na o,
ktery s prvym tvofi jednu plochu trsu. Odtud plyne opét zajimavy
vysledek, volime-li za g rovinu ,,isotropickou‘‘, nebot pak sedm z uvazo-
vanych rovin se dotyka kiivky C, tedy dotyka se i osma a mame novou
vétu:

Necht &yri cykly se dotykajs téhof paprsku. Po dvou ddvaji novijch
Sest spolecnijch paprski tecnijch a tyto po tiech urduji nové Ctyfi cykly.
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Tyto CtyFi cykly se opét dotgkaji jednoho paprsku. Oznacime-li pavodni
cykly (4), (B), (C), (D), pak (B), (C), (D) maji vedle p° jeité t¥i tecné
paprsky, jichz se dotkne cykl (A4'), (C), (D), (4) uréuji rovnéz tii
paprsky, jichz se dotkne cykl (B’) atd. Cykly (4'), (B'), (C'), (D)
dotknou se tého# paprsku. Obraz pfenechavame étenafi.
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