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PREDMLUVA

V tomto druhém vyddni knihy jsme podstatné prfepracovali vyklad
o tlohdch s volnymi konci a podali jsme novy vyklad variaéni theorie
Sturm-Liouvilleovych rovnic. Vzhledem k pofadavkim programu kursu
varialniho poltu jsme pFidali kapitolu vénovanou dlohdm na minimum
a mazimum, kterd specidlné obsahuje nélteré vijsledley P. L. Cebydeva.

Mimo to jsme v kap. IX pridali novy paragraf, v némz je ukdzdna
souvislost linedrnich variaénich loh s integrdlnimi rovnicems,

Vyjadfujeme své diky profesoru A. I. Plesnerovi za cenné pokyny,
jichz jsme poutili pri zdvérelné redakcei rukopisu.

Moskva, kvéten 1950.
Autofi






KAPITOLA I.
ELEMENTARNI ZPUSOBY RESENI EXTREMALNICH ULOH

§ 1. Obecné pojmy.

Funkciondl. Zdkladnim pfedmétem studia klasické analysy je funkce.
Ve variatnim poltu se budeme zabyvat studiem zavislosti, kdy
je hodnota zévisle proménné uréena funkci. Uvedeme nejjednodussi
priklad takové zdvislosti. ;

VysSetfujme délku libovolné kiivky, ktera spojuje dva dané-body
A, B. Nase zavisle proménnd — délka kfivky — bude urdena tvarem
tary, spojujici body A(z,, y,) & B(z,, y,), neboli, coZ je totéz, funkei
zobrazenou nadi kfivkou. Uvedenou zavislost lze snadno vyjadfit
v ptehledném tvaru.

Budiz dana rovnice kiivky spojujici body 4 a B ve tvaru

y =y,
pPfi ¢emi se soufadnice z méni v intervalu z, < z < z, a funkee y(z)
ma v tomto intervalu spojitou derivaci y'(z). Pak bude délka J kiivky
rovna

J = [T+ g% de. (1)

Se zmeénou funkce y(z) se bude ménit i kfivka tuto funkei zobrazujici
a veliéina J, t. j. délka kiivky y = y(x). Tedy J zavisi na funkei y(z);
riznym funkeim y(x) odpovidaji rdzné hodnoty J. Obecné, jsou-li
¢iselné hodnoty nékteré veliciny J uréeny volbou funkce y(z), kterd
patii do uréité t¥idy funkei, pak to zapiteme takto:

J = Jy(z)]
a zavedeme nasledujici definici:

Definice. Budi? ddna uréitd tFida funkei y(z). Rekneme, fe J[y(z)]
je funkciondl definovany pro funkce nadi t¥idy, je-li katdé funkei této
tridy y(x) pfifazeno uréité &islo Jy(z)].

Ttida funkei y(x), pro néz je funkciondl definovan, se nazyva obo-
rem funkcionélu.



Pokud zobrazujeme geometricky funkce jedné proménné Earami,
nazyvéme jindy funkciondl pro né definovany také funkei éary.
z
Vratme se k funkciondlu J[y(x)] = [ Vl + y'* dz a poloZme z, = 0,
Zy
z, = 1; pak dostaneme pro y(z) = z, y’(z) =1,

JMH—M]IWM—W

e | e~%
2

1 1
J[e" -I—2e“] _ fVl L +4e") ”dz=fl/l G —4e_")2 dr —
i 0 0
1
_fe’—l—e"d _[e‘—e"]l_ e —e !
= | —5— Tz = 3 = 3 .
0

Jako druhy pfiklad (jesté jednodus§f) vezméme systém vsech
spojitych funkef y(z), definovanych na taseéce z, < z < z,, a polozme

Jly@)] = [y(z) dz. (@)

Pak je J[y(x)] funkcionél definovany pro funkce y(z); kazdé funkei
y(z) odpovida uréitd hodnota J[y(z)]. Tento funkciondl vyjadiuje pro
y > 0 geometricky obsah rovinného oboru, omezeného kfivkou y =
= y(z), osou Oz a pofadnicemi z = z,, z = z,.

Klademe-li v rovnosti (2) misto y(x) konkretni funkce, budeme
dostavat odpovidajici hodnoty J[y(z)]. PoloZzime-li jako v predcha-
zejicim piikladé z, = 0, x, = 1, bude

1
Jylx)] = 0fy(?t) dz.
Je-li nyni y(z) = z, pak

Je-li y(x) = (Fetézovka), pak

Ty = Jla = fadz = &
je-li y(x) = =2, pak
1
Jy(z)] = J[=?*] = Ofx’dw =4



. 1
je-li y(x)—x_'_l, pak
1
1 _ dr s )
J[Hl]—fxﬂ~[1g<x+1>o~lg2,
0
je-li ()——1— ak
Je-h ylx) = +z2,P

1
1 _ dz LT
J [TW] ——fm = [a.rctgz]o = T
1]

Bylo by moZno uvést fadu dalsich pfikladid funkcionald,

Upozoriiujeme ¢tenafe na to, Ze funkciondl (1) je definovan na t¥idé
funkei, které maji spojitou derivaci, kdezto funkcional (2) je defino-
van na §irsi tfidé funkei spojitych.

Extrém funkciondld. Uz na samém podatku vzniku analysy neko-
neéné malych velid¢in spolu s tlohami o extrémech funkei » promén-
nych se objevila celd Fada dloh z geometrie, mechaniky a fysiky na vy-
hledéni extrémt funkcionili. Jako na nejjednoduss$i piiklad lze
upozornit na tuto dlohu: mezt vfemi rovinngmi kfivkami, spojujicimi
dva dané body A(z,, y,) a B(z,, y,), najit tu, jejit délka je nejmendi.

Analyticky fikd tato tloha tolik: mezi vSemi funkcemi y = y(x)
takovymi, Ze

Y(xo) = Yo, Y(®1) = Y1,
najit tu, pro niz

Ty@) = JVT+ 7 do

nabyva nejmensi hodnoty.
Vime, Ze hledana k¥ivka, kterd ddva minimum délky, je Gsetka
spojujicf body A a B, neboli, vyjadfeno analyticky: J[y(zx)] =

= Vl + y'? dz nabyva nejmensf hodnoty, je-li y(z) = ¥, + k(z — =),
kde b = B "%
¥y —

Historicky byla prvni tlohou, kterda vzbudila obecny zijem mezi
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matematiky, Gloha o brachystochroné, kterou polozil Ivan Bernoulli:
mezi véemi kfivkams, spojujicimi dva dané body A a B, najit tu, po niZ
se hmotny bod, pohybujici se z bodu A pusobenim tife s poldteéni
rychlosti rovnou nule, dostane v nejkrat$i dobé
o A do bodu B.1)

Prolozme body 4 a B vertikalni rovinu
a omezme se na rovinné oblouky tyto body
spojujici. Za osu Ox vezméme horizontalni
pfimku a osu Oy zvolme tak, aby sméfovala
8 vertikalné dola (obr. 1). V tomto piipadé
v budou mit body 4 a B odpovidajici sou-
Obr.1. fadnice (z,, 0) a (z,, ¥,). Pohybuje-li se
hmotny bod z A bez pocateéni rychlosti, je

jeho rychlost v s jeho pofadnici y ve vztahu:

v = 2¢gy,
kde g je gravitaéni zrychleni, neboli
v = J/2gy.

Budiz y = y(z) rovnice kfivky, po niZ se pohybuje bod z 4 do B.
Rychlost pohybu bodu je rovna

v= dt I TR
kde dt je elementem ¢asu. Z toho
V1 a2 2
dt=V1+y dx. Vl +_;z_ dz ‘ (3)
v Vogy
Integrujeme-li vztah (3), obdrzime dobu 7', potfebnou k prob&hnuti
drahy od bodu 4 do bodu B po kiivece y = y(z):

f VT + @) do )dz

Vegy

Ziejmé je T funkciondl za.v1sly na funkei y(z). Chceme najit funkei

(3)

1) Pfirozend zde predpokléddme, Ze A ani B nelezf na jedné vertikélni pkimece.
Kdyby 4 a B leZely na jedné vertikélni pfimce, pak by byla feSenim 1lohy tato piimka.
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y(x) (neboli, coZ je totéz, kfivku y = y(x)), pro niz 7' nabyva nejmensi
hodnoty. ReSeni této tilohy uvedeme v dalsim paragrafu.

Uloha o brachystochrong je analyticky piibuzni jiné fysikalni
tloze: v dokonale prahledném prostiedi s proménnym indexem lomu jsou
ddny dva body A a B; chceme uréit trajektorii svételného paprsku jdouciho
z bodu A do bodu B. Tento problém rovnéz vede k uloze najit extrém
funkciondlu na zikladé tak zvaného Fermatova principu: ze vfech
krivek, spojujicich body A a B, je trajektorie svételného paprsku arou,
po ni% probéhne svétlo z A do B za nejkratdi dobu.

2vs

Omezme se na piipad roviny a zvolme za rovinu, v niz se svétlo 8ffi,
rovinu zOy. Budte z,, ¥, a x,, y, soufadnice bodia 4 a B a budiz y =
= y(z), £, < x < x,, jedna z kiivek, jez tyto body spojuje. Ozna¢me
v(z, y) rychlost svétla v bodé (z, y). Opakujeme-li tvahu provedenou
v predchézejicim piiklads, zjistime, ze doba T, za kterou svétlo pro-
béhne podél kiivky y = y{x) z A do B, je vyjadiena integralem

Z,

(¥ WP
T = [-—-——v[x, y(xT dx. 4)

Zo

Podle Fermatova principu vede tloha uréit trajektorii svételného
paprsku k tloze urdit ¢aru, pro niz funkcional 7' nabyvé nejmensi
hodnoty.

PFedmét variaZniho poétu. Reseni jednotlivych tloh na stanoveni
minima a maxima funkcionald vedlo k vytvofeni nové matematické
discipliny — variaéniho poétu, jehoZz piedmétem je vySetfovani
obecnych method uréovani extrémi pro funkcionaly. Shora uvedené
piiklady jsou typickymi ulohami variaéniho poétu, éili kritce — va-
riaénimi ilohami.

§ 2. Nejjednodussi uloha varia¢niho po¢tu. Eulerova rovnice.

Formulace nejjednodussi dlohy varia¢niho poctu. Nasim nejbliz§im
cilem je uvést methody FeSeni nejjednodussich tloh variaéniho poétu.

Podle analogie 8 kriterii existence extréma funkei jedné a nékolika
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proménnych se setkdvame zcela pfirozené s tfemi hlavnimi problémy,
které mame Fesit:

I. Najit takové nutné podminky, jeZ musi spliiovat hledané funkce,
aby bylo moZno na jejich zakladé skuteéné urdit hledanou kfivku,
vime-li, Ze fedeni existuje.

II. Najit dostateéné obecnd kriteria pro existenci extrému.

III. Kdyz jiz zndme kiivku, ktera spliiuje zakladni nutnou podmin-
ku, ustanovit kriteria, podle nichZ by bylo moZno soudit, udava-li
tato kiivka skutetné extrém, a je-li tomu tak, bude-li tento extrém
maximem nebo minimem.

Piipomindme, Ze v tdlohach, které se tykaji konkretnich aplikaci,
velmi ¢asto plyne existence extrému piimo z podstaty problému;
z toho davodu maji problémy prvni skupiny prvofady vyznam.
S témito problémy za¢neme.

Budiz dina spojitd funkce F(z,y,y’), kterd mé spojité parcidlni
derivace do druhého fédu véetné podle vSech tii argumentnu z, y, y'.
Necht jsou kromé toho dany v roviné zOy dva body A(a, b) a B(a,, b,).
Nejjednodussi ulohu variaéniho poétu, jak jsme ukazali vySe, lze
formulovat timto zpusobem: mezi vdemi k¥ivkami, vyjddfengmi rov-
nicems

y =y (5)
(funkce y(x) a jeji derivace y'(x) jsou spojité v intervaly a < x < a,)
a jdoucimi danymi body A a B, uréit tu, pro niZ integrdl

J = [Flz,y,y) dz (6)

nabyvd nejvétsi nebo neymendi hodnoty.

Eulerova rovnice. Pro danou ilohu dokazal po prvé Euler nasledujici
vétu:

Yéta I. Nabyjvd-lv integrdl J svého extrému pro kfivku y = y(x), pak
funkce y = y(x) touto kFivkou zobrazend vyhovuje diferencidini rovnici

d
F”_EEF'= . (7)

Nez piejdeme k dikazu této véty, ukazeme jeji prakticky vyzham.

10



Provedeme-li naznatené derivovani podle x u druhého séitance levé
strany rovnice (7),2) obdrzime

Fy—F,p —Fyy —Fppy” = 0. (8)

Z toho vidime, Ze neni-li F,.,. rovno identicky nule, je diferencialni
rovnice (7) druhého fadu a ma tedy jeji obecny integrail tvar

y= .f(z: &, ﬂ)’ (9

kde «, B jsou libovolné konstanty. Je tudiZ mozno Eulerovu vétu
formulovat takto: existuje-li kfivka y = y(x) ddvajici extrém, pat¥i
k soustavé kfivek (9) zdvislé na dvou parametrech. Z toho plyne, vime-li
predem, Ze hledand kiivka existuje, Ze k jejimu faktickému urdeni
zbyvia zjistit hodnoty &« a 8. Av8ak tyto hodnoty lze najit, pouZijeme-li
dalsi podminky tdlohy: hledana kiivka musi prochizet dvéma danymi
body A(a, b) a B(a,, b,), t. j. nezndmé « a § musi splitovat podminky:

b = f(a’ a’ ﬂ)’
b, = (a,, «, B), } (10)

z nichZ se « a § stanovi.

Udava tedy Eulerova véta pro existenci extrému nutné podminky,
pomoci nichz lze v mnoha piipadech dlohu Fesit.

Vzhledem k zikladnimu vyznamu véty pro celou klasickou theorii
i praxi variatniho poftu uvedeme dvoji odvozeni této véty. Jedno
odvozeni dostaneme, zobecnime-li postup, jehoZ uZijeme pf¥i feSeni
konkretnich tloh: povazovat varia¢ni dlohu za mezny pfipad dlohy
hledat extrémy funkei nékolika proménnych. Tato methoda, histo-
ricky nejstarsi,®) ma tu velkou pFednost, Ze bezprostfedné spojuje
dlohu variaéniho pot¢tu se znimou tlohou nalézt extrémy funkei.
Bohuzel je tfeba k piresnému provedeni dikazi touto methodou uz pri
nejjednodusii Gloze pouzit pracnych a jemnych Gvah; dikazy se sta-
nou jesté slozitéjSimi, pfejdeme-li k obecnéj$im ulohdm variaéniho
poétu. Zakladni myslenky takového dikazu hned uvedeme.

%) Fyr = Fy'(z,y,y') je funkee tii argumentd z,y,y" 8 y = y(z), ¥ = y'(z) jsou

zéroveri funkce proménné z.

3) Vyjddieno pfesndji, je tato methoda upravou téch starfich method v modernf
tvar.
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Druhd methoda — Lagrangeova — vyuZivad specifiénosti tloh
variagniho poétu a pfimykéa se bezprostfedné k dalsimu rozvoji variaé-
nfho poétu — k poétu funkciondlnimu. Tato methoda je v nyné&jsi
dobé ve variadnim poétu zakladni. Uvedeme ji pozdéji, pti ¢em? dikaz
provedeme s veSkerou matematickou pfesnosti.

Odvozeni Eulerovy rovnice. S8eznimime se s odvozenim Eulerovy
rovnice v obecném piipadé. Omezime se pfitom, jak jsme se zminili
vyse, jen na hlavni myslenku dikazu a odpustime si viechny detaily.

Necht tedy pro y = y(z) nabyva integral
J= [F(x,y,y')dz

maximalni nebo minimdlni hodnoty. Vezmé&me soustavu polygonu II,
s vreholy (z;, ;) ¢ =0,1,2,...,n), kde z; = a + 74z,

e —a

Ax =

;yo=b, yn:bv

Pii ¢emZ y; = y(z;) (¢t = 1, 2, ..., n — 1) jsou riizné pro rizné polygony
soustavy. Na systému polygoni /7, definujme funkei
n—1
Jn = EF((E‘, Yir y’i)Ax)
i=0
kde

Y, = yHZ]; Y: )

J, je funkce n proménnych yo, ¥y, ¥s, ---» Yn_1- Ma-li y(x) spojitou
derivaci, je limJ, = J.
n—w

Z ¢leni souctu J, zavisi na y, jenom ¢leny
F(xi—p yi—li y;-1)A$, F(Z’,-, yi: y:)Ax,

pfi ¢em? i-ty Slen obsahuje y, ptimo i nepfimo v tfetim argumentu y;,
kdezto (1 — 1)-ty jenom nepfimo v tfetim argumentu

Yi-1 = Yi _A;ﬁ_l .
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Z toho

3J,. 7 ! ’
3y‘ = Fv(zh Y, yl) Ax — Fﬂ'(xi’ Yo .'/i) + Fll'(xi-l’ Yi-1» yl-l) =
’ AF \Lis » :
= [Fv(zo Yo ¥i) — — Il (ny‘ y‘)] Az,
kde

AF,.(.’E'-, Y y:) = Fv'(xb Yo y;) - Fv'(zi—lr Yi1, y;—l)'

Pro polygon IT,, ktery minimalisuje J,, mime
o,
oy,

=0{(=12,....,n—1)

neboli

AFV'(xh yi, ?/:)
Ax

Podle Lagrangeovy véty o pfiristku funkce lze napsat rovnici (11)
v tomto tvaru:

Fll(xh Y Zl/;) - = 0. (11)

, d o — — -

Fll(xh Y yl) = a FV'(xi! Yo y{)’ (12)

kde
xr, = xs: + 9,1(33;'—27{—}), y.-'= Yi-1 + Osye — yi-y),
Yi = Yi-1+ Oslys — 4i-1); 0 <O < 1.

Ulohu najit kfivku y = y(x) minimalisujici nebo maximalisujic
integrdl J znovu povaZujeme za limitni pfipad dlohy uréit polygon
vedouci k extrému souétu J, pfi n - 0. Prejdeme-li v rovnici (11)
k limité, dostaneme vzhledem k vztahu (12):

d
F”—Ex‘Fy'zo.

Tim jsme dostali Eulerovu rovnici pro kfivku y = y(z), pro kterou J
nabyva extrému.

Variace. Vime, e zdkladni methodou v theorii extrémt funkci n prom&nnych
bylo, %e se nasel diferencidl funkee, t. j. hlavni linedrni &4st piirtistku, ktery
pek musel byt v bodech extrému identicky roven nule. Funkcionél

J=[Fla,yy)dz
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jsme vyBetiovali jako limitu funkce polygonu

n—l1

= D F(z,, ¥, y)) A
1=0

Méme

kde dy, jsou nekonedn& malé prirustky potadnic; tedy

d _ -
dJﬂ = 'Zl I:Fﬂ(mi’ yi' y;) - d-;- F”'($i, yi! ?/;)] 6yi AI' (13)
o
Pfedpoklédejme, %e pro n konvergujici k nekoneénu soudet J, konverguje
k integralu J a soudet v pravé asti (13) k integralu
fl(F d F )6yda: (14)
J vV Tap .
Vyraz (14) pro funkciondl J je obdobou uplného diferencidlu. Nazyva se variaci
funkciondlu. NiZ%e uvidime, %e variace je v jistém smyslu hlavni linedrnf &astf
ptirtistku funkcionélu a %e Eulerova rovnice je podminkou toho, aby se identicky
rovnala nule.

P¥ipad, kdy F nezivisi na y. V tomto pipadé obdrzime z Eulerovy
rovnice

d
E FV' = On
a z toho
F,(x,y') = const. (15)

Pripomindme je3té, Ze z rovnice (15) 1ze uréit ¥’ jako funkei zdvislou
jenom na z. Lze tedy Fici, Ze v piipadé nimi uvedeném miZeme vy-
jadrit feSeni Eulerovy rovnice kvadraturami.

Pfiklad. Mezi vSemi kfivkami na kulové ploSe, spojujicimi jeji dva dané
body, najit kiivku nejkratsi délky.

Oznadime O a @ zemd&pisnou délku a §itku bodu na kulové plofe. BudiZ kfivka
déna rovnici ® = 6(g). Délka oblouku ¥ na kulové plose je rovna

[ds = [dg* + cos’p a6* = f V1 + cos*p672 do.
14 Y

Vyraz za integradnfm znamenim neobsahu]e ®. Proto v nafem piffpad® mé
Eulerova rovnice integral

Fg=C (kde F = Vl + cos’q:@)-,
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neboli

de o — - c c
de cosg;Vcos“qp — C? cos’tpV(l — C) — C? tgp
_ dige C
dp J1—cn—Crigle
Z toho
) c
O + C, = arcsin(C, tgp), kde C, = =1
. 1—OC
neboli
C, tgp = sin(@ + C,), tgp = xsin® + B cosO (16)

1 1
(cx = C—l cosC,, f = a— sinC, |.

Piejdeme od sférickych soufadnic ke kartézskym:
z =rcos®, y =rsind, z =rtgp (r = Vz—’_—i-—y")
Rovnice (16) nabude tvaru '
z = az + By. (16")

Vysledné rovnice (16”) je rovnici roviny, kterd prochézi stfedem kulové plochy
a vytind na nf hlavni kruZnici. Z toho plyne, Ze nejkratsi arou je oblouk hlavn{
kruznice.

PFipad, kdy F nezévisi na x. Rozebereme je5té jeden zvlastni pfipad,
kdy integrovana funkce F(x, ¥, ') nezavisi explicitné na z: najdeme
podminku, kterou musi spliiovat kiivka y = y(x), pro kterou integril

J = [F(y,y)dz

nabyva extremalni hodnoty.

K fefeni dané ulohy provedeme ziaménu proménnych tak, Ze y
budeme povaZovat za nezavisle proménnou a z za funkei proménné y,
kterou mame urdit. V tom piipadé vede nafe dloha k tloze hledat
extremalni kiivku pro integral

1) de
y

by
J=ny,—
b

dz|d
dy
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ktery, poloZime-li ' = %%, Dy, x') = x’F(y, %), 1ze prepsat takto:

by
szcb(y,x')dy.
b

To je pfipad, kdy nezndmé funkce x = z(y) neni v integrované funkei
explicitné obsaZena. Musi tedy hledana kfivka vyhovovat rovnici

D,.(y, ) = C.

1
Ptejdeme-li k funkci F, obdrzime (vezmeme-li v tvahu, Ze y' = —,)

1 7 ’ ’
&, = z'Fy . (_:Tﬁ) +F=Flyy)—yFyly,y)=C.

To je jiz hledand diferencialni rovnice k urdeni neznamé funkce y(z).
Eulerovu rovnici dostaneme, derivujeme-li obé ¢asti rovnice podle x.
Rovnice
Fy,9)—yFo(y,9)=C (17)
neobsahuje z, a proto ji lze integrovat kvadraturami. Tedy i v tomto
pfipadé miZeme vyjadiit feSeni Eulerovy rovnice kvadraturami.
Jako pfiklad miZe sloufit integrdl (4). Ctenat zjisti, ¥e v tomto pFipads
rovnice (17) ptejde v rovnici
o)1+ 9% = k.
Jestlize F nezavisi ani na y, ani na 2, t. j. ¥ = F(y’), pak rovnice (15)
piejde v rovnici
F'(y’) = const,
z GehoZ y' = const =k, a je tedy y = kx 4+ b — integrilni kiivky
Eulerovy rovnice jsou pfimky. Na piiklad v @loze o nejkratsf vzdale-
nosti dvou bodi F = Vl + y'% &ira minimalisujici integral (1) je
tsedka.

Singularni pFipad. Neni-li ¥',.,. rovno identicky nule, pak je Eulerova
rovnice rovnici druhého fadu a jeji obecny integral obsahuje dvé libo-
volné konstanty, které vhodné zvoleny uréuji obecné hledanou extre-
malni kfivku. VySetime nyni p¥pad, kdyZ je

F”I"I =0.
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V tomto piipadé integrovand funkce bude zfejmé linedrni funkei

proménné y':
F = M(z,y) + y'N(z,y)

Eulerova rovnice nabude tvaru

oM ,eN d
w Ty w0
neboli po zjednoduSeni
oM _ oN
oy  ox’

(18)

(19)

Neni-li tomuto vztahu vyhovéno identicky, pak tento vztah definuje
v roving zcela uréitou kfivku, kterd v obecném piipadé nebude pro-
chdzet dvéma pfedem danymi body 4 a B — nami formulovana tloha

varia¢niho poétu neni obecné Feditelna.

V jednotlivych piipadech muZe byt rovnice (19) Fefenim ulohy najit extrém

integralu
a,
J = [ (M + Ny’) dz.
a
Na piiklad pro integrél
1
J = [{y sinny — (z + y)?)} dz
0

vypadé rovnice (19)
—2(y +2)=0.

2
Podél této kiivky nabyva integral J hodnoty —. Neni t&%Zké dokdzat, Ze je to
T

maximaln{ hodnota integrélu. Vskutku

#(1)

1
1 2
J L fy' sinny dz = fsinny dy = = [cosny(0) — cosmy(1)] < -
0

y(0)
Uvedme zéroveni, Ze jiZ pro integral

1

J = [{y’sinay — (= + y)*} dz (0 < |a| < ),
0

pro ktery ma rovnice (19) tvar
y=-—z

2 - Kurs var. poétu
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jako dffve, nedostaneme ani meximum ani minimum. Nebot
y(1) 1 1

1
Jy) = [ sinay dy — [ (z + )* dz = — [cosay(0) — cosay(1)] — [ (z + y)* dx,
¥(0) 0 x 0

a proto
1
J(— z) = —[1 — cosa].
[+.9

PoloZme nyni y = (— 1 + k)z, kde k je libovolnd konstanta; v tom pFipad®

1 k?
JH—1+ k)zl = — [1— cosa(k — 1)] — — =

1 k?
=J{—az) + = [cosx — cosx(k — 1)] — R

Z toho plyne, ¥e rozdil

J(— 14+ k)] —J[—z] = E sin% sin(a—-; — a) —%
o

zménf pro dostatednd malé k zneménko pfi zmén& znaménke k& (pro k — O
je pravé strana této rovnosti velidina ekvivalentnis — k sin«, jelikoZ podle pied-
pokladu je a rizné od 0 a ). NemuZe tedy J(— z) byt ani maximem ani minimem
funkcionalu J(y).

Piedpoklddali jsme, Ze vztah (19) neni identicky splnén; pfedpokla-
dejme nyni, Ze (19) plati identicky. V tomto pripadé integrovany vyraz
(M + Ny'Ydz = M dz + N dy je aplny diferencial — hodnota inte-
gralu zavisi jenom na soufadnicich poéitetniho a koncového bodu
kiivky y = y(x) a nezivisi na integra¢ni cesté — 1loha varia¢niho
poétu nema smyslu.

§ 3. Elementéarni feSeni nékterych varia¢nich uloh.

Sifeni svétla. Reime tlohu formulovanou v prvnim paragrafu
o trajektorii svételného paprsku, kdyZ se svétlo 8ifi v roviné 2Oy, pii
¢emZz svételny paprsek probihd z bodu A(x,, y,) do bodu B(z,, y,).
Omezme se na piipad, kdy rychlost » spojité zavisi toliko na y: v = »(y).

Ozna¢me 8 rovinné prostiedi, v némz se svétlo §ifi. Sestrojme v roviné
20y horizontalni pas sitky y, — y, = M

Yo <Y <Y+ h=yy (20)
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tento pds je ohranifen piimkami rovnobéinymi s osou Oz, které pro-

chazeji body A a B. Rozdélme pak pas (20) pfimkami

y=y0+i%(i=1,2,...,n—l)

na n horizontilnich paski (obr. 2):

14
Bix, vy
S
x,'("”h - 7/
o b 7
N 0" A /
/
/
/
/
| _ i
— Alxo, yo) X
0
Obr. 2.
3 1+ 1A .
yO+%“<y<y0+%(1‘20)1’2’--':n_1)' (20’)

Mysleme si nahrazeno prostiedi S se spojitou zménou rychlosti svétla

prosttedim S,, v ném# se méni rychlost svétla po skocich, a to: uvnitt

i-tého péasku (20') (¢ = 0,1, 2, ..., n — 1) budeme povaZovat rychlost
svétla v; za konstantni a rovnou

~f+3)

v; = VYo + P

Re$me nynf{ tlohu pro prostfedf S,,.

Tato uloha je Glohou na hledani minima funkce (» — 1) proménnych.
Vskutku podle pfedpokladu o konstantnosti rychlosti svétla uvnitf#
katdého z pasi (20') trajektorie svételného paprsku, jdouciho z 4

do B, bude polygonem, jehoZ vrcholy lezi na piimkach y = y, —}-%h
(¢=0,1,2,..., n). Oznacime-li a; usecku i-tého vrcholu tohoto poly-

gonu, odpovidajici pofadnici y, + %, dostaneme pro dobu 7', za niz
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svétlo probéhne po polygonu, vyraz

n—1
1 h\?
7= 3 e —ar + 3). (21)

Podle Fermatova principu musi svétlo dojit z A do B v nejkratsi dobs,
proto musi byt usecky a,, a,, ..., a,-, jednotlivych vrcholi polygonu
zvoleny tak, aby vyraz (21) nabyval svého minima. A to je iloha
vyhledat extrém funkce (n — 1) proménnych. K feSeni je nutno
polozit
oT,
oa;

=0( =123, ..,n—1). (22)

Transformujme tyto rovnice tak, Ze oznaéime uhel, ktery svira i-t4
strana polygonu s osou Oz, znakem ¢,. V tom piipadé dostaneme

aaq-,n —_ a1'+l — a; +
a; . : (h 2
viV(ai+1 —a;) + ;)
+ Gy — gy - COSQ; +_(E)S‘7’i—1 _ O,
h\? Vs Vi1
Viy ]/(ai — @) +(;)

neboli

COS@i-y _ COSQ; 1 (23)
’Ui_l v‘ b k’

kde k nezavis{ na .

Budeme nyni vy3etfovat tlohu o &feni svétla v prostfedi S jako
mezny piipad tlohy o &ifeni svétla v prostfedi S, pfi » neomezené
rostoucim. Tim pfejdeme od rozdéleni indexu lomu prostfedi a rych-
losti svétla po skocich k jejich spojitému rozdéleni; polygonalni trajek-
torie pfejdou v kfivocaré, jez budou vyjadfeny rovnicemi y = y(x);
doba 7T pohybu svétla bude vyjidfena v limité misto soudtu (21)
integralem

n—o

T f Vi+yide _ LimT,,
J v(y)

Lze dokazat, %e p¥i tomto limitnim pfechodu pfejde polygonalni trajek-
torie prostfedi 8, minimalisujici 7', v kfivocarou trajektorii prostfedi
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S minimalisujici 7' a zdroven sméry stran polygonalnich trajektorii
pfejdou ve sméry tecen ke k¥ivodaré trajektorii. V tom pi#ipadé pod-
minka (23) minima pro T, piejde v podminku minima pro 7"

cosp 1 ,
—v(y) =7 = const, (23"
pfi ¢emZ je-li y = y(x) rovnice limitni trajektorie, pak
1
t, = ,, tedy cosgp = ———
gy =Y y P Vl T
Tudf% rovnice (23’) pfejde v diferencialni rovnici:
vy)1 +y? = (24)

kterou jsme jiZ dostali diive.
To je rovnice se separovanymi proménnymi; jeji obecny integral
bude mit tvar

—_ + 01 (24,)

kde C je integracni konstanta.

Z toho soudime, %e v daném prostiedi naleZi trajektorie svételného
paprsku vidy k dvojparametrové soustavé kiivek (24') (parametry:
C a k); z kaidého bodu M(x,, y,) roviny vychazi svazek paprsku

' pd
x — 1y = Y
]/ B — o2
Yo
Rovnice trajektorie tohoto paprsku zdvisi na jednom parametru £,
ktery lze najit, jestlie znime bud smér paprsku v uvedeném bodé
nebo jestlize znadme je$té jeden bod, jim% paprsek prochdzi.
Ukdzeme jeden zvlastni pripad, kdy FeSeni lze provést do konce.

Predpoklidejme, Ze rychlost sifeni svétla je imérnd pofadnici:

v=ay, o > 0.
V tomto pfipadé nabude rovnice soustavy trajektorii paprsku tvaru
/ xr = _ﬂ— + C
sz — a¥y?
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neboli po integraci a Gpravé:
2
@—CP +y*= (%) =7

Jsou tedy v uvedeném pfipadé trajektorie paprsku oblouky kruZnic
se stfedy na ose Ox. KaZdymi dvéma body prochdzi jedina trajektorie.

Uloha o brachystochron&. PouZijeme shora dosaZeného vysledku
rovnéz k feSeni ulohy o brachystochroné (viz str. 8).

Proloime body 4 a B vertikdlni rovinu a opatime ji pravoihlou
soustavou soufadnic; pocdtek soufadnic umistime v bodé 4 a osu Oy
polozime tak, aby sméfovala vertikalné doli.

Budte (a, b) soufadnice bodu B, g gravita¢ni zrychleni. Doba T,
kterou potfebuje hmotny bod, aby spadl z 4 do B, bude vyjadfena
integralem

a
T = f Vl_—l;_y_z x
J Vagy
(viz § 1, formule (3’)). Nase tlloha vede k hledéni kiivky, podél niz
integral T nabyva nejmensi hodnoty.

Vzhledem k tomu, co bylo Fedeno, musi hledans k¥ivka vyhovovat

rovnici (24). Dosadime-li do této rovnice za v(y) = V?E/, dostaneme

Yoy i+ v =k,

ky k2,
1=l ) )

K integrovani této posledni rovnice bylo by moino pouZit formule
(24'), aviak bude vhodnéjsi provést integraci pfimo tim, Ze zavedeme

novou proménnou substituei :

neboli

y = tgo. (26)
Rovnice (25) pfejde po substituci v rovnici:
— kl _ 2 . __ kl

y = 1—+ tap = k, cos?p = 2 (1 + cos2p). (27)

Derivujeme-li ji podle x, najdeme

Yy = — k; sin2p g—z, (28)
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t. 3.

tgp = — 2k, cosg sing —g:,
neboli
dx
2 —_ - ——
cos®p dp = 2%,

Integrujeme-li posledni rovnost, najdeme obecny integral rovnice (25)
v parametrickém tvaru:

= — % (2p + sin2p) + C,,

Yy = % (1 + cos2¢p).

®. Potom rov-

Zavedeme novy parametr 0, poloZime-li 2¢ = =
nice soustavy nabudou tvaru

z = r(® —sin®) + C, ]

y = r(1 — cosB), |
kde r a C jsou libovolné konstanty. Je to tedy soustava eykloid, vy-
tvofenych kotdlenim kruZnice poloméru r po reilné ose. Body vratu
budou body realné osy s tseckami

z = C 4 2nnr. .

(29)

V nasem piipadé C = 0, jelikoZ podle podminky ulohy prochazi
k¥ivka poéatkem soufadnic. Nezndmé r se uréi z podminky, Ze kiivka
prochdzi bodem B.

Probrang iloha umo#iiuje jednoduché, ale zajimavé zobecndni. Pfedpoklédej-
me, 26 hmotny bod v uvedené iloze mé v potateénim okamziku urditou poédteéni
rychlost v,. V tomto pfipads rychlost » bodu bude v libovolném okamZiku rovna

v = 29(y + Y
kde

2
0
; Yo = 2g

Uloha o &afe nejrychlejsiho sestupu se pFevede na tlohu nalézt &ru, podél
ni¥ integral

l+y
?/+3/o)
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nabyvé nejmensf hodnoty. Integrdl 7* se pfevede na integral 7' zamé&nou pro-
ménné

n =19+ Y-
Z toho soudime, Ze hledand &ara bude obsa¥ena mezi cykloidami

z = r(@ — sin®) + C, } 29")
y = r(l — cos®) — y,.

Cykloida (29) se dostane kotdlenim
kruZnice polomé&ru r po piimece y =
== — Y,. Pro libovolné pevné y, se kon-
stanty 7 a C uréi z podminky, Ze kfiv-
Obr. 3. ke prochézi body 4 a B.

Omezime se na zvlaStni pfipad, kdy

body A a B leZi na ose Oz. Proy, = 0

bude hledans kfivka tiplnou cykloidou (obr. 3). K¥ivka se bude protinat s osou
Oz v pravém thlu: s rastem podétedni rychlosti v, a tedy i y,, bude se uhel,
v némZ se protne kfivka s osou

A g soufadnic z, zmensovat, kfivka se
stdle méné a ménd bude odchyloyat
od usedky AB a pro v, - < piejde

nafe kfivka v useku AB.
- Z uvedené ilohy plyne nésledu-
A 8 jici, ne prvn{ pohled paradoxni
Obr. 4. fakt: z bodu 4 do bodu B pfi jed-

nom & témiZe vyddni za pohonné
litky Ilze v nékterych pfipadech dojet rychleji po kopcovité cestd neZ po cestd
rovné (obr. 4).

Maupertuis-Eulertiv princip. Refenim tulohy z optiky o tvaru trajektorie
svételného paprsku v prostfedi s promé&nnou rychlostf Sifenf svétla Fesili jsme
také ulohu z mechaniky o &fe nejrychlejiho padu. Takovou analogii mezi
tlohami z optiky a mechaniky miiZeme zjistit u velmi Sirokého okruhu uloh.
V mechanice byla objevena obdoba optického principu Fermatova Maupertui-
semn & Eulerem a dostal ndzev Maupertuis-Eulertv princip. Omezime se na pod-
statu tohoto principu.

VysSetiujme pohyb volného hmotného bodu M o hmot& m = 1 v rovinném
silovém poli s danym potencidlem Ul(z, y). Za téchto podminek pijde podle
obecnych zdkont mechaniky zrychleni naSeho bodu vidy ve smé&ru normél
k ekvipotencidlnim &arém

U = C (C je konstanta),
a velikost rychlosti v bude rovna

v= )20+,
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kde k je konstanta pro kaZdy pohyb. Oznadime ¢ whel, ktery svird trajektorie
s ptisluinou ekvipotencidlnf Earou.

Z ptipomenuté vlastnosti zrychleni plyne,*) Ze rovnice trajektorie pohybuji-
ciho se bodu bude souhlasit s Eulerovou rovnicf pro funkeionél

z,
[V2u+h. |1 +y2dx
)

Proto trajektorie bodu M pfi pohybu rychlosti v = V2U + h souhlasi
s trajektorif svételného paprsku pohybujictho sewrychlosti

1 1
v = — = J———.
v Ju+n

1
JelikoZ svételny paprsek pfi rychlosti svétla v, = — realisuje extrém integralu
v

fi" - le_J“—de“ (30)
vy N

je pro trajektorii pohybujfciho se bodu realisovan extrém integralu

fvds = fv2u+hda. (31)
Integral f vds podél trajektorie se nazyvé ulinkem.
ObdrZeli jsme variaéni princip Maupertuis-Eulerav: udinek, t. j. integral
f v ds, podél Eary spojujici dva dané body nabyvé extrému na trajektorii bodu M.
Takovym zpiusobemn se pfevede mechanickd dloha uréit trajektorii pohybu
bodu na 1ulohu variaéniho poétu.

Analogie mezi mechanikou a y
optikou. Analogiemezi principem
Fermatovym a Maupertuisovym
byla ddvno zjiSténa. Hamilton
ji pouZil k vytvorfeni své theorie
rovnic mechaniky, o niZ se zmi- /
nime v daldfm. V soudasné fysice
dala tato analogie podatek k vy-
tvofeni tak zvané vinové me- Qbr. 5,
chaniky.

Pomoci této opticko-mechanické analogie miZeme, jestlize znéme trajektorii

n8kterého mechanického pohybu o rychlostiV2U + h, obdr¥et trajektorii své-

1
telného paprsku, pohybujiciho se rychlosti —————, a obrécens. Na piiklad:
2U 4+ h

4) To bude dokézéno v kapitole VI.
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v gravitednim poli se pohybuje bod, ktery mél v poéiteénim okamZiku rychlost
vy, po parabole (obr. 5) rychlosti

v=|v2—2gy, (32)

kde g je gravitadni zrychlenf, y pofadnice bodu (horizontalni pfimka prochdzejici
podatedni polohou bodu je vzata za osu Ox). Z potateéniho bodu 4 vychazf
svazek parabolickych trajektorii, obalenych rovn&% parabolou (ochrannd
parabola). Je-li nyni rychlost svétla v prostredi vyjéddfena formulf

1
vy, = 0, (33)
b )i —2ey
pak paprsky, vychdzejici z poddtku soufadnic, budou mit podle mechanicko-
optické analogie tvar parabol, obalenych zase ochrannou parabolou.

V této kapitole uvedené ulohy o brachystochroné, o Sifeni svétla,
o isoperimetrickém problému byly na konci 17. stoleti a na zaéatku
18. stoleti témi zkuSebnimi kameny, na nichZ se tvofily a zkouSely
nové methody matematické analysy.

Regenim tlohy o brachystochrong, kterou polozil 1. Bernoulli v r.
1696, se zabyvali bratfi I. a J. Bernoulliové, Newton, Leibniz,
I’'Hospital.

Leibniz byl prvni, kdo pfi feSeni Glohy o brachystochroné presel
od vySetfovani integra¢ni kfivky k vySetfovani mnohothelnika
vepsaného do této kiivky a tim nahradil varia¢ni dlohu tlohou na
obyéejny extrém.

TéhoZz postupu pozdéji pouzili i pii FeSeni jinych tloh bratfi Ber-
noulliové, avSak byl to teprve ¢len petrohradské akademie L. Euler,
ktery vytvofil z tohoto postupu, pouzivaného na jednotlivé piipady,
methodu, kdyZz pfeSel od FeSeni jednotlivych zvlastnich dloh k obec-
nému problému, jak najit extrém funkciondlu neboli, jak psal Euler,
funkce éary.

Pomoci své methody (viz § 2) pfevedl Euler shora uvedeny problém
na fedeni tak zvané Eulerovy diferencialni rovnice, vysetfil velky pocet
piikladi, na nichz demonstroval Géinnost jim vytvofené theorie.

Limitni pfechod k diferencidlnim rovnicim nemohl byt v Eulerové
dobé matematicky presné proveden a také Eulerovy tuvahy nemély
onu piesvédéivost, na kterou si zvykla daldi pokoleni matematiki,
ktefi podali (viz kap. II) obecné platny a na koneénych diferencich
nezavisly dikaz Eulerovych diferencidlnich rovnic a celé dalsi theorie.
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Avsak Eulerova methoda koneénych diferenci se znovuzrodila
a zdokonalila v tFicatych letech naseho stoleti, hlavné v pracich so-
vétskych matematiki.?)

§ 4. Aplikace.

Uloha o minim4lni rotaéni ploSe. Mezi vdemi kfivkami

y = y(2)
(y(x) © y'(x) jsou spojitd), jejichE koncovymsi body jsou dané body A(x,, y,)
a B(x,, y,), chceme uréit kfivku, kierd pfi svém otdeni kolem osy Ox
vytvori plochu minimdIntho obsahu.

Tato tloha je zvlastnim piipadem obecné tlohy nalézt minimalni
plochu, ktera prochazi danou kfivkou nebo danou soustavou kiivek.

Oznafme y = y(z) libovolnou kiivku splilujici zminéné pred-
poklady. Jak zndmo, je obsah S plochy, vytvofené oti¢enim této éary
kolem osy Oz, vyjidfen integralem

S =2=n nyl + y2 dz.

Jeito integrovana funkece ziejmé nezavisi explicitné na z, bude feeni
Eulerovy rovnice nasi Glohy vyjadfeno kvadraturami. Prvni integral

bude:

F—yFy =yt 9% — gy —te —
yFy = yf1+y VY i =
kde « je libovolna konstanta, neboli po zjednoduseni
y = o)1 +y= (34)

Abychom zkratili vyklad o integrovéni této rovnice, pouZijeme
umélého obratu; zavedeme novou proménnou ¢:

e? —e¥?

g = she.

- yl =
Dosadime-li vyraz pro ¥’ do rovnice (34), obdrzime
Yy = o‘Vl_—_}- sh%p = achep. (35)
5) Viz sbornik ,,Matematika v SSSR za XV let* a ,,Matematika v SSSR za XXX let*.

27



Tim jsme vyjadfili ¥ pomoci ¢. Budeme se snazit vyjadfit rovnéz =
pomoci ¢. Zderivujeme proto podle = rovnost (35):

, d
y' = ashe d_(:’;
Z podminky y' = she obdriime
de
& E = 1.
Z toho
z = ap + B,

kde B je nova libovolnd konstanta. Tim nabude obecny integril
Eulerovy rovnice v parametrickém vyjadfeni tvaru:

z=ap + B,
y = « che,
neboli
y=achZ=F (36)
[+ 4

Rovnice (36) ukazuje, Ze se minima, pokud existuje, dosdhne pro
k¥ivku, ktera vznikne z fetézovky

y = chx

homothetii se stftedem v podatku soufadnic (x je pomér homothetie)
a posunutim ve sméru osy Oz (f je velikost posunuti).

Pohyb planet. Vydetrujme soustavu dvou hmotnijch bodi, které na sebe
plusobi podle Newtonova gravitaéniho zdkona. Chceme, povaZujice jeden
bod za pevny, zkoumat pohyb volného bodu.

P#i pfechodu k polarnim soufadnicim (r, ¢) vyjidfime potenciil
gravitace podle Newtonova zakona ve tvaru -g— (4 je konstanta).
Oznadime v, podateéni rychlost a r, poéateénf privodié pohybujiciho
se bodu. V tom pfipadé je

V2w _ BB

2 2 roory
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neboli

v = u (—f— + h), (37)
kde
p="_ 2
M To

Podle Maupertuis-Eulerova principu je draha vy3etfovaného po-
hybu extremala integralu

fl/—l_}»ds_fl/ . Vr2+r'2d¢( :11’)

Jeito vyraz za integradnim znamenim nezavisi explicitné na ¢, ma
Eulerova rovnice tvar:

r2 E + A
yr __ _og,
V,.z I 2
z ¢ehoZ
-
<P+01=Cf _dr—_—arccos—g "
r)f2r + bt — C? rJ1 +ho?’

kde C a C, jsou integraéni konstanty. Nakonec dostaneme rovmici
trajektorie ve tvaru

2
1 + e cos(p + C,)
Pohyb se déje po kuzeloseéce o vystiednosti (numerické) e = Vmc—z
Podle poéateéni rychlosti obdriime drahu eliptickou, parabolickou
nebo hyperbolickou:

(e = YT F10%. (38)

r =

ro v,2 < 2—’“, h < 0, e < 1 drahu eliptickou;
P re P
Pro v, = 2711, h = 0, e = 1 drahu parabolickou;
0

Pro v, > 2—;“—, h > 0, e > 1 drdhu hyperbolickou.
1]

V ptipads eliptické drahy najdeme velkou poloosu a elipsy ze vzorce
c? 1 | 2
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Poloosa a je Giplné uréena pocéateéni polohou r, & poéateéni rychlosti v,,
Pfi éemz nezdvisi na sméru této rychlosti. Smér poéatetni rychlosti,
jak je zfejmé z predchdzejicich vzorcl, nemd vliv na to, bude-li naSe
driha parabolicks, elipticka nebo hyperbolicka.

Z (37) a (39) plyne

y = V 2 _ ]/ ]/E (40)

kde r, = 2a — r je pruvodi¢ bodu ehptlcke drahy vzhledem k druhému
ohnisku elipsy.

Umistime nyni p¥itahujici bod do druhého ohniska naii elipsy a bu-
deme vySetiovat pohyb po téZe eliptické draze. P¥i takovém posunuti
stfedu pritaZlivosti zaméni se role privodiéi r a r, a podle formule (40)
obdrzime pro rychlost v, nového pohybu

Jul/r 1
ol
1

Rychlosti pohybw po eliptické drdze v pripadé, kdyZ pfitazliva hmota
je wmisténa v réiznijch ohniscich, jsou nepiimo dmérné.
Porovname-li vyrazy pro dobu 7' a pro uéinek U pii pohybu po

oblouku trajektorie
T = d—:, U= f v ds,

dostaneme vlastnost eliptickych drah, kterou objevil N. E. Zukovskij:

Doba, za kterou planeta pritahovand Sluncem, umisténgm v ohnisku F,
probéhne oblouk AB eliptické trajektorie, je rovna konstantnimu faktoru
ula ndsobenému ucinkem pri pohybu planety po témZe oblouku, kdyby
Slunce lezelo v druhém ohnisku.

§ 5. Methody pfiblizného fegeni uloh varia¢niho poétu.

Shora uvedenou methodu konedénych diferenci, kterou vytvoril
Euler lze chapat jako methodu pfiblizného feSeni varia¢nich loh
(viz nu piiklad § 3

Uvedeme nyni jiné methody pfibliZnych FeSeni.
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Methoda nekoneéného pottu proménnych. K methoddm variaéniho
podtu, které bezprostfednd zobeciiuji tlohu o extrému diferencialniho
poctu, patii také nasledujici methoda. Predpoklidejme, Ze mezi viemi
kiivkami, které jsou rovny nule v koncovych bodech intervalu [0, =],
chceme uréit tu kiivku, podél niz integral

T

J=[F(z,y,y)dx

0
nabyva nejmensi hodnoty. RozloZime proto hledanou funkei v trigono-
metrickou Fadu:
Yy = a, sinx + a,sin2z + ... 4 a, sinnx 4 ...

O tomto rozvoji jsme mohli pfedpokladat, Ze neobsahuje ani volny
¢len, ani kosiny , nebof y se na koncich intervalu rovna nule, a tedy bez
4jmy na obecnosti miZeme funkci povazovat za lichou:

y(— 2) = — y(a).

Za ptedpokladu, %e neznama funkce ma spojitou derivaci, kterou lze
rozvinout ve stejnomérné konvergentni Fourierovu fadu, obdriime

Yy = a, cosz + 2a, cos2x + ... + na, cosnx 4 ...

Dosadime-li do vyrazu J misto y a y' jejich rozvoje, dostaneme J jako
funkei nekonetné posloupnosti koeficientii:

J = Ja,, a,,...,a,...).

NasSe tiloha vede k uréeni té€ch hodnot a,, pro néz J nabyva nejmensi
hodnoty. PouZijeme-li podminek extrému, dostaneme systém rovnic,
z nichZ se maji uréit a,:

?—J =0(n=1223...).
éa,

V obecném piipadé éini vysetfovani takovych soustav nekoneéného
pottu rovnic o nekoneéném mnoZstvi neznamych velké potize, ale
v nékterych zvlastnich pfipadech vede tato cesta k snadnému a tipl-
nému fefeni ulohy. Budeme nyni poé¢itat Glohu, u niZ lze této methody

pouzit.
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Isoperimetrickd Gloha. Tak se nazyva nisledujici vloha: Mezi vdemi jedno-
duchymi zavfenymi kfivkamsi, které majl pfedepsanou délku, najit tu, jejiE vnitfek
md nejvét§l obsah.

Budi%

T =2z(s), y=yls) (0S8 (41)
rovnice jednoduché zaviené kfivky v parametrickém tvaru, kde jsme vzali
za parametr s délku obloyku:

dr\® dy\*
1 +'£ =1 (42)

a kde ! je pfedepsana délka kfivky.
Pfi tomto oznadeni je obsah S oblasti, ohraniéené kiivkou (41), vyjadien

integralem
[2

d
S = [z-—yds.
ds

0
Nase tloha se tim pfevede na nasledujici{ dlohu: mezi funkcemi £ = z(s), y =
= y(8), periodickymi 8 periodou ! a vyhovujicimi podmince (42), uréit tu, pro
niZ integral S nabyva nejvé&tsi hodnoty.

RozloZime x a y ve Fourierovy fady:®)

2an . 2an ]
a:=4}ao+z a,,cos—l—-a+b"smT8,
r (43)
- 2nn . 2nn
y=§co+2 c,,cos—ls—i—d,‘sm—l—.s,
kde a,, by, ¢,, d, jsou nezndmé Fourierovy koeficienty; z toho
dz ( 2nn . 27nn n 2nn b 2nn a)
—_— = ———a,8in— 8 + — b, cos—
1" P [ ¢
ds ! (44)
dy Z 27n . 2an + 2nn d 27n
—_—= —_—— — — cos— sg].
ds [ O SN T T G 08T

K dalifimu vykladu pfipomeneme dvé formule z theorie Fourierovych fad.
Jsou-li of (6 =0,1,2,...) a B, (k =1,2,...) Fourierovy koeficienty funkce
f(z) s periodou ! a jsou-li y, a 6, Fourierovy koeficienty funkce @(z) s touZe

periodou I/, pak !

2 2
7f[/(z)]’ dr = % + 2 (a2 +82), (45)

0
) Piredpoklddéme, Ze funkce z(s) a y(s) maji spojité derivace, vyhovujici Lipschitzové

podmince. Téchto hypothes ohledn& z(s), ¥(s) je nam tfeba k tomu, abychom mohli
tyto funkce rozvinout ve Fourierovy fady.
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2
'l_ff(x) p(z)dz = togye + Z(o‘n}'n + ﬂnan)'7) (486)
0

Nynf vyjadffme integral S pomoci Fourierovych koeficientt. Podle (43), (44)
a (46) dostaneme:

S = nDn(a,d, — b,c,). (47)
Kromsé toho, podle podminky (42) m4 byt

IEREIE

Z toho dostaneme, vyjadiime-li integral (48) pomoci Fourierovych koeficienti,
podle (44) a (45)

2n2
1= D n¥ad 4 b2 + 2 + d2). (49)

PouZijeme-li ziskanych formuli (47) a (49),snadno vyé&islime rozdil mezi obsahem
kruhu, omezeného kruZnicf délky I, a obsahem S:

2 n
o—5=3 Snad+ b2+ ¢+ d2) — nyn(ad, — bue,) =

= 2 D ((nap — da) + (nby + e + (0 — 1)(ek + d2)} 32 0

Znaménko rovnosti piati jenom pro g, —d, = 0,5, 4 ¢, = 0,a, = b, = ¢, =
=d,=0(n=23,4,..),t. ). kdyZ

z = {a, + a, cos 8 + b, sins,

Yy = §c,— b, cos 8 + a, 8in 8.
Je tedy hledané kFivka kruznice: '
. ;
4t

TudiZ mezi vSemi kfivkami dené délky I: z = x(s), y = y(s), které spliujf
shora uvedené podminky spojitosti, je to kruZnice, kterd ohranituje plochu
nejvétiiho obsahu.

(z—iao)’ + (y— ﬁco)’ = as + b!

") Viz ne pfiklad knihu G M. Fichtengol’c, Kurs differencial’'nogo a integral’nogo
istislenija, sv. III,
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CebyZevova methoda. P. L. Cebysev stanovil nasledujici p¥ibliznou
methodu feeni varia¢nich tloh. Misto extrému integralu

b
Jy) = [z, 9,y,...y") dz

se vySetiuje extrém soudtu

Stz g,y ... y™) dz,

t=1
definovaného na t¥idé mnohoélent daného stupné. Pro nékteré zvlastni
ptipady téchto souéta fesi P. L. CebySev tilohu o extrémech pomoci
fetézovych zlomki.

PFimé methody. Zpisob nalezeni funkei realisujicich extrém,
popsany na str. 31, vede k tloze Fesit soustavu nekonecéného poctu
rovnic o nekoneéném poétu neznamych — k loze, jez je obecné velmi
obtiZnd. Ritz navrhl postup pfiblizného feSeni ulohy tak, Ze se pfevede
na soustavu koneéného poétu rovnic o koneéném poétu nezndmych.

Hledejme extrém (pro uréitost minimum) funkcionilu J(y), kde
y = y(z) je urditd tfida funkeci, jez lze vyjidfit ve tvaru fad

(x) = z a.pi(x);
i=1
a; jsou uréité realné koeficienty, @y, @, ..., @,, ... je néktera posloup-
nost funkei (obycejné orthogonilni, jako na piiklad systém trigono-
metrickych funkei 1, sinz, cosz, sin2z, cos2z, ...).

Vysetfujme n-parametrovou soustavu funkei

Yy i(x) = Z a.pi(z

rozlozitelnych v koneéné fady podle funkci ¢ (x). Pro tyto funkce
se stane J(y) funkei koneéného poétu proménnych, a to koeficienti
a,, ay, ..., G,

J(y™) = J(ay, a,, ..., a,).

Nyni budeme hledat mezi funkcemi y™(z) tu, kteri minimalisuje
J (y<")) t. j. budeme hledat posloupnost o 7 koeficientech: a{, a”, .
., a™, minimalisujicich funkci J(a,, a,, ..., a,). Cisla a™, af"),
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..., &™ najdeme jako feSeni soustavy n rovnic o n neznamych:

0Jn .
TG‘—O (1/—1,2,...,’)7,).

Jim odpovida funkce

n

y(z) = Z af'”)‘Pi (x).

i=1

Necht n neomezené roste. Pfirozené odekivame, Ze pfi tom funkce
y™(z) konverguji k funkei y(z), kterd realisuje minimum na3eho
funkcionalu J(y). V mnoha tulohich je tomu vskutku tak. V kazdém
pripadé vyvstanou pfi tom pfed nami tyto otazky:

-a) vySetfovat konvergenci posloupnosti funkei y®;

b) v piipadé konvergence y™(x) k n&které funkeci y(x) dokdzat,
e limitni funkce y(z) realisuje minimum J(y);

¢) vezmeme-li jako aproximaci hledané limitni funkce y(z) jednu
z funkei y™(x), pak vznika otizka, jak odhadnout chybu, t. j. odhad-
nout rozdil

|ly(x) — y™(=)].
PFiklad. Naji{t minimum
1
Jy?az
-1

za podminek:
1

y(—1) =y() =0, [y*dz=1.
—1

V dal&{m doké¥eme8), %e se tohoto minima dosihne pro funkei

F.d N n?
Yy = cos— = a jerovno — = 2,47 ...
2 4 .

Redme tlohu ptibli¥n3. Budeme tieba hledat minimuin daného funkciondlu
za danych podminek mezi mnohoé¢leny prvnich t#i stupni:

Yy =& + pr 4+ yx* + 828
Z podminky y(— 1) = y(1) = 0 dostaneme, %6 mnohoéleny y mus{ mit tvar
y = (1 —z%)(a + bx).

8) Viz kap. IX.
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Z toho

1 1 1
fy”dz = f[(l —z%)(a + bz)]*dx = a’f(l —x)dx +
—1 —1 ‘ —1

1 1
+ 2abf:v(l — )2 dr + b’f(:c’—:v)' dz = 16a’ + {50t
) =1
Déle
1 1 1 1
fy* dz = a?[42* dx + 2abf2;c(3:c"‘— 1)dz + b2f(32* — 1)2dx =
—1 —1 —1

= fa® 4 1802,
Minimum vyrazu
fa? + 1,802
za podminky
18a2 4 P 5bt = 1

Vl

je minimum uréeno, je 0,03, rela.tivni chyba vysledku nepfevysuje 1,2%,.

dosteneme pro b = 0,2 = a jerovno § . 12 = 2,50. Absolutn{ chyba, s niZ

Odivodnéni Ritzovy methody, objevené v r. 1908, a rovné% Ceby3e-
vovy methody provedl N. M. Krylov, ktery podal r. 1918 dikaz
konvergence minimalisujici posloupnosti pro celou fadu problémi.
Ve svych pracich z let 1925—1931 udal N. M. Krylov fadu odhadu
aproximaci, pii éem? tyto odhady byly uvedeny pro nevelka d¢isla
aproximaci a zvlasté pro jejich malé hodnoty, coZ je zvlasté dulezité
v praxi.
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KAPITOLA II.
METHODA VARIACI

§ 6. Dalsi poznamky o extrémech funkcionali.

Obecnd pozndmka. V predchézejici kapitole jsme nasli nutné pod-
minky pro to, aby dana ¢éara vedla k extrému nékteré funkce &ary.
Methody, jimiZz jsme Fegili podobné ilohy, spoéivaly v aproximaci
naSich funkei éary funkcemi koneéného poétu proménnych, v Fedeni
tlohy o extrému pro tyto funkce a v pfechodu k limité. Nestudovali
jsme opravnénost piechodu k limité a rovnéZ jsme se nezabyvali
otazkou, vede-li vidy limita extrémi aproximujicich funkei k hleda-
nému extrému funkce ¢éary, nebof takové vySetfovani pfekracovalo
ramec nadmi dané ulohy. Kdybychom takové vySetfovani provedl,
dostali bychom nejenom diferencidlni rovnici extremély, nybrz i apro-
ximaci Fe$eni této diferencidlni rovnice feSenim systému obycejnych
rovnic, t. j. vysledek podstatné vétsi; pravé proto je tieba k jeho
dosaZeni daleko jemnéjSich tivah. Pro na8i skromnéjsi ulohu uréit
tvar diferencidlni rovnice hledané extremdilni kfivky je tento postup
ponékud pracny i v nejjednodussi uloze, prejeme-li si jej provést iplné
presné. Pii pfechodu k slozitéjsim tloham projevi se tyto jeho nedo-
statky jesté zfetelnéji. Pri FeSeni variaéni ulohy vychazime od funkei
koneéného poétu proménnych; nemame dosud algoritmu specidlné
uréeného pro funkeciondly a proto pruinéjsiho. Problém vytvofeni
takového algoritmu polozil jiz Euler a resil jej Lagrange v r. 1759.
Tim byla objevena nova cesta pro rozvoj variaéniho poc¢tu. Eulerovy
methody se znovuzrodily teprve neddvno, kdyZz se vynofily otdzky
o aproximaci feSeni varia¢nich tloh.

Podstata Lagrangeovy methody je v tom, Ze se pro funkce obecnéjsi
povahy zobecni ten pojem, na némz je vybudovina theorie extrémi
funkei koneéného poétu proménnych, a to pojem diferencidlu. Princip,
jehoZz jsme v této theorii pouzivali, Ze totiZ v bodé extrému je
diferencial roven nule, se zobecni na funkecionaly.

PFipustné &iry. Zaéneme peclivéjdi a presnéjii formulaci ulohy:
najit ¢aru, pro niz urdity funkecional nabyvi extrému. Je ziejmé,
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Ze pfedeviim musime charakterisovat tu soustavu éar, nalezejici
k defini¢nimu oboru na3f funkce, mezi nimiZ lezi kfivka ddvajici
extrém, Takové ¢iry se nazyvaji pfipustnymi ¢éarami nasi variacni
ulohy.

Nasi alohu formulujeme timto zptisobem: Je ddna tfida C pfipust-
nyjch Car, patficich k definiénimu oboru funkce J(y) édry y. Je najit
nutné podminky k tomu, aby pro Edru y, nasi tFidy nabyvala funkce J(y)
svého minima (resp. maxima), t. §. aby J(y) = J(v,), kde y je libovolnd
jind &dra této tFidy (pro maximum J(y) < J(y,)).

Definice tiidy pfipustnych ¢ar se méni spolu s ulohou. V tak zvané
elementarni tloze varia¢niho poétu byly prpustnymi éarami rovinné
kiivky, které spojuji dva dané body. V isoperimetrické tloze (viz § 5)
musely mit pfipustné éary uritou délku. Takovd omezenf plynou
bezprostfedné z podminek ulohy. Kromé toho klademe na pfipustné
éary jesté fadu omezeni theoreticko-funkciondlniho charakteru, ktera
rovnéi zdvisi na typu dlohy. VySetfujeme-li funkce éary, definované
integrily [F(z,y, y') dz, musime Zidat, aby integrovany vyraz a inte-
gral mély smysl. Na piiklad do t¥idy pfipustnych &ar podobné ilohy
zfejmé nemiZe patfit ¢ara, kterd nemd nikde teénu.

Omezme prozatim tfidu pfipustnych ¢ar u funkciondld, vyjadfenych
integraly [F(z,y,y’) dz, na &iry y = y(z), kde funkce y(x) a jeji
prvni derivace jsou spojité. V pozdéjsich uvahdch bude tiidou pii-
pustnych éar mnoZina kfivek po éastech hladkych.

Tim, Ze vySetfujeme &iry dané rovnicemi y = y(x), kde y(z) je
jednoznaéna funkce, klademe jesté jedno omezeni na t¥idu pfipustnych
Car: jsou to ¢ary, které protinaji pfimky rovnobézné s osou Oy jenom
v jednom bodé. Abychom odstranili toto omezeni, musili bychom
pouZit parametrického vyjadieni rovnic kfivky, coZz také pozdéji
provedeme.

Takovym zpisobem omezujeme tiidu pfipustnych &ar ve dvou
smérech: s jedné strany jsou to omezeni theoreticko-funkcionalniho
charakteru (na piiklad spojitost funkce vyjadrujici éaru a spojitost
jejich derivaci). Od téchto omezeni pfi soutasném zobecnéni pojmu
integralu, délky kfivky atp. lze ¢asteéné upustit a polozit ilohu v obec-
néjsim tvaru. S druhé strany ¢inime pfedpoklady plynouci z charakteru
dlohy (na p¥iklad v isoperimetrické iloze rovnost délek piipustnych
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kiivek). Zmény téchto pfedpokladi vedou po kaZdé k novym tloham,
jez vyzaduji vlastnich method reSeni.

Pro struénost vyjadfovani budeme dale pouZivat této terminologie.
Rekneme, Ze kfivka y = y(x) (@ <z < b) pat¥ do tfidy C,, je-li
funkce y(z) spolu se svou proni derivact spojitd pro a < x < b. Rekneme
obecné, ze kfivka y = y(z) (a < =z < b) patfi do tFidy C,, je-li v uzavie-
ném intervalu [a, b] funkce y(z) spojitd spolu se svymi pronimi n deri-
vacems.

§ 7. Klasifikace extrém.

Absolutni extrém. V theorii extrémi funkeci koneéného poétu
proménnych se rozliSuje mezi extrémem absolutnim a relativnim.
Analogické déleni pojmu extrému provedeme i pro funkce dar. Rek-
neme, %¢ dand funkce J(y) éiry ma v dané tiidé piipustnych céar
absolutni minimum, jehoZ nabyvi na kfivce y, nadi tfidy, je-li pro
libovolnou kiivku ¢ mnasi tiidy

J(y) = J(yo)-

Analogicky se definuje i absolutni maximum.

Vysetfujme na piiklad délku kfivky; za tfidu piipustnych car
vezmeme soustavu kfivek, spojujicich dva dané body A(z,, yo) a
B(z,, ¥;), vyjadfenych rovnicemi

y = y(@),
kde y(z) ma spojitou derivaci a
Y(Zo) = Yoo y(21) = W1~
Délka kiivky je vyjddiena integrilem

—_—fl/l + y?dz.

Absolutniho minima nabude délka na tseéce uréené rovnici

yl yO (

Lo

Y — Yo T — ) (o < < ).
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Poznédmka. Natomto ptikladé vidime, jak je omezeni tfidy pfipustnych
dar na 8éry s tefnou spojité se mé&nici umélé. Je ziejmé, Ze usecka bude udavat
absolutni minimum délky, jestlie za tfidu piipustnych éar vezmeme soustavu
dar, spojujicich body 4, B a skladdajicich se z nekonedného pottu obloukl se
spoiité se m&nici teénou. Ba vice, pro kaZdou &iru y lze definovat délku jako
limitu délek polygont do nf vepsanych, jejichZ strany konverguji k nule. Tato
limita, koneénd nebo nekoneénd, kterd je nezavisla na volb® posloupnosti
polygonii, existuje pro kaZdou kfivku. Mohli bychom v dané tloze vzit za tFidu
piipustnych 8ar soustavu vSech spojitych kfivek spojujicich body A, B; dselka
by jako dfive minimaelisovala délku.

Relativni extrém. Diive nez budeme definovat relativni extrém,
objasnime tento pojem nazornym p#ikladem. Mezi dvéma body na po-
vrchu zemském lezZi vysoka a srazna hora; chceme spojit tyto dva body
cestou nejkratsi délky. Proto, abychom zmen§ili délku cesty, je vyhod-
né objet pii jizdé z jednoho bodu do druhého vrchol hory; jak zprava,
tak zleva najdeme mezi cestami, po nichZ vrchol objizdime, cestu
nejkratsi. Je-li nejkratsi cesta zprava mensi nez nejkratsi cesta zleva,
pak je také absolutnim minimem délek ¢ar na zemském povrchu,
které spojuji tyto body. Nejkratsi cesta zleva nepovede k absolutnimu
minimu, av8ak v kazdém piipadé bude nejkrat$i ze v3ech ostatnich
ji blizkych cest, spojujicich tyto body a obchazejicich spolu s ni
vrchol hory zleva.

Zavedeme nyni nékolik pojmii nutnych k presné definici relativniho
extrému.

Vzdilenost mezi kfivkami. Budte dany dvé kfivky, definované
rovnicemi

y = y(x), < gz <
y =@ @=7=0

Vzddlenost{ mezi témito kiivkami nazveme neziporné &islo r rovné

maximu |y,(z) — y(z)| na Gsetce a < z < b. Tuto vzdalenost budeme
oznatovat takto: -

r = r{y(x), y(z))-

Sestrojme kolem k¥ivky y = y(x) pas ,,8itky* 2k (obr. 8) tak, Ze od kaz-
dého bodu kiivky naneseme na obé strany ve sméru pofadnice tselky
délky A. ’
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Vzdalenosti kfivky y = y,(x) od kiivky y = y(z) pak bude polovina
nejmendi ,.8iFky takového pasu kolem y = y(x), ktery obsahuje
kiivku y = y,(x).

Budi? dana posloupnost kfivek:

y = yl(x)7 ?/ = y2(z)7 LR ] y = ?/n("l'), vy

jejichz vzdalenosti od kfivky y = y(z) konverguji k nule. To znamen3,
Ze posloupnost konvergu-

je stejnomémé k y(z). A
Vzdalenost dvou kiivek |V
rovna nule je nutnou a
postatujici  podminkou
pro to, aby tyto kfivky
byly identické.

Ve funkei éary

J(y) = fF(:L', Y, ?/') dz
zavisi integrovany vyraz
nejenom na hodnoté funk-
ce, nybrz i na jeji deri- € Xo x
vaci. Proto hodnoty funk- Obr. 6.
cionilu

J(Z/) = fﬁ'(ﬂ:, Y, yl) dz
pro dvé éary, mezi nimiz je vzdalenost velmi mald, mohou se od sebe
znaéné lisit. Na priklad kfivka

1
y:;sinm: WLz )

, .1 - .. ‘1 s ,
lezi ve vzdalenosm; od usecky osy Oxz: y = 0. Pfi tom vSak integral

T
2
zménén, kdyi n — oo, t. j. kdyZ vzdéalenosti mezi nimi konverguj
k nule.

Tedy pii nekoneéné malé vzdilenosti dvou kfivek y a y, hodnoty
funkecionala J(y) a J(y,) se mohou li§it 0 koneénou hodnotu — funkeio-

[ 42 dz je pro tyto &iry roven =, resp. 0, a tento rozdil zistava ne-
0 .
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nal je , nespojity. K odvozeni podminek pro extrém je viak zvlasté
dulezitd vlastnost spojitosti. Proto je nutno shora zavedeny pojem
vzdalenosti doplnit podstatné tak, aby se pro dvé ,,blizké* kiivky
vySetfované funkciondly malo liSily. Proto zobecnime pojem vzdale-
nosti takto:

Definice. Vzddlenosti n-tého fidu kfivek y(z) a y,(x), které maji spojité
derivace do n-tého Fddu véetné, se mzyvd nejvdtsi z maxim vyrazi:

ly2(@) — y(@)], lyi@) —y' (@), ...
]y(n) y(n)(z)l

v intervalu a < z < b.

Shora definovany pojem vzdilenosti bude podle na$i nové definice
vzdalenosti nultého fadu.
Pri vySetfovani funkcionalda

[F(z,y,y')dx

hraje zvlastni roli vzdalenost prvniho ¥ddu. Pfi spojitosti funkce F
vzhledem k y a ¥’ ma dostatené mala vzdilenost prvniho fadu mezi
dvéma kfivkami y = y(z) a y = y,(z) za ndsledek libovolné malou
absolutni hodnotu rozdilu funkcionalt téchto funkei. Proto ve vétsiné
piipadi budeme pod vzdilenosti mezi kfivkami rozumét jejich vzda-
lenost prvniho fadu.

Okoli kFivky. Nazveme ¢-okolim n-tého fidu kfivky
y=yk) @<z b
soustavu kfivek
¥ = (@),
jejichZz vzdalenost n-tého fadu od kfivky y = y(x) je mensi nez e.

Tedy e-okoli nultého fddu k¥ivky y = y(x) se sklddd z kfivek,
lezicich v pasu 8ifky 2¢ kolem kfivky y(z).

Silny a slaby extrém. Rikime, e funkcional
b
J=[Fz,vy,y)dz (1)
a
nabyva na kfivce y, silného relativniho maxima, jestlize pro
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viechny piipustné &iry y, lezici v nékterém e-okolf nultého fidu
kfivky v,, plati E

J(y) < J(yo).

Analogicky se definuje relativni silné minimum,

Rikime, %e funkcionil J nabyvé na kfivece y, slabého maxima,
jestliZze pro viechny pripustné éary y, lezici v nékterém ¢-okoli prvniho
fadu kiivky y,, platf

J(y) £ J(v0)-

Kazdy absolutni extrém je soufasné slabym i silnym relativnim extré-
mem. KaZdy silny extrém je soufasné i slabym, avdak obrdcené to obecné
neplatf.

PFiklad 1. Budiz
J =f y2(1 — y'?) d=.
0

Usetka osy Oz vede k slabému minimu J.

Pro y = 0 je J = 0. Na druhé strand vsak pro kfivky, které le%f v e-okoli
prvnfho Fadu této uselky, je |¥’| < 1, je-li ¢ libovolné kladné é&islo mensi ne%
jedna, a integrovany vyraz je tudiZ nezdporny. Je-li y == 0, J je ovlem kladné
a je rovno nule jenom pro y = 0, t. j. pro nasi dsetku. To znamend, Ze na ni
nabyvé J slabého minima.

Silného minima J nenabyva. Stagf poloZit

1.
Y = 5=8mnr;
J/n
pak

n

1
J = —fsin’nz(l—ncos’m:)dz =
n
0

i aT

1 1 . n n
=— |sinPnzdr —— J 8in® 2nzder = — — —
n 4 2n 8

0 0

a pro n dostatednd velké je pro nade kiivky J < 0. Na druhé strang lezi viechny
tyto k¥ivky pro n dostateénd velké v libovoln& malém okoli nultého fadu kfivky
y = 0. Tedy J nenabyvé pro y = 0 silného minima.
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P¥iklad 2. Uvedeme jestd jeden piiklad, ktery zvldSt& nbdzornd ilustruje
odlisny charakter slabého a silného extrému.

Po jezefe pluje lodka pohénéna plachtou a vesly z bodu 4 do bodu B, pfi dem#%
rychlost vétru mé smér od B k 4. Predpoklddejme kroms toho, %e pohon plach-
tou bez vesel muZe dat lodi rychlost v = v(«x), kde « je tihel, ktery svird smér
rychlosti se smérem vé&tru, pii ¢em#

n

v(x) 20 pro O < ox < m— oy, W— Oy > 7
a pro o > 7 — &g je pohyb nemoiny (je nemoZné plout bez vesel ve sméru
le%icim pfimo proti vétru, « = =, a ve smé&ru tomuto sméru dostatednd blizkému):

v(a) =0 pro n = o« = n— .

Chceme uréit drahu lodky tak, aby lodka doplula z 4 do B za nejkratsi dobu.

Pfi pohybu lodky po pfimce A B bude potiebny &as T roven poméru vzdéle-
nosti mezi A a B k rychlosti lodky, kdy% se jenom vesluje. Pfechod od pohybu
po pfimece k pohybu po kiivee k piimce dostatetnd blizké (ve smyslu blizkosti
prvniho #ddu, obr. 7a) potfebny &as jenom zvé&tsi, nebot plachta nebude v é&in-
nosti a délka drahy se zv&tsi. Usecka 4B dé slabé minimum. Jestlize nynf

E
predpokladéme, Ze je # — ag > 3 aZe rychlost, ji dosdéhneme jenom veslovéanim,

je dostatedn& mald, pak je zfejmé, %e cestovni &as znadén® zkritime, budeme-li
plout po lomené &afe (obr. 7b).

Poznamka. V prvni ka-

A _—_ 6 pitole jsme vidéli, ze kazda
A, =" kiivka, d4vajici extrém in-

tegralu (1), vyhovuje Eule-
rové rovnici (7), § 2. Je tedy
mozZno Fici, Zeidentické anu-
lovani levé strany rovnice
(7),§2, je nutnou podminkou
A g proto, aby funkce y = y(x)
davala extrém integralu (1).

b) V dalséim se budeme zaby-

Obr. 7. vat jinymi nutnymi pod-

minkami extrému a v po-

slednich kapitoldch knihy budeme vy3etfovat také i postadujici pod-
minky. Je dulezité ihned pfipomenout, Ze jak nutné, tak postacu-
jici podminky mohou byt odlisné pro piipady absolutniho nebo
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relativniho silného a slabého extrému. PonévadZ viak kazdy absolutni
extrém je soucéasné silnym relativmim extrémem a ten je zase také
slabym extrémem, jsou nutné podminky pro slaby extrém nutnymi
i pro silny a absolutni extrém. Obracené nutné podminky pro silny
a pro absolutni extrém nebudou obecné platit pro slaby extrém. Pro
postacujici podminky budou vztahy obricené: na piiklad postaéujici
podminky absolutniho extrému budou postaéujicimi podminkami pro
kteryRoli z relativnich extrému, ale obraceng to platit obecné nemusi.

Jak je znamo, kaZda spojitd funkce definovand v uzavieném inter-
valu nabyva v ném svého absolutniho minima.

Ve variaénim po¢tu nemusi funkciondly nabyvat svého extrému
na t¥idé pripustnych éar, t. j. jestlize infimum hodnot funkcionilu
na t¥idé pripustnych éar je rovno ¢, pak nemusi existovat takova p¥i-
pustna ktivka v, Ze J(y) = ¢.

Na priklad v § 17 budeme vysetfovat Glohu, ve které funkcional
nenabude minima na kfivkach se spojité se ménici teénou, ale nabude
ho na kiivkach po ¢astech hladkych. Dokonce je v nékterych pfipadech
snadné ukazat pfiklady funkciondild, definovanych na jistych t¥idach
funkei, které nenabyvaji extrému ani na jednom pfirozeném roz3ifeni
tiidy pfipustnych car.

Je pfirozené, Ze se objevila fada praci o vySetfovini existence
absolutniho minima funkecionali variaéniho poétu a o charakteriso-
vani skupin tloh se zajidténou existenci extrému. Podstatnych vy-
sledklt v tomto sméru bylo dosaZeno v r. 1930 sovétskym matematikem
N. N. Bogoljubovem.

V letech 1948—1950 dosahl A. G. Sigalov znamenitych uspéchi
v TeSeni ulohy o existenci absolutniho minima pro mnozné integraly.

§ 8. Variace nejjednodussiho funkciondlu.

Diferencidl. Dfive nez pfistoupime k vykladu Lagrangeovy methody
ve variatnim podétu, pfipomeneme ¢tenafi definici diferencidlu funkce
mnoha proménnych.

Budiz dina funkce f(z,, z,, ..., ,) se spojitymi parcidlnimi deriva-
cemi prvniho fadu.
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Méme
@y + by, 2o+ by, ooy + By) — f(g, gy -y Zp) =

— i a.f (2}1, Lgy - xn)hi + e,

fex] 33,-

kde ¢ je veliina nekoneéné mald vyssiho f4du nez nejvétsf z absolut-
nfich hodnot pfirastkd |As, 7 = 1, 2, ..., n (nebo nez

Vh? + ke + ..+ ha?).

Vyraz Z f h je linearnf funkece piirastka Ay, A,, ..., h,. Tento vyraz

se nazyva d1ferencla1em funkee f(z;, z,, --., ,). Lze ho nazvat hlavni
linearnf éast{ piiristku funkce (hlavni v tom smyslu, Ze pi{ristek
f je roven diferencidlu aZ na veliinu nekoneéné malou vyssfho fidu
nez nejvétsi z |hy)).

Diferencidl je moZno definovat jeité jinak. Spojme ,,body‘‘ n-roz-
mérného prostoru (z,, %5, ..., T,) & (2, + by, 2y + Ry, ..., z, + R,)
,piimkou*, sklidajici se z bodu (=, + th,, z, + thy, ..., z, + th,),
kde — o0 <t << 4 0. Funkece f se na této piimce zméni ve funkei
parametru &:

D(t) = f{x; + thy, y + thy, ..., z, + th,).

Mame
D'(t) = @ f(:lc1 + thy, £y + thy, ..., xn + th,) =
_ z of(xy 4 thy, xy + thy, ..., x, + th")h-
TS ox; v
Proto je

@'(0) = i of (x4, x5, ”'i")h,-.

ft=1 3:0:,-

Je tedy diferencidl 2 3
i=1
Pozndmka. V naSem pfipad® se obg definice diferencidlu shoduji. V obec-
ndjSim pfipads tyto definice ekvivalentni nejsou.
BudiZ a(hl, v sess hg) hlavni linedrni éast pirastku f(a:1 + hy, 7y + h.‘,,
o Zp + hp) — (&, Ty s Tp)s b o @y + by Ty A+ Ry, s T, - By) — [l
:cz, s ) = @by, by, ..., By) + &, kde ¢ je nekoneénd malé vysitho fddu neZ
nejvétsi z |k

derivace podle ¢ pro ¢ = 0 funkce @(t).

il
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Potom je
f(®, + thy, Ty + thy, ..., Ty + thy) — f(Z{, Ty, ..., Tp) =
= af(thy, thy, ..., thy) + £ 1)

(kde & je veli¢ina nekonefnd malé Fadu vySSiho neZ nejvetsi z |thy = |¢| |h,]):
Tedy pro pevnd k; a pro ¢t — 0 dostaneme: ¢, je veli¢ina nekone&né maléd vyssiho

fadu ve srovnéni s ¢, protoZe z toho, Ze hmI 1 lh | = 0, plyne také pro pevné A,
t—0 i

%o lim—s—‘ = 0. Z toho
t—0

lim — I:/(:c;1 + thy, Ty + thy, ..., T, + thy,) — Hzys Zgy vers :c,,)] =
t—0

= alhy, hyy oo hy) + lim% = alhys by oeos hn)s
t—0
neboli (podle definice derivace podle ?)
d
[af(a:l + thy, 2y + thy, ..., T, + th”)]z—o = alhy, by, .. By),
t. j. diferencidl v prvnim smyslu bude vidy diferenc idlemn také v druhém smyslu.

Obricené tvrzeni neplati BudiZ na priklad f= V:z:" + 3. Potom pro z = 0,
y = 0 a pro libovolné A,,

3
d
pr V(thl)a + (thy)® = | + 13
tato veli¢ina nenf linedrni ani vzhledem k %, ani vzhledem k %,, t. j. neni diferen-
cidlem v prvnim smyslu.

Odvozeni variace. Méjme funkcional
b
J = [F,y,v) da,

kde F' mé spojité derivace druhého fddu podle viech tfi argumenti
a y = y(z) nalezi do tfidy C, funkei, majicich spojitou derivaci.
Budte y(z) a y(z) dvé funkce z t¥idy C,. Oznadme jejich rozdil 5(z) =
= y(z) — y(z); zfejmé n(z) ma vSude spojitou derivaci

n'(@) = y'(@) — y'(@).

1) Nésobime-li viechny argumenty parametrem ¢, zndsobime jim i hodnotu line-
arni funkce a.
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Sestavime rozdil

b
J(y) — J(y) =f[F($,y +ny +7)— Flz,y,y)]de =

b
= f [Fyn(z) + Fun'(2)] dz,

kde pruh nad derivacemi F, a F, znadi, Ze jsou vzaty pro hodnoty
argumenti z, y, ¥, kde 7, ' leZi mezi y(x) a y(x)’ resp. ¥'(x) a y’(x).
Pro stru¢énost budeme oznacovat F, a F, hodnoty téchto funkeci pro
argumenty z, y(z), y'(z). Jezto proa < 2 < b je

ly —yl <In@)]| <y, 9),
v — vl <In'@)| < rly, ),

kde r(y, y) je vzdalenost prvniho fddu funkei y(x) a y(z), pak vzhledem
k spojitosti Fy(x, y, ¥') a F,.(z, y, ¥') podle viech t¥i argumentd, af je
&islo ¢ > 0 jakékoliv, pro dostateéné malé r(y, y) budeme mit

|F, —F,| <e, [F, — F,| <e. @)
Je tedy

b
J@) = J@) = JF@ + Fyn'(@)] d +

b
+ [((F, — F)n(x) + (Fy — F,)y'(z)] dzx =

b
= JIF(@) + Fyy'(@)] dz + exr(y, y), (3)
kde &, spolu s 7(y, y) konverguje podle nerovnosti (2) k nule. Z toho
b
plyne, Ze vyraz [(F,n + F, %) dz, rovny pfiristku funkcionilu aZ
a

na velitinu fadu vyssiho nez r(y, y), je hlavni ¢ast piirastku funkecio-
nilu J. Tento vyraz se nazyva variaci funkcionalu J a znadi se 6J:

b
8J = [[F,(x, y(x), ¥ (@))n(=) +
+ Fy.(x, y(2), y'(2))n'(x)] d=. (4)
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Z definice variace plyne, Ze je funkcionilem zivislym na podatgéni
funkei y(z) a na piirustku 7(z):

6J = K(y(z), n(x)),

pii ¢emz na pFiristku »(x) zavis{ variace éJ linedrné&.

Tedy variace je hlavni linedrni &dst priristku funkciondlu. Tato
definice variace je obdobou prvni definice. diferencidlu funkce mnoha
proménnych.

Je mozné zavést jinou definici variace, odpovidajici druhé definici
diferencidlu.

VySetfujme jednoparametrovou tfidu funkei y(x) 4+ tn(z). Pro
funkce této tfidy, pokud jsou y(r) a 7(x) pevné, se zméni funkciondl
J(y + tn) ve funkei argumentu ¢:

o) = J(y + tn)
Pouzijme formule (3) a zaméiime x(z) funkef t7(z):

b
Jy + tn) —J@) =t[(Fn + Fyn')dzx + &,

kde &, = &7y, ¥y + tn) = &|t|r(y, ¥ + n) je veli¢ina nekoneénd mald
vyssiho fadu nez vzdalenost mezi funkcemi y(x) a y(z) + ¢5(x) (neboli,
pokud jsou y(z) a n(z) pevné, nez ¢). Z toho plyne

lim= =0
zT(l) t
Proto je
@'(0) —lim 2O — PO _ Sy +tn) — J@) _
t—+0 t—0 t
b b
=f(F,,17 + Fyn)dz + ltiﬂoli; =f(Fv77 + F,7') d=. (5)

Je tedy variace derivace podle ¢ pro ¢ = 0 funkce '
() = J(y + in).
To by bylo mozno odvodit i pfimo diferencovinim za integradnim
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znamenim

3
d
D'ty = Esz(z, y+iny +itp)de =
a

b
= f (Fulz,y +tn,y + ')y + Fylz,y +tn, 7" + ty')n'] da.
Je tedy (pro i = 0)
b
QD'(O) = f[F,,(:E, Y, ?/')77 + Fv'(xs Y, .1/')7]'] dz.
a

Tak jsme dosli k jiné definici variace, totiz jako derivace podle
parametru ¢ pro ¢ = 0 funkce J(y + 7). .

Pro funkcionaly pravé vySetiovaného typu jsou obé definice ekvi-
valentni. V obecném pfipadé vSak je druhd definice obecnéjsi (jako
v piipadé obydejnych funkei).

Variace funkce. Ve vyrazu pro uplny diferencial funkce n promén-
nych se hodnoty pfiristkd nezdvisle proménnych nazyvaly diferencialy
téchto proménnych. Analogicky ve vyrazu pro variaci 6J funkcionalu
J(y) se piiristek 5(x) funkce y(r) nazyva variaci y(z) a znadi se

dy(@) = n(x) = y(@) — y(=).

Némi zavedeného pojmu variace lze, jak uvidime v daldi kapitole,
pouiit k feSeni celé Fady extremélnich dloh. Methoda feSeni vSech
podobnych tloh je zaloZena na tom, Ze variace funkcionalu pro funkei
vedouci k extrému tohoto funkciondlu je identicky rovna nule.

Nutni podminka extrému. Odvodime ted nutnou podminku pro to,
aby kiivka y = y(x) ze t¥idy pfipustnych ¢ar davala v nejjednodussi
uloze extrém funkcionilu J(y). Odvodime nutnou podminku slabého
minima (maxima), ale ta bude rovnéz nutnou podminkou i silného
minima (maxima). Z definice slabého relativniho extrému plyne:

Jestlite y = y(x) realisuje slabé minimum funkciondlu J(y), pak
existuje takové e-okoli prvniho fddu kfivky y = y(x), Ze pro kaZdou
pFipustnou kfivku y = y(x) z tohoto okoli pririistek

J(y) —Jy) = 0. (6)
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Obricené v pfipadd maxima pro vdechny pFipustné kfivky y = y(z)
v nékterém e-okoli prvniho Fidu dané kfivky y = y(z)

J(y)—Jy L 0. (M
Je tedy podminkou extrému, aby pfirdstek
AJ = J(y) —Jy)

mél konstantni znameni.

Dokazeme nyni jednoduchou pomocnou vétu, které budeme v bu-
doucnu velmi éasto pouZivat.

Pomocnd véta. Necht ve vjrazu
ad + &,
je d konstantni, pii demZ pro « konvergujici k nule jakkoli, e, konverguje
k nule spolu s « tak, %e %‘5 — 0 (t. j. & je velidina nekonedn& mal4

Fadu vyssiho neZ «); jestlife pak pro vdechna dostateéné mald « mdme
oad + e, 20
nebo jestliZe pro véechna dostateéné mald o mdme
od + e, <0,
pak je d = 0.
Vskutku, budiz d # 0, na piiklad 4 > 0. Potom, jeZto podle pred-
pokladu %‘- konverguje k nule, bude vyraz d + E—: pro libovolna

dostateéné mala o rovnéZ vétsf nez nula. Proto je

od + ey, = & d+%)>0proo¢>0,

ad+sa=a(d+%)<0pr0a<0,

co% je ve sporu s pfedpokladem. Je tedy d = 0. _
Na zdkladé této véty dokaZeme daldi v&tu, kterd udavd zakladni
nutnou podminku pro existenci extrému.

Véta 1. Pro to, aby funkce y(x) tFidy C, minimalisovala (maximaliso-
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b
vala) funkciondl J(y) = [F(z, y, y') dz za podminek y(a) = y,, y(b) =

= ¥,, je nutné, aby variace
b
o = [[Fy(z, y, y")n(x) + F,/(z, y, ')’ (z)] dx
a

byla rovna nule pro libovolnou funkci n(zx) tFidy C,, pro kterou je n(a) =
= n(b) = 0.

Abychom tuto vétu dokézali, vySetfujme funkeci y = y(z) + t5(z),
kde y(x) vede k extrému funkciondlu J(y), ¢ je libovolny parametr
a 7(z) je libovolnd funkce tiidy C,, pro niz n(a) = n(b) = 0. Pouii-
jeme-li formuli (3) a (4) (kdyZ v (3) zaménime 7(z) funkei t(z)), miZe-
me napsat

Jy + tn) — J(y) = t6J(y) + at|r(y, y + 7). (8)

Pro pevnou funkeci #(z) a pro ¢ konvergujici k nule, konverguje ¢, -
rovnéz k nule. Jestlize nyni y(z) minimalisuje J(y), pak plati pro kazdé
kladné nebo zaporné ¢ — 0 nerovnost (6). PoloZzime-li 6J(y) = d,

t = x, &y = 51]‘["(1’/: y + 77)’
zjistime na zakladé pomocné véty, zZe
8J (y(x)) = 0. (9)

V pfipadé maxima je splnéna nerovnost (7), takZe z pomocné véty
najdeme zcela stejnym zpisobem vztah (9). Tim je véta dokazana.

Tuto vétu lze dokazat, vyjdeme-li z druhé definice variace. Na tfidé
funkei y(z) + t#(z) se stane funkcional J funkei parametru ¢:

J(y + tn) = D).
Tato funkce nabyvd minima pro ¢ = 0, t. j. kdyZ funkce y(z) 4 t5(z)
se pravé rovnd funkei y(z) minimalisujici J. Proto se musi pro ¢t = 0
b
@'(t) rovnat nule: @'(0) = 0. AvSak &'(0) = [(F,n + F,7’') dz, ¢imi
je v&ta znovu dokédzina.

Transformace variace. Za integraénim znamenim stoji ve vyrazu
pro prvni variaci linedrnf funkce proménnych dy = 7 a dy’ = %’. Inte-
graci per partes lze variaci transformovat tak, aby za integraénim zna-
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menim stala linearni funkce zavisld jenom na Jy (tak zvand Lagran-
geova transformace) nebo zavisla jenom na dy’ (Du Bois-Reymondo-
va transformace).

Lagrangeova transformace se provede timto zpisobem:
Integraci per partes dostaneme
b ]

f Fy oy dz = [Fy oy — f aydi F, da.
b xr

a [

Predpokladame-li, Ze v bodech a a b je variace 8y rovna nule, pak

b b
[Fy~ dy' dz = —f&y(%:lf',,' dx.
“V a

Je tedy
3

b
d
0J(y) = f (Fydy + Fydy')dz = f (Fy — 3. Fv) 0y de.

Toto vyjadfeni jsme obdrZeli jiz v § 2 (formule (14)), kdyZ jsme
vySetiovali funkcional J(y) jako limitu funkece polygonu a &J(y) jako
limitu diferencidlu této funkce.

Pripometime, Ze jsme o funkeci y(z) pfedpokladali, Ze ma spojitou
derivaci. Av8ak y' jsme nepovaZovali za diferencovatelnou funkei.
"Proto je Lagrangeova transformace a priori nepfipustna.

Aby odstranil dalsi pfedpoklad o existenci druhé derivace y”,
navrhl Du Bois-Reymond jinou transformaci variace. Oznaéime-li
totiz

[F,dz = N(z),

méame
b

dN
8J :f[ﬁ dy + F,,-ay'] dz.

a



Dale, integrujeme-].i per partes:

b
f—— dy dz = [Ndy] —fNéy’ dz.
a

Piedpokladéme-li jako pfedtim, Ze dy v bodech a a b je rovno nule,

dostaneme
b

8J = [(F, — N)oy' dz.
a

Tato transformace nevyzaduje daldich piedpokladd o struktufe
funkee y(x).

§ 9. Zakladni pomocné véty variaéniho poétu.

Pomocnd véta | (Lagrange). Necht M(z) je spojitd funkce. JestliZe
pro libovolnou funkci n(x), kterd md spojitou derivaci a je rovna nule
v bodech a a b, je

b
[M(z)n(z) dz = 0,
pak M(x) = 0 pro vdechna x (a < = < b).

~ Necht je totiZ v nékterém bodé ¢ (¢ < ¢ < b) M(c) + 0, na pifklad
M(c) > 0. Vzhledem k spojitosti funkce M(x) pro dostateénd velké n

je moZno utvofit interval [xo, Zo + ;—E], leZici uvnit¥ intervalu [a, b]

a obsahujicf bod ¢, v némz je M(x) vétsf nez uréité kladné &islo m.
Definujeme nyni funkei 7,(x) takto:

sin? [n(z — x,)] v intervalu [zo, z, + E]
7o Z) = "

0 vné intervalu [xo, z, + %]

(viz obr. 8). Funkce 7,(z) je spojitd, ma spojitou derivaci a je kromé
toho 74(b) = no(a@) = 0. Muselo by tedy byt

fM Z)ne(x) dxr = 0;
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jo viak

n
Tq +—

b
fM(x)no(x) dz =fM(x) sin?(n(x — z,)] dz >

0
n
Tot+—
n
nm

> m | sin?n(x — z,)]dx = o > 0.

Ze
Tudiz pfedpoklad: M(x) + O pro z z intervalu [a, b] vede ke sporu.2)

Tim, Ze aplikoval tuto pomocnou
vétu na variaci

b
/cL . 8J = f F, — L 7)oy dz,

dx

a

Obr. 8. ktera musi byt v pfipadé extrému

rovna nule pro kteroukoli funkei dy
majici shora uvedené vlastnosti, odvodil Lagrange Eulerovu rovniei:

d

F"—ﬁ

F, = 0.

Proto musi této rovnici vyhovovat kazda funkce y = y(x), ktera dava
extrém integralu

b
J = [F(z,y,y") dz.

Ktivky vyhovujici Eulerové rovnici se nazyvaji extremdlams.
Lagrangeovo odvozeni Eulerovy rovnice obsahovalo nepresnost,
na niz jsme upozornili pfi definici Lagrangeovy transformace.

Pomocnd véta 2 (Du Bois-Reymond). Je-li pro spojitou funkci M (x)

a pro libovolnou spojitou funkci n(x) majici spojitou derivaci, pFi EemZ

%) Lagrangeova pomocnd véta zistane v platnosti, je-li funkce n{z) v jeji formulaci
libovolnou funkei t¥idy Ci(k = 1), ktera je spolu s derivacemi do (k — 1)-tého f4du na

F]
hranici rovna nule. Je tteba jenom v definici funkce 7,(z) v intervalu [a:,,, Ty + n ] vzit

sin?*[n(z — z,)].
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n(a) = n(b) = 0, integrdl

pak je M(x) v celém intervalu [a, b] konstantni.

Neni-li totiz M(x) konstatni, pak existuji v intervalu [a, b] alespoii
dva body ¢, a c,, v nichZ funkce M(x) nabyva riznych hodnot, na pii-
klad M(c,) > M(c,). Budiz d, a d, dvojice &isel, kterd spliiuje nerov-
nosti

M(c,) > d, > d, > M(c,).
Pak lze sestrojit pro dostatetné velké n par intervali [xo, zy + %]’
[zl, z + %], leZicich v intervalu [a, b], jez se neprekryvaji a jsou

oy n
takové, Ze vintervalu [xo, Zp + —]
n

Y y=nixl plat{ nerovnost M(z) > d, a
¢ G v druhém ze zvolenych intervala
o 3 x  x-% 5 " plati nerovnost
\/ M(z) < d,.
Obr. 9. Funkeci #'(z) definujeme takto
(obr. 9):

sin?[n(z — z,)] v intervalu [zo, z, + %],

nw) = — sin?[n{z — z,)] v intervalu I:a:l, z, + %],

0 ve viech ostatnich bodech intervalu [a, b].

Funkce 7(z) = [7'(z) dx je spojitd, ma spojitou derivaci 7'(z)

a kromeé toho je n(a) = 0,

b z.+f z,+f

7n(b) =f17’(a:) dz =j‘sin2 [n(z — z,)] dx —./.sin2 [n(z —=z,)dz = 0.
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Podle predpokladu méa byt
-b

JM(z) n'(x) dz = 0,
+a

ale na druhé strané
zn +—

f M@)y'(z) dz = j M(z) sin?[n{z — 2,)] dz —

T

I|+—

—j M(x) sin? [n(x — z,)] dz > (d, — d2)f51n2nx dz > 0.

Vede tedy pfedpoklad, Ze M(x) neni konstatni, ke sporu.

Uplné odvozeni Eulerovy rovnice. Z Du Bois-Reymondovy pomocné
véty dostaneme snadno uplné odvozeni Eulerovy rovnice. BudiZz dana
tfida piipustnych éar y == y(z), kde y(z) je funkce, kterd ma spojitou
derivaci, pfi ¢emZ v3echny funkce y(x) nabyvaji pro z =a a z = b
pfedepsanych hodnot y, a y,. Na této tfidé je definovin funkcional

b

J(y) = fF(z, Y, y') dz,

a
kde F je spojita funkce vSech argumentt se spojitymi parcidlnimi
derivacemi prvnich dvou fddd. Pfedpokladejme, Ze funkce y = y(z)
ze tiidy pfipustnych ¢ar diva relativni slaby extrém funkcionalu J.
V tomto piipadé je

8J =f(—N+F,,)6y’dz= 0

pro kaZdou funkeci dy, kterd m4a spojitou derivaci a je rovna nule
v bodech a a b. Na zikladé Du Bois-Reymondovy pomocné véty
dostaneme

¥,—N=F,—[F,dz=C
a
(C je konstanta). To je tak zvany integrdini tvar Eulerovy rovnice.
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Funkce N(z) = [F, dx je spojitd a m4 spojitou derivaci N'(z) = F,.
a

Tedy spojitou derivaci podle x ma také F,, = C + N(z):

d ,
i F, =N'(z) =F,.

Tak jsme dostali Eulerovu rovnici, pfi ¢em% jsme dokézali diferenco-
vatelnost funkce F,..

BudiZ nyni v nékterém bodé (z, y) kiivky y = y(x)
Fy' v' 4= 0-
Pii pfechodu od bodu této kiivky se soufadnici # k bodu se soufadnici
x + Az zvétsi se funkee y(x) a y'(z) o piiristky Ay a Ay’, které vzhle-
dem ke spojitosti funkei y(z) a y'(x) konverguji k nule spolu s Az.
Mame

d T & Ay — Ay’ —
EFII' —AE_II;[FW' +'A—2‘:Fw' +EF:/1/]»

kde druhé derivace F,,, F,,, F,, s pruhy nahofe oznacujf hodnoty
téchto funkef pro argumenty

x4+ 0,4z, y + 0,4y, ¥y + 60,4y' (|6, < 1).
Pro Ax —> 0 tyto vyrazy konverguji k F,.(z,y4,¥"), Fu(x, v, %),
F,,,,,.(:c, Y, y,) a je t-'edy

d , o Ay
_Fv' = Ly +Fw'y + lim £ Fv’u';

dx az—0 Az
z toho
d ,
Ay’ '(EFV'_FW'_FW'?/
lim —< =9¢" =
Az—0 Ax Fﬂ'ﬂ'

Tedy y"(x) existuje v kazdém bodé kfivky y = y(z) davajici extrém,
v némsz je F . + O.

Body extremély y = y(x), v nichZ je F,.,. + 0, se nazyvaji reguldrni.
Nyni muZeme zformulovat nami dokazanou vétu zcela tplné.
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Véta 2. Budii funkce F(x,y,y') spojitd spolu se svymi parcidlnimi
derivacems do druhého Fddu véetné pro a < x < b a pro libovolnd y a y'.
Ddvd-li kfivka y = y(zx) tFidy C, relativni slaby extrém integrdlu

b
J= [F(z,y,y') dx,

pak funkee y(x) vyhovuje Eulerové rovnics

d
F, — P F, =0
a y"(x) existuje a je spojitd pro vdechna x, pro néZ je F,.,. + 0.
Tak jsme nejenom odvodili Eulerovu rovnici, nybrz jsme i dokazali
(coZ jsme predtim nepfedpoklddali) existenci druhé derivace y”(x)
v kazdém regularnim bodé kfivky, kterd divd extrém.

§ 10. Variace v bodé.

Pojem variace je bezprostiednim zobecnénim pojmu uplného
diferencialu funkce vice proménnych. Lze také prenést (v jistém
smyslu) na pfipad funkcionaldi pojmy parciilni derivace a parcidlniho
diferencialu.

VySetiujme v roviné soustavu polygonu II, s vreholy A,(z,, v,),

Ay(Zs, Ys)y ooy An(@,, ¥,), PH GemiZ jsou usebky z,, 2, ..., ¥, vrcholi
pevné a jejich pofadnice y,, ¥,, ..., ¥, proménné. Kaidy polygon je
uréen soustavou n hodnot y,, s, ..., ¥, pofadnic jeho vrchold, kazdé

soustavé n d¢isel odpovida pak polygon I7,, jehoz vrcholy maji tato
¢isla za své pofadnice. Proto lze funkeci » proménnych povaZovat
za funkei polygonu 77,

YY1 Yo -+ Yn) = pUT).

Necht hodnota proménné y se zvétif o Ay a viechny ostatni hodno-
ty proménnych y;(j # ¢) zistanou beze zmény; geometricky to zname-
na, ze vrchol A, polygonu I, se posune o Ay, rovnobézné s osou Oy
a viechny ostatni vrcholy zistanou beze zmeny, polygon I, prejde
v polygon IT,. Potom je

w(ﬁn) — p(1,) op(I1)

= _Ey.- dy; + &,
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kde & je velidéina nekone¢né mald vyssfho fidu nez Ay;. Ale prvn{ &len

pravé strany této rovnosti 'p(y IT,) Ay, je parcialnf diferencial funkce
v a
oy 4yi—0 Ay

je parcialni derivace. P¥i pfechodu od polygont ke spojitym dardm
a od funkei polygonu k funkeim ¢éary (funkcionalim) se nedaji operace
parcialni diferenciace bezprostiedné zobecnit: u spojité kiivky nelze
zménit pofadnici jenom jednoho jejiho bodu. Avsak podle Volterrovy
my3lenky je mozno v jistém smyslu pfenést operace parciilni diferen-
ciace na pfipad funkciondlid. VySetfujme soustavu kiivek y = y(z)
tiidy C,, definovanych v intervalu ¢ < x < b. Zvolme jednu z téchto

kiivek y = y,(x) a bod M
v £, na této kfivc: o soufadnici

4@ Ty, @ << g << b.

Y %(”F\ Zvolme nyni funkei dy(z)
tiidy C,, kterd je vSude
rovna nule aZ na nevelky
interval (a’, b’) obsahujici z,.
Predpoklddejme pro jedno-
duchost, ze dy(z) v tomto
intervalu neméni znameni.
0 8 RS Budiz kromé toho y,(z) =

Obr. 10. = yo(x) + dy(x) (obr. 10).

Krivky y = yo(x) a y = y(z)

spolu vSude souhlasi az na okoli bodu M. Obsah plosky omezené
témito kfivkami ozna¢me

b
o = [dy dzx.

b
VysSetfujme funkciondl J(y) = [F(z, y,y’) dz, kde y je libovolnd

kiivka tfidy C,. Potom je
v

(yl)—J(yo)—f(FéerF dy')dxr = j(F dF)éydz
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kde F,, F, jsou hodnoty funkei F,, F, pro argumenty z, y, + @0y,
Yo + O,8y’. V dal¥im budeme povaiovat F,, F, za hodnoty tychz
funkef pro argumenty z, y,, y,. Podle véty o stfednf hodnoté je

J(y) — J(yo) = [Fv _'(%1:":—1_"’.11':lz-zl .[6?/ dz :[Fv _%Fv']z=zl .o; (10)
zde z, znamend néktery bod intervalu (a’, b').

Nyni budeme zmenSovat ploSku mezi nadimi kiivkami y = y,(z)
a y = y,(z) do bodu M tak, Ze:

a) interval (a’, b’) konverguje k bodu z, (a tedy z, — z,);

b) vzdalenosti prvnifho Fadu mezi kiivkami ¥, a ¥, 7(%,, %) = 0,

t. j. 6y a Oy’ konverguji stejnomérnd k nule; tudff F, — d_(i:- F,

d

konverguje stejnomérné k F, — d—zF""

Za téchto predpokladi

= d - d
I:Fv — d—zF,']z=z‘-—> [F, —_ EF,']ZEI..

Formule (10) nabude tvaru

d '

J(y) — J(yo) = { [F,, ~5Fv,] T+ e}a, (10°)

kde ¢ konverguje k nule spolu se ¢. Vyraz [F,, - (%F,,] o se na-
zyva variaci J(y) v bodé M o usedce z, a oznaduje se takto:

d
0J (yo)u =[Fv - EEFv':L_I g.

Variace v bodé je rovna pfiristku aZ na veli¢inu nekoneéné malou
vy3siho fadu nez o.
Vyraz -’
d i JW) — I (@)
se nazyva funkcionalni derivaci funkcionélu J(y) v bodé M.
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Variace a funkcionilni derivace v bodé jsou obdobou parcidlniho
diferencialu a parci4lni derivace funkce vice proménnych. Uplny
diferencial se rovnal souétu parcialnich derivaci, ndsobenych pifiristky
proménnych.

b

Variace 8J = f (F, — ——F,) 8y dzr je rovna integrilu funkcional-
a
ni derivace, nasobené pifristkem funkce.

Nutnou podminkou extrému funkce vice proménnych bylo, aby
se viechny parcidlni derivace (parcidlni diferenciily) rovnaly nule.

Nutnou podminkou extrému funkecionalu (Eulerova rovnice) je,
aby se funkcionalni derivace ve viech (vnitfnich) bodech extremdlni
kiivky rovnaly nule (neboli, aby se variace ve viech vnitinich bodech
rovnaly nule).

Pouzijeme-li pojmu variace v bodé, mizeme uvést jesté jeden dikaz
Eulerovy rovnice. Pfitom za obvyklych pfedpokladii o funkei F(z, y,y’)
dokéZeme, Ze kdyz jakikoli spojita kfivka y = y(z), i kdyZ ne-
patii do t¥idy C, (nebo C,), vede ve srovnani ke vSem sobé blizkym
(ve smyslu vzdalenosti nultého fadu) kifivkam tiidy C, k extrému J,
pak v kazdém bodé, ktery je vnitinim bodem intervalu spojitosti
y(x), ¥'(x), ¥"(z), vyhovuje funkee y(z) Eulerové rovnici. Nebot necht
je pro bod z, tohoto intervalu

d
[F, - -&F,,Lz =d.

Variujeme-li funkei y(z) v okoli bodu z = z, (t. j. zménime-li y(zx)
o pfiristek dy(z), rizny od nuly jenom v tom okoli bodu z,, kde je y”
spojita), potom z formule (10') dostaneme

dz

AT = J(y + oy) — J(g) = {[F —d%F] + e}o,

t. j.
A4J = od + eo,

kde € — 0 pro o — 0. ProtoZe ¢ — 0 miZe mit jakékoliv znaménko,
kdezto AJ musi byt stale téhoZ znameni, zjistime na zakladé pomocné
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véty se str. 51, Ze d = 0, t. j. v tomto bodé y(x) vyhovuje Eulerové
rovnici.3)

Invariance Eulerovych rovnic. Némi uvedené definice funkciondlni derivace
v bod¥ 1ze pouZit k tomu, abychom dostali jednu duleZitou vlastnost extremél.

Zachovame-li predchozi oznadeni, pfejdeme od soustavy soufadnic (z, y)
ke ktivodaré soustaveé soufadnic (u, v):

z:q)(u,v) } Pu Fo
y=vwv) | |v, v
kde funkce @ a y majf spojité parcidlni derivace druhého fddu. Kfivky p:
y = y(z) a y,: y = y,(z) budou v novych soufadnicich vyjidteny rovnicemi
v = v(u), v = v,(u).
Ploska, obsaZend mezi obdmea kfivkami, bude mit v novych soufadnicich
obsah ¢,. Necht se tato ploika zmenSuje na bod. Potomm pomdr obsahu této

$0;

ploSky ve starych a novych soufadnicich g— konverguje k funkciondlnimu
1
determinantu

Pu Po

Yu Yo
ktery je podle predpokladu rizny od nuly. Funkecionél

b
J(y) =afF(x, v, y) dz

piejde ve funkciondl funkece v(u):
by

J@y) = J, ) = fF [lp(u, v), p(u, v),

Yy + Y v ,
LA 4. ,:I-(‘Pu+%v)d“=
Pyt Py

b,
=fFl (u, v, v') du.
a

Je-li
J —J
lim (1) () — o0,
a0 g

3) Tento dukaz by nebyl pfesny, kdybychom vzali za t¥idu srovndvanych éar t¥idu
C,. Nebylo by t&zké dokdzat pomoci transformace Du Bois-Reymondovy, Ze udili-li
kiivka y = y(z) extrém integralu J ve srovnéni se vdemi blizkymi kfivkami tfidy C,,
pek v kazdém bodd této kiivky, ktery je vnitinim bodem intervalu spojitosti y(x)
a y’(z), je vyhovéno Eulerov& rovnici

d
d_zF,‘,l= 0

apro Fs» & 0 existuje v tomto bods spojitd druhé derivace y”(x).

F, —
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pak podle shora uvedenych poznimek je
. Julv) —J,y(v) . Jy)—Jy) o
lim ———— =lim | ———.

o, —0 0y a—0 a gy

Funkciondlni derivace funkcionélu J,(v) v kaZdém bod8 kfivky y je rovna nule.
Je-li tudi% y extremalou pro funkeciondl J(y), pak y je rovn&% extremadlou pro
funkciondl J,(v). Vlastnost kiivky byt extremélou je invariantnfi vzhledem
k transformaci soufadnic.

Analyticky to znamené: je-li kiivka y = y(z) extremalou pro integral J{y(x)],
pak kaZda jednoznadné v&tev kiivky v = v(u), definovand rovnici

w(u, v) = ylp(y, v)], (11)

bude extremélou pro integral J,[v(u)]; rovnice (11) bude integrdlem Eulerovy
rovnice

oF d oF
—~—— 1= (12)
v dv o

Bude-li obecnyj integrdl Eulerovy rovnice

oF d oF
W wma "
odpovidajict funkeiondlu J{y(x)], roven
¥y =y, % B),

pak obecny integrdl Eulerovy rovnice (12), odpovidajict funkciondlu J,[v(u)], bude

v(u, v) = ylo(y, v), a, . .

Eulerova rovnice ziistane rovnéZ invariantni, vyjddfime-li kfivky y v para-
metrickém tvaru; v geometrickych tlohdch je tento zpusob vyjéddfeni &iry
zvldstE vhodny proto, Ze ndm ihned umoZiiuje osvobodit se od podminky, Ze
kaZdé kfivke tfidy pfipustnych &ar protiné rovnobéiku s osou Oy v jednom bodg.
Této otdzce v&nujeme pozdsji specidlnf kapitolu.

Uvedeme nyni dv8 aplikace principu invariance Eulerovy rovnice.

P¥iklad 1. PFi vydetfovdni a integraci Eulerovy rovnice se fasto pouZivé
zémény proménnych. UZijeme-li principu invariance, mu¥eme tuto transfor-
maci provést 8 vyrazem za integradnim znamenim a pak pro novy integral
napsat Eulerovu rovnici — bude to pivodni rovnice vyjadfend v novych
proménnych.

Jako piiklad vySetiime integril

L2
J = [)r+7dp.
Po
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Soustava extremaél je uréena rovnici

r d r

Ve dpfmies

= 0. (13)

Pti zAménd proménnych

T = rcosp, y = rsing

pfejde integrovany vyraz ve vyraz Vl + y'? dz a tudi pfej de pFi té%e zém&ng
proménnych rovnice (13) ve tvar

y =0
8 obecnym integrilem

y=ozx+ 4
* Z toho bude obecny integral rovnice (13)
r8ing = ar cosp + f.

PFiklad 2. Budi¥ dén funkciondl J(y) definovany pro vSechny jednoduché
oblouky y, které maji spojit8 se m&nici teénu, a méjme pro &iry y, vyjidienéd
v pravouhlych soufadnicich rovnicf y = y(x) (funkece y(x) a jeji derivace y’(zx)
jsou jednoznaéné a spojité),

b
J(y) = [F(z, y, y) d.
a

Predpoklddejme nyni, e mezi viemi ¢arami y (spojujicimi dva dané body 4
a B), na nich¥ je J(y) definovén, existuje ara y,, ddvajici integralu J(y) extrém,
kterou nelze vyjadfit funkef y = y(zx) tiidy C, (existuii teény kiivky y, rovno-
bé%né s osou Oy; ndkteré rovnob&zky s osou Oy protinaji kfivku y, aspoii ve dvou
bodech). Podle principu invariance snadno nahlédneme, Ze &éra y, bude integraln{
kiivkou Eulerovy rovnice

d
F,~—Fy=0. (14)

Vskutku, vidycky miZeme zvolit kiivoarou soustavu soufadnic (u, v) tak,
aby v této soustavé soufadnic byla hledand kfivka vyjadiena funkei v = v(u)
tiidy C,, pak ale bude y, integralem Eulerovy rovnice, napsané pro J v soustavé
soufadnic (u, v); bude tudiZ podle principu invariance Eulerovy rovnice kfivka
Yo TovnéZ integralem rovnice (14).

Jako pfiklad na pouZiti této pozndmky miZeme uvést ulohu o &éfe nejrych-
lejsfho sestupu, kdyZ je polateéni rychlost rovna nule (§ 1). V této uloze mé
extremadla, vyhovujici poédteénim podminkéam, v poddteénim bods teé¢nu rovno-
béZnou s osou Oy, t. j. nepatfi do téidy C,.
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§ 11. Druha variace.

Druhd variace. U funkce jedné nebo vice proménnych obracime
se pii vySetfovani znaménka pFirtstku funkce k druhému diferencialu,
jestliZe se prvni diferencidl rovnd identicky nule. Vydetfovani druhého
diferencidlu nam dava dal$i nutné podminky pro maximum a minimum
(specidlné umoziiujici rozliSovat pfipad maxima od pfipadu minima)
a rovnéz postadujici podminky maxima nebo minima. Analogicky
se postupuje v piipadé funkcionali.

BudiZ definovén funkcional

b
Jy)= [Flx,y,y)dx

na kfivkach tfidy C, o pevnych koncovych bodech.
Rozvineme-li funkei F' v Taylorovu fadu a zavedeme-li oznaéeni
%:(2) = y(z) + dy(=),
kde dy(a) = oy(b) = 0, zjistime, Ze
b
J(y) — Jy) = [(Fby + Fyoy') dz +
b
+ %I(Fw‘syz + 2F,,,,'¢5y6y’ + Fv'v'aylz) dz, (15)
kde
Fyy = Fylz, y(z) + 019y(x), y'(x) + O,5y'(2)]
(161 £ 1, 16, 1),
a analogicky se definuji F,, a F,,. Pro dostatené malé r(y,, y)
[7(yy, ¥) je vzdalenost prvniho Fadu] je
Fw =Fy, + &, Fw' = Fuy + &, E'v' = Fyy + &,
kde max |¢;|, max |¢,|, max || konverguji k nule spolu s r(y, y,).
Je tudiZ

b
J(y) — I(y) = [(F,0y + Féy') dz +

a

b
+ '&’f(Fwayz + 2F,,0y8y’ + Fyy0y®) dx + e, (15')
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kde
b
e = [(e0y* + 26,0y8y’ + e3dy’) da.
a
Protoze je |26ydy’| < dy* + dy'?, dostaneme

b b
| [2e40ydy’ dz| < [le,] [y + oy dx

b
le] < [(eady? + e50y'?) dz,
kde ¢, a ¢; stejnomémeé konverguji k nule spolu s r(y, y,). Je viak

16y < (¥, 31), |99’ < (9, 31),
a proto
le] £ (max|e,| + max|eg|)(b — a) 7(y, ¥,)
Z toho plyne, Ze ¢ je veli¢ina fidu vy&siho neZ r(y, y,)?. Zanedbame-li
ji, zjistime ze vztahu (15'), Ze je
Jy) — Jy) = 8 + &,

kde 4J je prvni variace funkciondlu J:

b
8J = [(F, 8y + F,.0y') dz, (18)
a vyraz
b
8J = 1[(F,,0y* + 2F,,0ydy’ + F,,0y'%) dz, (17)

analogicky druhému diferencialu, se nazyva druhd variace funkcionilu
J(y)-

Legendreova podminka. Nyni dokiZeme, Ze kdyZ kfivka y = y(x)
tfidy C, realisuje minimum J (resp. maximum), pak pro libovolnou
funkci n(x), nla) = n(b) = 0, tfidy C, je druhd variace mezdpornd
(resp. nekladnd):

82J = 0 (resp. 6%J < 0).

Predpoklidejme totiZ opak, Ze pro nékterou funkei ()

6% < 0.
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Vysetfujme soustavu funkei y(z) + t9(z). Potom

J(y + tn) — J(y) = t8J + 1262 + et? r(y, y)?,

l¢] < (maxle,] 4 max]s|) (6 —a),

kde 8J a 62J jsou uréeny nerovnostmi (16) a (17), ¥ = y(x) + ()
a ¢ konverguje k nule spolu s ¢. Jeito podle pfedpokladu kfivka
¥ = y(z) minimalisuje J, je 6J = 0, a tudiZ znaménko pravé Gasti
pro dostateéné malad ¢ souhlasi se znaménkem 62J, t. j. pro tytéz
hodnoty

Jy + tn) — J(y) <0,

co? je ve sporu s podminkou minima. Nage tvrzeni je Gplné dokézéno.

VySetfovani druhé variace hraje zdkladni dlohu pi#i odvozovani
postacujicich podminek slabého extrému. Vyjidfeni druhé variace
je mozno ponékud zjednodusit.

Protoze dyla) = dy(b) =0 a
b b b
2 f Fyydydy dv — f P d(3g®) = — f S (P by da,
) a a. a
pak
b
82J = [(Pdy? + Réy™) dx,
kde
P =] (F d F ) R =1F
=7\ fw _EL‘ w'|s = 2Ly

Nyni odvodime nutnou podminku pro nezipornost vyrazu
[(Poy? + Roy™) da.
Yé&ta 3 (Legendre). Pro to, aby kvadraticky funkciondl
f[P(x)éz)z + B@)éy] da

byl nezdporny pro jakokouli funkcei dy(x) tFidy C,, pro nif dy(a) = dy(b)=
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= 0, je nutné, aby v intervalu a < x < b byla splnéna nerovnosi
R(z) = 0.
Predpoklidejme, Ze pro nékteré z, (@ < z, < b)
R(xe) = —2p (p > 0).
V takovém piipadé vzhledem k spojitosti E(x) miiZeme pfedpokladat,
Zze v nékterém intervalu [a,, b,] délky h > 0, obsahujicim bod =z,
a obsaZzeném v intervalu [a, b],
R(z) < —p

pro a; < x < b, (b, = a, + k). Oznaéme M maximum |P(z)| v inter-
valu [a, b] a utvofme funkei dy = dy(z):
2 gl <
Sy(z) = sin? #-—-— pro a, Z < by, (18)
0 v ostatnich bodech intervalu.

Tato funkce dy(x) nalezi do tfidy C,. Je nyni zfejmé, Ze
b b,

f (Péy® + Roy?)dx = f Psinin

a a,
b,

2 _ 2
+fR7hL2 sin22nx—hﬂdx<Mh—an.4)

TNy 4

a,

2
Pro & dostateéné malé stane se Mh — B;zi zapornym. Zvolme takové

malé » a dosadme do (18); dostaneme funkci dy(z), pro niz je
b

[(Péy? + Réy™) dz < 0.

a

Z toho plyne nutna podminka pro existenci minima:

Legendreova podminka. Pro to, aby exiremdla y = y(x) realisovala
minimum funkciondlu

b
J= [Fz,y,y)dz,

z—a . . Tr—a . r—a
S PL M, je Rein'2n 7 < — psin®2n <

4) ProtoZe P ginin
< —p.
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je nutné, aby byla splnéna podél extremdly nerovnost:

FII"I' g 0'
Analogicky: pro to, aby extremdla y = y(z) realisovala maximum
funkciondlu

b
Jy) = [Flx,y,y) dz,
a

je nutné, aby byla splnéna podél extremdly nerovnost

Fv’y' é OI

K dukazu sta¢i pfipomenout, Ze nutnou podminkou minima je ne-
zapornost druhé variace, takie Legendreova podminka ihned plyne
ze shora dosaZeného vysledku.
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KAPITOLA III.
ZOBECNENI NEJJEDNODUSSI ULOHY
§ 12. Prostorova uloha.

Formulace alohy. Doposud jsme se omezovali na alohy, kdy funk-
ciondl zavisel na ¢afe leZici v roviné. Mnoho nami uvedenych piikladd
z fysiky nas piivadi k dloze najit extrémy funkcionald zavislych na
prostorovych éarach. Takovou je na pfiklad dloha o lomu svétla.

v

Predpoklidejme, Ze rychlost, jiZz se &if svétlo v nehomogennim
prostiedi, je danou funkei bodu prostoru (z, y, z):

v = v(z, ¥, 2);
chceme uréit drahu svételného paprsku jdouciho dvéma danymi body
.A(.’l!o, Yo» zo) a B(xl’ Y1, 21).
Pouzijeme-li opét shora popsaného Fermatova principu, je mozno
tuto dlohu pfevést na tdlohu stanovit ¢aru, podél niz se pohybujici
paprsek dostane z bodu 4 do bodu B v nejkratsi dobé. Jsou-li

Y = ylx), z = 2(z)
rovnice libovolné k¥ivky spojujici dva dané body, pak je doba T, jiz
svétlo potfebuje, aby probéhlo z 4 do B (podél této kiivky), vyjadfena
integrilem

12 12
. T_fVl+y +zda:.

v(z, ¥, 2)
Tim se naSe Gloha pfevede na ulohu uréit v prostoru ¢aru, podél niz
integradl T' nabyva nejmensi hodnoty.

Budeme se nyni zabyvat tlohou nalézt extrém funkcionalu zavislého
na &afe, lezici v prostoru o t¥ech nebo vice rozmérech. Tuto ulohu
muizeme zformulovat takto. Je dana funkce

F(x; Y Yas - Yni y;’ y;’ cre y;)
2n + 1 proménnych:
Ty Y1y oens Yns Yy oo vr YUne
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F je spojitd spolu se svymi parcidlnimi derivacemi podle vSech
argument do druhého fidu véetné. Mezi viemi kiivkami
Y1 = %1(2) Y2 = ¥2(2), -, Yo = Ya(@)
(vi(z) jsou spojité) prostoru o n 4 1 rozmérech, spojujicimi dva dané
body A(a,, bY, ..., b%) a B(a,, bi, ..., b}) uréit tu, podél niZ integral

J = [F(@ Yy s Yns Y1» --» Yp) Az
nabyva extremalni hodnoty.

Vzdilenost mezi prostorovymi kFivkami. Kdyz jsme vysetfovali
nejjednodud¥ tlohu, zpfesnili jsme formulaci dlohy tim, Ze jsme
zavedli pojem ,,z-okoli*“ dvou kiivek a rozdélili obecny pojem extrému
na extrém absolutni, relativni silny a relativni slaby. V3echny tyto

pojmy lze ihned rozsitit na obecnou tlohu nami pravé danou.
Vzdalenosti k-tého fadu mezi kiivkami

Y: = yi(x)v 1/= 1,2; ey T

Y: = g‘i(z)) 1’ = 1) 2, ey M
budeme rozumét nejvétsi z maximalnich hodnot (¥ + 1)n funkei:
|y i(x) — i), [yil=) —yl( s oo ly B2) — P @),
t1=12,...,n,a g z< a,.
Zavedeme-li takovym zpﬁsobem pojem vzdalenosti, miZeme ihned
prenést, aniZ bychom néco zménili ve shora piijatych definicich e-gkoli
riznych fadu, definice absolutniho, relativniho atd. extrému na nasi
obecnou tlohu.

Nutné podminky pro extrém. V této kapitole se omezime jenom
na dikaz zakladnich nutnych podminek, které musi spliovat kazda
kiivka tfidy pfipustnych ¢ar, podél niZ integral J nabyva extremalni
hodnoty.

Véta 1. Jestlize kfivika

Y1 = Y%i(®), ..oy Yn = Yal(2)
patii do tFidy C, pfipustnijch Ear a vede k extrému integrdlu J, pak funkce
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Y1 = Yi(T), «. s Yu = Yn(x) vyhovuji systému diferencidlnich rovnic:')

d

Fm_'d_;:Fv.'ZO’
d

Fﬁlz—d_xF’lla’:O; L (1)
d

F”n_aFVn'ZO'

Uloha této véty je v aplikacich tdz, jako uloha jiz d¥ive rozbiranych
analogickych nutnych podminek v jinych problémech varia¢niho
poctu.

Systém (1) je systémem n diferencidlnich rovnic o » neznimych
funkeich: y,(z), ¥a(2), ..., ya(x). Kazdé rovnice je v obecném piipads
rovnici druhého fadu. Bude tedy obecny integral tohoto systému
obsahovat 2» libovolnych konstant:

Y = ?/1(50, Xy Kgy -voy 0‘211):
Y: = Z/z(xs Bp, Oy - evs Kpn),

(2)
Yn = Yn(®, &1, g, - .., 2ay).

Ka#dé kiivka soustavy (2) se nazyva extremalou dané Glohy variaé-
niho poétu. Podle této véty je tedy kazda kfivka, ktera ¢éini integral J
extremalnim a kterd patii do tiidy pfipustnych Gar, extremalou.

Uloha skuteéné ur¢it hledanou kfivku se tudiZ pfevede na tlohu
urdit obecny integral systému (2) a stanovit konstanty «;. Podle shora
uvedené formulace ulohy uréi se tyto konstanty z 2» podminek, které
obdrzime z toho, Ze hledana kfivka jde body 4 a B.

Pfejdeme k dikazu véty. Zavedeného pojmu variace kfivky
y = y(z) lze pfimo pouzit i v této tloze. Predpoklidejme, Ze kiivka

yi=yz) ¢ =12,...,m)
ddvd minimum; v takovém piipadé pro viechny moZné (dostateéné
malé) variace pfipustnych kiivek y;, = y,(z) musi se integral J zvétsit.
TudiZ se musi zvétsit, zistanou-li viechny funkce y, pro ¢ + k beze

1) Nezélezi na tom, zda extrém — slaby, silny, absolutni.
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zmény a funkei y, = y,(z) variujeme. V souhlase s tim budeme pred-

pokladat, ze viechna y; = y.(x) (¢ + k) jsou pevns, a potom je J

funkce éary y, = y(x). Podle zakladni nutné podminky takové

nejjednodussi tlohy musi se variace tohoto funkciondlu rovnat nule
v kaZdém bodé. Je tedy

d

F, — i

O existenci y,. Pfi dikazu rovnic (1) jsme predpokladali, Ze viechny

funkce y;(x) maji spojité derivace. Zapiieme-li rovnice (1) ve tvaru

Du Bois-Reymondové, mizeme dokazat, Ze za jistych podminek bude

mit hledanéd kiivka také spojitou druhou derivaci. Mdme

ka'z 0 (=12, .,n).

z
[F,, dx——F,,k, =C, (k=1,2,...,n), (3)

kde C, je konstanta. Podél extremaly je vyraz

Quz) = [F, d

spojitou funkeci, kterd ma spojitou derivaci. ZapiSeme-li soustavu (3)
ve tvaru

F, = Qu=x)—C, (4)

o:F

2Y: 09,
podél nékteré extremdily y, = y,(x) rizny od nuly a Ze C, v soustavé (4)
jsou konstanty, které odpovidaj{i extreméle y. = yi(x), pak af je
hodnota z(z, < z < a,) jakdkoli, existuje FeSenf soustavy (4) vzhledem
k y;, které je identicky rovné y,(z) a diferencovatelné spolu s Q,(x).
Z toho soudime, je-li podél extremily 4 + 0, Ze tato extremila
nalezf do t¥idy C,.?)

a predpokliddme-li, Ze je funkciondlni determinant A4 =

Variace v bod&. V pifpadd prostorovych iloh nelze definici variace piimg
zobecnit proto, Ze mistni zmé&ny kfivky je moZno délat v kterémkoli sméru.
Budiz dén funkciondl

b
@) = JF@ Y1y Y o or Yns Y1 Yo -0 Yo) A2,
a

2) Viz G. M. Fichtengolec, Kurs differencialnogo a integralnogo is&islenija, sv. 1,
kap. VI, § 2.
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definovany na &éke y, dané v (n 4+ 1)-rozmérném prostoru (2, ¥, ..., ¥,) TOvni-
cemi
Yi=9yix) ¢ =012,..,n a <z XbhH)
BudiZ kroms toho y k¥ivka ze t¥idy pfipustnych éar a y; kiivka blizké ke kfivee y
téZe tiidy, dané rovnicemi
¥V = y(z) + dy,(=).

Predpoklidéme, %e funkce dy; jsou rovny nule viude a% na interval [z, — ¢,
z, + €], kde z, (@ < z, < b) jo usetka nékterého bodu na y. Vektory o slozkach
oz = 0, dy,, ..., Oy,

spojujici body kiivky y s body (které maji tytéZz uselky) kiivky y;, budeme
povaZovat za rovnob&¥né v celém naSem intervalu [z, — ¢, z, + €]. Oznadime-li
én délku odpovidajiciho vektoru a p; jeho smérovy kosinus vzhledem k ose Oy,
pak dy; = p,;0n, pii emZ p; jsou konstantni pro viechny naSe vektory. Potom je

Zo+8 Zote

n d n d
Jy) —J(y) ~ f.'gﬁ(Fvi —i Fw,) dy,dzr = ig_lp,-f(Fvi — % F,,'.r) én dz.
To—e To—e
Pro dostatednd malé ¢ méme
Tyt Zot+e
d d
o &rmanfpu ) Jo-
To—8 To—E€

d
= (F,‘ —=F,; )z Lo

kde 8N je obsah vélcové plochy, leZici mezi y a y, a vytvoiené vektory on. Tak je

< d
Jy) —J) ~ 5sz.-(Fv.-—aF,,€, . (5)
i=1 z =12,
Z toho plyne, Ze
Jy,) —J i d
tim T IO _ 2. P (F,,. — = ,,.') : (5"
N0 oN i=1 todz iy,

d
Konvergenci 6N k nule bereme v tom smyslu, Ze dn, d—én a ¢ konvergujf
xr

k nule.

Vyraz (5’) budeme nazyvat funkciondlni derivaci{ funkciondlu J v daném
bod¥ M(z,, y;) & v daném sméru (p;, Ps, -..» Py), kdeZto pravou &ast vyrazu (5)
variaci v bod8 M v daném sméru (p,, P, ..., P,) tohoto funkciondlu.

Eulerova rovnicé znamens, %e funkcionalni derivace integralu J v libovolném
bod8 extremély (nebo jeho variace v bods) je v libovolném smé&ru rovna nule.
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Obrécené, jestlize je v kaZdém bod¥ vyZSettované kiivky variace podle libovol-
ného sméru rovna nule, pak je kfivka extremélou a variace funkcionélu je pro ni
rovna nule.

V § 10 jsme dokézali invarianci Eulerovy rovnice v pfipad® jedné nezndmé
funkce. Zcela analogické ivahy ukazuji, e soustava Eulerovych rovnic

oF d oF

oy; dz oy;
zachovd svij tvar, pfejdeme-li od soufadnic (z, v, ¥, ..., ¥,) k libovolnym
n + 1 ktivocarym soufadnicim.

=0(4=12..,n)

Princip Hamilton-Ostrogradského. VySetiujme mechanicky systém bez vazeb,
sklddajici se z n bodi, které maji hmoty: m,, m,, ..., m,. Oznagime-li (z;, y,,2;)
soufadnice ¢-tého bodu, dostaneme pro kinetickou energii systému:

dz,\*  [dy\* dz.)’
T = = It =0 .
£ 2m; [(dz) + (dt) @
BudiZ @ potencial systému zdvisly na 3n soufadnicich vSech bodu. Z jeho definice
plyne, Ze sila, ktera pusobi na -ty bod, m4 komponenty
oG oG oG
oxy oy, oz;
Silami setrvaénosti se nazyvajf sfly o komponentéch
d?z, d?y; d?z;
—_—my—, — My ——, — My —.
de? dr? de?
Kdybychom jimi pusobili v bodech soustavy, anulovali bychom jejich zrychleni.
Necht se soustava pohybuje, pti c¢emZ pohyb je uréen 3n funkcemi:
T = Zi(t) Yo = yult) 24 = 2,(8),
a necht mé v uréitém okamZiku ¢ soustava polohu urlenou 3n soufadnicemi
jejich bodu. Necht se dédle kaZdy z téchto bodu posune o éz;, éy;, §z;. D’Alem-
bertuv princip o dynamickém systému bez vazeb ffka:

JestliZe k sildm piisobicim na body naseho systému pfiddme sily setrva&nosti,
pak je jejich celkovéa elementarni préace pfi libovolném posuvu rovna nule:

i 2@ dizy| N oq dy,) N aa &=y 0
_ g, —— T, _— my, — : —_—m, — 1z | = U.
Sl\ez, ™an) T ey, ™as | YT e, T ™A |

Oznadime-li

n
on = l/z (6z% + oy? + 622),
i=1

EN oy, oz,
= — = —, r, = —,
P; on q; on’ ¢ 3n
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dostaneme’
L WTe) dsz F;led dzy, oG dzz
z ____m__‘ + —_——my —=" : + —_.m..—.‘r. =0
i=1 L\9z; ign | P oy, iqp | U oz fanft] T T

Vyraz
i(aa +aaq+aar).
-—-p. — . —
Si\ew Tt oyt oey ‘

neni nidim jinym, ne¥ funkciondlnf derivaci v uvedeném bod¥ integralu [Gd:
(pfipometime, Ze G zvisi jenom na souradnicich), kdeZto vyraz

diz d2y, d3z,
>my (FP.' + :itT' g; + —dT" "-')
je derivace v bod$ funkciondlu [T df; ob& derivace jsou vzaty vesmsru (p;, g;, 7;).
Znamen4 tudiZ d’Alembertuv princip, Ze se funkcionilni derivace (nebo variace)
podle libovolného smdru integrdlu [(G + T)dt po trajektorii z; = z,(t),
Y; = y4(t), 2, = z;(t) rovnaji nule. A to znamen4 (viz vyse), Ze podél trajektorie
z; = z4(t), y;: = y:ilt)y 3¢ = 2,(0)
(3n + 1)-rozmérného prostoru je

4L
6f(G+T)dt=0. (6)
Ty
Rovnost (6) vyjadiuje Hamilton-Ostrogradského princip. Integral (6) mé
cm? .
rozmér —, t. j. rozmé&r Géinku.
sec

Komparativni kfivky
z; = Z,t), Yi = Yilt), 2y = Z4(0)
v (3n + 1)-rozmérném prostoru (¢, x,, y,, 2;) spojuji tytéZ body
[fos Zilta)s Yillo)s 24(t0)], [t Tilth), Y4lts)s 250t1)),
jakokfivkaz; = z,(t), y; = y,(¢),z; = z;(t). Pfejdeme nyni od soustavy 3n soufadnic
(€1 Y4 24) uréujicich pohybk libovolné soustavé soutadnicg,,g,, . . ., gs, transformact

z; = 24(q1s 9> +- > Gan)» .
Y; = Y1 Da» - - o> Qan)s z=12,..,n).
2; = 2i(q1» 9> --+> Gan)
Kinetické energie bude pak mit tvar kvadratické formy
1 2 dg, dg;
T=5,2% % @ =%
j

=1
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v derivacich novych soufadnic podle &asu; ay; zdvisi na soufadnicich ¢, (¢ =
= 1, 2, ..., n). Potencidl G pfejde ve funkei novych soufadnic ¢;. Zfejms zachové
podminka (6) pfi pfechodu k novym soufadnicim svoji platnost. Eulerovy
rovnice podle (6) ndm daji

oG oT d o7

—_—t - ——— =0(i=12...,3n), (7)
o9q; og; dtog,

. dg;
kde znakem ¢, oznadujeme derivaci —&

Rovnice (7) maji v mechanice ndzev Lagrangeovych rovnie.

Ptijali jsme za vychodisko d’Alembertiv princip, odvolili jsme z ného princip
Hamilton-Ostrogradského a jako dusledek posledniho principu Lagrangeovy
rovnice. Tyto tfi formy obecnych rovnic mechaniky jsou ekvivalentni a mohli
bychom za vychodisko vzit kteroukoli z mnich. Hamilton-Ostrogradského
princip mé fadu vyhod pfed jinymi formami. Rovnice (8) nezivisi na soustavé
soufadnic a je &asto vhodné pouZit této vlastnosti invariance; jiZ jsme ji pouZili
pti odvozeni Lagrangeovych rovnic.

ProtoZe T je kvadratick4 forma vzhledem k g, je

Z%%— (8)

T
Vyraz o 8e nazyvAa obecnym impulsem. ,
9
Necht potencidl @ a kinetické energie T’ nezévis{ v explicitnim tvaru na ¢ase ¢.
V tomto piipad$ méme ?)

3n
-~ . oT
w+ﬂ~2m7=—a ()
i=1 q

i

3) Skutetns, nésobime-li rovnice (7) vyrazem ¢.d¢= dg, a sefteme-li je, pak na-
lezneme

3n 3n
o 0G < oT
——dg; + > -—dg; — > gd— =
Rl TR 7T zgl aq'
neboli
n an 3n 3n
-~ 0G ~ oT — OoT o1
—dgq; + —(Tq-+\ —— dg; — dvq =0,
i%l oq; 12'1 o 5y 0q & 7T
t.
d@ 4 dT—d > g, or _,
o4,

z &ehoz dostaneme (7’).
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Odtud podle (8) dostaneme
H=—G+T=0¢C, (9)

kde C je konstantni veli¢ina. Vyraz H neni ni¢im jinym ne% celkovou energii
soustavy a vztah (9) vyjadfuje znimy zdkon o zachovini mechanické energie.

§ 13. Legendreova podminka pro prostorovou tlohu.

Necht jsou v tiidé C, pfipustnych d&ar, leZicich v prostoru o n + 1
rozmérech (z,y,, ..., ¥,) a definovanych rovmicemi y; = y.(z) (¢: =
=1, 2,...,n), zvoleny dvé blizké kiivky y a y. Budte

Ys = yix)
Yi = Yi(x)
rovnice téchto kiivek. Na tfidé C, budiz definovan funkcion4l

[i=1,2 .5 7 = yo) + oy.(=)]

b
J@) = [F(& Y1, Yor -+ Y3 Y1> Yoo ---» Yy) de. (10)
V tom piipadé je
)
J(}_’) - J(‘}’) = f {F(:E, Yi ?/:) - F(x’ Y :’/;)} dr =

bn
= EFwﬁFwwu+

+ %f QO Fyu, 6y.6yj + 2'5 F, . 0y:0y; + ZF” vy 0Y;0y;) dz + €,

a 4]

kde ¢ je velidina ¥adu vyééiho nez 7y, y,) (v1z § 11). Vyraz

8J = f\ (F, 0y: + F, 5y) dx_fz( \, _(%F,,iz)éy;dx

a i=1 a i
je hlavni linedrni ¢ast pFirtstku (variace). Je-li y extremalou, pak je
6J =0 a hlavni linedrni &asti pfiristku se stane kvadraticky
funkeiondl (forma) v 6y,, t. j. druh4 variace

02 = f(YF ,v;aytéyz + 2ZF1/,11, 6?/:63/; +

a i,j

+ ZFV,' vj 6y16y7) dz. (11)
1,)



Nutnéd podminka pro to, aby ¥ minimalisovala J, spo¢iva podle obec-
nych tdvah vylozenych na konci piedchazejici kapitoly v tom, aby
bylo 6%J nezaporné.
Véta 2 (Legendreova podminka). Nutnou podminkou nezdpornosti
druhé variace je nezdpornost formy
Ay = ZFvi’v,-’ﬂiﬂj (12)
%7
v kazdém bodé M extremdly neboli, cof je totéz, splnéni nerovnosti
‘ Fvl'vl' Fvl'vz' v F'ul'ﬂ,,' ‘
F F o By

11,11’ 11’11, Ve ¥V
29 292 2
0,... 1 =20

Forue Fopuy | 5777 | oo

] Fyrgr Fyy

F go,l

v

s
L)

v kaZdém bodé extremdly.
Uvedeme formu 4,;, v nékterém bodé
M(zo, 1/1(930), M yn(xo))

extremaly na kanonicky tvar linearni transformaci:
i — %rx,- E .
n e ikSk
Po provedeni nabude forma 4,, tvaru
n
SAMER. (13)
=1

Forma A, je neziporna, jsou-li viechna odpovidajici &isla 4,*"
nezaporna.
Zavedeme funkce 6z,(x), 7 = 1, 2, ..., n, pro néz plati:

0y(x) =kz o 102,(2),
=1

1=1,2, ..., n (x; jsou konstanty).
V tom piipadsé je

n
6?/:(“’) = kz o‘ikazllc'
=1

Vyraz za integraénim znamenim v §2J ptejde ve vyraz

2a;;02,0z; + 2Zb,;;62,0z; + Zc,;62,0z;,
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kde a, b, c;; jsou néjaké funkce proménné z. V bodé M mame
Cis(%0) = li;‘(M) =0 (¢ * j).
BudiZ nyni v8ude v intervalu [a, b] dz, = dz; = ... = 6z, = 0.
Potom je
oJ = [(ay,023 + 2by,02,0z; -+ ¢,,02;2) dz.

Podle Legendreovy véty (viz kap. II) je nutnou podminkou neza-
pornosti 82/ vyplnéni nerovnosti ¢,; = 0 vSude v [a, b]. Specidlné tedy
¢11(o) = A, > 0. Analogicky se dokazuje nutnost nerovnosti 1, > 0,
LM >0,..., 2, > 0. Z toho tedy plyne nezdpornost formy A4 .

Pfiklad. V Hamiltonové principu
sf( G+ mar=0
neobsahuje G derivace q:., kdeZto T je positivné definitnf forma t&chto derivaci:
T = $Za,q.q;
Forma A 3y bude v tomto pfipadé mit tvar
Ay = ZTq'.’qj"”ini = $Za;nm;.

Z kladnosti formy T plyne kladnost formy 4. Zde je tedy Legendreova pod-
minka pro minimum splnéna.

§ 14. Piipad derivaci vys§iho Fadu.

Formulace dlohy. Shora rozvinutd methoda variaci umoziiuje skoro
beze zmény feSit také ty ulohy variaéniho poétu, kdy integrovana
funkce zavisi nejenom na prvni derivaci, nybrz také na derivacich
vy§Sich rada.

Jako piiklady takovych tiloh mohou slouZit Glohy theorie pruZnosti:
urdit tvar prohnuté osy nosniku pfi riznych podminkich na konce.
Jak je znamo, vede tato tloha na vyhleddni extrému potencidlni
energie systému. Na druhé strané zivisi potencidlni energie prohnutého
nosniku na kiivosti. Zabyva se tedy tato skupina tloh hledanim extre-
malnich k¥ivek, kdyZ integrovana funkce zavisi na derivacich prvniho
a druhého fadu neznamé funkce.

Problém poloZime obecné:
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Mezi vEems kfivkams y = y(z) tFidy C,, v intervalu [, z, ], vyhovujicime
v koncovych bodech podminkdm

Y(@o) = Yo, Y'(%0) = Yo - ¥ o) = ¥,
y@) =y ¥'(@) =y - y" @) = 97
uréit tu, podél niZ integrdl
J = ZfF(x, %Y,y ...,y dx
(F je dand funkce » + 2 proménnych z,y,¥,¥y", ..., ™) nabyvd
extrémni hodnoty.

Predevsim se podrobnéji zminime o funkeci F. O funkei F budeme
jako obvykle predpokladat, Ze je spojita spolu se viemi svymi parcial-
nimi derivacemi prvniho a druhého ¥idu podle vSech argument pro
zy < z < z, a pro viechny mozZné hodnoty druhych argumenti.

Odvozeni Euler-Poissonovy rovnice. Prvni zikladni vysledek
v tomto problému je uveden v této vété.
Véta 3. Jestlite kfivka y : y = y(x), kterd patFi do tFidy pfipusinych
éar C,,, vede k extrému integrdlu J, pak vyhovuje rovnici
d dn

d2
F"_d—:l-:Fv:—*——d—x—sz”—...+(— l)na’—‘F”(M=0. (14)

Objasnime si vyznam tohoto vysledku. Rovnice (14), jak je patrno,
bude v obecném pfipadé (pro F m,m + 0) Fidu 2n a tudiZ jeji obecny
integral bude obsahovat 2n libovolnych konstant a bude mit tvar

y = (&, 1, Bry -+ %ny Pr)- (15)
Jestlize tedy hledand k¥ivka existuje, je obsaZena v soustavé kfivek
(15) zavislé na 2n parametrech. Konstanty muaZeme za predpokladu
existence hledané kfivky uréit z 2n podminek na koncové body.

Omezime se na dikaz véty pro pfipad n = 2:

J= [F(z,y,9,y") dz.

Méjme dany dvé kiivky y a y t¥idy C,
= y(x), y = y() = y(x) + dy,
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které maji v koncovych bodech spoleéné teény a spojuji body A (z,, ¥,),
B(zy, 1):

8y (o) = Oy(z,) = dy'(x,) = dy'(x,) = 0.
Vzdélenosti r(y, y) mezi témito kfivkami nazveme nejvétsi z nasledu-

jicich ti &isel:
max|dy|, max|dy’| a max|dy”|.

Nyni najdeme hlavni linedrni ¢ast piiristku J pii pfechodu od
kiivky y k nekoneéné blizké kiivce y. Mame

AT =Jy)—J) = [Flx,y + oy, 4 + oy, y" + dy") dx —

Zo

— [Flz,y,y,y")dx =

= [(F,0y + F,.0y' + F,.0y")dz + er(y, y), (16}

kde jsou argumenty funkei F,, F,, F, argumenty z, y(z), ¥ (z),
y"(x) a kde & konverguje k nule spolu s 7(y, y). Prvni &len ve vyrazu
4J je linedrni funkecional lisici se od 4J o hodnotu nekoneéné malou
fadu vyssiho neZ r(y, ¥). To je variace nadeho funkciondlu

6J = [(F,0y + F, 0y + F,.by")dx.

Zo

Jestlize nyni ¢ini y funkeiondl J extremalnim, je
6J =0. 17y
PouZijeme totiz formule (16) na kiivku y, definovanou rovnici
y = y(x) + tdy, kde ¢ je libovolny parametr, y a dy jsou kiivky tiidy
C,. Potom dostaneme

AJ = J(y + toy) — J(y) = t6J + elt| 7y, y + dy).
Nyni zbyva jenom nechat konvergovat ¢ libovolnym zptsobem k nule
a pouZit pomocné véty § 8 (str. 51).
SnaZme se nyni transformovat éJ. Integrujeme-li druhy a tfeti élen
za integra¢nim znamenim per partes, dostaneme

2 E 27
T
fF,,'éy’ dx = [F,dy] — fd—(i: F,éy dx,

Zs Zo
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z z,

f Fyoy’ da — [Fyoy] — f L bty o

Zo Ty
I, z
= [Fwéy;]o— [dix F,,néy] + f ddz F -8y dz;

podle podminek na koncové body vSechny zintegrované éleny od-
padnou a nakonec obdrzime

Zy

d d?
oJ = .[(F"—FI—F +d F, )6ydx
Ze
dJe-li 8J =0, pak podle zakladni pomocné véty (a poznamky na str. 55)
mame

d ae
F,— o F,+ 5 Fp =0 (18)

Je tedy nakonec, jestlize pro y nabyva integrdl J extrému, kiivka y
integralem rovnice (18). Tim je véta tplné dokazana.

Poznémka. Pfi integraci per partes jsme u vySetfované funkce pouZili
existence derivaci tietiho a tvrtého fadu. Od této hypothesy miZeme upustit,

zamdnime-li vySetfovanou transformaci Lagrangeovu transformaci Du Bois-
Reymondovou.

PFipad sniZeni Fadu Poissonovy rovnice. V nékterych pfipadech
muzeme Fad 2n Euler-Poissonovy rovnice sniZit o jednu.

1. Predpokladejme, Ze integrovand funkce nezivisi explicitné na y;
potom nabude rovnice Euler-Poissonova tvaru

d o d»
L R e
neboli po integrovan{
d drn-1
Fv' — d_va” + ... F a—;ﬂ—l'Fvln) = C.

To je pravé hledany prvni integral.
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2. Predpoklidejme, Ze integrovana funkce nezavisi explicitné x}a De-
zavisle proménné z:
J = fF(y, y,..,y™)dx

To
Provedeme zaménu proménnych. Za nezavisle proménnou budeme
povaZovat y a x vezmeme za neznamou funkei proménné y. Oznaéime-li

. .d . . dz dr
pro struénost znakem x’ denvacléa obecné z” = d—;;, v, ™ = d_y:’
dostaneme
’ ’ 1 " z” " 3z" — x'z"
dx:zdy,y:?;y =gy Y T T T

Z toho plyne, Ze integril J nabude v novych proménnych tvaru
yi
1 z” 3x”2 _ xlell
= F YT Ty T g3y T 5 2 e ' .
J f (y z’ z'3 xz's )x dy
o
Touto transformaci pfevedeme puvodni tlohu variaéniho podtu
na novou, pii ¢emZ nyni neni ve vyrazu za integraénim znamenim
neznami funkce z = z(y) explicitné obsazena. Tudiz, polozime-li
1 x"

F (y, oo ¥ ) =Py, x', 2", ..., z™),
bude mit hledany prvni integral tvar

d dn-
dQD + . :den1¢(")=0'

3. Nakonec ukdZeme jeden piipad, kdy je mozno ihned napsat
obecny integral rovnice Euler-Poissonovy. Nechf integrovana funkce

F zivisi jenom na y™. V tomto p¥ipadé rovnice nabude tvaru

Dy —

%l Fy(n) = 0
neboli
Fyw = P,_y(2),

kde P,-,(x) je mnohoélen stupné n — 1. Oznaéime-li znakem f funkei
inversni k funkeci F,m, dostaneme

&Y (Paesta),
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z tehoZ y najdeme integrovanim:
y = ff ff[Pﬂ"l(x)] dx" + Qn-l(x))

n

kde @, -, je libovolny mnohoélen stupné n — 1.

PFiklad. Do vélcovych otvorii 4 a B jsou vetknuty konce vélcového homogen-
nfho pru¥ného hmotného nosniku. PovaZujeme-li otvory 4 a B za &4ati jednoho
horizontéln® poloZeného vélce, chceme uréit tvar prohnuté osy nosniku.

Viechny rozméry, hustotu a koeficienty pruZnosti nosniku povaZujeme za
zndmé. K feSenf pouZijeme principu: je-li systém ve stabilni rovnovéze, pak se
pro viechny moZné posuvy systému potencidlni energie systému zv&tsi.

Oznadime 2! vzdélenost mezi podpérami, ¢ hmotu délkové jednotky nosnfku
a ds element oblouku prohnuté osy nosniku. Zavedeme soustavu soufadnic.
Necht Oz spojuje op¥rné body, posatek soutadnic rozdsluje tsedku AB na polo-
vinu a osa Oy smé&fuje vertikilnd nahoru. Vypodteme nyn{ potencidlni energii
nosnfku za piedpokladu, Ze rovnice jeji pruZné osy je y = y(z). Potencidlnf{
energie, kterd je zptisobena silami pruZnosti pti ohybu, bude rovna

: 2
de
ot
0
kde L je délka &asti nosniku mezi podpérami, @ je dhel, ktery svird tena s osou
Oz a u je konstantni koeficient, zdvisly na modulu pruZnosti a na momentu
setrvadnosti piiéného prifezu nosniku. Nynf vySetiime potencidlni energii
vytvofenou gravitadnim polem. Element nosniku ds bude mit potencidlni
energii rovnu py ds. Z toho dostaneme potencidlni energii vSech elementi
nosnfku rovnou
L
foy ds.
0

Sedteme-li nalezené velidiny, obdrZime celkovou potencidlni energii nosnfku

- [[w(2 v o]

. —— dp y”
Dosadime-li ds = Vl + y3dr a — = ~——— (kfivost), dostaneme
ds (1 + y'n?

+i

y” —
E=f bu '—,—+eyV1+y"}dx-
1 +yt
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Podle shora pkipomenutého principu vede nafe wloha na hledéni minima
vyrazu E. Vyraz za integradnim znamenim na z explicitnd nezdvis{; miZerne
tudiZ pouZit shora vyloZeného postupu k tomu, abychom ihned snf%ili ¥4d
rovnice. Av8ak pfitom obdriime rovnici tfetiho ¥ddu dosti sloZitého tvaru,
kterou nelze v obecném piipad$ elementarnd integrovat. Z toho divodu se ne-
budeme zabyvat jejim vySetfovanim v tomto tvaru a omezime se na pfibliZné
feSeni v této tloze obvyklé.

Pova¥ujeme-li ochyb nosniku za neveliky, zanedbame druhé mocniny y’; pak
vyraz E nabude tvaru

l
E = f{«}py” + oy} dz.
-3

Eulerova rovnice vypada nyni takto:
42

e+5;ﬂf=0,

neboli
Yy = — 2
u
joji obeeny integrél bude
y=——g—x4+az“+ﬂﬁ+yw+6.

24u

Ctyti neurdené konstanty «, #, ¥, § je moZno stanovit z podatetnich podminek.
Z podminek symetrie méme ihned « = y = 0; kroms toho v koncovych bodech je

ol?
YD =yl = — o+ B+ 6 =0,
24u

YD =yl = — =1+ 26 = 0.
6u
Odtud nakonec nalezneme

e 4 4
-2 222 — 14].
Y 2‘M[ z% + 2% ]

§ 15. Pfipad funkce vice proménnych.
Ve viech predchdzejicich tlohich jsme se zabyvali funkcionaly
zavislymi na funkecich jedné proménné. Pfejdeme nyni k dloze najit

extrém funkciondlu zavislého na funkei n proménnych.
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V rozvoji tohoto oddilu varia¢niho poctu patii velka zasluha vynika-
jlcimu ruskému matematikovi M. V. Ostrogradskému, ktery publi-
koval v r. 1834 svoji praci o variaénim po¢tu pro mnoiné integraly.
V tomto dile M. V. Ostrogradskij uvadi nejobecnéjsi vyjadfeni variace
mnozného integralu, kdyZ vyraz za integra¢nim znamenim je funkef
nékolika proménnych a parciilnich derivaci libovolného fadu.

Formule Ostrogradského, kterd veila do vSech udebnic analysy,
tykajici se transformace mnoznych integrali, je uvedena v této praci
spolu s definici variace mnozného integralu.

Formulace Glohy. Méjme v n-rozmérném prostoru oblast ¢, kterou
budeme pro jednoduchost povazovat za omezenou. Vezmeme ttidu C,
funkei p(z,, Z,, ..., Z,), definovanych a spojitych v oblasti @ a na jeji
hranici, které maji spojité parcidlni derivace ¢, = ¢, Nazveme
vzdalenosti mezi funkcemi ¢ a y t¥dy C,:

r(p, v) = max{|p(,, Ty, ..., Tn) — P&y, Ty, «.oy Tp)],
l(tvi(xls Lgy «eey zn) - 1/’;'(701, Lay oevy xn)l}
(t=1,2,..,,n).
Soustava téch funkei y, pro néz r(p, p) < &, tvofi e-okoli funkce ¢.
Definujme na C, funkcional

Jo)=[ 5 [F(z;, ¢, p;) dz, dz, ... dz,,

kde F je dana spojitd funkce 2z + 1 proménnych argumentd z,,
@ @z, = @: (0= 1,2,...,n), majici parcidlni derivace podle v3ech
argumentt do t¥etiho fadu véetns.

Oznaéme C, soustavu téch funkei ¢ ze t¥idy C,, které nabyvaji
na hranici @ pfedepsanych hodnot. Na hranici @ je definovana funkce
f(4) a funkee ¢ v kazdém bodé A hranice @ je rovna

p(4) = [(4).
Mezi vemi funkcemi t¥{dy C, hledime tu, ktera &inf funkcional J(p)
extrémnim.

Necht funkee ¢ z C, &inf J(¢) extrémnim a funkce ¢ + dp je nékterd
jind funkce téZe t¥idy, leZici v jistém e-okoli funkce ¢. Ziejmé je
ve viech bodech hranice

ép(d4) = 0.
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Klademe-li

0
oz, 07 = 00 = 2
najdeme, Ze
J(p + dp) —J(p) =

=[J 3 [[F(x;, ¢ + 0@, 9; + 6p;)) — F(2:, 9, 9)] dz, ... dz, =

=[f 5 [[F.op + >F, bp]dx, ...dx, + n, (19)
t=1

kde 7 je veli¢ina vy&8iho fidu ve srovnani s 7(p, ¢ + d¢).
Vyraz

n
oJ = [[ ... [[F,op + DFsdp]dz, ...du,
Q i=1

je hlavni linedrni &isti pfiristku J(p + dp) — J(p)*) a nazyva se
variaci J.

Nutnou podminkou pro to, aby pro ¢ nabyval funkeciondl J(p)
extrému, je, aby jeho variace byla identicky rovna nule:

(5J=ff...f[Fq,(s(p-Fsziatpi]dxl...dxnEO (20)
Q i=1

(to se dokazuje stejné jako analogicka tvrzeni v § 8 a 14 na zakladé
pomocné véty na str. 51); identita (20) musi platit pro vSechna d¢
ze tiidy C,, které jsou rovny nule na hranici Q.

Transformace variace. Je moino, jak jsme to uéinili v § 8, prevést
integraci per partes vyraz éJ na jednodussi tvar.

Vedeme viechny mozné pfimky rovnobézné s osou Oz,; vySetfujeme
interval AB, lefici na jedné takové pfimce uvnitt @, jehoz koncové
body lezi na hranici ¢. Mame

B

fF,, Op; dx; = [Fy, Op] —f d (Fo )0y dx; =

P4 ox;
4 4

B
0
— | 2 (Fy,) bp dz,.
az,-( v,) 0 (21)
4

4) T. j. li5i se od pFiristku o velidéinu nekonend malou Fédu vy3siho nez r(p, ¢ + Sp).

89



Zde je ai (Fp,) Gplnd derivace funkce
Ly
F¢‘[:c1, Ly ovey Lny P(T1y Tay «e ey Tn)s 1@y, Loy oo Tp)y ooy @1, Ty, o0 0, 20)]
podle z;:
] n
ox. (F'pi) = F:u‘P.' + FG’W,-(P{ + z Fcqu)ilpji.

i=1

Na zakladé (20) a (21) dojdeme k rovnostem
If-- wa,aq;, dz, ... dz, = —ff...fgi_ (Fo)0p da, ... dz,
Q i

0 = ffof [Fedp + ZlF.pﬁ(p.-] dz,...dz, =

= f_[qf [ jz iz, (I )] op dz, ... dx, = 0. (22)

Pomocnd véta. Je-li
ff.. f Mydz, ...dx, =0,
kde M je spojitd funkce na Q a 7 libovolnd funkce tFidy C,, jeZ je na hranici
@ rovna nule, pak je
M=0

vdude v oblasti Q.

Necht je totiz v bodé 4 oblasti @

M(A)=c F 0
vezméme pro uréitost ¢ > 0. Sestrojme kolem bodu 4 pravouhelnik R:
e, <z, by,

ktery lezi cely v @ a je takovy, Ze M(A') > - pro ka%dy bod A’ z R.
Definujme funkei 7 na @ timto zptsobem:

. xr —ai
n (xl, zz, cery x,,) = H sin? _(—‘—)_’

b,—a;
je-li bod (z,, z,, ..., z,) v obdélniku R, a
"7(931, Loy v oy xn) =0,
lezi-li bod (z,, z,, ..., x,) vné R.
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Lebhko se pfesvédéime, Ze funkce # je funkef t¥idy C,, kterd je rovna
nule na hranici @, a proto musi pro ni platit

[/ o [Mydz, ...dz, = 0.
Na druhé strané je
[[... [ Myde,...dz, = [ ... [ Mydz,...dz, >
e R

by by bn
f fI_I sinz 50t — %) a‘) dz, ...dz, > 0.
Tim jsme dospéli ke sporu.

Z pomocné véty a z rovnosti (22) dostaneme: jestlize funkcional
J (@) nabyva extrému pro funkeci p(z,, ,, ..., z,), pak funkce @(x,, ,, ...
.. Z,) na oblasti @ musi vyhovovat parcidlni diferencidlni rovnici

0
Fy — gﬁz—i Fo =0 (23)
(rovnici Euler-Ostrogradského).
V rozvedené formé nabude rovnice (23) tvaru

F,— Z (Foip; + Fop®e; + Z Fww‘Pnzj) = 0. (24)
; A

i=1

Kromé toho vyhovuje funkce ¢ podminkdam na hranici:
p(4) = (4
®
Pfiklad 1. Najit plochu o nejmensim povrchu, jdoucf danou &arou

x =z(t), y = y(t), z = 2(). (25)
BudiZ rovnice plochy
z = gz, y)-
Podminkou pro to, aby plocha prochézela &arou (25), je:
p(x(t), y(2) =-2(t).
Povrch je vyjddien integrdlem

Jp) = ffV1+%+'P dz dy.
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Eulerova rovnice pro tento integral m4 tvar

2 a i
— [i%__] + = [_._;’J”_] — 0. (26)
z | 1+ 62 + o2 o [ Y1+ o2+ o2
Podminka (26) ukazuje, %e hledand plocha o minimélnim povrchu (f. zv. mini-
malni plocha) mé viude stfedni ki¥ivost rovnou nule.

PFiklad 2. Dirichletovym integrdlem funkce ¢ po oblasti @ n-rozmérného
prostoru se nazyvs integrél

Do) = [ .. ] 2 o2, dr ...z,

Uréit podminky, za nichZ funkce @, nabyvajici na hranici @ danych hodnot,
minimalisuje Dirichletuv integral.
Eulerova rovnice (24) vypada takto:

n
2 Prg= 0. (27)
i=1

Vskutku, v ptipad$ F = Zg2 je
2 pro ¢ =7,
Fo= Fop, = Foppy = 0, Fopp, = { 0 pro ¢ + j.
PouZijeme-li Laplaceova operiatoru, maZeme zapsat rovnici (27) ve tvaru
Adp = 0.
Je tedy Laplaceova rovnice rovnici Euler-Ostrogradského pro Dirichletiv
integrél.

Invariance Eulerovy rovnice. Tak jako v pfipad® funkce jedné promnné,
tak i o Eulerovs rovnici (23) nebo (24) se miiZeme pfesvéddit, Ze je invariantni
vzhledem k transformaci soufadnic. Vezmeme jako pfiklad Laplaceovu rovnici,
t. j. rovnici Euler-Ostrogradského pro Dirichlettiv integral.

Vy8etfme rovinny pfipad:

D(g) = ];f(tpi + ¢3) dz dy.

Piejdeme od kartézskych soufadnic (z, y) k poldrnim soufadnicim (g, @). Mdme:

0, o,

a—i = cos®, -a% = sin@®,

2 1 0 1
._9 = — — sin@’ ._Q = —cos@.
ox ] oy ]
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Z toho dostaneme
D(p) = J;f(tpi + ¢f) dr dy =

20 20\? oo 20\*
=£f[(¢g—a;+¢e§) + (%@Jﬂpea—y) eded@ =

1
= {’ J [e«p}, + 2 qv’@] d6@ de. (28)

Sestavime-li pro posledni integrél z rovnosti (28) Euler-Ostrogradského rovnici,
dostaneme Laplaceovu rovnici v poldrnich soufadnicich

1
Pe + 0Pee + 2 Pee = 0.

Analogicky je moZno sestrojit pro trojrozmsrny pfipad Laplaceovu rovnici
v polarnich soufadnicich (nebo v jakékoli jiné soustavd soutadnic, na piiklad
v eliptickych soufadnicich, viz o tom piiklad na konci § 30).
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KAPITOLA IV.

PRIPUSTNE CARY S VOLNYMI KONCOVYMI BODY.
NESPOJITE ULOHY.

§ 16. Volné konce v nejjednodussi uloze.

Formulace dlohy. Ve viech tdlohach, jez jsme probirali, brali jsme
za tfidu piipustnych éar kfivky, jejichZ koncové body leZely ve dvou
pevnych bodech. Ted pfejdeme k dlohdm uréovani extrémi funkeio-
nald, pfi ¢em% vezmeme za tfidu pfipustnych éar tiidu Sirsi.

Budiz dana funkce F(z, y, y'), spliiujici obvyklé podminky spojitosti
a diferencovatelnosti; necht jsou mimo to dany v roviné Oy dvé kiivky
@ay:

y = olz), ¥y = p() 6)
tiidy C,. P¥i tomto oznaéeni mozno nasi ilohu formulovat takto:

Vezmeme za tfidu piipustnych &ar soustavu Car y tiidy C,, které
maji své koncové body na kfivce ¢ resp. na kfivece y. Chceme najit
extrém funkcionalu

J(y) = [F(z,y,y) dz, (2)

kde je integral vzat po éafe y.

Pripomefime, Ze pouzitim vysledkd kap. I a II miZeme okamZité
pfevést tuto tlohu na ulohu vyhledat extrém funkce dvou nezivisle
proménnych. Vskutku, jestlize néktera kiivka y, 8 konci v bodech 4
a B fesi poloZenou ulohu, t. j. jestlize y, udili integralu extrém mezi
viemi ¢arami tfdy piipustnych dar, pak tato ¢ara y, udili integralu J
extrém i mezi vemi ¢arami t¥idy C,, spojujicimi body A a B. Tudiz
podle Eulerovy véty pro nejjednodussi tlohu je ¢ara y, extremalou,
t. j. vyhovuje Eulerové rovnici

d
dx

Dale ukdZeme, jakym podminkdm na své koncové body musi tento
oblouk y, vyhovovat.

F,—LF, o (3)
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Diferencil J(y) oblouku extremaly. VySetiujme spolu s y, soustavy
{y} k ni blizkych extremal, jejichZ koncové body lezi v nekterych
okolich konecovych bodi A a B oblouku y,; naSe soustava {y} obloukq
extremdl je uréena Styfmi parametry. Predpokladdme-li, ze kaiZdy
oblouk y z {y} je jediny oblouk této soustavy s danymi koncovymi
body, muZeme vzit za parametry oblouku soufadnice z,, y, a z,, ¥,
koncovych bodi tohoto oblouku. (Jsou-li mezi parametry néjaké
vztahy, bude poéet nezivislych parametri mensf nez étyii, na pii-
klad v na3i tloze, kdyZ =z, ¢, vyhovuji rovnici y, = @(x,) a =, ¥,
rovnici y, = y(z,), budou jenom dva nezavislé parametry.)

Funkcional J(y) na soustavé {y} se stane funkei proménnych z,, y,,
z,, %, t. j. soufadnic koncovych bodd obloukd y: J(y) = J(zs, Yo,
z,, ¥,). Diferencial této funkce, jsou-li diferencidly argumentd rovny
4z, 8y,, 0x,, 8y,, bude roven

dJ = (:Joéa:o + — J )—}—(Zi dx, + J 1). (4)

Vysetfujme z pocatku dVOJpara,metrovou podsoust.a,vu {y} s pev-
nymi hodnotami z, a z, (koncové body oblouki y se posunuji na dvou
pfimkéach rovnobéinych s osou Oy).

Na této podsoustavé mi nas ixlteg'ré,l konstantni meze I, a T,

Diferencidl dJ je na této dvojparametrové soustavé prévé roven
variaci 6J. Budte rovnice dvou nekoneéné blizkych obloukd extremal
této podsoustavy: y = y(z), ¥y = y(z) + dy(x). Oznadme: y, = y(x,),
¥ = yY(x,), S8y, = 0y(x,), Oy(x,) = dy,. Variace &J pii prechodu od
oblouku y = y(z) k oblouku y = y(x) + dy(x) je rovna integralu

8J = [(F,oy + F,.8y") dz

e

po prvnim oblouku. Céste¢nou integraci vyrazu

f }v",,yéy' dz
dostaneme o

Iy

fF,,véy' dz = F, My, — F, Ody, ——f(% F,,') dy dz.
Y

To
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Indexy () a ( zde znaéi, jako vSude v daldim, Ze se odpovidajici funkce
bere v poéiteénim nebo v koncovém bod& oblouku:

Fv'(o) = Fu'(xm Yo, y;)» Fv'(l) = Fv‘(xli Y1 y:):
kde

Yo = Y (%), 11 = ¥'(xy).
Je tedy

o8J = F,Woy, — F Oy, + | |F, — iF,,' oy de =
dzx y

Ze
= FyWéy, — FyOy,. (5)

Integralni ¢len ve vyrazu (5) je roven nule, protoZe je na oblouku
y = y(x) vyhovéno Eulerové rovnici.

Pro nadi podsoustavu je funkeional J funkef soufadnic koncovych
bodi extremaly (p¥i ¢emz jsou usetky pevné), a proto je variace dy
pravé diferencidlem této funkce. Protoze dx, = dr, = 0, dostaneme
z (4)

oJ oJ

Porovnéme-li vyrazy (5) a (6), nalezneme parcialni derivace

_A"’_{__F(O)i']__ﬁ'(l) (7)
Yo 7
3J oJ , e, o
Abychom nasli — o T obratime se k jiné podsoustavé {y},
%o 1
ktera se sklada z oblouki jedné a téZe extremaly s proménnymi konci
y = y(z). Souradnice poctateénich a koncovych boda takovych obloukd

jsou spojeny vztahy
8o = ¥'(%0)0%s = Yody, Sy, = y'(2,)02, = y,6%,.
Vyraz (4) pro diferencial dJ nabude na naéi podsoustavé tvaru

aJ aJ aJ
aJ (az + 03y)60+(3z + lay)axl' (8)
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Na druhé strand podle pravidla o diferencovani podle horni a dolni
meze integralu

J = TF[:::, y(x), y' ()] dz

To

mame
dJ = FO dz, — F© dx,,. 9)
Porovname-li (8) a (9) a uZijeme-li formule (7), dostaneme
oJ . o oJ oJ
il = ——FO, = _FO _ ¢y~ = __ (F — y'F,)®
3350 + .’/o 3.% F 3.’1?0 'F yO eyo (F !l Fv) ’
oJ oJ oJ 3J
_ = 1) — = F0 _ — 1),
ox, + 4 oY, = ¥ ’ oz, F En =(F Fy)

Koneéné formule pro parcialni derivace
o o oJ aJ
EREN 1 3?/ o &y,
a pro totaln{ deerencm.l dJ jsou takovéto:
oJ oJ

—_— — — 4y /)(0) _— = — A(0)
al'o (F y Fil ) ’ 3?/0 Fv ’
oJ oJ (10)
—_— = — ' F YD — = A1)
axl (F y F‘ll ) . 33/1 Fll ]
J = —[(F —y'F,)x, + F,Oby,] +
+ [(F —y'F,.)Véz, + F,Méy,]. (11)

Poznamka 1. V nasich vykladech jsme pouzili toho (pfi dikazu
formule (5)), Ze vychozim obloukem je oblouk extremdly, avSak ne-
pouZili jsme toho, Ze posunuty oblouk je obloukem extremély. Budiz
nyni ddna soustava oblouki, které v obecném piipadé nejsou oblouky
extremdl, a nechf tato soustava obsahuje oblouk extremaily y,.
VySetfujeme-li na této soustavé funkciondl J jako funkeci soufadnic
koncovych bodu oblouki, pak pfi pfechodu od oblouku y, k jinému
oblouku soustavy {y} zachovad se pro diferencidl dJ jeho vyjidfeni
podle formule (11).

Poznamka 2. P¥i odvozovani formuli (10)—(11) se piedpoklddalo,
%o oblouk AB extremaly, realisujici minimum v tloze s volnymi konci,
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je mozno zahrnout do ¢étyrparametrové soustavy extremal, a to tako-
vych, Ze kazdy pir boda A’ a B’, lezicich v nékterém okoli bodi 4
a B, l1ze spojit jedinym obloukem extremaly této soustavy.

Tento predpoklad odstranime. Je vidycky mozné zahrnout oblouk
AB do é¢tyrparametrové soustavy obloukd A'B’ (které nemusi byt
oblouky extremal) tak, Ze kazdy par bodu 4’ a B’, leZicich v nékterém
z okoli bodu 4 a B, spojuje jeden a jenom jeden oblouk této soustavy.
Pritom oblouky zavisf na soufadnicich svych koncovych bodu spojité.

N4§ funkecionil se na této étyrparametrové soustavé stane, jako
nahofe, funkei étyf proménnych — soufadnic koncovych bodu A’
a B’ oblouk1 y.

Pti pfechodu od oblouku extremaly AB (dévajicf extrém) k jiné
dare na$i soustavy bude diferenciil dJ vyjidfen toutéZ formulf (11)
jako v predchazejicim p¥ipadé na zikladé poznimky 1. Proto miiZeme
touto soustavou kfivek zaménit niZe pfi odvozovani ,,podminek

cwr Vv

transversality drivéjsi ¢tyrparametrovou soustavu extremal.

Podminky transversality. Vritime se k na&i uloze. Soufadnice
Zo, Yo, %1, Y1 koncovych bodi extremdl jsou vézany vztahy y, = ¢(z,),

%1 = p(z,) a je tedy
0y, = ¢'dm,, by, = y'dx,. (12)
Vyraz (11) pro dJ nabude tvaru
dJ = [F + (¢' — y)Fy 10020 + [F + (' — y1)Fy 1Moz, (13)
Chceme najit mezi naSimi oblouky extremal tu, pro niz J nabyva
extrému. Pro tento oblouk je dJ = 0, at jsou éx, a oz, jakakoli. Z toho

[F + (¢ — yo)Fy @ =0, [F + (y' —y)F, 10 = 0. (14)
Podminky (14) se nazyvaji podminkami transversality. Ziskany
vysledek lze formulovat jako vétu:

Véta 1. Jestlize kfivka y: y = y(x) vede k extrému integrdlu
J(y) = [Flx,y,y') dz
14

na tFidé pripustnych kfivek Cy, spojujicich dva libovolné body dvou da-
nych kfivek y = ¢(x), y = (), pak kfivka y je extremdlou a v koncovyjch
bodech kfivky y jsou spinény podminky transversality (14).
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Tato véta davd v obecném priipadé feSeni nami poloZené ilohy.
Vskutku, po roziefeni Eulerovy rovnice dostaneme soustavu extremadl,
y = f(z, «, B), zdvislou na dvou parametrech. Soufadnice koncovych
bodi z,, z, kiivky této dvojparametrové soustavy musi spliiovat obé
podminky  transversality a rovnice

f(xo, &, ﬂ) = 9’(5‘0)’ f(xl) X, ‘3) = V’(-"h);
z téchto &tyT rovnic stanovime z,, z,, a, .

Je-li specidlné F = A(z, y Vl + y'2, pak podminka transversality
zni:

Ay
14y

=20

AVT+y2 + (¢’ —y)V
neboli
Al + ¢'y') = 0.

Je-li hodnota 4 v odpovidajicim koncovém bodé rizna od nuly, pak
je roven nule druhy &initel a tudiz jsou sméry telen ke kiivce y a ke
kiivce, po niz se pohybuje poéateéni (nebo koncovy) bod kfivky y,
na sobé kolmé. Podminka transversality se stane podminkou ortho-
gonality.

Je-li jeden z koncovych bodu kiivky pevny, pak musi byt podminka
transversality v platnosti jenom pro volny konec.

)

Obr. 11. Obr. 12.

PFiklad. Najit nejkratsi vzdilenost bodu 4 od kfivky I’ (viz obr. 11).

Nojkratdi vzdalenosti se dosihne podél extremdly integralu []/1 + ¥ dz,
t. j. podél piimky. Podminka transversality pfejde v podminku orthogonality.
Tim se dosdhne nejkratsi vzdalenosti podél normaély ke kiivce I” jdouci bodem 4.
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Anaslogicky se nejkratsi vzdélenosti mezi dvéma kfivkami (obr. 12) dosdhne
podél jejich spoleéné normaly.

Obecné&j¥i tvar podminek transversality. Vyfetfujme podminky
transversality pro obecnéj$i pFipad, kdy rovnice kfivek y, a y, jsou
dany v implicitnim tvaru ’

¢z, y) =0, y(z,y) = 0.

Budeme pfitom pfedpokliddat, %e funkce ¢ a y maji spojité parcidlni
derivace a Ze ¢f + ¢ > 0 a yi + y) > 0. V tomto pipadé maji
podminky transversality tvar

=] - 17
Pz z=1z, Py lz=1z,

= - 3]
Y= z=2z, Yy lo=z,

Jsou-li specidlné kfivky y, a y, pfimkami, rovnobéZnymi s osou Oy:
x = ¥, a £ = x,, pak podminky transversality maji tvar

(Fyliez, = 0, (Fyloey, = 0. (14")

(14)

Pfiklad 1. Necht je dén bod A4 a vertikdlni
pfimka L, kterd nejde bodem 4. Po jaké &die
musi padat hmotny bod, vybihajici z bodu A4
s nulovou rychlosti, aby dostihl pfimky L v nej-
L kratsi dob&?

Piredpokldadejme, Ze hledand &ira je rovinnd,
sestrojme pravouhlou soustavu soufadnic zOy: po-
y datek soufadnic umistime v bod$ 4, osu Oy vedeme
vertikdlnd dolui, osa Oz protind pfimku L (obr. 13).
1 Podle provedené hypothesy bude hledana kfivka

Obr.13. le%et v roving z0y.
BudiZ z = @ rovnice piimky L. V takovém
ptipadd vede nafe uloha podle formule (3) § 1 k vyhledéni kiivky, podél ni%
integral

a

, [,
W

nabyva minimélni hodnoty, pfi cernZ zde bereme za tiidu pfipustnych éar éary
tiidy C,, spojujici potatek soufadnic s libovolnym bodem pfimky L.
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Podle obecné theorie, jestliZe hledanéd kfivka existuje, pak je extremélou
t. j. v naSemn piipad¥ podle vykladu v § 3 ndleZi k soustavd cykloid

z =710 —sin®) 4+ C, y = r(1 — cos@),

kde r a C jsou libovolné konstanty. Z podminky, Ze kiivka jde pocatkem sou-
fadnic, a za pfedpokladu, Ze poédteénimu bodu odpovidé @ = 0, dostaneme,
Ze C = 0. Zbyvé stanovit ». PouZijeme proto podminky transversality na kon-
cové body.

V naSern pfipadé je

Fy = ——z:—
Vo VT + o2
Musi tudiZ pro = ybyt podle (14”) ¥’ = 0, t. j. v pravém koncovém bod¥
hledané kfivky musf byt teéna k této éafe horizontélni. Z toho a z tvaru cykloidy
nalezneme ihned, Ze nir = a.
Ma tedy nakonec rovnice hledané kiivky tvar

r = ot (@ —sin@),
n

y = ¢ (1 —cos®).
n

PFiklad 2. Nosnik AB délky ! je vetknut na jednom konci A. Druhy jeho
konec B je volny (obr. 14). Na
volném koneci B pisobime na
nosnik zatiZenim P. PIi zane-
dbéni vidhy nosniku uréit jeho
rovnovaZnou polohu.

Vezmeme-li za osu Oz hori-
zontdlni pramét nosniku, pro-
chézejici bodem A, a oznadi- Obr. 14.
me-li ¥ potadnici bodu B azna- |
kem o tGhel, ktery svird s osou Oz te&na k ose nosniku v libovolném bodé M,
méme

:
Y:fdy:fsinads.
AB 0

Potencidlni energie gravita&ni sily (vahu nosniku zanedbdvéme) je rovna

14
PgY = ng sinx ds.
0

Potencialni energie sil pruZnosti je rovna
[Ja'2 ds,
0
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d
kde o’ = -dﬁ je kfivost nosniku a J modul pruZnosti. Tedy celkové potencidln{
8
energie je

15
U = f(Ja" + Pg sina) ds.
0

Konec 4 je upevnén, v tomto konei je « ddno: o = x,; ve volném konci méme
podle jif dokézaného F, = 0,!) kde F je vyraz Ja'? + Pg sinx za integraénim
znamenim, t. j.
o’ = 0.

Ve volném konci je kFivost nosniku rovnae nule.

Eulerova rovnice

& _p 0
2J Fro g cosa =

8 krajovymi podminkami: pro 8 = 0 & = a,, pro 8 =1 &’ = 0, urduje profil
nosniku.

Budi% ne piiklad a; = 0. Je-li y = y(x) rovnice profilu nosniku, pak za pfed-
pokladu, %e je profil nosnfku blizky (ve smyslu blizkosti prvniho f4du) ose Oz,
mime

tdy dy
o = arctg — ~ —
dz

dz
. - . dy
(zanedbavéme veliéiny druhého fidu v poméru k y a d_x)' a rovndz

do dty d?fa d (d’y) ddy
cosax a~ 1, — — )~ —,
: dz?]  dz

N —— A —
ds dx® ds* ds
a
L=fT+ydz~a,
0
kde a je 1iseka konce B. Rovnice nosniku nabude nyni tvaru
Ly ; 0, (0 "
2J 5—Pg =0 y(0) = 0,4°(0) = 0, y"()) = .
Z toho
Pg

Yy = -1—2‘—]-.’53 —+ Clz’ + 021 + 03.

1)} Rovnice kFivky, po niZ se pohybuje konec B, mé tvar: s = !, a proto podminka
transversality se bere podle formule (13).
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Krajové podminky nam dajf

a nakonec dostaneme

Pg s
= -7 — 3.
Yy 12J(a: 3lx?)

§ 17. Nespojité ulohy.
VySetfujme funkciondl J nejjednodusdi ulohy

Zy
J = [F(z,y,y)dz.
Zo

Muze se stat, Ze mezi arami t¥idy C,, spojujicimi dva dané body
A(z,, ¥o) & B(z,, ¥,), neexistuje Gara realisujici extrém funkcionalu J.
V tomto pFipadé piirozené zkoumadame, zda se nedosihne hledaného
extrému na éarach tfidy obecnéjsi.

Za takovou tfidu vezmeme soustavu po &dstech hladkych kfivek
y = y(z); tHidu po ¢astech hladkych k¥ivek oznaéime D,.

PFiklad. Budi
1
J(y) = [y —y'?) dz.
(1]

Tento funkeiondl je definovén pro viechny kfivky tifdy C,, spojujici body
A (—1,0)a B (1, 1). Pro jakoukoli takovou
kfivku je zfejmé J (y) > 0. Vezmeme-li nyni
lomenou &iru y = y(z), definovanou timto
zpusobem (obr. 15):

Opro —1<z<0,
y(x) =

0Lz, —— = X
T pro =% = ar100 O

8(in

pak mé pro ni integréal smysl a je roven
nule. Je ztejmé, Ze zaokrouhlime.li tuto
lomenou &¢aru v bod$ O, pak dostaneme Obr. 15.

kfivku t¥idy C,, pro niZ hodnota integ-

rélu J muazZe byt libovolnd blizkd nule. TudiZ infimum hodnot J(y) pro y, patiiei
ko t#id® C,, je rovno nule a na kiivkach t¥idy C, se ho nedosdhne. Prejdeme-li
od tidy C, ke tiid®§ D,, pak tohoto infima se dosdahne a extremalni tiloha
bude mit FeSeni.
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Dokazeme nyni dalsi vétu.

Vé&ta 2. JestliZe mezi vdemi po Edstech hladkymi kfivkams, spojujicimi
dva dané body A a B, po édstech hladkd kFivka y: y = y(x) vede k extrému
funkciondlu J, pak 1) y se sklddd z koneéného poltu oblouki extremdl
a 2) v kaZdém bod€ lomw M(&, n) kfivky y jsou spinény tyto podminky:2)

[F - y’Fv']z=E-—0 = [F - y’Fv’]z=E+Or

[F'u’]z=5-—0 = [F'u’]z=e+0.
Bez poruseni obecnosti miZeme se zfejmé omezit na p¥ipad jediného
bodu lomu M(&, ). Kfivka 9, ddvajici minimum, se skldda ze dvou
oblouku tfidy C,, z oblouku y,, spojujiciho body 4 a M, a z oblouku y,,
spojujiciho body M a B.
Dokazeme, Ze oblouk 5, minimalisuje funkciondl J(y,) =

(15)

£
= [F(x,y,y') dr na soustavé éar {y} tfidy C,, spojujicich body 4

a M. K provedeni dikazu sporem predpoklidejme opak. Necht
existuje ve t¥idé {y} oblouk y;, pro ktery J(y;) < J(y,). Potom pro
kiivku y' = y; + 5 je J(¥') = J(y1) + J(r2) < I(1) + J(y2) = J().
Kfivka 9’ spojuje body A a B a ma jediny bod lomu v bodé M, t. j. 9’
patfi ke tfidé pripustnych Sar na$i Glohy a nerovnost J(y') < J(y)
je ve sporu s pfedpokladem o tom, Ze kfivka y realisuje minimum J.

Tedy oblouk y, kiivky I' realisuje minimum J mezi viemi ¢arami,
spojujicimi body 4 a M. Proto y, je extremalou (viz kap. II, str. 55);
analogicky i druhy oblouk y, je extremalou.

Vysetfujme soustavu obloukt s konci v 4 a B, které obdrzime z y
posunutim bodu lomu. Na této soustavé se funkcional J stane funkei
soufadnic £ a 7 bodu lomu. Tento bod je koncovym pro prvni oblouk
extremaly y, a poéateénim pro druhy oblouk extremaly y,. Proto podle
formule (14) je:

dJ(y) = dJ(y,) + dJ(y2) =
- {[F_y’Fv’]z—g—oég -+ [F'u’]z-E—Oan}'_
—{[F_J’Fv’]z-£+06£ + [Fv']=-6+0677} ==
= {[F_ y’Fv’]z-E—o_ [F - y’Fv’]z-£+o}6§ +
+ {[Fv’]z-g—o - [Fy']:e-£+o}677’

%) Symbolem [f(z, ¥, ¥')]lz-¢—o rozumime limitu /(z, y(z), ¥'(z)) pro = — & zleva,
kdezto [f(z, ¥, "J’)]z-e+ o je limita f(z, y(z), ¥'(x)) pro z konvergujici k £ zprava.
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Podminkou pro to, aby y davala minimum mezi viemi kfivkami
této soustavy, je: dJ(y) = 0 pro viechny hodnoty é%, d%. Z toho a z na+
lezeného vyjadfeni pro dJ(y) plynou vztahy (15).

. Podminky (14) se nazyvaji podminkami Weierstrass-Erdmanovymi.
Cara, skladajici se z extremal a takova, 7e v kadém bodé lomu je
splnéna podminka Weierstrass-Erdmanova, maji nazev lomené
extremaly. ‘Je tedy po &dstech hladka kfivka, realisujici extrém .J,
vidycky lomenou extremalou.

Ponechivame &tenafi rozebrat s tohoto hlediska shora uvedeny
piiklad.

Hlubsi nespojitosti extremal vySetfoval gruzinsky matematik
A. M. Razmadze.

Ve svém vysetfovani konstruuje Razmadze theorii, kterd zahrnuje
ty dlohy varia¢niho poétu, jejichZ feSenim jsou funkce s koneénym
podtem bodu nespojitosti prvniho druhu.

§ 18. Uloha s volnymi konci v prostorech o libovolném poétu
rozméri.

Obecné podminky transversality. V predchézejicich paragrafech
rozvinuta theorie se lehko zobecni na pripad funkcionala zavislych
na ¢arach v prostoru o libovolném poétu rozméri.

Vysetfujme prostor o (n + l)-rozmérech se soufadnicemi =, y;
(t=1,2,...,n).

Necht se tiida piipustnych kiivek {¢} sklddd ze vSech moZnych
kiivek tfidy C,, definovanych rovnicemi y, = y,(z), ¢ = 1,2, ..., n,
Pfi ¢emzZ soufadnice koncovych bodu

Ty, YO = yixy) & 2,y P = yilxy), 1 = 1,2, .., m
jsou vazany soustavou vztahi

@i(Ze, ¥, 2, y W) =0, = 1,2,...,m < 2n + 2. (16)
Na kfivkich ¢{y,(x)} této tfidy je dan funkcional

J(@) = [F(z, y; y;) dw.
e

Checeme uréit kiivku y, na8i t¥idy, pro niz funkciondl J dosahuje
extrému.
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Kiivka y,, realisujici extrém funkcionalu mezi véemi kfivkami tFidy
{y}, realisuje zaroveni jeho extrém mezi vSemi kfivkami z {y},
které maji tytéz koncové body jako kiivka y,. A proto je kiivka y,
obloukem extremaly.

Pro soustavu {gq} oblouki extremdl stane se funkcional J funkei
koneéného poétu proménnych soufadnic koncli téchto obloukt
Zy, Ty, YL, y 0 1 I = J(xy, 2, ¥, yM). Piitom k tomu, aby oblouk
extremaly patfil do t¥idy {q}, je nutné, aby tyto proménné byly vazany
vztahy (16). Je tedy kiivka 9, tim obloukem extremaly, pro ktery
se realisuje extrém J(x,, (9, z;, V) za podminek (16). Proto pro
oblouk y, musi byt

8J

pro véechny pnpustne hodnoty dj_ferenclalu 61:0, 6_1/,-( ), 6z, Sy, t. j.
takové, pro néz podle (16):

2 2
¢%0+2ﬂ%%m+qﬂﬁ+zam@m=o (17)

Opakujeme-li ivahy predchaze]iciho paragrafu, dostaneme

aJ o &

-— —_— = — :(0)-

mo —F =2y B0 5 5 = — (1,
o

i Z By 1 "oy (1>=[FV.~'](1)'

V obecném p¥ipadé je mozno pouiit pravidla Lagrangeovych multipli-
katort: existuji konstanty 4;, 4, ..., ; takové, Ze je d(J— DA,p,) = 0

3x1

]
pro libovolné hodnoty diferencidlt dxz,, dy® a dz,, éy,*, neboli

0 , 0@ ;
- = — — 8 S0 — s o Gy
az,o (J + le(Pj) [F ZyzFﬂi] Z;‘J 3%0 0’
0 0
7@+ The) = = (£, — I, ay‘f(i,, =0,

18
DT+ ) = [F — ZyF, 1 — 21,2 _ ¢ "
6a:1 9?1 yz v; J axl ’

0 o,
gt Zhe) = F,10 — 25 G = 0. J
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Tyto podminky jsou zobecnénim podminek transversality.

Uloha s volnymi konci v trojrozm&rném prostoru. VySettujme
specialné v trojrozmérném prostoru funkeional

J(y)= [F(z,y,2,¥,2)dx, (19)

kdy% 1) za t¥idu pFipustnych éar vezmeme éary tiidy C, s koncovymi
body, poloZenymi na dvou danych kfivkach tfidy C,
= @o(@), 2 = po(z) & ¥y = @:(7), 2 = (), (20)
2) za t¥idu piipustnych éar vezmeme é&iry tiidy C, s koncovymi body,
lezicimi na dvou danych plochach t¥idy C,
z=glz,y), 2=y, y). (21)
V obou piipadech je hledana kfivka obloukem extremaly, t. j.
fefenim Eulerovych rovnic
d d
-(EF,/ =0, F, — a—xF,' =0.

Funkciondl J vySetiujeme jako funkeci koncovych bodi x,, ¥, 2o
a z,, Y, 2, oblouki extremal. Problém se pfevede na tlohu, najit
extrém této funkce za podminek

Yo = Po(®o), 2o = Yo(Zo)s Y1 = P1(21), 2, = ()

v prvni uloze a

F, —

2o = @(Zo; Yo), 21 = P(@1, Y1)
v druhé uloze.
V piipadé 1) dostaneme:

d(J + Aepo + 4191 + Moo + ) = O,

kde g, A,, po, p#, jsou multiplikdtory.
Pro pocatecéni bod dostaneme:

oJ oJ
b + ooz, + 41@1a, = 0, e + APove + LiPry, = 0,
oJ
—37:)‘ + 109’014'. + }'l‘plﬂ'o =90
a analogické vztahy dostaneme pro koncovy bod.
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~Méme
dJ(xO! Yos 205 T15 Y15 2)) =
= {[F - J’Fv' - Z’Fz'](o)axo + Fv'(o)ayo + Fz'(o)(szo} +
+{[F —y'F, —2'F,|Wox, + F Wiy, + F,Moz,}. (22)
V pfipadé 1) mame;
dzy = o0, dyo = Yo0Yo,
dz, = @0z, dy, = v, 8y,
Rovnost dJ = 0 pro viechny pfipustné diferencidly nam da vztah
v pocatednich a koncovych bodech oblouku, realisujiciho extrém —
podminky transversality
[F— (4 — @o)Fy — (&' — yo)F )@ = 0, }
[F - (?:/’ - ‘pll)Fv' - (zl - w;)Fz'](l) = 0.
V piipadé 2) jsou pfipustné diferencidly soufadnic koncovych bodu

vazany vztahy o o
_|% %
0z = [—3?] dzy + [_35] Yo,

P ) é Rty
0z, = [a—z] ér, + [—%’J 0Y,.

Dosadime-li tyto hodnoty pro dz, a 6z, do vzorce (22) a vyjdeme-li
z toho, Ze pro jakékoli pFipustné diferencidly soufadnic koncovych
bodd oblouku y,, divajiciho extrém, je dJ = 0, dostaneme vztahy
v polatednim bodé [x,, y,, 2] — podminky transversality:

3(}) (0)
[F —yF, — (z’ + _(E) F,'] = 0,

(0)
[F»y’ bt 'g% le] = 0

a analogické vztahy v koncovém bods (z,, ¥,, z,) oblouku y, (zaméni-
me-li funkei ¢ funkei y).

Je-lli f=A(z,y, z)Vl + 9 ¥ 2’2, pak (jako v rovinném p¥pads)
se stanou podminky transversality (23) podminkami orthogonality
odpovidajicf extremaly plochy nebo &iry, po niZz se pohybuje jeji
podatetni nebo koncovy bod.

(23)

(24)
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§ 19. Podminky pro koncové body v pfipadé funkcionalt
zavislych na derivacich vy$siho radu.

Formulace dlohy. Vydetiujme tlohu: vyhledat extrém funkcionilu
J= [F(z,y,y,y") dz, (25)
Y

kdyZ za tf¥idu piipustnych éar vezmeme kiivky y t¥idy C,, vyhovujici
jedné z téchto dvou podminek:

1. Mezi soufadnicemi a smérnici tedny v levém resp. v pravém
koncovém bodé y plati vztahy

P(Z0r Yo Yo) = 0 & p(xy, y1, 41) = O, (26)
kde jsou (z,, ¥) & (zy, ¥,) soufadnice koncovych bodu y, kdezto y; a y;
op Oy

; 84 —, nejsou rovn
oY Oy, ) Y

smérnice teben ke kfivece y v téchze bodech a

nule.

2. Mezi soufadnicemi a smérnicemi te¢en v kazdém koncovém bodé y
plati dva vztahy: '

‘Po(xo, Yo» ?/{)) = 0, '/’o(xo: Yo, Z/{)) - 0) } (27)
P1(Z Y Y1) = 0, (@, Y1, 1) = 0,
o4 - "
pii dem¥ determinanty -2 Do _ Tpo Sy Opy Opr Oy Oy nejsou

%Yo CYo Yo CYo  CYo BYo  OYo Yo
rovny nule.

Analogicky jako ve viech v této kapitole rozebiranych ulohach
je hledana kfivka podle véty Euler-Poissonovy extremalou; je tedy
pro faktické stanoveni hledané kiivky tfeba najit vztahy pro uréeni
hodnot ¢yt libovolnych konstant v obecném integralu Euler-Poisso-
novy rovnice.

Diferencovani integrilu J vzatého po oblouku extremaly. VySetiu-
jeme soustavu extremal {y} o soufadnicich z,, ¥, a z,, ¥, koncovych
bodi a o hodnotéich y, = y'(x,) a ¥, = y'(x,) pro smérnice teény; necht
kazdy oblouk soustavy y je jednoznaéné uréen svymi hodnotami
Zo, Yor Yo» T1» Y1» Y- Na soustavé {y} stane se funkcionil J funkei
téchto Sesti proménnych:

J = J (o, Yo Yo» Ty Y15 Y1)
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Ppfi cemZ
3J oJ oJ of _,
dJ = — 6 Yo + = 0z, + — Oy, + —— Oy,
xo Zg + Yo + oz, T T oy, Y o, Y1
Vezmeme pocatecm uselky pevné. Pro dva nekoneéné blizké oblouky
extremal y = y(x) a y = y(x) + dy(x), o, £ z < z,, mame:

8J = [(F,0y + F,0y' + F,.by") da. (28)

Integrujeme-li per partes, dostaneme, oznadime-li by, = dy(=,),

89y = O (@,), 8y, = Sy(x,), dy; = 6@/ @),

[0y dz = [F, 6y] f ((% F,,') 8y da,

Zy

fF Oy" dz = [Fr 6y]—’( )6y'dx:
Z4 dI
, d ' d:
= [F,,néy(]. — [Ea_: F, 6y]0—|— zj; (@ F,,”) dy dx.
Dosadime-li obdrZené vyrazy do vzorce (28) a pripomeneme-li si,
4z

%e y = y(x) vyhovuje rovnici Eulerové F, — d%: Fpr+ Izt F.=0,

dostaneme
d (0)
6J = — [(F,, — % Fw) 0yo + Fyr 63/6] +

d (1)
+[(Fv’ _(T;:Fv’

Pro nasi podsoustavu extremal stane se variace diferencidlem.

dyr + Fy® 6y1]-

Dostaneme:
d ©0)

dJZ—[(Fy,_CTZFv”) 6y0+F‘u'(o)6ys:|+

d 1)
+ [(Fv’ - d_'va”) 6?/1 +Fv” 6?/1],

z ¢ehoz

aJ d SUNPY
_— = —  — — ” _— = — 1(0)
e (F,, = F,,) T F,
oJ d O oy
—_— = P ” - A1)
(F,, = F,,) Ty F,
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Vysetfime nyni podsoustavu {y}, skladajici se z riznych oblouki
jedné a téZe extremaly y = y(z). Pro tuto podsoustavu je

8o = YoOo, OYo = Yody, Oy, = ¥,02,, Oy; = y,0z,.

Proto pfi pfechodu od jednoho oblouku podsoustavy k jinému ne-
koneéné blizkému je

oJ oJ » 0
dJ = (30+ °3y°+y°8 )63:0"‘
oJ , 0J oJ )
+ (ax + 1 ay + yl 3y1) 6(61. (29)

Na druhé strané podle pravidla o diferencovani integrilu J =

= ‘F(:c, ¥, ¥, y") dz podle horni a dolni meze mime

dJ = — F%x, + FOdx,. (30)
Porovname-li (29) a (30), dostaneme
oJ . oJ oJ oJ oJ oJ
—— — - 0) — P Y — =
0y + % %Yo Ty Yo = oz, t4 oYy + 5 oy FE,
aJ , d N
%{" = —[F_yo (Fv'_a:Fv”) _yon”] >
aJ , d U
8?1=[F—y1(Fv'_aFv”)—ylFu’] ’
z ¢ehoz

d (0)
dJ = — {[F — Yo (F,,r P F,,w)] oz, +

)
+ (F = EF,/) Sys + FV~<°>ayo}v +

d (1)
s

(1)
+ (Fv' - EFV”) Sy, + Fv”(l)ayl}'

Podminky transversality. VySetfime prvni z danych tloh. K¥ivka y,
dévajici extrém mezi viemi pfipustnymi ¢arami, je extremalou a na
soustavé extremal udili extrém funkei J(2g, Yo, ¥o> 21, ¥1, ¥1) Z& podmi-
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nek (26). Podle pravidla pro hleddni podminéného extrému funkce
existuji konstanty 4, a 4, takové, Ze pro oblouk y, plati rovnost

A[J + 4,9(Ze, Yo» Yo) + Asp(@1, Y1, 91)] = 0
(pro jakékoli hodnoty diferencialu).

Z toho
oJ oJ oJ
P M@z, = N Ay, = EY Mgy, = 0,
neboli
aJ o] o

a—%-@o‘-a—%=%.-%a'%'o,

neboli nakonec

, d ()] d )

Pxo Pue Pv's
Analogicka podminka plati pro druhy koncovy bod.

Kazd4 z téchto podminek obsahuje po dvou vztazich mezi hodno-
tami 2o, %o, ¥o» 1> Y1, ¥1- Spolu s podminkami (26) dostaneme Zest
rovnic ke stanoveni téchto hodnot.

Pripomindme v zavéru jeden dulezity piipad. Predpoklidejme,
Ze vezmeme za tiidu piipustnych ¢ar funkciondlu J soustavu kiivek
tiidy C,, spojujicich dva dané body A(x,, ¥,) a B(z,,y,). V tomto
piipadé mame dz, = dy, = dz, =dy, = 0 a tudiZ p#i pfechodu
od extremaly y, ke k¥ivce nekoneéné blizké y t¥idy pfipustnych &ar
budeme mit

. (31)

A7 = — [Fy), 89 + [Fyr)., 89,
Podminka AJ = 0 nas vede k dvéma vztahim pro koncové body:
[Fv”]z, =0, [Fu"]a:, = 0. (32)

Tyto dva vztahy spolu s podminkami y(xy) = ¥, y(x,) = ¥, ndm
davaji moZnost jako dfive uréit vSechny konstanty v obecném inte-
gralu Euler-Poissonovy rovnice.

Pfiklad. Na dvou podpérach A a B, leZicich v horizontdlni roving, leZi volng
vélcovy pruZny hmotny nosnik (obr. 16). Chceme stanovit tvar prohnuté osy
nosniku. Pfitom zanedbame véhu té&ch édsti nosniku, které leZi vné podpér.
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Pox;aiujeme-li ohyb nosniku za maly a zanedbéme-li velidiny nekone&nd
malé vyiSich f4dd, pak na zéklads ivah provedenych v § 14 pfevede se otézka
na lohu urdit funkei y = y(z) minimalisujfcf integral

‘n
= ~uy”?

E __{ (2ny + ey) dz, )
kdy% za tfidu pfipustnych &ar vezme-
me &ary y = y(x) tiidy C, takové, Ze
jey(—l) =yl =0 \ A 8/ =

Pro vysetiovanou tlohu mé obecny \-/A
integral Eulerovy rovnice tvar (viz

piiklad v § 14)

Yy = ——9-14 _|_ axd + ﬂzz + yz + 6, Obr. 16.
244

kde jsou «, 8, y a & libovolné konstanty. Z podminek symetrie a z podminek
y(— 1) = y(l) = 0 najdeme
o=y = 0,

e
—_s 12 =0;
Tl

kromé toho podle vysledki uvedeného paragrafu musf byt,,v koncich** vyhov&no
vztahim (32), t. j.
¥(—=y"M=0.
Je tudiZ
2u
Pro rovnici hledané prohnuté osy nosnfku nakonec dostaneme

— e 4+l£lax2__5_£l4_

2an” Ty Y
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KAPITOLA V.

PODMINENY EXTREM

§ 20. Isoperimetricka uloha.

PFiklady isoperimetrickych dloh. Rada aplikaci vede k tloze vy-
hledat kfivku, pro kterou nabyva integral

b
J= [Fz,yy)de

extrému, kdyz za tfidu pfipustnych éar vezmeme kfivky, spojujici
dva dané body 4 a B a vyhovujici mimo to nékterym daldim podmin-
kam.

Zadneme vySetfovanim konkretnich pfikladid. V § 4 jsme FeSili ilohu
o minimalni rota¢nf ploSe: mezi viemi jednoznaénymi k¥ivkami tfidy
C,, které jdou body A a B, najit takovou kiivku, aby plocha, vytvo-
fend otalenim této kfivky kolem osy Oz, méla nejmensi obsah. Dospé-
jeme k podstatné novym tlohim, budeme-li vySetfovat jenom ty
plochy, které jsou vytvofeny na pfiklad otadenim kiivek predepsané
délky nebo jenom téch kfivek, které pfi otaceni kolem osy Ox vytva-
feji plochu, omezujici spolu s rovinami x = z,, x = x, téleso daného
objemu. ProtoZe délka kfivky je vyjadfena integralem

" b
K =[|1T+y?dx,
je moino prvni z danych tloh formulovat takto:

Mezi véemi kftvkami y = y(x) tFidy C,, podél nicht integrdl K nabyjvd
dané hodnoty 1 a které jdou dvéma dangmi body A a B, uréit tu, pro niz
integrdl J nabyvd nejmensi nebo nejvétsi hodnoty.

V druhé tloze hleddme rovnéz extrém integrilu J za podminky,
Ze podél kazdé kiivky t¥idy piipustnych éar musi mit integral

b
K, =xfy*dr
pfedepsanou hodnotu.
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Termin ,,isoperimetricka tloha‘ pochézi od jedné z Gloh podobného
typu: mezi vdemi zavienymi kfivkam:i délky I najit tu, kierd omezuje
plochu nejvétsiho obsahu. V tomto paragrafu rozfeSime v jednom z pii-
kladd tuto idlohu za pfedpokladu, Ze se ¢ast hledané kfivky skldda
z Gsedky konstantni délky (viz § 5).

Tyto piiklady vedou k tomuto obecnému problému:

Formulace dlohy. Jsou ddny dvé funkce F(z,y,y’) a Gz, y,y').
Mezi véemi kfivkami y = y(x) tFidy C,, podél nichf integrdl

b
K= [Gzyy)dx
a
nabyvd predepsané hodnoty, uréit tu, pro niz integrdl

b
J=[F(zy,y)dx

nabyvd extremdini hodnoty.

Podobné jako v predchazejicich kapitoldch je na8'm tkolem najit
pro hledanou k¥ivku takové zikladni nutné podminky, aby ji bylo
mozno na zakladé téchto podminek uréit (kdyZz vime, Ze existuje).

Dfive nez prejdeme k feSeni dané tulohy, udinime nékolik hypothes
obecného charakteru, které jsou nutné k dalsimu vykladu:?)

1. Funkce F a G necht maji spojité parcidlni derivace prvniho
i druhého fadu pro a < x < b a pro libovolné hodnoty proménnych

2. Budeme piedpoklidat, Ze hledana kfivka neni extremadlou
integralu K.

Oduvodnime hypothesu 2. Aby tiloha méla smysl, musime poZadovat,
aby se predepsana hodnota integrilu K vtbec nevyskytovala mezi
extremalnimi hodnotami tohoto integrdlu, t. j. aby nebyla extremdlni,
nebot je-li dand hodnota integrilu K jeho extremalni hodnotou, pak
obecné existuje jenom jedna nebo konedny pocet kfivek, na nichz
integral K nabyva piedepsané hodnoty, a tyto krivky tedy vycerpaji

1) Pripomeiime, %e zde uvedené diikazy jsou zcela pfesné jenom za pfedpokladu,
Ze hledand kfivka patii ke tiidé C,. Avak jako pfi dikazu v kap. IT zékladni rovnice
Eulerovy, je vidycky moZno upustit od pFedpokladu o existenci a spojitosti y”, nahra-

dime-li transformaci Lagrangeovu, jiz jsme pro jednoduchost pouZili pfi definici
variace funkciondlu, transformaci Du Bois-Reymondovou.
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celou ti{du pfipustnych &ar, takie je patrné, Ze se methody, které
jsme uvedli v predchazejicich kapitolach, ukazi v tomto pfipadé zcela
nevhocnymi (v pfikladé 8 hmotnym vldknem (viz dale) a v prvnim
ze shora uvedenych p¥ikladd musime pfirozené pfedpoklidat, Ze integ-
rdl K — délka kiivky — je skute¢né vétsi nez vzdilenost mezi danymi
body). Tedy tam, kde extremdla vede na absolutni extrém, je nage
podminka nutna,

ReZeni tlohy. Zpiisob fefeni dané tlohy vyplyvé z nasledujici véty.
Vé&ta | (Euler). Jestlife kfivka y = y(x) vede k extrému integrdlu

b
J= [F(z,y,y)dzx
za podminek

b
K = [Gx,y,y')dx =,

y@) =a;, yOb)=1b,

a jestlie y = y(x) neni extremdlou integrdlu K, pak existuje takovd
konstanta A, %e nase k¥ivka je extremdlou integrdlu

b
L= [H(z,y,y')dz,

kde H = F + 1G.

Ted si dokaZeme, Ze je-li jiz dfive zndma existence hledané kfivky,
pak pouzitim Eulerovy véty lze tuto kfivku fakticky uréit. Integru-
jeme-li totiz Eulerovu rovnici pro funkci H, dostaneme obecny integral
zavisly na dvou libovolnych integra¢nich konstantich «, # a na ne-
znamém parametru A:

y= /(x’ &, ﬂ’ A).

Podle Eulerovy véty nilezi hledana kiivka do této soustavy. Zbyva
stanovit «, #, 1. Stadf pouzit podminky K = I a podminky, Ze kiivka
jde dvéma danymi body 4 a B.

Piejdeme k dikazu Eulerovy véty. Predpokladejme, zZe kfivka
y = y(x) vede k extrému integralu J za podminky K =1 a Ze tato
kiivka neni extremilou pro integril K. Vezméme v intervalu [a, b]
dva libovolné body =z, a z, (obr. 17) a hledejme pfiristek funkcionalu J,
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kdyz y(z) variujeme v okoli bodt 2, a z,. Oznaéime-li AJ hledany
prirustek J, dostaneme v souhlase s formuli (10") § 10

b

d \
a4J = {[F,, ~ Iz F"]::zl + sl}fbm,ydz +

-t o) fron-
gl

b b
o,= [b,ydx, o= [b,ydx |r 2
a a

kde

a ¢, a &, konverguji k nule spolu
8e 0y a ;.

Pro libovolné variace 4,y
a 8,y kiivka

Y = t:(@) = y(®) + 49 + b9 i

nebude obecné patiit do tridy I .
piipustnych ¢éar. K tomu, aby ’ s : 6
variace byla piipustna, jenutné Obr. 17.

a stadi, aby bylo

t. j. aby

4K = K(y) — K@) = {[G ~ao| + e;} o +

+ {[Gv - '(id_va']z + 6;} o, =0, (1)

kde ¢] a ¢, konverguji k nule spolu se o, a g,.
Zvolime nyni bod z, tak, aby bylo

d
[Gv — & Gv']a;:z =|= 0;
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takovy bod z, existuje, nebot ¥ = y(x) neni extremalou pro K. V tako-
vém pripadé lze dat podmince (1) tvar

d
[G,, _ (EGV]M

d
[Gv - a G,,']

kde ¢’ konverguje k nule spolu se o,.

Polozime-h
r-ir]
1= — Ty
d

[G T dr Gv']z—w.

a dosadlme li do vyrazu AJ za o, podle (2), miZeme uvést pFirastek
AJ na tvar

. d d
: 4J = {[F,, — d—va':Iz=11 + A [G’,, ~ & G"']zﬂ, + s}al,

{
kdé £ konverguje k nule spolu se o,. Protoze podle pfedpokladu
kiivka y = y(x) ddvd minimum integralu J, je 4J > 0 pro libovolnou
piipustnou variaci, t. j. pro jakoukoli dostate¢né malou kladnou
a zipornou hodnotu ¢;,. TudiZ pro jakoukoli hodnotu x musi podél
kiivky y = y(x) byt podle pomocné véty na str. 51, § 8

4
T dx

d
F,— = Fy +) (G,, G,,') —o. (3)

Tim je Eulerova véta dokazana.

Podminéni extremila. Rovnice (3) vede k Gplnému FeSeni také
této tlohy: mezi vdemi kfivkams, spojujicimi dva dané body, wuréit
kfivku, pFi jejimzZ variovdni je 6J = 0, jakmile 6K = 0.

Nazveme podminénou extremdlow kazdou kiivku, kterd bude FeSe-
nim dané Alohy (pro libovolné pevné koncové body).

Yéta 2. Rovnice (3) je podminkou nutnou a postadujici k tomu, aby
kFivka y = y(x) byla podminénou extremdlou.
Nejdiive dokiZeme, Ze podminka (3) je postacujici. Vskutku,
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splituje-li kiivka podminku (3), pak je 6(J + AK) = 0. A potom z pod-
minky 6K = 0 plyne 8J = 0, t. j. kfivka je podminénou extremélou.
Pii dukazu, Ze podminka je nutna, rozliSfujeme dva piipady:

d
1) Gy—'d—'va'E*an

d
2) Gy, — g Gy = 0 v intervalu [a, b].

V prvnim piipadé se nutnost podminky (3) dostane doslovnym
opakovanim nami uvedeného dikazu formule (3), zaloZeného na vario-
vani k¥ivky ve dvou bodech.

Ve druhém p¥ipadé mé kiivka y = y(x) tu vlastnost, ze jakakoli
jeji variace diva 6K = 0. A potom na zakladé toho, %e tato k¥ivka
d
dx

je podminénou extremalou, je rovnéz éJ = 0,t.j. F, — — F, = 0,

a tedy je podminka (3) rovnéz splnéna.

Zikon reciprocity. Shora uvedené uvahy ukazuji, Ze isoperimetricka
uloha variaéniho poétu vede k nejjednodussi tloze s funkei H =
= F + AG. Pfipomeneme-li, Ze nisobeni integrované funkce konstan-
tou nezméni soustavu extremal pro integral, miZeme funkci H zapsat
v symetrickém tvaru:

H = M\F + 1,6,

kde 4, a 4, jsou konstanty. Takové vyjadieni fukce H nam ukazuje,
Ze funkce F a G ve vyrazu H vystupuji symetricky. Vylouéime-li
piipad 4, = 0 a 4, = 0, pak soustava extremdl bude jedna a tdZ, budeme-li
hledat extrém integrdlu J za podminky, Ze integrdl K md konstantni
hodnotu, nebo budeme-li hledat® extrém integrdlu K za podminky, Ze
sntegrdl J zachovdvd konstantn{ hodnotu. V tom je obsazen zdkon
reciprocity ve své nejjednodussi formé.

Je-li 4, =0, pak H je az na konstantni faktor pravé rovno F;
podminéna extremaéla integralu J bude identickd s nepodminénou
extremalou téhoZz integralu, a tato extremala v obecném piipadé
nebude zfejmé podminénou extremadlou pro integril K. Analogicky,
jestlize ; = 0, pak H je rovno @ a podminéna extremala integralu K
bude jeho nepodminénou extremalou.
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P¥iklad 1. Jako prvni piiklad provedeme vySetfeni tvaru hmotného ohebného
neroztaZitelného vlakna délky I, které je na obou konecich zavéSeno. Tato dloha
zfejmé& vede na tlohu stanovit takovou polohu vldkna, pfi némZ t&Zi8t& zaujima
nejniZsi polohu. Proto za pfedpokladu, Ze vlakno leZi v roving Oy a Ze osa Oz
bé%f{ horizontalné a osa Oy smé&iuje vertikdlnd nahoru, méme nésledujici ulohu:
mezi viemi rovinnymi éarami délky I, jejichZ koncové body leZi v danych bodech
A(zy, yo) & B(x,, ¥,), najit tu, u niZ je pofadnice t82i¥t8 minimalni.

Poradnice Y t8Zists &ary y = y(x) se stanovi z formule
Zy
1 7
Y=7fy1/1+y=dz;
)

‘cheeme tedy najit minimum integrélu
&, S
To

za podminky

E 7Y .

K=fVl+y"dz=l.

T

Funkce H nabude v tomto pfipad$ tvaru
Hiz9y) =@+ H)T+ ™

Provedeme-li zdménu promsnné

1‘/+}~=2,

nalezneme, Ze funkce H mA tentyZ tvar jako integrovand funkce F v iloze
o minimAlnf rotaéni plose (viz § 4).
PouZijeme-li difve ziskanych vysledkili, dostaneme soustavu extremil v tomto
tvaru:
z—P
&

y: ach —l.

To je obecné rovnice fetézovky. Konstanty se urdi z podminek

yo=achzo_ﬂ—}., yl=achxl_ﬂ—1,
) I
fV1+y’= dz = fchz_ﬁdx=a[shxl_ﬁ—sh%_ﬂ]=l.
o o o

Ty Zs
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Pfiklad 2. Mezi viemi kfivkami délky I, spojujifcimi dva dané body 4 & B,2)
uréit tu, kterd omezuje spolu s ise¢kou 4 B plochu nejvétstho obsahu.

Vezmeme za osu Oz piimku, kterd jde dvéma danymi body A a B (obr. 18);
potom obsah plochy, ohraniené kfivkou y = y(z), o které zfejmé muZeme
vidycky predpoklidat, Ze leZi celd nad

osou Oz, je vyjddien integralem

b
J = f[yds,
a

kde a, b jsou usedky bodu A a B. Vede tedy
naSe tuloha na dWohu hledat maximum
[0) X integridlu J za podminky

b
Obr. 18. [VTF vidz =1
a

& za polétednich podminek y(a) = y(b) = 0. Aplikujeme-li Eulerovu methodu,
potfebujeme pfedevifm uréit soustavu extremdl pro integral
o= fbH(y. y') dz,
kde ¢
H(y,y) =y + A1 + 9™
Prvnf integral Eulerovy rovnice pro integrél J bude

’

y+a)i+ A —a
Jr+ys
neboli
A
Y=0—=——
14 y®
PoloZme ,
y = tgp;
potom

Yy = o — A cosg.
Derivujeme-li tento vztah podle z, dostaneme
de
/ = Asing — = tge.
y ng dr 44

Z toho
z = Asing + B.

2) Predpoklddéme piedem, Ze je I > AB, protoze v opatném piipads ztréci loha
emysl.
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Budou tedy rovnice soustavy extremaél
z=  Asinp + 8,
y = -—Acosp + «,
neboli po vyloudeni ¢
@B+ —ap = 2

JestliZze tedy hledané kiivka existuje, pak tato kfivka ie kruZnice. TFi para-
metry «, 8, A, uréujici polohu a polomér kruZnice, se najdou zfejmé jednoznaéné
z toho, Ze kruZnice jde body A a B, a z podminky, %e délka hledané k¥ivky
je rovna .

Zobecnénl. Shora rozebranou methodu fefeni nejjednodufsi soperimetrické
tlohy je moZno snadno rozsifit na pfipad, kdyZ za tffdu pfipustnych &ar bereme
kiivky tfidy C,, spojujici dva dané body a vyhovujici k¥ podm.nkém:

b
K, = [, y,y)dx=1; i =1,2...., k), (1)
a

kde funkce G spliiujf obvyklé podminky, kdeZto I; jsou konstanty.

Vé&ta 3. JestliZze kiivka y = y(x) vede k extrému integrdlu

b
J= [F, vy y)dz

.na tFAdE pripusinjch kfivek C,, spliiujicich podminky (1'), a jestlife kromé& toho
existuje k bodi x,, x,, . ., T v intervalu (a, b) takovych, Ze determinant

. d .
A(zy, 2y, ..., xy) = IG(')[-’U;» y(x;), y'(x;)] — = G;,'I)[-"’i’ y(z;), y'(x])]l

€,i=12..k)

nend roven nule, pak existuje k konstant A takovych, Ze kftvka y(x) vyhovuje diferer.-
cidInt rovnict
H, — i H,=0
v Qg v ’
kde
H=F 4 2,GW + 3,G® + ... + 1,G¥®,
Diikaz této v&ty se provede zcela analogicky jako v nejjednodussim ptipads.

Isoperimetricka uloha s volnymi konci. Studujme nyni tuto dlohu.
Necht tiida kiivek [y] se skldd4 z téch kfivek tfidy C,, pro néz funk-
cional K(y) = [G,(x, y, y') dz nabyva pfedepsané hodnoty I a jejichz

v
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koncové body leZi na kiivkach ¢ a y t¥idy C,, definovanych rovnicemi
y = p(z), y = p(x). Na t¥idé kiivek [y] je definovan funkcional
J(y) = [F(z,y, y') dz. Hleddme tu k¥ivku y, t¥dy [y], pro niz J(y)

dosahuj:a svého extrému.

Opakujeme-li Gvahy § 16, zjistime, Ze kfivka y, realisuje extrém
funkcionalu J(y) mezi témi kfivkami tfidy [y], které s ni maji spoleéné
koncové body, t. j. y, realisuje extrém J(y) mezi kfivkami o pevnych
koncovych bodech, pro néz K(y) = 1.

Podle Eulerovy véty existuje konstanta A takovi, Ze y, je extrema-
lou pro integral J + 1K = [H dxz, t. j. vyhovuje Eulerové rovnici

d
dx

Nyni dokdZeme, Ze v koncovych bodech 4 a B kfivky y, jsou splnény
podminky transversality

[H + (¢ — yo)H, @ = 0, [H + (v’ — y)H, ]V = 0. (4)

Sestrojme &tyrparametrovou soustavu obloukd, obsahujici extre-
malu y, a takovou, Ze kazdym parem bodi A’ a B’, lezicich v nékterém
okoli bodu 4 resp. bodu B, je moZzno vést jeden a jenom jeden oblouk
této soustavy, spojité zavisly na jeho koncovych bodech.

Pro oblouk y, je

H, — —Hy =0.

K(Vo) =1,
av3ak jiZz pro oblouky y této soustavy blizké ke y, je
K(y) = K(yo) + &y =1+ &,

kde ¢, je malé ¢islo obecné razné od nuly.

Tyto oblouky je moZno deformovat, aniz ménime polohu jejich
koncovych bodi tak, aby po deformaci bylo

K(y) =1
na viech obloucich soustavy,

Vskutku, oblouk 9, neni obloukem extremdly funkcionalu K(y),
proto lze najit takovy vnitfnf bod C(x,, y,) tohoto oblouku, pro ktery
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vyraz G, — % G, je na piiklad vétsi ne% nula:

d

¢ —

Gyp > 0.
Pro kiivky y = y(z) + dy(x) nali soustavy blizké ke y, je rovnéz
v bodech (z,, y, 4 dy,) splnéna tato nerovnost.

Jestlize zdeformujeme kfivku y v dostateéné malém okoli bodu
(%1, 1 + 6y,), pak prejde v kiivku v, s tymiZ konci jako y.

Pfi tom je

d
Kir) = Ken) =~ (6, — -6v) o

kde ¢ znadi plosku mezi y a y, (prava strana tohoto vyrazu je odpovida-
jici variace v bodé funkcionalu K(y)). Protoze

d
G, — & Gy £ 0,
pak je mozno zvolit o tak, aby
Kn) — K(y) = — &y,
a tedy
K(y) =1

Deformace uvedeného tvaru lze provést spojité na celé soustavé, takze
jako vysledek dostaneme soustavu oblouki {y,} takovych, Ze

K(y,) =1L
Na soustavé oblouki {y,} je dK(y) = 0. Je tudiZ na na3f soustavé

dJ(y) = d(J(y) + AK(y)).
K¥ivka y, je extremélou pro funkcional
H=J 4+ AK.

Pri ptechodu od extremaly y, k jakékoli jiné kfivce soustavy {y,} je
dJ = d(J + AK) vyjadieno formuli (11)§ 16 pfi zaménéJ za J 4 1K.
Opakujeme-li ivahy § 16, dostaneme podminky transversality (4).

PFiklad. Najit rovnovéZmou polohu hmotného pruZného neroztaZitelného
fetdzu, jehoZ konce klouZou po danych &ardch ¢ a y.
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Jak jsme jiZ vidéli (piiklad str. 120), vede tloha k hleddnf{ minima J =
= nyl + y?*dr za podminky K = fVI + y2dz = I. Kfivka, realisujici
minimum, je extremalou integrélu f(y + l)Vl + y?dz, t. j. Fetézovka (str. 120).

ProtoZe integrovany vyraz mé tvar AVI + y?, kde A = y + A, pak podle
vysledku str. 99 podminky transversality se stanou podminkami orthogona-
lity. Ma tedy Fetéz v rovnovaZné poloze tvar fetdzovky, orthogondlnf ve svych
koncovych bodech ke kiivkém ¢ & y.

§ 21. Podminény extrém.

Formulace dlohy na podmin&ny extrém. V § 12 jsme vySetfovali
extrémy funkcionald, pfi emZ jsme vzali za tfidu pfipustnych dar
soustavu prostorovych kfivek spojujicich bud dva dané body nebo
body danych éar. V aplikacich na geometrii a mechaniku maji také
velky vyznam ulohy, kdy za t¥idu piipustnych ¢ar bereme kfivky,
lezici na dané plode, nebo pro pfipad vice neznimych funkei, leZici
na nékteré varieté. Odpovidajici variaéni dlohy maji nidzev wlohy
na podminény extrém. Methodika a hlavni mySlenky feSeni se nam
plné objasni, jestlize vySetfime nejjednodussi piipad podobnych tloh.

Formulace Glohy. Mezi viems kfivkam:
y =y, z=z2(z)
tridy C,, spojujicimi dva dané body A a B a leticimi na dané plode
plz, y,2) = 0,% (5)
urdit tu kfivku, podél nif integrdl
J = [F@ .2y, 7)d (6)
nabyjvd extrémni hodnoty.
3) Budeme pfedpoklédat, e plocha neobsahuje singulérni body. Mimo to musime
napiists predpoklédat, te
(3 (2

t. j. Ze telnd rovina plochy ani v jednom bodd nenf kolmé k ose z. Od tohoto pied-
pokladu lze upustit, Fesime-li ilohu v parametrickém tvaru.
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Tuto tlohu lze bez obti%i redukovat na nejjednodussi Glohu variaé-
niho poétu o jedné neznémé funkei. Resime-li toti% rovnici (5) vzhledem
k z a dosadime-li dosazené vyrazy z a z' do funkce F, dostaneme
za integraénim znamenim funkei zavislou jenom na z, y, ¥'.

Takovy postup, ktery je principialné mozny, je v3ak v fadé dloh
prakticky nesnadno realisovatelny, nebof pii jeho uskuteénéni se fesi
rovnice ¢asto velmi sloZité. Z toho dtvodu se p¥i FeSeni této tvlohy
pouiiva postupu analogického odpovidajicim postuptm, jichZz jsme
pouzili pfi vydetfovini iloh na podminény extrém funkei vice promén-
nych,

Lagrangeova methoda. Pro bezprostfedni feleni shora formulované
tlohy navrhl Lagrange methodu, ktera dostala nazev methoda ne-
uréitych funkeionilnich multiplikdtori. Tato methoda spoéiva v na-
sledujicim postupu.

Konstruujeme funkei

Q(x: Y, 2, !/’, Z') =F + ;'(x)(pr

kde A(z) je zatim neurcena funkce proménné z. Hledime nepodminény
extrém integralu

J, = [0 dz. (6')
Zo
VypiSeme pro tuto Glohu diferencidlni rovnice Eulerovy
d d
qsv_adjv':Fv"'l(Pv_aFv':Ot -
d d '
qu'—a ¢Z == F;+AQZ~EFﬂ =0.

K soustavé (7) s tfemi neznamymi funkcemi: y(z), z(z), A(z) pfiddme
dany vztah

‘P(x! Y, z) = 0. (8)
Reseni tii rovnic (7) a (8) bude oktsahovat dvé libovolné konstanty,
které se urc¢i z podateénich podminek. Tato methoda je zaloZena.
na této véte.

Véta 4. Jestlize krivka
y = yx), z=z(z)
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vede k podminénému extrému integralu J (6), pak existuje multiplikdtor
AMx) takovy, Ze tato kfivka je extremdlou silohy na nepodminény extrém
integrdlu J, (6°).

Necht kiivka y = y(x) a z = z(z) z tfidy pHpustnych éar realisuje
minimum dané ulohy. Je-li ¥ = y(z), 2 = z(x) jind kfivka z tiidy
piipustnych &ar, pak

(P(x, Y, Z) = ‘P(x’ .;/a E) =0, (9)
AT = J(y,7)— (g, 2) = 0. (10)
Zvolime libovolny bod z’ z intervalu (z,, ,) a budeme pfedpoklidat,

e funkee dy(x) = y(x) — y(x), d2(x) = z(x) — z(x) jsou rizné od nuly
jenom v nékterém malém okoli bodu 2’. PoloZime

alzfléydx, azzflézdz

a necht v daldim ¢, oznaduji vidycky veli¢iny nekoneéné malé
vyssiho ¥ddu neZ nejvétdi z hodnot |o,|, |o.|. Pruhem nad funkcemi
¢,, F, atd. ozna¢ime hodnoty téchto funkei pro hodnoty argumenti
rovné z, y + 0,8y, z + 6,0z atd., kde |0,| < 1.

Méme

0= fl[(P(x’ Y, E) - ‘P(x’ Y, Z)] dz = f(lavav + —?—0252) dz =

Zo
= ‘Pvlz-:’o'l + ¢z|z-z'°'2 + .
Predpokldddme, Ze jeden z koeficienti u o, a o,, na piiklad ¢,
je rizny od nuly; v tom pifpadé

0y = — [ﬂ] .0, + & (11)
@Yz |z=1'

Dale z (10), provedeme-li obvyklé transformace, dostaneme

AJ =f(F,,—ad;F,,')éydx +f(ﬁz—%ﬁz')6de=

o

(e ir) s (R i)

e iz N o, + & =0, (12)
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Dosadime-li ¢, z (11) do (12), obdrzime
d @y d
[F,,— L — q)—z(F, — EF,')L#'. o e >0 (13)
Nerovnost (13) plati pro jakakoli dostateéné mala o, kladn4 i za-
porna, kdezto e, konverguje k nule rychleji nez o, a tudiZ je nutné,
aby (viz pomocnou vétu § 8)

d Py d .
F,,—a;F,'—;;(F, —EF") = 0. (14)
To plati pro jakoukoli hodnotu # = 2’ v intervalu (z,, z,), pro kterou
@ + 0. Jestlize (¢,);-»» = 0, potom (¢,);-or ¥ 0 (viz poznamku
na str. 125), a zaménime-li Glohy y a z dojdeme k vztahu analogickému
vztahu (14). Oba tyto vztahy lze zapsat v symetrickém tvaru:
d ' d
W F, F,— - F,

Py Pz

Oznadime-li stejné vyrazy pravé a levé strany rovnosti znakem
— A(z), obdrzime rovnice (7).

Z podaného dikazu véty je snadné zjistit, Ze z ného v podstaté
plyne jesté tento vysledek: jestlize kfivka (4) y = y(x), z = z(x)
je takovd, Ze pro jakakoli dy(x), dz(x), ktera spliiuji podminky

F,—

‘Pﬂ(x: Y, 2)6y + (Pz(x’ Y, 2)52 = 0, (9')

je variace J rovna nule:

8 =68 [F(x,y,2y,7)dz =
2% -
= F d F, )é F d Fy)| 82| dx =0 10
= y_ﬂy y+ z—’(ﬂ l')z r =V, ( )
pak existuje takové A(z), Ze jsou splnény podminky (7).
Skuteéné, kdyz zintegrujeme (9'), dostaneme jako nahofe vztah (11),
a z (10) dojdeme transformacemi analogickymi transformacim formulf

(12) a (13) ihned ke vztahu (14), c. b. d.
Obracené, pro kazdé FeSenisystému (7) pro jakékoli A(z) rovnice (9°)
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ma svym disledkem (10°). Pro to, abychom se o tom pfesvéddéili, stadi
nasobit obé strany rovnic (7) dy(x) resp. dz(x), provést integraci obou
stran a obdrZené rovnosti seéist po ¢lenech.

Z toho a ze shora dokazané véty plyne:

K tomu, aby kfivka (4) realisovala podminény extrém integrdlu (6)
za podminky (5), je nutné, aby pro ni

o =0
pro viechny variace dy(x), 6z(zx), vyhovujici vztahu (9').
Hledéni .geodetickich &ar. Uloha najit oblouk y:
¥y = ylz), z = z(x)
nejmensi délky, t. zv. geodeticky oblouk, spojujici body A (g, ¥, 2,) & B2y, ¥y, 21)

plochy ¢(x, y, 2) = 0, vede k uloze najit minimum integrilu

T,
J=fVl+y’3+z”dx
Zo

za podminky
p@ y,2) =0
a za podminek pro koncové body
Y(®o) = Yo» 2(Tg) = 2o
Y(@) = Yo 2(®) = 2.

Podle Lagrangeovy methody multiplikdtora vede tato wdloha na hleddni
extremal integralu

e
f{Vl + ¥’ + 22— Ap(x, y, 2)} dz.
Zo

Sestavime Eulerovy rovnice:

’

y
dz Vl + y1 4272 ’

’

z

Mz)p, =

Moy, = — ———————.
: dz Vl + y?+ 23

Na zdklad& znamych vzorct Serret-Frenetovych nabudou tyto rovnice tvaru

cosa,
1(1)% = ;7

CcOo8a.
A(I)¢z = , 3,
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kde oznalujeme cosx,, cosx,, cosx; smérové kodiny hlavni normély ke kfivee y
a kde r je polomér kiivosti kfivky y. Z toho

Py : Pz = CO8a, : COBy. (15)
Dale z gp(z, y, z2) = O plyne, Ze podél kiivky y: y = y(z), 2 = z(z) mame
¢z + oy + 92" = 0. (18)

ProtoZe tedy hlavni normaéla ke kfivece y je kolmé k teéns téZe kiivky a smérnice
teény jsou amérné 1, ¥/, z’, je

cosx; + Cco8xgy  + cosxgz’ = 0. (17)
Z (15), (18) a (17) obdr¥ime
@zt Py i Pz = COSKx; : COBry i COBKy.
ProtoZe vSak ¢,, ¢,, ¢, jsou zédroveli umdérné smérovym kosinim normaly

plochy ¢ = 0, dostaneme odtud tento vysledek: hlavni normaly ke geodetickym
éarém v kazdém bods$ jeou souéasn& normélami plochy.

§ 22. Obecny Lagrangeiv problém.

Lagrangeovy methody multiplikatord pouzijeme i v téch tlohach,
v nichZz bereme za tfidu pripustnych éar éary, vyhovujici nékteré
soustavé diferencialnich rovnic.

Hledejme extrém integralu

J = le(:t:, ¥, 2,9,2) dx, -

kdyz za tfidu pripustnych éar vezmeme prostorové kfivky tfidy C,,
vyhovujici diferencidlnimu vztahu

oz, y,2,y,2)=0 (18)
a splitujiei na svych koncich nékteré daldi podminky (t. j. pro z=x,,
z = x,). Potom plati véta, kterou uvedeme bez dikazu.

Véta 5. Jestlize kfivka y, &ini funkciondl J extrémnim za podminky
(18) a jestlife podél v, jedna z derivaci ¢, nebo @,. neni rovna nule, pak
existuje funkce proménné x, A(x), takovd, Ze y, bude integrdlni kfivkou
soustavy rovnic

H,,—%H,,-:O, H,—%H,':O, (19)
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kde
H=TF + igp.

Tato véta uddvé methodu pro stanoveni hledané kfivky y,. ReSime-li

totiZ soudasné rovnice (18) a (19), nalezneme neznidmé funkce v, z, 4.

K odhadu poétu libovolnych konstant v feSeni nasi soustavy rovnie

a tedy podtu nutnych pocateénich podminek zavedeme nové neznamé
funkce:

_dy dz

= — — — 2
dz’ ' " dz (20)

Dojdeme k soustavé &étyr diferencidlnich rovnic prvniho fadu (19)
a (20) vzhledem k 4, y, 2, %, v a k jednomu koneénému vztahu (18):
oy, 2z, u,v) = 0.

Pokud jeden z vyrazti ¢, = ¢,. nebo ¢, = @.. je rtizny od nuly, jak
pfirozené predpoklidame, mizZeme jednu z funkci  nebo v vyjadfit
ostatnimi a vyloudit ji ze soustavy (19) a (20). Dostaneme soustavu
¢tyF diferencidlnich rovnic prvniho fddu o étyfech nezndmych funkeich,
jejiz obecny integral v obecném piipadé obsahuje &tyfi libovolné
konstanty.

T¥i z nalezenych funkci, totiz

y = y(z, Ky Ky Oy, a4)a
2 = 2(T, &p, Koy 0y, 0ig),
l = l(x’ Ky Xgy X3y 0‘4)’

budou zfejmé obecnym Fefenim soustav (18) a (19). Staéi tedy k vy-
louéeni libovolnych konstant kliast na koncové body ¢tyfi podminky
(na piiklad podminky, Ze kiivka prochazi dvéma danymi body pro-
storu).

Tak to bude vypadat v obecném pripadé. Aviak v n&kterych problémech se

muZe poéet libovolnych konstant sniZit. VySetfime na priklad pfipad, kdyz
rovnice (18) m& integral

ylr,y,2) =C (21)

(na ptiklad, mé-li tato rovnice tvar y, 4+ vy’ + v,2°).
Ma-li kfivka déavajici extrém prochédzet dv&ma uréenymi body A(z,, ¥, o)
a B(z,, ¥, 2,), pak 1ze v rovnici (21) stanovit konstantu C z rovnosti

(%o, Yo 20) = C.
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Koncovy bod Bz, ¥, z;) ktivky dévajici extrém musi rovnéZ pattit k plose
v(z, ¥, 2) = C a tedy &tyti podminky pro koncové body
Yo = Y(To)s 2o = 2(xo), ¥ = yly), 2, = 2(x,)

nejsou mezi sebou nezavislé; mezi nimi plati vztah

(%o, Yor 20) = Y21, Y10 21)- (2r)
Po stanoveni C mtifeme feSit nasi ulohu jako tilohu na extrém tvaru rozebfraného
v § 21. (Extrém integralu za podminky, Ze kiivka ddvajici extrém leZi na dané
plode.) A v tom pfipad$ integrovani odpovidajicich rovnic nam déa dvé libovolné
konstanty (viz str. 126). Priddme-li k nim C, dostaneme tti libovolné konstanty,
které se uréi z podminek na koncové body, jeZ jsou rovnéZ jenom tii (podle
(21%).

Formulace Glohy. Shora uvedenou methodu lze roziifit rovnéz

na tlohy obecnéjsi. Hledejme na priklad extrém integralu

b
; ’ ’ 4

fF(x; Y1s Yo <+ Yn3 Y15 Y2s - Yp) AT (22)

za podminky, %e véedhny ééry tiidy pi'ipusthych kiivek vyhovuji
soustavé k diferencidlnich rovnic: '

PiT; Y1 Yz <o s Yns Yrs Yoo oor Yy) = O
G=1,2,.... k) (23)

a nékterym podminkam pro koncové body v poétu 2n + k.

Podobné jako v rozebraném nejjednodu$im piipadé je mozno
dokazat, Ze existuje-lt hledand kfivka y, a je-li podél kfivky jeden z hlav-
nich determinantd funkciondini matice

e\ [i=1L2 ..k
ayt 1::1,2,...,71,
vidycky razny od nuly, pak vy, je integrdlni kiivka ndsledujici soustavy
n -+ k diferencidlnich rovnic:

d

H”‘_EE

Hy. =0 (t=12,...,n),
v ( ) (24)

' (p,'=0 (j=l,2,...,k),
kde H = F + > ;p; a kde 2; jsou nékteré funkce x.
: &

7
Tato véta umoZiiuje jako v nejjednodussich pripadech dfive rozebi-

ranych skuteéné uréit hledanou kfivku, predpoklddame-li, Ze hledana
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kiivka existuje. Nebof soustava (24) uddvé n'4 'k diferencidlnich
rovnic, z nich% k je prvniho ¥4du a n druhého Fadu, a tudif obecnﬁ
integral této soustavy _
Y= [z, xy, 009, 0y 00m4) 0 =1,2,...,n0)

bude obsahovat 2n -k libovolnych konstant. Podle véty naledi
hledana kfivka y, do této soustavy a k jejimu stanoveni zbyva najit
hodnoty konstant «. K tomuto cili zfejmé staci pouit podminek pro
koncové body, jichZ mé byt podle pfedpokladu priavé 2n + k. .

Je-li podet podminek pro koncové body vétsi nei 2n + k, pak je
tloha obecné nefeSitelnd. Je-li téchto podminek méné nez 2n + £k,
pak miZeme bud volit zbyvajici konstanty « tak, aby pro tyto hodnoty
integral J vzaty podél kfivky v, nabyval extremalni hodnoty nebo;
jak to ¢inime v § 18, hledat methodou variaci dalsi podminky — zobec-
nit pojem transversality.

Uvedena Gloha ma nazev obecny Lagrangetv problém.*)

P¥iklad. Po jaké zavFené kfivce must letét letadlo, jez md. viagtnt rychlost vy, aby,
v Casovém intervalu T obletélo plochu nejvétstho obsahu; p¥i tom se predpoklddd,
e rychlost vétru je konstantni a md konstantni smér.

Necht osa Ox jde ve sméru rychlosti vétru. Oznatme « tvihel mezi vlastnim
smérem letadla a osou Oz a z(t), y(¢) souradnice polohy letadla v okamziku ¢.
Rychlost v letadla je geometrickym soudtern jeho vlastni rychlosti v, a rychlosti
vétru. ProtoZe komponenty v jsou rovny z’ a y’, js

z’ = yycosx + a, Yy = v, Sina. (25)

Plocha, omezena zavienou trajektorii letadla, méa obsah vyjddfeny integrilem'
T
if(:z:y’ —yz') de. (26)

Nase uloha vede k uloze najit maximum (26) za dvou pod,m,inek (25). K tomu
je tieba na,lézt nepodmin&ny extrém integralu

f[zy’ — yz’ + A(x’ — vy cosa — a) + Ay(y’ — v, sina)] d¢; (27
0

zde jsou hledanymi funkcemi: z(t), y(f), « = «(f). o ‘

4) Geometricky vyklad obecné tlohy podmindného extrému podal v r. 1934 ve evé
préci L. A. Ljusternik.

Podminky kladené na funkci znamenaji geometricky ve funkeiondlnim prostoru
nékterou ,,varietu‘* N. Body extrému funkeionélu J(y) na ,,varietd N jeou ty jeji body,
v nichZ se dotyké hyperplochy J(y) = const. Z toho je zfejmd, jaky je geometricky
vyznam pravidla Lagrangeovych multiplikdtori. (Pozn red Gostechizdat, Moskva,
Leningrad 1950.)
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Sestavime pro n& Eulerovy rovmice. Oznatime-li F vyraz za integra¥nim
znamenfm v (27), méme

d ., d

F,— EF" = 0 neboli y —% (—y+4) =0, (28)
d ) . d

F,— E-F,: = 0 neboli —z _E(I + 2;) =0, (29)
F, = 0 neboli 2, sinx — 4, cosax = 0. (30)

Z (28) a (29) plyne, Ze
2z + Cy, =14y, 2y + C, = — 4. (31)

Rovnob&#nym posunutim poddtku soufadnic 1ze doséhnout, aby se konstanty
C, a C, ve vyrazech (31) pro z a y staly rovnymi nule; potom je

;'2 ll
= y=_—_1 32
2’ Y 2 (32)
Prejdeme k polirnim soufadnicim. Oznatime r = l/:c’ + y* a ¢ pruvodié
a argument bodu (z, y), udavajictho polohu letadla v n8kterém &¢asovém oka-
mZiku. ProtoZe

tgp = —,
dostaneme z (32)
Y
tgp = — _2., (33)
gy 2
1
Z (30) plyne na druhé strang:
A
tga — L. (34)
Ay

Porovnédme-li (33) a (34), obdrZime

a=g+ . (35)

Smér letadla je kolmy k privodidi. Substituce (35) do vyrazu (25) vede

k soustavé:

' = — vy, 8ing + a, ¥y = v, cosp. (38)

Nésobime-li prvni rovnici z, druhou y a dosadime-li z = r cosgp, y = 7 sing,
dostaneme po seteni

zz’ + yy’ = ax = ar cosp = ar sina
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neboli

dr

1 1
—— @ty = ——1 = rﬁt- = ar sina.

2 de 2 dt

PouZijeme-li formule (25), médme

dr_ a dy

dt v, dt

r=—y+C
Yo

(37)

To je rovnice kuZeloset¢ky s ohniskemm v podatku soufadnic. ProtoZe 2

musime podle smyslu itlohy povaZovat za
¢&islo mensf neZ jedna (rychlost letadla musi
ptevySovat rychlost v&tru), pak rovnice (37)

znamen4 elipsu o vysti'ednosti% a s velkou
0
osou probihajici ve sméru osy Oy (obr. 19).

Je tedy kiivka s maximalni velikosti obsa-
hu oblétnuté plochy elipsou s velkou osou
kolmou na smér vé&tru a s vystfednosti
rovnou poméru rychlosti vétru k rychlosti
letadla, pii ¢ernZ smér letadla musi byt kolmy
k pruvodiéi elipsy.

Souvislost mezi problémem isoperimet-

RN

Vo

Obr. 19.

rickym a Lagrangeovym. Isoperimetricky problém Ize pfevést na problém

Lagrangetv.5)
Cht&jme najit extrém integralu

b
J = [F(z; y,, y;, Y1 oo y(l"l); Yar Ygo -+ o» y(zk-) veed
a

Yn» y;, e y,:"n)) dz,

méme-li pfedepsany podminky pro koncové body a daldi podminky

b
Ki= [FAZ; Y Yir o3 Y Y --)dx =1, 6 =1,2, ..., m).
a

Oznadéime-li

t
V)= [F;dz :=1,2,...,m),

5) Lagrangeovu tlohu nelze na isoperimetricky problém pfevést.
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méame .
!F;(z) = F(x; y1, yi, veos Yo y,:, o)y (38)
pfi demZ
Yia) =0, P;(b) =1, ¢ =1,2,...,m). (39)

Jo tedy nafe isoperimetrickd uloha ekvivalentni 1loze Legrangeovs: najit
soustavu n + m funkef: ¥, ¥g, -+ s Yni P10 Yoo ++-» ¥m» spojenych vztahy (38) a
spliiujicich odpovidajici podminky pro koncové body pro funkce y; a podminky
(39) pro funkce ¥, a to takovou, aby za danych podminek realisovala extrém
integrélu

b
[F da.
a

V souhlase 8 methodou Lagrangeovou vede naSe tloha na problém vyhledat
nepodmin&ny extrém integrilu
b

fIF — ZA(P; — F))ldz,

a
kde 4,(z) jsou n&jaké funkce; F; a F nezdvisi na ¥, a jejich derivacich. Soustava
n + m rovnic pro nadi Eulerovu ulohu se rozpadne na soustavu n rovnic vzhle-
dem k funkcim y,:

o F + ZA,F,] d o
Wi[ e Az oy,

%

[F + ZA,F;]—...=0

a na soustavu m rovnic vzhledem k funkcim ¥, které nabudou tvaru

d .
d_:v-l'. =0(=1012,...,m),

t. j. koeficienty 4; se stanou konstantnimi é&isly.

136



KAPITOLA VI.

VARIACNI ULOHY V PARAMETRICKEM TVARU

§ 23. Parametrické vyjadfeni rovmic kfivek a podminky
homogenity.

Pfedb&Zné pozndmky. V rovinnych ulohich jsme vy¥etfovali sou-
stavu pfipustnych ¢ar vyjadfenych rovnicemi

y = y(x).

Jezto jsme y(zr) brali jako jednoznaénou funkei proménné x, musili
jsme se omezit na &ary, které protinaji pfimky rovnobéiné s osou Oy
jenom v jednom bodé. Toto omezeni pfi aplikacich na geometrii pi{li$
zmen3ovalo okruh naSich ivah: ustaviéné jsme se setkavali s extrémy
na Sarach, které této podmince nevyhovovaly. Na piiklad v isoperi-
metrickém problému (§ 20) o ¢afe dané délky, omezujici spolu s danou
useckou osy Oz rovinny obor nejvétiiho obsahu, se extrému dosahuje
na oblouku kruznice, jehoZ je nase isecka se¢nou. Kdyby délka oblouku
pfevysovala délku tsetky nasobenou }x, pak by jiz piisludny oblouk
kruZnice nespliioval shora formulovanou podminku. Dodejme, %e pfi
nadich Gvahéich soufadnice x, y byly nerovnopravné, a proto formule,
které jsme obdrZeli, byly nesymetrické vzhledem k x a y (na ptiklad
podminky transversality). AvSak v geometrickych tlohdch jsou sou-
Fadnice obecné rovnopravné.

Abychom tato omezeni odstranili, pfejdeme k parametrickému
vyjadfeni rovnic kfivek

z = @(t), y = yp(t).

V tomto piipadé lze jednu a tutéz kfivku vyjadiit nekoneéné mnoha
zplsoby v parametrickém tvaru, pfi ¢emz jeden z druhého dostaneme
transformaci parametru ¢. Provedeme-li tuto transformaci pomoci
rovnice ¢ = y(1), kde 7 je novy parametr, pfejdou rovnice kiivky
v nové rovnice:

z = ¢lx(7)] = @u(7), ¥ = v (?)] = wi(v),
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Ppfi ¢emz
dx dz , d dy ,
e A Tt T

Pozadavek, aby mezi parametry ¢ a t byla vzdjemné jednoznadna
korespondence, t. j. aby také v bylo jednoznaénou funkei ¢, vede k po-
zadavku, aby y(z) byla ryze monotonni funkei. Jestlize mimo to Za-
dame, abychom pfi ristu obou parametri probfhali oblouk v jednom
a témZe sméru, musi byt y(r) funkef rostouci. Mimo to budeme pred-
pokladat, Ze y(r) méa spojitou derivaci ((il_i = x'(7),!) kterd je zfejmé
nezaporné. Tato derivace musf byt podstatné kladna proto, aby existo-
vala spojita derivace inversn{ funkece:

dr 1

it g'(n)

PFiklad. Rovnice kruZnice

T = a cost,
Yy = a sint (—rst=n)
$
transformaci tg O u neboli ¢t = 2 arctgu pfejdou v rovnice:
a(l — u?) 2au
- 14+ w2, ’ - 1+ ut’

Piejdeme nyni k vySetfovani funkcionilu definovaného pro &iry
dané v parametrickém tvaru. Pro nejjednodussi ulohu lze takovy
funkeciondl napsat ve tvaru krivoc¢arého integralu

L

dz d
J = fF(x 9, (—;—:, d—":) de, (1)

po oblouku kfivky (2)
z = z(t), y = y(t), (2)

odpovidajicim hodnotdm parametru ¢, lezicim mezi ¢, a ¢, > ¢,. Tento
integral vySetfujeme jako funkci édry dané v parametrickém vyjadieni

1) Ale v né&kterych pfipadech budeme pfedpoklidat, e x(!) mé spojité derivace
téhoz fadu, jaky maji mit podle podminek ilohy funkee g(t) a y(t).
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a nikoli jako funkcional zavisly na dvou funkcich z a y parametru ¢
(tento pfipad jsme jiZz studovali v § 12 kap. III). Z toho plyme,
Ze se tento funkciondl nesmi zménit, kdyZz transformujeme para-
metr ¢{. Tento pozadavek klade nékterd omezeni na funkei F. K jejich
odvozeni nyni pfejdeme.

Odvozeni podminek homogenity. BudiZ ¢ = y(t); potom integral J
pfejde v integral

Ty

J = fF(z’ y”@ 3/'(7)) ¥(7) dr,

x2'(7)’ x'(7)

kde 7, a 7, odpovidaji hodnotém ¢, a ¢, parametru ¢. S druhé strany
funkecional J jako funkce ¢ary musi zistat beze zmény, t. j.

Te

J = [F(z,y,2(), y'(2)) dr.

Musi tudiZz platit rovnost

T T

fF(a:, y,z,g—:;, ZE:;) z'(v)dr =fF(a:, ¥, (1), ¥'(7)) d=.
Zédéme-li, aby nezavislost integralu J na volb& parametru platila
pro jakykoli oblouk na3i kfivky, pak tato rovnost bude platit pro
jakékoli hodnoty horni a dolni meze (jen kdyZz je 7, << 7, a funkce
z(7), y() jsou pro pfisludné hodnoty v definovany). Bereme-li dolni
mez 7, pevné, budeme vy3etfovat oba integraly jako funkee horni
meze. Rovnost téchto funkei ma za nasledek rovnost jejich derivaci, t. j.

7 ’

d Yy ’ '
Fx.y,—,,——, :F(I) ,17,?/)-
( Y4 X)x Y

Zde je x'(r) > 0 a pro odpovidajici volbu funkece y(z) mize y' nabyt
libovolné kladné hodnoty. Je tedy pro jakékoli & > 0

’ ’

kF(:z:, Y, %, %) = F(z,y,2',¥)

nebo, klademe-li It_ =k,
F(:t, Y, klx” klyl) = le(z’ Y, z', yl)- (3)
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Je tedy funkce F &ty proménnych =z, y, z', ¥’ kladnd homogenni
rozméru jedna vzhledem k 2, %’.2) Podle Eulerovy véty o homogennich
funkeich je

F = :U'Fz' + :’/'Fv’- (4)

Naptidté budeme vSude pfedpoklidat, Zze je podminka homogenity

splnéna. V tomto pfipads integral
J= [F(z,y, ', y)dt

podél nékterého oblouku, definovaného rovnici (2), zdvisi jenom na
tomto oblouku, ale nezavisi na jeho parametrickém vyjadfeni. To lehko
dokéZeme, provedeme-li shora uvedené ivahy v opaéném pofadi.

Analogicky pro integral

’

J = [F(zy, %y .., Tny Ty, Ty, ..., ) AL

v &y
v n-rozmérném prostoru podél kfivky:
z;,=2zt) (t=12,...,n)

podminka nezavislosti na volbé parametrického vyjiddieni posledni
kiivky bude:

F(xy, gy ..., Zp; Ky, K2y, ..., k2,) =

= kF(2,, T3, ..., T} Ty, Tgy + .- x;).
Z toho plyne, Ze
Fzy, ..., % 21, .., %) dt = Flzy, ..., ,; dxy, ..., dy,),

kde dz, = z; dt. Integral J je tak moZno uvést na tvar:

J = [F(z,, ..., x,; dzy, da,, ..., dz,);

F je kladné homogenni funkce rozméru jedna vzhledem k dx,, dz,, ...
o, dz,.

Uvedeme fadu piikladd na funkece &iry J = [F dt, kdy F spliuje
podminky homogenity.

2) Kladnd homogenni funkei rozméru p vzhledem k proménnym (z,, Z,, ..., T,,)
se nazyvé funkce f(Z, Ty, .- Tpps T4 1s - 000 Tpy) vyhovujici podmince
JUlezy, kxyy ., KT s Ty 0 oo 0r Ty) = KPH(ZY, gy ooy T Topi1r -0 00 By)
pro k > 0.
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PFiklad 1. Obsah rovinného oboru, ohrani&eného zavfenou kfivkou, je vyjédfen
integralem
Hfzdy—yda
podél této kiivky.

PFiklad 2. Délka oblouku kfivky v n-rozmérném eukleidovském prostoru
je vyjadiena integrdlem

[Vaz? + dz2 + ...+ d=2
(pfed odmocninou je vidy znaménko plus).

Pfiklad 3. Délka oblouku kfivky v n-rozmérném Riemannovs$ prostoru je vy-

jédfena integrilem
f l/ 2 a;, dz; dz,,
f, k=1

kde a,; jsou n8které bodové funkce.

Ve viech tiech piikladech jsou vyrazy za integraénim znamenim
kladné homogenni funkce rozméru jedna vzhledem k diferencidlim.

Speciilni parametrick4 vyjad¥eni. Integral

b
J= [fx,y,y')dz

nejjednodudsi dlohy po zavedeni parametru #, pomoci néhoz je vy-
jadfeno x a rovnéz i y, nabude tvaru

J = f/(x, Y, %) x' dt.

Je zFejmé, Ze x’/(z, Y, z—,,) je homogenni funkce rozméru jedna vzhle-
dem k z',y’, protoZe nasobime-li ' a y’ konstantou k, dostaneme
kz’f(x, Y, %)
Obracené budiz dan integral
I= [F(x,y,«,y)dt
podél n&které éary. Je-li mozno za parametr ¢ vzit soufadnici z, pak

d
=19y = dz’

Fl,y,2',y')=F(z,y,,¥') = f(x, 4, ¥'),
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a dostaneme
[Fz,y,2',y)dt = [f(z,y,y)dz.

Tedy integraly [F(z,y, z’, y’) d¢ pfi specidlni volbé parametru ¢ = z
piejdou v integraly tvaru [f(z, y, ') dz, které jsme studovali v pfed-
chazejicich kapitoldch, a obricené, zavedeme-li do integrila
[f(z,y, y') dz parametrické vyjadfeni kiivky, dojdeme k funkciona-
lim, pro néz je splnéna podminka (3).

V mnoha tlohédch se voli za parametr na kiivce p délka s (oblouk

poditany od poéiateéniho bodu kiivky do daného jejiho bodu). V tomto
pfipadé je

, dz , _dy .
¥ == cos®, y = 35 = sin®,
kde O je thel, ktery svira te¢na ke kiivce y s osou Oz.

Mame

[F(z,y, 2,y )dt = [F(z, y, cosB, sin@) ds = [f(z, y, @) ds,
Y b d b4

kde je
f(z, y, ©) = F(z, y, cos®, sinB).
Duasledky podminek homogenity. JelikoZ F je homogenni funkce

rozméru jedna vzhledem k z’ a ¢, plyne z Eulerovy véty o homogennich
funkeich

F=oF.+yF,. (4)

Diferencujeme-li (4) podle z’ ‘a ', dostaneme po zjednoduseni

z’ ez + y,F:c'u' = 0, (5)
z'Foy + y'Fyy = 0.
Z (5) plyne
Foy Fyy Fyy
ZEr .= A 6
ylz xly/ xlz Fl, ( )

kde F, = Fi(z,y, 2", y') je kladné homogenni funkece rozméru — 3
vzhledem k z', y'. Vskutku, pfi diferencovini podle x’, ¥’ se rozmér
homogenni funkce po kazdé snizi o jednotku; proto F., F, jsou
homogenni funkce rozméru nula; F,..., F,,., F,, maji rozmér — 1.
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Protoze F, se dostane z funkef rozméru — 1 jejich délenim homogenni-
mi vyrazy rozméru 2, je F; kladné homogenni funkce rozméru — 3.
Diferencovéni (4) podle z a ¥ nam da
F:v = x’Fzz' + y'Fw'r}

’ ’ 7
Fv=:l:Fw'+yFw-. ()

§ 24. Extrémy funkci ¢ary.

Okoli k¥ivek. Spliiuje-li F podminku homogenity, pak je [F d¢
funkce éary, protoze zavisi jenom na integraé¢ni kfivee, avSak nezavisi
na volbé jejiho parametrického vyjadreni. Je pfirozené, Ze rozsifujeme
shora rozvinutou theorii extrému funkei éary

JH@ 9y, y) dz
na nase nové funkce cary.

Rekneme: kiivky pati{ do t¥idy C,, jsou-li dény v parametrickém
vyjadfeni rovnicemi z = z(t), y = y(t), kde x(¢) a y(t) jsou funkce
t¥idy C,. Pfedpoklidame také, Ze z'(!) a ¥'(f) nejsou souéasné rovny
nule (z'2 4+ y'? > 0), takze v kazdém bodé k¥ivky je definovéna teéna,
y'(t)
z'(t)
Uhel ¢ zavisf spojité na ¢. Rikdme: k¥ivka m4 spojité se ménici tednu.

kterd svird s osou z uhel ¢ = arctg (e-li z'(t) =0, ¢ = In).

Definujeme piedeviim pojem e-okoli kiivky tfidy C,.

Rekneme, Ze kiivka y, lezi v e-vzdélenosti nultého fadu od kiivky y,
1ze-li mezi v8emi body y a y, ustanovit vzajemné jednoznaénou a vzi-
jemné spojitou korespondenci tak, aby vzdalenost mezi body sobé odpo-
vidajicimi neptevySovala . Rekneme (analogicky), ze kiivka y, le%i
v e-okoli prvniho ¥idu kfivky y, lze-li mezi viemi body y a y,
ustanovit vzajemné jednoznaénou a vzijemné spojitou korespondenci
tak, aby:

1) vzdéalenost mezi body sobé odpovidajicimi nepfevysila éislo e,

2) thel mezi teénami (mensi nez }x) ke kiivee y a y,, vedenymi

v bodech sobé odpovidajicich, nebyl vétsi nez e.
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Odvozeni nutnych podminek. Na zakladé pojmu e-okoli muZeme
automaticky roz§ifit zdkladni pojmy kapitoly II: absolutni extrém,
relativni extrém, slaby a silny extrém, na funkce dary

J= [F(z,y,z',y')dt
vySetfované v této kapitole.

Zaéneme jako obytejné odvozenim nutnych podminek, jimz musf
vyhovovat k¥ivka realisujici extrém. P¥i tom ihned vezmeme za tiidu
piipustnych éar v3echny kfivky t¥idy C,, spojujici body dvou danych
kiivek.

Budiz déna tiida {y} piipustnych ¢ar se spojité se ménicimi te¢nami,
jejichZz koncové body lezi na danych kiivkach I'y, a I, definovanych
rovnicemi

oz, y) =0, w(x, y)=0.
Na kiivkach tfidy {y} je definovan funkcional

J(y)= [F(z,y, 2", y')dt = [F(z,y, dz, dy), (8)

kde F je spojita funkce, kterda ma spojité parcidlni derivace prvnich
dvou fada podle argumenti z, y, z’, ¥’; mimo to je F kladn& homogenni
funkce rozméru jedna vzhledem k 2, .

V&ta 1. Jestlize kfivka y, definovand v parametrickém tvaru rovnicems
x = x(t), Y= ?/(t),
realisuje extrém funkciondlu J(y), pak:

1) z(t) a y(t) vyhovuji Eulerovym rovnicim

d
Fz_Et'Fc'=0, (9)
d
F, — aF,' = 0;
2) v koncovych bodech kiivky y jsou splnény vztahy
Fe = By (v koncovém bodé leZicim na kfivce I),
Pz Py
PR (10)
%U_I = w—" (v koncovém bodé€ leFicim na kfivce I).
z v
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Jestlize jedna z kfivek I} nebo I'y nebo obé se redukuji na bod
(koncovy bod je pevny), zaméni se piislusnd podminka (10) poZadav-
kem, aby kfivka y prochazela timto bodem. Vztahy (10) se nazyvaji
podminkami transversality.

Kftivka y:

z=z(t), y=yl),
kde z(?) a y() vyhovuji rovnicim Eulerovym, se nazyva extremalou
pro funkciondl J(y). Nadi vétu lze formulovat také takto:

K tomu, aby kfivka y vedla k extrému integrdlu J(y), je nutné, aby y
byla extremdlou a aby ve volnyjch koncovych bodech spliiovala podminky
transversality.

K dukazu vySetfujme na$ funkciondl jako funkei prostorové kifivky

x=z(t), y=y

v prostoru (¢, z, y) a pouZijme vysledkd kap. III a IV.
Necht y:
x=z(t), y=y()

je libovolna rovinna kiivka t¥idy C, v roviné 20Oy, spojujici bod k¥ivky
I', s bodem k¥ivky I';. Ozna¢me @, @ a ¥ valcové plochy, lezici v pro-
storu (¢, z, y), které jsou vytvoreny paprsky rovnobéznymi s osou Ot
a jez protinaji rovinu xQy v kiivkach y resp. I} resp. I',. Ozna¢me y,
prostorovou kfivku (prostoru (t, z, y)) definovanou rovnicemi:

z =z(t), y=y).

Kf¥ivka y, lezi zfejmé na plose @ a spojuje body ploch @ a ¥, primét y,
na rovinu (z, ) je kfivka y.

Viem moZnym parametrickym vyjadfenim rovinné kfivky y budou
odpovidat v prostoru (¢, z, ) viechny mo#né kiivky y,, leZici na valei
@ a spojujici body viled @ a ¥. Jelikoz funkcional J(y) zavisi jenom
na tvaru kfivky y a nezavisi na jejim parametrickém vyjadfeni, bude
funkcional prostorové kiivky

Jl(yl) = fF(x, Y, z', y’) de
ke
zdviset jenom na tvaru valce Q. Z toho plyne, Ze vede-li kiivka y
k extrému funkcionilu J(y) na tiidé C, rovinnych &ar, spojujicich
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libovolny bod kfivky I s libovolnym bodem kfivky I, pak prostorova
kfivka y, realisuje extrém funkcionalu J,(y,) mezi viemi prostorovymi
kfivkami
z=z(t), y=ylt)

tHidy C,, spojujicimi libovolny bod vélcové plochy @ s libovolnym
bodem valcové plochy Y.

Na zakladé theorie extrému pro prostorové éary mame podél extre-
malnf éary

d

F, — HZF" =0, a
d
F, — T F, =0,
a v koncovych bodech plati podminky transversality
(F—=z'F,—y'F,)dt + F,.dz + F,.dy = 0, (12)

kde d¢, dz, dy jsou pfirustky soufadnic pro piipustny posun konce
kfivky y,.
Z podminek homogenity (rovnosti (4)) dostaneme
F—Z'F,'—y'F,: - 0,

a podminka (12) nabude tvaru

Fcraz + F.,,rdy == 0.8) (13)
Pro koncovy bod, lezici na kiivce I'y, pHrustky éz a 8y jsou ve vatahu
@0z + @,y = 0. (14)
Z (13) a (14) plyne
F, Fy,
-z _ v 15
Pz Py (15)

Analogicky pro koncovy bod, lezici na kfivee I'y:
vz0r + 0y = 0,

3) Podminku (13) lze obdriet z podminky (12) bez pouziti podminky homogenity.

Zvolime parametr ¢ pro pfipustné kfivky tak, Ze poldteénim bodum viech téchto
kfivek odpovidé jedna a téZ hodnota ¢, tohoto parametru, a koncovym bodim t&chto
kfivek jedna a t4Z hodnota ¢,.

Potom v (12) budeme mit d¢ = 0, coz vede k podmince (13).
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z ¢ehoz
F, F,
e (15')
Yz Y
Tim je nase véta Gplné dokdzaina.
Weierstrassiv tvar Eulerovych rovnic. Snadno nahlédneme, %e rov-
nice (11) jsou nezavislé. Mame-li totiZ pro prostorovou kf¥ivku y,:

z=z(t), y=y)
8J(y,) = 0, pak pro kaZzdou kfivku y,:

x=z[{()], y=yl/®)]
rovnéz mame &J,(y,) =0, kde f(t) ma kladnou derivaci. Je-li tudiz
kiivka
z=2z(), y=uyl)

integralem systému (11), pak k¥ivka

z = 2ft), y=ylie)]

pro libovolnou funkei f(¢) bude rovnéz integrilem systému (11). Z toho
soudime, Ze jednu z funkei xz(t), y(¢) 1ze udat libovolné a na jejim pod-
kladé 1ze najit druhou funkci integraci kterékoli z rovnic systému (11).
Analyticky tato okolnost vyplyva z toho, Zze obé rovmice (11) jsou
dusledky jediné rovnice.

Ze vzorci (6) a (7) predchazejiciho paragrafu plyne

d "
F, — EF.‘:' = (z'Fox +ylev‘) — (2" F oy +y,Fv=' +2"Fpe + y Fpy) =
=Y Foy — Foy — Fi(@'y" — 2"y")]. (16}
Analogicky
d ’ " L ’
FV_EZFV':_x[F:v’_F:’v_Fl(xy_xy)]' (16)'

Jezto obé derivace z’, ¥’ nemohou byt souéasné rovny nule, jsou rov-
nice (14) ekvivalentni jediné rovnici

F,,—F.—F @y —2"y)=0. (17)

To je tak zvany Weierstrassiv tvar Eulerovych rovnic.
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Weierstrassiiv tvar Eulerovych rovnic zapisujeme rovnéz v tomto

tvaru:
_l_= FW'_Fuz' , (171)
T Ryt
kde 7 je polomér kfivosti extremdly.
PFiklad. Budiz ' = A(z, y) |+ + y*, t.j. J = [A(z, y) ds. Méme:
q

’

Fopr=A4, #_ = A, cosx
Vx’ﬂ + y’ﬂ
(kde & je tihel, ktery svira teéna k extreméle s osou Ox),
/ AF A
F,,z'=Av—/_—x_—=Aysinoc, F1=— 'v’z = — »
V= + v ry (2 + yn

z &ehoZ

1 1 4 Asi

—_——=—— 080 — ne).

" a (4, co8a £8inx)

Je-li ¢ thel, ktery svird norméla plochy A(z, y) = const s osou Ox, pak

0A A 04 . dost
= — cosQ, = —- g8ing a dostaneme
e = g OO0 Sy T G, B9
1 104 . | 2 led | si
—_— — =— 8 — ).
r A on Bin{e —¢ on g (> —9)

minimélni,

Pro sv&telny paprsek je podle Fermatova principu integrél f i
vz, ¥

tak¥e jeho rovnice ma tvar:
1 2 ] . )
— == sin(p — «).
- = |5, '8v) sinte
Pro integrél uSinku fvds = [v(z, y)Vl + y?dz z (11) méme:
4, .
”*_E (vecosx) = 0, v,—a (vsina) = 0

neboli

d_
gradv=a-'v,

kde v je vektor rychlosti. ObdrZeli jsme dikaz vlastnosti zrychleni pohybu bodu
v rovinném potencidlovém poli, kterbu jarme uvedli na str. 25.
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Invariance Weierstrassovy formy rovnice. Upozornime ted na jednu
duleZitou vlastnost rovnice (17’): Weierstrassova forma Eulerovijch rovnic
zastdvd invariantni vzhledem k transformaci parametru.

. 1 ... .y s . . S 1
Kfivost " kfivky totiZ nezdvisi na jejim parametrickém tvaru.

Funkce F,y, F,. a jejich rozdil jsou funkce kladné homogenni rozméru
nula vzhledem k z,y’ a funkce F, je homogenni rozméru — 3 a
(z'? + y'z)* homogenni rozméru -+ 3 vzhledem k 2’, y'. Prava strana
rovnice (17') je tudiZ funkce kladné homogenni rozméru nula vzhledem
k ', ', t. j. neméni se nidsobenim argumentt z’, ¥’ kladnymi &fsly.
Av3ak pfechod od parametru ¢ k parametru = znamena nédsobit 2’ a y*

vyrazem :ii_i’ ktery povaZzujeme za kladny.

Legendreova podminka. Vzpomeneme nyni vysledki § 13. Nutnou
podminkou minima funkciondlu J je nezdpornost druhé variace.
Tato podminka vyZaduje, aby v uréitém pfipadé byla kvadraticka
forma (viz str. 79)

A = F;-,:(sa:'z + 2Fclv,¢5x'5y' + F,:,,:éy'z
nezaporna. Z formule (6) plyne
A = F (y'ox’ — x'6y")2.
Podminky 4 > 0 vedou k podmince F;, > 0.
Z toho plyne

Véta 2 (obdoba Legendreovy podminky). Nutnou podminkou minima
je splnéni pofadavku F, > 0.

§ 25. Zobecnéni a aplikace.

Isoperimetrickd dloha. PouZijeme-li vysledki kap. V, miZeme
snadno dostat zakladni nutné podminky pro isoperimetrickou tdlohu
v parametrickém tvaru. Hledejme mezi ¢arami y:

z=z(), y=y)

- 149



t¥idy C,, spojujicimi dva dané body 4 a B a vyhovujicimi podmince
K (y) = [Q(z,y, 2, y')dt = | = const,
Y

takovou ¢iru, podél niZz integral
J('}’) = fF(z’ Y, x’! y') dt
?

nabyva extrémni hodnoty. Pfitom jako dfive pfedpokladdme, Ze
funkce F a @ spliiuji podminky homogenity a diferencovatelnosti.

Véta 3. Ddvd-li kfivka y hledany extrém, pak existuje takové konstanini
&islo A, Ze y je extremdlou pro funkciondl

Jiy) = [(F + 16) db.

PFiklad. Mezi v8emi zavienymi kfivkami, omezujfcimi rovinny obor daného
obsahu, najiti tu, jejiZ délka je minimalni.

Zavienou kFivkou rozumime ¢&iru, jeji% polatedni bod je totoiny s jejim
bodem koncovym. Necht tedy jsou rovnice

z = z(t) [x(t) = z(tl)].} <
y =y [ylte) = ye))] ° =
rovnicemi libovolné zaviené &iry. Hledejme extrém integrdlu
@+ gt ae

<t

za podminky
f@y' —yz)dt = C.
Oznadime-li znakemn F veliéinu
F =@+ y) + Ay — '),
najdeme

1 F..
_2'(F ¢ —Fy) =14, F, = x,zyv, - =(z"+y”)*-

Ty
Pro kiivku davajicf extrém plyne z podminky (17’) predchézejictho paragrafu
1
— = 24,
r
K¥ivost je podél nad{ zaviené kfivky konstantni. To znamené, Ze je to kruZnice.
PFipad n nezdvisle promé&nnych. Vy3etfime integral

[F(xy, 2y, ..., Zn; 21, Ty, ..., 2,,) dt
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podél nékteré kiivky
=z 1=12..,n)
v némZ F je kladné homogenni funkce rozméru jedna vzhledem ke
viem z;. Za téchto podminek zdvisi n3 integral jenom na integraéni
cests, ale nezédvisi na jejim parametrickém vyjadfeni.
Provedeme-li ivahy analogické pfedchdzejicim, dostaneme zakladni
nutné podminky pro extrém tohoto integralu ve tvaru

d

@ e

=0(G=12,..,n0). (18)

.
1

F, —

V rozvedeném tvaru rovnice (18) bude
Fz.- —_ ZI;F:,-':]- —_— ZI;F:,-':,-' = 0, (19)
i i

7 rovnic soustavy (18) nebo (19) je nezdvislych. Jsou ve vztahu

n

’ d ! [ rn
.in[in — EF”’] = z z.F, — z o z 22y Fpy = 0. (20)
i i,

1=1 7

Tato identita je disledkem podminek homogenity. Z Eulerovy rovnice
totiz dostaneme

F = JzF.p. (21)
Derivujeme-li (21) podle z; a :v;-, nalezneme:
Fc,' - zz;F;,-’:,, (22)
sz' == Zx;Fn':,—' + sz', tv. j. Zz,Fz,.zj' = 0. (23)
i i

Substituci (22) a (23) do pravé strany (20) je tato identita dokizina.

Geodetické Tiry. Budi¥ na n-rozm&mé Riemannov¥ varietd délka oblouku
definovéna integralem

Jds,
kde
ds? = Xa,; dz, dz,.%)
1,k

4) Zde jsou a;, spojité diferencovatelné funkce argumentt z,, ..., z,,. Mimo to pfed-
poklidéme o forms ds?, Ze je positivné definitni.
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Céry, podél nichZ 6[ds = 0, se nazyvaji geodetickymi.

JeZto
fd8 =f Za‘kd—xj'di‘-dt

kde ¢ je parametr, uréf se geodetické éé.ly z rovnice

1< day dzids,  d oy de
—_— = — > E T =0, (24)
2§ ng ox, de dt dt 5 Vg de
kde je pro stru&nost poloZeno
dz; dz,
=20
Je-li parametrem délka oblouku s, pak je g = 1 a rovnice (24) pfejde v

1l <-éda;de,;dr, d dx;
o4 o e . a. Zaii P
2% Oz; ds ds ds 3 ds
neboli
2a;; dzx,dz oa;; ox;dx
_z 3' & e Z i paail V8 Z By —-
20k z,d,sda iz dz, ds ds ds

Uvedeme rovnice (25) na piehlednéjsi tvar tim, Ze je rozfeSime vzhledem

(25)

dl
k d—’z‘. Jelikoz pii dvojité sumaci podle  a k jo
1

Z 6a,jdz d::k - da,; dr;dr,
ik 0, ds ds 3 or; ds ds’

jo soudet
Z %a;dz,dz; Z day; dz; da:k 1 Z oa;; dz; dz,
it Oz, ds d‘s - ik 0% ds da ik 0x; ds ds ’
a muZeme tedy napsat rovnice (25) v tomto tvaru:
d2z; 7 oa oa;; \ dx,dx
DAy — —Z ( L AL B _a,,,) — . (26)
7 ds Bxk ox; ox; | ds ds
Jsou-li a® elementy determi.nantu inversnfho k determinantu |a], je, jak znémo,
. 0 pro h # 14,
Za’”a,-, = ) 27
] 1 pro h = 1.

Nésobfme-li rovnosti (268) elementy a?' a seéteme-li je (podle j), dostaneme

Z ?a ai’ amz (3a” 3ak, Ca”‘_) d:v d.’Ek

oz, oz, 0x,) ds ds

dsz ;
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Z toho dostaneme, zm&nime-li v prvnim séitanci pofddek sumace a pouZijeme-li
(27,

dz, n z B Z da; 3ak,-_ 3ai,¢) dﬁdﬂ‘ —0
“ds? 7 8:::,c oz, oz; | ds ds

Zavedeme-li oznadeni
_ Oay | fay;  Bay

T, = —_——_—
* oz, + ox; ox;

obdrZime tento koneény tvar rovnic geodetické dary

d* a:,, Z ahiTi, d_x‘ dx"
da’ , ik

Hamilton-Ostrogradského princip. Nechf je déan systém n hmotnych
bodu. Oznadime z,, ¥;, 2;, m; soufadnice gesp. hmotu i-tého bodu. Necht systém
splituje m vazebnich podminek

PiThH Y19 215 - 3 Ty Y Zns 8) = 0 (2= 1,2, ..., m) (28)

a necht na tuto soustavu pusobf sfly, pfedpokladajici potencidl U zavisly na
soufadnicich a na ¢ase ¢ tak, Ze na 7-ty bod pusobi sfla o komponentéch
Uy W g W -
ox; oy, oz,

Dale budeme piedpoklédat, Ze systém se pfemist.i z jedné polohy, odpovidajict
&asovému okamZiku ¢,, do jiné polohy, odpovidajici ¢asovému okamZiku ¢,
pii ¢emZ se toto premisténi d&je v souhlase s vazbami.

Jinymi slovy, soufadnice bodu soustavy z;,¥;, z; jsou funkcemi &asu ¢, vyho-
vujicimi soustavé (28).

Budeme rozlifovat skuteény pohyb systému pod vlivem sil (29) od jinych
moZnych pohybi v souhlase s vazbami.

Oznadime-li T kinetickou energii systému

1 ”‘ ’ ’ ’
T = ?Zm‘-(ziz + yiz + ziz), (30)
i=1
kde
, dzr | dy , dz
r=—y=— 2z =—
de de de

dospéjeme k této véts, tvofici princip Hamilton-Ostrogradského pro dynamicky
systém s vazbami:
K tomu, aby pohyb

Ty = a4(t), Y; = Yilth 2, =2,2) (g St E 1) (31)
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byl skutefnym pohybem systému pod vlivem sil (29), je nuiné a sta¥l, aby pro lcfwky
(31) platila rovnost

4
fir+Uydt=0 (32)
t

za podminky, Ze za tFldu pFipustnych Ear (moEnyjch pohybu) vezmeme &dry tFidy C,,
spojujict dva pevné body (ty, 22, ..., 22), (t;, 2L, ..., 2) a ndlefejict varietd (28),

Je totiZ podle theorie podmin&ného extrému rovnice (32) ekvivalentni této
soustavé diferencidlnich rovnic:

d d
 Fp,— E;Fh., = 0, F,.,—EF”. =0,
d ,
Fp — = Fop=0 (i=12,..,n), (33)
kde *
F=T+4 U+ ZA(t)p; (34)

a 4,(t) jsou funkce prom&nné ¢. Dosadime-li do rovnic (33} misto F jeho vyjadfeni
z (34), dostaneme znémou soustavu diferencidlnich rovnic Lagrangeovych,
definujicich pohyb systému s vazbami. Bylo by moZno obricend pfijmouti
za vychodisko princip Hamilton-Ostrogradského & z n&ho pak odvoditi
Lagrangeovy rovnice pomoci neurditych soudinitelu A(x).

Je-li poloha soustavy urdena v nezdvislymi Lagrangeovymi parametry
4y 9as ++» 4, (v = 3n—m), pak potencidl U a kinetickd energie T' prejdou
ve funkece parametri g,, jejich derivaci q; a Gasu &:

1
T = Tl(ql’ coes Gy Q;’ cevy q:u t) = ?Zfliiq:q;r
L)

U ="Uig1 9 -+ 9 1)
Rovnice (32) nabude tvaru

4L
of(T, + Uy)dt =0, (35)
to

pii dem% za tiidu pfipustnych 8ar jsou vzaty &ary
G=q) t=12,...,%)
tiidy C,, spojujici dva dané body
{20 qa‘»r ' 99”) a (¢, q(11)’ cees th))’
kdeZto rovnice pohybu systému budou

o T U, d aT =0 (36)
3q,-(1+ ! de aq:.‘_'
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Princip nejmenii akce ve tvaru Lagrangeové a Jacobiov&. Pfedpoklddejme
nyni, %e ani v rovnicich vazeb ani ve vyjiddfeni potencidlu U &as ¢ nenf explicitns
obsaZen. V takovém piipad$ nebude vyraz za integraénim znamenim v (35)
obsahovat explicitnd nezédvisle proménnou ¢; rovnice (36) umoZiiuji provést
prvni integraei (viz str. 78)

.|
T, + U, —2q;(— T} = — C = const, (37)
aq‘
aviak, jeZto mimo to je T, homogenni kvadratickd forma vzhledem k q:, je
] 0
2‘1‘ 8_qu1 = 2T,
a tedy nabude rovnice (37) tvaru

H=—-U,+ T, = C = const,

t. j. za shora uvedenych pfedpokladi zustavé celkové energie systému po dobu
kaZdého skuteéného pohybu systému konstantni.
Dosadime-li do (35) misto U, jeho vyjddieni

Uu,=7T,-¢
a vezmeme-li za ti{du pfipustnych &ar
2 = g:lt), q:lte) = 4 2ilts) = ¢

&ary, pro n&Z celkova energie H ziustdva konstantni, zjistime, Ze (35) je ekvi-
valetni podmince

4
8fT,dt = o, (35)
ty

coZ je Lagrangeuv tvar principu nejmensf akce.
PouZijeme-li znovu vztahu (37), dostaneme

T, = Jo + U,|T,,

a rovnici (35’) Ize plepsati takto:

t
6fV2U + b |/Za.dg;ae = o,
] “

Y
kde h je konstantni. Integril
«
J = fV2U +h VZa,-,q;q; ds
to 7

se nazyvé integrdlem udinku (akce). Vezmeme nyni misto prostoru ¢, gy, ..., q,
pouze prostor perametri q,, ¢y, ..., J, & budeme v tomto prostoru studovat
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kiivky (38), kde ¢ je parametr. JeZto integrovany vyraz v J je homogenn{ funkce
rozméru jedna vzhledem k q;, zavisf hodnota J jenom na tvaru éiry (38) v nafem
prostoru a nezavisi na jejim parametrickém vyjiddieni (nezdvisi na tom, podle
jakého zdkona se d&je pohyb na této ¢aie). Z toho podle (35) dosp&jeme k v&ts,
jeZ je principem nejmensi akce v Jacobiové tvaru.
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KAPITOLA VII.

THEORIE POLE

§ 26. Geometricky zpuisob vyjadfovani. Kanonicky tvar
Eulerovych rovnic.

V dal§ich Gvahich budeme nazyvat ,.J-délkous kiivky vy, jejiz
rovnice je y = y(z), hodnotu funkciondlu

J(V) = fF(x’ Y, ?/’) dx (l)

podél kfivky y. Mimo to budeme neustile predpokladat, Ze dary y
nalezi do ttidy C, a Ze funkce F ma spojité parciilni derivace podle viech
tfi argumenti do t¥etiho fadu vietné.

Pfipominame, %e kdyz F(r,y,y Vl + y'2, je J-délka kfivky
jeji obydejnou délkou. V tomto poslednim piipadé jsou extremalami
piimky. V obecném pifpadé budeme kazdou extremalu funkeiona-
lu J nazyvat J-pfimkou a hodnotu J(y) podél extremaly y, spojujici
dva dané body 4 a B, budeme nazyvat J-vzddlenosti mezi body 4 a B.
Tato terminologie vedle vyhodnosti je zaloZena na hlubokych tvahach,
jichZ se vSak zde nedotkneme.

Analogické pojmy zavedeme pro funkcional I(y):
Ity) = [F@ g, 2,y dt = [F(z, 9, dz, dy), (2)

kde F je kladné homogenni funkce rozméru jedna vzhledem k 2’ a y'.
Hodnotu I(y) nazveme I-délkou y. KaZidou extremalu nazveme
I-ptimkou a I-délku extremaly nazveme vzdalenosti jejich koncovych
bod.

Budeme nyni vy$etfovati étyrparametrovou soustavu J-pfimek {y},
z jejichZz koncovych bodu jeden bod A(z,, y,) lezi v néjakém daném
oboru Dy a druhy v jiném oboru D,. Pfedpoklidejme, Ze libovolny
par bodu A(xz,, y,) a B(x,, y,), patiicich do D, resp. do D,, spojuje
jedna a jenom jedna extremala soustavy

= y(Zo» Yo» T1» Y1)-
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Za provedenych piedpokladi J-délka libovolné extremaly soustavy
bude jednozna¢nou funkei &éty¥ proménnych — soufadnic jejich
koncovych bodiu:

J()’) = J(Io, Yor Z1, yl)'

Oznadime
‘E_I(I, Y, ?/’) = F(x’ Y, y,) - y,Fy'(x7 Y, ?/’), (3)
Pz, 9, 9) = Fy(2, 9,9
potom lze zapsat vzorce (10) kap. IV takto:

oJ — , —
E = — H(zo, Y0, Yo) = — Ho,
oJ '
T = - P(f‘o, Yo, yo) = — Po>
Yo
o _ (4)
'a_zl' = H(zl’ Yo :’/1) = Hl)
3_J = p(x ') —
29, = P\Z1, Y1, Y1) = Da- J

dJ = — (Hedz, + podye) + (Hidzy + pi0yy). (5)

Vzhledem k zakladni roli, kterou hraji funkce p = Fy(z,y,y’)
a H=F — Yy F,(x,9,9) v theorii soustavy extremdil, je nejlépe
uvést Eulerovu rovnici na tvar, v niZ by explicitné vystupovaly
funkce p a H. Budeme tedy spolu s proménnymi z, y, ' vySetfovati
};roménné z,y a8 p=Fyvyy) Kazdou funkeci u(z, y, y’') tif argu-
mentl z,y,y miZeme vySetfovati, pouZivajice vztahu p = F,,
rovnéz jako funkei proménnych z, y, p.) V souhlase s tim oznaéime
H(z, y, p) vysledek substituce do H(z, 9, y’) vyrazu y' vyjadfeného
pomoci p a z, y. Abychom zjednodusili psani, umluvime se, Ze napiisté
budeme oznadovati jako obvykle u,, u,, u, parcidlni derivace kazdé
funkece u(z, y, ¥'), kdyZ ji pokladime za funkci proménnych z, y, y',
%, Z_:’ z—: odpovidajicf parcidlni derivace, kdyz » poklada-

me za funkci proménnych z, y, p.

kdezto

1) Pokud je Fysyr + 0, pak podle véty o implicitnich funkeich z rovnice p =
= Fyi(z, y, y') miZeme vyjddfit ¥’ jako funkei z, y, p.
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’

Pfi téchto oznacenich nalezneme v piipadé argumenti x, y, y
dH =dF —y'dp — pdy’ =
=F,dzr + F,dy +pdy’ —y'dp —pdy’ =

= F,dx 4+ F,dy — ¢ dp. (6)
S druhé strany plati pro proménné z, Y, p:
dH = H da: + d +

Dostaneme tedy, jeito dH = dH ,
oH oH oH ,

-a—x=Fz, 8y_Fy,-?pT=—y (7)
Obdr#ené vztahy umoziiuji uvésti Eulerovu rovnici
d
F,, —_ d—-x F,' = 0
na takovyto tvar:
oH _dp
oy  dx’
(8)

°H __dy
op = dx

Soustava rovnic (8) se nazyvid Hamiltonovou neboli kanonickou
formou Eulerovy rovnice. Nahrazuje Eulerovu rovnici druhého fadu
8 jednou nezndmou funkei dvéma rovnicemi prvniho fddu s neznamymi
funkcemi y = y(z) a p = p(x).

Z (6), (7) a (8) vyplyvi, Ze podél extremaly je

aH _ oH
dx ~ oz’
Specialné, jestlize ani F, a tedy ani H nezéivisi explicitné na z, je

podél extremdly

% = 0, H = const.

Zobecnéni. Shora uvedené pojmy lze bez obtiZi rozéifit na pfipad funkeciondla
éar prostoru o n rozmérech a také na pripad obecného Lagrangeova problému.
Probereme Lagrangeovu ilohu pro funkcional

J = fF(z, Y1s Yop oovs Yps y;, y;, vy y;) dz,
Y
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kde funkce y,(z) spliuji podminky
@i, Y1s Yas -+ > Yns y;, y;, . y;) =0,7= 1,2,...,mm < n.

Jak je zvykem, budeme nap#it8 za znaky funkef F' a ¢; zkrdcend psidt jenom tFi
argumenty z, y, ¥": F(x, y, ¥') a @;(z, =, ¥’'). Zavedeme-li Lagrangeovy souéinitele

A;(x), poloZme

m
D(z,u,y,A)=F + Zl,-q;,-.
j=1

Nyni, uZijeme-li vztahii ¢; = 0, zavedeme mfsto prom&nnych z, y,, y; proménné

z, Y, pi = Py, & vyjddiime v novych proménnych funkei H = ¢ —
Na jedné strand budeme miti

dH = d® — X d(y;p,) =
1
= (P, dz + Iy, dy, + Zp, dy;) — (Xp; dy; + y; dp)) =
i L4 v
= 452 dz + Z.djyi dy{ _Zy: dpt
£ 1

Na druhé strang pfi pfechodu k proménnym z, y,, p; mame:

oH oH oH
dH = 2 de + 2 T dy, + 22 dp,.
ox i 0Y; i op;

Porovnani dosaZeného vysledku se vzorcem (6°) nam da:

8H oH oH
=y =F,, - =—y
o %, © op;

Formule (7) umoziiuji soustavu Eulerovych rovnic

d .
¢yi=£¢”i” 1= 1’ 2’---’ n,
napsati ve tvaru
oH dp; °oH dy; .
— =, =——"""1t=12,...,n.
oy; dz op; dx

To je pravs obecny kanonicky tvar Euler-Lagrangeovych rovnic.

§ 27. Pole extremal a transversaly.

Ey: ¢”i"
[

(6)

(8)

Pojem pole extremal. Zavedeme fadu pojmu, které budou hrati

zakladni roli v geometrii extremal.

Méjme soustavu {y} oblouki y kiivek tfidy C, a jednoduse souvislou

oblast D, které maji nasledujici vlastnosti:
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1. Koncové body oblouki soustavy {y} lezf na hranici D.

2. Kazdym bodem oblasti D prochazi jeden a jenom jeden oblouk
soustavy.

Za téchto podminek fekneme, Ze vy3etfovand soustava {y} tvoii pole

a Ze toto pole pokryvd oblast D. Jestlize oblouky y jsou extremily
a tvofi pole, pak toto pole nazveme polem extremdl.

Regulirni pole. V dalsich tlohach budou hrati zvlastni dlohu pole
extremal specidlnéjsiho typu. Méjme jednoparametrovou soustavu
oblouki {y} extremal funkcionalu J, jejichZ rovnice maji tvar

Y= plr,a), 0 £ o < oy, Zo(x) é r é z (). (9)

Soustavu (9) budeme nazyvati reguldrnim polem extremdl neboli
jednoduse polem extremdl, jestlize budou splnény tyto podminky:
1. Koncové body oblouki kfivek (9) opisuji k¥ivky I'y a I'y tiidy C,.
2. Pro
o Lo Koy, Zolo) L 2 < 2y(ox),

, ey s . op dp e ..,
mé funkece ¢ spojité derivace 52’ B azon P cemZ
4
a_‘x > 0.

Pfipometime, Ze spliiuje-li soustava dar (9) tyto dvé podminky,
miZe byt rovnice y = ¢(z, x) rozteSena vzhledem k «,

* = afz, y), (10)

pii temz funkce & (z, y) bude jednoznaéna a bude miti parcidlni derivace

prvniho a druhého fadu v uzaviené oblasti omezené k¥ivkami I'}, I,

Y=o o) ay = g ).
Je jasné, Ze mimoto kazdd soustava ¢ar, kterd ma vlastnosti 1, 2,
bude rovnéz polem.

Centralni pole. Jinym specidlnim typem pole je tak zvané centrdlni
pole. Predpoklddejme, %e vSechny kiivky soustavy extremdal {y}
vychazeji z jediného bodu A(z,, y,), t. j.

o(zy, ) =y, (o é &« é *s),

11 - Kurs var. pottu 161



a predpoklddejme ddle, Ze soustava Gar

14

xl T é o,

x < &y

IAIA

¥y = gz, ») {

*y
tvoif regularni pole pro libovolné z;, > z,.
Potom soustava Car '

xZ)
22

)

y = oz, ) {“

x
4

IAIA
IAIA

1

tvofi centralni pole extremal.

Pole funkciondlu I. Pfi pouZiti pojmu pole k studiu funkciondlu I defino-
vaného vyrazem (2) budeme se rovnéz jako v pfipadé funkciondlu J zabyvat
poli, kterd vyhovuji fad& theoreticko-funkciondlnich podminek. Zastavime
se u téchto podminek. BudiZ {y} jednoparametrové soustava extremél funkeio-
nalu I:

z = g{t, a),
y = y(t, a). (11)
Predpoklddejme, %e pfi zmé&néch ¢ a & v mezich
L <t ty,
< oy }

- (12)
% <o
vytvoii vySetfovand soustava éar {y} pole. V aplikacich budeme bez vyslovného
prohlédSeni pfedpokladat, Ze v uzavieném obdélniku (12) funkce ¢ a y jsou
spojité spolu se svymi parciélnimi derivacemi prvniho a druhého fédu a Ze mimoto
v tomtéZ obdélniku je
Pt Pa i

Yt Y |
Oznadime @ oblast pokrytou polem. ‘Z ptijatych podminek o funkcich ¢ a ¢
vyplyva feSitelnost systému (11) vzhledem k ¢ a «: existuji funkce

+ 0. (13)

t = z(z, y),
x = u(z, y),
definované a spojité spolu se svymi derivacemi v oblasti @ a takové, Ze
z = ¢lz(z, y), u(z, y)],
y = vlz(=, y), ulz, )]

Ptipomerime, Ze jestliZe ¢ary {y}, definované systémem (11), tvofi centralni
pole extremal, pak pro jakékoli t;, kdet, < t{ < t,, CAry y, definované systémem
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(11) 8 podminkami tl' <t £ t,, tvoii pole, vyhovujiet viem shora pfipomenutym
theoreticke-funkcionilnim podminkam.

Transversila pole. BudiZ {y} pole extremdl funkcionilu J nebo I.
Rikdme, e &ara I je transversdla pole {y}, jestlize kazd4 extremala y
pole, protinajici I', protina ji transversalné.

Zastavime se podrobné u funkciondlu J. Jak zndmo, ma podminka
transversality v pfipadé funkecionalu J tvar (viz § 16)

! ’ ’ d ’
Fla,y,y)—y'Fylr,y,y) + d—‘z Fo(x,4,9)=0 (14)

neboli _

Hdx + pdy = 0. (14")
Tato podminka vaZe smérnici ' tedny k extremale se smérnici gy
transversilntho sméru. Z toho soudime, Ze¢ mame-li dino pole y =
= @(x, a), v jehoZz kazdém bodé je H2 + p? + 0, je nam pak v kazdém
bodé pole znim smér transversily pole, prochazejici timto bodem.
Vsechny transverséily pole dostaneme jako FeSeni diferencidlni rovnice
prvniho fadu:

, d
Fylz, p(z, o), @.(z, &)] d_g =

= iz, ) Fylz, 9z, &), (2, ¥)] — Flz, ¢z, a), gz (2, &)],  (15)
kde za parametr «, uréujici extremaly pole, je t¥eba dosaditi vyjad¥eni
tohoto parametru soufadnicemi bodi
pole. Z toho, uvédomime-li si shora :
uéinéné predpoklady o poli, obdrZime,
%e kazdym bodem pole prochazi jedna
a jenom jedna transversila. Tedy za
podminky H? + p? + 0soustava trans-
versil je jednoparametrova soustava
kfivek tvoficich pole. Takové pole bu-
deme napristé nazyvat polem transversdl.

Je-lli F + 0, pak, jak snadno na- Obr. 20.

hlédneme ze vzorce (15), protina trans-
versila extremalu v thlu rdzném od nuly a soustava extremal
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a transversal tvoFi sit k¥ivek, pokryvajici oblast (obr. 20). Pro funkecio-
nély specialniho typu

F = Az, y)Vl + '3,
kde 4 # 0, stane se podminka transversality podminkou orthogona-
lity: soustavy extremal a transversal tvoii orthogonalni sit kiivek.

Platf-li v bod® B(z,y = ¢(z, x)) pole vztah F(z, ¢, ¢.) = 0, pak
v tomto bodé je smérnice S—Z teény k transversile rovna ¢,(z, «),

t. j. v bodé B se transversala dotykd extremadly. V tomto pfipadé jiz
nelze mluviti o ,,siti‘ extremdl a transversil. ProtoZze v fadé otdzek
theorie pole je pro nas v3ak podstatnou existence sité, budeme pred-
pokladat, Ze v poli je splnén vztah

F(z) ‘P(z, a)) ¢;(I, [X)) =t= 0‘
Pozndmka. Ve vétsiné aplikaci theorie pole lze toto omezeni

odstranit takto. Oznadime znakem M supremum |F(z, ¢, ¢,)| pro
viechny body oblasti pokryté polem a zavedeme funkei

Fz,y,y)=Flx,y.y)+ M+ 1.
Ve viech bodech pole budeme miti

Fl(x’ P ?’;) ; 1 > 0.

Krom& toho je zfejmé, Ze soustavy extremdl funkcionild [F dz a
JF, dz jsou identické a %e v tloze o pevnych koncich kfivka, &inici
[F dz extremélnim, bude udilet extrém [F, dz, a obricené.

Privé tak je moZno odstranit omezeni H? + p? + 0. BudiZ totiz M
supremum |Fy(x, p(z, ), ¢'(x, x))| pro viechny body téze oblasti.
Zavedeme funkei

Flx,y,9y)=Fx 9, y) + (M + 1)y’
Méame: F, = F,, + M + 1. Na zakladé definice M je p = F,s > 0,
z dehoz plyne, Ze H? + p?z > 0 v3ude v na3f oblasti. Je vSak

= d = d
FVZFV’EFV'=E;E

a [F dz jsou stejné. Dile [Fdz = [Fdz + (M + 1)y, — y,), kde
b 7

F,, proto extremily funkcionilt [F dz

164



¥, a Y, jsou poradnice koncového a poditeéniho bodu kfivky y.
Na k¥ivkdch se spoleénymi koncovymi body se funkciondly [F dx
a [F dz li§f o konstantni hodnotu a k¥ivky, realisujici extrém v tloze
s pevnymi konci, jsou pro oba integraly stejné.

Konstrukce pole extremal podle transversily. PouZijeme-li pod-
minky transversality, muiZeme také fe§it ulohu obricenou k tloze
vysetfované: je ddna transversdla pole I'; chceme konstruovat toto pole.
Podminka transversality ndim udava v kazdém bodé transversily I’
smér extremaly pole. Tedy loha sestrojit pole podle dané transversily
vede k sestrojeni soustavy integrali Eulerovy rovnice, vychazejicich
z bodu I' v danych smérech. Je-li pro body I' a pro sméry transversilni
ke I', F,.,, + 0, t. j. koeficient u %" v Eulerové rovnici je rizny od
nuly, pak lze v tomto pfipadé uvedenou ulohu fedit jednoznaénym
zpusobem. Z toho plyne vysledek: transversdla pole uréuje toto pole
jednoznaliné.?)

Vidéli jsme dfive, Ze pole extremal uréuje pole transversal jedno-
znaénym zpusobem; tudiz kaZda transversila pole extremal urcuje
jednoznaéné celé pole transversal.

Uvedeme nékolik prikladii poli extremal a transversal.

PFiklad 1. Svazek rovnobé&Znych pfimek, extremél integralu
f Vl + y'tdz,

tvofi pole pokryvajici celou rovinu. Transversdlami pole budou pfimky ortho-
gonalni k piimkéam svazku.

Pfiklad 2. BudiZ D konvexni oblast, neobsahujici bod A. Soustava usecek,
leZicich v D a soudasnd na polopaprscich vychazejicich z 4, tvoi{ pole extremél
integralu f Vl + 9% dz, pokryvajici D.2’) Jestlize A neleZi na hranici D, pak
je pole regularni; jestlize A leii na hranici D, pak pole je centrilni. V obou
piipadech jsou transversdlami pole oblouky kruZnic se stfedem v bod& A4.

PFiklad 3. Budiz I' kiivka tfidy C,. Vedeme kaZdym bodem I' pfimku y
kolmou ke I V dostatefném malém okoli I' tvoli sestrojend piimky pole

?) Vytknéme ty podminky, za nichZ jsme tento vysledek dostali: 1) abychom
uréili smér extremaly v bodé transversaly I', potfebujeme, aby ¥’ bylo moZno vyjadFit
ze (14) pomoci z a y jednoznaéng; 2) podél " musime mit pro y” uréené z (14)

Fyy % 0.

2’) Za parametr o, definujicf pfimku — extremélu pole, lze vzit smérnici této pfimky.
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extremél funkcionélu f Vl + y’2 dz; &ara I' bude transversdlou tohoto pole.
JestliZe na kaZdou piimku pole, poé¢inaje bodem leZicim na I', nanesems tise¢ku
konstantni délky &, pak, jak je zndmo, tvofi geometrické misto koncovych bodi
téchto usefek &éru orthogonalni ke vSem pfimkéam pole, t. j. konstruované
geometrické misto bodu je transversalou pole. Nabyvéa-li 2 véech moZnych hod-
not, dostdavame pole transversal. Ukdzand zde methoda konstrukce pole trans-
versil, jak uvidime niZe, se dé roz&ifiti na funkciondly obecného typu.

Véty o transversilach. Uvedeme zakladni véty o vlastnostech pole
extremdl a pole transversil. Véechny tyto véty plati jak pro pFipad
extremal funkecionalu J, tak i pro pfi-
r pad extremdl funkciondlu I. Dikazy
vét v obou pripadech jsou zcela analo-
gické; uvedeme je pro ptipad funkecio-

nalu J.

8 Budiz {y} centrilni pole extremal se
stfedem v bodé 4. Naneseme na viech-
ny extremaly tohoto pole oblouky stejné

A J-délky za predpokladu, ze pocatedni
Obr. 21. body v¥ech téchto oblouki lezi v bo-
dé A. Geometrické misto koncovych

bodd téchto oblouki je jista éara I' (obr. 21).

Véta I. Cdra I je transversdlou nadeho pole, t. j. (pro piipad funkcio-
nalu J)

’ ’ d ’
Fx’y’y)_(?/ —(%)Fv'(%ys?/)=0,

kde ¥’ a 3—‘: jsou smérnice teény k extremdle y a teény ke kfivce I' v bodé,
v némz se obé Edry protnou.

Oznadime-li totiz J(B) J-vzdalenost bodu B kfivky I" od stiedu pole
A, mame pro véechny body ktivky I’

J(B) = const,
kde J(B) je integril [F(z,y, y') dz podél oblouku AB extremély y.
Pii pfechodu od bodu B(z, y) k blizkému bodu B'(x + dx, y + dy)
kiivky I' mame tudiz
dJ = 0.
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Avgak v daném piipadé je
dJ(B) = HV dx + p dy

a rovnice dJ(B) = 0 se stane podminkou transversality v bodé B
oblouku extremaly y a kiivky I
Plat{ i véta obracena:

Véta 2. Je-li kfivka I' transversdlou centrdlniho pole se stredem
v bodé A, pak oblouky extremdl od bodu A do I maji stejnou J-délku.

JestliZe totiz J(B) je J-délka oblouku extremaly od bodu A do bodu
B(z, y) transversaly I, pak pfi pfechodu k nekoneé¢né& blizkému oblouku
extremaly AB’, kde B’ C I ma soufadnice z + dz, y + dy, plati:

dJ(B) = H® dz + p® dy.
Na zakladé transversality kiivek y a I je

dJ(B) = 0, z ¢ehoz J(B) = const.

Pfiklad 1. Je-li F = Vl 4 y’%, pak jsou extremély y pfimkami, prochézejicimi
bodem A, a éira I' je kruZnice; podminka transversality je podminkou ortho-
gonality a nase posledni v&ta nas pouéuje o zndmém faktu, Ze kruZnice je ortho-
gonalni ke svym polomé&rium.

PFiklad 2. Jsou-li extremdly geodetickymi éarami na ploSe, pak transversélami
centralniho pole jsou geodetické kruZnice; transversalita jako diive znamena
orthogonalitu a dostaneme, Ze geodetickd kruZnice je orthogondlni ke geodetic-
kym polomé&ram.

Pfiklad 3. V pfipad& Fermatova principu je centralnim polem extremaél svazek
svételnych paprsku, vychdzejicich ze sviticiho bodu A, éara I' je vinovou kfivkou,
t. j. geometrickym mistem boda leZicich ve stejné optické vzdalenosti od A4,
t. j. geometrické misto bodd, do nichZ se soufasn¥ dostane svételny signil
vyslany z bodu A. Transversalita v tomto pfipad$ znamené orthogonalitu.
Nés§ predpoklad vede na zvlastni pfipad Malusova principu — vinova kfivka
jo kolmé na paprsky.

P¥iklad 4.V pfipad& principu Maupertuis-Eulerova je centralnim polem extre-
mal svazek trajektorii, vychazejicich z bodu 4 za stejnych poateénich rychlosti.
Cara I je tak zvané kiivka stejného téinku. Je orthogonalni ke viem trajektoriim
avazku, nebot i v tomto pfipadé& znamens transversalita orthogonalitu.

V&ta 3. BudiZ I transversdlou pole {y}. Naneseme-li na viechny extre-
mdly y nadeho pole v jednoh sméru oblouky téie J-délky s poldteénimi
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body ma I', pak koncové body téchto oblouks tvori rovné% transversdlu
pole {y}.

Oznadime I'; geometrické misto bodi B, stejné J-vzdalenych od I”
(obr. 22). Piejdeme od oblouku AB extremily y k blizkému extremal-
nimu oblouku 4’B’ pole téze délky, pti cemz A a A’ lezi na I'. Jeito
diferencidl J-délky je pfi pfechodu od AB k A'B roven nule, pak,
oznadime-li dz,, dy, a dz,, dy, diferencidly soufadnic bodi 4 a B,
mame pfi tomto pfechodu:

0=dJ = — (ﬁ1 dz, + p, dy,) + (ﬁz dzx, + p, dy,).

Prvni zivorka je rovmna nule vzhledem
k transversalité y a I'. Je tudiz rovny
nule i vyraz ve druhé zivorce, z éehoz
vyplyva transversalita y a I7.
Uvédomime-li si, Ze kazdym bodem
pole prochazi jenom jedna transversila,
dostaneme také obracené tvrzeni:

Véta 4. Jsou-li T, a Iy dvé transversdly
pole {y}, pak dseky extremdl pole mezi I')
a I'y maji stejnou J-délku.

P¥iklad. VySetfujme ptipad, kdy J = f Vl + 9'? dz. Zde je polem extremal
transversalnim ke kiivce svazek normél ke k¥ivee. VEta 4 nds pouduje o rovnosti
usekl normAl mezi dvéma kiivkami o spoleénych norméldch. Naneseme-li
na viechny normély k dané kiivce stejné useky, pak podle véty 2 dostaneme
novou transversélu, jeZ méa spoledné normély s prvni transversilou. Vétu 4 lze
rozsifit i na geodetické normdly ke kfivkdm na ploge.

§ 28. Konjugované body. Konstrukce pole.

Konjugovany bod. BudiZ din oblouk extremdly y, y = y(2),
zo < x 0 pocateénim bodé A(x,, y,). Sestrojme svazek extremal {y},
Y =y, &), 0, < x < o,, které maji s y, spoleény poditek 4. Tato
konstrukce je vidycky mozna, je-li pro soutadnice z,, y, bodu 4 a pro
smérnici teény y, k oblouku y, v bodé 4 splnéna nerovnost

Fﬂ'v’(xo: Yo, yt’)) + 0.
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Vskutku, potom i F,..(Zy, Yo, ¥o) bude rizné od nuly pro viechny
hodnoty y’ dostateéns blizké k y,; bude tudiz Eulerova rovnice vyho-
vovati viem podminkim véty o existenci a jednoznacnosti feSeni
diferencialni rovnice, a proto lze sestrojit integralni kfivky této
rovnice prochazejici bodem A, které maji smérnici v bodé 4 rovnu
predepsané hodnoté y’ (dostatedné blizké k y,). Soustava téchto k¥ivek
vytvoii zadany svazek extremal; y, bude obsaZena v tomto svazku, t.j.
pro nékteré oy, x;, < ay < o,
Y(®, &o) = y(x).
Budeme piedpoklidat, Ze parametr « je smérnici teény extremaly
v bodé 4
Y (zg, ) = a. (16)

Mé-li obalka I' svazku {y} s y, spoleény bod B(z,,y,) (rizny od 4),
pak se B nazyva bodem
konjugovanyym s A (obr. 23).
Jinak fedeno, s bodem A4 y
konjugovany bod B extre-
mély y, je bod, v némzZ se Alxyy,)
¥, protina s nekonec¢né bliz-
kou extremalou y, procha-
zejici timtéZ bodem 4.

Uvidime pozdéji, Ze moz-
nost konstruovéni pole, ob- X X,
sahujiciho dany oblouk ex- Obr. 23.
tremaly y,, je Gplné zajis-
téna tim, kdyZz y, obsahuje bod konjugovany s jejim poditkem.

Je-li bod B(z,, y;) extremaly y, konjugovén s bodem A(z,, y,) téze
extremaly, pak fikame, Ze x, je hodnota konjugovana s hodnotou z,
vzhledem k extremadle y,.

Bix,y)

Hledani konjugovanych bodi. Jacobiovy rovnice. Mame-li rovnici
svazku extremal vychdzejicich z bodu A4, neni téZké dostat vztahy
ke stanoveni soufadnic bodu B, konjugovaného s A. Musime totiZ podle
znamého pravidla diferencidlni geometrie v kazdém bodé obéalky I" miti

oy(x, a)

o

=0. (17)
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Speciidlné v bodé B, lezicim na k¥ivkach I a y,, budeme miti

@) g (17')
ox
Tedy viechny hodnoty z, konjugované s z, pro extremalu y, budou
kofeny rovnice (17').

Definice konjugovanych bodi z rovnice (17°) ma dvé vady: 1) kromé
samotné extremdly potfebujeme znati cely svazek extremal vychaze-
jicich z jejiho koncového bodu a 2) podminka (17’) je pouze nutnou
podminkou pro existenci obalky a tedy, mame-li kofeny rovnice (17'),
je tfeba jesté navic vySetiit, vedou-li skutedné tyto kofeny ke konjugo-
vanym hodnotdm.?)

Opirame-li se o rovnice Eulerovy, lze uvésti pfimou methodu
ke stanoveni konjugovanych hodnot.

Zachovame-li dfivéjsi oznaceni, ozna¢me navic znakem #(x) funkei

o =[5

Viechny funkce y(z, «) vyhovuji Eulerové rovnici
' d :
F,,(I, y(Z, (X), Yy (xv 0‘)) - CE Fv'(x’ ?/(x, 0‘)) Yy (Il?, “)) = 01 (18)

pfi ¢emZ tato rovnice je splnéna pro kazdé « (pro o; < & < o).

Diferencujeme-li obé &asti rovnice (18) podle & a uZijeme-li toho,
ze diferencovani podle x a totalni diferenciaci podle x lze zaménit,
obdrzime

Fule, 412, ), ¥/ @, 2) L2 Byt gt o), ', o) L) —
d ' 5
- a{Fw'(x, y(2, «), y'(z, x)) _y_(g;L) 4
+ F”""(x’ y(x’ 0‘)! yl(x’ o‘)) W} = 0.

3) Uvedeme nejjedncdussi priklad soustavy &ar y = y(z, a), pro kterou (17) uréuje
kiivku, kterd neni obélkou soustavy. PoloZme

y = ax?+ o pro z > 0,

y = ob pro z < 0.
Rovnice (17) ném d4 zépornou &ast osy Oz, avBak zdroved tato soustava je polem,
které zaplni celou rovinu a nemé tedy obélku.
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Avsak

oy(z, oy’ (@, & ,
[52] =me [Y22] =ve

a tedy pro 7(x) dostaneme tuto rovnici:
’ d ’
Fyn + Fym ~dz [Fown + Fyyn'] = 0.
V této rovnici je poloZeno:
F,, =F,, [z, y(x, x), ¥'(z, %),
F,. = Fu [z, y(z, ap), y'(x, ap)l, (19)
Fv’u' = v’y [Z, ?/(35: ‘xo)y ?/'(3’, 0‘0)]'

Oznadime-li pravé strany (19) P = P(z, «,) resp. @ = Q(z, a,) Tesp.
R = R(z, «,) a odstranime-li zavorky, obdriime nakonec

d d
(P -2 Q) n— = (By) =o. (20)

Rovnice (20) s neznamou funkei # se nazyva Jacobiova rovnice. Je to
line4arni diferencidlni rovnice druhého fadu.
Oznatme A(xy, ) integral Jacobiovy rovnice (20), vyhovujici
témto pocdteénim podminkam:
A{xg, o) = 0, A'(xy, 7y) = 1.
Dokazeme nyni tuto zakladni vétu.
V&ta 5. JestliZe podél extremdly vy, je velifina R + 0, pak k tomu, aby

hodnota x,, x, + z,, byla hodnotou konjugovanou s x, (vzhledem ke y,),
je nutné a staéi, aby z, bylo kofenem rovnice

A(zy, ) = 0.

Dokazeme nutnost podminky. Je-li 2, hodnota konjugovand s z,,
pak vyhovuje vztahu (17'), t. j.

n(z,) = 0.
Dokazeme, Ze
n(z) = A(z,, 2). (21)
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Vskutku, obé funkce vyhovuji Jacobiové rovnici; mimo to podle defi-
nice funkce 7 a podle toho, Ze je y(zo, ) = y,, mame

n(xe) = 0 = A(x,, z,),
a protoze podle (16)

’ a ’ ’
7 (Z) = E ) (zl'b 0‘) =1=4 (zm xo),
pak podle jednoznaénosti feSeni rovnice Jacobiovy dostaneme (21).
Dokazeme nyni dostateénost podminky. Pfedpoklidejme, Ze je
A(Io, 31) =0, Z; + o,
a dokaZme, Ze pro dostatetné malé hodnoty dx vSechny extremaly
¥ = y(&, xo + 0x)
protinaji extremdlu y = y(z, x,) v libovolné malém okoli bodu

B(x,, y(x,, «g)).
Vezméme funkei
pia,a) = LB ZIBX) oy,

X — Xg

p(x, xo) = [Q%;#] = A(xzy, ) pPro o = x,.

Timto zpisobem definovand funkce y(z, ) je spojitd podle obou
argumentd a mimo to m4 podle nich spojité parcidlni derivace (spojita
diferencovatelnost y podle & plyne z toho, Ze y(z, «) je dvakrat spojité
diferencovatelna podle «).

Dile je
Y(xy, &g) = A(xg, 7,) = 0
das . 22
w(%a) = [4(%0, ¥)]o=a, * 0. (22)

Kdyby totiz fefeni A(x,, ) linedrni homogenni diferencidlni rovnice
druhého fadu bylo rovno nule pro z = z, spolu se svou derivaci, pak
by z véty o jednoznaénosti FeSeni diferencidlnich rovnic vyplyvalo,
Ze A(xy, x) =0.
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Z (22) plyne, %e rovnice
y(@,a) =0

definuje z jako implicitnf funkei a v okoli (z,, x,), pfi ¢em% pro & — «,
je £ = z,. PiSeme-li tuto rovnici ve tvaru

p(z, + & & 4+ 6x) = 0, (22"

bude ¢ jakozto spojitd funkee dx libovolné malé pro dostateéné malé
da. Vzhledem k definici ¢ znamena rovnice (22°):

Y(@y + & xg + da) = y(x, + &, xo).
To znamend, Ze se kiivky y = y(z, &y + 0x) a y(z, x,) protinaji pro
dostateéné malé dx v bodé B,(z, + ¢, y(z, + & & + da)) libovolng
blizkém k bodu B(z,, y(z,, «,))-
Z dokazané véty a ze znamych vlastnosti linearnich rovnic vyplyva
Tada dalezitych vlastnosti konjugovanych hodnot (samozfejmé za pod-
minky R % 0). Uvedeme je :

1) Je-li z, hodnota konjugovana s z,, pak je z, hodnota konjugo-
vana s z,.

2) Necht z,, z, > z, a z;, z; > ¥, jsou nejmensi z hodnot konjugo-
vanych k z, resp. k z,. Je-li z, > z,, pak také z, > z,.4)

3) Budiz z,, 2, > z,nejmensi z hodnot konjugovanych s z,. Hodnota
z, je spojitd funkce jak proménné z, tak i obou parametri definujicich
extremadlu, vzhledem k niZ bereme konjugovanou hodnotu.?)

Budeme Fikati, Ze oblouk y, extremdly y = y(z) leZici mez: =, a =,
vyhovuje podmince Jacobiové, je-li pro z, < z < z,

A(zy, ) * 0. (227)

Budeme rovnéz fkat, Ze oblouk y, extremdly vyhovuje zesilené Jaco-
biové podmince, jestlife nerovnost (22") plati pro z, < x < z,.

Pozndmka 1. Jsou-li ¥y = y(z) a y = y(z) + n(z) dvd nekoneénd blizké
extremaly, pak lze dokézat, Ze aZ na veliinu nekoneéné malou fddu vySSiho

4) To ihned plyne z vsty Sturmovy. Viz V. V. Stépanov, Kurs diferencidlnich rovnic,
kap. VI, § 2. (Pfelozil univ. prof. Dr Eduard Cech.)

5) To je pfimym dusledkem vt o spojité zavislosti Feleni diferencidlni rovnice na libo-
volnych konstantdch a na danych poédteénich podminkéch.

Viz V. V. Stépanov, Kurs diferencidlnich rovnic, kap. VII, § 3 (pfeloZil prof.
Dr Eduard Cech).
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neZ je vzdblenost druhého f4du funkei y(x) a y(z) + n(z) vyhovuje funkce 7(x)
Jacobiovs rovnici.

Funkee y(z) a y(z) + n(z) vyhovuji totiZ Eulerové rovnici

d
F,(z, % y')— a F"'(.’l:, %Y)=0,

d
Fz,y+ 79 + 1) —aF,,'(z. y+ny +1)=0

Odeéteme-li élen po &lenu prvnf rovnici od druhé, nalezneme

Fuz,y + ny + n)—Fy (@ y 1) —
— % Fy@y+ny +n)—Fy@y9)]=0
neboli, zanedbdme-li nekoneénd malé veli¢iny vyssiho fidu,
Fyyn + Fyyn’ ——% (Fuyn + Fyyn] =0,

coZ je zfejmé identické s rovnici (20).

Jestlize ob& nekonednd blizké extremély prochézeji bodem A(z,, ¥,), pak je
n(z,) = 0. JestliZe se protinajf v bodd B(x,, v,), pak je n(z,) = 0. Dostaneme tak
znovu pfechod od dFivé&jsi definice k definici nové.

Poznémka 2. Analogicky se definuje konjugovany bod v pfipad& funkciondlu
1, t. j.: bod B extremdly y je konjugovdn 8 bodem A téie extremdly, jestlite obdlka I"
svazku extremdl {y} vychdzejicich z bodu A se dotykd kfivky y v bodé B.

Existence pole. Rekneme, 7e extreméla y je obklopena polem extre-
mdl, jestlize existuje pole extremal {y}, které ma tyto vlastnosti:

1. Extremaila y je jednim z oblouk pole {}.
2. Extremala y lezi ve vnitfku oblasti pokryté polem.

Tato definice se hodi jak pro pfipad extremal funkciondlu J (oby-
¢ejny tvar), tak i pro pfipad funkcionalu I (parametricky tvar).

Pii pouziti tohoto pojmu budeme pfedpoklidat, Ze pole {y}, jimz
je y obklopena, je vlastni pole, t. j. pole extremal vyhovujicich pod-
minkdm uvedenym v § 27.

Zastavme se podrobné u piipadu funkcionalu J.

Nechf je dana extremala y spojujici dané body A(z,, ¥,) a B(z,, ¥,)
(obr. 24). ReSme otazku, za jakych podminek je moZno extremalu y
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obklopit polem extremél. Pfedpoklidejme, Ze ani bod B ani Zaddny jiny
vnitini bod extremdily y neni bodem konjugovanym s 4, t. j. bod,
pro néjz A(x,, r;) = 0 (viz nahofe). Necht je kromé toho podél
extremdly y a v jejich koncovych bodech 4 a B F,.. > 0. V tomto
piipadé existuje bod 4'(z), y,),
zy < =z, lezfei na prodlouZeni
extremaly y za bod A tak, Ze
extremalni oblouk 4’B (spolu
8 koncem B) neobsahuje body
konjugované s A’ (viz vlast-
nost 3) konjugovanych hodnot
na str. 173).

Oblouk A4’B ozna¢ime znakem 9’. Konstruujme svazek extremal
prochizejicich bodem A’, uréenych rovnicemi

Yy =y, x),
kde je vzata za parametr smérnice teény k extremale v bodé A4’
y;(z:): *) =«

(viz str. 169). Podél extremily 3" pro z, < z < x, mame

[3y(x, a)] > 0.
0x .
V tomto pfipadé vSak na zikladé spojitosti —gg existuje takové

Cisloh, h > 0,Ze pro [x — ool S haz, <z < 2, jest
oy(@, x)

——— >0

ox

Mimo to podle véty o diferencovatelnosti integrilu podle pocéated-
nich®) danych podminek jako parametrii bude miti funkce y(z, «)

8) Viz V. V. St&panov, Kurs diferencidlnich rovnic, § 3. Av3ak k tomu, aby bylo
moZno pfimo aplikovat vétu tam uvadénou na na3 pfipad, je tieba zavedenim nové

. d - . a4
proménné z = d—z prevést Eulerovu rovnici na soustavu dvou rovnic prvniho Fadu

} d d . . . .
a redit tuto soustavu vzhledem k az a —‘1{. coz je moiné vzhledem k podmince

dz  dz
Fyy # 0.
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.. . oy %y

1 -
spojité derivace Bz
Jinymi slovy, sestrojeny svazek extremal tvofi reguldrni pole, jim%
je obklopena extremala ' (viz str. 161). Dostaneme timto zptisobem

daldi vysledek.

<y R -
a rovnéz oviem i derivaci a—y
z

Yé&ta 6. K tomu, aby extremdlu y bylo lze obklopit polem extremdl, staci,
aby

1) podél extremdly (i v jejich koncovych bodech) platilo: F,, > 0
(resp. F.,, << 0),

2) oblouk v spolu s jednim ze svyjch koncovych bodidt neobsahoval bod
konjugovanyj s druhym koncovym bodem.

AniZ bychom né&co ménili na uvedenych uvahéch, dostaneme v piipadé
funkciondlu I takovouto podminku pro existenci pole obklopujiciho extremaélu.

Véta &'. K tomu, aby extremdlu y funkciondlu I bylo mofno obklopit polem
extremdl, staét, aby

1) podél y (i na jejich koneich) platilo F, > 0 (resp. F, < 0, viz § 23 (6));

2) oblouk y spolu s jednim ze svijch koncovijch bodd neobsahoval bod konjugovany
8 druhym koncovym bodem.

§ 29. Vé&ta o obalce.

Méjme kfivku I' t¥idy C,, ktera se muze ve zvladtnim pfipadé redu-
kovat na bod. Necht je dile {y} jednoparametrova soustava extremal
funkcionalu

J(y)= [F(z,y,y)dx.

Funkce F vyhovuje obvyklym podminkam spojitosti a diferenco-
vatelnosti. Predpokladejme, Ze extremaly y jsou transversdlni k I'
a maji obalku s t¥idy C, (soustava {y} zfejmé netvori pole extremal,
viz obr. 27). Oznadime znakem o parametr uréujici kfivky nasi
soustavy a necht rovnice soustavy ma tvar

Y=, &), 29 < & < «,.

Budeme piedpokladat, Ze v uzaviené oblasti D omezené kfivkami I,
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8, Ya,» Va, funkce @(z, o) mé spojité parcidlni derivace prvniho fidu
a spojitou smifenou derivaci druhého fidu a nechf y, jest kiivka
soustavy odpovidajici hodnoté . Oznacime dale 4,(x,, y,) (obr. 25)
bod, v némZ se protnou y,
a I" a B,(z,, y,) bod, v némz
se protnou y, a s. Zavedeme
na darach y a 8 kladné smé-
ry. Na cife y, vezmeme za
kladny smér od 4, k B,.
Kladny smér na s uréime
tak, aby v bodech B, kladné
sméry na y, a s souhlasily.
Parametr « budeme viude Obr. 25.

v dal$im povaZovat za tak

zvoleny, aby se s jeho ristem bod B, pohyboval v kladném sméru po s.

Oznadime znakem J, J-délku ZE, extremaly y,. Ve zvlaStnim pfi-
padé, kdyz J-délka je obvykld délka, na3 svazek extremal transversal-
nich ke kiivee I' se zméni ve svazek normil ke I' a obalka s tohoto
svazku se zmén{ v evolutu krivky I’ (kfivka I" je pak evolventou s).

Jak znamo, je délka oblouku evoluty rovna rozdilu délek dseku
normal, lezicich mezi evolutou a evolventou a dotykajicich se evoluty
v koncovych bodech tohoto oblouku. Uvedeni vlastnost evoluty
umoziiuje Siroké zobecnéni. Plati tato véta.

Véta 7 (Kneser). Mé&ime soustavu extremdl transversdlnich k &dfe I'
tridy C,, které maji obdlku s tfidy C,. Budte y, a y, dva oblouky s konco-
vymi body A, a A, na I'a B, a B, na s. Pfi tomto oznadend, jestliZe bod B,
leZi pred bodem By na s, pak rozdil J-délek y, a y, je roven J-délce oblouku
obdlky leficiho mezi body B, a B,.

Dukaz. Zachovejme piedchazejici oznadeni a J, nechf oznaduje J-dél-
ku uscku Z:Ea extremaly y, leiici mezi I" a s. Pfejdeme od hodnoty
parametru o« k nekoneéné blizké hodnoté x + d«. Soufadnice (z,, yo)
a (z,,y,) bodi A; a B, vzrostou pfi tom o diferencidlni pfirtstky
dz,, dy, a dz,, dy, (posun A4, nastane po transversile I', posun B,
po obalce s). Na zikladé vzoret (6) a (10) § 16 mame:

dJ, = — (H,dzy + pedy,) + (Fl dz, + p, dyy).
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Vzhledem k transversalité y, a I" vymizi prvnf vyraz v zdvorkach a

dJ, = H,dz, + p, dy, =

= [F(xy, 1, 1) + (Z—/_' — y1) Fy(zy, ¥y, )] day, (23)
kde ' = % a y, jsou smérnice teden ke kfivkam y, resp. s v bodé
1
B,. ProtoZe se ale v bod& B, obé kiivky dotylkaji, je
dJa = F(Iy Y, ?/') dz = F(Z, Y, :_l/_’) dx (24)

(kde piSeme z, y, ¥’ misto z,, ¥,, ¥;)- Integrujeme-li ob& strany (24)
v mezich od x, do «,, dostaneme odtud

J,,—J, = [Fds,

kde se integral na pravé strané bere po oblouku B, B,, kiivky s. Podle

nadf definice je tento integral J-délka oblouku B,,B,, obalky s. Tim
je véta dokazana.

PFipad degenerace. Jestlize kiivka I" degeneruje v bod 4, pak
soustava extremal {y} v predchazejici vété se zméni ve svazek extre-
mal, vychézejici z bodu 4; dostaneme tento mezny piipad véty 7:

Véta 7'. M&me svazek extremdl wvychdzejicich z bodu A, které maji
obdlku s tFidy C,. Budte y, a v, dvé extremdly nasi soustavy s koncovymi
body B, a B, na s. PFi téchto oznadenich, jestliZe bod B, lez( pied bodem B,,

je rozdil J-délek v, a y, roven J-délce oblouku BB, obdlky s.

Jiny dulezity zvlastni pfipad véty 7 obdrzime, kdyz predpokladame,
Ze obilka degeneruje v bod B, t. j. kdyZz vSechny d&iry prochazeji
bodem B. V tomto pfipadé soustava {y} degeneruje ve svazek extremal
vychazejicich z B a transversilnich ke I'. Ve formuli (23) je ¢len
F(z, y, y') dx potom roven nule, jezto dz = 0; stejnou tvahou, jako
v uvedeném ditkazu zjistime, ze J-délky viech tsekd extremdl vycha-
zejicich z B a transversilnich ke I" jsou si rovny. JestliZe navic pfed-
poklddame, Ze se i ¢ara I' redukuje v bod A, pak se soustava zméni
v soustavu extremal spojujicich body 4 a B. I v tomto piipadé
J-délky vech téchto dar si budou rovny. Na piiklad svazek hlavnich
kruZnic na povrchu koule, vychdzejicich z jakéhokoli bodu povrchu
koule, je realisaci posledniho pfipadu.
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P¥iklad 1. V piipad® geodetickych &ar na ploSe (extremdl pro [ ds) zméni
se soustava {y} v soustavu geodetickych normdl ke k¥ivce I', jejichZ obalka
je tak zvané geodetické evoluta kfivky y. Véta 7 se zméni v Gaussovu vétu:

Délka oblouku geodetické evoluty ke kfivce I je rovna rozdilu délek visekss geode-
tickych normdl kfivky I’ dotykajicich se evoluty v koncovych bodech tohoto oblouku.

Nutnid podminka Jacobiova. Jak bylo dfive dokazino, zesilena
Legendreova podminka F,, > 0 a zesilend podminka Jacobiova:
A(zg, ) > 0 pro z, < x < x, staci obé dohromady k tomu, aby dany
oblouk extremaly bylo moZno obklopit polem extremal. Pozdsji
dokazeme, Ze tyto podminky jsou také postaéujici pro to, aby dany
oblouk daval slaby extrém. PouZijeme-li ted véty 7, dokdzeme, Ze
Jacobiova podminka je podminkou nutnou k tomu, aby dany oblouk
daval slaby extrém.

Yé&ta 8. Jestlize podél oblouku
extremdly vy, 8 koncovymi body
A(Zy, Yo) a Bz, y,) vyraz
F,,. %+ 0 a jestlize interval (z,,
z,) obsahuje hodnotu konjugo-
vanou 8 x,, pak y, neddvd ani
mintmum ant mazrimum.

Ptedpoklddejme totiz, Ze ob-
louk y, obsahuje bod C kon-
jugovany s koncovym bodem 4
oblouku y, a rizny od konco- Obr. 26.
vého bodu B. Vysetiime svazek
extremdal vychazejicich 2 bodu A. Geometrické misto bodi téchto
extremdl konjugovanych s bodem A je obalka s naSi soustavy.
Geometricky jsou mozné &ty¥i pripady:

1) obilka s se neredukuje na bod a dotykovy bod extremdly y
s obalkou s je regulirnim bodem kfivky s (obr. 26);7)

2) obalka se neredukuje na bod, bod C je bodem vratu pro s (obr. 27),
pii GemZz body oblouku extremaly AC blizké k C' a body kfivky s
blizké k C lez{ po téZe strané normaly ke k¥ivce s v bodé C;

7) T. j. v okoli bodu C je kiivka & kiivkou tfidy C,.

12* 179



3) obilka s se neredukuje na bod, bod C je bod vratu pro s, pfi éemZ
body oblouki AC a s blizké k C le# na riznych stranach od normaly
k s v bodé C (obr. 28);

4) obdlka s degeneruje v bod (obr. 29). Pfipady 2), 3), 4) lze povazo-
vat za ,singulirni* pfipady. Ztstaneme pro jednoduchost pouze
u piipada 1), 2), 4).

Prvni p¥ipad. Z naseho pfedpokladu plyne, Ze se extremdla y
dotyka obslky s v bods C. Budi# AC’ extremalou svazku, kterd se

Obr. 27. Obr. 28.

dotyka s v bodé C’. Z toho, Ze bod C je regulirnim bodem s, plyne
existence extremaly Ac svazku, dotykajici se s v bodé C’, predchaze-
jiefm bodu C a k nému blizkém. Podle véty 7 J-délka AT plus J-délka
cc’ obalky s je rovna J-délce AC.

Oblouk CC" obalky s neni extremalou. Pfedpoklddame-li totiZ opak,
dostali bychom, Ze bodem C prochazeji dvé extremdly s a y,které maji
v bodé C spoleénou teénu. To je ale nemozné, nebof v bodé C mime
pro smér y' extremaly y F + 0, a tudiZ je mozno bodem C ve sméru
y’ vésti jedinou integralni kfivku Eulerovy rovnice, t. j. jedinou
extremalu. Odtud plyne, Zze body C’ a C lze spojit obloukem c'c
(riznym od oblouku cc obalky s), jen%Z ma men#s{ J-délku ne# oblouk
cC (zrovna tak existuje oblouk, jenZ md vétsi J-délku neZ oblouk
6'76‘); tudiz kiivka y skladajici se z o:louka AC" a ¢'C m4 men
J-délku nez oblouk E'-C/', skladajici se z oblouku extremaly AC
a z oblouku C'C obilky nebo neZ ji rovny vzhledem k J-délce oblouk
AC extremaly y, t. j. AC nedavé minimum J-délek obloukd spojujicich
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A a C. Tudiz tim spile oblouk AB extremaly y neddvd minimum
délek oblouku spojujicich 4 a B (jde zfejmé o slabé minimum, nebot
kiivky A a Ble#i ve vzdilenosti prvnfho ¥adu). Analogicky se dokazuje,
e AB nedavs maximum.

Druhy piipad pfevede se na prvni. K tomu staéf odmysliti si &ast
obalky, poéinajicf bodem C a obsa-
hujici{ body nésledujici za bodem C,
a vysetiovat jenom &ast, pfedcha-
zejicf bodu C. Potom jsou splnény

8 viechny podminky jako v prvnim
piipadé a tedy soudime, Ze oblouk

AB nemtze divat minimum funk-

cionalu J.

Ctvrty piipad. VySetiime nynf pipad, kdy# se obilka s redukuje
na jediny bod C lezicf mezi A a B. Bodem C v probiraném pi{padé
prochazi spolu s obloukem AC extremaly y celd soustava blizkych
extremalnich obloukt.. Budiz AC jeden z takovych oblouku; J-délka
AC je rovna J-délee AC; J-délka lomené dary ACB, sklidajicf se
z oblouku AC a z 8sti CB extremaly y je rovna J-délce extremaly AB.

Obr. 29.

Dol aZeme, Ze v bodé C lomu ééryZZ'\B nen{ vyhovéno nutné pod-
mince Weierstrass-Erdmanové (viz_§ 17) pro lomené extremaly.
Vskutku podle podminky Fy.,(z,y,y’) + 0 pro y’ dostate¢ns blizks
k y' (y' je smérnicf y v bodé C) méme v bodé C (oznadime-li znakem y
velidinu lezicf mezi ¥y’ a ¥')

F,,'(z, Y, y’) — Fy(z, Y, y') = (-:’7 - y') Fyy(, Y 1-/’) * 0,
neboli
Fy,y,y) + Fylz.y,9)

Odtud soudime, Ze ACB nemize davat relativni minimum J-délek
knvek spom;icich body A a B. Existuje k¥ivka blizkd k ACB (a tudiz
k ACB = AB) spojujfci tytéz body 4 a B, jejiz J-délka je mens{ neZ
J-délka ACB a tedy nez délka AB. Véta je timto zpiisobem dokézana
i v tomto piipadé.

Uvedené tvahy nis vedou také k dalsimu vysledku, dopliiujicimu
shora formulovanou Jacobiovu podminku. Jestlize oblouk AB extre-
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maly y diva slabé minimum funkcionalu J a je-li na AB, obsahujicim
ibod B, F,, > 0, adale, je-li bod C dotyku obalky s (svazku extremal
vychazejicich z A) s extremalou y regularnim bodem k¥ivky s, pak C
le#{ zcela vné AB.

Jacobiova podminka pro dlohy s volnymi konci. Véta 7 umoziiuje
roz8ifit nutnou podminku Jacobiovu slabého minima také na piipad
ulohy s volnym koncem.

Méjme soustavu {y} extremdil transversalnich ke kiivce I'. Necht
AB je oblouk jedné z téchto extremal y,, kde A leZi na I'. Jestlize
obilka s soustavy {y}, kterd se muze skladat z ]edmeho bodu, protina
AB v bods C lefcim mezi A a B, pak oblouk AB nevede k minimu
J-vzdalenosti bodu B od kfivky I'. Dilkaz je zcela analogicky pred-
chazejicimu; li8f se od ného jenom tim, Ze se véta 7 aplikuje na soustavu
extremal transversdlnich ke kfivee I'. Odtud obdrizime nutnou Jaco-
biovu podminku: k tomu, aby oblouk extremdly AB, transversdlni v bodé
A ke kfivce I', minimalisoval J-vzddlenostt mezi bodem B a kiftvkou I,
je nutné, aby se AB neprotinal s transversdlni extremdlou nekoneéné
blizkou ke I

Na piiklad k tomu, aby tGsek normaly k nékteré kiivee I" minimali-
soval vzdalenosti bodu M od k¥ivky I, je nutné, aby se nedotykal
evoluty kfivky I'.

§ 30. Integrovani Eulerovy rovnice.

J-hyperboly. Budte diny dvé kiivky I'; a I',. Vedme z raznych
bodi 4 roviny oblouky y,, ¥, extremal, protinajicich I} & I'y trans-
versalné. Oznadéime znaky J(y,) a J(y.) jejich J-délky. Potom geo-
metrické misto bodé 4, pro néz rozdil J-vzdélenosti od kiivek I'y a I,
t. j. J(y) — J(ya), je konstantni:

J(y2) —J(ys) = C = const,

nazveme J-hyperbolou. Budeme pfedpokladati viude dale, Ze soustavy
extremal, na nichZ uréujeme vzdilenosti A od Iy a I',, vyhovuji
podminkam 2, str. 161 (viz § 27). Potom J(y,) a J(y,), vySetfované jako
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funkce koncovych bodi obloukd 9, a y,, maji totilni diferencial.
Predpoklddejme kromé toho, Ze viude ve vySetfované &asti roviny
plati F,.. + 0 a Ze podél kaidé z extremdl, kterou vySetfujeme,
je F(z,y,y’) + 0 (viz str. 164).

Kfivky I} a I'; budeme nazyvat fokalnimi kiivkami hyperboly.
Podél J-hyperboly plati

dJ(y,) —dJ(y,) = 0,

z ¢ehoz podle toho, Ze y,, y, jsou extremaly, které protinaji I, a I,
transversalné, nalezneme, Ze v bodé A je

H,dz + p,dy — (H,dz + p,dy) = 0
neboli
dy __H,—H,
dz Pr— Pz
kde H,, Ez a Py, Py jsou hodnoty funkei H=F— yF, a p=F,

(25)

v bodé A pro extremaly y; a v,, j_i/: smérnice teény k hyperbole

v bodé 4.

Funkce H, a H, miZeme stldova.t jako funkce_ proménnych z, y, p.
V tomto pifpadé lze klasti H, = H(z,y, p,), H, = H(z, y, p;), kde
(x, y) jsou soufadnice bodu 4; rovnice (25) nabude potom tvaru

dy _ _H(z,yp) — H y, p1) (26)

dz P — P _

Budiz nyni s(I'y, I',) oblouk hyperboly s fokdlnimi kfivkami I3
a I, jdouci pevhym bodem A. Bude-li se I, neomezené pribliZovat
ke I, tak, Ze pro jakkoli malé ¢ bude, poéinaje znamym okamiZikem,
lezet I'; v e-okoli prvniho ¥adu kfivky I',, pak se bude v tomto pfipadé
oblouk hyperboly s(I7, I';) neomezené piiblizovat k extremale pro-
chazejici bodem A, kterd je transversdlni ke I'. Jinymi slovy: pfi
splynuti obou fokalnich kiivek kaZdy oblouk hyperboly degeneruje
v oblouk extremély. Tato vlastnost J-hyperboly je pfirozenym zobec-
nénim piipadi degenerace obyéejné hyperboly.

Pii provadéni ditkazu upozorfiujeme na toto: jestlize I', splyne s I',,
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pak 9, splyne s y,; tedy p, konverguje k p, a rovnice (26) pfejde
v rovnici

dy . oH

s~ " p (27)
V této rovnici ve vyrazu p = F,.(z, y, ¥')  a y jsou soufadnice bodu 4
a ¥’ je smérnice teény ke y, v bodé A. Rovnice (27) je jednou z rovnic
kanonického tvaru Eulerovy rovnice.

Abychom dostali druhou rovnici, sestrojme svazek extremal {y}
transversalnich ke I; éara y, bude zfejmé patfit k tomuto svazku.
Oznadime znakem J(z,y) J-vzdilenost bodu A(z,y) od kiivky I7.
Potom vzhledem k transversalité y a I" najdeme podle rovnosti (5)

dJ = Hdz + pdy;

piitom je H ="H(z,y,p) a p= F,(x,y,¥y'); ¥ je rovno smérnici
teény k extremale svazku {y}.t) Odtud, pouZijeme-li podminky totdl-
niho diferencialu, dostaneme

o oHop _p

ey opdy oz’ (28)
Zaménime-li podle (27) 2H oznadenim — d_y, obdrzime

op dz

o6H @ opd

o9 _ % r%y (29)

ey ox ' c¢yda
Nahradime-li pravou stranu rovnice (29) tiplnou derivac{ %2 , pak
nam dé spolu s (27) hledané Eulerovy rovnice v kanonickém tvaru.
Tak jsme dostali vysledek:

Véta 9. Jestlite fokdlni kfivka I', splyvd s fokdlni kfivkou Iy, pak
vétev J-hyperboly prochdzejici bodem A se zméni v extremdlu, prochdze-
jict bodem A, kterd je transversdlni ke I',.?)

PFiklad 1. Necht I', a I', degeneruji ve dva body a budiz J = f Vl + y2dzx.
Potom extremaélami budou pi{mky, J-hyperbola se stane jednou vétvi obyéejné

8) Bereme oxtremdlu svazku, prochédzejiciho bodem 4, a teénu vedeme v bodd 4.

®) Viz L. Ljusternik, Zamedanija k nekotorym variacionnym zadadam, Utennye
zapiski MGU, vyp. IL.
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hyperboly s ohnisky I'y a I'y prochézejicf danym bodem A. PFibliZujme nynf
neomezend I'y ke I'y; potom zfejm& hyperbole degeneruje ve dvojici pfimek,
z nich? jedna, prochézejici body I'; a 4, bude extremalou urdujfcf vzdélenost 4
od I,

Priklad 2. Budte opst J — [|/1 + y dz, I'; a I', dv8 protinajief se piimky
a A dany bod (obr. 30). J-hyperbola je piimkou
prochézejici bodem A a bodem D, v némZ se pifmka
I'y protne s pfimkou j"l, kterou obdrZime posunu-
tim piimky I} o vzddlenost CB, rovnou rozdilu
délek kolmic, spusténych s 4 na I} a I';. JestliZe
se primka I', pfi otdgeni kolem bodu E setké s pfim-
kou I',, pak J-hyperbola pfejde v pfimku kolmou
ke I',.

PFiklad 3. Jsou-li extremély geodetickymi éara-

mi na ploSe, pak véta uvadi pfirozené zobecn&ni
Obr. 30. vlastnosti obyZejné hyperboly na vlastnosti geo-
detické ,,hyperboly*‘‘ geometrie na ploSe.

Z dokazané vty dostaneme jako dusledek takovyto vysledek:

Vé&ta 10. Je-li J(z, y, ) J-vzddlenost'®) bodu A od édry I',: y = ¢(x, a),
kde & je parametr, a jestliZe p(x, &) spolu se svyms parcidlnimi derivacemz
je spojitd, pak je

oJ
ox A

pro konstantni B rovnict extremdly.
Rovnice
J(z,y, «') — J(z, y, &) = const (30)

uréuje totiZ nékterou J-hyperbolu. Konstantni velidéinu v (30) zvolime
rovnou f(a’ — «). Rovnice nasi J-hyperboly nabude tvaru

J(:l:, Y, ‘x') - J(x) Y 0‘) —

a —

B. (30")

Jestlize o’ — «, t. j. kiivka I',. konverguje ke kfivce I';, pfejde

10) Vzdélenost bodu od &4ry se méti podél extrémély protinejicf danou &éru trans-
versilns.
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J-hyperbola v extremalu. Z rovnice (30') plyne, Ze podél této extre-
maly jest
aJ
o P
Methoda integrace Jacobi-Ostrogradského. Se shora uvedenych ivah
velmi jednoduSe lze ustanovit vztah mezi ilohou integrovat Eulerovy
rovnice (obycejné rovnice) a integrovat parcidlni diferencidlni rovnice.

ww_ v

Dokizeme pfedbézné dvé véty.

Véta Il. Je-li I' kfivka tFidy C,, pak J-vzddlenost bodu A(z,y)
od kfivky I' vyhovuje ndsledujici parcidini diferencidIn{ rovnici:

oJ oJ
=g (31)

kde H je funkce proménnyjch z, y, p definovand v § 26.

J-vzdalenost je totiZ J-délkou oblouku extremaly y, spojujici bod 4
s kfivkou I' a transversilni ke I'. Budiz bod B koncovym bodem
oblouku ¥, lezicim na kfivee I'. Pfejdeme od bodu 4 k blizkému bodu
A'(z + d=z, y + dy). Oznadime znakem 7' extremalu 4’B’, spojujici
bod B’ s kfivkou I transversalni k posledni kfivce. Necht soufadnice
koncového bodu B extremaly ¥, leziciho na I, pfi pfechodu k oblouku
I’ vzrostou o prirastky dz,, dy, potom prirustek J-vzdalenosti pfi
piechodu od 4 k 4’ bude

dJ = (H dz + p dy) — (H, dz, + p, dy,).
Avsak druhd zavorka vzhledem k transversalité y ke I" je rovna nule.
Je tudiZ
dJ = Hdx + pdy.
Z toho je
oJ aJ

Bereme-li H jako funkci proménnych z,y, p a zaménime-li v ni p

. o] . .
derivaci —, dostaneme hledanou rovnici

oy’
oJ oJ
= H(z, Y, —3y)' (31)
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Vé&ta 12 (obracend). JestliZe J(x, y) je funkce proménnijch z, y spojitd
spolu se svymi parcidinimi derivacemi a vyhovuje rovnici (31), pak pro
konstantni K funkce J(z,y) — K vyjadfuje J-vzddlenost bodu A(z, y)
od kfivky J(z, y) = K.

Oznaéme totiz znakem I’ kiivku, vyjiddfenou rovnici J(z, y) = K;
podle véty 11 J-vzdalenost bodu A(z, y) od kiivky I, kterou oznacime
J1, vyhovuje rovnici (31). Ponévadz J nevystupuje explicitné v rovnici
(31), je nutné J* = J(x,y) — K rtovnéz integrilem rovnice (31).
Na zakladé geometrického vyznamu J*(x, y) a podminek véty mame
podél I

J,=J*=0.

Av8ak z theorie parcidlnich diferencialnich rovnic tvaru (31) je znamo,
ze souhlasi-li integraly podél nékteré krivky, pak jsou vSude identické,
takZe je J,(z, y) = J*(z, y); véta je tim dokazana.

Tuto vétu lze dokazat bez pouZiti theorie parcidlnich diferencialnich
rovnic. Je mozno na piiklad zjistit pfimo, Ze kazda &¢ara, protinajici
transversalngé vSechny d&ary soustavy J(z,y) = K, je extremalou.
Z toho bude vyplyvat, Ze soustava J(z, y) = K je polem transversal.
Zbude dokézat, Ze J-vzdalenost mezi transversilami JJ = K, aJ = K,
je pravé rovna K, — K.

Rovnice (31) ma nizev Hamiltonova rovnice.

Jacobi po prvé dokazal, Ze problém integrace rovnice (31) vede
k dloze integrovati Eulerovu rovnici a obracené.

Véta 13. Zndme-li dplny integrdl Hamiltonovy rovnice (31), lze najiti
obecnyj integrdl Eulerovy rovnice (8), a obrdcené, zndme-li obecnyf integrdl
rovnice Eulerovy, lze najiti vplny integrdl Hamiltonovy rovnice.

Mysleme $i, Ze jsme nadli obecné fefeni Eulerovy rovnice, t. j. Ze
jsme nalezli soustavu extremal zavislych na dvou parametrech:

Yy = ylz, «, B);

ka?dym bodem (z,y) v kterémkoli sméru lze vésti extremdlu této
soustavy. Méjme libovolnou kiivku I" t¥idy C,. V kazdém bodé této
kiivky lze vésti smér transversilni ke I'. Timto smérem lze vésti
extremalu soustavy transversilni ke kiivce I', a tim tedy uréit pojem
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J-vzdalenosti libovolného bodu (z, y) od I'. Tato J-vzdalenost vyho-
vuje Hamiltonové rovnici
z—;{— = H(z, Y, —?5) (32)

ProtoZe v rovnici (32) nevystupuje samotna funkce J, nybrz pouze
jeji derivace, bude pro libovolné konstantni K funkce J(z,y) + K
rovnéz feSenim rovnice (32).

VySetfujme nyni jednoparametrovou soustavu I', rovinnych kiivek,
ktera netvoii pole transversal v 2ddné ¢asti roviny. Ozna¢me J(z, ¥, x)
J-vzdélenost bodu 4(z, y) od kiivky I',. JeZto umime fesit Eulerovu
rovnici, mizeme, jak jsme to jiz vidéli, uréit funkei J(z, y, ). Pfidé-
me-li konstantu §, dostaneme feSeni J(z, y, x) + B rovnice (32) zavislé
na dvou parametrech (tak zvany dylny integril této rovnice). Z pod-
minky, Ze I', netvofi pole transversal, plyne, Ze dvé libovolné konstanty
& a f nelze redukovat na jednu.

K provedeni dikazu pfedpoklidejme opak. Jeito zfejmé f nezavisi
na «, stanou se « a § jenom tehdy jedinou konstantou, kdyZz « bude
rovnéz aditivni konstantou, t. j. kdyz

J(x,y,x) = J(z,y) + «.
Potom v3ak, jestlize I', a I',, jsou dvé libovolné kfivky soustavy,.

je jejich vzdalenost rovna vyrazu (znaky z,y jsou oznaeny soufad-
nice libovolného bodu A4 roviny)

J(x, ¥, ) — J (2, ¥, &) = &, — &,

t. j. J-vzdalenost I'; od I"je konstantni a tedy je soustava I', soustavou
transversal, coZ je nemoZné.

Necht obracené je din uplny integrdl rovnice (32). Tento integral.
vzhledem k tomu, Ze J se v rovnici explicitné nevyskytuje, lze psati
ve tvaru

J=J(z,y, o)+ B.

Na zikladé véty 12 pro dané « vyjadiuje funkece J(z,y, «) — K
J-vzdalenost bodu A(z, y) od kiivky J(z, ¥, o) = K, kde K je néjaka.

konstanta. Podle véty 10, poloZime-li % rovné konstanté, dostaneme:
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extremalu
T B (33)

Tato extremadla zavis{ na dvou parametrech « a f. Timto zpiisobem
formule (33) div4 obecny integril Eulerovy rovnice.!)

Dodatek. Jak je znimo, nazyvé se obecnym integrilem parcidlnf diferencidlnf
rovnice prvniho Faddu integrdl rovnice, v jehoZ vyjadfenf je obsaZena libovolnd
funkce.

Vysetiujme J-vzdélenost bodu A(z, y) od libovolné &iry I" tFidy C,. Funkce
J(z, y), kterd je integrdlem Hamiltonovy rovnice, zdvisi na libovolné &ife I,
t. j. na libovolné funkei. Tedy podle definice obecného integralu je J(z, y)
obecnym integrialem Hamiltonovy rovnice.

Tudi%, znidme-li obecny integral Eulerovy rovnice, mifeme sestrojiti obecny
integrédl odpovidajicf rovnice Hamiltonovy.

PFiklad 1. BudiZz

F = Vl + y'%
v tomto ptipad¥ je
1
H = = l_pﬁ'p = Ty
V]_ 4 y't V Vl 2
Rovnice (32) mé tvar
eJ\t [aJ .
(—a;) + (ay) 1. (34)

Za Céry I', vezm&me piimky prochézejfci{ potdtkem soufadnic:
z cosa 4+ ¥y sina = 0;

v takovém piipad® J-vzdélenost J(z, y, «) bodu A(z, y) od I', bude obyéeJnou
vzdélenosti A od pfimky:

J(z, ¥y, ®) = z cosa -+ y Bin«.
Podle v8ty 13 integrédl rovnice (34) mé tvar
J = z cosa + ysina + B,
kde a a § jsou libovolné konstanty.

11) Je patrno, %e v rovniei (33) nelze libovolné konstanty «, § pfevést na jedinou
libovolnou konstantu; v opatném pfipad® by mél dany integrél rovnice (32) tvar
J(z, y) = @(a) + B, t. j. nebyl by iplnym integrilem.
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PFiklad 2. Budiz

1 &
F = u (Fermativ princip);
v(z, y)
v tomto pi{pads
yl
p=—FY—— H + p* = — 0.
vVl -+ yln [v(z- y)]’

Hamiltonova rovnice ma tvar

aJ\2 aJ ’_ 1

ax) tla) =
J-vzdilenost bodu A(z, y) od libovolné kfivky I' vyjadiuje pak optickou vzdé-
lenost 4 od I

VySetiime jest& zvlastni piipad, kdy je v = y; v tomto pfipad¥ jsou extreméa-
lami dlohy kruZnice orthogonélni k ose Oz. Za kfivky I', vezmeme znovu pfimky

z cosax + y sinx = 0;
potom opticka vzdélenost J(z, y, ) bodu A(z, y) od kiivky I'; nabude tvaru
J(z, 9, &) = e(d7 + « —9),
kde ¢ a ¢ jsou polarni soufadnice bodu 4. Odtud dostaneme uplny integral

rovnice (31) prov =y
o Y o) 5
kde &, a § jsou libovolné konstanty.
PFipad separace prom&nnych. DokédZeme ted tuto v&tu:

V&ta 14. Jestlize rovnict (32) lze uvést na tvar

pak rovnice Hamiltonovu a Eulerovu lze fedit kvadraturams.

PoloZime totiZ
oJ _| oJ
d)a:,a‘ =a,¢y,a = —a,

kde « je libovolnd konstanta. ReSime-li ka%dou z t&chto rovnic vzhledem

eJ
k — resp. —, obdrZime
ox oy

oJ

_ & oJ s
a‘ = 1(1» C!), 53—/' - l(yo (X)-
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Z toho ihned dostaneme 1iplny integrdl rovnice (32)
J = f(Dl(:r, o) dz + fal(y, o) dy.
PouZijemne-li v&ty 10, dostaneme obecny integrél odpovidejici Eulerovy rovnice

2 o, (z, P, (y,
_J=fmdx+fa_¢udy=ﬂ_
oo oo (7.1

Integrovani rovnice geodetické ¥iry. Necht mé element &iry na plofe tvar

da? = [p,() + @a(y))(de® + dy?).
Rovnice (32) nabude tvaru

aJ\? aJ\?
(—a—) + (—') = @i(z) + p4(¥);
2 oy

J je délka geodetické &dry, t. j.
J = fds = [Vig:i(@) + pal))(@=* + agP).

aJ\*? aJ\?
(-a—) = @y(z) — &, (—) = o + @aly);
T oy

odtud dostaneme uplny integril rovnice (32)

Klademe

J = [Vo@) —adz + [|o + o0 ay. (35)
Rovnice geodetickych éar nabude tvaru
oJ 1 dz 1 d
TZ_?f_‘—+?f—_—y "y (36)
o Vo) — o Vo + oalv)

Tyto vzorce nalezl Liouville.
Lze tedy i rovnice geodetické Eary (36) a vyraz (35) pro jeji délku vyjadfit
kvadraturami.

Na Liouvilleuv pifpad se pfevede také integrovanirovnice geodetickych é&ar,
mé-li element délky tvar

ds? = [@,(x) + @a(y)[wi(z) dz? 4 yu(y) dy®].
Klademe-li toti%
(@) da? = du?, y,(y) dy? = do?

a vyjadiime-li # pomoci %, y pomocf v, obdrZime
ds* = {@;[z(u)] + @aly(v)IHdu? + dv?).

Dospéli jsme k pifipadu Liouvilleové. Délka geodetické &iry je vyjadfena
integridlem

J = [Vl —a du + o + gily@)] dv =
= [Vor@) — o [ni@ do + [ o + 0a») [val®) dy.
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a
Rovnice geodetické d4ry 3'1 = f nabude tvaru
0

() 1 || va(¥)
— — —_— —_— d = -
.I-V%(z)—a *3 f]/a + @a(y) y=F

PFiklad. Geodetické &iry na elipsoldu. Necht a,, a,, ag jsou razné libovolnd
redlnd &isla a;, > a, > a3 > 0. VySetiujme systém ploch S, drubého stupné
2 y? 29

=1 37
k—al+k—a,+k—a3 (37)

Je-li k > a,, je S, elipsoid; pro a, > k > a, je S, jednodilny hyperboloid; pro
a, > k > ay dvojdilny hyperboloid; pro k& rovné jednomu z &sel a,, a,, a,
degeneruji plochy S, ve dvojici identickych rovin.

Je-li A(z, y, z) pevny bod, pak rovnice (37) uréuje takovou hodnotu k, Ze pro
ni S prochédz{ bodem 4. Rovnice (37) je rovnice tietiho fadu vzhledem ke k:

P(k) = (k— a,)(k — a3)(k — a3) — {2}k — a,)(k —as) +
+ YAk — a3)(k —a;) + 22k —a))(k —a,)} = O.

Ma&ni-li se k od + o do a,, zm&ni mnohoélen P(k), jak si snadno ovéfime, ttikrate
znaménko tak, Ze kofeny rovnice P(k) = 0 leZi v pofadi:
ky>ay> ky > ay > kg > ay,
Pii éemiZ se pfedpoklada, Ze je z += 0, ¥y + 0, z £ 0. Z toho plyne, %e kaZdym
bodem A, ktery neleZf na £4dné ze soufadnicovych rovin, prochédzeji tfi plochy:
8t Sgp» Sy, — elipsoid, jednodflny hyperboloid a dvojdilny hyperboloid.'?)
Pritom muZeme vyjédfit soufadnice z, y, z bodu 4 pomoci k,, k,, ky. Je moZno
totiZ napsat
2 oy 2
Ieykgky = aya.a, (l + —+ =+ )
G Gy Oy

kyky + kokty + kyky =
= @)@, + G405 + 630, + 2@y + ay) + YP(as + ay) + 2%a, + ay),
ky + kg + kg =a, + a3 + a5 + 22 + y* + 22,
Odtud najdeme
(ky — ay)(ky — ay)(ky —a,)
(@, — as)(a; — as)

z? =
a analogické vyrazy p.ro y? a 23, které dostaneme z uvedeného vyrazu cyklickou

12) Lezi-li bod 4 na jedné za soufadnicovych rovin, pak pro z = 0 je k, = a,; pro
y = 0 je ky = a,, atd. Odpovidajici plocha degeneruje pfi tom ve dvojici splynuv&ich
rovin, totoZnych se soufadnicovou rovinou, v niz le#i bod A.
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zéménou. Pak neni t&%Zké vyjddFiti element oblouku ds pomoct dk,, dk,, dk,:
e ts Tk —k) g,
(key — a,)(ky — ) (k) — @) t
Znak § oznaduje sumu, v niZ se z prvnfho &lenu uvedeného za znakem § ostatni
dva dostanou cyklickou zdmé&nou.

Lze tedy k,, k,, ky chépati jako soustavu k¥ivodarych soufadnic v prostoru.
Tyto soufadnice se nazyvaji eliptickymi. Soufadnicové plochy, jak 1ze nahléd-
nouti z vyrazu pro ds?, se protfnaji orthogonilns.

Klademe-li ¥, = const, obdrZime elipsoid S,,; k,, ky jsou kiivodarymi soufad-
nicemi na tomto elipsoidu. Jeho rovnici lze napsat takto:

z! yl 28
+ + =1 (ky > a; 26, 2 a3 > 0);
k,—a, ky—a, ki —a

element oblouku ds kfivky na elipsoidu je vyjddien vyrazem
dﬁ:i[ ks — ks —k) 0 (—k)l—k 2]

by — 0) (kg — Gp) (ks — @a) 2 " (ky— ay)(ley — B3)(y — @) U3
Klademe-li

91 =ky @y =—k,
1 ky—k,
Y = — ’
4 (ky — a,)(k; — a5)(ky — ay)
1 b oky—ky
Y = —

4 (ky— a,)(ky — Gg)(ky — )

ds® = (p, + @a)(w, dk] + v, dkD).

Na zédklad predchdzejiciho vysledku je délka geodetické &ary na elipsoidu vy-
jédfena integrilem

J = fV‘Pl —o V'Pl dk, +fV0¢ + @2 V'Pa dk,,

— 0‘)(": - )
dk
fV%—mm—m% a0 T
_fV (x — ky) (e, — eg) .
(kg — ay)(ky — @) (kg — ay)

Rovnice geodetické ¢ary ma tvar (ktery nadel Jacobi)

dk
fl/(ka —ay)(kyg — a,)(k, — ay) (kg — &) 2t

—kl
= § = const.
fv(ka—‘al)(ka_as)(ka_aa)(ks—o‘) A= P eons
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KAPITQLA VIII.

POSTACUJICT PODMINKY SILNEHO A SLABEHO EXTREMU

§ 31. Nékteré pojmy theorie pole.

Theorie pole, jiZ jsme rozvinuli v §§ 26—28, umoziiuje nam v této
kapitole rozvinouti theorii postadujicich podminek extrému. Byly
nalezeny Jacobim pro pfipad slabého extrému a Weierstrassem pro
piipad silného extrému.

Zachovédme-li oznaéeni predchdzejicich kapitol, budeme pfed-
poklddati, Ze je dan funkcional

Jy) = [F(z,y,y) dz, (1)
?
déle dva body A(x,, y,) & B(x,, ¥,) a extremala y

y = y(=) 2
integralu (1) spojujici body 4 a B. Predpoklidame, Ze lze extremalu
(2) obklopit vlastnim polem extremal {y}, pokryvajicim nékterou
oblast @, a Ze podél extremal pole je F(xz,y,y’) + 0 (viz. str. 164).
Kaidym bodem C(z, y) této oblasti lze vést extremilu y, naSeho pole:
¥y = Yo(x). Oznadéime znakem
#(C) = u(z, y) smérnici teény ke
kiivee y, v bodé C:

d
’LL(C) = u(a:, y) = a ya(x)' (3)

Podle podminek, jimZz vyhovuje
pole {y}, je u(z, y) definovana
v celé oblasti @, pii ¢emZ v této
Obr. 31. oblasti je spojitou funkei spolu

se svymi parcidlnimi derivacemi.

Funkce v = u(z, y) hraje v theorii pole podstatnou tlohu; nazyva se
smérovou funkci pole {y}. Hodnotu u(x,y) v bodé C(x,y) nazveme
smérem pole v bodé C. Pro body vychozi extremaly (2) je
u[z, y(x)] = y'(x). Vedme bodem A(x,, y,) transversilu I naSeho pole.
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Na zdkladé podminky F + 0 transversila pole protind vSechny ex-
tremaly pole v dhlu rizném od nuly. Vezméme jakykoli bod C(z, y)
pole. Jim prochazi extreméila y, pole. J-délka tseku y,mezi I' a C
(obr. 31), neboli jinak, J-vzdilenost C od I" je funkce soufadnic (z, ¥)
bodu C, definovana v celé oblasti @; tuto funkei oznatime

J(C) = J(=z, y).
Podle vzorci (5) § 26 (viz rovnéz str. 163) mame pro libovolné posunuti
dz, dy bodu C(z, y):
dJ(z, y) = H[z, y, u(z, y)] dz + pl=, y, u(z, y)] dy. (4)

(PiSeme zde u(z, y) misto y'; ¢leny této formule odpovidajici konco-
vému bodu tseku extremaly v, leZicimu na I', jsou rovny nule vzhle-
dem k transversalité y, a I'.) Jezto je

H(xr y! ‘ll,) = F(Q:, y’ ’M) - uFII'(xv y) u)

p(x! Y, ©) = Fv'(z» Y, u),
je moZno (4) napsati v takovémto tvaru:

d
e, 9) = [Flo, o ) + [ = w9 | et ot | a=. )
Av8ak pravi strana rovnosti (4) a (5) je Gplny diferenciil; proto plati

tato véta:
Véta | (Hilbertova). Integrdl

f {F(x, v, u) + [j—-’; — ulz, y)] Fylz, v, u)} o (6)

podél jakékoli krivky tFidy C,, leZici v Q, zdvist jenom na koncovyjch bo-
dech kfivky y, avdak nezdvisi na volbé kiivky spojujici tyto koncové body.2)

Napi{sté, podobné jako v nékterych pfedeslych pifipadech, budeme
oznadovati znakem ¥’ jenom smérnici teény vychozf extremaly, kdeZto

pro viechny ostatni kfivky budeme oznacovat smérnice jako g—‘z

1) ProtoZe je J(z, y) J-vzdalenosti bodu C(z, y) od transversdly I, je dJ(z, y) rozdilem
vzdAlenosti dvou nekoneénd blizkych bodi C od I' a integrél (8) je roven rozdilu
J-vzdalenosti koncovych bodu kfivky y od transversaly I'.

13* 195



JestliZe vezmeme za k¥ivku y vychoz{ extremilu y, pak je

ue,y) =y'@) =

a tudiZ vyraz za integraénim znamenim v (6) se zméni v F(x, v Y)
a sam integril pfejde v

[F(z,y, y) dz = J(»)2) (1)

Pro libovolnou kfivku y t¥dy C,, lezici v @ a spojujici body 4 a B,
plati na zdkladé véty 1 tato rovnost:

fF(:c, y,y)dz = f[F(z, y, u) + (S—Z — u) Fy(z, vy, u)] dz. (7)
Y

14

Roz8iffme v&tu 1 na pfipad funkciondlu I. Budi% y, extremélou integrilu I.
Zustaneme u geometrickych konstrukef, uvedenych pfi dukazu v&ty 1 pro pfipad
funkciondlu J. Oznadime-li znakemn y extremdlu pole {y} obklopujiciho extre-
maélu y, prochazejici bodem M(z, y), znaky u(z, ¥) a v(z, y) sndrové kosiny teény
ke kfivce y v bodd M a jako diive znakem I(z, y) I-vzdalenost bodu M(z, ¥)
od transversily pole I, (prochédzejici koncovym bodem y,), dostaneme (viz
§ 24):

dI(:t, y) = Fa:'[zr Y u(:z:, y)r ’D(:B, ?/)] dz +- F”'[I, Y u(a:, y)o v(zv y)] dy =
= Hdz + pdy.
Bude tedy v probiraném pripad$ vyraz H dz + p dy rovnéZ totélnim dife-

renciadlem. Z toho soudime, Ze dosadime-li ve shora uvedend formulaci véty 1
misto H a p vyrazy F, resp. F,r, bude v&ta platiti pro funkciondly I.

Funkce E (Weierstrassova). Funkeci ¢tyr proménnych z, y, &, 7
E(,y,¢, )= F(z,y,m)—F(x,y,&) — (n—EFu(z, 9, &) (8)

nazveme Weierstrassovou funkei (pro funkecional J).

Pouzijeme-li véty 1, ukiZe se, Ze je moZno najiti velmi jednoduse
piiristek funkciondlu J(y) pomoci Weierstrassovy funkce.

BudiZ y extremala spojujici body A(x,, y,) a B(z,, ¥,). Nechf{ mimo
to lze extremalu y obklopiti polem extremal {y} pokryvajicim oblast Q.

2) To znamené, Ze rozdil J-vzdélenosti koncovych bodi extremAly ¥ od transversély
I (viz ptedchédzejici pozndmku) je roven J-délee y.
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V takovém piipadé na zikladé véty 1, at je ¢ara y t¥Hdy C, spojujici
body A4 a B a leZici v oblasti @ jakdkoli, maéme

J(y) = JF(:"" Y, y)dz =

- f {F(x, y ) + (j—z . u) Fy(z,y, u)} dz. (7)
¥
Avgak je
Jiy) = f F(z, , j—Z) dz.
Je tedy v
J(y) —Jy) =
=f{F(z’ y’g_Z) - F(z’ Y, u) - (g—z_ u) Fv'(z) Y u)}(:h=
=fE(z, Y, U, g%) da. (9)
y dy

V tomto vyrazu » = u(z, y) je smér pole v bodé (z, y) kiivky 7 a e

je smérnice teény ke kiivce ¥ v tomtéz bodé.

Budiz
y =y
rovnice kiivky y. Ve vzorei (9) miZeme piejit od k¥ivodarych integrali
k obyéejnym (zaménime-li g% vyrazem ¥'(x)). Potom
J() —J() = [E{z, y(z), ulz, y(z)], ¥'(z)} dz. (9

Z formule (9') dostaneme pfimo nasledujici vysledek: lze-li extremdlu
y obklopiti polem extremdl, pak k tomu, aby y ddvala silng extrém,
je nutné a stalt, aby kaidd édra vy, y = y(z), tFidy C,, leZici v poli a spoju-
jict koncové body vy, spliiovala vztah

fé(x, ¥, %,y )dx > 0 resp. < 0. (10)
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Uvedené kriterium pro silny extrém je samo o sobé pro svoji pracnost
prakticky madlo vhodné, aviak z tohoto kriteria, jak uvidime dile,
se jednoduse odvodi nové nutné podminky pro silné minimum a také
se dostanou prakticky cenné postaéujici podminky.

Geometricky smysl funkce E(z,y, u, »). Vratme se k poli {y} a
k funkeci J(z,y). Ciry J(z,y) = C (geometricki mista boda stejnd
vzdalenych od transversaly I') jsou transversilami pole (véta 3, § 27).

Mgjme diny body M(z, y) a M'(x + dz, y + dy), které leZi na bliz-
kych transversilach I} a I',. Pfi pfechodu od M k M’ (od I'y k T},)
vzroste J o pfirustek:

d/ =Hdx + de = [F(x! Y, ﬁ)—(a—u)Fy'(z,?/:’"’)] d.'t,
kde % je smér MM’ a u = u(z, y).

Pirastek dJ je roven J-délce nekonedné malého tseku extremily
pole mezi Iy a I,. Na drubé strané mi tsedka MM’ J-délku
F(z, y, u) dz.

Rozdil F(z, y, u) de — dJ = E(z, y, 4, ) dx ndm udivid, o co je
vets J-délka elementu MM’ ne% J-vzdailenost mezi transversilami
prochézejicimi body M a M’.

Udéava tedy [E(z,y,u,u)dz, o co je vétdi J-délka k¥ivky y nei

Y -
J-vzdalenost mezi transversilami prochdzejicimi koncovymi body y.

Funkce E pro funkcionil I. V pfipads funkcionélu I se funkef Weierstrassovou
nazyva funkce Sesti prom&nnych z, y, £, 3, E
El(z' y’ E' 7)’ E' ;l) = f[Fz'(I' y' 6' ;]) - Fz'(xv y) 5! 'l)] +
+ ;}[Fy'(zn Y £ ﬁ) - Fy'(z’ Y ' 7])]' (ll)
Pii zachovani oznadeni, kterd jsou analogickd pfedchézejicim, méme podle
véty 1 .,
fF(a:,y,z,y)dt =
Yo

= [F_lz, y, u(x, y), v(z, Y)1 dz + Fylz, y, u(=, y), vz, y)] dy.
Y

Oznaéime-li ds element oblouku &4ry y a u(z, y) a v(z, y) smérové kosiny ke kkivce

y v bod8 (z, y):

¥y

A v(Z, ¥),

mAme — —
JFdz = [[Fi(z, y, u,v)u + Fpz, v, u, v)v] ds.
Ye ?
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Odtud, vezmeme-li za parametr délku oblouku, dostaneme

I(y) — I(yo) =

= J{F(Z, Y, u, 5) - EF:'(:E: Y U, v) — ’l—JFv'(Z, ¥, 4, v)} ds.
Y
PouZijeme-li podminek homogenity, 1ze funkei ¥ vyjddFiti takto:

F(z, y, u, v) = uFy(z, y, u,v) + oF,(z, y, u, v).
Dosadime-li tento vyraz pro F' za integradni znameni a zavedeme-li funkei E,,

dostaneme nakonec

1(7_") - I(?o) =_f£1(1!, v, u v, Ey 5) ds. (12)
7
To je obdoba formule (9’) pro funkcional I.
Z formule (12) plyne, %e v piipad® funkciondlu I nutné a postadujicf podminka
pro minimum (10) pfejde v podminku

fsx(l'p Y, u, v, u,v)ds > 0. (12"
Yo

§ 32. Nutna podminka silného extrému.

Necht extreméla y, spojuje body A a B. Opirame-li se o ivahy pfed-
chézejiciho paragrafu, stanovime novou nutnou podminku, poché-
zejici od Weierstrassa, k tomu, aby y, realisovala silné minimum.

Véta 2. K tomu, aby extremdla v, realisovala silné minimum funkcio-
ndlu J, je nutné, aby podél y, pro jakékoli hodnoty 7 bylo vyhovéno ne-
TOVNOStt

E(z,y,y', 1) =2 0.9) (13)

Budeme piedpoklddati opak. Necht v nékterém bodé M,(x,y)
extremaly y, a pro nékterou hodnotu # plati obricend nerovnost:

E(, 9,4, m) <0. (14)
Mizeme predpokladat, Ze bod M, je rizny od koncovych bodu A
a B extremdly y,; v opatném piipadé na zakladé spojitosti funkce E
by bylo moZno zaménit bod M, blizkym bodem extremaly, ktery

3) Tato nerovnost musi byt splnéna vzhledem k podminkdm vty ,,podél* y,, t. j.
v libovolném bodé (z, y) kiivky y, pro hodnotu ¥’ rovnou smérnici tedny ke y, vedené
bodem (z, y) a pro libovolné 7.
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je jiz rizny od koncovych bodit 4, B a ktery by jako dfive spliioval
nerovnost (14). Analogicky miZeme predpokladat, Ze smér o smérnici 7
nenf smérem teénym nebo transversilnim k nasf extremale v bodé& y,.
Zvolime na extremile y, bod M leici mezi M, a A takovy, Ze oblouk
MM 1 extremaly y, neobsahuje dvojici konjugovanych boda (obr. 32).
V takovém pifpadé miZeme konstruovati pole extremal {y} se stfedem

v bodé M, obsahujici oblouk MY 1 extremaly y,. Vedeme transversily
I'" a I pole {y}, protinajici ¥4 v bo-
dech M, a M,, kde M, lezi mezi
M a M,. Dile z bodu M, vedeme pa-
prsek M, M’ o smérnici # do bodu,
v némiZ se protnou s transversilou
I'" v bodé M’'. JestliZe body M,
a M,, neboli, coz je totéz, éiry I”
a I' jsou dostateéné blizké, pak
konstrukce je mozna a J-délka tseé-
ky M'M, je mensi ne% J-vzdilenost
.Obr. 32. mezi transversilami I' a IV, t. j.
J-délka M’'M, je mendi nez J-délka
oblouku M, M, extremdly y,. To vyplyva z geometrické definice funkce
E a z podminky E\_</O (viz § 31, str. 198). Spojime nyni bod M’ s bo@
M i)g:remé,lou MM’ pole {y}. J-délky extremailnich oblouktd MM’
a MM, jsou si rovny (jeZto to jsou dvé extremaly centrilnfho pole,
jejichZ koncové body M’ a M, lezi na jedné transversile I"). Z toho
plyne: lomend &ira MM'M, sklidajici se z oblouku MM’ a tsedky
M'M, ma men\éi..[ -délku nez oblouk MM, extremaly y,. Zaménime-li
v 9, oblouk MM, lomenym obloukem MM’M,, dostaneme kfivku
spojujici tytéz body 4 a B, jejichZ J-délka je mensi nez J-délka y,.
Tato kiivka nepatii k tfidé pripustnych car, jezto m4a tfi thlové
body. AvSak na této kfivee je hodnota funkcionalu J mensi nez jeho
hodnota J, na puvodnim oblouku extremdly. Tuto kiivku je moino
»zaokrouhliti‘ tim, Ze ji zaménime kiivkou t¥idy C,, kterd s ni
souhlasi viude, aZ na intervaly obklopujici tfi body lomu. Tyto inter-
valy lze uéiniti tak malymi, %e rozdil hodnot J pro lomenou kfivku
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i ,,zaokrouhlenou* kfivku t¥idy C, bude jakkoli maly. Tak je mozno
dostati kiivku t¥idy C,, pro niZ hodnota J bude jako dfive mensi nez
Jo. Dojdeme ke sporu s podminkou véty, a tedy nerovnost (14)
nemize platit. Tim je véta dokazéna.

Je zfejmé, Ze pro pfipad maxima je tfeba nerovnost (13) zaméniti
nerovnosti obricenou. '

Zcela analogicky lze dokéazati, e pro pfipad extremély y, funkciondlu I
spodivé nutnéd podminke minima I v tom, Ze podél y, pro libovolné @ plati
vztah:

E,(z, ¥, u, v, coa®, sin®@) > 0.

§ 33. Postacujici podminky silného extrému.

Prejdeme k odvozeni postadujicich podminek pro silné minimum.
Dokazeme tuto zakladni vétu.

Véta 3 (Weierstrassova). K tomu, aby extremdla y spojujict body
A(zy, yo) @ B(z,, ¥;) vedla & minimu J-délek kfivek (tFidy C,), spoju-
jicich body A a B stali, aby:

1) y bylo moino obklopiti vlastnim polem extremdl {y};
2) existovalo okoli extremdly y, v jehof katdém bodé (x, y) by pro libo-
volnou hodnotu 7 platila nerovnost
Elz,y, u(z,y), 1] Z O, (15)
kde u(z, y) je smérovd funkce pole.

Vskutku pro dostateéné malé ¢ kazdd kiivka y ze tfidy pFipustnych
¢ar, nalezejici do e-okoli nultého fddu ¢ary v, bude naleZeti do oblasti
pokryté polem {y}. Tudiz podle formule (9’) pro y mame

_ dy
I®) — ) = [Ele.y w3 ax
Y
Avgak podle druhé podminky véty pro e dostatednd malé podél y je

dy
E(x, Y, U, a) =2 0.

Existuje tedy takové & > 0, Ze pro libovolnou kiivku y tiidy pkipust-
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nych kfivek, patiicich do e-okoli nultého fidu extremdly y, mame

J(») 2 I ().
Tim je véta Gplné dokazana.

Zjednodu$eni postadujici podminka. Jestlize je moZno danou
extremdlu y obklopit polem extremal, pak otdzka, zda bude davat
extremila minimum, se tim pfevede na ulohu uréit znaménko funkce
E. Vzhledem k tomu, e funkce E m4i libovolné sloZity tvar, zaméniuji
se fasto Weierstrassovy podminky podminkou hrubsi, ale jednodussi.

Rozvedeme-li rozdil F(z, y, n) — F(z, y, £) v Taylorovu fadu podle
mocnin (7 — &) 8 druhym zbytkovym élenem, vyjidiime funkei
Weierstrassovu ve tvaru

E(@, y, & n) = 3(n — &) Fyy(z, 9, 7), (16)
kde 7 le#i mezi & a 7. Upozorfiujeme, Ze pro kladnost funkce E staéi,
aby pro jakékoli  platila nerovnost

Fﬂ'ﬂ'(xi Y, 7_7) 2_ 0.
Odtud dostaneme nasledujici zjednodufené kriterium pro existenci
minima: K tomu, aby extremdla y spojujici body A a B ddvala silné
minimum J-délek kfivek spojujicich body A a B, stai, aby bylo moZno
extremdlu y obklopiti polem extremdl, v jehof kaidém bodé (x,y) pro
jakékoli

Fv'v'(z’ Y, 77) g 0.

Poznémka. Nutnéd podminka Weierstrassova (13) zejména podél extremdly

pro jakékoli n
E(z,y, v, 7) g 0

po rozloZenf funkce E podle vzoree (16) nabyva tohoto tvaru:
Fyplzym 20,

kde 7) le%f mezi y’ & 7. Pro n— ¢’ je n— ¥’; protc-) posledni nerovnost prejde
v tuto nerovnost:
Fyylz 9, y) 2 0.

A to je ndm jiZ zndma podminka Legendreova (viz. str. 69).

Postalujici podminky silného minima funkciondly I. Tyto podminky jsou
zcela analogické podminkédm formulovanym na zadatku paragrafu pro funkcional
J, zam®&nime-li v nich nerovnost (15) nerovnosti (pro jakékoli ©)

E,(z, y, u, v, cos®, sin@) = 0.
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§ 34. Postacujici podminky slabého extrému.

Ze shora rozvedené theorie lze odvoditi také postadujici podminky
pro slabé minimum.

Véta 4 (Jacobiova). K tomu, aby kfivka y: y = y(z) udilela slabé mgrs-
mum integrdlu J(y) = fF(z, Y, y') dx mezt kfivkami, které maji s ni
spoleéné koncové body A“(:vo, ¥,) a B(z,, y,), staéi:

1) aby y byla extremdlou;

2) aby podél y platila zesilend Legendreova podminka F .. .(x,y,y’) > 0;

3) aby interval [z,, z,] neobsahoval hodnoty konjugované s x, (t. j. aby
bylo A(zy, z) + 0 pro z, < z < z,).

Piedeviim upozorfiujeme, Ze zde Zidame splnéni nékterych pod-
minek pouze podél samotné kiivky. Dale jsou tyto postacujici pod-
minky velmi blizké nutnym podminkim Legendreovym a Jacobiovym;
dilezitym ztstiva jen pfipad, kdy F,.,. je rovno nule podél extremaly
a kdyz samotné z, je hodnota konjugovana s z,.

Dikaz. Z podminek 2) a 3) plyne moznost sestrojeni pole extremal
{y} obklopujiciho oblouk y. Existuje takové é&islo ¢, > 0, Ze kazda
oblast definovana nerovnostmi z, < z < 7, y(z) — &, < ¥y < y(x)+¢
je pokryta polem extremadl.

V oblasti @ je definovina funkce u(z, ), ktera je smérem pole a ktera
podél y souhlasi s y'(z): u[z, y)] = y'(z). Podle pfedpokladu (podmin-
ka 2) jest:

Fyylz, y(z), y'(x)] > 0. (17)
Vzhledem ke spojitosti F,.,. existuje takové ¢islo ¢, > 0, Ze pro viechna
y a k vyhovujici nerovnostem

[y —y@) < &0 [k —y' (@) < & (18)
jest:
F,,:,,:(I, :';v k) > 0. (19)

Dale vzhledem k spojitosti funkce « existuje takové &islo e > 0,
Ze pro [y — y(z)| < & je

[u(z, y) — ulz, y(@)]] = |u(z, y) —¥'(2)] < & (20)
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Oznadime znakem & nejmensi ze tif &isel ¢, ¢,, &; podle definice &,
a ¢ je oblast @, definovana nerovnostmi

2 Sz <7, yY@) —e Sy Syle) + o6
pokryta polem extremal {y}.
BudiZ nynf y uréené vztahem y = y(z) libovolnd kfivka spojujici
A a B a lezici v ¢-okoli prvniho fadu kfivky y, t. j.
[y() —y@) < & ¥ @)—y'@)| < e (21)
Tato kfivka le#{ v oblasti Q pokryté polem extremal {y}.
Proto na zakladé vysledki predchazejicich paragrafu je

J(@) — J(y) = [E@x, ¥, u(z,¥),y']dz =
Y
= }[[u(z, y) — ¥’ ()] Fyy(=, ¥, k) dz, (22)
Y

kde k& lezi mezi y'(z) a u(z, ¥).

Vzhledem k nerovnostem (21) a (20) mame, Ze ¥'(z) a u(z, y) lezi
soucasné mezi y'(z) — &; a y'(x) 4 ¢, a tedy le#i k v téchZe mezich:
e —y' (@) < e (23)
z (18), (19), (21) a (23) plyne
Fv'u'(z: yn k) < 0’
a tedy (viz (22))
) = J).
Tim je véta dokazana.
Uvedené podminky nestaéi oviem pro silné minimum.
Zcela analogicky charakter maji postadujici podminky slabého
minima funkciondlu I, zaménime-li podminku 2) podminkou F, > 0.
Porovname-li nutné podminky s podminkami postacujicimi, vidime,
%e nutné podminky — podminka Jacobiova a Weierstrassova — kladou
omezeni na funkei E v bodech studované extremdaly; mezi postacujicimi
podminkami zesilend podminka Jacobiova rovnéz klade omezeni na
funkeci E v bodech samotné extremadly, a co se tyée podminky Weierstras-
sovy, pak k jejimu aplikovéni je tfeba znati priibéh funkce E v nékte-
rém urlitém okoli studované extremaily. Odtud ptirozené vznika
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otazka, zda nelze tuto prvni podminku nahraditi zesflenou nutnou
podminkou Weierstrassovou:

Ez,y,y', k) >0
podél extremaly.

Uvedeme piiklad, ktery ukaZe, Ze pfipomenuté oslabeni v nutnych
podminkdch provést nelze. Tento piiklad rovnéz ukaze nedostateénost
zeslabené podminky, jestlize navic pfedpoklddame, Ze podél extremaly
je E(z,y, ¥y, k) > 0.4)

PFiklad. PoloZime ilohu: najiti minimum funkeciondlu

1
J = f(y” — 4yy”® + 2zy’*) dx,
0

tvori-li tfidu pfipustnych 8ar Sary tifidy C, spojujici body A(0, 0) a B(1, 0).
Eulerova rovnice mé tvar: y"(12zy'? — 12yy” + 2) = 0 neboli y” = 0. To
znamené, Ze piimky y = ax + b jsou extremalami pro J. Extremdla y, spojujici
body A, B, je Gsefka [0, 1] o8y Oz a tato extrem#la muZe ziejmé byt obklopena
polem extremadl (soustava pFimek rovnobé&inych s osou Oz). Mimo to méme

Ez, 4,9, 1) = (1 —y)1 —8yy" + 62y — dn(y —zy’) + 2z9%}.
Podél y, dostanerne
Fpy=2>0,
E = n*1 — 2z%*) > 0 (pro 5 % 0).
Vyhovuje tedy extreméla y, prvni z postadujicich podminek a rovnéZ zesilené
nutné podmince Weierstrassovs. DokdZeme, Ze pfesto y, neddvé silné minimum.
Abychom dokézali toto tvrzeni, sestrojime lomenou &aru AMB, jejiZ vrchol

umistime do bodu M o soufadnicich » > 0 a k. Potom, pouZijeme-li formule
(9’) a shora napsaného vyrazu pro E, dostaneme

IH—Jpy -yl 1 PUAH
4 Yol = TR T I—h a—ap |

Zde jeo y lomend 8ara AMB, y, usetka [0, 1]. Odtud soudime, Ze pro jakékoli k
Ize vidycky zvolit h natolik malé, aby bylo J(y) — J(y) < 0. K¥ivka y, nedava
8ilné minimum J mezi éarami tfidy D, a tudiZ ani rnezi ¢arami tiidy C,.

Slaby extrém pro oblouky malé délky, princip nejmensi akce. Budiz
yo extremala funkciondlu J vychdazejici z bodu A(z,, y,) a nechf je podél
k¥ivky y, splnéna zesilend Legendreova podminka F,. > 0. Bod C

4) Tato okolnost je odchylnym rysem theorie extrému J ve srovnani s theorii silného
extrému I.
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extremaly y, konjugovany s A lez{ v uréité vzdalenosti od bodu 4
rizné od nuly. Kazdy oblouk AB extremaly y,, le#ici na oblouku AC
s koncovym bodem B riznym od C, povede k slabému minimu
funkciondlu J. Je tedy Legendreova podminka F,. > 0 postadujfcf
podminkou pro slabé minimum, je-li pf{slu$ny oblouk extremaly do-
stateéné maly.

Pripomenuté tvrzeni lze rozsifiti také na piipad funkcionalit defino-
vanych na prostorovych kiivkach; pfi platnosti Legendreovy podmin-
ky (viz § 13) dostateéné malé oblouky extremél vidycky realisuji
minimum. Jako pifklad vy3etiime integrdl ué¢inku (akce) (viz formuli

(18) § 2)

1, B
J = 'jV2U +h V"'uq;2 + 2‘11291’9; + a22q;z dt.

Snadno nahlédneme, Ze pro funkcionil J je Legendreova podminka
vidy splnéna, a tedy pro dostateéné malé ¢asti trajektorie skuteéného
pohybu integrdl 4uéinku (akce) podél téchto &asti dosahuje slabého
minima. Tim je pravé opravnén sim nazev principu.

Neni tézké ukézat na piikladech, Ze dostateéné velikd koneéna
¢ast trajektorie skuteéného pohybu nemusi minimalisovat integral
Gdinku. VySetfujme na piiklad setrvaény pohyb bodu na povrchu
koule. V tomto pfipadé integral déinku nabude tvaru

t
J = fVa:'2 + y'2 + 22 dt.
to
Trajektoriemi-extremalami jsou oblouky hlavnich kruZnic na kouli.
Oblouk extremdly dava Géinek minimalni tehdy a jenom tehdy, kdyz
tento oblouk neobsahuje oba koncové body priméru koule.

§ 35. Pfehled nutnych a postacujicich podminek pro extrém.

Shrneme hlavni nutné a postadujici podminky pro minimum
funkcionalu

J= [F(z,y,¥')dz,

které jsme v predchazejicich uvahich obdrzeli.
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K tomu, aby &ara y t¥idy C,, spojujici body A(z,, y,) a B(zy, ¥,),
mezi kifivkami t¥idy C,, spojujicimi body 4 a B, davala slabé minimum,
je nutné, aby:

1) céara y byla extremalou, t. j. aby byla integralem rovnice Eulerovy

d

F,— 4

Fv'=0;

2) podél y byla splnéna Legendreova podminka
F,.=>0;

3) je-li podél y splnén vztah F,.. > 0, y vyhovovala podmince
Jacobiové, t. . aby neobsahovala body konjugované se svym koncovym
bodem, neboli analyticky, aby integralni kfivka Jacobiovy rovnice

d d ,
(P59 -G @En =0
vychazejici z bodu (z,, 0), neprotinala osu z v bodech intervalu
xy < X < @,.

Aby y dévala silné minimum, je dile nutné, aby
4) podél y pro libovolné hodnoty k platilo

Ex,y,y,k) = 0.
K tomu, aby éara y davala slabé minimum, stadi, aby

1) y byla extremélou;
2) podél y (véetné koncovych bodl) byla splnéna zesilena Legen-
dreova podminka

F,., >0

3) y vyhovovala zesilené podmince Jacobiové: t. j. aby integral
rovnice Jacobiovy, vychazejici z bodu (z,, 0), neprotinal osu z v bodech
zprava uzavieného intervalu

z, <z X ).

Pro silné minimum staci, aby jesté
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4) existovalo okoli kiivky y, v jehoZ kazdém bodé (z, y) pro libovolné
hodnoty # plati

Ez,y, u(z,9), m) 2 0,
kde u(z, y) je smér pole obklopujiciho .
Prisludné podminky pro maximum se dostanou zménou smyslu
nerovnosti.

Pfiklad 1. Uloha o brachystochrond. Jak vyplyva z vysledka § 2, jsou
pro tuto tulohu pro jakoukoli polohu boda

Ay, y1), BlZg ¥y)

podminky Legendreovy a Jacobiovy splndny a tedy extremélu, spojujic{ body
A a B, 1ze obklopit polem extremAl. Mimo to je pro tuto 1ilohu

1 1 '

Fpp=0f—— >0

Vo -1+ ymt

pro jakékoli y a y’; tudi? extreméla y, dévé silné minimum.
PFiklad 2. Uloha o refrakei. Pro tuto tlohu funkce F(z, y, ¥’) mé tvar

F= Jresr (z, y) > 0).
v(z, y)

Zde je podminka Weierstrassova vyplnéna pro kteroukoli funkei » > 0:
1 ay— 3
Fv.”,=7(1+yz) .

Tedy otézka, zda extremdla y, minimalisuje J-délky, se zcela prevede na
otazku, je-li moZno y, obklopit polem extremdl. Specidlnd, kdy% rychlost Sifen{
svétla je nepfimo Gmérné y, jsou extremdlami polokruZnice orthogonélni k ose .
V tomto piripads pro jakoukoli polohu bodt 4 a B lze sestrojit extremalu, spoju-
jici tyto body, & je moZno také sestrojit pole extremadl, obklopujici extremdlu y,.
Oblouk kruZnice dava silné minimum.

PFiklad 3. Uloha o geodetickych &ardch. Funkce F mé tvar
F=)a4 +2By +Cyr,
kde A, B, C jsou spojité funkce proménnych z, y a forma
Au? 4+ 2Buv + Co?
je kladné v libovolném bod$ (z, ¥), t. j. B2 — AC < 0. Pro tuto tlohu je
AC — B?
(4 + 2By’ + Cyn¥

Fv'v' =
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Tedy ka¥Xdé geodetickéd 8ira y,, kterou lze obklopit polem geodetickych &ar
(t. j. ka¥da &éra neobsahujici konjugované body) divé silné minimum délek
oblouk, spojujicich body 4 a B.

Pfiklad 4. Minimélni rotadn{ plocha. Stejné jako v ptiklads 2 je podminka
Woeierstrassova spln&na pro libovolnou extremalu; tudi mezi dv&mea extremé-
lami, spojujicimi body 4 a B, davd horni extremadla silné minimum obsahu
rotadni plochy.

Pfiklad 5. Eulerovo kritické zatiZenfi. M&me ddnu vertikdlni vilcovou
pruznou ty& AB. Necht je vetknut{ spodniho konce 4 tuhé a necht horni konec
B se muZe volné pohybovat po vertikdlni pfimce tak, aby teéna k &afe ohybu,
vedend bodem B, zistala stile konstantni. Predpokldddme nyni, Ze na horni
konec B pusobi sila P smé&fujici vertikalng doli. Tyé bude v rovnovaze pro
jakoukoli sflu P, aviak tato rovnoviha bude stabilni pouze pro ndkteré hodnoty
P. Supremurm hodnot P, pro n&% vertikélni poloha tyte ddvé stabilni rovnovahu,
se nazyva kritickym zatiZenim tyce. K definici kritického zatiZeni pouZijeme
Frincipu:

K tomu, aby soustava byla ve stavu stabilnf rovnovdhy, je nutné a stadi,
aby dand poloha soustavy mezi vierni jinymi polohami odpovidajicimi vazbim
dévala jojf potencidlnf energii nejmensi hodnotu.5)

Jak je znamo, potenciélni energie ohybané tyée, pusobi-li na ni sila P, ma tvar

!

E= f k (gz)ada + PY.9) (24)
ds

0

kde ! je délka tyle, k konstanta zdvisld na vlastnostech tyde,  uhel, ktery svird
tegna k ose ohybu tyde s vertikdlou a ¥ vzdalenost horniho konce tyée od nd-
které pevné horizontélni roviny. Ziejms lze poloZit

!
Y = { cosp ds.
0

1
Sl o]
E = k{—) + P cosp|ds. (25)
ds
o

Tim se naSe tiloha pfevede na nédsledujici variaéni problém: pro jaké hodnoty P
funkce ¢ = 0 bude ddvat minimum funkciondlu E, jestliZe za tFidu pFipustniyjch
funket vezmeme funkce ¢ = @(s) tFidy C, pro 0 £ 8 < 1 vyhovujlet poldtebnim
podminkdm: pros = Ojep = Oapros=1ljep = 0.

Z toho

5) Tento princip v obeeném tvaru plati pouze v fadd dodateénych podminek, které
zde neuvedeme. Tyto podminky v kazdém piipad® jsou v nasi uloze splnény.
8) Véhu nosniku zanedbdvédme a s jeho stlatenim nepoditéme (viz pfiklad v § 14).
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Pro jakoukoli hodnotu P piimka ¢ = 0 je extremdlou funkciondlu E. Ozna-
&ime-li znakem F(p, ¢’) integrovanou funkei, budeme mit

F>0, Fpy=1k>0.

NaSe otdzka se tedy pfevede na kol ov&Fit splndni Jacobiovych podminek.
Rovnice Jacobiova nadi dlohy mé tvar

Pu + 2ku” = 0. (26)
Integral A4(0, 8) této rovnice, spliiujici podminky 4(0,0) =0, 4°(0,0) = 1,

bude
4(0, 8) = si L3
{ ,_s) = sin % 8.

Tedy tsedku !’ bodu, v ndmZ se protne extremila ¢ = 0 s nekonefnd blizkou
extremédlou, uréime z rovnice

BIln 0.
1 (

Pouzijeme-li toho, Ze I’ musi byt ze viech kladnych kofenu rovnice (27) k nule

nejbliZe, dostaneme nakonec
2%
V=an|/—.

P
Tedy k tomu, aby pfimka ¢ = 0 davala hledané minirmurm, je nutné, aby

a stadi, aby

Z toho pro hledané kritické zatiZeni P, naleznemse nasledujici hodnotu:
2kn?
Py =22,
B
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KAPITOLA IX.

LINEARNI VARIACNT ULOHY

§ 36. Rovnice Sturm-Liouvilleovy.

Vénujeme se nyni tém varia¢nim tloham, pro které Eulerovy rov-
nice jsou linedrni.
Vysettujme kvadraticky funkecional

b
K(y) = [[P(z)y® + R(z)y"?] dx. (1)

Eulerova rovnice pro tento funkcional je znama Jacobiova rovnice
d o,
Py — = (Ry) = 0. (2)

Vydetfujeme-li isoperimetricky problém, jak najit podminénou
extremalu funkciondlu K za podminky

b
Jyrdz =1, (3)

jsme vedeni k iloze hledat nepodminénou extremalu funkcionalu
b

J(Ry'® 4+ Py? — Ay?) dzx

a
(A je konstantni). Pfislu$na Eulerova rovnice
d o,
Py — - (By') =2y (4)
(neboli Ry” + R'y’ — Py + Ay = 0) se nazyva rovnici Sturm-Liouvil-
leovou.
Napfisté se omezime na nejjednodussi pripad poédtecnich podminek

y(a) = y(b) = 0. (5)
Dale budeme pfedpokladat, Ze funkce R(x) a P(x) patii do tiidy C,,

a mimo to budeme piedpokladat, Ze je B(z) > O proa < x < b.
PiSme kratce:

Py — 2 (&y) =Ly, ®)
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Rovnice Jacobiova (2) a Sturm-Liouvilleova (4) nabudou nyni tvaru

L(y) = 0, L(y) = 4y.
L(y) se obycejné nazyva operatorem Sturm-Liouvilleovym. Tento

operator je linearni: pro dvé libovolné funkce y, a y, tfidy C, plati

Ly, + y2) = L(yy) + L(y,).
Pro jakoukoli konstantu « je

L(ay) = «L(y).

Kvadratické 2 bilinedrni funkciondly. Zavedeme oznaceni

b
K(y,2z) = [(Ry'?’ + Pyz) dz. (7)

a
Funkciondl K(y,z) je bilinedirnim funkciondlem funkce y = y(z)
az = z(z), t.j. K je linedrni jak vzhledem k y(z), tak i vzhledem k z(z).
Pro y(z) = 2(x)

K(y,y) = K(y)
Pripometime nasledujici identitu:
K(a,y + agz) = afK(y) + 2a,a,K(y, z) + a:K(z), (8)

kterou si snadno ovéfime piimo. Tuto identitu lze zobecnit, a to:

K(Zl"‘y") = .Zf?K (ya) + 22 K0, 9)- (8

i>i
Vzhledem k podateénim podminkdim (5) dostaneme:
b b b

fRy’z' dr = — f(ga-:Ry')z dz = _f(C%? Rz') y d=.
Lze tedy integral (7) napsat v tomto tvaru: “
K(y,2) = afb L(y)z dz, (9)
kde L(y) je definovina rovnosti (6). Je ziejmé, Ze lze také napsat

b
K(y,2z) = [L(2)y dz,
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a tedy » »
Ly dz = [L(z)y d. (10)

Specialné pro y = z ,
K(y) = [Lly)y dz. (11)

Symetrické operiatory. BudiZ na tfidé funkei [y(z)], e <2< b,
definovan lineirni operator Ay(x). Operator Ay se nazyva syme-
trickym, jestliZe pro libovolné funkee y(x) a z(z) nasi tfidy plati

b b
[(Ay)z dz = [(Az)y dz.

a a

Formule (10) ukazuje, Ze operitor Sturm-Liouvilleiv na nasi t¥idé
funkei je symetrickym operatorem.

Analogicky lze dokazat, %e operator Ly na tiidé funkei [y(z)] C C,,
vyhovujicich obecnéjsim poédteénim podminkim, na piiklad

y(@)=0, y®)=0,
je operator symetricky. Pravé tak je tento operator symetricky na t¥idé
funkei, u nichz krajové podminky jsou podminkami periodicity
8 periodou w = (b — a):
y() = y(a), y'(b) = y'(a).

Jako jiny pripad symetrického operitoru lze definovat operator

Fredholmuv K, definovany na viech funkeich tfidy C:

b
K(y(z)) = [K(=, s) y(s) ds

se symetrickym jadrem K(z, s) = K(s, z).
Je totiz

b bb
[(Ky) z(x)dz = [ [K(x, 8) y(s) z(z) ds dz,

b bb
[(Kz) y(x)dz = [ [K(z, 3) z(s) y(z) ds dz.

Vzhledem k symetriénosti jadra K(z, ) = K(s, z) jsou si oba dvojné
b b
integrily rovny a je [(Ky)z dr = [(Kz)y d=.

a
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Orthogonalita. Dvé funkee y,(x) a y,(x) se nazyvaji orthogondinimi
v intervalu [a, b] s vahou o(z), jestliZe

b
Je(@) y1(®) yo(x) dz = 0.
Funkee y,(x) se nazyvd normovanou v intervalu [a, b] s wvahou
9(93), je']i
b
[o(@) yi(x) dx = 1.

Napfisté budeme povazovat vahu za nezapornou a pfitom v inter-
valu [a, b] nerovnou identicky nule, o(x) > 0.

V pfipadé véhy o(x) = 1 mluvime jednoduse o orthogonalité dvojice
funkei y,(x) a y,(z) v intervalu [a, b], je-li

b
Jy:19: dx = 0 pro y,(z) * y,(z)
a 0 normovanosti funkee y(x) v [a, b], je-li
b
fyrdz = 1.

Posloupnost funkci se nazyva orthonormovanou v intervalu [a, b]
8 vahou o(x), je-li

0 pro ¢ + j,

fyl y: x) Q(x) dx - {1 pro 1’ — 7"

PFildady: 1. Posloupnost
1
15;, Vn cosz, V:z sinz, ..., V

je orthonormované posloupnost o vaze 1 v [0, 2x].

cosnz, 4— smnz, e

Vn

2
2. Posloupnost {l/—— sinnx}, n=0,1,2,..., je orthonormované posloupnost
n

o vaze 1 v [0, 2x].

Pro jednoduchost se napii§té viude omezime, bez dalsich poznimek,
na pfipad vahy o(z) = 1. Ale viechno, co v této kapitole dokaZeme,
lze automaticky pfenést na piipad jakékoholi kladné vihy o(z).
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§ 37. Vlastni hodnoty a vlastni funkce.
Rovnice (4) za podminek (5) pro jakékoli redlné nebo komplexni 1
ma vidy trivialni feSeni
y(x) =0.
AvSak pro nékteré hodnoty i miZe mit tato rovnice pro poéateéni
podminky (5) také netrividlni (t. j. nikoli identicky rovné nule) feSen:

y(z) == 0.
P#isludné hodnoty 2 se nazyvaji vlastnimi hodnotams pro operator L.

Pfiklad. Budi?
b
Ky) = f(cy® + ey’ dz, 0 = 1,
a

kde ¢; > 0 (¢, ¢, jsou konstanty). Rovnice Sturm-Liouvilleova mé nyni takovy
tvar:

" A—c
Y+ y=0. (12)
¢
Z toho je
y — Alemz + Aze—mﬁ’
kde
A—e
md: = — . (13)
51

Podéatedni podminky (5) vedou k paru homogennich rovnic vzhledem k 4, a 4,,
a to:

Ajeme 4 A,0-™8 =0, Ae™ + Ae-mb =10, (14)
K tomu, aby systém (12) m&l netrividlni FeSeni, je nutné a stadi, aby jeho
determinant se rovnal nule, t. j. aby
em(@~b) — e-m(a-b) peboli e2m(a-8 = 1.

Je tedy m(a —b) = nai (i = |/— 1), kde n je libovolné celé &islo. Proto lze
fefeni rovnice (11) vzhledem k A napsat v takovémto tvaru:

5 cnin? " (16)
=——+e¢.
(b—a)?
Redeni rovnice (12) za podminek (5) 1ze dét tvar
. na(r—a)
y = Asin ——, (16)
b—a
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kde A je libovolné konstanta. Pro n celé rizné od nuly dostaneme netrivialn{
TeSeni.
Budou tedy vlastnimi hodnotami viechna €isla tvaru (15).

Vlastni funkce. Kazdé netrivialni feSeni rovnice Sturm-Liouvilleovy

Ly) = 4y
pro y(a) = y(b) = 0, odpovidajici vlastni hodnot& A, se nazyvi
viastni funkci operatoru Ly. Vlastni funkce y(z) se nazyva normovanou,
je-li
b
[y (x) dx = 1.

Pro ptedchazejici pfiklad budou funkece (16) vlastnimi funkcemi.
Zikladni vlastnosti vlastnich hodnot a vlastnich funkci. Stanovime
piredbéiné fadu dilezitéjdich vlastnosti pro vlastni funkce.
1. Je-li y(x) vlastni funkce, pak je
y'@) * 0,
y(b) # 0.
Jelikoz totiZz rovnice Sturm-Liouvilleova je rovnici druhého fidu
a koeficient pfi y” je rizny od nuly, je podminkami y(a) = 0, y'(a) = 0
nebo y(b) = 0, y'(b) = 0 integril uréen jednoznaénym zplsobem.
Aviak stejnym politeénim podminkdm vyhovuje trividlni FeSeni
y = 0 a tedy za predpokladu, Ze pro vlastni funkei y = y(z) je y(a) = 0
a y'(a) = 0, dostaneme, Ze tato funkce je identicky rovna nule, coz
je ve sporu s definici.
2. Jsou-li y,(x) a y,(x) viasini funkce, odpovidajici jedné a téte viasini
hodnoté, pak jejich linedrni kombinace

Yy =y@) = ey, + Y,
kde ¢, a c, jsou konstanty, je bud viastni funkci nebo trividlnim fefenim.
Na zdkladé vlastnosti homogennich linearnich rovnic je totiz y(x)
integralem rovnice (4), a mimo to je
y(@) = 1y (a) + c.y,(a) = 0,
y(b) = ¢y,(b) + cya(b) = 0.
Je-li tedy y(z) == 0, je tato funkce vlastni funkei,
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3. JestliZe y,(z) a y,(x) jsou vlastni funkce funkciondlu K, odpovidajici
jedné a téze viastni hodnoté, pak y, a y, jsou linedrné zdvislé, pfi éems
¥2(®) ¥1(a) — 9,(x) ya(a) =0. (17)
Skuteénég, funkce
y(@) = y2(=) y1(a) — 1(x) a(a)
je FeSenim rovnice (4) pro piisludné i. Protoze kromé toho je pro ni
y(a) = y'(a) = 0, pak na zikladé jednoznacnosti feSeni diferencialni
rovnice rovnéz dostaneme (17).
4. Pro kaZdou vlastni hodnotu A existuji jenom dvé normované vlastni
funkce. Tyto funkce se od sebe lisi jenom znaménkem.
Vyplyva totiz z vlastnosti 1 a 3, Ze jsou-li y,(r) a y,(z) dvé vlastni
funkece, prislusné jedné a téze vlastni hodnoté 1, je
Ya() = ky,(2),
kde & + 0 je néktera konstanta. Z rovnosti

b b
[4pde = [yidz =1
Plyne, Ze je bk = 4 1.
Nyni dokazeme fadu elementdrnich, ale dileZitych vét.

Véta 1. Jsou-li A, a 2, dvé razné viastni hodnoty pro K a y,(x) a y,(x)
jim odpovidajici vlasini funkce, pak jsou lyto funkce y,(x) a y,(x)
orthogondlni, t. §. spliiuji rovnost

b

fyl.’lz dr = 0.
Vskutku je

L{y,) = Ay,

L(y,) = Ay,.

Nésobime-li obé strany prvni rovnice éinitelem y,(x) a druhé rovnice
&initelem y,(z), integrujeme-li v mezich od a do b a odeéteme-li od sebe
dosaZené vysledky, obdrzime

b b
f[(Dyl)?/z — (Lya)y ) dz = (4, — j-2)1‘!/1?12 dz = 0,
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a protoZe je A, + A,, mame tedy

b
fyy, dxz = 0.

Véta 2. Viechny viasini hodnoty K jsou rediné.})

Budiz 2 komplexni vlastni hodnota funkcionalu K, v kterém ovsem
pfedpokladdme, Ze funkce P a R jsou reilné, a budiz y(x) pFisluina
vlastni funkce. Oznadime-li 1 a %(z) velid¢iny s nimi konjugované,
pak z rovnice

Ly) = 2y

L(g) = 2,
t. j. A je rovné% vlastni hodnota funkcionalu K a § je odpovidajici

vlastni funkce. AvSak na zdkladg véty 1 pro A + 1 mame
b b
fyy d = fly?| dw = 0.

Posledn{ rovnost je mozna jenom tehdy, kdyZ je |y| identicky rovno
nule, coz je ve sporu s nadimi pfedpoklady. Je tedy 4 = 4, t. j. 1 je ¢&islo
redlné.

dostaneme

Véta 3. Je-li A viastni hodnotou K a y(x) pFisluénd normovand vlasini
funkce, je
K{y(x)] = 2.
Vskutku je
L(y) = 2y. (18)
Z toho podle formule (11) mame

b b
K(y) = [L{y)y dz = Afy* dz = 4.

Véta 4. Je-li y(x) vlastni funkce K a y,(x) k y(z) orthogondlni funkce,

je K(y, ) = 0.
Nésobime-li totiZ obé strany rovnosti (4) vyrazem y,, pak po inte-
graci podle rovnosti (9) dostaneme

b b
K (y,9) =afL(y)?/1dx=).!yy, dz = 0.

1) Véty 1 a 2 plati pro vBechny symetrické operatory.
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Hledejme nynf k¥ivku y = y(z), kterd naleZi ke t¥idé C, (nebo D,,
viz §6), a spliluje podminky (3) a (5) a ¢ini K(y) minimdlnim. Lze
dokazat, Ze vidycky existuje funkce y = y,(z) t¥idy C, ') davajici
integrilu K(y) minimum.?) Tato funkce musi vyhovovat Eulerové
rovnici (4) pro nékterou hodnotu parametru 4 = 4,. TudiZ pro rovnici
Sturm-Liouvilleovu vidycky existuje jak vlastni funkce y,(z), tak
i k ni pfisludnd vlastni hodnota. Podle véty 3 je

K(y,) = 4.
Avsak podle definice y,(x) 4, je minimum funkciondlu K za podminek
(3) a (5). Jiné vlastni hodnoty podle téie véty jsou také hodnoty funk-
ciondlu K (rtizné od minimélnich) pro nékteré funkce, vyhovujici
témZe podminkam (3) a (5).

A, je proto nejmensf z vlastnich hodnot. Tak jsme dosli k nasledujici
véte.

V&ta 5. Nejmendt z vlastnich hodnot je prdvé minimum funkciondlu K
za podminek (3) a (5).

V&ta 6. Je-lt A, nejmendi z vlastnich hodnot funkciondlu K, y,(z)
pFislusnd vlastni funkce, pak pro jakoukoli funkci y(x) tFidy C, nebo D;,
vyhovujict pobdteénim podminkdm (5), je splnéna nerovnost

b
K(y) = 4 [y* de, (19)
a
pfi EemZ znameni rovnosti plati jenom v tom pFipadé, kdyZ je y(x) =
b
= 4 ky,(x), kde k* = [y da.

b a
Je-li [y?dz = 1, pak je podle véty 5 K(y) > 4,. Necht je nyni
¢ b

b 2
fy? dx = m? £ 0; potom jef(% y) dz = 1, a proto
a

1 1
i K0 = K (L 9) 20

/) Funkee dévajicf minimum integrdlu K patii ke t#{d® C,. Vskutku, v kazdém bodé
lomu ¢ rovnost Weierstrassova-Erdmanova (§ 17) mé tvar R(e)y’(c — 0) = R(c)y’(c + 0).
Avdak je R(c) > 0, a tedy y’(c — 0) = y'(c + 0) = y’(¢).

2) Dukaz existence takové funkce Ize najit na pfiklad v nasi knize ,,Osnovy variacion-
nogo iséislenija‘*, sv. I, &. II, str. 255—260 nebo 386—394.
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b b
z &ehoZ plyne (19). Je-li nynf K(y) = 4, [y dz, pak klademe [y dz =

— k* a §(z) = - y(z). Potom je K(7) — 4, a tedy §(x) &inf funkecional
<y

K miniméalnim. Tedy tato funkce pat¥f ke t¥idé C, a je FeSenim rovnice
(4) pro A = A, a za podminek (3) a (5). Na zdkladé vlastnosti 4 je y(z) =
= £ yu(2), t. J. ylx) = & kyi(2).

§ 38. Extremalni theorie vlastnich hodnot.

Véta 5 uvadi extremalni definici nejmensi vlastni hodnoty. Jinymi
slovy, vlastni hodnota je minimum funkeciondlu K na kiivkach tiidy
Cy(D,) za podminek (3) a (5) a prislusnou vlastni funkei je funkce
tridy C,, pro niZz se tohoto minima dosahuje. Nyni dokiZeme, Ze lze
definovat zbyvajici vlastni hodnoty jako minima funkcionalu K
na kfivkach tiidy C, za nékterych dodateénych podminek, a prislusné
vlastni funkce jako ty funkce tiidy C,, pro néz toto minimum nastava.
Diikaz existence takovych funkei nebudeme opét provadét.

Véta 7. Viechny viastni hodnoty funkciondlu K mohou byt sestaveny
v rostouct nekoneCnou poslowpnost

<l <hh<..<l <A <...

Py tom, jestliZe Yy, Ya, Yss -+ vy Yn—1> Yns --- j& posloupnost prislusnych
normovanych vlastnich funkci, pak pro kaZdé n je vlastni hodnota 1,
rovna minimu funkciondlu K(y) za podminek

b b
fyrde=1, [yy;dz=0 (i=1,2,...,n—1),

y(a) = y(b) = 0,
a funkce y(x), realisujici toto minimum, je rovna y,.

Ustanovili jsme totiz v § 37, Ze minimum funkciondlu K za podminek
(3) a (5) je rovno nejmensi vlastni hodnoté 4,. Podminky (3) a (5)
mohou byt zfejmé vySetioviny jako zvlastni piipad podminek (20)
pro n = 1. TudiZ druha ¢éast nasi véty je spravna pro n = 1. Budeme
nyni predpoklidat, Ze jsme uréili vlastni hodnoty 1,, 2,, ..., 1,_, a jim
prisludné vlastni funkece ¥y, %5, .-, Yn_y, PHi Cemz 4, < A, < ... < Ay,

(20)
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a %e neexistujo jiZ Zidnd jind vlastni hodnota, leZici mezi 4, a 4, _,.
Potom dokézeme, Ze minimum funkciondlu K za podminek (20) je
vlastni hodnota nasledujici pfimo za 4,,_., a Ze funkce davajici minimum
je piisludna vlastni funkce.

Na zakladé vysledkd kap. V funkce y(x), realisujici minimum
funkcionilu K za podminek (20), musi byt nepodminénou extremalou

funkcionilu
n—1

b
[[(Ry'* + Py?) — py* — > 2vy,y] dz,

=1
kde z a 2y, jsou Lagra.ngeovy' multiplikatory. Euler-Lagrangeova
rovnice dava
n—1
L{y) = py + dvy.. (21)
i=1
Nésobime-li obé strany rovnice (21) ¢initelem y; a integrujeme-li
v mezich od a do b, dostaneme potom tuto rovnost:
b b b b
JL(yyy; dz = pfyy; dz + »,[y; dz + S [y, dx. (22)
a a a iF] a
Protoze podle véty 1

b
[Lty)y; dz = K(y, y;) = 0

a téz podle véty 1
b
Jyy;dz =10 pro i +j,

nalezneme pak na zakladé podminek véty z rovnosti (22) vztah
‘V, == O.

Rovnice (21) se tedy stane rovnici Sturm-Liouvilleovou, funkce
y(x) realisujici minimum za podminek (20) je vlastni funkce a ¢initel x
je piisludnd vlastni hodnota, kterd je podle véty 3 rovna velikosti
hledaného podminéného minima:

K(y) = p.
DokéaZeme, Ze u je vlastni hodnota, kterid bezprostfedné nésleduje
podle velikosti za hodnotami A, 4, ..., 4,_,. Pfedpoklidejme totiz
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naopak, Ze existuje je§té vlastni hodnota A funkciondlu K mensi nez u
a riznd od A, 4, ..., A,-;. BudiZ y(z) piisludnd vlastni normovana
funkce. Potom je

b b
fyrdz =1, [yy;dz=0 (1 =1,2,...,n—1)

* ¥@) = (b) = 0.

Funkee y(z) je tedy jedna z p¥pustnych funkei na3i isoperimetrické
tlohy a je proni 2 = K(y) < up = K(y), coZ je ve sporu s definici y(x)
jakozto funkce, realisujici nade podminéné minimum. S druhé strany u
nemiize byt rovno ani jednomu z ¢&isel 4, 4,, ..., A4,,, nebot kdyby
bylou =12;(¢t=1,2,...,n— 1), pak by z vlastnosti 4 str. 217 vyply-
valo, Ze y(z) = 4 y;(x), a z podminek (20), Ze

b b
Jyyide = £+ [y2dz =0,
a a

coZ je nemozné. Je tudiz 4 > 1,_, a pfitom je u nejblizsi vlastni hod-
nota nasledujici za A,_,. Oznaéime ji znakem A,. Nechame-li nyni »
probihat postupné hodnoty 2, 3, ..., budou v8echna tvrzeni véty tiplné
dokézina.

Véta 8. Je-lt funkce y(x) tFidy C, (nebo D,) orthogondlni k prvnim
(n — 1) vlastnim funkcim a vyhovuje-li podminkdm (5), pak je pro ni

b
K(y) = in[y? dz, (23)
pFi éemZ znameni rovnosts plati jenom tehdy, kdy? je y(z) = + ky.(z),

b
kde k2 = [y? dx. Dikaz je zcela analogicky dikazu véty 6.
gicky

Y&ta 9. Vzrostou-li koeficienty P(z) a R(x) o kladné pfiristky 6P(x) a
O0R(x), pak n-td viastni hodnota A, vzroste (n = 1, 2, 3, ...).
b

Piejdéme totiz od funkciondlu K(y) = [[P(z)y® + R(z)y'?] dx
k funkciondlu ¢

b
K, = [P + éP)y* + (R + 6R)y'*] dz =

b
= K(y) + [(6Py* + ORy") dx;
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budiz y,(z) n-t4 vlastni funkce, odpovidajici ptivodnimu funkciondlu
K(y), a ¥y, = ya(x) + Oyn(z) funkce, odpovidajici zménénému funkeio-
b

nalu. P¥i tom zistane hodnota [y dz nezménéna (rovna 1) a je
a

df';/,”, dz = 2[1;;/,,6y,, dz = 0. (24)
a a
Variace 4, = K(y,) pii zméné funkciondlu se sklidd ze dvou &asti:
0 = Ky(¥a) — K(y) = [K1(¥n) — K1(ya)] + [K1(¥a) — K(y)]
1) z variace OK(y,, dy,) = 2 fb[Ry:.éy:. + Py,dy.] dz, vyplyvajici
ze zmény integrované funkce, ’
2) z vyrazu fb(ény, + 6Ry?) dz, vytvofeného zménou samotného
funkcionalu, t. ;

b ]
8, = 2[(Ry,8y, + Py.dy,) dz + [[(6P)y: + (6R)y,’] dx. (25)

Prvni integral ve vzorei (25) je roven nule, nebof podle vztahu Ly, =
= 1,%, a podle vztahu (24) je roven vyrazu

b b
2K(y, 0y) = [(Ly.)dy dz = Afy,dy, dz = 0.
Je tedy
b
61, = [[(6R)y. + (8P)ys] dz;

pro 0R(z) > 0 je dP(x) > 0, 81, > 0. Véta je dokazana.
Tedy vlastni hodnoty 4, neklesaji ani v tom pfipadé, kdyZ je 6P, (x)=
=0, 6R,(x) = 0.

Dasledek. Odhadneme shora i zdola vlastni hodnotu 4,, odpovidajici
funkcionalu

b
J[R(z)y* + P(z)y*] da.
Necht ¢, ¢, oznatuji minima a C, C, maxima funkei P(z) a R(z).
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VySetiime funkciondly
b b

f(cy? + ewy'?) dz, [(Cy? + Cyy'?) da.

a a
Budte A, a A, n-té vlastni hodnoty, odpovidajici témto funkcionalim-
Na zakladé predeslé véty je

Ay L2 < 2p
Z rovnosti (15) plyne:
,_ minc w1220,
}'ﬂ'— (b_a)2+c; )'n_(b___a)z +C’
z Gehoz
nnic n2n2C

Z formule (26) plyne (ponévadz je ¢, > 0), Ze pro n —  je i, - o0,
t. j. posloupnost tlastnich hodnot konverguje kladniymi hodnotami
k nekoneénu jako n* tedy jenom koneény pocet vlastnich hodnot
miZe byt zdporny.

Véta 10 (Courant). Viastni hodnota A,(b), n-td podle velikosti, je mono-
tonné klesajici funkce horni meze b.

V § 20 jsme odvodili formule pro diferencial dJ integrilu J, vzatého

podél extremaly pro (J -+ AK) za podminky, Ze integral K = const.
Necht 3°(x) je n-t4 vlastni funkce, odpovidajici n-té vlastni hodnoté
A2. Mame:
l: =K b[yZ]-
b
y? je extremala funkciondlu [K, — 221,], kde je I,(y) = [y*dz a
a
I,(4%) = 1. V koncovém bodé b mame:
Yalb) = 0, y,(b) * 0. (27)
Oznadime: H = Ry'? + Py* — Jy? potom
H—y'H, = — Ry'? + Pyt — 2292,
Pro kiivku y = yb(z) p¥i £ = b méme podle (27):
(H—y'H,,)» = — R(b)[ly'(b))* < 0.
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Pti prechodu od 32 k #'*% vazrostou soufadnice koncovych bodu
o piiristky:
dz, = da = 0, dy, = 0; dz, = db, dy, = 0,
proto
ar, = dK,(ys) = (H — y'H,)» db = — R(b)[y'(b)]* db.

Z toho plyne, Ze A2 pro rostouci b klesi. Analogicky se dokazuje,
%e vlastni hodnoty, vysetfované jako funkce dolni meze a, jsou funk-
cemi rostoucimi. Jestlize b konverguje klesajicimi hodnotami k a, pak
A.(b) roste. Z formule (26) plyne trochu vice, a to:

An(b) — oo pro b — a. (28)

§ 39. Zavislost vlastni hodnoty na integradénich mezich.
Oscilaéni véta.

Budeme nyni pfedpokladat, Ze hornf mez ve vzorcich (1), (3) a (5)
je proménna. Abychom to zduraznili, napi§me u znaku K jakoZto
index pismeno b:

b
Ky = [ (Py* + Ry™) dz. (1)

a

Pokud vlastni hodnoty 4,, 2,, 4,, ... zavisi na téZe mezi b, budeme
je oznadovat takto:
A4(b), A5(b), Ag(b), ...
Vé&ta Il (oscilaéni). Viastni funkce y,(x), odpovidajici vlastni hodnoté
Aa(b), n-té podle velikosti, se anuluje wvnitf intervalu (a, b) (n — 1)-krdt.
Dikaz je zaloZen na této vété:

Pomocnd véta. Je-li z,(x) netrividini fefeni rovnice
L(z) = vz (29)

(v je konstanta), vyhovujici podmince z,(a) = 0, pak nulové body funkce
2,, t. j. kofeny rovnice z,(c) = 0, vél¥i net a, jsou prdvé kofeny rovnic
Ase) = ». .

Budiz pro ¢ > a z,(c) = 0. ProtoZze mimo to z,(a) =0 a jeito
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z,(x) je netrividlnim feSenim rovnice (29), je z,(z) vlastni funkce pro K,
a Cislo » je jedna z vlastnich hodnot: v = A;(c).
Necht je obricené pro nékteré prirozené 1

Aic) = ».

Jednou z vlastnich hodnot funkcionilu K, je hodnota v, jiz odpovida
vlastni funkece z,(x) vyhovujici rovnici (27) a poditeénim podminkam
danym vztahy z,(a) = 0, z,(¢) = 0. ProtoZe dvé netrividlni Fefeni
linearni diferencidlni rovnice (27) druhého fidu, kterd jsou soucasné
rovna nule pro = a, se li§f jenom o konstantu raznou od nuly, maji
tato feSeni spoleéné kofeny. Je proto z,(c) = 0. Pomocna véta je do-
kazina.

Vratme se nyni k na8i vété. Budiz A,(b) = ». Znakem ¢, budeme
oznacovat bod uvnitf intervalu (a, b), pro ktery je 4,(c;) = v (jestlize
takovy bod existuje). DokaZeme, Ze existuje pravé (n — 1) takovych
bodi.

Vskutku, protoze 1,(£) je funkce monotonné klesajici, je 1,(£) >
> A,(b) = v proa < £ < b a tim spiSe pro k > n, 1,(£) > 4,(£) > ».

Tedy pro k = n uvnitt intervalu (a, ) neexistuji body ¢,.

Obracensé, je-li 1 <1< n—1, pak je 1,(b) < A,(b) = »; soudasné
pro £ — b je 1,(§) > + oo (viz formule (26)). Pro & dostateéné blizké
k b je 2,(£) > ». Funkce 2,(£) pfejde uvnitf intervalu (a, b) od hodnot
vétsich nez » k hodnotdm mensim nez ». Existuje takové ¢;, a < ¢, <
< b, Ze je Ai(c;) = v. Existuje tedy pravé (n-— 1) ¢isel ¢; pro ¢ =

=1,2,...,n VSechna jsou od sebe razna, nebot je-li j > %, pak je
Ai(ee) > Ai(c;) = v, a tedy ¢, + c;.
Podle pomocné véty téchto (n— 1) é&isel ¢y, ¢y, ..., Co—, & jenom

téchto (n — 1) ¢isel je nulovymi body funkce y,(z) = 2,(x) uvnitf
intervalu (a, b). Oscilaéni véta je tim dokazina.

§ 40. VySetifovani druhé variace.
V § 11 jsme objasnili, Ze pro extremélu ¥y = y(x) funkcionalu

b
Jy) = [F(z,y,y') dx

226



piirtstek funkcionalu
Jy + 7)) —J@)

a% na veli¢inu nekoneéné malou druhého fadu ve srovnéni s r(y, y + %)
je roven druhé variaci

b
887 = [(Pn* + Ry dz = K(y),

kde je
d
R = F,,',,', P = Fw - CE:-F‘II"II"
Budeme pfedpokladat, ze podél extremaly je vyhovéno zesilené
Legendreové podmince
FII'1I' = R > 0.

K vySetfovani druhé variace dokidZeme predbézné nékolik dalsich
vlastnosti funkciondlu K(#).

Rekneme, Ze tento funkcionil je positivné definitni nebo prostd
kladny, kdy% pro jakoukoli funkeci 7(z) == 0 tf¥idy C, (nebo D,), vyhovu-
jici podminkam 7(a) = #(b) = 0, je K(n) > 0.

Véta 12. K tomu, aby funkciondl K, (n) byl kladny, je nutné a staét,
aby jeho nejmendi vlastni hodnota byla kladnd

A(b) > 0.

Nutnost této podminky vyplyvd z toho, Ze vlastni hodnota A,
je hodnotou funkcionalu K pro pfislu§nou vlastni funkei. Z nerovnosti .
(19) vyplyva, Ze podminka je postaéujici.

V&ta 13. Pro ka#dy Fkladny funkciondl K, existuji takové kladné
konstanty d, a d,, Ze pro vdechny funkce tfidy C, (nebo D,), vyhovujict
podminkdm n(a) = 7n(b) = 0, plati vztahy:

b
Ky(n) g 2d1f712 dz, (30)
b
Ky(n) = 2d,[7n" dz, (30%)
b b
Kyn) = dlf’lz dz + dzf’]'2 dz. (31)
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Nerovnost (31) je dusledkem dvou pfedchédzejicich nerovnosti.
(30) plyne z (19) a z véty 12: 2d, = 4,(b).
Dokézeme nerovnost (30'). Mame

b b
Kyn) = cfn?dx 4 ¢, [n? dx, (32)
kde ¢ a ¢, (¢c; > 0) jsou minima funkeci P(z) a R(x) v intervalu [a, b].
Je-li ¢ = 0, pak staéi poloZit 2d, = ¢,. Budiz ¢ = —¢,, ¢; > 0. Vy-
Setfime oba mozZné piipady:

b b

1) szﬂz dz < %fﬂ'z dz; potom z (32) plyne
a

b
Kol) 2 2 f n'? da. (33)

b b
2) ¢, f ntdz > % f 7'? dx; potom z (30) dostaneme

b 3
Ks(n) = Ay(b) f ot do 2 900 f y'* da. (34)
a ) a
PoloZime-li 2d, rovno mendimu z &isel % a 9%, dostaneme ja-
2

ko vysledek z (33) a (34) vztah (30").

Souvislost s theorii Jacobiovy rovnice. Jacobiova rovnice (2) je
zvlastnim piipadem rovnice Sturm-Liouvilleovy pro 2 = 0. Oznaéime
jako v predeslych kapitolach znakem A(a, z) netrivialni FeSeni Jaco-
biovy rovnice, pro které

A(@,a) =0, A.a,a)=1.

Viechna netriviadlni Fefeni Jacobiovy rovnice, kterd jsou rovna nule
pPro z = a, se dostanou z A4(a, z), ndsobime-li je konstantou riznou
od nuly.

Hodnotami konjugovanymi s a budeme nazyvat kofeny rovnice
4(a, x) = 0 rizné od a.
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V&ta 14. Polet zdpornyjch vlastnich hodnot A,(b) funkciondlu K, je roven
poltu hodnot konjugovanych s a a leZicich uvnitf intervalu (a, b). .

Polet nekladnyjch viastnich hodnot K, je roven poltu hodnot, konjugo-
vangch 8 a v intervalu-(a, b] zprava uzavieném.

Podle definice konjugovanych hodnot a podle pomocné véty na
str. 225 jsou hodnoty konjugované s a vétsi nez ¢ kofeny rovnic
ME=00=123,..).

Kazdé kon]ugovane hodnote ¢, a<<c<b, 0dpov1da index ¢, pro
néjz A,(c) = 0. Vzhledem k monotonnimu poklesu funkce 1,(£) je
A:(b) < 0, t. j. kazdé hodnoté konjugované s a uvniti intervalu (a, b)
odpovida zapornd vlastni hodnota 4,(b).

Obrécend kazdé zaporné vlastni hodnoté A,(b) odpovidd. uvnit¥
intervalu (a, b) bod ¢, pro ktery 4,(c}) = 0 (jeZto pii konvergenci £ k a
zméni se 1;(£) ze zdporné hodnoty na kladnou, pfi ¢em? konverguje
k + o0); podle naii pomocné véty je ¢ hodnota konjugovani s a.

Tim je prvni éast véty dokazana.

K dikazu druhé &dsti pfipomeneme jesté podle téZe pomocné vety,
ze nulové vlastni hodnoté 1,(b) = 0 (jestlize takova existuje) odpovida
konjugovana hodnota ¢ = b, ktera souhlasi s koncovym bodem naseho
intervalu. Obréacené, je-li b hodnota konjugovana s a, pak existuje
vlastni hodnota A.(b) = 0 (podle téZe pomocné véty); je tedy véta
dokazana.

Z toho vyplyva:

Yé&ta 14'. K tcmu, aby vdechny vlastni hodnoty byly nezdporné, je nutné
a stalt, aby interval (a, b) neobsahoval hodnoty konjugované s a. {

K tomu, aby vechny viastni hodnoty byly kladné, je nutné a staét, aby
interval (a, b zprava uzavieny neobsahoval hodnoty konjugované s a.

Z druhé éasti véty a z nerovnosti (19) plyne déle:

Véta 15. K tomu, aby K, byl kladnym funkciondlem, je nutné a stadi,
aby zprava uzavieny interval (a, b] neobsahoval hodnoty konjugované s a.

Postacujici podminka Jacobiova. Véta 15 je ekvivalentni postacdujici
Jacobiové podmince pro minimum funkciondlu v nejjednodusi tloze
(viz § 35).

Predpoklidejme totiz, Ze podél extremily y = y,(z), a < = < b,
je F,, = R > 0, a déle, Ze je podél ni vyhovéno Jacobiové podmince
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— Ze totiZ neexistuji hodnoty konjugované s @ v intervalu [a, b]. Podle
véty 15 je druhd variace

6%J = Ky(n) = fb (Pn* + Ry'*) dz
kladnym funkciondlem proménné 7, t. j. (véta 13)
0°J = Ky() Zafb(dm2 + dyn'?) dz. (35)
Porovname-li nerovnost (35) s rovnosti (15°) § 11, dostaneme
Jly +7)—J) =
= 87+ Jlea® + e do 2 [l + et + G+ e d

Zde ¢, i £, konverguji stejnomérné k nule spolu s r(y, ¥ + 7). Pro
dostateéné malé r(y, ¥y + 7) stanou se koeficienty u %’ a % kladnymi
a dostaneme

Jy+n)—J@y = 0.

Jesté jednoduseji se dokaze nutnid podminka Jacobiova (viz § 29).
Necht uvnitf intervalu (a, b) existuje hodnota konjugovana s a. Potom
podle véty 14’ existuji zaporné vlastni hodnoty pro druhou variaci
0%J = K,(n). Jinymi slovy, druha variace mize nabyvat i zdpornych
hodnot. Av8ak v takovém pfipadé vibec nemame pifipad minima.

Klasifikace extremdl. Morse navrhl klasifikovat extremaly podle
poétu zapornych vlastnich hodnot jejich druhé variace.

Omezime se na oblouky extremal, u nichZ neni koncovy bod konju-
govan s bodem poditeénim (t. j. u nichz ma druhd variace vlastni
hodnoty ruzné od nuly). Extremilu budeme nazyvat exiremdlou
k-tého fddu, jestliZe druhd variace obsahuje pravé k zapornych
vlastnich hodnot. Podle véty 14 je to ekvivalentni s podminkou, aby
oblouk extremaly obsahoval pravé k bodu konjugovanych s pocatkem.
Extremalami nultého fddu jsou extremadly realisujici minimum.

Pfiklad. Vedme dv&ma body A a B na povrchu koule, které neleZi na koneci
prameéru, hlavni kruZnici g. Body 4 a B ji rozd$li na oblouky ACB a ADB.
Mensi z t&chto oblouktt ACB je extremélou nultého fddu pro funkeional vyjadfu-
jici délku oblouku na kouli, vét8i A DB je extremdélou prvniho fadu.
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§ 41. Steklovova véta o uplnosti systému orthonormovanych
funkei.

Budeme vysetfovat orthonormdini soustavu z,(z), t. j. soustavu,
pro niz

b 1 pro i =34,
&fz,z,- dz = {0 pro i + j. (38)
Z (36) plyne rovnost
b n n
[ az,)?dz = Yal (37)
a i=1 i=1

Fourierovymi koeficienty pro funkei y(x) vzhledem k posloupnosti
{2,} se nazyvaji Cisla

b
¢; = [yz,dx.
a

@ n
Rada >c,z,(x) se nazyvé Fourierovou fadow pro funkei y(z) a > cz,(x)
i=1 =1
édsteénym soultem této fady. Oznatéime znakem R, (z) rozdil

y(x) — Dezi(z) = R, ();
i=1
potomjeproj=1,2,...,n
b b n
Rz, dz = [(y — Dcizy)zsdx =¢;—¢; = 0,
a a i=1

t. j. R, (z) je orthogonalni ke véem funkeim

21(1?), zz(x): ey zn(x)'

Proto z (36) najdeme
b b n n b
fyrdz = [(Qeczi+ R dz = D¢t + [Rd=.
a a i=1 t=1 a
Z toho plyne, Ze je

> < [yrda (38)
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@
pro jakékoli n. To znamend, %e fada > ¢} konverguje, pfi dem?
i1

@ b
> < [y de. (38)
i=1 a

To je tak zvanad Parcevalova nerovnost.
Jestlize Parcevalova nerovnost pro libovolnou funkei y(x) tfidy C,
se zméni v rovnost,?) pak fikame, Ze systém z,(z) je #%plnym ortho-
b
normalnim systémem. V tomto pf'ipadé je f R: dx — 0, t. j. Castedny

n—w

souc¢et Fourierovy fady funkce y(x Zc z.(x) konverguje podle stfedu
k y(z).

A. M. Ljapunov prvii dokizal Parcevalovu rovnost pro soustavu
trigonometrickych funkei.

Pro systém vlastnich funkei rovnice Sturm-Liouvilleovy plati
nasledujici duilezitd véta o tuplnosti, zahrnujici jako zvlastni pfipad
vétu Ljapunovou.

Véta 16 (V. A. Steklov). Posloupnost normovanyjch vlasinich funkct
rovnice Sturm-Liouvilleovy tvori dplnou orthonormdlni soustavu.

b
Méjme totiZz funkciondl K(y) = [(Py* 4+ Ry’?) dz. VySetiujme jeho

prvnich n vlastnich funkei y,(2), ¥,(z), ..., ¥.(z) a libovolnou funkei
y(z) tiidy C,. Zachovame-li pfedchézejici oznadeni, (y = dc;y; + R,)
(viz (8')), mame

K@) = K(Se + Ra) = K(R) + SR () +

i=1

Jf"- 2ZCfK(?/., n 226109 yb yi
i=1 i+

Avialk podle véty 3 § 37 je K(y;) = 4,. Déle (véta 4 téhoZ paragrafu) je
K(y:;, R,) = 0, K(y;, ;) =0 pro j £ ¢ -

(nebof y; je orthogondlni k y, pro j + i, zbytek R, je orthogonaln{
ke viem y;,72 = 1, 2, ..., »).

3) V tomto piipadd se zméni v rovnost i pro viechny funkce s integrovatelnymi
&tverci.
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Je tedy "
K(y) = 2Ac; + K(R,). (39)
i=1

Protoze R,(z) je orthogondlni k y, (), y.(), .. ., ¥a(x), jepodle formule (23)
b
K(Rn) g }‘ﬂ+1f'R12l dz. (40)

Cisla 1, > + 0, a proto, poéinaje od nékterého indexu, jsou viechna

n
kladna. Rada >A,c? potinaje s nékterého mista, miZe jenom rist
a vyraz =1

K(R,) = K(y) — 2heh, (41)

pocinaje nékterym mistem, miize jenom klesat.
Z (40), (41) plyne nerovnost

b n
JRyda < 1 [K(y) —ig{‘lic?]. (42)

ln+l
Protoze vyraz (41) neroste a A,., konvérguje k + oo, je
b
lim (R} dz =0,
n—wx a
a tim je Steklovova véta dokazana.

Steklovova véta plati i pfi pfechodu od vahy 1 k libovolné kladné
vaze o(x).

§ 42. Souvislost s integralnimi rovnicemi.

Inversni operitor. VySetiujme operator Sturm-Liouvilleiv:
Ly(z) = [R(z)y'(z}]" + P(z) . y(x),

definovany ne soustavd funkei {y(z)} tfidy C,, vyhovujicich krajovym pod-
minkdm

y(a) = y(b) = 0. (43)

Budeme piedpokladat, Ze b neni bodem konjugovanym s a. Inversni operdtor
L~1 je definovédn vztahem

L-[Ly(=)] = y(x)- (44)
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Budeme hledat inversni operadtor L-! k diferencidlnimu operdtoru L mezi
integrilnimi operdtory se spojitym jddrem K(z, )
’ b
L~2(z) = [K(=, 9) z(s) ds. (45)
a

Potom lze rovnici zapsat ve tvaru

b
JK(z, 5)Ly(s) ds =
b
= [K(z, s){[R(s)y’(8)], + P(8)y(s)} ds = y(z). (48)

Rovnost (468) musi platit pro vSechny funkce z {y(z))}.

Na vyraz stojici za integraénim znamenim uZijme transformac{ Lagrangeovy
a Du Bois-Reymondovy.

Tak integraci po ¢istech dostaneme:
b
JK(=z, 8)[R(s)y’(s)], ds =
a

b
= [K(z, 9)R(s)y'()13=8 — [K,(=z, 8)R(a)y’(s) da.
. a

Predpoklddédme-li, Ze K(z, 8) vyhovuje krajovym podminkédm, analogickym
podininkém (43):

K(z,a) = K(z, b) = 0, (43
pak

b b

afK(x, 8)[R(s)y’(8)], ds = —afK;(x, 8)R(s)y’(s) ds.

8
Déle pfi oznadeni Ulz, 8) = fK;(a:, t)P(t) de, t. j. U;(a:, 8) = K(z, 8)P(s),
a
méame (vzhledem k podmince (43%)):

b b b
[K(z, 8)P(s)y(s) ds = [U,(x, 8)y(s) ds = — [U(z, s)y’(s) ds.
a a a

Nakonec muZerne napsat

y(@) = [y'(s) ds = [T(z, 8)y’(s) ds,
kde je
Jl proa S8 <z,

T(z, 8) =
[0 pro z <s < b.
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Po provedenych transformacich nabude rovnice (46) tvaru
b
J[R(8)K’(z, 8) + U(z, 8) + T(z, 8)ly’(s) ds = O. (47)
a
Tato rovnice je spln&na pro libovolnou funkei y(z) z {y(z)}. Podle vty Du Bois-
Reymondovy je:
R(s)K'(z, 8) + U(z, 8) + T'(z, 8) = C = const
neboli podle definice T'(z, s):
R(8)K'(z,8) + Ulx,8) + 1 =C proa < s <z, (48)
R(8)K'(x, 8) + Uz, 8) = C pro z < a8 < b.

Na intervalu ¢ < z < s U(z, 8) je diferencovatelnd podle s, Us(z, 8) = P(s).
. K(z, 8), coZ znamené, Ze i R(s)K’(z, ) je diferencovatelnd podle s, pii dem

(R(s)K'(z, 8)] + P(x)K(z, 8) = 0,

t. j. K(z, 8), funkce K vyhovuje pro a < z < s Jacobiova rovnici; pti tom (viz
{43%)) je K(x, a) = 0; z toho

K(z,8) =c¢,4(a,8) proa < s < z. (49)

Analogicky v intervalu # < 8 £ b K(z, 8) vyhovuje Jacobiové rovniei; pfi
tom je K(z, b) = 0; z toho

K(z, 8) = cy4(b, s) pro = < 8 £b. (49’)
Podle piedpokladu je K(z, 8) spojitou funkef v 8 a proto v bod® 2 = x méme
K(z,8 —0) = K(z,3 + 0). (50)
Z (50) plyne (vzhledem ke spojitosti R(s) & T'(z, 8) v 8):
R(z)K'(z,z—0) + Uz, z) + 1 = C,

R(x)K'(z, z + 0) + Ulz, =) = C,
z C¢ehoZ
’ ’ 1
Kz, z + 0) — K)(z, 2 — 0) = T (561)

Tedy funkce K(z, 8) jakoito funkce promé&nné s vyhovuje rovnici Jacobiové
v intervalu (a, z) a (r, b) pfi poditeénich podminkéch (43') a v bod8 s =z

1
méa jeji derivace skok rovny F-Eﬂ
z

Protofe podle pfedpokladu nenf b hodnote konjugovand s a, jsou d(a, s)
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a A(b, s) dvd nezdvislé feSeni rovnice Jacobiovy a odpovidajici Wronského
determinant:
W(s) = d(a, 8)4,(b, s) — A(b, 8)4,(a, )

neni nikde roven nule v intervalu (a, b). Snadno vyéislime W(s); vyhovuje
rovnici

R'(s)

R(s)

W(s) = — Wis),

z &eho
(IgW(s) + 1gR(8))’ = 0 a W(s)R(8) = ¢ = const,
ha'pi"ikla.d W(s)B(s) = W(b)R(b). ProtoZe ale A(b, b) = 0, A;(b.b) = 1, pak je
W(b) = A(a, b), z éehoZ
W(s)R(s) = R(b)A4’(a, b).
Podle (50) a (51) napiSeme rovnosti (49) a (49”) ve tvaru

1
¢, 4(b, af) —c,4(a, =) = 0, cy4°(b, ) — ¢, A'(a, x) = —Ra

Re3ime-li tyto rovnice vzhledem k ¢, a ¢,, dostaneme:
A(b, z) A(b, z)

T Ra)W(@) R@®)4@b),’

51

A(a, z) 4(a, x)

“ = Rae)W) _ RO) d@ b)

Je tedy
Rb)d@, b PeesTse
l Ala, ) A(b, )
R(b)A(a, b)
Jddro K(z, 3) se nazyvé Greenovou funkct pro rovnici Ly = 0 za krajovych
podminek (43’). Lze se snadno pfesv&ddit, Ze je symetrické:
K(z, 3s) = K(s, z).

Pfiklad. Pro rovnici ¥ =0 R =1, d{@z)=z—a, Ab,z)=zxz—b,
4(a, b) = b — a, a proto

] A(b, z)A(a, 8)

Kz, s) = (62)

pro s Sz X b.

(b —z)(s —2)

proa Sz s,
b—a
K(z, 8) =
(z_———bal(ba;a) pro s <z < b.
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JestliZe y(z) je vlastni funkce operdtoru L ze podminek (43):
Ly(r) = Ay(=),
pak, aplikujeme-li na ob® ¢ésti operdtor L—*, dostaneme

y(@) = AL 'y(x) = 4 f K(z, 8)y(s) ds.

y(z) je vlastni funkce a &islo 4 je charakteristické éislo jadra K(z, s).

VySetfovani rovnice Sturm-Liouvilleovy muZe byt pfevedeno na vysSetiovani
integralnich rovnic 8 jdédrem rovnym Greenovs funkeci. Uplné theorie rovnic
typu Sturm-Liouvilleova s jejich zobecnénim na pifipad rovnic vyssich ¥add
na zdklads theorie jedné t¥idy integralnich rovnic je uvedena v pracich sovétského
matematike M. G. Krejna.

237



KAPITOLA X.

ULOHY NA MINIMUM MAXIM

§ 43. Formulace tloh.

Dosud jsme vyhledavali maxima nebo minima funkei a funkcionald.
P. L. Ceby3ev po prvé podal vysetfovat extremalni tilohy obecn&jsiho
charakteru, tlohy na ,,minimum maxim‘ (viz § 44) nebo, jak se dnes
nazyvaji, dlohy na ,,minimax‘. Studium obecnych tloh na minimaxy
bylo podstatné rozvinuto v poslednim desetileti hlavné v pracich
sovétskych matematikt (viz sbornik ,,Matematika v SSSR za XV let<
a ,Matematika v SSSR za XXX let*).

Budiz dana funkce f nékolika proménnych. PovaZujeme nékteré

z téchto proménnych za pevné (nazveme je proménnymiskupiny 4)
a najdeme maximum f jako funkeci ostatnich proménnych (proménnych
skupiny B). Toto maximum, které oznaéime znakem C, zavisi na volbé
pevné vzatych proménnych skupiny 4. Budeme nyni hledat minimum
C jako funkce proménnych

_ skupiny 4 (misto o maximu

Y _— nebo minimu budeme jindy

A mluvit o horni a dolni hra-
‘g

nici).

N~
Uvedeme nejjednodussi
piiklady podobnych dloh.

A

Pfiklad 1. VysSetfujme kon-
vexni rovinnou oblast G. Sou-
stava vSech selen, spojujicich
dva body hranice, zavisi na

x dvou parametrech — na thlu,

0 ktery svird seina s osou  a na

Obr. 33. priklad na parametru y pofad-
nice stfedu secny.

Mezi viemi vzéjemnd rovnob&¥nymi senami (odpovidajicimi pevnému dhlu o
8 osou z) najdeme tu, pro niZ délka ! je nejvétsi (maximum I podle y). Pak zvolime
ten thel a, pro ktery pfisluiné maximélni te¢na nabyvé nejmensi z moZnych

238



hodnot !, (minimum podle «}):
l, = min maxl.
« ¥
Cislo 1, se nazyva Sifkou konvexntho obrazce G. Je-li @ elipsa, pak je I, pravé
délke men3i osy elipsy (obr. 33).

PFiklad 2. VySetiujme soustavu pruméra elipsoidu prochézejicich jeho stie-
dem. KaZ%(y centrilni rovinny fez elipsoidu je elipsa; nejv&t3f centralni seéna
takového elipsoidu je jeho velké osa. Minimélni z vel-
kych os pro vSechny elipsy centralnich praseku elip-
soidu je jeho stfedni osa.

Lze vySetfovat tulohy na minimax nejenom pro
funkce o konedném podtu prom&nnych, nybrZ také
pro funkcionély.

Pfiklad 3. BudiZ M bod uvnitf kruhu razny od stfedu
(obr. 34). Nejkrat3i z éar, spojujicich M s pevnym bo-

dem A kruZnice, je usedka MA. Nejdelsi z t¥chto A
usedek je tvsetka MB pruméru (obsahujici stfed Obr. 34.
kruhu).

Analogicky, budiZ dén bod M a kiivka I Minimum hodnot funkeiondlu
J = fF(:c, ¥, ¥') dz mezi vdemi kiivkami, spojujicimi bod M s pevnym bodem C
ktivky I, je extremala AC. Maxima hodnot J na obloucich extremél AC pro
proménny bod C, klouzajicf po I', se dosihne na extrerndle transversalni ke I'.

Pfiklad 4. Budte g a ¢, dvé rovinné kiivky dané v parametrickém tvaru
rovnicemi

T = xy(t), & T = x,(¢),

i

¥y =%l y=uyl)

VySetfujme maximum ¢ vyrazu V[‘ﬁ(‘) — () + [wa(t) — wo(0)12 t. ).
maximum vzddlenosti mezi body na q a g;, odpovidajicimi jedné a téZe hodnotd
parametru ¢. Cislo ¢ zévisi na volb8 parametrického vyjadieni kfivek g a g;.
Infimum takovych maxim vzhledem ke vSem moZnym parametrickym vyjadie-
nim kfivek ¢ a ¢, se nazyva vzdalenost nultého fadu kfivek ¢ a g,. Analogicky
se definuje vzdélenost prvniho a obecn& n-tého fddu t&chto kiivek. Na str. 42
jsme definovali e-okoli nultého tddu dané kiivky. Skladé se ze vSech ktivek,
jejichz vzdalenost nultého fddu nepfevysuje &.

§ 44. Nejlepsi polynomialni aproximace podle Cebyseva.

P. L. Cebysev studoval nasledujici tlohu. BudiZ dina v intervalu
[a, b] funkce f(x). Aprozimaci funkce f(x) polynomem P, (x) n-tého
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stupné se nazyvd maximum absolutni hodnoty rozdilu |f(x) — P,(x)]
v intervalu [e, b] (t. j. podle na8i terminologie vzdalenost nultého
fadu f(z) a P,(z)). Existuje takovy mnohodlen n-tého stupné P,(x) =
= €gZ" + ¢, z*-1 4+ ... + ¢, (t. j. existuji takové jeho koeficienty c,,
€y, .-+ C,), Pro néjZ tato aproximace nabyvd nejmendi z moznych
hodnot. Tato nejmensi hodnota se nazyva nejlepsi aproximaci funkce
f(z) polynomy P,(z) a ptslusny mnohodlen PP(x) je mnohollenem
nejlepsi aproximace pro f(x). Nejlepsi aproximace funkce f(x) polynomy
n-tého stupné (v daném intervalu) se oznacuje £, f:
E,f = min max|f(z) — (ce2® + c;2"~1 + ... + ¢,)|-

Budiz E,f = h; pfedpokliddejme, Ze existuje polynom nejlepsi

aproximace, oznaéme jej
PO(x) = ¢V2r + -1 L+ el
Mime:
max|f(z) — PO@)| = h.
Uvedeme nékolik dilezitych Cebysevovych vat.

Véta I. Existuje systém (n + 2) Eisel 4, 2y, ..., Zpyq, kde a < 25 <
< < oo < Tpoy b, pro néE rozdil f(z) — PN(x) nabivd stFidavé
hodnot -+ h.

Dikaz této véty je zaloZen na dvou pomocnych vétich, které nyni
uvedeme. )

Viechny body tsedky [a, b], v nichz je

|f — PP = b,
se rozpadnou na dvé skupiny:

1) na body, pro které je f— P = &; budeme je nazyvat (+)-
body; "

2) na body, pro které je f— P’ = —h; budeme je nazyvat
(—)-body.

Usedku, obsahujici (4)-body a neobsahujici (—)-body, budeme
nazyvat (-+)-Gsedkou; analogicky se definuje (—)-tisecka. Sym-
boly (—1)* - bod, (—I1)* - usetka oznadéuji (4 )-bod nebo (—)-bod,
(4 )-tsedku nebo (—)-usedku, a to v zavislosti na znameni (— 1)
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Pomocnd véta 1. Uscékeu [a, b] lze rozdélit na posloupnost st¥idajicich se
(+) a (—)-useCek [a, &], [£1, &al, - [k &)y [Ers D), Kde & (2 =
=1,2,..., k) jsou nulové body funkce f — P\,

Dikaz. Protofe spojitd funkce |f(x) — P{®(z) dosahuje svého
maxima rovného k, pak tsedka [a, b] obsahuje (-+) nebo (—)-body.
Jestlize tato Gsecka obsahuje jenom (4 ) nebo jenom (—)-body, pak
je sama (+) nebo (—)-tise¢kou a pomocna véta je tak dokazana.

Necht nyni tdseéka [a, b] obsahuje jak (4 ), tak (—)-body. Oznadime
Z, bod lezici nejdale nalevo ze viech (+) a (—)-bodd (x, muie byt
rovno a). Pfedpokladejme pro uréitost, Ze x, je (+)-bodem (pfipad,
kdyz z, je (—)-bodem, se rozebere podobng).

Oznatme nyni znakem =z, bod lezici nejdile nalevo z (—)-bodd.
Je ziejmé, ze a < z, < ¥, < b. Plipomerime, Ze jeito v (+) a (—)-
bodé rozdil (f — P{) nabyvé hodnot opaénych co do znaménka, pak
musf byt mezi témito body nulovy bod tohoto rozdilu.

Znakem £, oznadime ten nulovy bod funkce f— P!, ktery lezi
nejblize zleva k bodu =z, Jeito =z, je (+)-bod a =z, je (—)-bod,
pak mezi nimi musi existovat nulovy bod této funkce, a tedy nulovy
bod &,, ktery je zleva nejblize k z,, lezf mezi z, a x,; t.j. 2, < &, < z,.

Usetka [a, £,] je (4 )-dselka. Obsahuje totiz (+)-bod z, a ne-
obsahuje (—)-body, jeito nejdile lezici vlevo z (—)-bodi bod =z,
lezi napravo od &;: z, > £,.

Predpoklddejme, Ze jsme jiZ sestrojili posloupnost (— 1)*-bodda:
Ty < By << ooe <Xy < Xy < Tyyq < ... < X z; jo nejdale vlevo
lezici z (— 1)*-bodu, které jsou vpravo od z;_,. Mezi body x;_, a z,,
které maji opaéna znameni, lezi nulovy bod rozdilu f — P{). Oznadime
znakem &, bod, ktery leii nejbliZze zleva k z; a ktery je kofenem tohoto
rozdilu, t. j. x,_, < & < ;. Déile necht je z,,, nejdile nalevo lezici
z téch (— 1):+1-bodi, které lezi napravo od z,. Mezi z; a z,,, existuje
nulovy bod §;., rozdilu f — P, ktery lezi nejblize nalevo od z;,,;
ziejms je x; << &, < %y4q.

Uselka [&;, &, , 1] je (— 1)i-4setka. Vskutku tato iisetka obsahuje (— 1)i-
bod z;. Usedku [£;, &;.,] neobsahuje (— 1)!+1-body, t. j. body s opatnym
znamenim. TotiZ ten bod z téchto bodd, ktery je zprava nejblize bodu
z,, totiz bod z;,,, lezi napravo od této usecky: z;,; > &;,,. Dile mezi

16 - Kurs var. pottu 241



£, a z; nemiZe leZet (— 1)i+1-bod z’, ktery ma opa¢né znameni;
potom totiZ mezi 2’ a z; by musil byt nulovy bod & funkce f — P{?
a méli bychom ¢, < 2’ < &' < z;, zatim co &; je nulovym bodem této
funkce a lezi nejbliZe nalevo od bodu z,. Tedy uaseéka [£;, £;,,] ne-
obsahuje (— 1){+!-body. Dokdzali jsme, Ze tato usecka je (— 1)i-
usedkou.

Necht nyni pro konstruovany bod z, podle pfedepsaného pravidla
nelze konstruovat bod z,,,: pak neexistuji napravo od z, (— 1)¥+1-
body. Potom tiseéka [£,, b] je (— 1)*-tse¢kou. A tak sestrojime posloup-
nost Gsedek [a, &,], (&, &b, -+« [Eiy Eiv1lds -« -5 [Ey B], které jsou stiidavé
(+) a (—)-tseckami. Pomocna véta je dokazana.

Pomocnd véta 2. Cislo k v predchdzejici konstrukci neni mendi me%

n+ 1.
Budiz totiz £ < n. Potom

Qulx) = (— 1 (x— &)@ — &) ... (x— &)

je polynom stupné < n. @, je kladny pro viechny body vsech (+)-
usefek a zdporny pro vsechny body vSech (—)-tsedek, konstruova-
nych pfi dikazu piedeslé pomocné véty. Vskutku, jestlize z lezi
na (— 1)i-Gsedee (&;, £;.,), pak mezi Ciniteli (x — &), (x — &,), ...
.. (®—&;) je ¢ kladnych a k—+¢ zdpornych; znaménko polynomu
@.(z) je stejné se znaménkem (— 1)k (— 1)k-¢% = (—1)-¢= (—1).
Dile, jestlize x leZina (4 )-tseéce (a, &), pak @,(x) je kladné; jestlize x
lezi na, (— 1)*-Gsedee (£,,b), pak je znameni @, (x) rovno znameni (— 1)k,

Pro viechny body kazdé (4-)-asetky je f-—P® > —h, a pro
viechny body kazdé (—)-usedky je f— P < h. Existuje takové
kladné ¢islo ¢, Ze pro viechny body viech nasich (4 )-tiseéek

f@) — PP(x) > —h + ¢ (1)
a pro viechny body vSech (—)-usedek
f@) — PQ(x) S h—e. (1)

Dile zvolime tak malé kladné é&islo «, aby vsude na [a, b] byla
splnéna nerovnost

[6@a(@)| < }e. (2)
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Budeme vySetfovat rozdil f— [P 4 aQ,] = (f — PY)) — aQ,.
Tento rozdil (rovny nule v bodech &, &,, ..., &,) je pro vSechny body
vBech (4 )-tseek mensi nez k. Vskutku, tento rozdil dostaneme
odedtenim kladného éisla a@,(x) od f(x) — P®(x) < b (kromé bodi
£, kde je tento rozdil roven nule a proto mensi nez k). Na druhé
strané podle (1) a (2) je

f(z) — Po(@) — aQu(z) = (—h + &) —he = —h + 3¢ > —h.
Tedy ve viech bodech (4 )-tsecek je

|f() — (Pa() — aQa(@))] < k. (3)
Analogicky se dokazuje, Ze nerovnost (3) je splnéna i na viech (—)-

tsetkich. To znamena, Ze je tato nerovnost vidy splnéna na [a, b].
Avgak potom je

max|f(z) — PO(z) — a@u(@)| < h. (4)

PO(x) + xQ,(x) jako soutet dvou mnohoéleni stupné < n je mnoho-
¢len stupné < n. Aproximace funkce f(z) timto mnohoélenem je mensi
nez h, t. j. mendi nez aproximace f(r) mnohodlenem P®(z). To je ve
sporu s pfedpokladem, ¥e P je mnohoélenem n-tého stupns, ktery
dava nejlepsi aproximaci funkee f(z).

Tim je pomocna véta 2 dokazana.

Existuje ne méné nez (n -+ 1) bodu &, &,, ..., £,+,. To znamena,
Ze existuje ne méné nez (n + 2) bodu z,, z,, z,, ..., Z,,,, které jsou
stiidavé (4+) a (—)-body, plitemia <z < 2, <2, < ... < x, < b.
Véta 1 Cebysevova je dokézéna.

Véta 2 (obracend k vété 1). JestliZe pro mnohollen n-tého stupné
P,(x) je maximum [f(x) — P,(z)| na dseice [a,b] rovno h a jestliZe
rozdil f(x) — P,(x) nabjvd na iseice st¥idavé (n 4 2)-krdt hodnot
+ b a —h, pak P,(z) je polynom n-tého stupné nejlepdi aproxzimace
pro funkes f(x) na [a, b].

Necht totiz mnohoélen n-tého stupné Q,(r) ddvd lepsf aproximaci
nez P,(x) k funkci f(z), t. j.

|Hz) — Qalz)] <k

viude na [a, b].
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Podle pfedpokladu existuje (n + 2) bodi z;,: =10,1,2,...,n + 1,
A Ty <y < Xy < ... < Zpyy < b, takovych, Ze je
fx;) — Pp(z;) = (— 1)*h (nebo (— 1)*+1h),
i=0,1,2,...,n+ L
Vy#setiujme rozdily

Qn(x:) — Pu(z)) = [f(@)) — Pa(z:)] — [f(x:) — @nlz))].

Prvni hranata zavorka v pravé &isti ma absolutni hodnotu vétsf
nez druha. Proto jejich rozdil mé znaménko jako prvni zavorka, t. j.
znaménko (— 1)*. To znamena, Ze Q,(r) — P,(z) pro z = z; a z,,,
nabyva opaénych znameni. Proto mezi z; a z,, , lezi kofen £, polynomu
Qu(x) — P,(x), =; < & < 24,,. Tedy mnohoélen @Q,(x) — P,(x) ma
(n + 1) kofenu &, &,, ..., &,. Aviak P, (z) a Q.(z) a tedy i @,(z) —
— P,(x) jsou mnohoé¢leny stupné < n. Tedy ponévadz Q,.(x) — P,(x)
je rovno nule v (» 4 1) bodech, musi byt rovno nule identicky, t. j.
P (x) je identické s Q,(x), coz odporuje Géinénému piedpokladu. Tim
je véta dokizana.

Véta 3. Existuje jenom jediny polynom n-tého stupné nejlepsi aproxi-
mace k funkci f(x) na dselce [a, b].

Budiz totiz E,f = h a nechf existuji dva polynomy n-tého stupné
P.(x) a Q,(z), pro néz

[f(@) — Pg(x)] < b, |f(x) — Qu(x)] < h vBude v [a, b].
Aritmeticky pramsr }[P.(z) + @.(z)] je rovndz mnoh)élenem n-tého
stupné, pfi éemz

[f(@) — 3[Pa(x) + @u(@)]] =
= }|[f(x) — Pa(x)] + [f(x) — Qu(2)]] £
< 3{i@) — Pule)| + If(z) — Qu(z)l] < h.
Maximum absolutnf hodnoty rozdilu
Hz) — HPa(z) + Qula)]
nemiZe byt mensf ne% A podle definice 2. To znameni, Ze je

max|f(x) — }[Pa(@) + Qu(@)]| =k, a Sz < b,
t. j. 3[Pn(x) + @n(z)] je rovnéZi mnohoélen n-tého stupné nejlepsi
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aproximace f(z). Podle véty (1) existuji» + 2 body z;,: =0,1,2, ...
-..,n + 1, v nich% '

H[H(=:) — Pa(x)] + [f(=:) — Qalz)]} =
= f(x;) — 3[Pa(x;) + Qu(x()] = h nebo = — A

Protoze [f(z;) — P.(z;)] a [f(x;) — @.(z;)] lezi mezi —k a + h, pak
k tomu, aby aritmeticky primér téchto vyrazi se rovnal » nebo — b,
je tieba, aby se f(x,) — P,(z;) a f(z;) — @,(z;) soucasné rovnaly %
nebo — k. Je tedy P,(z;) = @.(x;), ¢t =0,1,2,...,n + 1. Polynomy
n-tého stupné P,(z) a Q,(z), jejichz hodnoty jsou v (n + 2) bodech
stejné, jsou identické, t. j. P,(x) =@,(x). Tim je jednoznacénost
mnohoélenu nejlepsdi aproximace dokdzina.

P¥iklad. VySetiujme na useéce [0, 1] funkei
z pro 0 <z <14,
flzy =4 proi<z=}
l—zproi sz < 1.

VySetfujme mnohoélen P(x) = z* — = + ¥%. V péti bodech z, = 0, z;, = §,
2, = 4,7y = §, vy = 1 je rozdil
f(x) — P(z) roven postupné
7, — ¥'%, ¥7, — 37, ¥z. PFi tom,
tak je patrno z obr. 35, jsou 14
tyto body maxima rozdflu
flx) — P(z). Podle vé&t 2 a 3
je P(z) jediny mnohoélen stup- y=fix
né £ 3, ktery dava nejlepsi :
aproximaci funkce /() na tseéce JI
[0, 1], a tato nejlepsi aproxima- : il 1 3
ce jest Eif(x) = +'%. Pro jaky- / %0 xea %72 7 \
koli jiny mnohoélen Q(z) stupné Obr. 35.
£ 3 je max|f(z) — Q(z)| > +%.

Mnohoéleny minimalné& se lifici od nuly. VySetfime aproximaci
v intervalu [— 1, 1] funkce z* polynomy P,_,(z) stupné < n— 1.
Rozdil 2 — P,_,(x) je polynom n-tého stupné, u néhoz je koeficient
u nejvysiiho stupné roven jedné. Obricené, kaidy takovy mnohoélen
z* + a 2”1 4 ... 4+ a, se di vyjadfit ve tvaru z* — P,_,(x), kde
P, ,(x) = —axz"-'— ... —a,. Nejlepsi aproximaci E, 2" je infimum
maxim|z® — P,_,(z)] pro viechny mnohoéleny P,_, stupné < n — 1
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v intervalu [— 1, 1], neboli, coz je totéz, infimum maxim [z +
+a,z"-1 + ... 4+ a,| v intervalu [— 1, 1] vzhledem ke v8em mnoho-
¢lentim n-tého stupné s koeficientem 1 u z:
Egx" = inf max [2* + a@"-1 4 a2t + ... + a,.
a,,dy,...,8, —1<2<1

Mnohoélen z" — P,O(x) = z® + a,¥z"-! + @, @z"-2 + ... + a,©,

pro ktery je max| z* — P,®(x)] = E,2" se nazyvid mnohotlenem
—1<z<1 .

minimdlné se lificim od nuly.

Jak dokézal P. L. CebySev, mnohoélen minimalng se lisici od nuly

n-tého stupné je roven vyrazu

1
gn—1 COST Arccosy
a minimalni odchylka je

1
Ex" = gn—1

Pomocnd véta. Funkce

T.(x) = cosn arccosz
je mnohotlenem n-tého stupné
T,,(:z:) = 2n=1gn 4 @,2"-2% + g,2"~% 4 ...,
a je sudy nebo lichy podle toho, je-li funkce z* sudd nebo lichd, pit CemZ
koeficient u nejvyd§i mocniny tohoto mnohollenu je roven 27-1,
DokéZeme tuto vétu methodou matematické indukce. Mame
T,(x) = cos arccosz = z,
T.(x) = cos2 arccosz = 2 cos?(arccosz) — 1 = 222 — 1.
Véta plati pron = 1, 2.
Necht véta plati pro vSechna 7', pro ¢ < n — 1. DokaZzeme jeji
platnost pro 7',
Podle tohoto pfedpokladu je
Tn-, = cos[(n — 1) arccosx] =
= 2n-2gn-1 b 2n-3 4 byan-d + ..,
T,.-, = cos[(n — 2) arccosz] =
= gn-3gn-2 | can-d 4 .,



Protoze je
cos nt + cos(n — 2)t = 2 cos(n — 1)¢ cost,
cos nt = 2 cost cos(n — 1)t — cos(n — 2)¢,
wame
T.(x) = cosn (arccosz) =
= 2 cos arccosz cos[(n — 1) arccosz] —
— cos[(n — 2) arccosz] = 22T, _,(x) — T, ,(x).
Pouzijeme-li formuli pro T',_, a T, _,, obdrZime:
Talx) = 22(28-227-1 + byx"-3 4 bya™-% 4 ...) —
— (203t gt L) =
= 2¢-1g" 4 (2b; — 2°-3)a"-2 4 (20, — c;)a"t 4 ..,

t. j. T,(x) je rovnéZz mnohoélen n-tého stupné s koeficientem 27-1
u 2" a T,(z) je funkce lichd nebo sud4d podle toho, zda 2" je licha nebo
sudd. Pomocnd véta je dokdzana.

Dokézeme, Ze mnohoclen — Ta(x) = 2™ + caz"~ + ... je mnoko-

&lenem n-tého stupné, ktery se mzmmalné' 1:87 od nuly, neboli, kdy% piSeme

1
gni Th(x) = 2™ — PO (x),

Ze mnohoblen P, (x) je mnohoblenem stupmé < n — 1, ktery ddvd nejlepdi
a,prom'ma,ci pro funkci x" v intervalu [0, 1].

To(z) = 5,— cosnt, kde t = arccosz. KdyZ x probihd

tsedku [0, 1], { = arccosz problha, useéku [0, #]. Zfejmé v intervalu
[0, =] cos n¢ nabyva stfidavé (n + 1)krate maxim a minim rovnych

+1 a —1 (v bod§ 0, z_z 27” cen (n——n.ﬂy_z’ n). Tedy mnohoélen

1 1
gn=1 T'n(*) = 523 cos ntnabyvé stifdavé (n + 1)kréte maxim a minim
rovnych 1 ; v bodech cos 77;—, i=mn,n—1,...,2, 1, 0. Podle véty 2

mnohoélen 2n—l_1‘T,,(x) = z" — P,(z) je mnohodlenem n-tého stupné
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minimalné se lificim od nuly neboli, coZ je totéz, P ,(x) dava nejlepsi
aproximaci funkce z* v intervalu [— 1, 1] mezi viemi mnohoéleny
stupné < n — 1.
Protoze je
cosnt = 4[cost -+ isint)* + (cost — ising)"],
isint = V—_l /1 = cos? t = J/cost — 1,

jest
cosnt = }[(cost + Vcoszt — 1)* + (cost — '[/cost2 — 1)
Klademe-li cost = z a tedy cos nt = T ,(x), dostaneme
Ta(@) = 3@ + Va2 = 1) + (z — J=* — 1),

Uvedeme vyjidfeni pro mnohoéleny nékolika prvnich stupfii mini-
malnd se lifief od nuly:

T\(x) = =,
%T ( ) = x? — i‘s
Ts(x) = 2* — 3=,
%T4( ) = at — 32t

TeTs(x) = 2 — 32° + %=
S chybou mensi neZ ;% miZeme nahradit v intervalu [— 1, 1] polynom

2% polynomem $2® — %z, pii éemZ tento polynom mezi vSemi mnoho-
éleny stupné < 4 nejlépe aproximuje funkei 2° v intervalu [— 1, 1].

§ 45. Minimaxova theorie vlastnich hodnot.

Jako druhy pifiklad extremalnich iloh na minimaxy uvedeme theorii
vlastnich hodnot. V § 38 uvedend extremdilni definice »-té vlastni
hodnoty 4, Sturm-Liouvilleova operatoru L je definice rekurentni.
Uvedeme jinou jejf extremalni definici.

Budte ,(x), 04(x), --., 0n_1(z) funkee t¥idy C, definované v intervalu
[a, b]. Oznaéime znakem A(g,, s, - .., »_,) minimum funkcionilu

b

K(y) = [(Ry'® + Py?) dzx
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za podminek
b b
fyrdz =1, [ox)ylx)dz=0,i=1,2,...,n—1,

y(a) = y(b) = 0.
Vé&ta 4. Supremum Ap,, 03, - - -, @n_y) Pro libovolné funkce g, je rovno A,
K dikazu pokladejme z pocéatku funkce g,, g, ..., on_, Z& pevné.
Budte y,(z), ys(), ..., ¥n(®) normované vlastni funkce odpovidajici
prvnim #» vlastnim hodnotam 1, 4,, ..., 4,.
VySetiujme n-parametrovou soustavu funkei:

Y = Sey

T

a zvolme ¢, tak, aby bylo vyhovéno (n — 1) podminkim:

b n n b
foDcy)dz = D¢, foy;,dx =0,t=1,2,...,n—1. (5)
] j=1 a

a j=1
Rovnice (5) tvofi vzhledem k n nezndmym c¢; soustavu (n — 1)
linedrnich homogennich rovnic. Proto vidy existuje soustava hodnot
o
€1, C3y + -+ Cy, PFi CemiZ Zcf # 0, vyhovujicich témto rovnicim. Naso-
i=1
benim konstantou lze dosici, aby tato soustava hodnot ¢; vyhovovala

rovné% rovnicim
n n

b
J (.}_‘lc,-y.-)z dz = Zlc? — 1. ©)

Funkce Y(z) = D¢y, odpovidajici témto hodnotém c,, je funkce
i=1

tiidy pfipustnych funkei ve shora uvedené variaéni tloze, pro které
infimum hodnot funkciondlu K je rovno A(g,, 0, ---, 0.1 ), & proto

1(911 Q25 +++5 On - l) é K(zlcay.) (7)
Dile je
K(Zciyi) = ZC?K(%‘) + 2zcich(yiyi)'
i1 i=1 iFj

Avsak na zakladé véty 4 § 37 a podle orthogonality vlastnich funkei
i ay; je K(y,, y;) = 0. Dale je K(y;) = A,.
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Proto miame
1(91’ 025 +oy Qn—l) é K(_E:lcjyi) = 212'1072
j= i=

Pravou stranu (7’) zvétdime, kdyZ zaménime koeficienty u ¢? nej-
vétdim z téchto koeficientq, t. j. koeficientem 4,,:

2’(91) 921 seey eﬂ—l) g )'IIE;CJZ = Z’ﬂ'
j=

Budiz nyni g; = y;, 1 = 1,2, ..., n — 1. V&a 7 § 38 tvrdi, Ze je

1(:’/1, Yo - ynal) = An-

Tedy supremum A(gy, g3, -..s 0n_,) j& rovno A, a dosahuje se ho,
kdyz je px) = yi(x), 1 = 1,2,..,n— 1. Tedy

i, = sup inf K(y).
0,03 - @,y HZ)YC Cloy, 00 ..00, )

Z minimaxové definice vlastnich hodnot plyne véta 9 § 38. Vskutku,
b
jestlie P(z) a R(x) ve vyrazu K(y) = [(Ry'? + Py?) dz rostou, pak

roste pro kazdou funkei y(x) hodnota K(y), coZ znameni, Ze roste
i supremum K(y) pro funkce y(x), vyhovujici podminkam (5), (6),
t. j. A(p1, 025 ---» On—y1), & 1 roste infimum A(p,, gs, - .-, 0n_1)> t- j. 4a-

Pravé tak plyne z minimaxové definice vlastnich hodnot véta
o0 klesdni vlastnich hodnot A, (b) pfi ristu horni meze b.

Budiz totiz a << b, << b. A,(b) se definuje jako supremum
Aoy, 03, «--» On—y) Minim K(y) za konstantnich podminek

b
Jyrdz =1, y(a) = y(b) = 0 (8)
a proménnych podminek
b
foydr=10,1=1,2,...,n—1. (9)

A, je supremum A®)(p,, gy, ... @,_y), kde A®)(g; g, ... @,_;) je defi-
novano jako minimum K, za podminek, které dostaneme ziménou
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horni meze b mendim &islem b,. Lze Fici, Ze 2®)(g,, 04, .-, 0n_,) 8o defi-
nuje jako minimum K, za podminek (8), (9) a za dodateéné podmin-
ky:

y(x) = 0 pro b, < z < b. (@)

Zavedeni dodateéné podminky zuZuje tfidu funkei, mezi nimiz se
hled4 minimum, a proto minimum miZe jenom vzristi, t. j.:

j'(m)(Qli Q2 -5 On—1) g ;-“’)(01, 025 -+ On1)- (10)

Proto i suprema vyrazil, stojicich na levé a pravé strané nerovnosti (10),
jsou v témze vztahu:
An(by) 2 An(D). (11)

Zbyva dokazat, Ze rovnost
An(by) = Aa(b) = 2 (12)

pro b, > b nemtiize nastat. Vskutku, podle (9’) plyne: pro vSechna &',
lezici mezi b, a b, je 4,(b') = A.

Oznaé¢ime jako z,(x) netrividlni fefeni rovnice Sturm-Liouvilleovy
Ly = 2y, vyhovujici krajové podmince y(a) = 0. V3echna jina feSeni
nadi rovnice o téZe krajové podmince (az na konstantniho &initele)
jsou totoZnd s z,(x). Specialné pro jakékoli b’ z intervalu [b,, b] je vlastni
funkce Ly pii krajovych podminkich y(a) = y(b') = 0, odpovidajici
n-té vlastni hodnoté 4,(b") = A, rovna z,(z). Je tedy z;(b’) = 0 pro
b, < b < b. Aviak feSeni z,(x), které je identicky rovno nule v inter-
valu [b,, b], je identicky rovné nule na celé pfimce vzhledem k definici
z,(x).

Tak ptedpoklad 2,(b,) = 1,(b) vede ke sporu. Plati ostra nerovnost
An(by) > An(b). '

Tvar uvedené minimaxové definice vlastnich hodnot lze nepatrné
zménit.

Budeme vySetfovat linearni funkcional J(y), definovany na funkecich
y(x), a < xz < b, tiidy C,. Piikladem takového linedrniho funkcionilu
miZe byt funkcional

b
J(y) = [o(z) y(=) d=,
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kde g(z) je funkce tiidy C,. Jinym pfikladem miZe slouZit hodnota.
funkce y(x) v pevném bodé x, Gsecky [a, b]:
J(y) = y(=o)
atp.
Ozna¢ime znakem A(J,,J,, ..., J,_;) infimum funkeciondlu K(y)
za pevnych podminek

. b
y@) =yb) = 0; [y2dz =1
a za (n— 1) proménnych podminek J;(y)=10; i =1,2....,n— 1.
Stejné jako nahote dokaZeme
MIy Jay ooy Iny) = 4.

Na druhé strané, jestlize
b .
J£0)(y) = f?/-(x) ?/(I) dx’ T = 1; 2’ ey B — 1)
a

kde ¥y, Y3, .-, Yoy je prvnich (n — 1) vlastnich funkei operatoru L,
marme
A(JSO)’ J‘(ZO): (EXS) J;O)—l) = Au,

t. j. n-td vlastni hodnota 2, je supremum funkce A(J®,JP, ..., JO )
pro libovolné linedrni funkciondly JO, JD, ..., JO :
Ay = sup inf K (y)
J.,,J,,...,Jn Jl.(y)=0,i=],2,...,n—1
wa)=yb) =0, fOyrdz=1

-1

Krajové podminky y'(a) = y'(b) = 0. Budeme nyni vySetiovat
misto krajovych podminek y(a) = y(b) = 0 jiné krajové podminky,
a to:

y'@) =y'(b) = 0. (13)

Rovnici Sturm-Liouvilleovu:
Ly =1y (14)
pro krajové podminky y'(a) = y'(b) = 0 dostaneme, jestlize budeme
Fedit dlohu o extrému funkcionalu K(y) pro ,isoperimerickou‘ pod-

b
minku [y2dz = 0 a pro volné konce, t. j. kdyZ tfidu p¥ipustnych
a
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b

kiivek tvoff libovolné kiivky tfidy C,, vyhovujici podmince [y?dz =1,
a

jejichz koncové body leZi na pfimkach z = a, z = b.

Vliastni funkci pro L pfi krajovych podminkich (13) se nazyva ne-
trividlni FeSeni rovnice (14) za podminek (13), odpovidajici hodnota
A se nazyva vlastni hodnotouw L. Operator L za podminek (11) se jevi
jako dfive symetrickym.

Véty § 38 a véty § 39 zistanou v platnosti i pfi pfechodu ke krajo-
vym podminkém (13). Necht vlastnf hodnoty operatoru L, uspofddané
podle velikosti, jsou 1; < 1, <1, < ...

Oznadime znakem A(J,, J,, ..., J,_;) supremum funkcionilu K(y) =

b b
= [(Ry'® + Py?) dz za pevnych podminek [y? dz = 1 a dodateénych
a a
podminek
Jiy)=0,1=1,2,...,n—1,
kde J, jsou libovolné linedrni funkciondly. Tak jako dfive ukiZeme, Ze
An=supi(J, Js ..., Juoe),
a tohoto suprema se dosihne, kdyzZ je

b
Jiy) = [yx) y(x)dr, i = 1,2,..,n— 1.

Vlastni hodnoty i, jsou védzany s vlastnimi hodnotami 2, difvéjs

krajové ulohy témito vztahy:
Y- N (15)

Vskutku, A.(J1, Jgs ooy Jney) 8 (1, Tz vey Jn-y) se definuji jako
infima funkcionalu K(y) za jistych podminek, pfi ¢emZ v definici
Aa(Jy, I3, « ooy Juoy) jsou poloZeny pevné dodateéné podminky y(a) =
= y(b) = 0. Zavedeni dodateénych podminek zuzuje tiidu pfipustnych
dar a muZe infimum jenom zvétsit, t. j.

ATy Tas ver Jn1) = An 1y oy - eny Jn=y)-

Piejdeme-li v obou stranich nerovnosti k supremu, dostaneme prvni

z nerovnosti (15):

A2 1
Dale A,_,(Jg, J 4, «-., Ju_,) 86 definuje jako infimum K (y) za podminky
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fbyz dz =1, (n—3) proménnych podminek Jy(y)=J,{y)=...=
- Jn_1(y) = 0 a dvou pevnych podminek
Jiy) = yl@) = 0, J3(y) = y(b) = 0.
MiZeme napsat
A Jas oo Jnoy) = lJE TE To, Ty Jus),

An je supremum A(Jy, I, J, - .-, J4-y) pro vechny mozné J,, J,, Js, . ..
s Jnoyy -y je supremum A,(JF, JF, Jy, ..., J,-,) pro pevnd J¥, J¥

a libovolné funkciondly J,, ..., J,_;. Ponechame-li ¢ist proménnych
konstantnf, miZeme supremum jenom zmensit, z éehoZ plyne, Ze
In = Aese

Dokézali jsme tak druhou z nerovnosti (15).

PFiklad. Pro rovnici y* — Ay = 0 pfi krajovych podminkéch y’(0) = y’(1)=0
jsou vlastnimi funkcemi 1, cosnx, cos2nz, ..., cos(n — l)zz, ...; pFisluSnymi
vlastnimi hodnotami jsou hodnoty 0, a2, 473, ..., (n — 1)®x2, ... Zde je 4, =
= (n— 1)%n2,

Na druhé strans pro tutéZ rovnici za podminek y(0) = y(1) = 0 jsou vlastnimi
funkcemi funkee sinnaz, n = 1, 2, ..., a 1, = n¥a? Nerovnost 4, =1, = 1,_,
piejde zde ve ziejmou nerovnost

nn® > (n— 1) > (n — 2)272,

Jind extremdlni definice 1, a JT,,. Lze uvést jinou definici vlastnich hodnot
A, (8 dy).
Budiz z,(x), 25(z), ..., 2,(z), @ £ = < b, n linedrnd nezdvislych funkei ttidy O,
spliiujicich podminky
z(a) = z(b) = 0.

Oznadime znakem {z,, z,, ..., 2, } Soustavu funkei y(z) tvaru Z.Ic,-z,-(a:) vyhovujicich
podmince fby* dz = 1 a znakem 1,{z,, z,, ..., 2,} maximum tK(y) pro funkce y(x)
z6 sousta,v;r {21y 29y - s Zp}
Lze zvolit n konstant ¢; tak, aby funkce y(z) = Z,:.c‘z,-(a:) byla orthogonéln{
i=1

1=
k (n—1) vlastnim funkeim y,(x), y5(), ..., Yp—,{x). Lze tudi¥ dosici, aby
funkee y(z) = Xe.z; vyhovovala podmince normovéni. Na zdkladd véty 4 mime:

K(y) 2 A,
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Je vBak y(x) C {z,, 2g, ..., 2»}. Plati tudiZ

AMzyy 29y o0y 2} = max K(y) = 4,
Yy C{zh [T zﬂ}

JestliZze z,(r) = y;(x), 1+ =1,2,...,,n, pak {¥,, ¥a ..., ¥,} obsahuje n-tou
normovenou vlastni funkei y,(z). Dokézali jsme jiZ, e maximum K(y) pro
Y C {Y1: ¥ -+ Ya} je Tovno 4,

Tedy n-td vlastni hodnota A, je minimum A{z,, z,, ..., 2,}, jeho% se dosahuje,
kdyi Z'-(I) = y"(x), 1= lr 2: ey N,

Ap = min max K(y). (16)
[{z1r 20 -0 2,}] ¥C {210 2, 2.}

Definice )T,, je dédna formuli, analogickou formuli (16), jenom na funkce z,,

29y .-+ Zg, definujicf soustavu {z,, z,, ..., z,}, se jiZ nekladou krajové podminky.
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