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PREDMLUVA

Kde#to prvy svazek této knihy byl vénovdn zdkladim metrické a afinni
geometrie, je predmétem prevdiné Edsti druhého svazkr: studium projek-
tivni geometrie. Druhy svazek se sklddd celkem z péti kapitol (X aZ X1V).

V kapitole X je nejprve provedeno projektivni roz&ifeni eukleidovského
prostoru, které ddvd prvy priklad projektivniho prostoru, nacef je zaveden
abstraktni pojem projektivniho prostoru a jsou studovdny jeho linedrni
podprostory a jejich vzdjemnd poloha. Velmi zevrubné je rozebrdn pojem
dudlntho prostoru. Jako v prvém svazku zastdvd ¢ zde pojem soustavy
soufadnic v pozadi a vdude se politd pfimo s geometrickymi objektly.
Podrobné studuji orientact projektivni pfimky, ale orientabilita vice-
rozmérnyjch projektivnich prostord zustdvd stranou.

V kapitole X1 jsou probrdny nejjednoduddi vlastnosti kolinedrnich
zobrazeni. Predmétem tdvahy jsou téZ nejjednoduddi zvldsini pripady,
totiZ perspektivni zobrazeni a homologie, ale klasifikaci kolineaci pone-
chdvdm stranou. Pellivé je probrana dualisace pojmu linedrniho pod-
prostoru tak, aby vynikla jeji algebraickd povaha.

V kapitoldch I aZ X1 byl studovdn vyhradné redlny prostor. Zddlo se mi
vhodné, pred theorit kvadrik vsunout systematicky vyklad komplexni
geometrie, ktery je predmétem kapitoly XII, jeZ zdroven slouzi jako-
rekapitulace dosud probrané litky.

V kapitole X111 je probrina projektivni theorte kvadrik. PovaZoval
jsem za instruktivni neopirat se tu, jak je to obvyklé, o algebraickou.
theoriv kvadratickyjch forem, nybrz pracovat primo s geometrickymi pojmy.
Ctend¥, ktery prostuduje peclivé jak theorii kvadratickijch forem vyloZenou.
v Algebre prof. V1. Kofinka, tak 1 moje zpracovdni theorie kvadrik, bude
veden k uZiteénému premyslent o vzdjemném poméru algebry a geometrie.
Tak jako v prvém svazku vénuji 1 zde hlavni pozornost m-rozmérnému
pripadu a zejména probirdm jen velmi neuplné theorii kuseloselek.



Kapitola X1V je v¥novdna nékolika navzdjem velmi riznym thematim.
Nejprve provddim afinni klasifikaci kvadrik, pfi cemZ se omezuji
na requldrni kvadriky. Potom se obracim k projektivnimu nazirdni
na eukleidovskou metriku, kieré aplikuji na metrickou klasifikaci
kvadrik. Projektivni studium kvadrik dopliiuji wvodem do theorie svazk#
kvadrik; 2de se v m-rozmérném prostoru omezuji na ,,obecny pripad
a pouze pro m = 2 providim diskusi vdech moinosti. Pojem svazku
aplikuji na metrickou klasifikaci kvadrik a na soustavy konfokdlnich
kvadrik. V zdvéru kapitoly poddvdm dvé ukdzky aplikability theorie
kvadrik, a to jednak na pfimkovou geometrii, jednak na kulovou geometrii.



X

PROJEKTIVNI PROSTOR

69. LINEARNI KOMBINACE BODU V EUKLEIDOVSKEM
PROSTORU. Prostor E,, se sklada z bodi; avSak v prvnim svazku
jsme provadéli aritmetisaci geometrie tak, Ze zpravidla jsme nepocitali
8 body, nybri s vekiory. Zakladni pojem, ktery se vyskytoval znovu
a znovu, byl pojem lLinedrn{ kombinace vektoriz. Budeme nyni zkoumat,
jak lze do vypoéti zavést linedrni kombinace bodd.

Je-li v prostoru E,, zvolen urcity bod P jako poldtek, miZzeme po-
stupovat takto. Pfifadime kaZdému bodu X vektor X — P, &im%
dostaneme vzdjemné jednoznaény vztah mezi mnoZinou E,, vSech
bodl "a mnozinou V,, viech vektord, pfi kterém poéitku P odpovids
nulovy vektor o. Jsou-linyni X , X', ... dané body (v koneéném poétu)

a jsou-li ¢, c’,... dana realna ¢isla, pokusime se najit tcelny smysl
pro linearni kombinaci

(69.1) X +X + ...
Za tim Gcelem nahradme kaidy z danych bodd X , X', ... pfislusnym
vektorem X -—P,X'— P’,...; dostaneme misto (69.1) linedrni
kombinaci vektord

(69.2) C(X—P)+ X' —P)+ ...,

ktera podle definic prvého svazku znamena uréity vektor uv. MazZeme
potom budto zkusit tu dohodu, #e bychom pod linearni kombinacf
(69.1) rozuméli vektor u , nebo zkusit tu dohodu, %e bychom pod line-
arni kombinaci (69.1) rozuméli bod P + u. Takova dohoda je vSak
ucelna pouze tehdy, jestliZe je nezavisla na volbé poéatku P .

Jestlize nyni misto poditku P zavedeme jiny poditek @, potom
misto vektoru (69.2) budeme mit novy vektor

(69.2) (X —Q)+c'(X' —@) + ...
Znamena-li u vektor (69.2), v vektor (69.2’), potom je

v=u-+(c+c + .. )(P—@)



& tudiz
Q+v=P+uvy+{c+c +...—1)(P—Q).
Tim jsme vedeni k nasledujicim dvéma definicim, nezavislym na volbé
pocatku P. Jestlize predné
(69.3) c+c¢ +...=0,

potom linedrni kombinace bodé (69.1) znamend vektor (69.2); jestliZe
za druhé

(69.4) c+c¢ +...=1,
potom linedrni kombinace boda (69.1) znamend bod

P+c¢X—P)+c'(XX—P)+ ...
Jestlize v8ak neplati ani (69.3), ani (69.4), potom linedrni kombinaci
bodu (69.1) prozatim nedavame Zidny smysl. _

Visimnéme si, Ze v prvém svazku se vyskytly definice, které jsou
zvlastnimi pFipady definic nyni zavddénych. Je to predné definice
vektoru X — X', ktera spada pod ptipad (69.3), za druhé pak definice
stiedu dvojice bodt (X + X'), ktera spada pod ptipad (69.4).

Daéle si v8imnéme, ze je-li prostor E, vnofen do prostoru E,, a jsou-li
X, X', ... body prostoru E, , potom jak v pfipadé (69.3), tak i v pFi-
padeé (69.4) smysl vyrazu (69.1) zistava tyz, at uz jej uvazujeme v pros-
toru E, ¢&i v prostoru E,, .

Posléze poznamenejme toto. Jsou-li

(69.5) Ay, A,,..., A,
body prostoru E,,, potom podle definice vyslovené ke konci ¢lanku 18
body (69.5) jsou mezi sebou linedrné nezavislé v tom ptipadé, Ze totéz
plati o vektorech

(69.6) A, —4,,...,A.—A4,,
coZ znamena, %e rovnice

(4, —A4) + ... + {4, —4,) =0

plati pouze pro z, = ... =z, = 0. Této definici miZeme nyn{ dat
jiny tvar. Jsou-li déna libovolné é&isla z;,...,x,, uréime éislo =z,
Z Tovnice

(69.7) otz + ... + 2, =0.



e

Potom je S o e e
(69.8) 2 Ay + 2, A, + ... + 4, = z,(4, — 4) +
+ . + 2 (A, — 4,) .
Nebot za predpokladu (69.7) leva strana v (69.8) znamena vektor
2y(4dy— P) + 2,(A;, — P) + ... + (A, — P)

nezivisly na volbé potitku P, a je patrné, Ze pro P = A, rovnice
(69.8) je spravna. Z toho plyne novy tvar definice lineirni neza-
viglosti bodt: Body (69.5) jsou mezi sebou linedrné nezdvislé, prdvé
kdyz') za predpokladu (69.7) rovnice plati pouze pro
g =%, =...=12, =0.

Fakt, ke kterému jsme v ¢lahku 18 dospéli jen nepfimo, Ze totiz pojem
lineirni nezavislosti bodli ma smysl nezavisly na pofadi danych bodi,
je z nové definice bezprostfedné patrny.

Jestlie body (69.5) jsou mezi sebou lineirné nezivislé, potom,
jak vime, urcuji linedrni podprostor E, dimense k prostoru E, . Pri
tom E, podle élénkl} }8 je mnoZina vSech bodi tvaru

(69.9) Ay + (A, — Ay) + ... + 2 (A — 4,) -
Jsou-li vSak z,, ..., 2, libovolné dana &isla a definujeme-li éislo z,
rovnict

(69.10) To+ 2, + ... =1,
potom bod (69.9) splyne s bodem

(69.11) Ay + 2,4, + ... + 24, .

Nebot Ze tomu tak je, volime-li posatek P = A4, , je jasné; na druhé
strané bod (69.11) za pfedpokladu (69.10) je nezavisly na volbé
pocatku P. Tim je dokazino, Ze linedrni podprostor E, prostoru E,,
uréeny linedrné nezdvislymi body (69.5) je mnofina vech bodi tvaru
(69.11),"kde éisla x, , x, , ..., ; jsou podrobena pouze podmince (69.10).
Vyjadieni (69.11) ma proti vyjadfeni (69.9) tu pfednost, Ze je z ného
pfimo patrné, Ze linedrni podprostor E, je nezivisly na pofadi bodi
(69.5). Ctenaf sam snadno dokaZe, Ze zaméfent V, prostoru E, je mnoZina

!) V prvém svazku jseqn psel v obdobnych piipadech ,,tehdy a jenom tehdy,
jestliZe''. VystiZny vyraz ,,pravé kdyz* zavedl K. Rychlik.



vdech vektord tvaru (69.11), kde Cisla z,,z,, ..., z, jsou podrobena
pouze podmince (69.7).

Formulujme je$té znovu vysledek ve zvlastnim pkipadé k = 1.
Jsou-li A, B dva rizné body, potom pFimka AB je mnofina vdech bodi
tvaru

(69.12) 24 +yB, kde z+y=1.

Ctenaf snadno prokaZe spravnost tohoto dilezitého doplitku: Usecka
AB je mnozina vSech téch bodu tvaru (69.12), ve kterych z, y jsou
nezaporna ¢isla; vnitfek isecky AB je mnoZina vSech téch bodi tvaru
(69.12), ve kterych «x , y jsou kladnd é&isla.

V piedchazejicim jsme uvaZovali linearni kombinace bodi. Snadny
je piechod k linedrnim kombinacim bod# a vektors tvaru

(69.13) cX +cX' +...+av +a'v + ...

Takové linedrni kombinaci dime smysl v ptipadech (69.3) a (69.4);
v obou pfipadech nechf v znamend vektor (69.2). Potom za p¥edpo-
kladu (69.3) znamena (69.13) vektor u 4 av + a'v’ + ...; za pied-
pokladu (69.4) znamend (69.13) bod P + u + av + a'v’ + ...

70. ARITMETICKE BODY EUKLEIDOVSKEHO PROSTORU.
Méli bychom nyni zkoumat podetni pravidla platnad pro vyrazy tvaru
(69.1) a pro obecnéjsi vyrazy tvaru (69.13) vztahujici se na ty pfipady,
v nichz jsme témto vyrazim dali uréity geometricky smysl. Odvozo-
vani takovych novych pravidel je viak zbyteéné, nebot jak se ukaze,
jsou zahrnuta ve znamych nam pravidlech o poéitani s vektory.

Zavedme nejprve nékolik definic. Dvojici (4 , k) sloZenou z bodu 4
a z &isla k razného od nuly nazveme vlasinim aritmetickym bodem
(zkracené vl. ar. bodem). Body v dosavadnim smyslu nazveme pro
jasnost eukleidovskyymi body (zkracené e. body). Polokou vl. ar. bodu
(4, k) nazveme e. bod A4, koeficientem téhoi vl. ar. bodu nazveme
¢islo k. VSimnéme si, Ze podle nasi definice koeficient vlastniho ar.
bodu je vidy rtzny od nuly. Vi. ar. bod (A4 , 1), jehoZ koeficient je roven
jedné, povaZujeme za totoiny s e. bodem A .

Nevlastni aritmeticky bod (zkricené n. ar. bod) budiz prosté novy
nazev pro vektor; koeficientem kaidého n. ar. bodu rozumime d&islo
nula. Polohou n. ar. bodu u + o rozumime sniér {u} ; nulovy vektor
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nemd Zddnou polohu. Qznaéme W, ., mnoZinu viech, vlastnich i ne-.
vlastnich, ar. bodu.

Piedpoklddejme, Ze v prostoru E,, je zavedena lineirni soustava
soufadnic

(70.1) (Pie,....e.

Piifadime kazdému ar. bodu m + 1 &isel, kterd nazveme jeho sou-
fadnicemi a které rozlisime jako

nultou, prvni, ..., m-tou

soufadnici. Pfi tom nultou soufadnici kaidého ar. bodu « bude jeho
koeficient. Pokud se tyce ostatnich soufadnic, rozeznivejme dva
piipady podle toho, zda « je vl. ar. bod ¢i vektor. Jestlize predné

(70.2) &= (A, .., )

je vektor, potom prvni az m-tou soufadnici budou tdz éislaa,, ... , @, ,
ktera nesla tento nazev dosud; nultou soufadnici je ¢islo 0 a piSeme

x=(0,a,,...,a,),

coz tedy znamend totéz jako (70.2). Jestlize za druhé « = (4 , k)
je vlastni ar. bod, potom jeho prvni az m-tou soufadnici rozumime
soudin &isla k s prvni aZ m-tou soufadnici e. bodu 4; nultou soufadnici
ar. bodu « , jak bylo jiZ poznamenano, je koeficient k. Je-lia = (4 , k),
kde
(70.3) A=1Ja,,...,a,],
pideme
a=1(k,ka,,...,ka,).

Jezto podle pfedchéazejiciho ar. bod (4, 1) s koeficientem rovnym
jedné povazujeme za totoiny s e. bodem A , znamena

A=(1,a,,...,a,)
totéz jako (70.3).

Tedy po zavedeni linearni soustavy soutfadnic (70.1) kazdy ar. bod
mé uréitou nultou, prvni aZz m-tou soufadnici. Obracené, jsou-li dina
libovolné realna ¢isla aq, a, , ..., a,, , existuje pravé jeden ar. bod

(a’07a1""1am):



ktery je vlastni pro @, + 0, nevlastni pro ¢, = 0. Jsou-li nynf
&= (B, qQy,...,0); B=1(b,by,...,bn)
libovolné dva ar. body, polozime
(70.4) «+pf=(a,+b,a, +b,...,an +b,)
a je-li ¢ libovolné reilné ¢islo, polozime
(70.5) cx = (Cay, €y, ..., C0pn) .

Na zékladé téchto definic mnofina W,,., vdech ar. bodi je vektorovy

Mm + T, mnoZina V~ véech vektoru (neboh n. ar. bodu)
e. bodu se skla 4 z téch ar. bodu ]e]lchz nulta souradmce je rovna
]ed'rré neTorﬂmearm soustavu ve Wiy E. bod P spolu s line-
4rne nezav1sTym1 vektory € ,...,€p, tvorl basi vektorového prostoru
W..+, ; je to specidlni base splnupm tu podminku, Ze nultd soufadnice
jé Tovna jedné pro prvni prvek base a rovna nule pro ostatni prvky
base.

Jsou-li nynt X , X', ... libovolné dané e. body a jsou-li ¢,c’,
libovolné dana realna éisla, potom podle pravé formulovanych definic
vyraz (69.1) znamend v kaZidém piipadé uréity ar. bod a snadno
se zjisti, e v pripadech (69.3) a (69.4) nové definovany smysl vyrazu
(69.1) splyva s dfive definovanym jeho smyslem. Tim je zarovei
potvrzeno, Ze skuteéns, jak jsme uvedli na pocatku tohoto &lanku,
neni tfeba zkoumat poletni pravidla pro vyrazy tvaru (69.1), jezto
tato pravidla jsou zahrnuta ve zndmych ndm pravidlech pro poéitani
s vektory. Poznamenejme je$té, Ze definice souétu A + u bodu 4
s vektorem u, podand v prvnim svazku, je zvlastnim ptipadem defi-
nice (70.4). Rovnéz tak i d¥ivéjsi popis smyslu vyrazu (69.13), platny
tehdy, plati-li (69.3) a (69.4), je zfejmé v souladu s nyné&jsimi defini-
cemi (70.4) a (70.5).

Dilezité je dokazat, Ze definice (70.4) a (70.5) jsou nezavislé na volbé
linearni soustavy soufadnic (70.1). Predeviim je zfejmé, Ze jestlize «
je vektor, potom soudin cx definovany v (70.5) ma tyz smysl jako
soucin cx definovany v prvém svazku. Jestlize v (70.5) je o« = (4 , k)
vl. ar. bod, je patrné, Ze c« = o v piipadé ¢ = 0, cx = (4 , ck) v pit-
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padé ¢ + 0. Tedy smysl souéinu (70.5) je ve viech piipadech neza-
visly na volbé linearni soustavy soufadnic (70.1). Pristupme k soudétu
(70.4). Jsou-li pfedné « , B vektory, potom soudet « + f definovany
v (70.4) ma tyz smysl jako souet « + £ definovany v prvém svazku.
Jestlize v (70.4) jex = (A4 , k) vl. ar. bod, 8 = v vektor, zjisti se snadno,
ze !

a+ﬂ=(A+Tt-v,k),

kde prava strana je nezdvisld na volbé linedrni soustavy soufadnic
(70.1); podobné tomu je, jestlize « je vektor, § vl. ar. bod. Zbyva
piipad, Ze
=(4,k); B=(B,h
jsou vl. ar. body. Zde jsou dvé moznosti. Jestlize piedné b + &k = 0,
je patrné, Ze soudet « + f znameni vektor k(4 — B). Jestlize
za druhé 2 4+ k& + 0, potom se snadno zjisti, Ze x + § znamena vl. ar.
bod (C, k + k), kde e. bod C je dan vyrazem
k h

Ay
se soultem koeficient napravo rovnym jedné. Tim je prokadzino,
Ze smysl souc¢tu (70.4) je ve viech pripadech nezavisly na volbé linedarni
soustavy soufadnic (70.1).

C = B

Z pravé provedenych uvah, které daly definicim (70.4) a (70.5)
tvar nezavisly na volbé linedrni soustavy soufradnic, bezprostiedné
plyne dulezity vysledek. Je-li prostor E, vnofen do_prostoru E,
a znamend-li W,,, mnoZinu vSech ar. bodi. prostoru. E., Wp.,
mﬁoziﬁhmar bodi prostoru E. , potom jsou-li « , § prvky mno-
zmy Wisy, maji operace * + f, cx tyz vyznam v prostoru W,.,
jako v prostoru W,,,H. Z toho plyne ze Wi, je linedrni. soustava
vektorového prostoru Wi, . Totéz plyne ostatnd i ptimo z puvodnich
definic (70.4) a (70.5), Vvolime-li linedrni soustavu soufadnic (70.1)
v E,, tak, aby bylo

Ek:{P;el,...,ek}.

Poznamenejme je$té, Ze jezto jsme vl. bod (4, 1) ztotoinili s e.
bodem 4 , plyne z definice (70.5) pro libovolny vl. ar. bod (4 , k) , Ze
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(70.6) A4,k =FkA.
V dalsim tudiz oznaceni (4 , k) pro vl. ar. bod je nepotiebné.

71. POJEM PROJEKTIVNIHO PROSTORU. Uvahy pfedchézeji-
cich dvou ¢lankd jsou pocdetnim podkladem pro zavedeni pojmu
projektivniho prostoru, ktery hral velmi dulezitou dlohu v historii
geometrie. Ackoli pojem projektivniho prostoru davno ztratil své
nékdej$i dominujici postaveni, je stale je§té beze sporu jednim z nej-
vyznamnéjsich geometrickych pojmi.

Budiz dan eukleidovsky prostor E, . Nazveme projektivnim_roz-
Sifenim prostoru E, a oznalime E,. mnozinu sloZenou jednak z bodi
prostoru E,, , které jako v piedchazejicim &lanku nazveme eukleidov-
skymi body (e. body), jednak ze sméra prostoru E, , t. j. z linedrnich
soustav dimense 1 obsaZzenych v zaméfeni V,, prostoru E, , které
nazveme u4béfné body. Spoletny nazev, ktery zavedeme pro euklei-
dovské i pro ihéiné body, tedy pro véecky prvky prostoru E,, , bude
geometrické body (zkracené g. body). Casto se také fika e. bodtim body
v konelnu, ub&inym bodim body v nekonelnu. Posléze jsou
v literatufe béiné také tyto nazvy: vlastni geometricky bod (zkricené
vl. g. bod) misto e. bod, nevlastni geometricky bed (zkracens n.g. bod)
misto abézny bod.

Tyto posledni ndzvy naznaduji souvislost s tvahami pfedchizejiciho
¢lanku, kde jsme zavedli vlastni i nevlastni aritmetické body; necht
opét W,,., znamend mnozinu vSech (vlastnich i nevlastnich) ar.
bodi. Z naich definic plyne ihned, Ze poloka kaZdého vl. ar. bodu je vl.
g. bod; obricené pak kaZdy vl. g. bod je polohou nekoneéné mnoha
vl. ar. bodd, které se navzijem lisi pouze svymi koeficienty; je-li 4
jeden z t&chto vl. ar. bodl, potom vSecky maji tvar cA , kde ¢ probiha
viechna redlnd &isla riznd od nuly. Podobné poloha kazdého n. ar.
bodu neboli vektoru, s vyjimkou nulového vektoru, ktery nemé
#4dnou polohu, je n. g. bod; obracené kazdy n. g. bod je polohou
nekoneéné mnoha n. ar. bodd (nenulovych vektori); je-li v < o jeden
z nich, potom viecky maji tvar ¢ . v, kde ¥ opét probiha viecka redlna
¢isla rizna od nuly. Kazdy aritmeticky bod (at vlastni &i nevlastni),
jehoZ polohou je urdity geometricky bod, nazveme aritmetickym
zdstupcem (ar. zastupcem) tohoto g. bodu. Podetni dikazy geometric-
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kych vét se providéji tak, Ze kazdy g. bod nahradime néjakym jeho
ar. zastupcem (volenym zpravidla libovolné, ale nékdy je vyhodna
néjaka specidlni volba ar. zdstupce).

Je vSak velmi 0delné zaujmout abstraktnéjsi stanovisko. Budiz
dan vektorovy prostor W,,., kone¢né dimense m + 1 s nulovym
vektorem o, pfi éemZz m > 1; prvky prostoru W,., nazveme arit-
metické body (ar. body). Na.zveme projektivnim prostorem dimense m
nebo m-rozmérnym projektivnim prostorem a oznadime P,, mnoZinu
prvki, které nazveme geometrické body (zkracené g. body) a které jsou
vzajemné jednozna¢éné pfifazeny lineirnim soustavam {X} dimense
jedna obsaZenym ve W, ., ; zpravidla muZeme pfimo ztotoznit g.
body s takovymi linedirnimi soustavami {X}. Kazdy ar. bod X + o
jednoznacéné uréuje g . bod {X}, ktery nazveme polohou ar. bodu
X * 0. Tedy o nema Zzidnou polohu, kdeZto kazdy ar. bod X + o
ma urcitou polohu. Je-li g. bod polohou ar. bodu X , takie X + o,
nazveme ar. bod X aritmetickym zdstupcem (ar. zZastupcem) tohoto
g.-bodu.-Tedy-kazdy g. bod {X} m4 nekoneéné mnoho ar. zéstupedy;
je-li X jeden z nich, maji vSichni tvar ¢X , kde ¢ probihd viecka reilnd
¢isla riznd od nuly. Velm: Casto pro strutnost mluvime o°g. bodu X ,
¢tz Tinime g. bod, jehoz ar. zastupcem je dany ar. bod X +o.
Je-li tedy ¢ + O realné ¢islo, potom g. bod X je totoZny s g. bodemcX ,
ackoli ar. bod X je razny od ar. bodu cX .

Mluvime-li struéné o bodé¢ projektivniho prostoru P,, , mame ovsem
na mysli g. bod nalezejici do P,,

Podle nasich definic projektivni rozsifeni E,, m-rozmérného euklei-
dovského prostoru E,, je pfikladem m-rozmérného projektivniho pros-
toru P, . V_tomto piipadé mé,mé dvoje g. body, vlastni a nevlastni;
v obecnem piipadé prOJektlanho prostoru P, rozliSovani g. bodd
na vlastai a nevlastni odpada. Poznamenejme jesté, 7e v nasi termino-
logii dimense pro_]ektlvnlho prostoru P, neni rovna dimensi vektoro-
vého prostoru W, ., , nybrZ je o jedni¢ku mensi. Vektorovy prostor
W, ., nazveme aritmelickym zikladem (zkracené ar. zdkladem) pro-
jektivniho prostoru P,

Projektivni pfimkou nazveme jednorozmérny projektivni prostor
P,, projektivni rovinou dvojrozmérny projektivni prostor P, ; pro
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urditost nazveme pfimku E; a rovinu E, ve smyslu prvniho svazku
eukleidovskou pfimkou a eukleidovskou rovinou.

Basi vektorového prostoru W, ., , ktery je aritmetickym zikladem
projektivniho prostoru P, , nazveme aritmetickou basi (ar. basi)
prostoru P, . Jeli 4,,4,,..., A4, ar. base, je v oznadeni prvého
svazku

Wher ={40.,4,,...,4,}.
Budeme psat

(71.1) P,={d4,,4,,...,4.};;
index g naznaduje, Ze P, (na rozdil od W,,.,) se sklddd z geometric-
kych bodu.

Je-li dana uréditd ar. base 4,,4,,..., A, projektivniho prostoru

P, , potom kaZdy ar. bod ma tvar
X =xdy+ 24, +... + 2,4

s jednoznaéné urlenymi &isly z,,,, ..., ., jeZ jsou souradnicemi
ar. bodu X (vzhledem k dané ar. basi); piSeme

X=(xg,2,,...,%n).
Taz &sla x,,z,,..., z, jsou také soufadnicemi geometrického bodu

{X} a nazyvaji se homogennimi souradnicemi tohoto g. bodu. G. bod
je oviem urten jednoznacéné svymi homogennimi soufadnicemi,
jez jsou Eodrobeny pouze té podmmce Ze nejsou viecky soucaane

rovny I nule. Aviak g. bod nemd jednoznadng urfené homogenni sou-
fadnice, nebot zdrover s éisly x, , xl s oo s Tpy J80U DT Libovolné zvoleném
¢ £ 0 také é&isla cxy,cx,,...,cx, ﬁbnibgé%m’mi souradnicems  téhoZ
g. bodu.

O dimensi m projektivntho prostoru P,, jsme predpokladali, Ze
m 2> 1; dimense ar. zdkladu W,,,, jem + 1 = 2. Prostor P, se podle
definice sklada ze vSech linearnich soustav dimense jedna obsaZenych
ve W, ., (= g. bodi). Nékdy je ucelné nevylucovat piipady m = 0
am = — 1 ; chceme-li zahrnout tyto pfipady, mluvime o projektivnim
prostoru, v &rfim smyslu. Pro m = 0 mame projektivni prostor v Sir-
8im smyslu P,, ktery obsahuje jediny g. bod; jeho ar. zdklad W,
je vektorovy prostor dimense 1. Pro m =
prostor v 8ir$im smyslu P_,, coZ je prosté prdzdnd mnofina (neobsa-
huje vibec Zadny g. bod); ar. zdklad W, obsahuje pouze nulovy vektor.
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72. LINEARNI PODPROSTORY PROJEKTIVNIHO PROSTORU.
Budiz ddn projektivni prostor P, dimense m a budiz W,,., jeho ar.
zdklad. Je-li W, linedrni soustava dimense k + 1 > 2 obsaZend
ve W,.,, je W,.., vektorovym prostorem dimense k + 1 a tudiz
W,.,, je ar. zakladem projektivniho prostoru P, dimense k, ktery
je ¢asti projektivniho prostoru P, . Pravime, Ze projektivni prostor
P, je vnofen do projektivniho prostoru P,, nebo Ze P, je linedrni pod-
prostor projektivniho prostoru P, . Podle véty 13.2 je £ < m, pii
demZ rovnost nastane pouze tehdy, je-li W,., = W, .., t. j. pouze
tehdy, je-li P, = P, . Nékdy je dcelné nevyludovat pripady £ =0
a k = — 1 ; nevyluéujeme-li tyto pfipady, mluvime o linearnim pod-
prostoru v $ir&im smyslu dimense k . Linearnim podprostorem v $ir§im
smyslu dimense 0 je kazdy jednotlivy g. bod prostoru P, ; linedrni
podprostor v §ir§im smyslu dimense — 1 je prizdna mnozina.
Dulezity je ptipad & = m — 1; linearni podprostor dimense m — 1
projektivniho prostoru P, se nazyva nadrovina prostoru P, . Pro
m = 1 nadrovina projektivni pfimky P, neni nic jiného nez g. bod
pfimky P,; pro m = 2 nadrovina projektivni roviny P, neni nic
jiného neZ projektivni pfimka vnofena do P,; pro m = 3 nadrovina
projektivniho prostoru P, neni nic jiného neZ projektivni rovina
vnofend do P, .

Linedrni nezdvislost g. bod# projektivniho prostoru P,, definujeme
tak, Ze znamen4 linedrni nezavislost jejich ar. zdstupcil ve vektorovém
prostoru W, .,, pfi ¢emi je patrné, Ze na bliz§i volbé téchto ar.
zastupci nezaleZi. Linedrni nezdvislost e. bodd definovand v élanku 18
je, jak se snadno dokaZe, zvlistnim piipadem linedrni nezavislosti
v pravé definovaném smyslu. V projektivnim prostoru P, nelze udat
vice nez m -+ 1 lineirné nezavislych g. bodd; danz’mi E+1 (1<
< k < m) linearné nezdvislymi g. body prochdzi pravé jeden linearni
Podprostor dimense k (a Zadny linearni podprostor; niz§i dimense);
je to [viz (71.1)] linedrni podprostor

{AO ’ Al ’ e )‘Ak}ﬂl
kde 4, (0 < r < k) jsou libovolné voleni ar. zastupei danych g. bodu.
Predpoklidejme nyni, e vySettovany projektivni prostor P,, = E,,

yIv

je projektivni rozsifeni eukleidovského prostoru E, . Je patrné, Ze
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mnozina viech abéznych bodd prostoru E,, je nadrovina prostoru E,
kterou nazveme ubéfnou nadrovinou prostoru E, . Casto je ucelne
nazvat dbéznou nadrovinu projektivniho rozéirenl Em eukleidovského
prostoru E,, struéné ibéznou nadrovinou eukleidovského prostoru E,,
Prom = 1 tbéznou nadrovinou (v §ir§im smyslu) eukleidovské pfimky
E, je jediny Gbéiny bod nalezejici do projektivniho rozsifeni euklei-
dovské primky E, ; tento ubéiny bod neni ni¢im jinym neili smérem
e. piimky E; . Pro m = 2 (béZna nadrovina e. roviny E, je jeji #béZnou
pfimkou; pro m = 3 (béZnd nadrovina obyéejného prostoru E, je jeho
ubéZnou rovinou.

Projektivni rozéireni E,_ eukleidovského prostoru E, je dileZitym
piikladem projektivniho prostoru dimense m . Jinym neméné dilezi-
tym prikladem projektivniho prostoru dimense m je ibéZna nadrovina,
eukleidovského prostoru E,,,+1 ; tento pfiklad projektivnikio prostoru
je pozoruhodny tim, #e zde odpada rozlifovéni g. bodi na »viastni*
a ,nevlastni®; vsecky g. body tohoto prostoru maji stejnou strukturu.
V dal$im pozndme fadu jinych duilezitych projektivnich prostori
a lépe si uvédomime dilezitost tohoto pojmu.

BudiZ opéi dan eukleidovsky m-rozmérny prostor E,, a budiz dian
jeho k-rozmérny linedrni podprostor (1 < k <C m) ve smyslu ¢lanku 18,

Zvolime-li libovolné e. bod P nalezejici do E, a basi {u,, ..., u.} pro
zaméfeni e. prostoru E, , jest

E, = {P;u,,..., u}.
V dusledku ptredchazejicich definic je

E,cz{P,ul,...,uk},;

projektivni rozsifeni E, e. prostoru E, vnofeného do e. prostoru E,
]e tedy projektivnim prostorem vnofenym do projektivniho prostoru
- G. body prostoru E, jsou tedy jednak g. body prostoru E, (vlastni
g body prostoru E,), jednak sméry obsazené v E, (nevlastni g. body
prostoru E,). Tedy projektivni rozsifeni E, linedrniho podprostoru E,
eukleidovského prostoru E,, je linedrnim podprostorem projektivniho
prostoru E,,. Takovéto linedrni podprostory prostoru E, nazveme
vlastnimi linedrnimi podprostory prostoru E,,
Nevlastni linedrni podprostor prostoru E, je linedrni podprostor
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(ib&Zné nadroviny prostoru E,, . Je-li V, (2 < k < m) linedrni soustava
dimense kb obsaZena v zaméfeni VY, prostoru E, , je V, ar. zakladem
urditého nevlastniho linearniho podprostoru dimense 2 — 1 prostoru
E,, a ka?dy nevlastni lineirni podprostor prostoru E,, vznikne timto
zpisobem. .

Je-li P, linearni podprostor projektivniho roziifeni E,, eukleidovského
prostoru E, , miZe se stat, Ze P, obsahuje pouze nevlastni g. body;
v tomto piipadé P, je zfejmé nevlastnim linearnim podprostorem
ve smyslu pravé definovaném. V opaéném pifipadé zvolme libovolné
e. bod P obsaZeny ¥ P, ; podle véty 13.1 je mozné k P pFipojit dalich &
ar. boda Q, (1 < r < k) tak, Ze vznikne ar. base P, @, , ..., Q. pro P, .
Je-li ¢, (1 < r < k) koeficient ar. bodu @, , je patrné, Ze ar. bod v, =
= @, — ¢, P ma koeficient nula, t. j. Ze u, je vektor; zaroveii je patrné,
7e P,u, ..., u, je nova ar. base pro P, . Z toho vSak snadno plyne,
Ze P, je projektivni rozsifeni linedrniho podprostoru

Ek={P;u1,...,uk}

eukleidovského prostoru E,, . Tudiz P, je vlastni linedrni podprostor
prostoru E,, ve smyslu definovaném vysge.

Tim je zjisténo, jaké jsou linedrni podprostory projektivnibha roz-
Siteni E,, eukleidovského prostoru E,, . Jsou to jednak linedrni pod-
prostory ’q_lze_zne nadroviny prostoru E,, , kferé obsahuji pouze ubéiné

body, jednak to jsou projektivni rozSifeni. linearnich pedprostori
eukleidovského prostoru E, .

73. SPOJENI A PRUNIK DVOU LINEARNICH PODPROSTORU
PROJEKTIVNIHO PROSTORU. Budtez nyni P,, P, dva linedrni
podprostory projektivniho prostoru P,,sdimensemi &, k, kde 1 < kb <
<m, 1<k<m, tedy m > 2. Budtez W,.,, Wi.,, W,., ar.
zikiady projektivnich prostort Py, P, P, . W3, , W,., jsou linedrni
soustavy vektorového prostoru W, .,; dimense W,.,, Wi.,, Wi
jsou po Fadé h £1 ,k +1,m + 1.V ¢lanku 24 jsme zavedli pojem
pruniku a spojeni lmearmch soustav: prinik linedrnich soustav W, ,
W, ., oznaéme T,, spojeni S,; jsou to linedrni soustavy obsaZené
ve W,.,. Oznadme jests T, pramik linedrnich podprostori Py, Py
prostoru P, , t. j. mnoZinu viech g. bodi nalezejicich jak do P, ,
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tak i do Py, dile S, spojeni linedrnich podprostor P, , P, prostoru P,, ;
S, je nejmensi linedrni podprostor obsahujici jako ¢ast jak P, , tak
i P,. Pfi tom S, je ar. zaklad projektivniho prostoru S, ; ma-li S,
dimensi s, ma S, dimensi s + 1. Podobné T, je ar. zdklad pro 7T, ;
ma-li T, dimensi ¢, ma T, dimensi ¢ 4+ 1. Na rozdil od S, miZeme
o T, tvrdit pouze, Ze je to linedrni podprostor v $irdim smyslu pro-
jektivniho prostoru P, : mize bytit = — 1, t. j. prunik 7', linedrnich
podprostor P,, P, muZe byt prazdny; také muze byt t = 0, t. j.
pranik 7', linearnich podprostort P, , P, miZe obsahovat jediny bod.

Cisla s, t vedle zfejmych nerovnosti

(73.1) — 1< ¢t < min(h, k),

(73.2) max(h , k)< s<m
podle ¢lanku 24 spliiuji dileZitou rovnost

(73.3) t+s=h+k.

P#i tom rovnosti ¢ = min(k , k)., s = max(h, k) budto plati obé nebo
neplati Zadna; plati pak, pravé kdyZ jeden z obou linearnich pod-
prostort P, , P, je &asti druhého.

Budiz zejména k=m—1, t. j. P, =P, _, budiZ nadrovina
prostoru P, . Potom s > m — 1, a jestlize prostor P, neni obsaZen
v P, _,, nemiZe byt s = m — 1, takZze musi byt s = m , nacez podle
(73.3) je t = h— 1. Tedy: Pfimka P , kterd neleZ v nadroviné P,, |,
md s touto nadrovinou prdvé jeden spoleény bod. Linedrni podprostor
P, dimense h = 2 , ktery neleZi v nadroviné P,,_, , protne tuto nadrovinu
v linedrnim podprostoru dimense h — 1. Jednoduchy piiklad na tyto.
véty dostaneme, je-li P,, projektivnim rozsifenim E,, cukleidovského
prostoru a je-li P, _, (béZnou nadrovinou. Potom nase véty se re-
dukuji na znamy fakt, Ze eukleidovska pfimka ma pravé jeden ubéiny
bod a Ze ubéiné body eukleidovského linedrniho podprostoru E,
dimense % > 2 tvofi v E,, nevlastni lineirni podprostor dimense
h — 1.V eukleidovském prostoru E,, pfimka E; , kterd nelezi v nad-
roviné E;,_,, miZe mit k E] _, dvoji vzdjemnou polohu: budto je E,
rovnobézna s E,,_, a nemd s E,,_, zadny spoleény bod, nebo E, ma
s E, _, pravé jeden spoleény bod. V obou pfipadech ma projektivni
rozdireni E—; s projektivnim roziitenim E’,_, pravé jeden spoleény bod,
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ktery v prvém piipadé je ubéiny, ve druhém eukleidovsky. Podobnd
tomu je i kdyZ misto pfimky E,; uvaZujeme linedrni podprostor E,
dimense b > 2. Vidime, Ze jestliZe nerozliSsujeme mezi eukleidovskymi
a ubéZinymi body, chova se projektivni prostor E, jednoduseji nez
eukleidovsky prostor E,, ; to plati nejen pri studiu otazky vzijemné
polohy nadroviny k jinému linearnimu podprostoru, nybrz i pfi studiu
obecngjsi otazky vzajemné polohy dvou linedrnich podprostora. Ctenaf
necht znovu odvodi vysledky ¢linku 25 o vzijemné poloze linearnich
podprostort E, , E; eukleidovského E, na zikladé vysledku (73.1)
a% (73.3) tykajiciho se projektivnich roziiteni E} , Ej . P¥i tom jest tfeba
rozezndvat dva pripady podle toho, zda prinik 7', projektivnich pro-
storti E; , E} je & neni obsazen v Gb&%né nadroviné prostoru E,, .

Zde si v8imnéme pouze jesté pfipadu h =k =1, t. j. vzdjemné
polohy dvou pfimek P,, P projektivniho prostoru P, . Zde je t < 1
a jeli P, £ P/, jet <1, t. j. budto ¢t = 0 nebo t = — 1 ;podle
(73.3) je v prvém piipadé s = 2, ve druhém s = 3. Tedy dvé rizné
primky projektivniho prostoru lei vidy obé v trojrozmérném linedrnim
podprostoru; pravé kdyz maji spoleCny bod (jisté jediny), lei obé pFimky
v téZe roviné. V eukleidovském prostoru E, dvé rizné piimky leZici
v téze roviné budto byly rovnobéiné nebo mély spolecny bod; po
pfechodu k E,, mame spoleény bod v obojim piipads, v prvém ptipadé
ubézny, ve druhém eukleidovsky.

74. PRINCIP DUALITY. Poznali jsme dosud v podstaté dva kon-
kretni pfipady m-rozmérného projektivniho prostoru P, , totiz pfedné
projektivni rozdifeni eukleidovského m-rozmérného prostoru E,,
skladajici se jednak z bodd, jednak ze smért prostoru E,, , za druhé
pak ubéznou nadrovinu eukleidovského (m + 1)-rozmérného prostoru
E,. ., sklddajici se ze sméra prostoru E,, , . JiZ na str. 16 jsme pozna-
menali, Ze existuje fada jinych vyznamnych pfikladt projektivnich
prostorq, s nimiz se pozdéji sezndmime. V tomto ¢lanku udinime prvy
velmi dulezity krok v tomto sméru. Dokiieme totiZ, Ze je-li dan
libovolny m-rozmérny projektivni prostor P, , potom mnozina v3ech
nadrovin prostoru P,, , kterou oznadime P,, , tvok novy m-rozmérny
projektivni prostor, ktery nazveme dudlnim k pivodnimu projektiv-

nimu prostoru P,, . To je velmi daleZitd véc. DokdZeme-li totiz jakou-
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mtZeme tuto ito vétu aplikovat na dudlni prostor P,,, ; tim vznikne nova
véta, zvana dudlni vétou k vété pavodni, kterou uZ neni tfeba zv]ast
dokazovvaf protoze iéﬁiukaz je uZ obsaZen v dikaze pavodni véty,
V tom spodiva t.zv. _princip duality, ktery velmi z1edn0dusu3e vysetro-
vani pro]ek»t'w\nY(—z}i yrostoru o
N3 cil je tedy dokazat, e mnoZina viech nadrovin m-rozmérného
projektivniho prostoru P,, tvofi novy m-rozmérny projektivni prostor.
Pro m =1 je to zfejmé, nebot pro m = 1 pojem nadroviny splyva
s pojmem bodu, take duilni prostor P, je prosté totozny s prostorem
P, . Pres to nésledujici avahy plati i pro m = 1, nedavaji oviem pro
m = 1 nic podstatné nového.
+V ¢lanku 46 jsme zavedli linearni funkce vektoru a odvodili jsme
jejich zdkladni vlastnosti. Pfi tom jsme sice méli na mysli specidlni
vektorovy prostor, ktery je zaméfenim eukleidovského prostoru,
jeito vSak dva vektorové prostory téze dimense jsou (viz ¢lanek 14)
navzdjem isomorfni, je patrné, Ze véty ¢lanku 46 jsou spravné pro
kazdy vektorovy prostor konené dimense. UZijeme jich nyni na vekto-
rovy prostor W,,,, dimense m + 1, ktery je ar. zakladem projektiv-
niho prostoru P,, dimense m . Misto ndzvu lineirni funkce vektoru
zavedeme ndazev linedrni forma, co tedy je pravidlo f , které kazdému

ar. bodu X ptitazuje redlné ¢islo f(X) , pfi ¢emz jednak

koli vétu spravnou pro kazdy m-rozmérny projektivni prostor P, ,

(74.1) (X +Y) = [(X) + [(Y)
pro libovolné dva ar. body X , Y , jednak

(74.2) f(eX) = cf(X)
pro libovolny ar. bod X a pro libpvolné realné &islo ¢ . Je-li veW, .,
zavedena uréitd base 4, 4,,...,'4,, , potom pro

(74.3) X =(20,21,..0,%m) -
mame

(74.4) (X)) =awxy + a2, + ... + @pTsy .
Pfi tom jsou a,,a,,...,a, urlitd redlnd d&isla, zvand koeficienty
linedrni formy. V algebfe nazyvime linearni formou specidlni funkei
proménnych 2,,z,,...,2, tvaru au, + ax, + ... + a,%, , kde
a,,a,,...,a, jsou dané konstanty. V geometrii je vSak vyhodnéjsi
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definovat linedrni formu vlastnostmi (74.1) a (74.2) nezdvislymi na
volbé base vektorového prostoru W, ., .

Jako v élanku 46 definujeme zptisobem zcela na snadé lezicim soudet
dvou linearnich forem a soucin realného ¢isla s linearni formou. V di-
sledku téchto definic mnozina viech linedrnich forem, kterou oznadime

Wm 1, Je vektorovym prostorem téZe dimense m + 1, kterou méi
plivodni vektorovy prostor W,,,. Nulovym vektorem ve W,,,

je ta Tinearni forma, ktera kazdemu ar. bodu pfifazuje ¢islo 0 (neboh
ta linearni forma, ktera pfi jedné a tudiz pii kterékoli volbé base mé
viecky koeficienty rovné nule); oznadime ji o .

Pozndmka. V ¢lanku 46 i v ¢lanku 49 v prvém svazku jsme uZivali
vodorovného pruhu (psali jsme o misto o). Jezto viak nyni vodorov-
ného pruhu jsme uZili pro projektivni roziifeni eukleidovského pro-
storu, uzivime pro dualitu radéji vlnitého pruhu.

Z véty 46.1 plyne, ze je-li f + o linearni forma ve W,.,,, existuje
nadrovina g prostoru P,, tak, Ze g. bod {X} leZi v ¢ , pravé kdyzZ ar. bod
X spliiuje rovnici f(X) = 0. Pravime, zZe f{(X) = 0 je rovnice nadroviny
¢ v projektivnim prostoru P, . Obricené podle véty 46.1 ke kazdé
nadroviné g prostoru P,, existuji linearni formy, které jsou v pravé
popsaném vztahu k g ; je-li f jedna z nich, jsou vSecky tvaru c.f.
kde ¢ probiha vSecka realnd éisla rtizna od nuly. A z toho pravé plyne
uz spravnost vySe formulované zakladni véty, Ze nadroviny prostoru
P, muzeme povaZovat za body nového projektivniho prostoru, ktery
oznadime P, , ktery nezveme dudlnim prostorem k P, a ktery mé touz
dimensi jako puvodni prostor P, . Mimo to je patrné, ze vyse defino-
vana mnozina W, 1 VSech linearnich forem ve W,,,, je ar. zdkladem
duilniho prostoru P, . V dusledku toho je Géelné dat nizev aritmetické
nadroviny (zkricené ar. nadroviny) linedrnim formdm ve W,.,;
pro jasnost budeme, je-li toho tfeba, mluvit o geometrickych nadrovi-
ndch (zkricené g. nadrovindch), mame-li na mysli nadroviny prostoru
P.. neboli body (g. body) dudlniho prostoru P,, . Nazyvime tedy:

ar. body prvky mnoZiny W,,, ;

g. body prvky mnoziny P, ;

ar. nadroviny prvky mnoziny W,, 1
g. nadroviny prvky mnoziny P,
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Prom = 2 mluvime o ar. a g. pfimkdch, prom = 3 o ar. a g. rovinach.

V piedchédzejicim jsme ar. nadroviny, t. j. prvky vektorového pro-
storu W,, +1 > uplné ztotoznili slinedrnimi formami ve W, , . To viak
neni podstatné a muZieme pod ar. nadrovinami rozumét také jiné
objekty nez linedrni formy ve W, ,, jen kdyZ jsou tyto objekty
vzijemné jednoznadné pfifazeny linedrnim formam ve W,,, . Této
poznimky muZeme uZit k tomu, abychom vztah mezi obéma vektoro-
vymi prostory W,,,, a W, +1 8 tudiZ i vztah mezi obéma projektivnimi
prostory P,, a P,, vyjadiili v takovém tvaru, aby v ném oba uvaované
prostory vystupovaly tplné symetricky.

Predpokladejme nejprve, Ze byla zvolena néjakd base 4,,4,,...

, 4., vektorového prostoru W,,,, & oznaé¢me ar. bod (74.3) misto
(74.3) urditéji
(74,3) X = (2,21, .-y Zmh »

+1

kde index b naznaéduje, Ze X je ar. bod, t. j. prvek prostoru W,,, .
Prifadime nyni uvazované basi 4, , 4, , ..., 4,, vektorového prostoru
W, urditou basi vektorového prostoru W,,. takto. Prostor W, ,
se sklada z linedrnich forem ve W,,,, (nebo z ]mych prvka vzajemné
jednoznaéné piifazenych takovym linedrnim formdm); linearni forma
f ve W,,, mi viak tvar (74.4) a je jednoznaéné uréena svymi koefi-

cienty a,,qa,, ..., @, ; miZeme ji oznadit
(74.5) [ (7SN TR 5 T
kde index r naznaduje, Ze bézi o ar. nadrovinu, t. j. o prvek prostoru
W.,,. Oznadme f,,f,,..., fn ty linearnf formy ve W, , které
v ar. bodé (74.3’) nabyvaji hodnot
/O(X)zxt'l! fl(X =zlr--') ,m(x)=xm;
je patmné, Ze linearni formy fo,fi,...,/m tvoii basi vektorového

prostoru W, +1» kterou nazveme dualni k dané basi prostoru W, ,,
a Ze linedrni forma (§4.5) ma tvar

aofy + a1 fy + oo+ A -

Mime tedy ddanu uréitou basi jak ve vektorovém prostoru W,,_,,
tak i ve vektorovém prostoru W, , . Je-li

(74.6) X =(xg, %y, .--» Ty
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libovolny prvek prostoru W, , a je-li

(14.7) Y = W, Y1 s Ymhr

libovolny prvek ve W, , , poloZime
(74.8) dX,Y) =2y + 2,9 + oo + Tlym

Pomoci vyrazu d(X , ¥) je vztah mezi W, a W,,,+1 vyjadfen zpiso-
bem naprosto soumérnym vzhledem k obéma vektorovym prostoriim.
Existuje vzajemné jednoznaény vztah mezi ar. nadrovinami (prvky
vektorového prostoru W,,,,) a mezi linedrnimi formami v prostoru
W,..,, pfi GéemZ ar. nadroviné

A= (@,a,,...,8,),
odpovida ta linearni forma, kterd libovolnému prvku (74.6) prostoru
W,..q plifazuje éislo
d(X , 4) = aw, + aZ, + ... + AT

Stejné v8ak také existuje vzajemné jednoznaény vztah mezi ar. body
(prvky vektorového prostoru W, ;) a mezi linedrnimi formami

v prostoru W,,,,, pii cemz ar. bodu

A=(ay,a,,...,Cn)
odpovida ta linedrni forma, kterd libovolnému prvku (74.7) prostoru
W,,,, piifazuje ¢islo
dA.Y)=aye +ay, + ... + G -

Vztah mezi obéma vektorovymi prostory W, , W, +1 ktery jsme
pravé popsali uzivajice urcité base pro W, , a base k ni dualni pro
W,..., byl popsin zpisobem nezivislym na volbé basi v &lanku 49.
Charakteristické vlastnosti zdkladniho vyrazu d(X , Y) jsou popsiny
ve (49.1) az (49.6), pfi ¢emz mame pouze ten formélni rozdil, Ze tehdy
jsme uzivali vodorovného pruhu, ktery jsme nyni nahradili vinitym
pruhem. Mimo to oba navzijem dudiné sdruiené vekiorové prostory
tehdy byly oznageny V,, W, nyni W, ,, W, +15 Jejich spolecnd
dimense tehdy byla oznacena m , nyni pak je m + 1. Pfipomerime si,
Ze véta 49.3 pravi, Ze ke kazdé ba31 prostoru W, , mame prévé jednu
dudlni basi prostoru W,,, , tak, Ze plati (74.8).
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75. LINEARNI PODPROSTORY DUALNIHO PROSTORU. Budiz
dan m-rozmérny projektivni prostor P,, a budiz P P, projektivni prostor
k nému dudlni. Jako dosud ponechime nazev bod (uréitéji & bod)
pro prvky puvodmho prostoru P, ; prvky dudlniho prostoru | P,,, _Jsou,
jak vime, nadrovmaml (uréitéji g. nadrovinami) prostoru P, . Pone-
chivime nizev nadrovina | pro  nadroviny prostoru P,, , ale oviem mame
také nadroviny prostoru P.., které jsou prvky projektivniho prostoru
dualniho k prostoru P, . “Jezto podle predcha,zejlclho jsou prostory
P,., P,, navzdjem duélni, musi nadroviny prostoru P, byt ve vzijemné

jednozna¢ném vztahu s body pavodniho prostoru P, . Tento vzdjemné

Macny vztah je nadmiru jednoduchy: u.kazuj_e se, Zze nadrovina
prostoru P,, je prosté mnozina viech téch nadrovin piivodniho prostoru
P.. , které prochazeji uréitym bodem prostoru P,,l , a Ze také obracené,
zvolime-li v P, libovolné bod, potom mnoZina vSech nadrovin (pro-
storu P,,) prochizejicich Zvolenym bodem tvofi nadrovinu prostoru P,
Tento vysledek je zvlastnim piipadem & — 0 nasledujiciho obecne]smo
vysledku. T

Budiz — 1 < b < m a budiz

(75.1) 7»+k=m—1

———

takze také — 1 < k < m . Oznaéme P, hbovolny linedrni podprostor
v Sirsim shiijTTprUStm—PE dimense % ; jako obvykle znamena P,
libovolny linearni podprostor v §ir§im smyslu prostoru P,, dimense k .
Dokazeme, Ze existuje vzdjemné jednoznaény vztah mezi viemi P,,
na jedné strané a viemi P, na strané druhé tak, Ze libovolné dany P,
je mnoZina viech nadrovin (prostoru P,) prochaze]wlch kazdym bo-
dem pf'lslusneho P.,aze také obracens pro libovolné dany P, mnoZina
vSech nadrovin (prostoru P,) prochizejicich kazdym jeho bodem
tvoii P,,
Pro .
h=—1 je k=m, tedy P.,=P,;

P_, znameni priazdnou mnozinu a skutgéné mnozina vSech nadrovin
prostoru P, prochazejicich kaidym bodem tohoto prostoru P,
je prazdna. Proh =mjek = — 1 ,P,=P,;P, je mnozina obsahu-
jici kaZdou nadrovinu prostoru P,, a skutedné mizeme tvrdit, Ze zcela
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libovolnd nadrovina prostoru P, prochazi véemi body prostoru P,
nebot P, = P_, je prazdnd mnoZina, ktera vibec Zadnych bodi nema.

Budiz tedy 0 < B < m— 1, takie také 0 < k< m — 1. BudiZ
W, ., ar. zaklad projektivniho prostoru P, , W, ,1 ar. zaklad prostoru
P, , takie W, ,, W, , jsou dva dudlné sdruzené vektorové prostory
spoleéné dimense m + 1. Podle pfedchéazejiciho mame pro kazdy
prvek X prostoru W, (ar. bod) a pro kazdy prvek Y prostoru W,,,,
(ar. nadrovinu) definovano ¢islo d(X , Y), pfi éemz z ivah ¢lanku 74
je snadno patrny ten zdakladni fakt, Ze pro X =+ o, Y +o jed(X , Y) =
=0, prdvé kdyf bod {X} le¥i v nadroviné {¥} neboli, coZ je toté,
pravé kdy? nadrovina {Y} prochdzi bodem {X} .

Nyni podle &ldnku 72 kaidy P, mdi za ar. basi uréitou linedrni
soustavu W, , dimense k + 1 vektorového prostoru W, a obracené
kazda takové linearni soustava je ar. basi uréitého P, . Podobné oviem
i kazdy P, mé za ar. basi urditou linedrni soustavu W,,, dimense
h + 1 vektorového prostoru fVm +1 @ obraceng kazd4 takova linedrni
soustava je ar. basi uréitého P, . AvSak z vét 49.5 a 49.6 (ve kterych
oviem &islo m musime nyni nahradit ¢islem m + 1) vyplyva, Ze existuje
vzajemné jednoznaény vztah mezi véemi W, na jedné strané a viemi
W,,. na strand druhé tak, Ze pti daném W,,, je W,,, mnozinou vsech
téch ar. nadrovin Y , pro néz d(X , ¥) = 0 plati pro viecky ar. body X
nalezejici do W,,,, a obricené pfi daném W,,, je W,,, mnoinou
viech téch ar. bodi X, pro néz d(X, Y) = 0 plati pro vsecky ar.
nadroviny ¥ nalezepcl do W,,+1 . Staéi nyni si pfipomenout vyznam
rovnice d(X ,Y) =0, abychom si uvédomili, Ze v tom je “obsaZen
dikaz vyse formulovaného vzajemné jednoznaéného vztahu mezi
viemi P, na jedné strané a vSemi P, na strané druhé.

Lineirni podprostor (v $ir§im smyslu) projektivniho ptostoru _I_Sm
duédlniho k danému projektivnimu prostoru P, nazveme dudinim
podprostorem (v 8ir8im smyslu) prostoru P, . Tedy kazdy dudlni pod-
prostor v SirSim smyslu P, dimense A prostoru P, je mnozZina vSech
téch nadrovin prostoru P,, , které prochazeji urditym linedrnim pod-
prostorem v 8ir§im smyslu P,,_,_, dimense m — & — 1 prostoru P.;
pravime, Ze P, _ a-1 le vrcholem duélniho podprostoru P, pii ¢emiz
obracené kazdy P,_,-, je vrcholem privé jednoho P,. Jsouli P,
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P" dva linedrni podprostory v SirS3im smyslu prostoru P, a jsou-li
P’, P" ty linearni podprostory dualniho prostoru P, , jejichz vrcholy
jsou P’, P”, je patrné, ie P’ jo dasti P, pravé kdyz P” ]e ¢asti P’; mimo
to, jestliZe dim znamens dimensi, je dimP’ < dimP”, pravé kdyz
dimP’ = dimP".

Budtez nyni ddny dva lineadrni podprostory P’, P” prostoru P, ;
ozna¢me S spojeni a T prinik podprostora P, P, takze také S, T
jsou linearni podprostory (v §irSim smyslu) prostoru P, . Budtez
P, P, 8, T ty dualni podprostory (v &irsim smyslu), jejichz
vrcholy jsou P’, P”, S, T. Potom plati, ze T' je spojeni a Ze S je prinik
duéilnich podprostort P’, P”. Nebot S je linedrni podprostor nejvyssi
dimense mezi témi linearnimi podprostory, které obsahuji jako ¢ast
jak P, tak i P”. Podle ptedchazejiciho tedy § ma nejvyssi dimensi
mezi viemi témi dudlnimi podprostory v SirSim smyslu, které jsou
obsazeny jako &4st jak v P, tak i v P, a to pravé znamenis ze S je pri-

nikem duélnich podprostoria P', P". Ze T je jejich spojenim, dokaze
se uvahou zcela stejného typu.

76. DVOJPOMER. V tomto &élanku budeme vysetfovat projektivnf
pfimku P, . Nazveme struéné Ctvefici na pfimce P, ¢tyfi v uréitém
potadi dané a navzdjem rizné g. body primky P, a pfifadime kazdé
takové &tvefici uréité realné ¢islo, které oznadime (4BCD) a které
nazveme dvojpomérem &tvefice. Body ¢tvefice budtez dany svymi
ar. zastupci 4, B, C, D. Jeito {4} + {B}, jsou ar. body 4, B
linedrné_nezavislé a tvoii tudiZ ar. basi pro P, , takie existuji realnd
gisla u, , u,, v, , v, tak, Ze

(76.1) C =wuA + u,B, D =v4 +v,B

Podminka, 7e g. body ¢tvefice jsou navzajem razné, je vyjadiena
jednak linedrni nezavislosti ar. bodd 4 , B, jednak je§té nerovnostmi

(76.2) U U0, F 0 ," U 0y F UG, .
Muzeme tudiz polozit
Uyt
(76.3) (ABCD) = wv,
8 mame
(76.4) 0 + (ABCD) # 1.
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Snadno zjistime, Ze ¢islo (76.3) se nezméni, jestlize u nékterého z da-
nych &ty¥ g. bodi zménime jeho ar. zastupce. Nebof misto

(76.5) Uy, Uy, YV, U,

mame
u k, u,, v,:k, v,,
jestlize misto 4 zvolime kA4 . Podobné jestlize misto B zvolime kB ,
potom misto (76.5) mame .
U, Ut k, v, v,:k.

Jestlize misto C zvolime kC , potom misto (76.5) mame

ku,, ku,, v, v,.
Jestlize misto D zvolime kD , potom misto (76.5) mame

u,, %y, kv,, kv,.
Je patrné, Ze pii kterékoli z téchto Gtyl zmeén dislo (76.3) zistava
nezménéno. Je tedy toto &islo jednoznacné uréeno danou ctvefici;
bylo jiz feceno, Ze je nazyvame dvojpomeérem &tvefice.

Vime, Ze pro dvojpomér plati nerovnosti (76.4). Obracené plati:

VETA 76.1. BudteZ ddny na projektivni pfimce P, tfi rizné g. body
A, B, C abudiZ dino redlné &islo A tak, Ze

(76.6) 0+=21+1.

Potom existuje na P, prdvé jeden g. bod D rizny od vdech tFi danych
g. bodi, pro ktery dvojpomér (ABCD) je roven A .

Dtkaz. Zvolme libovolné ar. zastupce 4, B, C. Ar. body 4, B
tvofi ar. basi pro P, a existuji ¢isla u, + 0, u, + 0 tak, Zze C =
= u,4 + u,B . Bé&z o to, urdit &isla v, , v, tak, aby platily nerovnosti
(76.2) a aby bylo u,v, = Au,v, . Je patrné, Ze v, + 0 mizeme libovolné
zvolit, nadez v, #+ 0 je jednoznaéné urceno; (76.2) plati podle (76.6).
Piseme-li D = v,4 + v,B, plati (76.3), pFi éemZ neni sice jednoznadné
urcen ar. bod D, je v8ak jednoznaéné uréen g. bod D .

Pozndmka. V predchizejicim jsme volili ar. zastupce 4, B, C
libovolné. Je viak patrné, Ze je miZeme volit tak, Ze

(76.7) C=A4+8B,
nacez (ABCD) = A pro
(76.8) D =14 +B.
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Z definice dvojpoméru plyne snadno:
VETaA 76.2. Je-li A, B, C, D, E pét riaznych g. bod@ na projektioni
primce, potom pro jejich dvojpoméry plati
(ABCD) . (ABDE) = (ABCE) .
Dvojpomér étvetice je zavisly na pofadi bodu, ze kterych se sklada
¢tverice. Z definice je pfimo patrné, Ze

1
1
Daéle uvazme, Ze ze (76.1) plyne
B-_"4.1¢ D=2,y g
Uy up Uy u,
takze )
. (ACBD) = %2 — %
Uu\Y, '
Porovname-li se (76.3), mame
(76.11) (ACBD) = 1— (ABCD) .

Vzorce (76.9) az (76.11) ukazuji, jak se zméni dvojpomér étvetice,
jestlize vyménime tfeti bod se ¢tvrtym, nebo prvni s druhym, nebo
druhy se tfetim. Je-li (4BCD) = 1, dospéjeme opétovnym uZitim
téchto vzorca posléze k vysledku:

(76.12)  (ABCD) = (BADC) = (CDAB) = (DCBA) = 1,
(76.13) (ACBD) = (BDAC) = (CADB) = (DBCA) =1 — 1,

(15.14)  (ABDC) = (BACD) = (CDBA) = (DCAB) — % ,
,(76.15) (ACBB) = (BDCA) = (CABD) = (DBAC) = 1__1__/1,

(76.16)  (ADBC) = (BCAD) = (CBDA) = (DACB) = ’1_‘123 ,

(76.17)  (ADCB) = (BCDA) = (CBAD) = (DABC) = % :
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Je-li tedy 4 hodnota dvojpoméru pii uréitém pofadi bodid, z nichz
se sklada étvefice, potom pfi viech moznych 24 pofadich mame 6
zpravidla navzijem riznych hodnot dvojpoméru:

1 1 1—1 A

(76.18) 2, 1—2, =, y—3» 5 71

Pii tom kazda ze 6 hodnot (76.18) odpovida étyfem riznym poradim
bodu ve Cétvefici. VSimnéme si téch &tyF poradi (76.12), ve kterych
dvojpomér je roven 1. VSecka tato étyfi pofadi maji to spoleéné,
7e étveiice 4 , B, C, D je rozdélena na dvé dvojice:

(76.19) A,B; C,D.

Pri tom muzZeme obé& dvojice (77.19) mezi sebou vyménit beze zmény
hodnoty dvojpomeéru, t. j. na vzdjemném pofadi obou dvojic nezalezi.
Naproti tomu zilezi na pofadi bodd uvniti jednotlivé dvojice, a to
tak, Ze beze zmény hodnoty dvojpoméru miZeme v obou dvojicich
zaroven zménit pofadi bodd, ze kterych se dvojice sklada.

Pii tom jsme pfedpokladali, Ze vSecka ¢isla (76.18) jsou navzajem
razna. JeZto 0 + A + 1, zjistime snadno, Ze nékterd z &isel (76.18)
mohou splynout pouze tak, Ze budto 4 je rovné jednomu ze tii Cisel

(76.20) —1, 2, 1
nebo je .
(76.21) 2—1+4+1=0.

Avs3ak rovnice (76.21) nema realné kofeny a jeZto vySetiujeme pouze
realné hodnoty, mame ten vysledek, Ze pfi vSech moznych zménédch
poradi bodu ve étvefici nabude dvojpomér méné neZ 6 riznych hod-
not, pravé kdyZ pfi nékterém pofadi je dvojpomér roven jednomu
ze tii Cisel (76.20). Je-li tomu tak, je dvojpomér roven jednomu ze tii
¢isel (76.20) pii kazdém pofadi bodu ¢tvefice, a to tak, Ze kaida
z hodnot (76.20) plati pravé pro osm raznych pofadi. Zvlists dilezita
jsou ta potfadi, u kterych dvojpomér je roven — 1. Je-ti
(76.22) (ABCD) = —1,
pravime, Ze g. body A, B, C, D tvoii harmonickou étvefici. Pojem

harmonické &tvefice je tedy zavisly na pofadi boda, ze kterych se
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Stvefice sklida. Je-li ¢étvefice harmonicka pri nékterém potadi,
je harmonicka pfi pravé osmi ze viech 24 moZnych poradi bodia ve
étvefici. Spoletné viem témto pofadim je to, Ze dand étveFice je uréi-
tym zpisobem rozdélena na dvé dvojice (76.19). Naproti tomu ne-
zalezi na vzajemném pofadi bodl uvniti nékteré dvojice, ani na vza-
jemném pofadi obou dvojic. V disledku toho zavidime pro (76.22)
jesté jiny zpusob vyjadfovani: pravime, Zze body C, D jsou harmo-
nicky sdruZeny vzhledem k bodim A4 , B nebo ze bod D je harmonicky
sdruzen s bodem C vzhledem k bodim 4 , B . Spravnost tohoto réenf
zistane tedy nedotcéena, jestlize vyménime mezi sebou body 4 , B,
nebo jestlize vyménime mezi sebou body C', D , nebo jestlize vyménime
mezi sebou obé dvojice (76.19).

Budiz nyni dina eukleidovskd piimka E, a na ni tfi rizné e. body
A, B, C.Potom existuje ¢islo ¢ tak, Ze

A=C+t(B—C)
aje0 +t +1. Vektor u = B— C je ar. zastupcem @bézného bodu
naE,.JeB=C +u,A =C + tu, takie podle definice dvojpoméru
(CuAB) =t neboli podle (76.12): (ABCu) = t, takze podle ¢lanku 27
je .
(76.23) (ABCu) = g .
CB
Jsou-li 4, B, C', D &tyfi razné e. body na e. pfimce E, , potom vedle
(76.23) mame téz

(ABDu) = —1_).—4 ,
DB
takze podle véty (76.2) je
(76.24) (4Bcp) = Z4-DB
CB.DA
Zavedeme-li do (76.23) znacku pro délici pomér [viz (27.7)], méme
(76.23") (4BCu) = (C ; A4, B)
a (76.24) zni
, _(c;4,B)
(76.24") (ABCD) = D. 4B
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Dvojpomér étvefice e. bodl je tudiZ pomérem dvou délicich poméri;
to je divodem pro nizev dvojpomeér.

Je-li C stied dvojice 4, B, potom (76.23) dava (ABCu) = — 1.
Plati tedy:

ViEra 76.3. Ubéing bod e. pFimky AB a st¥ed dvojice A , B jsou harmo-
nicky sdrufeny vzhledem k e. bodéom A |, B .

77. ORIENTACE PROJEKTIVNI PRIMKY. V é&léncich 29 a 30
jsme zavedli pojem orientace eukleidovského prostoru E,, tak, Ze tato
orientace byla zavisla pouze na zaméfeni V,, prostoru E,, . Pfi tom bylo
podstatné pouze to, Ze V,, je vektorovy prostor dimense m , takZe
muzZeme obecnéji mluvit o orientaci libovolného netrividlniho vektoro-
vého prostoru koneéné dimense. Nyni ar. zaklad W, ., m-rozmérného
projektivniho prostoru P, je vektorovy prostor dimense m + 1.
V souhlase s citovanymi ¢lanky miZeme tedy zavést tyto definice.
Jsou-li

(77.1) Ay, Ay, Ap B,,B,,..., B,
dvé base prostoru W,,,, (neboli dvé ar. base prostoru P,), existuji
redlna ¢isla a,, (0 < r, s < m) tak, Ze
B =a,d,+a, 4, +... + a4, pro 0 r< m.
Determinant

Qg Qg Qoym
Qp an Qym
Amo Cm1 :-- Qmm

je vidy ruzny od nuly; nazyva se determinantem pfechodu od prvé
ke druhé z ar. basi (77.1). O determinantech pfechodu plati véty ¢lanku
29. VSecky ar. base prostoru P,, muZeme rozdélit na dvé tiidy (viz
poditek clanku 30) tak, Ze dvé ar. base téze tiidy jsou vidy souhlasné,
t. j. determinant pfechodu od jedné ke druhé ar. basi je kladny, kdezto
dvé ar. base riznych tiid jsou vidy nesouhlasné, t. j. determinant
pfechodu od jedné ke druhé ar. basi je zaporny.

V souhlase s obdobnou definici &ldnku 30 je nasnadé definovat,
Ze orientovat prostor P,, znamemi vybrat jednu z obou pravé zminé-
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nych tfid, ar. base této tiidy nazvat kladné a ar. base druhé t¥idy
nazvat zdporné. Naznadime si divod, proé takova orientace prostoru
P,. pfi sudém m neni tcelna. Prechodu od ar. base A4,, 4,,..., 4,
k ar. basi By, B, , ..., B, mizeme piifadit transformaci vektorového
prostoru W, ., , kterd ar. bod

» X =24y + A, + ... + 2,4,
pievadi v ar. bod
X' =xBy + B, + ... + z.B,,

S touto transformaci vektorového prostoru W,,., je sdruZena trans-
formace projektivniho prostoru P,, , ktera g. bod {X} prevadi v g. bod
{X'} ; takova transformace prostoru P, se jmenuje kolineace. Kolineace
budeme podrobné studovat v nasledujici kapitole. Nyni piechodu
od ar. base 4,,4,,...,4, k ar. basi —A4,,—A4,,...,— A,
odpovidajici kolineace neni nic jiného nez identickd transformace
projektivniho prostoru P, , ackoli takovy piechod pfi sudém m zna-
menda zménu orientace. Pro licha m naproti tomu se ukazuje, Ze na-
znacdena definice orientace prostoru P,, je Ucelna, a také ji uZijeme
v ¢lanku 83; ale pro liché m > 1 popis geometrického vyznamu orien-
tace prostoru P,, presahuje rdmec této knihy a pfi studiu geometric-
"kého vyznamu orientace se proto v nasledujicim omezime na pripad
m = 1 projektivni pfimky.

Budiz déna orientovand projektivni pfimka P,, coZz podle pred-
chazejiciho znamend, Ze ar. base ptimky P, jsou rozdéleny na kladné
a zaporné tak, 7e je-li 4,, A, kladna ar. base, potom druha ar. base

B, = ad, + b4, , B, =cA, + dA,

je kladnd, praveé kdyz determinant pfechodu ad — be je kladny.

Jsou-li nyni na na$i orientované p¥imce P, diny tii g. body {4},
{B}, {C} (v urditém poradi), definujeme znameni trojice {4}, {B},
{C}, které oznaéime '

(77.2) sgn(ABC) ,
takto. Jestlize predné {4} = {B}, je éislo (77.2) rovné nule. Jestlize
za druhé {4} + {B}, potom ar. body A4, B tvofi ar. basi pro P,,

o které miZeme predpokladati, %e je kladnd. Potom existuji reilna
¢isla z, y tak, ze C = z4 + yB. Volime-li jiné ar. zastupce x4 ,
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BB, yC, kde oviem «fy % 0 a mimo to «f > 0, aby také ar. base
x4 , BB byla kladni, potom misto &isel x , ¥ budeme mit &isla yz : &,
yy: B a tedy misto soudinu zy bude k.zy, kde &islo k = y%: «f
je kladné. MuzZeme tedy definovat zcela jednoznacné, Ze ¢islo (77.2)
je rovné: nule pro zy = 0, jedné pro zy < 0, minus jedné proxy > 0.
Z definice plyne:

VETa 77.1. Splynou-li nékteré dva z g. bodds A , B, C, je éislo (77.1)
rovné nule. Jsou-li g. body A , B, C navzdjem rizné, je &islo (77.1) rovné

+1.

Ztejmé je vidy

(77.3) sgn(BAC) = — sgn(4BC) .
Dale je
(77.4) sgn(ACB) = — sgn(ABC),

coZ vyzaduje dukazu pouze pro ten pfipad, Ze g. body 4, B, C jsou
navzajem ruzné. Volme ar. body 4, B tak, aby tvorily kladnou
ar. basi a volme ar. bod C tak, aby bylo C = z4 4 B, takZe také
ar. body 4 , C tvoii kladnou ar. basi. Potom je sgn(4BC) rovné 1 pro
z < 0,rovné — lprox > 0.AvSak B = —z4 + C , takze sgn(ACB)
jerovné 1 proz > 0,rovné — 1 pro z < 0. Z toho je patrna platnost
(77.4). Ze (77.3) a (77.4) se zjisti postupné, Ze

sgn(ABC) = sgn(BCA) = sgn(CAB) =
= —s8gn(4CB) = —sgn(BAC) = — sgn(CBA) .
Porovname-li definici dvojpoméru s definici éisla (77.2), vidime
ihned, Ze plati:

(71.5)

JETA 77.2. Jsou-li A,B,C,D &yfi rizné g. body pFimky P, , je
sgn(ABC) = sgn(ABD) , je-li dvojpomér (ABCD) kladny, sgn(ABC) =
= —sgn(ABD), je-li dvojpomér (4 BCD) zaporny.

Déle plati:

VETA 77.3. Jsou-li A,B,C,D &yfi g. body pFimky P, a je-li
sgn(ABD) =1, sgn(BCD) = 1, je také sgn(ACD) = 1.

Dtoxraz. Jeito sgn(ABD) £ 0, jsou g. body 4 ,B,D navzijem
rizné. Jezto sgn(BCD) =+ 0, je g. bod C ruzny od Biod D, je viak
také rizny od A, nebot podle (77.3) je sgn(CBD) = — sgn(BCD) ,
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takze sgn(ABD) =+ sgn(CBD). Jsou tedy g. body A ,B,C,D na-
vzajem ruzné. Podle (77.5) je sgn(BDA) =1, sgn(BDC) = —1,
takze podle véty 77.2 dvojpomér (BDAC) je zaporny. Podle (76.12)
a (76.13) je (CDAB) = 1 — (BDAC), takie (CDAB) > 0 a podle
véty 77.2 je sgn(CDA) = sgn(CDB) . Podle (77.5) je viak sgn(CDA) =
= sgn(ACD), sgn(CDB) = sgn(BCD) a jeito sgn(BCD) =1, je
sgn(CDA) = 1. Ctenaf ostatné snadno dokae vétu 77.3 piimo bez
witi véty 77.2.

Z definice plyne:

VETA 77.4. PFi 2méné orientace projektivni pFimky éislo (77.2) se znd-
sobi islem — 1 .

BudiZ nyni dana eukleidovskd pFimka E, . Orientovat E, ve smyslu
¢lanku 27 znamend rozdélit jeji nenulové vektory na kladné a na za-
porné tak, Ze je-li u kladny, je zu kladny, pravé kdyz x > 0. Pfed-
pokladejme, Ze E, je orientovdna a zvolme na E, e. bod A a kladny
vektor u . Potom dvojice ar. bodit 4, u tvoii ar. basi pro projektivni
rozifeni E, nadi e. pfimky a prohldsime-li tuto ar. basi za kladnou, je E,
orientovana. Tato orientace projektivni pfimky E, je zivisld pouze
na dané orientaci eukleidovské piimky E,, nebot vezmeme-li misto
e. bodu 4 e. bod B = A4 + zu a misto kladného vektoru u kladny
vektor v = zu , kde tedy x > 0, potom determinant pfechodu od ar.
base 4 , u k ar. basi B, v je roven z , je tedy kladny. Tedy dané orien-
taci E, ptislusi urditd orientace E, a je patrné, Zc obracené orientace E,
uréuje orientaci E, , pfi které pro dva rizné e. body vektor B— 4
je kladny, pravé kdyz 4 , B je kladna ar. base pro E, .Tedy orientace
E, a orientace E, si navzajem odpovidaji a bez obavy z nedorozuméni
je miZeme ztotoznit.

78. PROJEKTIVNI INTERVALY. V tomto ¢lanku opét pied-
poklddime, Ze je ddna projektivni pfimka P, a viecky vySetfované
body lezi na P, .

Zvolme dva rizné body {4}, {B} a rozdélime vSecky ostatni body
{X} na dvé tfidy tak, Ze do jedné t¥idy dame vSecky ty, pro néz
ve vyjadieni

X =2zA4+ 2,B
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obé ¢isla z, , x, (riznd od nuly, jeito g. bod X je rzny od g. bodu
A, B) maji totéZ znameni, do druhé tfidy pak ty, pro néz znameni
disel z, , z, jsou navzajem opaéna. Je zfejmé, ze toto rozdéleni na t¥idy
je nezavislé na volbé ar. zastupct uvaZovanych g. bodi. Jestlize body
C , D nalezi kaidy do jiné tiidy, fekneme, Ze dvojice 4 , B oddéluje
bod € od bodu D . Z definice dvojpoméru je patrné, Ze plati:

VETA 78.1. Dvojice A , B oddéluje bod C od bodu D , pravé kdyz dvoj-
pomér (ABCD) je zaporny.

Z véty 78.1 plyne podle (76.12):

VETA 78.2. Jestlife dvojice A , B oddéluje bod C od bodu D, potom
dvojice C , D oddéluje bod A od bodu B .

Ze (176.12) aZ (76.17) plyne snadno:

Vitta 78.3. Ctyii rizné body projektivni pfimky lze prdvé jednim
zptsobem rozdélit na dvé dvojice tak, aby jedna (podle véty 78.2 ktera-
koli) dvojice oddélovala jeden od druhého body dvojice druhé.

Porovname-li nynéjsi definici oddélovini s definici oddélovani
na eukleidovské pfimce vyslovenou v prvém svazku na str, 74, dosta-
neme:

VETA 78.4. Jsou-lv A, B, C i rizné body eukleidovské pfimky E, |
potom bod C oddéluje A od B na E, , pravé kdyZ bod C spolu s ubéinym
bodem oddéluji A od B na projektivnim roz§iveni E, .

Jsou-li A, B dva ruzné g. body, nazveme intervalem AB mnozinu
slozenou z g. bodu 4, z g. bodu B a ze vSech téch dalsich g. boda
piimky P, , které naleZeji do jedné z obou tiid definovanych na po-
¢atku tohoto ¢lanku. Jsou tedy na projektivni pfimce AB dvae rtzné
intervaly 4B, které dohromady vyplni celou projektivni pfimku
a které maji spoleéné pouze body A , B, jez nazyvame krajnim: body
kaZdého z obou intervali AB. Kazdy jiny bod nasi pfimky ndlezi
do jediného intervalu AB a pravime, Ze je jeho wvnitfnim bodem.
Interval AB je jednozna¢éné urden teprve tehdy, jestliZe vedle obou
krajnich bodd A4 , B je din jesté jeden vnitini bed C ; miizeme nazvat
intervalem ACB ten interval AB, jehoZ vnitinim bodem je bod C.
Z véty 78.1 je patrné, Ze bod {X} #+ {C} je vnitinim bodem intervalu
ACB, pravé kdyZ dvojpomér (4BCX) je kladny; je-li D bod pFimky
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P, , ktery nenalezi do intervalu ACB, potom X je vnitinim bodem
tohoto intervalu, pravé kdyz dvojpomér (4BCX) je ziporny.

Je-li C bod eukleidovské piimky E; a je-li u ibéZny bod téze ptimky,
plyne z véty 78.4, Ze intervaly C'u na projektivni pfimce E_1 vzniknou,
jestlize polopfimky s poditkem C obsaiené v pfimce E, rozsifime
o ubéiny bod u. Jsou-li 4 , B dva rizné body eukleidovské piimky
E, , potom usetka AB je jednim z obou intervald 4B . Nebot je-li u
ubéiny bod primky E, a je-li X e. bod rizny od 4 i od B, potom podle
(76.23) dvojpomér (ABXu) je zaporny, pravé kdyz vektory X — 4 ,
X — B jsou nesouhlasné, t. j. pravé kdyz X je vnitfnim bodem
usecky 4B

Nyni si promluvime o souvislosti pojmu intervalu s pojmem orien-
tace projektivni pfimky P, . Pfedpoklddejme, Ze pfimka P, je oriento-
véna, takze pro kaZdé tii body A, B,C je definoviano znameni
sgn(4BC). Je-li nyni D urdity bod pfimky P, , oznaéme P, — D mno-
zinu, ktera vznikne z mnoziny P, odstranénim g. bodu D . Jsou-li
X ,Y dva body mnoziny P, — D, poloime

(78.1) sgn(X ,Y)=sgn(X ,Y, D).

Z véty 77.3 plyne, Ze symbol sgn(X , Y) ma vlastnosti («), (8), ()
vyslovené v ¢lanku 26, takie je jim uréeno uspofddani mnoiiny
P, — D, které nazveme pfirozenym uspofdddnim mnoziny P, — D
piislusnym dané orientaci pfimky P, . Je patrné, Ze pfi zméné orien-
tace toto uspofadani pfejde v uspofddani k nému opacéné.

Viimnéme si toho ptipadu, ?e P, = E; je projektivni roziffeni
eukleidovské ptimky E, a Ze D = u je ubéiny bod, takie P, — D =
= E, . Vime (viz str. 34), Ze orientaci P, odpovida uréit4 orientace E,,
které opét podle ¢linku 27 odpovidd uréité piirozené usporidani
piimky E, . DokaZeme, Ze toto pfirozené uspofadani splyva s ptiro-
zenym uspofddanim zaloZenym na symbolu (77.2). Nebot necht e. bod
A lezi pted e. bodem B v pfirozeném uspoiidani ve smyslu ¢lanku 27.
Muzeme pfedpoklidat, Ze u je kladny vektor, takie B = 4 + zu,
kde x > 0. AvSak 4 , u je kladn4a ar. base pro E, , takie sgn(AuB) =
= —1 a tedy podle (77.4) sgn(4Bu) = 1 neboli sgn(ABD) =1,
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t. j. A lezi pted B i ve smyslu pfirozeného uspofiddani definovaného
pomoci (77.1).

BudiZ nyni dan interval J na pfimée P,. Jeito P, je orientovana,
mbzeme rozlifit krajni body intervalu J na poédteéni a koncovy bod
tak, aby poéatecni bod lezel pfed koncovym v pfirozeném uspotfadani
mnoziny P, — D , kde bod D zvolime na pfimece P, tak, aby nenaleZel
do intervalu J . K této definici jsme opravnéni, nebot jsou-li D, , D,
dva rizné body pfimky P, , z nichz Zaddny nenilezi do intervalu J ,
a jsou-li A, B krajni body tohoto intervalu, potom podle definice
intervalu dvojice A , B neoddéluje bod D, od bodu D, , takie podle
véty 78.1 dvojpomér (ABD,D,) je kladny, a tudiz podle véty 78.2
je sgn(4BD,) = sgn(ABD,) .

Jsou-li 4, B dva rtzné body na piimce P,, a jsou-li J,, J, oba
intervaly AB, zvolme vnitfni bod D, intervalu J, a vnitfni bod
D, intervalu J, . Podle definice intervalu dvojice 4 , B oddéluje bod
D, od bodu D,, takie podle véty 78.1 dvojpomér (ABD,D,) je za-
porny. Jestlize nyni na pf. pro interval J, bod 4 je pociteénim abod
B koncovym, je sgn(4BD,) = 1, jezto D, nendleii do J, . Podle véty
77.2 je potom sgn(ABD,) = — 1, takZe podle (77.3) je sgn(ABD) = 1
a jezto D, nenalezi do J, , je pro interval J, bod 4 koncovym a bod B
pocateénim. Plati tedy

VETA 78.5. Jsou-li 4 , B dva rizné body orientované projektivni piim-
ky P, potom pro jeden z obou intervaléi AB je A bodem poldteénim, B
bodem koncoviym, pro druhy pak je obrdcené A bodem koncovym, B
bodem poédteénim. i

Je-li D bod, ktery nenilezi do intervalu J, potom pfirozenym
uspordddnim tntervalu J rozumime to usporadani, které je uréeno
pfirozenym uspofddidnim mnoziny P, — D, jejiz &éasti je interval J .
Predevsim plati:

VETaA 78.6. V pfirozeném uspofdddni intervalu J je prvnim jeho bod
pocldteéni, poslednim jeho bod koncovy.

Je oviem tieba dokédzat, e pojem pfirczeného uspoiadani intervala
J je nezdvisly na volbé pomocného bodu D, Ze tedy smysl vyroku
»X je pfed Y*, kde X ,Y jsou dva razné body intervalu J , je neza-
visly na volbé bodu D . To plyne z véty 78.6 pro ten pfipad, Ze aspoii
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jeden z obou bodi X , Y je krajnim bodem pro J ; pfipad, Ze oba body
X , Y jsou vnitinimi body intervalu J, je vyfizen nasledujici vétou.

VETA 78.7. Budiz A poldteéni, B koncovy bod intervalu J na oriento-
vané projektivni pfimce P,. Jsou-li C,,C, dva razné vnitFn{ body
intervalu J , le£i C| pfed C, v pFirozeném uspofiddni intervalu J , pravé
kdyz dvojpomér (ABC,C,) je mensi nez 1.

Pozndmka. Z véty 78.1 plyne, Ze dvojpomér (4BC,C,) je kladny;
podle (76.4) je (ABC,C,) * 1.

DUkaz. Pfirozené uspofadani intervalu J je uréeno prirozenym
uspofadanim mnoZiny P, — D , kde D je bod zvoleny mimo interval J .
Pii vhodné volbé ar. zastupcti bude

(78.2) D=A—B.
Jezto sgn(ABD) =1, je pfi této volbé A, B kladna ar. base. Pro
kazdy vnitini bod C intervalu J je sgn(ABC) = — 1, takze pfi
vhodné volbé ar. zastupce je C = 4 + B, x > 0. Budtez nyni

(78.3) C,=A4 + B, C,=A4 + x,B
dva riizné vnitini body intervalu J , takze

(78.4) >0, z, >0, z, ¥x,.
Podle definice dvojpoméru je

(78.5) (ABC,C,) =z, : x, .
Nyni ze (78.2) a (78.3) plyne

(@ —x)D = — (1 + 2,)C, + »(1 + ,)Cs,

takZe podle (78.4) ¢islo sgn(C,C,D) je rovné + 1 nebo — 1 podle toho,
zda C, , C, je kladna & zdporna ar. base. Aviak determinant pfechodu
od kladné ar. base 4, B k ar. basi C,, C, podle (78.3) je x,— =z, ,
coZ podle (78.4) a (78.5) je kladné, pravé kdyz (4BC,C,) < 1. Tedy
sgn(C,C,D) = 1, pravé kdyz (ABC,C,) < 1, ¢imz je vie dokézano.

VETA 78.8. Budiz A poédteént a B koncovy bod intervalu J na oriento-
vané projekiivni primce P, . BudiZ D bod nendlesejici do J . Potom bod C
je vnitinim bodem pro J , pravé kdyZ C leZi mezi A a B ve smyslu pfiro-
zeného uspordddni mnoginy P, — D .
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Dokaz. Volme opét ar. zastupce A , B, D tak, aby platilo (78.2),
natez A , B je kladna ar. base, jezto sgn(4BD) = 1. Potom bod C
rizny od 4 i od B pii vhodné volbé ar. zustupce ma tvar C = 4 +
+ zB, kde z £ 0. Bod C je vnitinim bodem pro J, privé kdyz

sgn(ABC) = —1, t. j. pravé kdyz z > 0. Mame tedy dokdizat,
%e x > 0, pravé kdyz zdroveil sgn(ACD) = 1, sgn(CBD) = 1 neboli
[viz (77.5)], pravé kdyZz zaroven sgn(DAC) =1 ,sgn(DBC) = —1.

Jezto vSak D =A—B, C = A + aB, jsou D, A; D, B kladné
ar. base. Mimo to

C=—2zD+(1+2)Ad =D+ (1 +2)B,
takze skuteéné =z > 0, pravé kdyZz zaroveni sgn(DAC) =1,
sgn(DBC) = — 1.

Z véty 78.8 plyne snadno:

VEra 78.9. Budiz C vniténid bod intervalu J s krajnimi body A , B
na projektivni primce P, . Pofom existuje inierval J, s krajnimi body
A, C a interval J, s krajnimi body B , C tak, Ze J, , J, dohromady tvoii
interval J , pFi EemZ je C jeding spoleény bod intervali J, , J, .
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XI
KOLINEARNI ZOBRAZENTI

79. POJEM KOLINEARNIHO ZOBRAZENI. V &anku 14 jsme
zavedli pojem isomorfismu vektorovych prostori a ukizali jsme,
ze dva vektorové prostory konec¢né dimense jsou isomorfni, pravé kdyz
jejich dimense jsou si rovny. BudteZz nyni P, , P,, dva projektivni
prostory téze dimense m >> 1 a budtez W,,., , W, ., jejich aritmetické
ziklady, takze W,., W.,.., jsou dva vektorové prostory téze di-
mense m + 1. Existuje tudiZ isomorfni zobrazeni L vektorového
prostoru W, ., na vektorovy prostor W,,.,. Z definice isomorfniho
zobrazeni je patrné, ze L pfevadi kazdou linedrni soustavu obsaZenou
ve W,., v linedrni soustavu té%e dimense obsaZenou ve W, ., .
Jezto g. body prostoru P,, miZeme ztotoZnit s lineArnimi soustavami
dimense 1 obsaZenymi ve W,,,;, a podobné pro g. body prostoru
P,,, vidime, %e L uréuje vzdjemns jednoznaény vztah K mezi g. body
prostoru P, a g. body prostoru P, . Pravime, 7e K je kolinedrni
zobrazeni projektivniho prostoru P, na projektivni prostor P, vytvo-
#ené isomorfismem L . Kolinedrni zobrazeni podle této definice je tedy
prosté zobrazeni prOJektlvmho prostoru P,, na prOJektlvm prostor
téze dimense, ktery muze, ale nemusi splynout s P,,
Nisledujici vlastnosti jsou bezprostiedné patrné z definice:

VErA 79.1. Je-li K, kolinedrni zobrazeni projektivniho prostoru P,,
na projektivni prostor P,, a je-li K, kolinedrni zobrazeni prostoru P,
na projektivni prostor P,, , potom slofené zobrazeni K, » K, je kolinedrni
zobrazend prostoru P, na prostor P,,

VETa 79.2. Je-li K kolinedrni zobrazeni projektivniho prostoru P,
na projektivni prostor P, , potom inversni zobrazeni K—! je kolinedrni
zobrazeni prostoru P,, na prostor P,

VETa 79.3. Identické zobrazeni projektivniho prostoru P,, jekolinedrni
zobrazeni prostoru P, na ty% prostor P,
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VETA 79.4. Je-li K kolinedrni zobrazeni projektivniho prostoru P,
na projektivni prostor P, , a je-li Py linedrni podprostor prostoru P, ,
P, jeho obraz pfi K , potom P, je linedrni podprostor prostoru P, ,
P, a P, maji oba touZ dimensi k a parcidlni zobrazeni K | P, je kolinedrni
zobrazens prostoru P, na prostor P, .

Podle definice je kolinearni zobrazeni K projektivniho prostoruP,,
na projektivni prostor P,, vytvofeno isomorfnim zobrazenim L
vektorového prostoru W,,., na vektorovy prostor W, .,. Jeli ¢
redlné ¢islo rizné od nuly, poloZzme L, X = ¢ . LX pro kazdy ar. bod X
a oznacme L —c¢.L; potom také L, je isomorfni zobrazeni W, -,
na W_.,, které ziejmé vytvofuje totéZ kolinedrni zobrazeni P,
naﬁ_f’vm Obracené dokdZeme snadno, Ze _1._11 LL }somorfm zobrazeni
W+, na W,,,+ ., které vytvofuje totéz Lkolinedrni zobrazeni K ,
které v vyt\iomle L', “existuje” reilné "éfslo ¢ +0 tak, Ze L, =cL.
Nebot zvolime-i lin_\rolne ar. bod 4 % o vekforového prostoru
W,..., maji ar. body LA + o, L4 + o touz polohu, takze existuje
disloc + Otak,ze LA = c¢. LA . Mame dokazat, Ze také pro kterykoli
jiny ar. bod X prostoru W,,., je L, X = c¢.LX . Jestlize pfedné ar.
body A4, X jsou linedrné zavislé, existuje ¢islo m tak, Ze X = mA
a podle definice isomorfismu je LX =m.LA, LX =m.LA4,
tedy L, X =c.LX . Jestlize za druhé ar. body 4 , X jsou lineirné
nezavislé, je X + o a oba ar. body LX o, 1 X + o maji touz
polohu, takze existuje dislo a tak, Ze L X =a. LX Mimo to je viak
téz 4 + X + 0 a oba ar. body L(4 + X) =l=o LA+ X)+o
maji touz polohu, takie existuje éislo b tak, %e L(4 + X) =b.

-L(A + X) nebolic.LA +a.LX =b.LA +b.LX, t.]. (c —b).

.LA 4 (a—b). LX ="o. Aviak zaroveri s ar. body 4 X jsou téZ ar.
body LA, LX linedrné nezavislé, tedy c¢-—b = 0, a—b=0,
takie a =c¢, t. j. L X =c.LX.

Podobné jako jsme oznadili {X} g. bod odpovidajici ar. bodim
¢X , kde ¢ probihé v3ecka éisla ruznd od nuly, oznat¢ime v disledku
privé dokazané véty {L} projektivni zobrazeni K vytvofené iso-
morfismem L, nebot odpovidd vSem isomorfismiam cL, ¢ + 0.

Je-li f reguldrni afinni zobrazeni eukleidovského prostoru E, na
eukleidovsky prostor E,, , definujeme f(u) podle v&ty 37.2 pro kaidy
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¥y

vektor u prostoru E,, a tim rozsifime f v zobrazeni mnoziny W

vSech vlastnich i nevlastnich ar. bodt prostoru E,, na mnozinu W,,,,
vSech vlastnich i nevlastnich ar. bodd prostoru E., . Toto rozsifené
zobrazeni f je podle vysledkt &lanku 37 isomorfni, takZze vytvoruje
kolinedrni zobrazeni {f} projektivniho prostoru E, na projektivni
prostor E,, , které rovné? je rozsifenim pivodniho regularniho afinniho
zobrazeni f . Pravime, Ze {f} je projektivnim roz&ifenim daného afinniho

¥t

zobrazeni f. Takové projektivni roziifeni {f} zfejmé ma tyto dvé
vlastnosti:

myl

(a) obrazem ka?dého vlastniho bodu prostoru E,, je vlastni bod
prostoru E. ;

(b) obrazem kazdého nevlastniho bodu prostoru E, je nevlastni
bod prostoru E., .

Obracené plyne z ¢lanku 37, Ze kazdé kolinearni zobrazeni prostoru
E, na prostor E,, je projektivnim roziifenim uréitého regularniho
afinniho zobrazeni prostoru E, na E . Ostatné je patrné, Ze je-li
splnéna jedna z obou vlastnosti (a), (b), je splnéna také druha a obé
se daji struéné shrnout tak, Ze obrazem ubézné nadroviny prostoru E,,
je ib&Zna nadrovina prostoru E;, .

Vime, Ze v prostoru P,, nelze udat vice nez m + 1 linedrné neza-
vislych g. bodi. Nazveme geometrickou basi (zkracené g. basi) pros:oru

P.. uspofadanou soustavu

(79.1) (4o}, {4}, .., {4}, {Am+1}

m + 2 g. bodi s tou vlastnosti, Ze vynechinim kteréhokoli z nich
vznikne m + 1 linedrné nezdvislych g. bodu. Je-li (79.1) g. base pro_

P,, jest 4,,4,,..., 4, ar. base, takie existuji éisla 4 ,¢,,...,¢n
tak, ze

(79.2) Ape, =tA, + A, + ... + A, .
Pfi tom jsou viecka ¢isla ¢, ,¢,, ..., 1, riznd od nuly, nebot kdyby

pro né&jaké r (0 <r < m) bylo ¢, = 0, plynulo by ze (79.2), Ze by
vynechanim g. bodu {4,} vznikla ze (79.1) soustava m + 1 linesrné
zavislych g. boda. Obracené se snadno dokdZe, ze plati-li (7).2)
a jsou-li viecka ¢isla #,,¢,,...,!, riznd od nuly, je (79.1) g. base
pro P, '

42



Z ptedchazejiciho je patrné, Ze je-li (79.1) g. base pro P, , je moZné
ar. zastupce danych g. bodi volit takZe (79.2) ma tvar

(79.3) Apsy =4y + 4, + ... + A, .
Je-li tomu tak, pravime, Ze g. base (79.1) je vytvofena ar. basi 4, ,
A,,..., A4, . Zrejmé kaidd ar. base vytvofuje g. basi. Obricené
je kazda g. base vytvofena nekoneéné mnoha ar. basemi; je-li 4,,
A,, ..., A, jedna z nich, potom nejobecnéjsi takova ar. base ma tvar
cA,,cd,,...,cA, , kde ¢islo ¢ je rizné od nuly, jinak je vSak libo-
volné.

Ziejma je

VETA 79.5. Pfi kolinedrnim zobrazeni projektivniho prostoru P,
na projektivni prostor P,, prejde kaidd g. base prostoru P, v g. basi
prostoru P, .

Obracené plati

VETA 79.6. Budte? P, , P, projektivni prostory tése dimense m .
Budiz (79.1) g. base prostoru P,, a budif

g. base prostoru P, . Potom existuje prdvé jedno kolinedrni zobrazeni
prostoru P,, na prostor P, , pfi kterém g. base (79.1) prejde v g. basi
(79.4).

Dioraz. MiZeme ptedpoklidat, Ze ar. zastupei g. bodd (79.1) jsou
voleni tak, Ze plati (79.3), a Ze ar. zdstupeci g. bodi (79.4) jsou voleni
tak, Ze plati

(79.5) Apsy =Ag + Ay + ... + A, .

Je-li nyni {L} Zddané kolineirni zobrazeni, je zfejmé, Ze existuji
realna Cisla ¢y, ¢, , ..., €, , vesmés riznd od nuly, s tou vlastnosti, Ze

(79.6) LA, = c,A,, LA, =c,A;,...,LA,, =c,A4.,,.

Obracené rovnice tvaru (79.6), kde é&isla ¢,,¢,, ..., ¢, jsou rdzni
od nuly, definuji vZdy kolinedrni zobrazeni { L} prostoru P, na prostor
P,, pfi kterém g. base (79.1) pfejde v g. basi (79.4), pravé kdyz je
splnéna podminka {LA4,,.,} = {4,,+,} . Podle (79.3) a (79.5) je viak

LA+, = cdg + Ay + ... 4+ cndl;
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porovnani se (79.5) ukazuje, Ze podminka je splnéna, privé kdyz
viecka disla ¢y, ¢, , ..., €y jsOU si rovna. Jezto {L} = {¢,L}, miiZeme
predpokladat, Ze

LA,=A,, LA, = A, ..., LA, = A,,.
Véta 79.6 je tedy spravna s timto dodatkem: Je-li g. base (79.1) vy-
tvorena ar. basi

(79.7) Ay, A, ..., A,
a je-li g. base (79.4) vytvorena ar. bast
(79.8) Ay, Ay, ... A,

potom kolinedrni zobrazeni, o kterém je Feé ve vété 79.6, je vytvoreno tim
tsomorfnim zobrazenim ar. zdkladu prostoru P, na ar. zdklad prostoru
P,., pFi kterém ar. base (19.7) piejde v ar. basi (79.8).

80. KONGRUENCE VE VEKTOROVYCH PROSTORECH. Budiz
dan vektorovy prostor V,, dimense m a v ném obsaZena linedrni
soustava Y, dimense k . Podle véty 13.1 je k < m , pii éemz rovnost
k = m nastane pouze v tom pfipadé, Ze V, splyne s celym V,, . Jsou-li
nyni u, , u, dva vektory prostoru V,, , pravime, Ze u, je kongruentni
s u, podle modulu V, a piseme

(80.1) u, =u, (modV,),
jestlize vektor u, — u, nilezi do linedrni soustavy V, . Potom plati
nasledujici dvé véty:

VEra 80.1. Plati-l: (80.1) a

(80.2) v, =v, (modV,),
plati také
(80.3) u, +v, =u, + v, (modV,).

Doxaz. Vztah (80.1) znamend, %e vektor u, — u, nale?i do V,;
vztah (80.2) znamend, %e vektor v, — v, néaleZi do V, . Jsou-li oba
vztahy spravné, potom podle definice linedrni soustavy nalezi do V,
také

(up— ) + (v, —vy) = (u; + v;) — (u;, +v)

a to znamena, Ze je spravny téz vztah (80.3).
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VETA 80.2. Plati-li (80.1) a je-li ¢ redlné &islo, plati také
(80.4) cu, =cu, (modV,).

DUKaz. Vztah (80.1) znamena, Ze vektor u; — u, nilezi do V,,
nadeZz podle definice linearni soustavy do V, nalezi také

c(u; — u,) = cu, — cu,

a to znamend, %e je spravny téz vztah (80.4).
Zvolme libovolnou basi

(80.5) Wi, ..., W,
prostoru V,. . Podle véty 13.1 miZeme pfipojit dalsi vektory
(80.6) Wie1s ooy Wg

tak, Ze (80.5) a (80.6) dohromady tvofi basi prostoru V,, . Jsou-i nyni

u, =a,w, + ... + a,w,,

u, =bw, + ... + b,w,

libovolné dva vektory prostoru V,,, potom plati (80.1), pravé kdyz
vektor u, — u, je linedrni kombinaci vektoru (80.5), t. j. privé kdyz

a,=b, pro k+1r<m.
Z toho soudime snadno, Ze plati:

VEra 80.3. Vektory prostoru V, mikeme rozdélit na tfidy tak, Ze
kongruence (80.1) plati, prdvé kdyz oba vektory u, , u, jsou v téze tiidé.

Mnozinu vSech takovych tfid oznaéime V,, modY, a t¥idu,do které
patii vektor u, oznadime umodV, . Véty 80.1 a 80.2 vedou k nasle-
dujicim dvéma definicim.

Souétem t¥id wmodV,, v modV, rozumime tfidu u 4 v modV,,
ktera podle véty 80.1 je nezavisld na volbé vektora u, v uvniti obou
tfid. Souéinem tiidy u modV, s redlnym &islem ¢ rozumime tfidu cu
modY, , ktera podle véty 80.2 je nezavisld na volbé vektoru u uvniti
jeho tiidy. Snadno se zjisti, Ze v disledku téchto definic V,, modV,
tvofi novy vektorovy prostor. Ziejmé plati:
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VETA 80.4. Tvofi-li vektory (80.5) bast pro V, a spolu s vekiory (80.6)
basi pro V,, , potom tFidy

(80.7) w.., modV, , ..., w, modY,
tvori basi pro V,, modV, . Z toho plyne:

VETa 80.5. Vektorovy prostor V¥, modVY, md dimensi m — k. Je-li
k =0,t. j. je-li V, trividlni, splyne prostor V,, modV, s prostorem V,, .
Jeli k =m, t. j. splyne-li V. s V,,, je V,, modV, trividlni. Zajimavé
jsou tudiz pouze piipady 1 < k< m—1.

Budtez nyni V,,, V,,, dva dualné sdruzené vektorové prostory di-
mense m (viz ¢linek 49; misto vodorovného pruhu uZzijeme vlnitého
pruhu). Budiz V, linearni soustava dimense k prostoru V,,. Zvolme
opét vektory (80.5) a (80.6) tak, Ze dohromady tvoli basi pro V,,,
pfi ¢emz (80.5) je base pro ¥, . K dané basi pro V,, utvoime dualni basi

w1 ’ ’ wm
pro V,, . Je-li
u=xw, + ... +2,w,;,
V=W, + ..+ YW,

je podle definice dualnich basi
du,v) =2y, + ... +TplYm -
Budiz V,._, = {W;.,, ..., Wy} . Jestlife u nalezi do V,, v do V,_,,
jex, =0prok + 1< r<m,y, =0prol < s < k, takied(u, v) =
= 0. Tedy V, -, je dualni obraz linedrni soustavy V, (viz vétu 49.5).
Plati-li (80.1), potom u, — u, nalezi do V, , takZe (stale za predpokladu,
Ze v naleii do V,_;) d(u, — u,,¥) = 0 neboli d(u, , ¥) = d(u,, V).
Z toho plyne, 7e jestlize v nalezi do V,,_, , potom vyrazd(u , v) zavisi
pouze na tfidé u modV, vektoru v . Mimotoprok + 1 <r,s < m
1 pro r =3,

d(u,v)={0 pro r *s,
takZe plati: .

VETA 80.5. Budles V,, , V,, dudlng sdrufené vektorové prostory. Budif
V, linedrni soustava prostoru V., , YV _, jeji dudlni obraz ve V,, . Potom
vektorové prostory

V. modVY, , V,,,_,,
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jsou dudlné sdruené. Je-li

(80.8) Wi, e, W,
takovd base pro V., , e w,, ..., w, je base pro V, a je-li w,, ..., w,
base pro V., dudlni k bast (80.8), potom k basi (80.7) prostoru V¥, modV,
je dudlni base Wy, , ..., W, prostoru V¥, _, .

81. PERSPEKTIVA PROJEKTIVNIHO PROSTORU. Budiz dén
projektivni prostor P,, (m > 1) . Dualni projektivni prostor P,, se podle
definice sklada z nadrovin neboli (m — 1)-rozmérnych linearnich
podprostori P, ., prostoru P, . JestliZe v této definici prostor P,

nahradime prostorem P, , dostaneme, Ze projektivni prostor P,
dualni k P, se skladd_z (m — 1)-rozmérnych linedrnich podprostori
r—_’l\{_y_;ns-me vSak uz v élanku 74 si uvédomili, ie\vzt_ah_n’lgz_im_

m

'prostory P, ., P, se di formulovat ve tvaru, v némz oba prostory.

P,.,P, Wstupujl uplné symetrlcky, ze tedy prostor P miZeme zto-.
toznit s prostore—;ﬁ P, . Ge eaﬁletrl—l?/povaha tohoto ztotoznéni vysvita
z ¢lanku 75, kdejsme poznali,” Ze linedrni’ podprostor P, | nenini¢
jiného neZ mnoZina viech nadrovin prostoru P, prochdzepcwh urdi-
t_’—%mﬁrﬁ‘?— “ktery “jsme mazwali orcholem prlslusneho
P, Ftotoznem P, s P, poziistiva v tom, Ze kazdy P,,, 1 nahradime

jeho vrcholem.

-Pravé provedenou uvahu muZeme povazovat za zvla$tni piipad
k = — 1 auvahy, ke které nyni pfikroéime. O tom se étenif snadno
piesvéddi; v nasledujicim textuneni pfipad ¥ = — 1 vyslovné zahrnut.

Budiz ddn projektivni prostor P, (m > 2) a uréity jeho k-rozmémy
linearni podprostor v §ir§im smyslu (0 < k < m — 2), ktery ozna¢ime
@ . Déle ozna¢ime @* mnozinu vSech nadrovin prostoru P,, obsahujicich
Q. Podle &lanku 75 je Q* (m — k — 1)-rozmérnym projektivnim
prostorem vnotenym do P,, . Kazdy linearni podprostor v $irsim smyslu
prostoru@* je tudiz zarover linedrnim podprostorem v 8irdim smyslu pro-
storu P, . Nyni ke Q*, jako ke kaZdému projektivnimu prostoru, existuje
dualni projektivni prostor Q* téze dimense m — k — 1 . Prvky prostoru
Q* podle definice jsou viecky lineirni podprostory v 3irsim smyslu
dimense m — k — 2 prostoru @*, neboli ty linedrni podprostory
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P, _._, v §irSim smyslu prostoru P, , které jsou obsaZeny v @*. Nynf
kazdy P,,_,_, podle &lanku 75 ma za vrchol uréity linearni podprostor
P,., prostoru P,, a je mnozinou v$ech nadrovin (prostoru P,,) procha-
zejicich prostorem P, ,, . Mimo to nas f"m_,c_z nalezi do Q*, pravé kdyz
jeho vrchol P, obsahuje vrchol prostoru @*, t. j. pravé kdyi P,.,
obsahuje @ . Oznaéme

(81.1) (@ ; Pn)
mnozinu viech téch (k + 1)-rozmérnych linedrnich podprostora P,.,
projektivniho prostoru P,, , které obsahuji dany %-rozmérny linedrni
podprostor (v Sirsim smyslu) @ téhoz P, . Zjistili jsme, Ze existuje
vzéjemné jednoznaény vztah mezi prvky mnoziny @* a prvky mnoZiny
(81.1) poziistavajici prosté v tom, Ze prvky mnoziny @* jsou ty duélni
podprostory prostoru P, , jejichz vrcholy jsou prvky mnoziny (81.1).
V disledku toho ztotoinime Q* s (81.1), t. j. povaZujeme n(Q ; P,,)
za projektivni prostor dudlni ke Q*.

Mime tedy nésledujici vysledek. Budiz m > 2, 0< k< m—2.
Budiz ddn m-rozmérny projektivni prostor P, a budiz din jeho k-
rozmérny linearni podprostor @ . Nazveme perspektivou prostoru P,
z vrcholu @ a oznadéime n(Q ; P,) mnozinu vsech téch (k + 1)-rozmér-
nych linedrnich podprostora P,., prostoru P, , které prochazeji
danym @ . Dokazali jsme, Ze (81.1) je projektivni prostor dimense
m —k — 1, k némuZ dualnim je ten dualni podprostor prostoru P,,
jehoz vrcholem je @ . Tento duilni podprostor, v predchazejicim
oznateny (J*, oznatime

(81.2) (@ ; Pn) .

Tedy (81.2) je mnozina vSech téch nadrovin prostoru P, , které pro-
chéazeji danym @ .

Uéelné je vyslovné si povsimnout zvlaits duleZitého pripadu £ =
=m—2. Zde je m—k—1=1, a(@;P,) je jednorozmérny
projektivni prostor aplné totozny s duédlnim prostorem () ; P.).
Pravime v tomto pfipadé, ze a(Q ; P,,) je svazek nadrovin v prostoru
P, a linearni podprostor @ (v §ir§im smyslu) dimense m — 2 nazyvame
vrcholem svazku.

Vratme se k obecnému pfipadu, kdy o dimensi & linearniho pod-
prostoru @ (v $ir§im smyslu) pfedpokladdme pouze, ze 0 < k < m — 2
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a aplikujme vysledky ¢lanku 80. Zvolme libovolné ar. basi 4, , 4, , ..
, A, prostoru @ ; z véty 13.1 plyne, Ze lze pfipojit dalsich m — k

ar. boda 4,4, ..., A, tak, Ze vznikne ar. base pro P,, . Potom vckto-
rovy prostor Wy, = {4,,4,, ..., 4;} je ar. zdkladem pro @, vek-
torovy prostor Wp., = {4,,4,,...,A4,} je ar. zdkladem pro P,

Ar. zéklad duilniho prostoru P, je vektorovy prostor W,,., duélnd
sdruZeny s W,.,, a ve W,,,H je obsazen dudlni obraz W, , linedrni
soustavy W,,, obsaZené ve W,,., . Z definice je patrné, Ze nadrovina
{¥} prochazi prostorem @, pravé kdy? d(X ,Y) = 0 pro kazdy bod
{X} prostoru @, t. j. pro kaZdy ar. bod X néleZejici W,,,; to viak
znamend, ¥e ar. nadrovina ¥ nalezi do W,,, e - Ledy W,,,  je ar. base
pro #(Q; P,); jeito vektorové prostory 7z(Q; P,), #(Q; P,) jsou
navzidjem dudlni, plyne z véty 80.5:

VEra 81.1. Budi Q k-rozmérny (0 < k < m-—2) projektivni
podprostor (v Sirsim smyslu) m-rozmérného projektivniho prostoru P,
Je-li Wy, ar. zdklad pro @, W,., ar. ziklad pro P, , potom W, .,
mod W,., je ar. zdklad pro perspektivu =n(@Q ; P,,) .

O spravnosti této véty se snadno presvédéime piimo. Budiz 4,,
A,, ..., 4, libovolné dana ar. base pro @ . Je-li X modW,., +o,
jsou ar. body A4,, 4, , ..., Ay, X linedrné nezavislé a uréuji (¢ + 1)
rozmérny linearni podprestor

Py =1{4,,4,,..., 4., X},
obsahujici @ , t. j. naleZejici do (@ ; P,) . Bod {¥} prostoru P,, nalezf
do Py, pravé kdyz

Y =aqdy + a4, 4+ ... + a4, +cX

neboli ¥ =cX (modW,.,). Z toho je patrné, Ze prvky prostoru
(@ ; P,) jsou ve vzajemné jednoznaéném vztahu s jednorozmérnymi
linearnimi soustavami obsaZenymi ve W,,,, modW,.,, v souhlase
8 tim, Ze W,,., mod W,., je ar. base pro =(Q ; P,) .

82. PERSPEKTIVNI ZOBRAZENI. Dva lineirni podprostory @,
R, projektivniho prostoru P,, nazveme toldlné nezdvislé, jestlize jejich
pranik je prizdny a jejich spojeni je cely P,, . O dimensich k, » dvou
totalné nezavislych linedrnich podprostori @, , R, podle (73.3) plati

(82.1) k+h=m—1.
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Obracené, jestlize o dimensich dvou linearnich podprostord @, , R,
plati (82.1) a jestlize jejich prunik je prazdny, plyne ze (73.3), Ze spo-
jeni @, s R, méd dimensi m , takZe toto spojeni je cely P, , t.j. @., R,
jsou totalné nezavislé. V nasledujicim predpokladame, Ze m = 2,
0< k< m—2, takie podle (82.1) je 1 £ h < m— 1. Déle pred-
poklidame, Ze jsou diny totalné nezavislé prostory @, , B, .

Je-li dan libovolny bod {X} prostoru R,, potom {X} nenaleii
do Q,, jeito @, a R, maji prazdny prinik; tudiZ spojeni prostoru @,
8 bodem {X} je (k 4+ 1)-rozmérny linedrni podprostor P,.,(X) pros-
toru P, obsahujici @, t. j. P, (X) je prvek prostoru #(Q, ; P,).
Obracené, jestlize P,+, je prvek prostoru =n(Q; ; P,.), t.j. (£ + 1)-roz-
mérny linearni podprostor obsahujici @, , je zfejmé, Ze spojeni P..,
8 R, je cely P, , takie podle (73.3) prunik P,., s R, obsahuje privé
jeden bod {X} a je zfejmé, Ze nas P, , splyne s P, ,(X) . Jestlize tedy
kazdému bodu {X} prostoru R, pfifadime (k + 1)-rozmérny linearni
podprostor P, ,(X), ktery je spojenim bodu {X} s prostorem @,
dostaneme prosté zobrazeni prostoru R, na prostor n(@, ; P,,), které
nazveme perspektivnim zobrazenim prostoru R, z vrcholu @, (v prostoru
P..). Z vysledkt ¢lanku 81 plyne snadno, Ze perspektivni zobrazeni
je kolinedrni. Nebot je-li 4, 4,, ..., A, ar. base pro @, a je-i B, , ...

.., Bn_y ar. base pro B, = R,,_,._,, potom — jeito pranik prostort
@y, R, je prizdny — je patrné, Ze ar. body 4,,4,,..., 4., B, ...

.. s Bp_, dohromady tvofi ar. basi pro spojeni @, s R, , t. j. pro cely
P.. . Jestlize nyni kazdé linedrni kombinaci X ar. bodd B, , ..., B,_,
piitadime X modW,.,, kde W,,, ={4,,4,, ..., 4,} je ar. base
pro @, , dostaneme isomorfni zobrazeni ar. base B, , ..., B, _, pro-
storu R, na ar. basi B, modW;,,,..., B, _,modW,,, prostoru
(@ ; Pm), a timto isomorfnim zobrazenim vytvofené kolinedrni
zobrazeni prostoru R, na prostor z(Q, ; P,) zfejmé splyne s uvaZo-
vanym perspektivnim zobrazenim.

Budte? nyni dény dva rizné linedrni podprostory R, , R, téie
dimense &k = m — k — 1, z nichZ ka?dy je totdlné nezavisly na @, .
Budiz K, perspektivni zobrazeni prostoru R, z vrcholu ¢, a budiz K,
perspektivni zobrazeni prostoru R, z téhoZ vrcholu. Dile budiz K
zobrazeni slozené ze zobrazeni K, prostoru E, na prostor n(@,: P.)
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a ze zobrazeni inversniho ke K, , které tudiZ je zobrazenim prostoru
7(Qy ; P,,) na prostor R, . Podle vét 79.1 a 79.2 je K kolinedrni zobra-
zeni prostoru R, na prostor R, , které nazveme promitnutim prostoru
R, na prostor R} z vrcholu Q,, . Je-li {X} libovolny bod prostoru R, ,
dostaneme jeho obraz {X'} pfi K , utvofime-li nejprve spojeni bodu
{X} s prostorem @, (toto spojeni je (k 4 1)-rozmérny lineirni pod-
prostor) a potom prinik tohoto spojeni s prostorem R, . Zfejmé
zobrazeni inversni k promitnuti prostoru R, na prostor R, z vrcholu Q,
je promitnutim prostoru R, na prostor R, z téhof wrcholu @, . Obraz
libovolného bodu {X} prostoru R, pti promitnuti na R, z vrcholu @
nazveme pramétem bodu {X} z vrcholu @ na prostor R, .

Zvlasté dulezity je ptipad b =m — 1, kdy R,,_,, R,,_, jsou dvé
(navzijem rizné) nadroviny. Podle (82.1) je nyni £ = 0, t. j. vrchol
@, je v tomto piipadé bod. Podminka totalni nezdvislosti zde prosté
znamend, %e bod @, nele¥{ v Zddné z obou nadrovin R,_,, R. _,.
Spojeni obou riznych nadrovin R,_,, R,_, je zfejmé cely P,
takZe jejich prinik podle (73.3) je (m — 2)-rozmérny linedrni pod-
prostor (v pfipadé m = 2 bod) P,,_,. Je-li K promitnuti nadroviny
R, _, na nadrovinu R,,_,, je zfejmé, e kaidy bod praniku P,_,,
je samodruZny p¥i zobrazeni K , t. j. Ze splyne se svym obrazem. Obra-
cené plati:

Vira 82.1. Budte? R,_,, R, _, dvé rizné nadroviny projektivniho
prostoru P, , takZe jejich prinik P,,_, md dimensi m — 2. Budif K
kolinedrni zobrazeni madroviny R,_, na nadrovinu R, _,, pfi kierém
kazdy bod pramiku P, _, je samodruiny. Potom existuje bod Q, (ktery
nelezi v zddné z obou danych nadrovin) tak, e K je promitnut{ nadro-
viny R,,_, na nadrovinu R,,_, .

D¢gaz. Budiz 4,,4,,...,4,_, ar. base pro prunik P, _,.
Piipojme ar. bod 4,,_, tak, aby vznikla ar. base pro R,,_, . Zvolme
isomorfni zobrazeni L ar. zdkladu nadroviny R,_, na ar. zdklad
nadroviny R, _,, které vytvotfuje dané kolineirni zobrazeni K .
Je-li W, _, ar. zaklad pro P,_,, potom v L je obsaZeno parcidlni
zobrazeni L | W,,_,, které vytvoifuje identické kolinedrni zobrazeni
P,._,naP,_,.Jeito misto L jsme mohli zvolit cL (¢ + 0, viz str. 41),
je patrné, Ze miZeme predpoklddat, Ze parcidlni zobrazeni L | W, _,
samo je identickym zobrazenim vektorového prostoru W,,_, . Je tedy
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LA, = A4, pro 0 < r < m—2; poloZme jesté LA,,_, = A, . Potom
je

R;,,_1 ={4y,... Ap_s, Am_1}s;

Rm—l = {AO v Am-—‘z ’ Am}v ‘
Jezto nadroviny R,,_, , R,,_, jsou navzdjem razné, dokéZe se snadno,
e 8§ = A, _,—An_, + 0aZebod {S} nelezi ani v nadroviné R,,_, ,
ani v nadroviné R,,_,. Zfejmé viak K prevadi libovolny bod {X}
nadroviny R, _, v bod {X'}, kde

X =z 40+ ... + Tp_oAm_s + xm—lAm—1 >

X =2y + ... + T Ao+ 1Ay -

Je tudiz X' = X 4 z,,_, .S a z toho plyne snadno, Ze K je promit-
nuti nadroviny R,,_, na nadrovinu R,, _, z vrcholu {S} .

83. KOLINEACE. Isomorfni zobrazeni m-rozmérného vektorového
prostoru ¥, na tyz prostor se nazyva automorfismus prostoru V,, .

Je-li
(83-1) ul y *e* um

base vektorového prostoru V,, , kterou struéné oznadéime B, a je-li

(83.2) Vi, «oos Vo
jina (nebo tieba i taZ) base prostoru V,,, existuji &isla a,;, ..., Gnn
tak, Ze
v, =a,u + ... + a,,U,
(83.3) pro1<rm.
Determinant
lay, «o. Gy |
(83.4) | ool '
Ay (12N ’

je vidy rizng od nuly; oznacéime jej
v, ... Val®
a nazveme jej (viz str. 31) deferminantem pfechodu od base (83.1)

k basi (83.2). O determinantech pfechodu plati véta:
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VEra 83.1. Jsou-lt B, B’ ,B" tfi base vektorového prostoru V,,,
je determinant prechodu od base B k basi B" roven souinu determinantu
pfechodu od base B k bast B’ s determinantem prechodu od base B’ k basi
B".

To vie je obsazeno v élanku 29, kde jsme sice predpokladali, ze V,,
je zaméreni eukleidovského E,,, je v8ak patrné, Ze tento predpoklad
je nepodstatny.

Budiz nyni f automorfismus vektorového prostoru V, . Je-li (83.1)
base prostoru ¥, , je

(835) f(ul) y vy f(um)

nova base téhoz V,,; determinant pfechodu od base (83.1) k basi
(83.5) oznadme A . Jestlize misto base (83.1) uvaZujeme jinou basi
(83.2), potom misto (83.5) mame basi

(836) /(vl) L f(vm)

a muZeme oznatit 4’ determinant pfechodu od (83.2) k (83.6). Z véty
83.1 se vSak snadno dokazZe, Ze 4 = A’. Je-li totiz D determinant
piechodu od base (83.1) k basi (83.2), je D roven determinantu (83.4),
kde éisla a;, ..., @pp, jsou definovdna vztahy (83.3). Z definice
automorfismu je vSak patrné, Ze ziroven se vztahy (83.3) plati také
vztahy
f(vr) = arlf(ul) + + a’rmf(um) H
1< r<m);

tudiz D je zdroveii determinant pfechodu od base (83.5) k basi (83.6).
Nyni podle véty (83.1) determinant pfechodu od base (83.1) k basi
(83.6) je jednak roven soudinu determinantu pfechodu od base (83.1)
k basi (83.2) s determinantem pfechodu od base (83.2) k basi (83.6),
t. j. roven DA’, jednak je roven determinantu pfechodu od base
(83.1) a basi (83.5) s determinantem pfechodu od base (83.5) k basi
(83.6), t. j. roven 4D . Je tudiz DA’ = AD ajeito D +0,je 4 = 4.
Pozorny &tendf jisté konstatoval, Ze jsme zde vlastné znovu provedli
dvahu jiZ provedenou v prvém svazku na str. 110, coZ pro jasnost
vykladu bylo Zidouci.

Jeito tedy determinant pfechodu 4 od base (83.1) k basi (83.5)
je nezavisly na volbé base (83.1), miZeme A nazvat deferminantem
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automorfismu f ; poznamenejme vyslovné, Ze je vidy 4 + 0. Z véty
83.1 nyni snadno plyne:

VETA 83.2. Jsou-li f,g dva automorfismy vektorového prostoru V.,
a jsou-li A, , A, jejich determinanty, je také f o g automorfismus prostoru
V.. a jeho determinant je roven soudinu A, A4,

Budiz nyni ddn m-rozmérny Mektlvm prostor P, a budiz W, _,
jeho ar. zaklad, takze Wi+, je (m + 1)-rozmérny vektorovy prostor
Kﬁﬁ——érm zobrazeni prostoru P, na tyZ prostor P, se nazyva kolineace
prostoru P, . Kazdd kolineace K prostoru P,, je tedy vytvotena
néjakym automorﬁsmem L vektorového prostoru W,.,, pfi ¢emz
pro kazdé ¢ + 0 také automorfismus cL vytvofuje touz kolineaci.
Obracené (viz str. 41), jestlize oba automorfismy L, L, vektorového
prostoru W, ., vytvoiuji touz kolineaci projektivniho prostoru P, ,
existuje ¢ £ 0 tak, Ze L, =cL. Jeli 4 + 0 determinant auto-
morfismu L, potom zfejmé determinant automorfismu cL je roven
cm+1 A, Jestlize &islo m je sudé, lze zvolit ¢ + 0 tak, aby &islo
c¢™+1. A nabylo libovolné pfedepsané hodnoty ruzné od nuly. Je-li
vBak m liché, je cm+! > 0 pro viecka ¢ + 0 a znameni &isla c™+1. 4
Je mezavislé na volbs ¢. Proto pro lichd m zavidime tuto definici:
kolineace K prostoru P, (liché m) se jmenuje pfimd, jestlize vytvo-
fujici automorfismus L ma determinant 4 > 0, nepfimd, jestlize
4 < 0. Potom (viz str. 31) pfimd kolineace prevddi kaidou ar. basi
prostoru P, (liché m) v ar. basi s ni souhlasnou, nepfimd v ar. basi
nesouhlasnou. Tedy kolineace prostoru P,, (liché m) zachovdvd orientact
prostoru P, , prdvé kdyZ je primd. Z véty 83.2 plyne

VEra 83.3. Budtef K, , K, dvé kolineace projektivniho prostoru P, ,
kde m je liché. Jsou-li K,, K, obé pFimé nebo obé neprimé, je slofend
kolineace K, o K, pfimd, je-li véak K, pfimd, K, nepfimd nebo K,
nepfimd, K, pfimd, je K, o K, nepfimd.

Z vét 79.1, 79.2 a 83.3 plyne:

VETA 83.4. MnoZina vdech kolineaci projektivniho prostoru P,
je transformaéni grupa. Je-li m liché, potom také mnofina viech pFimyjch
kolineaci prostoru P,, je transformaéni grupa.

Budiz K kolineirni zobrazeni projektivmiho prostoru P, na pro-
jektivni prostor P, (prozatim nezilezZi na tom, zda je P, = P,, &
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P, + P,) . Jestlize bod {X} opiSe v prostoru P,, nadrovinu o , potom
podle véty 79.4 bod K{X} opiSe v prostoru P,, nadrovinu, kterou ozna-
¢ime K(p). Dokézeme, Ze K je kolinedrni zobrazeni prostoru P,
duélniho k P,, na prostor P,, dualni k P,, a nazveme K dudlnim koli-
nedrnim zobrazenim k danému kolineirnimu zobrazeni K .

Poandmka. Pro m = 1 prostory P,, P, splynou; jeito pro m — 1
splvne pojem nadroviny s pojmem bodu, je zfejmé, Ze pro m =1
dudini kolineace K splyne s piwodni kolineact K .

Budiz L isomorfni zobrazeni ar. zdkladu W,., prostoru P, na ar.
zdklad W, prostoru P, , které vytvofuje kolineirni zobrazeni K .
Zvolme ar. basi

(83.7) Ay, 4,,..., 4,
prostoru P,, ; (83.7) pfejde pfi L v ar. basi
(83.8) Ay, Ay, ..., 4.
prostoru P, , kde tedy
(83.9) A, =LA, pro 0<r<m
Budiz W,,., ar. ziklad dudlniho prostoru P,, a budiz -,',, .1 ar. zdklad

duélniho prostoru P, . Existuje ar. base

(83.10) A,,4,,... 4,
prostoru P,, a ar. base
(83.11) A4, 4,,..., 4,

prostoru P, tak, Ze (83.7) a (83.10), jakoZ i (83.8) a (83.11), jsou na-
vzdjem dudlni. Nyni existuje isomorfni zobrazeni L prostoru W,
na prostor W,,.,, pro které

(83.12) A, =LA, pro 0<r<m

a snadno se presvédéime, e K = {L} je #4dané dudlni kolinearni
zobrazeni k danému kolinearnimu zobrazeni. Nebof z definice dudlnich
basi plyne, Ze je-li X libovolny prvek prostoru W, , Y libovolny
prvek prostoru Wmﬂ , je

(83.13) dX,¥)=dLX, LY).
Je-li nyni o = {¥} libovoln4 nadrovina prostoru P, . takie Ko je nad-

55



rovina prostoru P, , potom bod {X} prostoru P,, nilei do o, pravé
kdyz d(X , ¥) = 0; bod {X’} prostoru P;, nalezi do Ko, privé kdyz
X', LY) = 0. Z (83.13) tudiz plyne, Ze opiSe-li { X} nadrovinu ¢,
opise {LX} = K{X)} nadrovinu Ko .

V piedchéazejicim jsme kazdému isomorfnimu zobrazeni L vektoro-
vého prostoru W,,,, piitadili urtité isomorfni zobrazeni L duélniho
vektorového prostoru W,,,, , které muzeme nazvat dudinim k pivod-
nimu isomorfnimu zobrazeni L . P¥i tom jsme definovali Z pomoci
zvolené base (83. 7) vektorového prostoru W, , ; snadno se v3ak na-
hlédne, Ze vztah mezi L a L je uplné popsin v (83.13), ze tedy nezalei
na volbé base (83.7). V8imnéme si, Ze ve vztahu (83.13) mame dplnou
gymetrii mezi W,,,, W, ,, na ]edne strang, W,, 1 w. +1 ha strané
druhé. Muzeme tedy fici, %e L, L jsou navzdjem dualm’, takze také
K , K jsou navzdjem dudlni, co# je oviem patrné i p¥imo z definice K .

Nasledujici dvé véty jsou ziejmé:

VEra 83.5. BudiZ L, isomorfni zobrazeni vektorového prostoru W, ,
na vektorovy prostor W,, b+l s L, zsomorfm zobrazeni W,,, , na vektorovy
prostor W, . . BudteZ W,,,+1 , W, W;;l+1 , L, , L, dudlni kW,

m+1l
Wm“,W;;H,Ll,L Potom je také L, o L, dudini k L, o L, .

VETA 83.6. Budif K, kolinedrni zobrazeni projektivniho prostoru P,
na projektivni prostor P,, , K, kolinedrni zobrazeni P, na projektivni
prostor P, . Budtez P,,, P, , P" , K, , K, dudlni k P,,, P, , P., K,,
K, . Potom je také K, o K, dudlni k K, o K, .

Budiz nyni P,, = P.,, tedy také P,, = P, , W, , =W,  , W, =
= W.,,,. Potom L je automorfismus vektorového prostoru W,,,,,
L je k nému duilni automorfismus vektorového prostoru W,,, .
Necht plati (83.9) a necht ar. base (83.10), (83.11) jsou dudlni k ar.
basim (83.7), (83.8), takZe plati také (83.12). Nyni existuji ¢isla
Boo s -+ s Bmm s Ogp s ++e s Omm VAK, ZE '

(83.14) A, =a,,4,+ ... + a4, pro 0<r<m,

(83.15) Al = aydy + ... + Gemdm pro 0<s<m.

8

Determinant

(83.16)



je determinant automorfismu L~! inversniho k automorfismu L,
takze z véty 83.2 plyne (sr. dikaz véty 39.5), Ze determinant auto-
morfismu L je pfevricend hodnota determinantu (83.16). Mimo to
oviem

(83.17)

‘oc,,,o cer Omm

je determinant automorfismu L . Budiz nynf 0<r<m,0<s<m.
Podle (83.14) je
d(4,,4,) = ad(dy, 4) + ... + a,nd(4,,, 4)
a jezto (83.8), (83.11) jsou navzijem duélni, je
(83.18) d4,,4)) =a,.
Av3ak podle (83.15) je téz
A4, , &) = awd(d,, A) + ... + snd(4, , Ap)
a jezto (83.7), (83.10) jsou navzijem duilni, je
(83.19) d(4, ,4) = «,, .
Z (83.18) a (83.19) plyne, Ze a,, = &,, pro 0 < r, s < m, takZe deter-
minanty (83.16) a (83.17) si jsou rovny. Plati tudiz:
Vitra 83.7. Budif L automorfismus vektorového prostoru, a budif L
automorfismus dudlniho vektorového prostoru dudlni k automorfismu L .

Potom determinant automorfismu L je pfevrdcend hodnota determinantu
automorfismu L .

Z veéty 83.7 plyne:

VEra 83.8. BudiZ K kolineace projektivniho prostoru P, , kde m je
liché. Budiz K dudlni kolineace prostoru P, . Je-li K pfimd, je také K
primd, je-li K nepfimd, je také K nepiimd.

84. HOMOLOGIE. V tomto ¢linku piedpoklddime, ze m > 2. Budiz
dén projektivni prostor P,, a budi# P, k nému dualni.

Je-li K kolineace prostoru P, , potom bod prostoru P, nazveme
samodrugnym pi K , splyne-li se svym obrazem. Rovnéz tak &ast
prostoru P, nazveme samodruénou pii K , splyne-li se svym obrazem.
Pii tom nikterak nemusi bod samodruzné ¢isti byt samodruznym,
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ba dokonce samodruZna ¢ast nemusi obsahovat vibec Zadny samo-
druzny bod. Mohli bychom také ¢ast € prostoru P, nazvat samodruZ-
nou v §irfim smyslu pii K , jestlize obraz C pfi K je éasti mnoziny C .
Nis vak budou vedle samodruznych bodu zajimat pouze samodruzné
linedrni podprostory prostoru P, , a jestlie takovy podprostor P,
(1< k< m—1) je samodruzny v §irSim smyslu pfi K, potom P,
je samodruzny p¥i K . Nebot obraz P, podprostoru P, podle véty 79.4
je linedrni podprostor téze dimense k jako P, a jestlize P, je &isti P,
nutné P, splyne s P .

Kolineace H prostoru P,, se nazyva homologie prostoru P, , jestlize
H je rizna od identické transformace prostoru P,, a jestlize existuje
g. bod 8§ tak, Ze kazda piimka prochazejici bodem S je samodruzna;
g. bod S se jmenuje stfedem homologie H . Bod S je nutné samodruzny
pii H ; nebot jeito m > 2, miZeme bodem S vést dvé rizné primky
P, q, které jsou obé samodruzné, takze obrazem praseciku S primek
P, ¢ je prusedik tychZ pfimek, t. j. opét bod S . Homologie nemiize
mit vice neZ jeden stfed. Nebot nechf existuji dva razné g. body S, ,
8, tak, Ze kazdd pfimka jdouci nékterym z nich je samodruzna pii
kolineaci H prostoru P,; mame dokazat, Ze potom kazdy bod pro-
storu P,, je samodruzny. Jestlize pfedné g. bod X nelezi na pfimce
8,8, , potom pfimky 8, X , §,X jsou navzdjem rizné a obé jsou samo-
druzné, z ¢éehoz jako vySe plyne, Ze bod X je samodruZny. Jestlize
nyni pfimka p je riznd od pfimky S,S,, potom p obsahuje dva rizné
body lezici mimo pfimku §,S,, tedy dva rizné samodruiné body,
takZe p je samodruzna piimka. KaZdym bodem prostoru P, procha-
zeji tedy dvé rizné samodruiné piimky, takZe kazdy bod prostoru
P, je samodruzny.

VETA 84.1. Budiz H homologie prostoru P, . Potom existuje v prostoru
P., nadrovina o, jejit kaZdy bod je samodruing pit H .

Pozndmka. Z dikazu véty 84.1 usoudime, Ze existuje jedind takova
nadrovina g ; nazveme ji osovou nadrovinou (pro m = 2 kritce osou)
homologie H .

Doxraz. Zvolme ar. bod S tak, Ze {S} je stfed homologie H . Homo-
logii H lze vytvofit takovym automorfismem L ar. zdkladu W+,
prostoru P, , Ze ’

(84.1) LS =8§.
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Pripojme dalsi ar. body B,, ..., B, tak, aby S, B,, ..., B, byla
ar. base pro P, . Potom pro 1 < » < m existuji redlna &isla ¢, , b, tak,
Ze
(84.2) LB, =¢.B, +b,8;
to plyne z toho, Ze podle definice stfedu homologie bod {LB,} leii
na piimce B,S . Budiz nyni 1 < r < s < m . Podle (84.2) je
L(Br + Bs) = CrBr + C,B, + (br + ba)S .
Podle definice stfedu homologie je v8ak ar.bod nalevo linedrni kom-
binaci ar. bodu B, + B,, S a jezto ar.body B, , B,,S jsou linearné
nezivislé, je to jen tak mozné, ze ¢, = ¢, . Tim je dokdzano, Ze viecka
dislac,, ..., ¢, si jsou rovna, neboli ze
(84.3) LB, =cB, +b.8 pro 1<r<m.
Nyni jsou dvé moznosti. Jestlize piednéc + 1, potompro 1 < r < m
lze urcit éislo ¢, tak, aby bylo (c — 1), = b,, nadez podle (84.1) a
(84.3) je
LB, +t8)=c¢cB, +1tS8) pro 1< rm.
Polozme
A, =B, +t8 pro 1<rm.
Potom 8§, 4,, ..., A, je ar. base pro P,, a jest
(84.4) LS =8, LA, =cA, pro 1<r<m,
piicemz ¢ + 1 a zfejmé téZc £ 0 .z (84.4) snadno odvodime, Ze bod
{X}, kde
X=284+x4, + ... + 2,4,
je samodruzny bod, pravé kdyz budto splyne s bodem {S} nebo lezf
v nadroviné
(84.5) o={4,,...,An},.
Je-li o’ nadrovina rizna od nadroviny g, existuje v ¢’ bod rizny
od {S}, ktery nelezi v ¢ a ktery tudiZ neni samodruzny. Tim jsme
hotovi s pfipadem, Ze v (84.3) jec + 1. Zbyv4 pfipad, Ze
LB, =B, +b8 pro 1<r<m.
Jezto plati (84.1) a jezto {L} neni identickd transformace, nemiZe
byt b, = 0 pro 1 < r < m, takie miZeme pfedpoklidat, Ze tieba
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bp=b+0. Pro 1 <r<m—1 uréime t, tak, aby bylo b, +
+t.b =0 a polozime 4, =B, +t, A, pro 1<r<m—1, 4, =
= B,, . Potom S ,A4,,...,4,]jear. base pro P, a je

(84.6) LS =S8, LA, =4, pro 1 <r<m—1,
LA, = A4, + bS,

kde b + 0. Z (84.6) snadno odvodime, Ze bod {X} je samodruZny,
pravé kdyz lezi v nadroviné

(84.7) 0=1{S,4,,....,48,.

Je-li ¢’ nadrovina rfizna od nadroviny p, existuje v ¢’ bod razny
od {8}, ktery nelezi v p a ktery tudiZ neni samodruzny.

Tim je dokondéen diukaz véty 84.1 a také je zjiSténa spravnost po-
zndmky vyslovené po znéni véty. Zaroven jsme zjistili, Ze je-li dana
homologie H se stiedem {S}, je moZné uréit ar. body 4, , ..., 4, tak,
aby §,4,,..., A, byla ar. base pro P,, a aby bylo H = {L}, pfi
¢emz budto plati (84.4), pfi éemZ 0 + ¢ + 1, nebo plati (84.6), pfi
¢emz b # 0. Obricené je patrné, Ze je-i S,4,,...,4, ar. base
prostoru P, a definujeme-li kolineaci H = {L} prostoru P, budto
rovnicemi (84.4), ve kterych 0 +c¢ # 1, nebo rovnicemi (84.6),
ve kterych b # 0, je H homologie prostoru P,, se stfedem homologie
{8}, pfi éemz nadrovina homologie ¢ je dana vyrazem (84.5) v piipadé
(84.4), vyrazem (84.7) v pripadé (84.6). Z toho je patmé, Ze v pfipadé
(84.4) nadrovina homologie neobsahuje stfed homologie, kdezto v pfi-
padé (84.6) naopak nadrovina homologie prochdzi stftedem homologie.
V pripadé (84.4) éislo ¢ se jmenuje ¢nvariant homologie H ; vime, ie
0 +c+1. YV piipadé (84.6) invariant homologie H je roven 1.
V piipadé (84.4) ma invariant ¢ vyznam dvojpoméru. Nebot je-li bod
{X} razny od {S} a neleZi-li {X} v osové nadroviné (84.5), budiz {B}
pruseéik pfimky SX s nadrovinou (84.5) a budiz {X'} obraz bodu
{X}; potom je

(84.8) (BSXX') =¢.

Nebot pii vhodné volbé ar. zdstupcli je X =8 + B, X' =8 + ¢B,
nadez (84.8) plyne z definice dvojpoméru. - '
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VETA 84.2. Nechl kolineace H projektivniho prostoru P, riznd od
identické transformace md tu vlasinost, e existuje nadrovina o, jejiZ
kasdy bod je samodruinym pfi H . Potom H je homologie prostoru P, .
Je jasné, Ze o bude osovou nadrovinou homologie H .

DUEAZ. Zvolme ar. basi 4,, 4,, ..., 4,, prostoru P, tak, aby bylo
o={4,,..., A}
Jezto parcidlni zobrazeni H | g je identické transformace nadroviny o ,
je patrné, Ze H = {L} , kde LA, = A, pro 1 < r < m . Déle je
LA, =cd, +c,4;, + ... + ¢4,

neboli L4, = c4, + B,kde B =c¢,4, + ... + €4, ,tedy LB = B .
Jezto {L} neni identicka transformace, je LA, #+ A, neboli § * o,
kde § = (¢ — 1)4, + B. Pro

X =zgAy + 2,4, + ... + 2,4,

je LX = X + 8, specialné LS = §, takZe bod {S} je samodruiny.
Je-li {X} + {8}, je {LX} +{S} a bod {LX} = {X + x,5} lezi na
pfimce SX , takze tato pfimka je samodruzna. Tudiz H je homologie
se stfedem {S} .

Homologie H projektivniho prostoru P, se jmenuje specidini,
jestlize jeji invariant c je roven jedné, neboli jestlize osovd nadrovina
prochézi stfedem homologie.

V predchizejicim jsme podali dikazy vét 84.1 a 84.2 tak, Ze byly
nezavislé jeden na druhém. Nyni si vSak ukdZeme, Ze kazda z obou
vét 84.1, 84.2 je disledkem druhé z nich, aplikujeme-li princip duality.
Provedeme to m. j. proto, abychom na prikladé prokazali uzite¢nost
principu duality pfi studiu projektivnich prostora.

Homologie H byla v predchazejicim definovdna tak, Ze existuje
g. bod 8 (stfed homologie) tak, Ze kaidd pfimka jdouci bodem S
je samodruznd pii H (a Ze mimo to H neni identicki transformace
prostoru P,); je viak snadné si rozvazit, Zze ekvivalentnim poZadav-
kem je, aby kazda nadrovina jsouci bodem 8 byla samodruind pfi H .
Jestlize takto upravenou definici aplikujeme na duilni kolineaci H
duilniho prostoru P,, odvozenou z kolineace H prostoru P, , vidime,
2e H je homologie prostoru P, , jestlize existuje nadrovina p tak,
e kazdy jeji bod je samodrusny pi¥i H . Avdak samodrusnost bodu
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(nebo nadroviny) pfi H je zre]me totéZ jako samodruznost pfi H .

Tedy H je homologle prostoru P, , pravé kdyz existuje nadrovina
prostoru P, , jejiz kaidy bod je samodruZny pfi H . Nyni véta 84.1

pravi, Ze je-li H homologie prostoru Py, , je H homologie prostoru P,, ;
véta 84.2 pak pravi, Ze je-li H homologie prostoru P,, , je H homologie
prostoru P,, . Tedy kazda z obou vét 84.1 a 84.2 plyne z druhé uZitim
principu duality.

Budiz f regularni afinni transformace eukleidovského prostoru E,,
a budiZ {f} jeji projektivni rozdifeni na prostor E, . Potom abézina
nadrovina ¢ je samodruznd pfi kolineaci {f} prostoru E,, a je nasnadé
otazka, kdy {f} je homologie s osovou nadrovinou p . Snadno se dokaze,
Ze tomu tak je (s vyloufenim pfipadu, Ze f je identicks transformace),
privé kdyz f je budto homothetickd transformace nebo translace.
Mimo to se lehko dokize, Ze invariant homologie {f} je roven koeficientu
homothetie v piipadé homothetické transformace, a je roven jedné
v piipadé translace. Homologie {8} je specidlni, pravé kdyi f je
translace.

85. DETERMINANT KOLINEACE V SAMODRUZNEM BODE
NEBO NADROVINE. Budiz W,,,, ar. zéklad projektivniho prostoru

m - Automorfismus L vektorového prostoru W,,, vytvoiuje koli-
neaci {L} projektivniho prostoru P,, ; tdZ kolineace je vSak vytvofena
také jinymi automorfismy, totiz automorfismy tvaru cL , kde ¢&islo ¢
je razné od nuly, jinak je vSak libovolné. Nyni v ¢lanku 83 jsme pro
kazdy automorfismus prostoru W, , definovali jeho determinant;
je-li A determinant automorfismu L, je ¢™+!4 determinant auto-
morfismu cL , a jezto viecky automorfismy c¢L (¢ # 0) vytvofuji touz
kolineaci {L} prostoru P,, , nemiZeme mluvit o uréitém determinantu
kolineace. Jestlize v8ak se ndm v nékterych pfipadech podafi uvazo-
vanym kolineacim {L} jednoznaéné p¥itadit vytvofujici automorfismus
L, muzeme determinant tohoto automorfismu prohlasit za deter-
minant kolineace {L} .

Jeden takovy pfipad dostaneme, uvaZzujeme-li takové kolineace
prostoru P,,, které maji dany samodruiny bod {4} . Nebof takova
kolineace je vytvofena automorfismem L , ktery ma vlastnost

(85.1) LA = 4;
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vlastnost (85.1) je zfejmé nezavisla na volbé ar. zastupce 4 g. bodu
{4} a uréuje jednoznaéné automorfismus vytvorujici danou kolineaci.
Determinant automorfismu L , spliiujiciho podminku (85.1), nazveme
determinantem kolineace {L} v jejim samodruiném bodé {A} . Z véty
83.2 plyne:

VETA 85.1. Budtet K, , K, dvé kolineace prostoru P, se spoleénym
samodruinym bodem. Jsou-li A,, A, determinanty kolineaci K, , K,
v daném samodruiném bodé, potom determinant slofené kolineace
K, o K, vtémZ samodruiném bodé je roven soubinu 4,4, .

Kolineace prostoru P,, s danym samodruznym bodem tvoiizfejmé
transformacéni grupu prostoru P,, ; z véty 85.1 plyne, Ze ty z nich,
jejichZz determinant v daném samodruZném bodé je roven jedné, tvoit
podgrupu uvazované transformaéni grupy.

VETa 85.2. Budif K kolineace p;ostoru P, a budiZ P, linedrni pod-
prostor, jehoZ kaidy bod je samodruiny pfi K . Potom determinant
kolineace K v samodruiném bodé {X} patficim do P, je tyt pro vdecky
body { X} prostoru P, .

DtUraz. Budtez {4}, {B} dva rizné body prostoru P, a budiz
K = {L,} = {L,}, pfi ¢emz L, A =4, L,B=DB. Sta¢i dokazat,
ze L, = L, . Vime, Ze existuje ¢islo ¢ tak, Zze L, = cL, ; tudiz L,B =
=c¢B a tedy Li(A + B) = A + ¢B. Aviak bod {4 + B} nalezi
do P, a je tedy samodruiny, t. j. L,(4 + B) =c¢'(4 + B). Tudiz
A +c¢B =c(A + B) neboli (1 —¢)A + (c—¢')B = o a jeito ar.
body A4, B jsou linearné nezavislé, je 1 —¢' =0, ¢c—c¢’ = 0, tedy
c=1,L, =1L,.

Obracené predpoklidejme, Ze kolineace K ma tyz determinant
ve dvou riznych samodruznych bodech a ptejme se, zda kazdy bod
piimky spojujici tyto body musi byt samodruzny. Uvidime, Ze od-
povéd je kladné pouze v tom pripadé, Ze ¢islo m je sudé. Nebot jsou-li
{4}, {B} dané samodruzné body, existuje vytvofujici automorfismus
L tak, ie LA = A ; jezto {B} je samodruzny, existuje ¢islo ¢ + 0 tak,
7e LB = cB . Determinant kolineace K v samodruzném bodé {4}
je roven determinantu A automorfismu L ; determinant kolineace K
v samodruZném bodé {B} je roven determinantu automorfismu cL ,
t. j. je roven ¢™+14 . Jeito oba determinanty jsou si rovny a jezto
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A4 £0, je cm*t =1 a z toho pii sudém m plyne, Ze ¢ =1, tedy
LA =4, LB=B, L(xA + yB) = zA + yB, takie kaidy bod
piimky AB je samodruiny. Je-li v8ak m liché, miZe byt rovnice
¢™+1 = ] splnéna také tak, Zze ¢ = — 1, naleZ piimka AB obsahuje
pouze dva samodruzné body.

Z (84.4) a (84.6) se snadno odvodi:

VETA 85.3. Budif H homologie prostoru P, (m = 2) se stFedem
homologie S a s osovou nadrovinou o ; budi ¢ invariant homologie H .
Determinant homologie H v samodruiném bodé S je roven c¢m™ . Je-li A
libovolny bod madroviny ¢ , je determinant homologie H v samodruiném
bodé A roven 1 :c.

UvaZujme nyni takové kolineace K prostoru P,, , které maji danou
samodruZnou nadrovinu g . Zvolme ar. nadrovinu 4 tak, ze o = {4}
a ukaime, Ze je mozno udat tai(ovy vytvofujici automorfismus L
kolineace K , Ze

(85.2) d(LX ,4A) =d(X, 4)
pro kazdy ar. bod X . Nebof zvolme ar. bod A4, + o tak, Ze {4y}
neleZi v g ; jestlize 4, , ..., A, je ar. base pro ¢, je zfejmé 4, , 4, , ...

..., A, ar. base pro P,,. Jeito nadrovina p je samodruzni, body
K{A4,} (1 < r < m) ndlezeji do ¢ a tudiz bod K{A,}, stejné jako bod
{4,} , nenalezi do p . Jestlize K = {L}, je

(85.3) d(4,°,A)=0=4d(LA,,d) pro 1<r<m,
aviak

d(4,,d) ¥ 0 + d(LA,, 4)

a L lze zvolit tak, Ze

(85.4) d(LA,,d) = d(4,,4) .
Pro libovolny ar. bod X mame

X=ux.4,+z,4, + ... + x4,
LX =z,.LA,+ z* LA’+}... + 2, . LA, ,
takze podle (85.3) .
d(d ,d) ="x". d(4,,4), d(LX,6d)==x,.dLA, A)

a z (85.4) plyne (85.2). Je patrné, Ze podminka (85.2) jednoznacné
uréuje automorfismus L a Ze je nezavisldi na volbé ar. zastupce 4
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nadroviny ¢ . MiZeme tudiZ determinant automorfismu L nazvat
determinantem kolineace K v samodruZné nadroviné o .

Je-li f regularni afinni transformace eukleidovského prostoru E,,,
zvolme v E,, linearni soustavu soutadnic (P; u,, ..., u,> . Budiz

f(P)y=P + bu, + ... +b,u,,
flu) =a,uy + ... +apu, pro 1< rm.

Determinant transformace f (definovany na str. 110 prvniho svazku)

je roven
an Am
_ (85.5) | s
!a,,,l ver Qmm
Nyni P, u,,...,u, je ar. base projektivniho rozsifeni E,, prostoru

vy ’

E,. . Projektivni roz&ifeni afinni transformace f (definované na str. 42)
je vytvofeno automorfismem L ar. zakladu prostoru E,, , pfi kterém
ar. bod

(85.6) X =2,P + zju; + ... + Tuln
prejde v ar. bod
(85.7) LX = x,f(P) + z,f(u;)) + ... + 2uf(u,),
takZe L ma determinant
1 b b,
0 ay, Aym
.............. .
0 a’ml (225

ktery je roven determinantu (85.5). Je-li 4 ,Bl s -.., By ar. base
projektivniho prostoru dualniho k E,, duilni k ar. basi P, u, , ..., u,
prostoru E,, , je {4} Gbézna nadrovina a pro kazdy ar. bod X je &islo
d(X , A) rovno koeficientu ar. bodu X a jezto ar. body (85.8), (85.7)
maji tyZ koeficient z, , je splnéna podminka (85.2). Plati tedy:

VETA 85.4. BudiZ [ reguldrni afinni transformace eukletdovského
prostoru E,, a budif {f} jeji projektivni roz§ifeni na prostor E,,.
Determinant kolineace {f} v 4béiné nadroviné, kterd je samodruind pri
{f} , je roven determinantu afinni transformace f .
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Budiz {4} samodruzn4 nadrovina kolineace { L} prostoru P, a pred-
pokladejme, ze automorfismus L ar.zakladu W,,,, prostoru P,, spliiuje
podminku (85.2). K automorfismu L jsme definovali na str. 55
duédlni automorfismus L ar. zakladu W.,.., dualniho prostoru P, tak,

Ze kolineace {L} prostoru Pm je dudlni ke kolineaci {L} prostoru P,
Podle (83.13) je pro kazdy ar. bod X : d(X , 4) = d(LX , L4), takze

podle (85.2) je d(Y, LA —A4A)=0pro Y = LX . Aviak Y je zcela
libovolny ar. bod, takie LA = 4, t. j. L spliiuje vzhledem k samo-
druiné nadroving {4}, kterd je bodem dualniho prostoru P, pod-
minku typu (85.1). Z véty 83.7 tudiz plyne:

VETA 85.5. Budif o samodruind nadrovina kolineace K projektivniho
prostoru P, a budif K dudini kolineace prostoru P,, . Potom determinant
kolineace K v samodruiné nadroviné p je roven prevrdcené hodnoté
determinantu kolineace K v téfe nadroviné o .

Z véty 85.5 plyne podle principu duality:

VETa 85.6. Budif S samodruzniy bod kolineace K projektivniho
prostoru P, a budif K dudlni kolineace prostoru P, . Potom determinant
kolineace K v samodrutném bodé S je roven prevrdcené hodnoté deter-
minantu kolineace K v tém# bodé S . Pii tom oviem determinant koli-
neace K v samodruzném bodé S prostoru P, znameni determinant
kolineace K v dudlni nadroving, jejimz vrcholem je S .

86. PROJEKTIVNI ZOBRAZENI PRIMKY. Nézev Kkolineirni
vznikl z vlastnosti (obsaZzené ve v&té 79.4), Ze obrazem kazdé piimky
je pfimka. D4 se dokazat (ale v této knize nebudeme dikaz provadét),
Ze pro m = 2 kazdé zobrazeni prostoru P,, na prostor P, , pfi kterém
obrazem kazdé piimky je pfimka, je kolinearni. Pro m = 1 cely
prostor P, je pfimka a kaZdé zobrazeni P, na P; mé samozicjmé
tu vlastnost, Zze obrazem pfimky je pfimka, a pfes to ovsem nemusi
byt kolinearnim. Pro m = 1 je zvykem slovo kolineirni nahrazovat
slovem pr OJektlvm fidice se timto zvykem, budeme mluvit o projektiv-
nim zobmzem (projektivni) prfimky P, na (projektivni) pfimku P, ,
&imz minime zobrazeni P, na P, , které je kolinearni ve smyslu defina-
vaném v ¢lanku 79. Je-li P, = P, , mame kolineaci (projektivni)
piimky P, , kterou budeme nazyvat projektivitou na pfimce P, .

66



Pozndmka. V klasické literatufe projektivni geometrie se mluvi
o ,,dvou projektivnich bodovych faddch‘, éimZ se mini projektivni
zobrazeni pfimky na piimku, o dvou ,soumistnych projektivnich
bodovych Fadaich‘, ¢imz se mini projektivita na pifimce. Takova
a podobnd terminologie je velmi béini v projektivni geometrii, milo
viak zduraziiuje logickou strukturu studovanych pojmi a vyrazné
se lisi od terminologie, ktera je dnes bézna ve vSech hlavnich partiich
matematiky. Nebudeme proto takové terminologie v této knize uzivat.

Jsou-li ddny dvé projektivni piimky P,, P,, pfi ¢emZ mise, ale
nemusi byt P, = P, , a jsou-li na kaZdé z obou ptimek dény tfi riizné
body (v ur¢itém pofadi), potom podle vét 79.5 a 79.6 existuje pravé
jedno prOJektlvm zobrazeni pfimky P, na pfimku P, , které pievede
prvé tii body ve druhé tii. Jak tomu ]e ]esthze misto tfi bodi méme
¢tyf, o tom nas poucuje

VETa 86.1. Jsou-li ddny ClyFi razné body A , B, C, D na primce P,
a &tyFi razné body A’, B', C’, D’ na p¥imce P, , potom projektivni zobra-
zeni primky P, na pfimku P, , které previdi A, B, C, D po fadé
v A’, B, C’, D', existuje, pravé kdyZ dvojpomér (ABCD) je roven dvoj-
poméru (A'B'C'D’).

Dtraz. Existuje-li takové projektivni zobrazeni K = {L}, potom
pfi vhodné volbé ar. zastupcd bude LA = 4’, LB = B’, LC = (",
LD = D'. Existuji &isla u,, u,, v,, v, tak, e C =u,d + u,B,
D = v A + v,B. Jeito zobrazeni L je isomorfni, je také (" = usd’ +
+ u,B’, D' = v, A" + v,B’, takie podle definice . dvojpoméru je
(ABCD) = (4'B’'C'D’) . Obracené predpokladejme, %e (ABCD) =
= (A'B'C’'D") = 1, tedy 0 + 1 + 1 podle (76.4). Podle véty (79.6)
existuje projektivni zobrazeni K pHmky P, na piimku P,, které
ptevadi body 4, B, C' v body 4’, B’, C' ; K pievadi bod D v jakysi
bod E pfimky P, a podle jiz dokizaného je (ABCD) = (A’B'C’'E)
tedy (A'B'C'E) = (A'B’'C’'D’), takZe podle véty 76.1 je E = D'.

V projektivnim prostoru P, (m > 2) budiz ddn (m — 2)-rozmérny
linedrni podprostor v §irim smyslu @ . V ¢&ldnku 81 jsme nazvali
svazkem nadrovin o vrcholu @ a oznatili #(Q ; P,) mnoZinu v3ech
nadrovin prostoru P, , které prochazeji podprostorem @ . Poznali
jsme, Ze svazek nadrovin tvofi projektivni pfimku, takZe miiZeme
. 67
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mluvit o dvojpoméru étvefice (navzajem raznych) nadrovin svazku.
Jestlize nyni je v prostoru P, mimo podprostor § jestd dana pfimka
P, , kterd nems s ¢ spoleéného bodu, jsou podprostory @, P, totalné
nezavislé a jestlize kazdému bodu {X} pfimky P, pfifadime jim pro-
chazejici (jednozna¢né uréenou) nadrovinu svazku, obdrzime perspek-
tivni zobrazeni P, na =(Q ; P,), které podle ¢lanku 82 je kolinedrni
(projektivni). Jsou-li tedy 4, B, C, D étyfi rizné body piimky P,
a jsou-li «, B, y, & jimi prochéazejici nadroviny svazku =(Q ; P,),
je (ABCD) = («fyd) . Mame-li v P,, vedle @ dany dvé rizné pfimky
P, , P, , z nich? 74dn4 neprotne @ , potom podle ¢lanku 82 promitnuti
pHimky P, na p¥imku P; z vrcholu @ je projektivni zobrazeni P,
na P . Jsou-li tedy A, B, C, D &tyti razné body pfimky P, a jsou-li
A’, B, C’', D' jejich priuméty
z vrcholu @ na pimku P;, je
(ABCD) = (A'B'C'D").

VETa 86.2 (viz obr. 1). V pro-
jektivni roviné budteZ ddny CtyFi
body A,B, C,D, z nichz Zddné
¥ neleZi v téZe pFimce. (Body 4 ,
B, C, D jsou tudi navzijem
razné.) Budif: P praselik pfi-
mek AB, CD; Q prasecik pfi-
mek AC , BD ; R priseéik pFimek
AD, BC; M praseiik primek AB,
QR . Potom bod M je harmonicky
sdruzen s bodem P vzhledem k bodim A, B .

Ditkaz. Poddme napfed nelplny geometricky dikaz zaloZeny
na pravé odvozenych vlastnostech dvojpoméru. Budiz N priseéik
pfimek CD , QR . Pfi promitnuti pfimky 4B na pfimku CD z vrcholu
Q maji body A, B, P, M pruméty C, D, P, N, takze

(86.1) (ABPM) = (CDPN).

Pfi promitnuti pfimky AB na piimku CD z vrcholu R maji body
B,A, P, Mpraméty C, D, P, N, takze

(86.2) (BAPM) = (CDPN).
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Porovname-li (86.1) s (86.2), mame (ABPM) = (BAPM), takie
podle (76.10) dvojpomér (ABPM) = 1 vyhovuje rovnici 42 =1
a jezto dvojpomér neni nikdy roven jedné, je (ABPM) = —
Tento dikaz md tu mezeru, Ze neni odivodnéno, proé body 4, B,
P, M jsou navzijem rizné, specielné pro¢ M + P . Nebudeme tuto
mezeru vypliiovat, nybrz misto toho podiéme jednoduchy podcetni
dikaz véty 86.2, opieny o vhodnou volbu ar. zastupci uvaZovanych
g- bodu. Ar. bod @ zvolime libovolné. Potom zvolime ar. body 4 , B
tak,aby byloC =4 + @, D =B + Q.PotomjeB—4 =D—0C,
A+ D =B +{ (- Jeito bod B— A lei{ na ptimee AB, bod D — C'
na piimece CD , je B— A4 = D —C = P a podobné je téz 4 + D =
=B+ C= R Nyni je A + B=R— @ a z toho soudime, Ze
A+B M. Jeito P =B — A, M=A4 + B, je (ABPM) =

= —1

87. PROJEKTIVITY NA PRIMCE. Budiz K projektivita na pfimce
P, . Neni-li K identicka transformace p¥imky P, , plyne z véty 79.6,
ze existuji nejvys dva samodruzné body pii K . Projektivita K se
nazyva: hyperbolickd, mé-li dva rizné samodru#né body, eliptickd,
nema-li Zddny samodruzny bod, parabolickd, ma-li jediny samodruzny
bod. Zvolime-li libovolné ar. basi 4, B pfimky P, , je K = {L}, kde

LA = oA + 8B,

(87.1) LB — yB + 6B,
pfi éemz

(87.2) A—oab—py +0.

Bod {z4 + yB} je samodruzny pii K , pravé kdyz ar. bod L(z4 +yB)
je linearné zavisly na ar. bodé x4 4 yB, t. j. pravé kdyz

x oc:z:—f—yy{:O

y b+ oy
neboli
(87.3) Bx? + (6 — a)zy — yy* =
Je-li

(87.4) D= (8—a) + 48y = (« + 6)2 — 44,



je tedy: D> 0 pro hyperbolické projektivity, D < 0 pro eliptické
projektivity, D = 0 jednak pro parabolické projektivity, jednak pro
tdentickou transformaci charakterisovanou vztahy:

(87.3) g=y=0, =208 0.

Jezto ¢islo m = 1 je liché, miZeme podle élanku 83 rozdélit projek-
tivity na pfimce na pfimé, u kterych je 4 > 0, a nepfimé, u kterych je
4 < 0. Je-li pfimka P, orientovana, potom orientace, geometricky
popsana v ¢lanku 77 vlastnostmi symbolu (77.2), zistava beze zmény
po provedeni piimé projektivity, prejde vSak v orientaci opac¢nou
po provedeni nepfimé projektivity.

VETA 87.1. Nepfimd projektivita ma pFimce je vidy hyperbolickd.
Nebot je-li 4 < 0, potom podle (87.4) je D > 0. Podle dokazané véty
kazda elipticka i kazda parabolickd projektivita je pfimd, kdeito
hyperbolicka projektivita mize byt pfima nebo nepfima.

VEra 87.2. Jsou-li A, B samodruiné body hyperbolické projektivity
na primce P, , existuje &islo A tak, Ze

(87.4) 0 +4=+1
a Ze, je-li X ktergkoli nesamodruinyg bod pfimky P, , X' obraz bodu X ,
potom dvojpomér (ABX X'y = A. Obrdcené, jsou-li ddny na piimce P, dva
rizné body A , B a je-liddnoredlné éislo A splivujici (87.4), pfifadme bodu
A bod A , bodu B bod B a kasdému jinému bodu X pFimky P, ten bod X'
(jednoznac¢né uréeny podle véty 76.1), pro ktery plati (ABXX') = 4;
dostaneme na pFimce P, hyperbolickou projektivitu se samodruZnymi
body A, B. Na$e projektivita je primd pro kladné A, nepfimd pro
zdporné A .

DUraz. Jsou-li A, B samodruiné body dané hyperbolické pro-
jektivity {L}, potom v (87.1) je § =y = 0, takZe podle (87.2) je
o £0, 8 £0 a jezto {L} neni identickd transformace, je « =+ ¢.
Je-li X =24 + yB, je LX = axA + dyB, takieprox £0,y + 0
je (A,B,X,LX)=24, kde 1 = «x:4, takie plati (87.4). Podle
(87.2) je 4 = «d, takie pro A > 0 je 4 > 0 a projektivita je pfima,
pro 1 << 0 je 4 < 0 a projektivita je nepfima. Obricené, je-li dino A
tak, Ze plati (87.4) a je-li (ABXX') =1, potom {X'} ={LX},
polozime-li LA = A4, LB = B; {L} je zadana projektivita.
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Viita 87.3. BudteZ ddny tFi rizné body A, B, C na pfimce P, .
Potom existuje na P, prdavé jedna parabolickd projektivita K se samodruZ-
nym bodem A , pfi které obrazem bodu B je bod C' .

DtOgAz. Zvolme libovolné ar. zastupce A, B, C a budiz C =
= uA + vB, tedy wv + 0. Existuje-li K , je vytvofena isomorfismem
L, pro ktery

LA = A, LB = z(uA + vB),

kde x + 0. Bézi pouze o to, Ze lze uréit x pravé jednim zptsobem tak,
abyprox =1,8=0,y =zu, d = zvvyraz D [viz (87.4)] byl roven
nule. To je vSak zfejmé, nebot D = (zv — 1)

VErA 87.4. BudiZ K takovd projektivita na pFimce P, , Ze extstuji
dva rizné body, z nichf kady je obrazem druhého pii K . Je-li potom X
libovolny bod primky P, a je-li X' jeho obraz pfi K , je také obrdcené
bod X obrazem bodu X' pri A®. ‘

Dokaz. Budiz K = {L} a volme v (87.1) za 4 , B dané dva body,
z nichz kaidy je obrazem druhého. Potom je x = 6 = 0 a je-li X =
=24 +yB, X' =LX, je X' =yyd + pxB, tedy LX =p8y.
. (x4 + yB), takie K{X'} = {X}.

Projektivita K na pfimce P, , kterda ma tu vlastnost, Ze je-li X’ obraz
libovolného bodu X , je také obracené X obrazem bodu X', se nazyva
involuce na piimce P, neni-li identickou transformaci piimky P, .
Véta 87.4 pravi, Ze existuji-li dva rdzné body, z nichz kazdy je obra-
zem druhého pfi projektivité K, potom K je involuce a je-li X'
obrazem bodu X , pravime, Ze dvojice

(87.5) X, X

je dvojice involuce K . Misto abychom na involuci K nazirali jako
na transformaci pfimky P, , je iéelné nazirat na involuci jako na mno-
Zinu bodovych dvojic (87.5). Také na libovolnou projektivitu K bychom
mohli nazirat jako na mnoZinu dvojic (87.5), kde KX = X’, ale
v obecném piipadé bychom musili piihlizet k pofadi obou bodd,
ze kterych ce sklida dvojice (87.5), kdeZto v pFipadé involuce nezdlesi
na poradi bodi, ze kterych se skiddd dvojice involuce. Je-li S samodruZny
bod involuce K , potom dvojice S, S je jednou dvojici involuce a obri-
cené, jestlize dvojice S, § slozena ze dvou splyvajicich bod je dvojiel
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involuce, je S samodruzny bod. Proto u involuci se misto ndzvu samo-
druzny bod uiiva zpravidla nazvu dvojny bod. Tedy hyperbolickd
tnvoluce md dva dvojné body, eliptickd involuce nemd Zddny dvojny bod.
Jiného piipadu neni, nebot z nasledujici véty plyne, Ze tnvoluce nemaze
byt parabolickd. Napied vsak jesté poznamenejme, Ze z definice invo-
luce plyne, Ze je-li K involuce na pfimce P, a je-li X libovolny bod
piimky P, , existuje pravé jedna dvojice involuce K , do které nalezi
bod X . Jsou-li tedy X, , X, ; X,, X, dv& rizné dvojice téZe involuce,
potom #idny z g. bodd X,, X, nemuzZe splynout s Z4dnym z bodi
X,, X, . Splynou-li X, a X, , je X, dvojny bod; splynou-li X, a X, ,
je X, dvojny bod. Jezto involuce nemiZe mit vice nez dva dvojné
body, je ve vSech nekoneiné mnoha dvojicich (87.5) involuce K ,
s vyjimkou nejvys dvou dvojic, g. bod X rizny od g. bodu X' .

VETA 87.5. Budte! A, B, C, D &yfi razné g. body na projektivni
pfimee P, . Potom existuje na primce P, pravé jedna involuce obsahujict
obé dvojice A, B ; C, D . Tato involuce je hyperbolickd, je-li dvojpomér
(ABCD) > 0, eliptickd, je-li (ABCD) < 0.

Dogaz. Jeito {A} + {B}, bude pii vhodné volbé ar. zistupch
uvazovanych g. bodl

C=A4+8B, D =24 + B,

kde 0 + 4 + 1. Podle definice dvojpoméru je (ABCD) = A. Nyni
involuce, do niZ naleii dvojice 4 , B, je vytvofena isomorfismem L
ar. zakladu piimky P,, pii kterém LA =B, LB=ud, n 0.
Z véty 87.4 plyne, Ze {L} je involuce pfi kazdé volbé éisla u + 0.
Nyni L(A + B) = uA + B, takie C, D je dvojice involuce {L},
privé kdyz u = 1. Existuje tudiZ pravé jedna involuce {L} s Zadanou
vlastnosti, pro niz v (87.1) jex =6 =0, 8 =1,y = 1, takZe podle
(87.4) je D = 42 a tudiz pro 4 > 0 je D > 0 a involuce je hyperbolicki,
pro 2 < 0 je D < 0 a involuce je elipticka; pfipad D = 0 je vyloucen.

VETa 87.6. BudteZ A, B dva rdzné body na projektivni pfimce P, .
Existuje prdvé jedna hyperbolickd involuce s dvojngmi body A, B.
Mimo své dvojné body (z nichi kaidy diva jednu dvojici) obsahuje
tato involuce jedté pravé ty dvojice X, X', pro které A, B, X, X’ je
harmonickd Ctvefice.
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Doraz. Ve vété 87.2 jsou popsiny vSecky hyperbolické projekti-
vity se samodruznymi body A, B; kaidd z nich odpovidd uréité
volbé disla A, kde 0 + 2 + 1 a ziejmé mame dokdzat, Ze involuci
dostaneme, pravé kdyzi A = — 1. Je-li vSak bod X rizny od bodu
A, B aje-li X’ jeho obraz pfi uvazované projektivité, je (ABXX') =
=1 a tedy (A4BX'X) =1:1 podle (76.14). Involuci tudiZz mame,
pravé kdyz 1: 1 =1, t. j. pravé kdyz A = — 1, jeito 1 = 1 je vy-
loudéeno.

VETA 87.7. Eliptickd tnvoluce je pFimd projektivni transformace.
Hyperbolickd involuce je nepfimd projektivni transformace.

DUraz. Piipad eliptické involuce je obsazen ve vété 87.1. Piipad
hyperbolické involuce je obsazen ve vété 87.2, jeito podle dikazu
véty 87.6 v uvazovaném piipadé jed = —1.

Vsimnéme si jesté, jaky tvar maji involuce v tom piipadé, kdyi
P, = E, je projektivni uzivér eukleidovské piimky E,. Zde mime
predevsim hyperbolické involuce s jednim dvojnym bodem v ne-
koneénu a ov8em druhym v koneénu, ktery oznaéime S . Takova
involuce podle vét 76.3 a 87.6 obsahuje mimo své dvojné body jesté
praveé ty dvojice e. bodu 4 , B, jejichz stiedem je e. bod S .

Ponechame-li tento pripad stranou, potem existuje e:. bod P, ktery
spolu s tb&inym bodem {u} tvoii dvojici dané involuce K ; miZeme
pfedpoklddat, Ze |u| = 1. Bod P se nazyva stfed involuce K . Potom
kaidy z obou g. bodu {P}, {u} je obrazem druhého pii K , takie K
je vytvofena automorfismem L , pfi kterém LP = cu, Lu = L, kde
¢ 0. Tedy L(P + zu) = 2P + cu, takie obrazem e. bodu X =
=P 4 2u, 2 £0 je e. bod X' =P 4 z'u, kde zz’ = c. Jeito
luf =1, jex = PX,z =PX". Tedy tnvoluce K vedle dvojice slofené
z jejiho stfedu P a z 4béZného bodu obsahuje prdvé jesté ty dvojice e. bodi
X, X', pronéZ

(87.6) PX.PX =c¢,
kde ¢ + 0 je konstanta, kterad spolu se stfedem P jednoznaéné urcuje
involuci K . Snadno se dokaZe, %e je-li ¢ > 0, je K hyperbolickd
a ma dvojné body

P+ VE. u;
je-lic < 0, je K elipticka. '
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XII
IMAGINARNI ELEMENTY

88. KOMPLEXNI CISLA. V této knize jsme dosud uzivali skoro
vyhradné (aZ na ¢lanky 42, 43, 64 aZ 68 prvého svazku) pouze redingch
c¢isel. V algebfe se vSak, jak znamo, velmi ¢asto uzivd obecnéjsich
komplexnich tisel. Hlavnim divodem toho je ta okolnost, Ze algebraicka
rovnice s redlnymi koeficienty (na p¥. rovnice 22 + 1 = 0) nemusi
v oboru reidlnych éisel mit zédny kofen, kdezto v oboru komplexnich
¢isel plati t. zv. zdkladni véta algebry, podle niz kazd4 algebraickd
rovnice m4 aspoil jeden koien.

Nyni bude tcelné shrnout si znamé zakladni definice z nauky o kom-
plexnich ¢islech. V nasledujicim bude nékdy G¢elné oznaéit R mnoZinu
viech realnych d¢isel, R(i) mnozinu viech komplexnich  éisel. Pri
vykladu zakladnich definic bude Gdelné znadit redlna ¢isla latinskymi
pismeny, komplexni é&isla pak zpravidla feckymi pismeny.

Komplexni ¢islo « je podle definice uspofadani dvojice (a,, a,)
realnych ¢isel, z nichZ prvé a, se jmenuje redlnd édst, druhé a, imagi-
ndrnd ¢dst komplexniho éisla « ; oznadeni:

a, = Re.x, a, = Im.x.
-

Pri tom se ¢ini dohoda, Ze komplexni &islo (a, , 0), jehoz imaginarni
¢ast je rovna nule, se ztofoZnuje s redlnym Eislem a, . Naproti tomu
komplexni éislo & = (a,, a,), jehoZ imagindrni ¢ist a, je rizni od
nuly, se jmenuje smagindrni &islo. Tedy v nadi terminologii mnoZina
komplexnich éisel se rozpada na dvé mnoZiny bez spoleéného prvku:
na mnozinu ¢isel realnych a na mnoZinu -&sel imagindrnich. Budiz
pro jasnost piipomenuto, Ze vyS3e definovani imaginarni Cést a,
komplexniho é&isla « = (a, , a,) neni imaginarnim &islem, nybri pravé
naopak realnym ¢islem.

Komplexni éislo (0, a,), jehoZ realnd &ist je rovna nule, se azyva
¢asto ryze vmagindrnim Cislem, av3ak vétSina autori se vzpird tomu,
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poditat mezi ryze imaginarni ¢isla také dvojici (0, 0), kterou podle
piedchézejiciho je tieba ztotoZnit s realnym éislem O . Nezalezi na tom
mnoho, protoze pojem ryze imagindrniho ¢isla nema Zadnou zasadni
dilezitost.

Tak jako u redlnych ¢isel, mame i u komplexnich éisel dva zdkladni
poletni vykony: séitani a nasobeni. Podle staré tradice je zvykem
mluvit o dtyfech zakladnich poéetnich vykonech: séitdni, odéitani,
nasobeni a déleni. Toto stanovisko, stale jesté velmi celné pro narodni
8kolu, médlo vyhovuje dnesnimu stavu algebry jakoito védy, jeito
odéitani je definovatelné pomoci séitani, déleni je definovatelné
pomoci nasobeni, a je trochu archaické pocitat odéitani a déleni mezi
zdkladni pocetnt vykony.

Pripometime si formalni definice séitani a nasobeni. Jsou-li

x = (a,,a,); g =(b,b,)
dvé komplexni &isla, je jejich souétem komplexni ¢islo
(88.1) x +f8=1(a +b, a,+by),
jejich souéinem pak je komplexni &islo
(88.2) aff = (ab, — asb,, ab, + asb;). -

Uvédoméme si, zZe jestlize « , § jsou realnd disla, t. j. jestlize a, = 0,
b, = 0, je soutet « + § nové definovany nalevo v (88.1) totoiny
se souctem napravo znamym z theorie realnych éisel a Ze stejna
situace je i se souc¢inem «f v (88.2) v pripadé, Ze obé &isla ~ , B jsou
realnd. .

Zakladni vlastnosti séitanf a nasobeni komplexnich disel se daji
shrnout v nasledujici pravidla:

S¢itani komplexnich &isel je vykon asoctativni, t. j.

(88.3) (x+B+y=a+F+y)

a vykon komutativni, t. j..
(88.4) a+pf=8+a«.

RovnéZ tak i ndsobeni komplexnich éisel je vykon asociativni, t. j.
(88.5) (xB)y = x(By)



a vykon komutativni, t. j.

(88.6) ‘aff = fa.

Dale je realné ¢islo 0 = (0, 0) neutrdlnim pfi séitdni, t. j.
(88.7) x+0=0+a=u«;

podobns je realné &islo 1 = (1, 0) neutrdlnim“pFi mdsobent, t. j.
(88.8.) al =l = .

Dalsi vlastnost séitdni je, Ze ke kaidému komplexnimu &islu & =
= (a, , a,) mame pravé jedno opaéné &islo — x charakterisované tim, Ze

&+ (—a)=(—a)+a=0,

totiz ¢islo — « = (—a,; ,— a,) . Piislu§nd vlastnost ndsobeni je,
ie ke kaZzdému komplexnimu éislu & = (a, , a,) s jedinou vyjimkou
éisla 0 mame pravé jedno pfevrdcené &islo o~ charakterisované tim,
Ze

x.xal=a"1. 6 =1,

v w7

totiz ¢islo

a a
at :(al - az’_az zaz)'
1+ a 1T @
Dosud piipomenuté vlastnosti se tykaly zvlist sditani a zvlist ndso-
beni. T. zv. distributivni zdkon pravi, Ze

(88.9) (x + By =y + By
jakoZ i Ze
(88.9") y(x + B) =y + yf;

oba tvary (88.9) a (88.9’) distributivniho zikona jsou oviem navzijem
ekvivalentni v disledku (88.6).

Prévé vyjmenované vlastnosti s¢itini a nasobeni komplexnich &isel
se v algebfe vyjadfuji tim, Ze souhrn vSech komplexnich &isel tvofi
téleso. Rovnéz tak souhrn vSech realnych ¢&isel tvoii téleso.

U télesa redlnych &isel mame ptirozené uspofddani definované
vztahem ,,mensi nei* (a < b) . Tento vztah ma, jak zndmo, nasledu-
jici dvé vlastnosti:

1. Zdkon monotonie séitdni. Jsou-li a, b, ¢ redlnd &isla a je-l
a<b,jetakéa +c<b+c.
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2. Zdkon monotonie ndsobeni. Jsou-li a, b, ¢ redlnd ¢&isla a je:li
a<b,c> 0,jetaké ac < bc.

Vzhledem k témto dvéma vlastnostem se v algebfe fika, Ze realna
disla tvofi uspofddané téleso. Naproti tomu komplexni éisla netvofi
uspofddané téleso. Nicméné dileZity pojem absoluini velikosti (nebo
absolutni hodnoty) se d4 roziifit i na ¢isla komplexni. Absolutni
velikosti komplexniho ¢&isla « = (a,,a,) rozumime redlné d&islo
Va2 + a2, které znadime |«| . Je-lia, = 0, t. j. je-li & redlné, je oviem
|| =a, proa, 20, |af = —a, proa, <O0.

Zikladni vlastnosti absolutni velikosti jsou, jak zndmo, tyto:

1. |0] =0, ale pro« % 0je|x] > 0.

2. o + Bl < || + 1] -

3. |op| = laf . |6] .

Velkou dulezitost ma pojem komplexnd sdruZeného isla ke komplex-
nimu &islu « = (a, , a,) , které oznadime «*. Jak znamo, je «* = (a, ,
— a,), takze:

o = a*, pravé kdys & je redlné.

Zakladni vlastnosti tohoto pojmu jsou, jak znimo:

(88.10) (x + B)* = a* + B*,
(88.11) @A) = %",
(88.12) (x*)* =« .

Vlastnosti (88.10) a (88.11) je v algebfe zvykem vyjadfovat tak,
Ze pravime, ze prechod od komplexniho ¢isla « ke komplexné sdruze-
nému d&islu «* je automorfismus télesa komplexnich éisel. Dusledkem
rovnic (88.10) a (88.11) jsou rovnice

(88.13) (—a)* = —(a¥),

(88.14) (@=1)* = (a*)71,
kde v (88.14) oviem « + 0.

Zbyva piejit k obvyklému zptisobu psani komplexnich &isel.
Je zvykem psat

(88.15) ©0,1)=1i,

takZe podle (88.2) je i* = — 1. V disledku (88.1), (88.2) a (88.15)
miZeme komplexni éislo o = (a, , a;) psat v obvyklém tvaru a, + a,i.

.
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89. KOMPLEXNI VEKTORY. Budi# nyni dan vektorovy prostor V
ve smyslu ¢lanku 10; jeho vektory, které budeme jako dosud znadit
u, v a pod., nazveme rediné vektory a zavedeme novy pojem komplexniho
vektoru (ktery pHi vykladé ‘zékladnich definic pro ]asnost vyznaéime
vodorovnym pruhem nahofe) takto. Komplexni vektor u je uspord-
dané dvojice (u, , u,) realnych vektord, z nichz prvy u, se jmenuje
realnd &dst, dFihy uyinmagiindrni casTEomplexn}ho vektoru u ; oznadeni:
= Re.u; u, = Im.u.

Pti tom se ¢ini dohoda, Ze komplexni vektor (u, , 0) , jehoZ imaginarni
&asti je nulovy vektor, se ztotoznu)é s realnym vektorem u, . Naproti
tomu komplexni vektor u = = ( u, u2) , jeho? imaginarni &ist u,
je nenulovy vektor, se jmenuje zmagmarm vektor. Tedy mnoZina
vsech komplexmch vektort, kterou oznacime V(i) , se rozpada na mno-
Zinu vsech rea]nych vektor a na mnoZinu viech imaginarnich vektord.

Jsouli
‘E =(uy, u,), v=(v,,V,)
dva komplexni vektory, nazveme jejich souftem a oznatime u + v
komplexni vektor T

(89.1) U4V =(u v, Uty
JestliZe u , v jsou realné vektory, t. j. jestlife u, = 0 ,v, = o, je soudet
U + v nové definovany nalevo v (89.1) totoZny se souétem ve smyslu
séftani v prostoru V.

¢islo, nazveme ]ejlch _soulinem a oznadime xu nebo o . u komplexm
vektor

(89.2) xu = (au; —azu,, au, + azul)

Je-li u redlny vektor a je-li « realné ¢islo, t. j. je-li u, =0,a, =0,
je soudin au nové definovany nalevo v (89.2) totoZny se soucinem
puvodné definovanym ve V.

V dusledku (89.1), (89.2) a (88.15) miZeme komplexni vektor

g_____%psat v obvyklem tvaru u, + iu;, nebot u, = (u;,0),
uy = (w00 T

e komplexnimu vektoru u = (u,, u,) neboli v = u, + iu, je
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‘komplexné sdruzenym komplexm vektor (ur, - Ug) neboli u, — iu,,
ktery oznaéime u*. Je u = u*, pravé kdyz u je redlny vektor. Mimo to

g

(89.3) (U + ¥)* — u* + v*,
(89.4) (axu)* = x* ., u*, '
(89.5) (@) — .

Jsou-li u, v, w komplexni vektory a jsou-li «, # komplexni &isla,
potom podle predchazejicich definic je:

(89.6) Uutv=v+4u;
(89.7) (@+v)+w=u-+(v+w
(89.8) 0.u=o0;

(89.9) a(u +v) = ot + av;
(89.10) (6« + Blu = au + Bu;
(89.11) x(fu) = aﬂ)u

(89.12) . l.u=u.

Vlastnosti (89.6) az (89.12) se Lidi od vlastnosti (10.1) az (10.7) pouze
tim, Ze misto redlngjch Gisel a , b mame nyni komplexni éisla o , f .

V ¢lanku 10 jsme nazvali vektorovym prostorem mnoZinu jakych-
koli matematickych objektt (zvanych vektory), je-li definovano séitant
vektori (soudet je vektor) a ndsobeni redlného ¢islas vektorem (soucin
je vektor) tak ze plati pravidla (10 1) az (10. 7)' misto nazvu vektorovy
jak jsme se dohodli na str. 74, znamena mnozinu viech realnych usel
Budeme mluvit o vektorovém prostoru nad R(i) v pripadé, Ze vedle
sclﬁanl vektoru Je defmovano nasobem komplexmho msla Vektorem
v3ak nyni pismerma a, b VTTO 4) az (10. 6) znamenajl komplekm disla.
Jezto realna &isla jsou zvlastnim pifpadem komplexnich &isel, je pa-
trné, ze Icazdy vektorov y prostor nad R(i) je zdrover téf vektorovym pro-

storem nad R .

VA pfedché,zejiciho je patrné, ze je-li V¥ libovolny vektorovy prostor
nad R (jehoz prvky jsme nazvali realnymi vektory), potom mnozina_
V(i) komplexnich vektort (které jsme definovali jako dvojice realnych

E)
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vektor) tvofi vektorovy prostor nad R(i). Pravime, Ze V(i) je
Toriplexni rozdifent prostoru V. ‘ ' )
O vektorovych prostorech nad ® jsme v prvém svazku odvodili
fadu vét, z nichZ vétSina se opird pouze o to, Ze R je téleso, takie
zistavd v platnosti (pfi zdméné realnych ¢isel komplexnimi) i pro
vektorové prostory nad R(i). Je predevsim zcela jasné, Ze (10.8) aZ
(10.18) plati i pro vektorové prostory nad R(i) , jestlizea, b, a,, ..., a
jsou ¢isla komplexni.

Je-li ¥ vektorovy prostor nad R , definovali jsme v élanku 11 pojem
linedrni soustavy W obsaZené ve V, kterou muZeme nazvat uréitéji
linedrni soustavou nad R . Je-li V vektorovy prostor nad R(i) , mame
vedle tohoto pojmu je$té daldi pojem Ulinedrni soustavy mad R(i)
charakterisované opét vlastnostmi (a) a (b) ze str. 31 prvého svazku
8 tim rozdilem, Ze v (b) znamena z libovolné komplexni ¢islo. Zcela
stejné je tomu i s dalsimi pojmy zavedenymi v ¢lanku 11; mluvme nyni
urcitéji o linedrnich kombinacich nad R a o linedrni zdvislostt nad R ;
je zfejmé, co je rozumét pod linedrnimi kombinacemi nad R(i) a pod
linedrni zdvislosti nad R(i) . I pro tyto nové pojmy plati véty 11.1
az 11.5. Jako v ¢élanku 11 budiz .

(89.13) {u,, ..., u)}
mnozina vSech linedrnich kombinaci nad R vektori
(89.14) u ..., g,

kdezto mnoZinu vsech linearnich kombinaci nad R(i) tychz vektori
(89.14) oznadime
(89.15) {uy, ..., ).

Jsou-li (89.14) realné vektory a znamena-li W linearni soustavu nad R
(89.13), potom zfejmé (89.15) je jeji komplexni rozsifeni W(i) .

Jestlize vektory (89.14) jsou linedrné nezavislé nad R(i) , jsou zfejmé
t?‘l"mearne nezav1sle nad R . Opak neplati, nebot je-li v + o, dokéze
'se snadno, Ze vektory u, iu jsou lineirn& nezavislé nad SR aviak
linedrné zdvislé nad R(i) . Jestlize viak (89.14) jsou reilné vektory,
které jsou linedrné nezdvislé nad R , potom (89.14) jsou také lineirné
nezavislé nad R(i) . Nebot je-li

(@, + ib)u;, + ... + (@, + ib)u, =0,

80



dostaneme porovnanim realnych a imaginarnich ¢asti
au, + ... +au, =o0; bu +...+bu, =o0.
Jetudiza, =... =a,=0,b, =... =b, =0 a tedy téz a, + ib, =
= .. =ak+ibk:0.
Ctenaf sam uZ si podrobné promysli podobné zmény definic a vét
z ¢lankd 12 az 14. U linedrni soustavy W nad R(i) musime rozliSovat
-mezi basi nad R abasinad R(i); je-li (89.14) base nad R(i) proW, potom
Uy, ..., u, iuy, ..., iuy

je base nad R . Jestlize tedy W ma dimensi nad R(i) rovnou m , potom
W m4 dimensi nad R rovnou 2m .

Je-liu,, ..., u, base (nad R) linedrni soustavy ¥ nad R, je zaroveii
u,, ..., u, base nad R(i) linedrni soustavy V(i) nad R(i), takie di-

mense V¥ nad R je rovna dimensi V(i) nad R(i) .

Pokud se tyte pojmu isomorfismu, poznamenejme toto: Jsou-li
V, V' vektorové prostory nad R(i), potom isomorfismus mezi ¥ a V'
"nad R(i) je zaroveti isomorfismem nad X ; opak ovem neplati. Jsou-li
vSak Y., V' isomorfni vektorové prostory nad R a je-l dan urdity
isomorfismus fnad R mezi ¥V aV’,lze f rozifit, a to pravé jednim zpiso-
bem, v isomorfismus ¢ nad R(i) mezi V(i) a V'(i). Takovy isomorfis-
mus ¢ nad R(i) mezi V(i) a V'(i), pii kterém V piejde ve V', nazveme
realnym womorfwmem mezi V(i) a V'(i) . Pro kazdy komplexni vektor u

je potom zfejmé

p(u*) = [p(u)]*,
kde * znamend komplexné sdruZeny vektor.

Vzpomeiime je$té pojmu dvojice duilné sdruzenych vektorovych
prostortt V, V zavedeného v &linku 49!) pomoci vlastnosti (49.1) a
(49.6), pri temz a ve (49.3) a (49.4) znamend libovolné redlné Eislo.
To byla dudini sdrufenost nad R . Jestlize V , V jsou vektorové prostory
nad R(i), definujeme jejich dudini sdruZenost nad R(i) docela stejné
aZ na to, Ze nyni @ znameni libovolné komplexni ¢islo. Véty 49.1
az 49.6 se tykaly dudlni sdruZenosti nad R ; stejné znéjici véty plati
také nad R(i) .

1) Stejné jako v ¢ldnku 74 a v Fads daldich élanka uZijeme i zde vlnitého pruhu
misto vodorovného pruhu, kterého jsme uZili v élanku 49.
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Budtez V, ¥V dva vektorové prostory nad R , dudlné sdruzené nad
R pomoci relace d(u , u) . Ziejmé lze relaci d pravé jednim zptisobem
roz8ifit v dudlni sdruzenost nad R(i) mezi V(i) a V(i) : staéi poloZit

i d(u, + iug, u, + iazz =
= d(uy, u) —d(u;, uy) + i[d(u, , w;) + d(u,, )] .
Pro takto vzniklou dudlni sdruzenost nad R(i) mame zfejmé
(89.16) d(u*, u*) = [d(u, u)]*.
Dale plati v tomto piipadé: Je-li W linedrni soustava nad R obsaZend

ve V a je-li W jeji dudlni obraz nad R ve V , potom dudlni soustava W(i)
nad R(i) obsazend ve V(i) mé W(i) za duilni obraz nad R(i) ve V(i) .

90. KOMPLEXNI BODY. Budiz din eukleidovsky prostor E,,
body nazveme redlné body. Budiz V,, zaméfeni prostoru E,, , t. j. mno-
zina vSech vektori prostoru E,, které budeme nazyvat redlnyms
vektory. Komplexhi vektor je potom podle &lanku 89 dvojice u —
= (u,, u,) redlnych vektor, pfi ¢emz dvojici (u,, 0) povaZujeme
za totoZnou s redlnym vektorem u, .

Zavedeme nyni pojem komplexniho bodu takto. Komplexni bod
je uspofddana dvojice (4 , u) sloZend z realného bodu A a z reilného
vektoru u . Je-li u = o, povaiujeme komplexni bod (4 , u) za totozny
8 realnym bodem 4 . Je-li viak u % o, mame {magindrni bod (4 ,u),
ktery neni totozny s Zddnym realnym bodem. MnoZinu v3ech komplex-
nich bodi oznadéime E, (i) a nazveme ji komplexnim roz$ifenim pros-
toru E,, ; pravime, Ze E, (i) je eukleidovsky prostor nad R(i) . Prostor
E..(i) obsahuje jednak redlné body, které tvofirealny prostor E,, ,
jednak imaginarni body. Stejné jako u éisel a u vektori v nasi termi-
nologii i u bodd nizev komplexni je shrnutim obou ndzvi: redlny
a imaginarni.

Redlny bod A nazveme redlnou édsti a redlny vektor u imagindrni
édstt komplexniho bodu (4 , u) ; oznaceni:

A = Re.(4, u); u=1Im.(4,u).
Tedy imagindrni ¢dst komplexniho bodu neni bod, nybrz vektor.

Jsou-li (4, u); (B, v) dva komplexni body, nazveme jejich rozdilem
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a oznalime

(90.1) (B,v)—(4,u)
komplexni vektor AT
(90.2) (B—A4,v—u).

Jsou-li dané body reialné, t. j. je-li u =0, v = 0, jsou komplexni
body (4, u), (B, v) podle dohody uéinéné v tomto ¢lanku totozné
srealnymi body 4 , B ; to je v souhlase s tim, Ze jeztonyniv— v = o,
podle dohody uéinéné v élanku 89 komplexni vektor (90.2) je v uvaZo-
vaném piipadé totozny s realnym vektorem B'— 4 .

Souétem komplexniho bodu (4 , u) a komplexnfho vektoru (w, , w,)
nazveme komplexni bod

(90.3) (4 +w,,u+w,).
Je-li bod (4, u) redlny a je-li také vektor (w, , w,) redlny, t. j. je-li
u = o, w, = o, potom podle uéinénych dohod je bod (4 , u) totozny
s realnym bodem A , vektor (w, , w,) totoiny s realnym vektorem w,
v souhlase s tim, Ze jeito u + w, = o, je v uvaZovaném pfipadé
soucet (90.3) totozny s dfive definovanym souétem 4 + w, .

Z pravé vyslovenych definic plyne, Ze jsou-li (4, u), (B, v) kom-
plexni body a je-li (w, , w,) komplexni vektor, potom rovnice

(904) (B » V) — (A , ) = (wl s Wz)
znamen4 totéz jako rovnice
(90.5) (4, u) + (w,, w;) =(B,v).

Zobecnéme na komplexni body pojem stiedu dvojice bodi, zavedeny
pro realné body uz v ¢lanku 4. Jsou-li (4, u), (B, v) libovolné dva
komplexni body, nazveme stiedem dvojice (4 , u) ; (B, v) komplexnit
bod

(3(4 + B), }(u +v)],
coz v pripadé redlnych bodii, t. j. pro u = 0, v = 0 je v souhlase
s definici ¢lanku 4. Dale pieneseme na komplexni pfipad pojem
umisténi vektoru, zavedeny pro redlny pfipad v ¢lanku 5. O uspofdadané
dvojici komplexnich bodu

(90.6) (4,u); (B,v)
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pravime, Ze uréuje komplexni vektor (90!4); také pravime, Ze dvojice
{90.6) je umisténim tohoto vektoru; bod (4, u) se jmenuje poédteéni
bod, (B, v) koncovy bod tohoto umisténi. Libovolné dany komplexni
vektor (w,, w;) ma privé jedno umisténi, pfi kterém libovoln& dany
komplexni bod (4, u) je potateénim bodem; koncovy bod tohoto
umisténi je (90.5). Jako v realném piipadé plati, Zze dvojice komplex-
nich bodu (90.6) uréuje tyz komplexni vektor jako dvojice

(AI, ul) ; (BI’ vl) ,
pravé kdyz dvojice

(4,u); (B,Vv)
ma tyz stied jako dvojice

(A4',u’); (B,v).

Ke komplexnimu bodu (4 , u) komplexné sdruZengm bodem je bod
(4 , — u), ktery oznadime (4 , u)*. Je
(4,u) = (4, u)*
pravé kdyz u = o, t. j. pravé kdyz (4 , u) je realny bod. Vzdy je
(A, u)** =(4,u).
K rozdilu (90.4) dvou komplexnich bodua (4 , u); (B, v) je komplexné

sdruzeny rozdil
(A- ’ u)* - (B ’ V)*.
K souétu (90.5) komplexniho bodu (4, u) a komplexniho vektoru
(w,, w,) je komplexné sdruzeny soucet
(A ’ u)* + (wl ’ WZ)*'

Ke stfedu dvojice komplexnich boda (4, u); (B,v) je komplexns
sdruzeny stied dvojice (4, u)*; (B, v)*.

Zbyva provést prechod k obvyklému tvaru zipisu komplexniho
bodu. Podle definice souétu komplexniho bodu s komplexnim vektorem
je

(4, u) =(A,O)+(0,U),

av8ak podle pfedchédzejiciho je (4 ,0) = A4 ; (o, u) = iu. Tedy
(90.7) (A,u) =4 +iu.
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Definice souétu komplexniho bodu s komplexnim vektorem a definice:
rozdilu dvou komplexnich bodi maji v obvyklém oznadeni tvar:

(90.8) (A4 +iu) + (w; + iw,) = (4 + wy) +i(u + w,),
(90.9) (B +iv) — (A +iu) = (B— A) + i(v — u) .

Dosavadni definice podavaji exaktni zaklad k preneseni affind
geometrie eukleidovského prostoru z realného pripadu, podrobné stu-
dovaného v prvém svazku, na pfiklad komplexni. Dikazy v komplex-
nim piipadé jsou skoro doslova stejné jako v reilném piipadé, takze
sta¢i jenom struéné shrnout hlavni vysledky, coz bude provedeno
v nésledujicim ¢lanku. K preneseni metrické geometrie eukleidovského
prostoru na komplexni pfipad je treba predevsim definovat v kom-
plexnim oboru pojem skaldrniho soudinu. To odlozime az do kapitoly
XIIT.

V tomto c¢linku si je§té preneseme na komplexni pfipad pojem
linedrni soustavy soufadnic; jeito metrické tvahy zatim odklidime,
nebudeme si na tomto misté viimat kartézské soustavy. Vime z &lanku
16,‘ie linedrni soustava soufadnic

(90.10) (P,e,...,e>
v prostoru E,, je dina, zvolime-li libovolné v prostoru E,, jednak bod
P, zvany poéitkem soustavy, jednak basi e,, ..., e, prostoru E, ,

t. j. basi pro zaméfeni V,, prostoru E,, . Vime, Ze kaidy vektor u pro-
storu E,, 1ze pravé jednim zpisobem psit ve tvaru

(90.11) u=1wue + ... + uUyen;
realna ¢isla u, , ..., 4, jsou soufadnicemi vektoru u a piSeme
(90.12) U= (%,...,%,).

Podobné kazdy bod X prostoru E,, lze psiat praivé jednim zpiusobem
ve tvaru

(90.13) X =Ptz + ...+ z58,;
realna ¢éisla z, , ..., z,, jsou soufadnicemi bodu X a piseme
(90.14) X =[2;,...,%m) .

Ziejmé viak obecnéji kazdy komplexni vektor u lze psit pravé jednim
zpuisobem ve tvaru (90.11) a kaZdy komplexni bod X ve tvaru (90.13),
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pii ¢emz ovSem koeficienty u,, ..., u, v (90.11) a koeficienty =z, , ...
cee sy Ty v (90.13) budou komplexni ¢éisla; rozsifime proto oznadeni
(90.12) a (90.14) i na komplexni piipad. Zakladni pocetni vykony
8 vektory a body jsou vyjadfeny formulemi

(uy, ®) + (v,, @) =(u, +v,,0),
a.(u,, ® = (au, , ®),
[z,, ®] + (u,, ®) = [, + u,, @]
[y, 8] —[z,, 0] = (¥, —=,,@).
Uvedme jesté, Ze stied dvojice bodu [z, , @]; [y, , ®] je din vyrazem
3z, + y1) , @].
VSecky tyto formule zistavaji spravné i v komplexnim p¥ipadé.
K nim ptistupuji jesté formule
' (u,, O = (w1 , @),
[zl , OFF = (xf ’ .] s
vyjadiujici pfechod ke komplexné sdruZenym elementim.

91. LINEARNI PODPROSTORY PROSTORU E,(i). Budiz dan
m-rozmérny eukleidovsky prostor E,, nad ® . V élanku 18 jsme zkou-
mali, které k-rozmérné eukleidovské prostory E, nad R jsou vnofeny
do E,, , t. j. jsou obsaZeny v E,, jako ¢ast, pfi ¢emz vzdalenost kterych-
koli dvou boda prostoru E, v tomto prostoru je rovna vzdalenosti
tychz dvou bodu, poéitané v prostoru E,, . Poznali jsme pfedevsim,
Ze musi byt k¥ < m, pfi éemZ pro k = m mame pouze tu moznost,
Ze E, splyne s celym E,, .

Eukleidovské prostory E; vnorené do E,, jsme také nazvali linedrnimi
podprostory prostoru E,, . Na citovaném misté jsme poznali, Ze je-li
E, vnoien do E, , potom zaméfeni prostoru E,, t. j. mnozina v3ech
vektora lezicich v E, , tvofi k-smér V., t. j. linearni soustavu dimense k
obsazenou v zaméfeni V,, prostoru E,, . Obricené, je-lidan v prostoru
E,, libovolny bod A4 a libovolny k-smér V, , potom bodem A prochazi
pravé jeden E, se zaméfenim V, , ktery jsme oznadili

(91.1) E. = {4; Yy}
neko

(91.2) E. ={d;u, ..., u},
je-li uy, ..., u, kterakoli base k-sméru V, .
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Budiz nyni E,(i) komplexni rozsifeni prostoru E,, , E,(i) komplexni
rozdifeni prostoru E,. Plati-li (91.2), potom zfejmé E,(i) je mnoZina
vSech bodua tvaru

(91.3) A+ zu, + ... + xu,,
kde z,, ..., x; jsou libovolnd komplexni ¢isla. Platf-li (91.1) nebo
(91.2), piSme

E.(i) = {4 ; Vi(i)},,
Ek(l) = {A ) ull L] uk}l .

Pravime, Ze E,(i) je rediny linedrni podprostor dimense k prostoru E, (i) .
Takovy redlny linearni podprostor eukleidovského prostoru E,,(i) nad
R(i) se tedy sklada jednak z realnych bodu, které tvofi linedrni pod-
prostor E, téze dimense k prostoru E,, , jednak z daldich imaginarnich
bodu.

Obecnéji nazveme linedrnim podprostorem dimense k prostoru E,,(i)
mnozinu, kterou oznacime

(91.4) {4; W} .

Pi#i tom je A4 libovolné zvoleny (realny nebo imagindrni) bod prostoru
E.(i), W, je libovolnd linedrni soustava dimense k& nad R(i) obsaZend
ve Y, (i}, pfi ¢emz se-miZe, ale nemusi stit, Ze existuje linedrnt soustava
V. nad X obsazend ve V,, pro kterou W, = V,(i). MnoZina (91.4)
se sklada ze vSech komplexnich bodi tvaru 4 + w, kde w probiha
viecky komplexni vektory obsazené ve W, . Je-li u,, ..., u, libovolna
base nad R(i) pro W,, potom (91.4) se skldda ze vSech bodid tvaru

(91.3), kde z,, ..., x; jsou libovolnd komplexni éisla a misto (91.4)
piseme téz
(91.5) {A;u,...,u}.

Viimnéme si, Ze je-li B libovolny komplexni bod néalezejici do (91.4), je
{4; W}y ={B; Wi},.
Existuje-li linedrni podprostor E, dimense k prostoru E,,, pro ktery
plati
{4d; W5 = Edi),
pravime, ze (91.4) je redlny; v opaéném pripadé (91.4) je imagindrni.
Zamérenim podprostoru (91.4) rozumime W, ; je to mnozZina vSech
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komplexnich vektort tvaru Y — X , kde X , ¥ jsou libovolné dva body
podprostoru (91.4); zaméfeni W, se jmenuji rediné, existuje-li k-smér
Y. prostoru E,, tak, ze W, = V(i) ; v opatném piipadé se W, jmenuje
tmagindrni. Zaméfeni realného podprostoru (91.4) je realné; obracené,
jestlize zaméfeni podprostoru (91.4) je reilné, potom podprostor
(91.4) budto je realny nebo neobsahuje Zaddny realny bod.

Pro k = 1 nazyviame (91.4) prfimkou prostoru E,(i), pro & — 2
rovinou prostoru E, (i) . Piimka nebo rovina prostoru E, (i) je budto
redlna nebo imagindrni; je-li reilna, je komplexnim rozsifenim pfimky
nebo roviny prostoru E,, . Dvéma riznymi body A , B prostoru E, (i)
prochazi privé jedna pfimka prostoru E, (i) , totiZ pfimka {4 ; B—A4},; ;
struéné mluvime ¢asto prosté o pfimce 4B . Jsou-li body 4 , B realné,
muze arci vzniknout pochybnost, zda ,,pfimka 4 B* znamena pfimku
prostoru E,, ¢i piimku prostoru E,(i) ; ¢asto na tom mnoho nezaleii,
protoze obé pfimky uréuji jedna druhou jednoznaé¢né: pfimka prostoru
E.. je mnozinou vSech redlnych bodd uvaZované pfimky prostoru
E.(i), pfimka prostoru E,(i) je komiplexnim rozsifenim piimky
prostoru E,, .

Budiz A imagindrni bod, tedy 4 = 4, 4+ iu, kde 4, = Re. 4 je
redlny bod, u = Im. 4 je nenulovy redlny vektor. Bodem A4 prochazi
realna pfimka {4, ; u}; a je to jedind redlna piimka prochazejici bodem
4 , nebot jestliZe redlna pfimka obsahuje imaginarni bod 4 , obsahuje
také komplexné sdruzeny bod A* a tedy splyne s piimkou AA*.
Tedy tmagindrnim bodem A prochdzi pravé jedna redlnd pfimka, totiz
pfimka A A* neboli pfimka {Re. 4 ; Im.A4}, .

Pojem rovnobéinosti zavedeny v ¢lainku 19 se pienese beze zmény
na linearni podprostory prostoru E,(i); rovnéz tak i ivahy o vzijemné
poloze dvou linearnich podprostori provedené v &lancich 20 az 25.
To plati i o ivahach ¢lanku 24, které se pfenesou beze zmény na line-
arni soustavy nad R() .

BudiZz W, lineirni soustava dimense k nad R(i) obsaZena ve V(i) ;
W, je redlnd v ptipadé, Ze W, = V. (i), kde V, je linedrni soustava
dimense & nad R obsazend ve V, ; neexistuje-li takova V., je W,
tmagindrni. V kazdém piipadé mnozina vSech vektori komplexné
sdruZenych s jednotlivymi vektory nilezejicimi do W, tvofi opét
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lineadrni soustavu dimense k nad R(i) obsazenou ve V,(i), kterou na-
zveme komplexné sdrufenou s W, a oznaéime W . Ziejmé Wy* = W, .
Jestlize W, je reilna, je Wy = W, . Obricené predpoklidejme, Ze
W) = W, ; dokdZeme, ze W, je reilnid. UvaZme nejprve, Ze jestlize
W, obsahuje komplexni vektor u + iv, potom W, obsahuje také
komplexné sdruieny vektor u—iv, a tudiz i oba realné vektory
u, v, nebot u, v jsou nad R(i) linedrné zivislé na u 4 iv, u—iv.
Z toho plyne nejprve, Ze W, obsahuje aspoii jeden nenulovy realny
vektor. Obecnéji necht uz vime, zZe W, obsahuje s mezi sebou linearné
nezavislych redlnych vektord

(91.6) u, ..., u,.
Je-lis < k, obsahuje W, vektor u -+ iv , ktery neni linedrni kombinaci
nad R(i) vektord (91.6). Podle predchazejiciho W, obsahuje oba realné
vektory u, v, z nichZ jisté (aspoil) jeden neni linedrni kombinaci
vektor (91.6); pfipojime-li jej k (91.6), dostaneme s + 1 mezi sebou
linearné nezavislych redlnych vektorii. Z toho plyne indukei, Ze W,
obsahuje k mezi sebou linearné nezavislych reilnych vektord u,, ...

., uy, takze W, =V, (i), je-liV, = {u,, ..., u}.

Je-li (91.4) linearni podprostor dimense k prostoru E,(i), potom
také mnozina {A*; W}, kterou oznadime téz {4 ; W,}* a kterd
se skladd ze vSech bodi komplexné sdruZenych s jednotlivymi body
z (91.4), tvori linearni podprostor dimense k prostoru E,(i) ; nazveme
jej komplexnd sdrufenym s (91.4). Ziejmé {4 ; W}* = {4 ; W,}.
Jestlize podprostor (91.4) je realny, ziejmé splyne s podprostorem
komplexné sdruzenym. Obriacené piedpoklidejme, Ze (91.4) splyne
s podprostorem komplexné sdruzenym. Potom je piedevsim W, =
= W, takZe podle piedchozitho je W, = V,(i), kde V, je linearni
soustava dimense k& nad R obsazend ve V,,. Dile viak (91.4) vedle
bodu A = 4, + iu obsahuje téZ bod 4* = 4,— iu, a tudiZ vektor
A — A* = 2iu nalezi do W,, takie (91.4) obsahuje redlny bod
A = A,— iu; tudiz (91.4) se rovné

{Ao; Wiy = Ei(i), kde E, = {4,;Vy}.
Imagindrni linearni podprostory miiZeme klasifikovat podle vza-

jemné polohy ke komplexné sdruZenému podprostoru. Nejprve mame
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(viz ¢ldnek 20) troji druh imagindrnich pFimek: pfedné pfimky realného
sméru bez redlnych bodi (rovnobézné s pfimkou komplexné sdruze-
nou), za druhé pfimky imaginarniho sméru s jedinym realnym bodem
(riznobézné s pfimkou komplexné sdruzenou), za tfeti pfimky imagi-
narniho sméru bez redlnych bodi (mimobéiné s piimkou komplexné
sdruZenou). Posledni druh imaginarnich piimek existuje pouze pro
m 2> 3. U prvych dvou druhi existuje jednoznadné urdend redlna
rovina obsahujici obé navzijem komplexné sdruzené piimky, u tfetiho
druhu jsou obé obsaZeny v jednoznac¢né urdeném trojrozmérném redl-
ném linearnim podprostoru. Dale si viimnéme piipadu k =m — 1
imagindrni nadroviny. Z ¢lanku 25 snadno plyne, Ze jsou dva druhy
tmagindrnich nadrovin. Pfedné imaginirni nadroviny bez realnych
bodd, které maji vidy redlné zameéteni. Za druhé imaginarni nadroviny,
jejichz realné body vyplni (m — 2)-rozmérny linedrni podprostor
prostoru E, ; zaméfeni takové imagindrni nadroviny je vidy
imaginarni. Pfipad 1 << k << m — 1 necht vySetfi détenaf sdm na za-
kladé vysledkt ¢lanku 25.

Uvahy o linedrnich funkecich vektoru z éldnku 46 a uvahy o linear-
nich funkeich bodu z ¢ldnku 47 se snadno pienesou na komplexni
piipad. Je-li v E,, zavedena linearni soustava soufadnic

(Piuy,...,uy,
potom linearni funkce vektoru pritazuje vektoru

vV=uxuU + ... +2,U,
dislo
fv) =ax, + ... + ap¥,.
Jestlize ¢isla a,, ..., a,, jsou redlnd, je f(v) realné pro kaidy redlny
vektor v a pravime, Ze f je redind linearni funkce vektoru; v opa¢ném
piipadé je f imagindrni. Linedrni funkce bodu pfifazuje bodu

X=P+azu + ... +z,u,

o X) =ax, + ... + 0nZTm + ay.
Jestlize &isla a,, ..., an,,a, jsou reilna, je @(X) realné pro kazidy
redlny bod X a pravime, Ze ¢ je realna linearni funkce bodu; v opac-
ném piipadé je ¢ imagindrni. Podrobné preneseni tivah z ¢lanki 46,
47 a 48 na komplexni pfipad budiZ pfenechino étenari.

&islo
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92. KOMPLEXNI PROJEKTIVNI PROSTOR. V predchazejicim
¢lanku jsme sledovali, jak se zna¢na ¢ast afinni geometrie eukleidov-
ského prostoru, studované v realném pripadé, bez valnych zmén di
pfenést na komplexni pfipad. Podobné tomu je i s projektivni geo-
metrii, jejiz zaklady byly vyloZeny v tomto svazku v kapitolach X
a XI. Zde opét je preneseni znaéné ¢asti vysledku z realného pripadu
na piipad komplexni tak jednoduché, Ze se miZeme omezit na struény
prehled. Pokud se tyée kapitoly X, tu vysledky ¢lanku 69 az 75 se
prenesou na komplexni pfipad bez jakékoli zmény, kdezto v ¢lanku 76
na jednom misté je komplexni pfipad odlisny od realného, jak o tom
bude fe¢ v dalsim. Naproti tomu v &lancich 77 a 78 hraji dulezitou
roli nerovnosti, a preneseni vysledkd téchto ¢lankd na komplexni
pfipad je nemozné.

V ¢lanku 69 jsme uvazovali linedrni kombinace (69.1) boda euklei-
dovského prostoru E,, v pripadech (69.3) a (69.4), pfi ¢emZ v pripadé
(69.3) linedrmi kombinace znamenala vektor, v pfipadé (69.3) pak bod.
Ptechod k prostoru E,,(i) je tak zfejmy, Ze jej miizeme plné pienechat
Stenafi; koeficienty ¢, c’, ... linedrni kombinace (69.1) jsou potom
oviem komplexni ¢&isla. Totéz plati oviem i o linedrnich kombinacich
(69.13) bodu a vektori, spliiujicich opét podminku (69.3) nebo (69.4).

Pfeneseni vysledkt ¢lanku 70 na komplexni pfipad je rovnéz velmi
nasnadé. Stejné jako v prostoru E, uvazujeme i v prostoru E,(i)
vlastni a neviastni ar. body, pfi éemz nevlastni ar. bod je prosté novy
nazev pro vektor, takie staéi odkaz na ¢linek 89. Vlastni ar. bod
prostoru E, (i) je oviem dvojice (A4, k) slozend z bodi A prostoru
E..(i) , zvaného polokou ar. bodu (4 , k) a z komplexniho &isla k 4 0,
zvaného koeficientem ar. bodu. VI. ar. bod (4 ,k) prostoru E,(i)
je realny, je-li redlna jak jeho poloha A4, tak i jeho koeficient &,
jinak je imagindrni. Pro imaginarni vl. ar. body (4 , k) jsou tedy t#i
moznosti: (1) poloha A realni, ale koeficient & imaginarni; (2) koefi-
cient & redlny, ale poloha A imaginarni; (3) i poloha 4 i koeficient k
imaginarni. N. ar. bod u prostoru E, (i) mé koeficient rovny nule, tedy
realny; poloha {u} viak muZe byt realnad i tehdy, je-li u imaginérni;
to nastane v piipadé u = cv, kde &islo ¢ je imaginirni a vektor v
je redlny.

V ¢lanku 71 jsme definovali m-rozmérny projektivni prostor P,,,
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ktery miZeme urcitéji nazvat m-rozmérnym projektivnim prostorem
nad R . Obdobné se definuje m-rozmérny projektivni prostor nad R(i) ,
ktery oznac¢ime P,(i) ; jeho ar. zékladem je (m + 1)-rozmérny vekto-
rovy prostor na.d R() : ,,.+l(i) Prvky Wm+1(i) jsou ar. body pros-
zvané komplexni g. body, jsou totoiné s ]ednorozme—ﬁi‘yml lmeamlml
soustavami nad R(i) obsaZenymi ve W,.,(i); opét se déli na rediné
a imagindrni. G. bod je redlny, ma-li realného ar. zastupce, ale kazdy
realny g. bod ma vedle reidlnych ar. zastupeud také imaginarni; naproti
tomu u imagindrniho g. bodu kazdy jeho ar. zistupce je imaginirni.
Realny g. bod {4}, s reélnym zastupcem 4 povaZujeme za totoZny
s bodem {4} prostoru P,,, takze P, je casti P, (i) . Prostor P,(i) se
jmenuje komplexni roz§ifeni prostoru P, .U komplexniho g. bodu
(na rozdil od ar. bodt) nemd smysl pOJem realné a imaginarni ¢asti.
Ke kazdému komplexnimu bodu existuje s nim komplexné sdruzeny
g. bod, ktery splyne s pivodnim, pravé kdyz tento je reilny a jehoz
ar. zastupei jsou ar. body komplexné sdruzené s ar. zastupei pivodniho
g. bodu. Je-li din eukieidovsky prostor nad % : E,, , potom komplexni
rozsifeni E,,,( ) projektivniho rozsifeni E, prostoru E,, je projektivni
prostor nad R(i), ktery nazveme také projektivnim roz§ifenim kom-
plexniho rozéifeni E,(i) prostoru E, . Ubéznéd nadrovina _prostoru

E,.(i) je komplexnim rozsifenim ubezné nadroviny prostoru E,

Uvahy ¢lankd 72 a 73 o linedrnich podprostorech prOJektlvﬁiho
prostoru P, se pienesou beze zmény na prostor P,(i}. Linearni
podprostor prostoru P, (i) je budto redlny nebo je imagindrai; je redl-
nym, pravé kdyz je komplexnim roziifenim lineirniho podprostoru-
prostoru P,, . Kaidy imagifidrni bod prostoru P,(i) lezi na jediné
redlné pfimce tohoto prostoru, kterd obsahuje také bod komplexné
sdruzeny. K\elia:z,(le’rnlllneamlml podprostoru prostoru P,(i) existuje
s-pim-kompleané sdruzeny linedrni podpfoster ktery splyne s pavodnim,
pravé kdyz tento je realny (Viz obdobnou vétu o E,(i), podrobné
odiivodnénou v élanku 91 na str. 89). Ima, _Larm linearni podprostory
muzeme klasifikovat podle jejich vzidjemné polohy s komplexnd
sdruZzenym podprostorem; mnoZina reilnych bodi imaginirniho
linedrniho podprostoru je totozna s prinikem tohoto podprostom
a podprostoru s nim komplexné sdruzeného. Zejména mime v kom-
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plexnim projektivnim prostoru dva druhy imaginidrnich pfimek:
imagindrni pfimka ma budto jediny nebo nema-Zidny realny bod,
Ppii demZ prvy piipad nastane, privé kdyZz uvaZovand imagindrni
pfimka spolu s komplexné sdruzenou pfimkou lezi v téZe roviné.

Princip duality uvaZovany v élanku 74 pro reidlny piipad se pienese
na komplexni pfipad bez jakékoli zmény. Ke komplexnimu rozsifeni
P,(i) projektivniho _prostoru Pg,_ je dudlni komplexni rozsifeni P..(i)
duélniho prostoru P, . Rovnéz tak vysledky &lanku 75 o linedrnich
podprostorech dualmho prostoru plati pro P,(i) aplné stejné jako
pro P,

Stejné i pojem dvojpoméru &tvefice bodii na redlné projektivni
piimce P, se pfenese zfejmym zplsobem na ¢étvefice bodi na P,(i)
a téZ na &tvefice bodi na imagindrni projektivni piimce. Vzorce
(76.23) a (76.24), ve kterych se vyskytuji orientované vzdalenosti,
nemaji ovéem smyslu v komplexnim pfipadé. Mimo to zde mame jeité
ten rozdil, Ze rovnice (76.21), kterd nema reilné kofeny, ma dva
kofeny imaginarni:

(92.1) }.l=%+iv—3, zzz%—ik‘i.

2 2

V disledku toho v komplexnim oboru vedle ha,rmonickygh étvef‘ic
ze kterych se sklada ctvefice, odp0v1da méné nez 6 ruznych hodnot.
dvojpoméru. Jsou to t. zv. ekvianharmonické étvefice, u kterych je dvoj-
pomér pfi 12 pofadich roven jednomu a pfi zbylych dvanacti poradich
druhému z obou éisel (92.1). Jakmile dvojpomér je pfi jednom poradi
roven nékterému-z obou ¢isel (92.1), je ¢tvefice nutné ekvianharmo-
nicka. Snadno se dokazZe, Ze je-li na pf. (ABCD) = 4, , je kazdy z 12
dvojpomeérii

(ABCD), (ACDB), (ADBC),
(BADC), (BCAD), (BDCA),
(CABD), (CBDA), (CDAB),
(DACB), (DBAC), (DCBA)

roven A, a kazdy z 12 dvojpoméri odpovidajicich ostatnim moznych
potadim roven 4, .
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93. KOLINEARNI ZOBRAZENI V KOMPLEXNIM OBORU.
V pfedchédzejicim ¢lanku jsme stru¢né nastinili, jak se obsah kapitoly
X prenese z redlného piipadu na komplexni. Ukolem tohoto ¢linku
je struéna diskuse obdobného pfenosu obsahu kapitoly XI. Znalna
¢ast takto formulovaného tkolu je tak nasnadé, Ze uplné postadi
nékolik struénych pozniamek. Kolinedrni zobrazeni K prostoru P,,(i)
na prostor P, (i) vznikne z isomorfniho zobrazeni L ar. zikladu
W,...(i) prvého prostoru na ar. ziklad W,, . (i) druhého stejné, jak
tomu bylo v redlném pripadé. Takové kolinearni zobrazeni se jmenuje
redlné, jestlie obraz kaZzdého reidlného bodu je redlny, a v opaéném
pripadé se jmenuje imagindrni. Kazdé reidlné kolinearni zobrazeni K
se da vytvorit redlnym isomorfismem L, je viak ziroveii vytvofeno
téZ imaginarnimi isomorfismy tvaru c¢L , kde ¢ je imaginarni. Redlné
kolinedrni zobrazeni K prostoru P,(i) na prostor P, (i) obsahuje
kolinearni zobrazeni K, prostoru P,, na prostor P, , a obricené se di
ka?dé kolinerni zobrazeni P,, na P, rozsitit, a to jedinym zptsobem,
na kolinedrni zobrazeni K prostoru P, (i) na P,,(i) , pti ¢emz K je nutné
realné. Vzhledem k této fundamentalni vzajemné jednoznaéné relaci
mezi realnymi kolinedrnimi zobrazenimi K prostoru P,(i) na prostor
P..(i) a kolinearnimi zobrazenimi K, prostoru P,, na prostor P, budeme
identifikovat K s pfislusnym K, a budeme proto mluvit na p¥f. o ima-
gindrnim samodruzném bodé kolineace prostoru P, , ¢imZ minime
ovSem samodruzny bod ptislusné kolineace prostoru P,(i) .

Vysledky ¢lankt 79 az 82 se prenesou na komplexni pifpad bez-
prostiedné. V ¢lanku 83 v komplexnim pfipadé odpadne rozlisovani
pfimych a nepfimych kolineaci, které jsme méli v redlném piipadé
pro lichd m . Clanky 84 a7 86 se pfenesou na komplexni pfipad v celém
rozsahu.

V ¢&lanku 87 se pri pfechodu ke komplexnimu oboru jevi predeviim
ten rozdil, Ze rovnice (87.3) md v komplexnim oboru vidycky feSeni.
Je-li tedy K projektivita na p¥imce P,(i) , kterou opét piedpoklddejme
riznou od identické transformace, ma K vidy budto jeden samodruzny
bod nebo dva; v prvém ptipadé K se jmenuje parabolickd, ve druhém
neparabolickd. Toto rozlisovani ma platnost jak pro redlné, tak i pro
imaginarni projektivity. Jestlize projektivita K je reilnd, potom
v parabolickém piipadé jeji samodruiny bod je nutné redlny; ne-
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parabolicky p¥ipad pak se 8tépi u redlnych projektivit na dva: hyper-
bolickd projektivita ma dva realné samodruiné body, elipticki pro-
jektivita méa dva imaginarni samodruzné body, které jsou komplexné
sdruzené. K vété 87.2 o hyperbolickych projektivitach mizeme nyn{
pripojit obdobnou vétu o eliptickych projektivitach:

VETa 93.1. Jsou-li A, A% (komplexné sdruzené) samodruiné body
eliptické projektivity na primce P, , existuje komplexni &islo A tak, Ze

(93.1) =1, A=+l

a Ze, je-li X ktergkolr nesamodruzny bod pfimky P,, X' obraz bodu X ,
potom dvojpomér (AA*XX') = A . Obrdcené, jsou-li diny na P,(i) dva
imagindrni komplexné sdruené body A, A* a je-li dino komplexni
éislo A spliiujict (93.1), potom ke kaZdému bodu X primky P, existuje
na P, prdivé jeden bod X' tak, Ze (AA*XX') = 4. Bod X' je obrazem
bodu X pfi eliptické projektivité na pfimce P, , jejiZ samodruiné body
jsou A , A*.

DUraz. Nehledé na &¢ast tykajlcf se znameni &fsla 4, dd se dukaz
véty 87.2 prenést do komplexniho oboru s tim vysledkem, Ze jestliZe
neparabolicka (realna nebo imaginarni) projektivita na P (i) ma samo-
druzné body A, B, potom existuje komplexni &islo 1 tak, Ze 0
+ A1 + 1 a Ze mezi libovolnym (realnym nebo komplexnim) nesamo-
druznym bodem X a jeho obrazem X' plati vztah (ABXX') =1,
ze také obracené, jsou-li ddny dva rizné komplexni body 4 , B a kom-
plexni ¢&islo 4(0 + A + 1), relace (ABXX') = A definuje na P,(i)
neparabolickou projektivitu se samodruznymi body A, B. Jest-
lize nyni béii o eliptickou projektivitu, je samodruzny bod B = 4*
komplexné sdruzeny k samodruznému bodu 4 . Mimo to, je-li bod X
redlny, je také jeho obraz X’ redlny; jestlize ve vztahu (44*XX') = A
kazdy bod nahradime bodem s nim komplexné sdruzenym, dostaneme
vztah (A*AXX') == 1*, kde A* je ¢islo komplexné sdruZené s dislem 4 .
Na druhé strané podle (76.10) je (A*AXX') =1:2. Tedy AA* =1
neboli [A] = 1. Obracené budtez 4, A* dva (imaginirni tedy rizné)
komplexné sdruzené body a budiz |1] = 1’. Mame dokézat, Ze projek-
tivita uréena vztahem (44*XX’) = 1 je redlnd, t. j., Ze je-li X = X*,
je také X’ = X'* Aviak pfechodem ke komplexné sdruzenym bodim
z relace (4A*XX’) = A dostaneme relaci (A*4AXX'*) = A*, z niz
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podle (76.10) plyne (AA*XX'*) =1:2*. Jeito viak || =1, je
1:3* =1, tedy (AA*XX') = (AA*XX'*), takie X' = X'* podle
véty 76.1 (vlastné podle jeji komplexni upravy).

Véta 87.4 i se svym dukazem zistivd v platnosti v komplexnim
oboru a vede k definici involuce na P,(i) , kterd mize byt redlnd nebo
imaginarni; pfi tom reilnd involuce na P,(i) je roziifenim involucs
na P, a je ucelné ji ztotoznit s touto involuci na P, . Realné involuce
se déli na hyperbolické a eliptické, pfi éemz nyni kaZdd involuce ma
dva dvojné body, které u realné involuce jsou budto oba realné (hyper-
bolické involuce) nebo jsou imaginarni a komplexné sdruzené (elipticka
involuce).

Prva cast véty 87.5 plati i v komplexnim oboru: Jsou-li 4, B, C,
D ctyri rizné komplexni body na P,(i), existuje na P,(i) pravé jedna
involuce (realnd nebo imaginirni) obsahujici obé dvojice 4, B;
C,D. Rovnéz i véta 87.6 plati v komplexnim oboru: Jsou-li 4, B
dva rizné body na P,(i) , existuje na P,(i) pravé jedna involuce (redlna
nebo imaginarni) s dvojnymi body 4 , B, ktera vedle svych dvojnych
bodii obsahuje je§té pravé ty dvojice X , X', pro které 4, B, X , X’
je harmonicka étvefice. '

VETa 93.2. Budlet A, A* dva imagindrni komplexné sdrufené body
na P,(i) a budiZ K redlnd projektivita na P,(i) , pfi které obrazem bodu A
je bod A*. Potom K je hyperbolickd involuce.

DuUraz. Jeito projektivita K je redlnd a jezto body A , 4* jsou
komplexné sdruzené, je nejenom bod A* obrazem bodu 4 , nybrz také
obricené bod A je obrazem bodu A*. Jeito A + A*, plyne z véty
87.4, ze K je involuce a zbyvéd dokazat, ze K nemuie byt elipticka.
Predpoklidejme opak. Potom K ma dva imaginiarni komplexné
sdruzené dvojné body B, B* a podle véty 87.6 (vlastné jejiho komplex-
niho zobecnéni formulovaného vy3e) je (BB*AA*) = — 1. MiZeme
volit ar. zastupce 4 , 4*, B, B* tak, %e ar. body 4 , A* jsou komplexné
sdruZené a stejné i B, B*. Jezto B, B* jsou imaginarni, je B + B*,
takZe existuji komplexni é&isla «, 8 tak,7e A = aB + pB*. Potom
je viak také A* = (xB + pB*)* = f*B + «*B* a podle definice
dvojpoméru je ’
B
o

* 2
(BB*AA*) = ﬁﬂ—* = > 0.
[ %) 4

96



Jezto
(BB*AA*) =—1,
je to nemozné.

ViETa 93.3. Dvé rizné involuce maji prdvé jednu spoleénou dvojict,
kterd vSak nemusi byt redind ani tehdy, jestlize obé dané involuce jsou
redlné. Jestlize viak ze dvou dangjch rizniych redlngjch involuct je aspor
jedna eliptickd, potom obé involuce maji spoleénou dvojici slofenou
ze dvou redlnyjch a navedjem rizngch bodi.

DUgaz. 1. Budtez K,, K, dvé dané (reilné nebo imaginarni)
involuce, pii éemz K, + K,. Viimnéme si nejprve toho pfipadu, Ze
K, a K, maji spole¢ny dvojny bod 4 . Potom dvojice 4 , 4 je spoleéna
obéma involucim a neni moZné, aby mély jesté jinou spole¢nou
dvojici. Nebot je-li B, = 4 dvojny bod involuce K, a je-li B, + 4
dvojny bod involuce K,, je B, + B,, jeito obéma dvojnymi body
je involuce (podle komplexniho zobecnéni véty 87.6) jednoznatné
uréena. Maji-li tedy involuce K,, K, mimo 4, A dalii spolecnou
dvojici X, X’, jsou body A, B,, X, X' navzajem razné a stejné
ibody A, B,, X, X' a podle komplexniho zobecnéni véty 87.6 je

(4B, XX') = (AB,XX') = — 1, takZe podle (76.12) je
(XX'AB)) = —1 = (XX'AB,) a tudiZ podle véty 76.1 je
B, = B,, coZ je nemoZné.

II. V§imnéme si dale toho piipadu, Ze involuce K,, K, nemaji
spoleény dvojny bod. Budtez A4,, B, dvojné body involuce K, ;
A, , B, budtez dvojné body involuce K, . Potom jsou 4, , B, , 4,, B,
¢tyfi rizné body na P,(i) a podle komplexniho zobecnéni véty 87.5
existuje na P, (i) involuce K, s dvojnymi body 4,, B,, do které
ndlezeji obé dvojice 4,, B,; A,, B,. Podle véty 87.6 je potom
(ApBo4,B,) = — 1 = (4,B,4,B,), takie podle (76.12) je také
(4,B,4\B,) = — 1 = (4,B,4,B,) a podle véty 87.6 je tudiz 4,, B,
spoledna dvojice obou involuci K, , K, . Mimo dvojici 4, , B, nemohou
involuce K,, K, mit jinou spolednou dvojici 4,, B, , nebotf jeito
K, , K, nemaji spoleény dvojny bod, byly by 4,, B,, 4, , By &tyfi
rizné body a pfes to by mély obé navzdjem rizné involuce K, , K,
spoletné dvé dvojice 4,, By; A, , By ; to viak je v rozporu s vétou
87.5.
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III. Zbyva doplnit dukaz pro ten pfipad, Ze obé involuce K, , K,
jsou redlné. Maji-li K,, K, spoleény dvojny bod 4 , potom dvojny
bod B, # A involuce K, musi byt rizny od dvojného bodu B, + A
involuce K,, a proto bod A musi byt reilny, nebof jinak by také
komplexné sdruieny bod A* + 4 byl spoletnym dvojnym bodem
obou involuci. Z toho plyne, Ze v uvazovaném pfipadé obé involuce
K,, K, jsou hyperbolické. Jestlize v3ak realné involuce K,, K,
nemaji Zadny spoleény dvojny bod a jestlize 4, , B, je jejich spoletna
dvojice, plyne z reality obou involuci, ze také Ay , By je spoletna
dvojice, ktera podle IT musi splynout s dvojici 4,, B, . Je tudiz budto
A, = Ay, B, = BY , t. . spoleéna dvojice je redlna, nebo je 4, = B*,
B, = A}, t. j. ob& involuce maji spole¢nou dvojici tvaru 4,, 4y,
kde A; + 4,; tento druhy piipad je podle véty 93.2 moZny pouze
tehdy, jestlize obé involuce jsou hyperbolické.

98



XIII

KVADRIKY A JEJICH PROJEKTIVNI-
VLASTNOSTI

94. KORELACE. Kolinearni zobrazeni K projektivniho prostoru P,
na projektivni prostor P,, duilni k P,, se jmenuje korelace prostoru P,, ;
tedy korelace prostoru P,, prifazuje kaidému bodu tohoto prostoru
nadrovinu téhoZ prostoru. Pro m = 1 neni rozdilu mezi kolineact
a korelaci.

Jezto k prostoru P, je duilnim piivodni prostor P, , korelace pro-
storu P, pfifazuje kaidé nadroviné prostoru P, bod tého# prostoru.
K dané korelaci K prostoru P, je podle véty 79.2 inversni korelace
K-! prostoru P,, . Av3ak dané korelaci K prostoru P, piisludi jestd
jind korelace prostoru P, , totiz dudini korelace K , jejiz definice je
obsaZena v ¢lanku 83 (str. 55). Je-li g libovolnd nadrovina prostoru
P,, , potom jejim obrazem K -1p pfi inversni korelaci K-1 je ten bod 4
prostoru P, , jehoi obrazem KA pfi pavodni korelaci K je dana nad-
rovina ¢ ; obrazem Ko nadroviny p pii dualni korelaci X je ten bod B
prostoru P, , jimz prochazeji ty nadroviny KX , které jsou obrazy
jednotlivych bodi X nadroviny g pfi pavodni korelaci K . Korelace K
se nazyva tnvolutorni, jestlize inversni korelace K-! splyne s dudlni
korelaci K . Snadno se nahlédne, Ze korelace K prostoru P,, je involutorns,
pravé kdyZ md tuto vlastnost: jsou-li A , B dva body prostoru P, a jestlize
nadrovina KA prochdzi bodem B, potom také nadrovina KB prochdzi
bodem A . V kaidém pifpadé puvodni korelace K je inversni k inversni
korelaci K-1, a zéroveii K je dualni k duélni korelaci X . Z toho plyne:
Je-li K involutorni korelace prostoru P, , je K- = K involutorni
korelace prostoru P,, .

Pro m =1 je K involutorni, pravé kdyz pro KA = B je vidy
zarovenh také KB = A ; to nastane jednak, jestlize K je identicka
transformace pfimky P, , jednak, jestlize K je involuce na pfimce P, .

Nazveme bilinedrni formou v prostoru P, (nebo ve W,.,, je-li

7¢ 99



W.,.., ar. zdklad prostoru P,) pravidlo f, které kazdé dvojici X, ¥
ar. bodd (pfi demz zdleZi na pofadi bodu ve dvojici) pfifazuje redlné
dislo f(X , Y) tak, Ze jsou splnény ndasledujici étyfi vlastnosti:

(041) (X, + X,,Y) = [(X,,Y) + f(X,,T);
(94.2) (X,Y, +Y)=fX,Y)+fX,Y,);
(94.3) f(eX,Y)y=c./{(X.Y);
(94.4) f(X,cY)=c.f(X,Y).

Je-li dana ar. base
(94‘5) AO’AI:""Amy

polozme
(94.6) f(Ar , 4,) = a,,

pro0 < r<m, 0< s < m. Je-li potom
(94.7) X =xdy + -o. +z,4,, Y =y do + ... +ynd,,

je
m m

(94.8) (X, 1) = > >

r=0s

Obricené, jestliZze p¥i urdéité volbé ar. base (94.5) zvolime libovolné
redlnd &isla a,, (0 < 7, s < m) a definujeme f(X ,Y) pomoci (94.7)
a (94.8), plati (94.6) a (94.1) az (94.4), takZe f je bilinedrni forma
v P,,. Polozime

’

(94.9) A=|.......... |

Cislo 4 je zavislé na volbé ar. base (945), nebof jestlize tuto ar. basi
zménime na pf. tak, Ze jeden jeji element A, nahradime elementem
cA, , kde oviem musi byt ¢ % 0, je patrné, ze A se zméni v c24 .
V dalsim v8ak uvidime, Ze platnost rovnice 4 = 0 je nezdvisla na volbé
ar. base (94.5). ‘

JestliZe pfi libovolné daném ar. bodé A prifadime kazdému ar. bodu
Y édislo f(4,Y), plyne z (94.2) a (94.4), Ze vznikne linedrni forma
ve W,,,, , kterou oznaéime L4 . Budiz W,,,+1 mnozina v3ech linearnich
forem ve W,,,, , takie podle &lanku 74 W,,., je ar. zaklad projektiv-

100



niho prostoru P,, dulniho k prostoru P,, . Tedy L je zobrazeni prostoru
W,.., do prostoru W,,,, které podle (94.1) a (94.3) ma vlastnosti:

L(X, + X,) = LX, + LX,, L(cX)=c.LX.

Ziejm& Lo = o . Jestlize LX = o pouze pro X = o, je patrné, ze L
je isomorfni zobrazeni W,,,, na W,.,. V tomto piipadé fekneme,
Ze bilinedrni forma f je reguldrni; naproti tomu nazveme f singuldrng,
existuje-li A + o tak, Ze LA = o . Mezi singularni bilinedrni formy
patii mimo jiné nulovd bilinedrni forma f, pro kterou je identicky
H(X,Y) = 0. Jestlize pfi urdité volbé ar. base (94.5) plati (94.6),
je patrné, Ze [ je regulérnf, privé kdyz soustava m + 1 linedrnich
rovnic
Qogy + A%y + oo + ATy = 0
(0<s< m)

ma pouze trividlni Fefeni z, =z, = ... = T, = 0. Tedy: reguldrni
bilinedrni forma md determinant A + 0, singuldrni bilinedrni forma
md determinant A4 = 0. Tim je zjisténa spriavnost ohlaSeného jiZ
fakta, Ze platnost rovnice 4 = 0 je nezdvisla na volbé ar. base (94.5).

Podle predchdzejiciho reguldrni bilinearni forma f uréuje isomorfni
zobrazeni L vektorového prostoru W,,,, na vektorovy prostor Wy, ,
které opét podle &lanku 79 vytvoiuje kolinedrni zobrazeni K = {L}
projektivniho prostoru P,, na dualni projektivni prostor P, neboli
korelaci prostoru P, , o které fekneme struc¢né také, ze je vytvofena
bilinedrni formou f. Timto zpisobem vznikne nejobecnéjsi korelace
prostoru P,, , nebof je-li L jakékoli isomorfni zobrazeni W,,,, na W,,, ,
zvolme libovolné ar. basi (94.5) prostoru P,, . Potom pro 0 < r < m
je LA, element prostoru W,,,H , t. j. linedrni forma ve W,,,, kterd
ar. bodu

Y =ydo+ 4, + ... + YmAn
pfifazuje é&islo
rYo + Qe + ...+ ArenYom 5
pii tom linearni formy L4, (0 < r < m) jsou mezi sebou linedrné

nezavislé, takze determinant (94.9) je rizny od nuly a bilinearni forma
(94.8) je regularni. Je patrné, Ze tato bilinearni forma vytvoruje danou
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korelaci K . Mimo to je zfejmé, Ze jestlize reguldrni bilinearni forma f
vytvofuje korelaci K prostoru P, , potom pii kazdém c¢ + 0 také
bilinearni forma cf je reguldrni a vytvofuje touz korelaci K , pfi demz
také obricend pouze takové formy cf vytvoruji danou korelaci K .

Singuldrni bilinedrni formy nebudeme v obecném pfipadé probirat.

Ze souvislosti mezi pojmem ar. nadroviny a pojmem rovnice nad-
roviny (viz str. 21) plyne, Ze je-li K korelace prostoru P, vytvofena
regularni bilinearni formou f a je-li {X} libovolny bod prostoru P, ,
potom nadrovina K{X} je totoZnd s mnoZinou téch bodu {Y}, pro
nézjef(X,Y)=0.

K dané bilinearni formé f miZeme urcit druhou bilinedrni formu ¢
tak, aby bylo identicky ¢g(X,Y) = f(Y , X); fekneme, Ze formy
f , g jsou navzijem transponované. Pii pfechodu od f ke g podle (94.6) se
v determinantu (94.9) pouze vyméni fadky se sloupci, coz nema vliva
na hodnotu determinantu. Je-li tedy f regularni, je také g regularni.
Piedpoklidejme, Ze f je regulirni a oznaéme K piislusnou korelaci
prostoru P, ; dile pak oznatéme K, korelaci pfisluSnou transpono-
vané formé ¢ . Potom je

(94.10) K, = K-! neboli K;y'=K.

Nebot je-li {¥} libovolné dany bod prostoru P, , budii ¢ = K{Y};
tedy o je mnoZina téch bodu {X}, pro néz plati g(X ,Y) = 0 neboli
f(X,Y) = 0. To viak znamend, %e bod {X} nalezi do o , pravé kdyz
nadrovina K{X} obsahuje bod {Y}; tudiz Ko = {¥}, z eho% plyne
(94.10).

Podle (94.10) korelace K je involutorni, pravé kdyZ splyne s K,
t. j. jestliZe obé transponované bilinearni formy f, g vytvofuji touz
korelaci. To v3ak znamend, Ze existuje &islo ¢ + 0 tak, Ze je identicky
gX,Y)y=c.f(X,Y) neboli {(Y,X)=c.f(X,Y). Potom je viak
téz (X ,Y) =c.f(Y, X) a tudiz

(94.11) (X.Y)=c. {(X,Y).

Forma f je reguldrni a tudiZ neni nulova, takze z (94.11) plyne, Ze
c2 = 1 neboli ¢ = + 1. Zavedeme nyni tyto definice (at uz f je regu-
larni & singuldrni): Bilinedrni forma f se jmenuje symetrickd, je-li
identicky
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(94.12) (Y, X)=f{X,Y);
jmenuje se alternujici, je-H identicky
(94.13) (Y,X)=—fX,Y).

Dokédzali jsme tedy, Ze korelace K vytvofena regularni bilinedrnf
formou { je involutorni, pravé kdyz forma f je budto symetricka nebo
alternujici. Nyni korelace vytvofena bilinedrni formou f je vytvofena
také kazdou bilinedrni formou tvaru ¢f (¢ + 0) a neni vytvofena
zddnou jinou bilinedrni formou. Jsou tudiz dva druhy involutornich
korelaci: korelace vytvofené regulirni symetrickou bilinedrni formou,
které se jmenuji poldrni korelace a jejichZ studium tvoii hlavni obsah
této kapitoly; za druhé pak korelace vytvoFené regularni alternujici
bilinedrni formou, které se jmenuji nulové korelace a jez probereme
v kapitole XIV hlavné pro m = 3. Uvidime ostatné, Ze nulové kore-
lace existuji pouze pro licha m .

Pro m = 1 jsme jiz na str. 99 konstatovali, Ze involutorni korelace
je budto identicka transformace p¥imky P, nebo je to involuce na P, .
Snadno si uvédomime, ze identickd transformace ptimky P, je (jedind)
nulové korelace na P, , a Ze involuce na P, jsou totoiné s polarnimi
korelacemi na P, .

Poznamka. V predchazejicim textu tohoto élanku jsme méli na zfe-
teli redlny projektivni prostor P, . Je viak ziejmé, Ze cely obsah
tohoto ¢lanku se ve v$ech podrobnostech prenese na P,(i), jestlize
véude realna ¢isla nahradime ¢isly komplexnimi. Korelace prostoru
P.(i) je budto reilna nébo imaginirni, pii éemz reilnd korelace
prostoru P,(i) je komplexnim roziifenim uréité korelace prostoru
P, . Také v textu nasledujicich ¢lanku této kapitoly si budeme vSimat
v podstaté pouze reilného prostoru P,,, pfi ¢emZ opét znadni ¢ast
vysledkt bude platna i pro P,,(i) a budeme v piipadé potfeby uzivat
preneseni na P, (i) nékterych vysledki v textu odvozenych pro P, ,
pokud takové pfeneseni je nasnadé. )

95. KVADRATICKE FORMY. BudiZ W,,., ar. zdklad projektivniho
prostoru P,, . Budiz didna symetricka bilinearni forma f v P,, , regularn{

nebo singuldrni, ne vSak nulova. Zvolime-li uréitou ar. basi (94.5)
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a zavedeme-li oznadeni (94.6), plati opét (94.8). Jezto f je symetricka,
mame nyni

(95.1) a,=4a, pro 0<r,s<m.
Polozime
(95.2) L(X) = (X, X)
a nazvéme [, kvadratickow formou v P, nebo ve W, . . Je tedy
(95.3) fo(X) = % ﬁ 0,22, .
£=04=0

Pri dané volbé ar. base je tedy kvadratickd forma (95.3) homogenni
mnohoé¢len druhého stupné v m + 1 proménnych z,, z,,...,2,,
ktery mé pii 2?2 (0 < r < m) koeficient a,,, ale pH z,z, (0 r <
< & £ m) koeficient 2a,, , nikoli a,, . Je to zcela libovolny homogenni
mnohoé¢len druhého stupné v promeénnych z,,=z,,..., %, aZ na to,
Ze nejsou vsecky koeficienty soucasné rovny nule.

Kvadraticks forma f, je jednoznaéné uréena symetrickou bilinearni
formou f, ale také obracené kvadraticka forma f, jednoznaéné uréuje
yychozi symetrickou bilinearni formu f, kterou nazveme poldrns
formou piislusnou kvadratické formé f,. Nebot z (94.1) a (94.2)
plyne, ze

X, + X, Xy + X,) = (X, X)) + [(X,, X,) +
+ Xy, Xo) + (X, , X)),

takZe podle (94.12) a (95.2) je

(95-4) fz(Xl + Xz) = fz(Xx) + fz(Xz) + 2f(X1 » Xy)
neboli
2/(X1 ’ Xz) = fz(Xl + Xz) _fz(Xl) - fz(Xz) ’

takZze forma f, skutené jednozna¢éné urduje formu f. Jezto f neni
nulové, neni f,(X) identicky rovné nule. Poznamenejme jesté, Ze podle
(94.3), (94.4) a (95.2) je

(95.5) foeX) = ¢ . f,(X) .
Kvadraticka forma f, se jmenuje reguldrni nebo singuldrni podle

toho, zda pfislund bilineadrni forma f je regularni ¢i singularni. Uvidime
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viak, Ze studium singuldrnich kvadratickych forem se di4 v podstaté
pievést na studium regularnich kvadratickych forem.

Piedpokladejme, Ze dana kvadraticksa forma f, a tudiZ i piislusnd
polarni symetrickd bilinedrni forma je singularni. Oznaé¢me W,.,
mnozinu v8ech téch ar. bodd X, pro néz je {(X ,Y) = 0 identicky
pro viechny ar. body Y . Z (94.1) a (94.3) plyne, Ze W,., je linedrni
soustava obsaZena ve W, ., jejiz dimense budiz k + 1. JeZto f neni
nulovd, je k < m; jeito f je singularni, je £ > 0; tedy 0 < k <
< m—1. Vektorqvy prostor W,., je ar. zdkladem k-rozmérného
linearniho podprostoru v Sirsim smyslu S, prostoru P,, , ktery nazveme
vrcholem singularni kvadratické formy f,. Podle véty 13.1 miZeme
zvolit ar. basi (94.5) prostoru P, tak, aby 4,, 4, , ..., 4, byla ar. base
prostoru S, . Z definice prostoru S, a ze symetrie bilinearni formy f
plyne potom, Ze v (94.6) je a,, = 0, jakmile asporti jeden z obou indext
r,sje < k. TudiZ (94.8) v naSem pripadé zni

m m
(956) f(X ’ Y) = z Z %Y,
r=kt1l s=ki1l
z ¢ehoz
m m
(957) /2(X) Z Z arsxrxa .
r=k+1 3=k+1
P¥i tom je |
| @i+ 5 K+ Qi1 m
(95.8) e +0
‘am;k+1 Cnm

(pro £k =m — 1 leva strana znamena d&islo a,,), nebot v opaéném
pfipadé by bylo mozné uréit &isla @4y, ..., 2, tak, aby nebyla vSecka
rovna nule a aby bylo
vy s sety + oor + Oy =0 pro k+ 1< s m;
m
pro X = > x,4, by potom podle (95.6) bylo (X ,Y) = 0 identicky
r=k+1
v Y, coZ je nemozné, jezto X nendlezi do W, , .

V pfipadé & = m — 1 zni (95.6) jednodude f(X ,Y) = ax? , kde
a % 0. Poloime z,, = ¢(X), takZe

(95.9) f(X,Y) =ap(X)p(Y), [(X)=a[pX)]
kde ¢ je linedrnf forma ve W,,,, neboli ar. nadrovina v P,
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Budiz za druhé 0.< k < m — 2, tak¥e vektorovy prostor W, ,
modW,,, je ar. zékladem perspektivy =(S,;P,), kterd je pro-
jektivnim prostorem dimense m —k—1; je 1< m—k—1<
<m—1.Z (95.6) plyne, Ze jestlize X, =X, modW,.,, ¥, =7,
modW,.,, je f(X,,Y,) = f(X,,Y,). JestliZe pro kaidy element X
vektorového prostoru W,, ., oznaéime struéné [X]element X mod W, ,,
prostoru W,., modW,,,, existuje bilinedrni forma ¥ ve W,.,
mod W, ., takovi, ze je identicky

(95.10) F([X],Y)=/#X,Y).

Zarover s formou f je také forma F symetrickd; mimo to z (95.8) plyne,
Ze F je regularni. Obricené, zvolime-li libovolné regularni symetrickou
bilinearni formu F, ve W,., modW,,, a definujeme-li { pomoci
(95.10), je f singularni symetrick4 bilinearni forma ve W,,.,, a vrcholem
piislusné kvadratické formy je S, . Bylo by ostatné snadné odvodit
tyto vysledky bez uZiti specidlni ar. base.

96. REGULARNI A SINGULARNI KVADRIKY. Budi# opét
W,.+, ar. zaklad projektivniho prostoru P, . Nazveme kvadrikou
prostoru P, neboli (m — 1)-rozmérnou kvadrikou a oznaime Q. _,
mnozinu vSech téch bodd {X} prostoru P, , pro néZ je f,(X) =0,
kde f, je dand kvadratickd forma v P, . TymZ zpuisobem definujeme
kvadriky prostoru P, (i} , které délime na rediné a imagindrné, pii Cemz
realna kvadrika prostoru P,(i) je vytvofena takovou kvadratickou
formou prostoru P,(i), kterd je (ve ziejmém smyslu) komplexnim
roz8§ifenim kvadratické formy prostoru P, . Ukazuje se, Ze komplexni
theorie kvadrik je snadnym prenosem ¢dsti redlné theorie, Ze viak
v realné theorii jsou dal$i dileZité momenty, které nelze prenést
na komplexni theorii. Abychom zachytili véecky podstatné prvky
theorie a pii tom se vyhnuli nudnym opakovanim tychZz usudkd,
soustiedime se na theorii redlnych kvadrik prostoru P,(i) , t. j. budeme
vychazet od rediné kvadratické formy f,, ale budeme do pfisludné
kvadriky Q,,_, poditat nejen redlné, nybri i imagindrni body {X},
pro které f,(X) =0. To je potfebné mimo jiné proto, Ze realna
kvadrika nemusi obsahovat vibec Zadny realny bod.

Kvadriky Q,_, délime na reguldrni a singuldrni podle toho, zda
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je redlné nebo singularni vytvorujici kvadratickd forma f, . Zirovei
8 kvadratickou formou f, také kazda kvadratickd forma cf, (kde ¢ je
dislo razné od nuly, jinak vSak libovolné) vytvoruje touz kvadriku
Q.._1 - Na otdzku, jak dalece znalost kvadriky Q. _, obracené uréuje
kvadratickou formu f, , odpovime pozdéji; forma f, nemuizZe oviem byt
urfena kvadrikou Q,,_, neZ aZ na libovolny konstantni faktor ¢ % 0.
Ukaze se, Ze znalost viech redlnyjch ¢ imagindrnich bodi kvadriky
Q... ve viech pripadech vystaci k urenosti kvadratické formy f,
az na konstantni faktor ¢ + 0, Ze v3ak znalost v3ech redinych bodu
kvadriky Q, ., k tomuto cili postaéi sice v nékterych piipadech,
ne vSak ve vsech.

Budiz nejprve dana singuldrni kvadrika Q,,.,. Jejim wrcholem
rozumime vrchol 8, pfisludné kvadratické formy f, . S, je tedy linedrni
podprostor v 8ir§im smyslu dimense k prostoru P,,, 0 <k m—1.
Budiz nejprve k = m — 1, takze S, = S,,_; je nadrovina; z (95.9)
plyne, Ze bod {X} nalezi do Q,_, , pravé kdyZ nalezi do S, _, , takZe
kvadrika Q,_, je v tomto pfipadé vlastné totoind s nadrovinou
Sn._1, kterd je jejim vrcholem; je zvykem nasi Q,_, nazyvat dvoj-
ndsobnou nadrovinou. Budii dile 0 < k < m —2. V prostoru P,
muzZeme zvolit (m — k —— 1)-rozmérny linearni podprostor R, (A =
=m—k—1, tedy 1 < h < m—1) tak, aby S, aR, byly totilné
nezavislé (viz ¢lanek 82). Je-li 4y, 4,, ..., 4, ar. base pro S, a je-li
Aivyy..., Ay ar. base pro R, , je 4,,4,,..., A, ar. base pro P,
a plati (95.6) aZ (95.8). Z toho plyne, Ze prunik nasi kvadriky Q,,_,
s prostorem R, je regulirni kvadrika Q, _, prostoru Eq a dale: kvadrika
Q. se sklddd ze véech téch (k + 1)-rozmérnijch linedarnich podprostori
prostoru P, , kleré jsou spojenim jednotlivych bodé kvadriky Q,_,
s vrcholem S,, . Kvadrika Q,,_, je tedy v uvaZovaném pfipadé v pod-
staté totoZna s regularni kvadrikou (m — k — 1)-rozmérného projek-
tivniho prostoru =(S,, P,); tuto reguldrni kvadriku oznaéime
7(Qm_;) & nazveme ji perspektivou singuldrni kvadriky Q. _,. Je-li
Qm_, vytvorena singulirni kvadratickou formou f,, které prislusi
bilinedrni forma f, je n(Q,_,) vytvofena regulirni kvadratickou
formou F,, které pfisluii bilinedrni forma F definovana v (95.10).
Pravime, Ze regularni kvadratickd forma F, prostoru =a(Sy; P,)
je perspektivou singuldrni kvadratické formy f, prostoru P, .

107



Z predchazejiciho je patrné, zZe studium singularnich kvadrik se
v podstaté redukuje na studium regulirnich kvadrik v ménérozmér-
nych prostorech. Proto si v nasledujicim budeme v&imat hlavné re-
guléarnich kvadrik.

Pokud se tyde regulirnich kvadrik, vSimnéme si nejprve pfipadu
m = 1. Je-li pro m = 1 dana regularni kvadraticka forma f, a je-li f
jeji polarni forma, miiZzeme nejprve zvolit 4, + o tak, Ze [,(4,) + O
neboli f(4,, 4,) + 0; snadno se zjisti, Ze existuje A, + o tak,
Ze f(4,, A,) = 0; ar. body 4, , 4, jsou ziejmé linearné nezavislé a je
f(4,, A;) # 0, nebot jinak by bylo identicky f(X , 4,) =0 a f by
byla singularni. Tedy

(96.1)  fx(do) =ap + 0, [y(4,) =0a, 0, [(4d,,4;)=0.
Z toho v3ak plyne [viz (94.6) aZ (94.8)], Ze pro X = x4, + xz,4, je
(96.2) fo(X) = agxy + a2} .

Tedy (realnd) regulirni kvadrika Q, na pfimce P, se sklddd ze dvou
riznych komplexnich bodd, které jsou realné v pripadé aqey < O,
imaginarni a komplexné sdruzené v pfipadé g, > 0.

Tento vysledek mizeme podle pfedchiazejiciho aplikovat na singu-
larni kvadriky Q,_, prostoru P, (m > 2) s (m — 2)-rozmérnym
vrcholem §,,_, . Vidime, Ze takovd Q,_, se skldda ze dvou raznych
nadrovin g, , g, protinajicich se ve vrcholu S,,_,, pfi ¢emZ nadroviny
01, 0: budto jsou realné nebo jsou imagindrni a komplexné sdruzené.

Poznali jsme, Ze singulirni kvadrika Q,,_, s (m — 1)-rozmérnym
vrcholem je (dvojnasobnd) nadrovina a Ze singuldrni kvadrika Q. .,
8 (m — 2)-rozmérnym vrcholem se sklidd ze dvou (redlnych nebo
imaginarnich) nadrovin. Snadno se naklédne, Ze v obou uvazovanych
ptipadech je

(96.3) [(X) = @1(X) . @o(X),
kde ¢, , @, jsou lineirni formy (které mohou byt imaginarn{, i kdyz
Q._, je reilnd). Pfedpoklidejme obricené, ze kvadrika Q,,_, ma tu
vlastnost, Ze obsahuje jako ¢dst nadrovinu ¢ a dokazme, Ze Q,,_,
je singularni s (m — 1)-rozmérnym nebo (m — 2)-rozmérnym vrcho-
lem. Maji-li f, f, obvykly vyznam, je f,(X) = 0, kdykoli {X} nalezi
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do ¢, takie podle (95.4) také f(X,, X,) = 0, kdykoli {X,} i {X,}
nalezeji do p. Zvolme A tak, zZe f,(4) + 0, takie A + o0 a {4} ne-
nilezi do o . Jeito f,(A) = f(4 , 4) * 0, neni f(4 , X) = 0 identicky;
zfejmé f(A4 , X) = 0 je rovnice nadroviny o . MiZe byt ¢ = p nebo
o *+ o; v kazdém pfipadé viak existuje (m — 2)-rozmérny linearni
podprostor 8,,_,, ktery je ¢isti obou nadrovin ¢, o. Budiz {B}
libovolny bod prostoru §,,_, . Jeito {B} ndlezi do o, je f(B,Y) =0
pro kazdy bod Y nadroviny ¢ ; jeZto B nalezi do ¢, je také f(B, A) =
= 0. AvSak kazdy ar. bod X ma tvar X =14 + pZ, kde budto
Z = o nebo {Z} nalezi do ¢ ; jeito f(B, X) = Af(B, 4) + uf(B, Z),
je tudiz f(B, X) = 0 pro kazdy ar. bod X . To vSak znamena, ze kva-
drika Q,,_, je singularni a Ze jeji vrchol obsahuje v3ecky body pro-
storu S,,_, , takZe dimense vrcholu budto jerovna m — 2 nebo je rovna
m—1.

Casto jsou uziteéné tyto nazvy. Kazdy bod regularni kvadriky Q,,_,
se nazyva jejim reguldrnim bodem. Je-li kvadrika Q,_, singularni,
potom kazdy bod jejiho vrcholu se jmenuje singuldrnim bodem kvad-
riky Q.._,, kdeito kazdy jiny bod nalezejici do Q,,_, se opét jmenuje
jejim reguldrnim bodem. Je-li Q,,_, dvojnasobni nadrovina (neboli
je-H Q,,_, singuldrni a ma-li jeji vrchol dimensi m — 1), je kaZdg bod
na Q. _, jejim singularnim bodem, kdeZto v kaZdém jiném pripadé
mi Q,,_; v komplexnim oboru také regularni body, nemusi viak vidy
mit redlné regularni body.

97. POLARNI VLASTNOSTI KVADRIK. Budiz zase W,,, ar.
zaklad prostoru P, . Je-li f symetricka bilinearni formaa je-li /(4 , B)=
= 0, fekneme, Ze body A , B jsou konjugovdny vzhledem k f; podle
(94.3) a (94.4) nezdlezi na volbé ar. zastupci A, B. Jeito forma f
je symetricka, je konjugovanost dvou bodu wvzdjemnym vztahem.
Je-li f nulové, jsou kazdé dva body konjugovany a obracené; v daliim
budiZz f nenulova. Bilinedrni forma f uréuje kvadratickou formu f,
a kvadriku Q,_,. Konjugovanost vzhledem k f, vzhledem k f,
a vzhledem ke Q,,_, necht znamend jedno a totéz.

BudiZ P, linearni podprostor dimense k (1 < k < m — 1) prostoru
P,, a budiz W,,, ar. zdklad prostoru P, . Bilinearni forma f v P,
uréuje bilinedrni formu F v P,: pro X ,Y z W,,, je F(X,Y) =
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=f(X,Y), aviak F(X, Y) je definovidno pouze pro pf¥ipad, 7e X , ¥
nélezeji do W;., ; pfi tom muZe byt F nulova, i kdyZ f neni nulova.
Stejné jako z f vznikne F, vznikne z kvadratické formy f, kvadra-
tickd forma F,. Jestlize F je nulovi, je prostor P, ¢asti kvadriky
Qn._, & obricené, je-li P, dasti Q,_,, je F nulova. Otazkou, které
linearni podprostory lezi na kvadrice Q,,_,, budeme se pozdéji po-
drobné zabyvat. Jestlize #' neni nulova, protne prostor P, kvadriku
Qn-1 V (k — 1)-rozmeérné kvadrice Q,_, . Dva body prostoru P, jsou
konjugovany vzhledemke Q,,_, , pravé kdyz jsou konjugovany vzhle-
dem ke Q,_; ; jestlize P, je ¢asti Q,,_, , jsou kazdé dva body prostoru
P, vzajemné konjugovany vzhledem ke Q,,_, .

Z definice je ziejmé: Bod {4} lezi na kvadrice Q,_,, pravé kdyz
je sam k sobé konjugovan. Bod {4} je singulirnim bodem kvadriky
Qn-1, pravé kdyz je konjugovan s kaZdym bodem prostoru P, .
Jestlize bod {4} neni singularnim bodem pro Q,,_, , potom at uz {4}
lezi ¢i neleii na Q,_, , mnoZina v8ech bodud konjugovanych s bodem
{A} tvoFi nadrovinu, kterd se jmenuje poldrni nadrovinou bodu {4}
vzhledem ke kvadrice Q,_,; pfi tom bod {4} lezi ve své polarni
nadrovinég, pravé kdyz lezi na kvadrice Q,,_, (a je oviem jejim regu-
larnim bodem). O singularnim bodé kvadriky Q,,_, pravime, ie nemd
uréitou poldrni nadrovinu vzhledem ke Q,,_, . Jestlize {4} ma uréitou
poldrni nadrovinu, potom v piipadé singularni Q,,_, tato nadrovina
obsahuje vSechny singularni body, t. j. prochézf vrcholem kvadriky
Qum-1- -

Jestlize kvadrika Q,,_, je regularni, potom také pfisluSna bilinearni
forma f je reguldrni. Jeito f je symetricka, vytvofuje polarni korelaci
K , ve které privé obrazem kazdého bodu je jeho polérni nadrovina
vzhledem ke Q,,_,; K se nazyva polarita vzhledem ke Q,_,. Jeito
korelace prostoru P,, je vzajemné jednoznaény vztah mezi prvky pro-
storu P,, a duilniho prostoru P, je kazda nadrovina g prostoru P,
polarni nadrovinou pravé jednoho bodu, ktery se nazyva pélem nad-
roviny g vzhledem k regularni kvadrice Q,,_, .

Jinak tomuje v pfipadé,Ze Q. _, je singuldrni kvadrika s k-rozmér-
nym vrcholem 8, (0 < £ < m—1).Je-linejprvek = m — 1, je Q,_,
dvojnasobnou nadrovinou S, _, ; bod, ktery lezi v S,,_, , nema urcitou
polarni nadrovinu, kdeZto polarni nadrovina vdech jinych bodu je
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jedna a téz, totiz nadrovina S,,_, . Je-li0 < &k < m — 2, potom podle
&lanku 96 kvadrika Q,,_, se sklddd z (k + 1)-rozmérnych linedrnich
podprostori, které v prostoru z(S, ; P,) tvofi (m — k — 2)-rozmérnou
regularni kvadriku 7(Q,,_,) , kterou jsme nazvali perspektivou singu-
larni kvadriky Q,_,. Body prostoru S, nemaji uréitou polarni
nadrovinu vzhledem ke Q,_,. Polirni nadrovina kazdého jiného
bodu prochazi prostorem S, , je tedy prvkem prostoru, ktery jsme
v (81.2) oznatili n(Sy ; P,,) a ktery je dudlni k prostoru =(S,; P,) .
Dva mimo 8, lezict body maji touz poldrni nadrovinu ¢ vzhledem
ke Q,,_,, pravé kdyZ pfimka je spojujici protne S, ; oba body lezi
potom v témz P, obsahujicim S, ; tento P, je prvkem (,,bodem*)
prostoru n(S;. ; P,,) a jeho polérni nadrovinou vzhledem k perspektivé
a(Qm_,) je pravé nadrovina p . MiZeme také postupovat tak, Zze v P,
zvolime (m — k — 1)-rozmérny linedrni podprostor R, _, , totilné
nezavisly na 8, , ktery protne Q,,_, v (m — k — 2)-rozmérné regularni
kvadrice Q,,_;_,. Je-li nyni {4} libovolny bod prostoru P, , ktery
nelezi v 8, , potom spojeni bodu {4} s prostorem S, je (k + 1)-roz-
mérny linearni podprostor, jenZ protne R,,_,_, v bodé {B} ; v prostoru
R, _,_, je polarni nadrovinou bodu {B} vzhledem ke Q,,_,_, urcity
(m — k — 2)-rozmérny linedrni podprostor, jehoz spojenim s prosto-
rem 8, je pravé polarni nadrovina bodu {4} vzhledem ke Q,, _; .

Pro m = 2 nadrovina je pifimkou a misto poldrni nadrovina se pro
m — 2 ¢asto Fika prost¢ poldra. Prom = 1 nadrovina je bodem a pojem
polarni nadroviny daného bodu splyva s pojmem bodu konjugovaného
s timto bodem.

Jestlize kvadrika Q, prostoru P, je singularni, je jejim vrcholem bod
S, a Q, se skldda z tohoto jediného bodu (dvojnasobny bod); dva body
piimky P, jsou navzijem konjugované vzhledem k singuldrni Q,,
pravé kdyZ jeden z nich splyne s vrcholem S, . Jestlife kvadrika Q,
prostoru P, je regulrni, potom se Q, skldd4 ze dvou rtiznych komplex-
nich bodid 4, B, které jsou budto oba reilné nebo jsou imaginarni
a komplexné sdruZené. V obou piipadech jsou 4 , B dvojnymi body
involuce na P, (hyperbolické nebo eliptické) a polarita vzhledem ke Q,
je totoznd s touto involuei.

Dva body C,, C, piimky P, jsou konjugované vzhledem k nasi
regularni Q, , pravé kdyz nastane jeden z téchto tii piipadi: (1) C, =
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=C,=4; (2) C, =C, = B; (3) viecky ¢tyii body 4, B, 01,
C, jsou navzajem ruzné a tvoii harmomckou ¢tvefrici.

BudiZ nyni v prostoru P, (m = 2) ddna jednak kvadrika Q,_,,
jednak pfimka P,. Budeme zkoumat, jakou vzajemnou polohu maji
Q._, a P, . MiZe se stat, Ze piimka P, je ¢asti kvadriky Q,,_, ; neni-li
tomu tak, protne P, kvadriku Q,,_, v kvadrice Q, ; to znamen4, Ze P,
a Q,,_, maji budto jediny (realny) spoleény bod, nebo pravé dva kom-
plexni spoleéné body, budto oba realné nebo oba imaginarni. P¥imku,
kterd ma s kvadrikou Q,,_, pravé dva spole¢né rediné body, nazveme
se¢nou kvadriky Q,,_, ; pfimku, kterd nema s kvadrikou Q,,_, Zadny
realny spoleény bod (ktera tedy protne Q,_, ve dvou imaginarnich
komplexné sdruzenych bodech), nazveme neseénout) kvadriky Q,._, ;
pfimku, kterd ma s Q,,_, spoleény jediny (reilny) bod 4 , nazveme
teénou kvadriky Q,,_, v tomto bodé A (a v Zidném jiném bods);
posléze pfimku, ktera lezi cela na Q,,_, , povaZujeme za tecnu kvadriky
Q.._; v kazdém bodé takové pfimky.

Pripomeifime si nyni, Ze dva body pfimky P, jsou konjugované
vzhledem ke kvadrice Q,,_, , pravé kdyZ budto celd pfimka P, je ¢asti
Q.._, nebo uvazované body jsou konjugované vzhledem ke Q, , kterd
je prinikem P, s Q,,_,. Z toho plyne predevsim, Ze jestlize bod 4
kvadriky Q,,_, lezi na piimce P,, je P, teénou kvadriky, privé
kdyz A je vzhledem ke Q,,_, konjugovan s kazdym bodem piimky P, .
V disledku toho,je-li A singularnim bodem kvadriky Q,, .., je kaZdd
pfimka jdouci bodem A4 teénou pro Q,_,; je-li viak A regularnim
bodem kvadriky Q,,_, , ma bod A vzhledem ke Q,,_, uréitou polirni
nadrovinu g, kterd prochizi bodem A a jmenuje se leénd nadrovina
kvadriky Q,,_, v bodé A4 ; pfimka jdouci reguldrnim bodem A4 kvad-
riky Q,,_, je tetnou pro Q,,_, v bodé A, pravé kdyZ leii v tecné
nadroviné ¢ . Uvédoméme si téz, Ze pfimka P, prochazejici bodem A
na kvadrice Q,,_; miiZe byt teénou pro Q,,_, v bodé rizném od bodu
A pouze tehdy, kdyz celd pfimka P, je ¢asti kvadriky Q,,_, .

Pro m = 2 pojem nadroviny splyva s pojmem pfimky; kvadrika Q,
ma v kazdém svém regulirnim bodé A jedinou tednu, ktera je zirovei
polirou bodu A vzhledem ke Q, .

1) Nézev ,,neseéna‘’ pochézi od J. Vysina.
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Dile plati: Bod A je sdm k sobé konjugovan vzhledem ke kvadrice
Q.._., pravé kdy?Z leii na Q,,_, . Dva rizné body 4 , B jsou navzijem
konjugované vzhledem ke Q,, ., , privé kdyZ nastane jeden z nasle-
dujicich tfi pripadid: (1) celd pfimka AB je ¢asti kvadriky Q._,;
(2) pfimka AB méa s Q,_, spoleény jediny bod, ktery je totoZny
s jednim z obou danych bodd A4, B; (3) Zadny z obou bodd 4 , B
nelezi na kvadrice Q.. , kterd mé s pfimkou 4B spoleéné dva razné
redlné nebo imagindrni body H , K , pfi éemz A , B, H , K je harmo-
nickd &tvefice. Z toho plyne, Ze zname-li viecky redlné ¢ tmagindrni
body kvadriky Q,_,, je tim uréena téz polarita vzhledem ke Q,._, .
Potom je v8ak (viz poditek &lanku 101) aZ na konstantni faktor
uréena také prisluSnd kvadratickd forma f, i bilinedrni symetrickd
forma f. V kterych pfipadech posta¢i znalost viech redlnych bodd
kvadriky Q,._,, o tom si promluvime aZ v ¢lanku 101.

98. DUALNI KVADRIKY. K danému projektivnimu prostoru P,
jsme zavedli v &lanku 74 dudlni projektivni prostor P, . Kvadriku
prostoru P,, oznaéme Q,,_, a nazveme ji dudlni kvadrikou prostoru P,, .
Tak jako vzhledem ke kvadrice Q,,-, prostoru P,, mime pojem dvojice
konjugovanych bodd tohoto. prostoru, mame vzhledem k dualni
kvadrice Q,,_, pojem (konjugovanych bodd dualniho prostoru, t. j.)
konjugovanych nadrovin prostoru P, . Jako Q,-; miZe byt i Qm-;
budto reguldrni nebo singulirni. Je-li Q,,_, regularni, potom pro libo-
volné danou nadrovinu g prostoru P,, mnozina viech nadrovin konju-
govanych s p tvofi dudlni nadrovinu, t. j. sklad4 se ze vSech nadrovin
prochdzejicich uréitym bodem B prostoru P, , ktery nazveme pélem
nadroviny o vhlledem k duilni kvadrice Q,_,; prechodu od P,
k P, a tedy od Qn_; ke Q,_, tedy odpovidd prechod od polérni
nadroviny bodu k pélu nadroviny. Jestlize nadrovina g nilezi do Q- ,
potom jeji pél nazyvame jejim bodem dotyku; pfechodu od P, k [
a tedy od Q,,-, ke Q,,_, tedy odpovida ptechod od teéné nadroviny
bodu na Q,,_, k bodu dotyku nadroviny nélezejici do Q,,_, . Dosud
jsme predpoklidali, Ze Q,,-, je regulirni. Budiz nyni Q,,-, singularni.
Potom existuje asporni jedna takovd nadrovina ¢ prostoru P, , k niZ
je vzhledem ke Q,_, konjugovéna kafdd nadrovina prostoru P, ;
takovd nadrovina ¢ nutné naleii do Q,,-, a nazyva se singularni
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nadrovinou dualni kvadriky 'Q.,,,_1 ; kazda jina nadrovina ndlezejici
do Q,,-, se jmenuje reguldrni nadrovina duédlni kvadriky @, .
(Je-li Q,,_, regulérni, potom oviem kaidd nadrovina néleZejici do
Q._, je jeji reguldrni nadrovinou.) Je-li (o I singularni, potom
k nadroviné g zpravidla existuje opét uréity p6l B vzhledem ke Q. .,
coz je bod té vlastnosti, Ze nadrovina je konjugovana s ¢ vzhledem
ke Q,_,, pravé kdy? obsahuje bod B; vyjimku tvoi singularni
nadroviny dualni kvadriky, které nemaji uréity pol. Je-li (o JIN
singularni, potom pojem, ktery p¥i piechodu od P,, Qn.-, k P,
8., odpovidd pojmu vreholu singuldrni kvadriky Q,.—,, je pojem
mnoziny vSech singuldrnich nadrovin dudlni kvadriky Q,,,_l. Tato
mnozina tvoii dualni podprostor v §ir§im smyslu dimense & (0 < k <
< m — 1) prostoru P, a tedy podle ¢lanku 75 se sklada ze vsech
nadrovin prochazejicich urditym lineirnim podprostorem v SirSim
smyslu dimense m — k — 1, ktery oznaéime Z,,_,_, a ktery podle
terminologie ¢lanku 75 je vrcholem vySe zminéného dudlniho pod-
prostoru; nazveme X, _, -, dudlnim vrcholem singuldrni dudlni kvadriky
Qm-1-

Nyni je iéelné vsunout tuto poznamku, ktera je snadnym disledkem
nasich definic. Je-li K kolinedrni zobrazeni prostoru P,, na prostor
P, a je-li v P,, dina kvadrika Q,,_,, je jeji obraz Q. _, pfi K opét
kvadrikou prostoru Q,,_, . Obrazy dvou bodu konjugovanych vzlle-
dem ke Q,,_, jsou dva body konjugované vzhledem ke Q,,_,; je-li
Q... regularni nebo singularni, plati totéz o Q,,_, ; obrazem vrcholu
singuldrni Q,,_, je vrchol obrazu Q,_, atd. atd. Tuto poznimku
miZeme zejména aplikovat na ten piipad, Ze prostor P,, je totoiny
s dualnim prostorem P, , Ze tedy K je korelace prostoru P, . Zvlasté
dilezity je néasledujici specialni ptipad.

Budiz v prostoru P,, dana reguldrni kvadrika Q,_, . Jestlize kaz-
dému bodu prostoru P,, pfifadime jeho polarni nadrovinu vzhledem
ke Q,,_,, dostaneme (viz str. 110) korelaci K prostoru P, , kterou
jsme nazvali polaritou vzhledem ke Q,, ., . Obrazem pii K kazdého
bodu kvadriky Q,,_; samotné je, jak vime, jeho teénd nadrovina.
Tedy mnoZina vdech tecnych nadrovin reguldrni kvadriky Q. _, tvori
reguldrni dudlni kvadriku téhoZ prostoru, kterou nazveme dualisaci
puvodni reguldrni kvadriky Q,._, -
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Budiz Q,,_, regularni kvadrika prostoru P, a budiz Q.._, jeiji
dualisace. Budi# 4 libovolny bod prostoru P, a budiz o = K4 .
Jeito polarita vzhledem ke Q,_, vznikne z polarity vzhledem ke
Q.. provedenim zobrazeni K , je polem nadroviny e vzhledem ke
Q..—, ten bod B, jimZ prochizeji obrazy pfi K jednotlivych bodu
polérni nadroviny bodu A vzhledem ke Q,_,, t. j. nadroviny o .
To viak znamend, 76 B = Ko , kde K je duélni korelace ke K . Jeito
véak korelace K je involutorni, je K — K-, tedy B —= K-1g, t.]j.
B = A4 . Tudiz pdl nadroviny o vzhledem k reguldrni kvadrice Qnm—,
je zdrovesi pélem téZe nadroviny vzhledem k jeji dualisaci Q,, ., .

V ¢&lanku 96 jsme poznali, Ze singularni kvadrika Q,, , s k-rozmér-
nym vrcholem S, (0 < k< m-—1) pro k =m — 1 splyne s nadro-
vinou 8,-, (a nazyvé se dvojnasobnou nadrovinou), a v pripadé
0< k< m— 2seskladaz (k + 1)-rozmérnych linearnich podprostorn
prochazejicich prostorem 8, , které tvori regularni kvadriku prostoru
a(Sy ; Pn) . Aplikujeme-lina tento vysledek princip duality, dostaneme,
#e sngularni dudlni kvadrika Q, , s (m —k — 1)-rozmérnym
dudlnim vrcholem X, _,_, (0 < k< m—1) pro k =m —1 splyne
s mnoZinou viech nadrovin prochézejicich bodem 2, (takovou Qs
muZeme nazvat dvojndsobnym bodem); v piripadé 0 < k< m—2
se Q,,,_l sklddé ze vSech téch nadrovin prostoru P, , které prochézeji
nékterym (m — k — 2)-rozmérnym teénym prostorem uréité regularni
duélni kvadriky projektivniho prostoru X, ;, t.j. Qm-; je mnozi-
nou vsech nadrovin prostoru P, prochdzejicich témi nadrovinami
prostoru 2, _,-,, které jsou v tomto 2, _,_, tetnymi nadrovinami
uréité reguldrni Q,,-._.. V piipadsé k — m — 2 se nade Q,_, skladi
ze viech nadrovin prochdzejicich jednim ze dvou danych komplexnich
bodi, jez jsou budto redlné nebo jsou imagindrni a komplexné sdru-
Zené.

Vratme se k reguldrni kvadrice Q,_, prostoru P, a predpokla-
dejme, Ze Q,,_, je vytvofenaregulirni symetrickou bilinedrni formou f
prostoru P, . Ukazeme, jak lze vypodist regularni symetrickou bili-
nedrni formu ¢ duélniho prostoru P, , kterd vytvofuje dualisaci
Qn_, kvadriky Q,,—, - Zvolme v P,, ar. basi

(98'1) AO’Alv"‘ 1Am-_
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a budiz

(98.2) Ay, 4,,.. A,

duilni ar. base prostoru P, . Existuji &isla a,, (0 < r, 8§ < m) tak,
Ze a,, = a,, & Ze Pro

(98.3) X =axdy + ... + 2pd,, Y=ydy+ ... +Yndn

je
(98.4) f(X,Y) = z Z Ao, Ys -
Jeito f je reguldrni, je o
Qg &gy ... Gom
(98.5) Uo Gy - Gim | g
Grp G - G
Nyni pro

(98.6) X=¢84d,+ ..+ &dm, Y= 5dy + oo + 9dm
polozme

Qo Aoy .- a;,,,, &o
L. Qo By -o Gy &
(98.7) X, ,Y)y=| ....... L
amo a’ml ammém
N M Mm 0

Ukézeme, Ze ¢ je z4dand bilinedrni forma v P,, . Mame tedy dokizat,
ie za pfedpokladu X +0,Y +o0jegX,¥)=0, pravé kdyZ nad-
roviny {X}, {¥} jsou konJugovane vzhledem ke Q,._, . Predpokla.-
dejme tedy nejprve, ze {X}, { ¥} jsou konjugované vzhledem ke Qs -
Budiz {Z} p6l nadroviny {X} vzhledem ke Q,._, o b podle pied-
chazejiciho vzhledem ke Q,,_, ; potom nadrovina {¥} prochézi bodem
{Z} . Je-li

(98.8) Z =244+ 2,4, + ... + 2,4,

je aspoii jedno z éisel z, , 2, , ... , 2,, Tizné od nuly a je jednak
(98.9) 2o + 2 + oo + 2N =0,

jednak

(98.10) @,z + @2 + oo + Qg +0E, =0 pro 0 r<m,
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kde b + 0. AvSak (98.9) a (98.10) je soustava m -+ 1 linedrnich homo-
gennich rovnic o m + 1 neznamych z,,2,,...,2,,b 8 netrividlnim
feSenim, takZe determinant soustavy je roven nule a tedy podle (98.7)
je (X , Y) = 0. Za druhé predpoklidejme, 7e ¢(X , ¥) = 0, pfi dem%
opét X + 0,7 =+ o. Soustava rovnic (98.9) a (98.10) m4 tedy deter-
minant rovny nule a tudiz ma netrividlni feSeni z,,2,,...,2,,b.
Neni mozZné, aby bylo Z = o, kde Z ma vyznam (98.8), nebof potom
by bylo b % 0 a rovnice (98.10) by daly X = o. Také neni moiné,
aby bylo & = 0, nebof potom by bylo Z + o a z rovnic (98.10) by
plynulo, Ze determinant nalevo v (98.5) by byl roven nule. Je tudiz
Z +0,b +0, nade’ z (98.10) plyne, ze {X} je poldrni nadrovina
bodu {Z} , t. j. Ze {Z} je p6l nadroviny {X} vzhledem ke Q,,_, a tudiZ
i vzhledem ke Q,_,. AvSak podle (98.9) bod {Z} lezi v nadroviné
(¥}, takze {X} a {¥} jsou konjugovény vzhledem ke Q- .

Mizeme se ptat, jaky vyznam mé forma (98.7), je-li Q,,-, singularn{
kvadrika s k-rozmérnym vrcholem S,, tedy 0 < k< m—1. Je-li
piedevsim &k =0, t. j. je-li S, bod, je ¢(X,¥) =0 pro X +o0,
Y + o, pravé kdy? aspoii jedna z obou nadrovin {X}, (¥} prochaz{
bodem S,. Nebot ¢(X,Y¥) = 0 podle (98.7) znameni, Ze soustava
rovnic (98.9) a (98.10) ma netrivialni fefeni z,,2,, ..., 2, , b, ve kte-
rém je budto b = 0 nebo b + 0. Je-li viak b = 0, potom v (98.8)
je Z + o, (98.9) znamen4, %e nadrovinae{Y} prochizi bodem {Z},
a (98.10), kde b = 0, znameni, Ze bod {Z} je singularmi, t. j. Ze {Z} =
= 8, , takZe nadrovina {Y} prochazi bodem §,. Jestlize za druhé
je b £0, je opst Z + o, a (98.10) znamend, %e nadrovina {X} je
polarni nadrovinou bodu {Z}, takie {X}, jako kaZdi polirni nad-
rovina, prochazi singulirnim bodem S,. Je-linyni 1 <k <m—1,
je ¢(X,Y) = 0 identicky. Nebot jeto singulirni body tvoi nyni
cely prostor S, , obsahuje kazda nadrovina {¥} aspoii jeden singulirni
bod {Z} , takZe soustava (98.9) a (98.10) m4 netriviilni feSeni (ve kte-
rém b = 0, ale na tom nezéleii) a determinant napravo v (98.7) je
roven nule, t. j. ¢(X ,¥) = 0.

99. FORMALNE A BODOVE REALNE KVADRIKY. Kvadratickou
formu f, nazveme kladnou, jestlize f,(X) = 0 pro kaidy ar.bod X ;
nazveme f, zdpornou, jestlize f,(X) < 0 prokaZdy ar. bod X . Jeito f,

117



neni identicky rovna nule, nenf moZné, aby jedna ataZ f, byla ziroveii
kladna i zdporna; naproti tomu se muZe stit, Za dand f, neni ani
kladna, ani zaporna.

Kvadratickou formu f, nazveme definitné kladnou, je-li fo(X) > 0
pro kaidy ar. bod X + o; definitné zdpornou, je-li f,(X) < 0 pro kazdy
ar. bod X = o, definitnt, je-li f, budto definitné kladna nebo definitné
zaporna. Ziejmé kazda definitné kladnd f, je zdroven kladna, kazd4
definitné zaporna f, je zdroven ziaporni. Na otiazku, do jaké miry
je tomu také tak obracené, dava odpovéd:

Vira 99.1. BudiZ f, kladnd nebo zdpornd kvadratickd, forma. Potom f,
je definitni, pravé kdyz je requldrni.

Doraz. Je-li f, singuldrni, ma realny singulirni bod {X} a je f,(X) =
=0, X % o, takZe f, nemize byt definitni. Obriacené nechf f, neni
definitni a pro uréitost necht f, je kladna. Jeito f, neni definitnf,
existuje bod {A} tak, Ze f,(4) = 0. Staéi dokazat, ze {A} je singu-
larni. Nechf naopak {4} je reguldrni. Potom existuje bod {B} tak,
Ze f(A,B)=c¢ +0; jeito f(4d) =fA4,4)=0, je {B} +{4}.
Pro libovolné ¢ je podle (94.4) a (95.4), jeito f,(4) = 0,

fold + tB) = 2t . f(A, B) + #. f(B) = 2 + dt),

kde d = f,(B). Zfejmé l%e zvolit reilné ¢islo ¢t tak, aby bylo
2c +dt) <0, t. j. fo(4 + tB) < 0; to je viak nemoiné, jeito f,
je kladna. :

Kvadratickou formu f, nazveme semidefinitni, je-li kladna nebo
zdpornd, neni-li vSak definitni; f,nazveme indefinitn?, neni-li ani kladn4,
ani zdpornd. Kazdé kvadratickd forma f, nélezi tudiz do pravé jedné
ze tii kategorii: definitni, semidefinitni, indefinitni. Podle véty 99.1
prvé kategorie obsahuje pouze regulirni a druhad pouze singuldrni
formy; tieti kategorie obsahuje jak regularni, tak i singuldrni formy.

VETa 99.2. Je-li kvadrika Q,,_, vytvoFena kvadratickou formou f, ,
potom Q,,_, obsahuje aspoi jeden reguldrni redlny bod, prdvé kdyz f,
je indefinitni.

: DOKAz. Je-li f, definitni, potom Q,,_, zfejmé neobsahuje vibec
Zidny redlny bod. Je-li f, semidefinitni, plyne z dikazu véty 99.1,
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%e kazdy redlny bod kvadriky Q,,_, je singulirni. Budiz posléze f,
indefinitni. Potom existuji body {4}, {B} tak, Ze

(99.1) fd)> 0, fuAB)<O.
Podle 95.4 je
fz(A + tB) = fz(A) + 2t. fz(B) + . /2(B) .

Z toho plyne podle (99.1), Ze piimka AB protne Q,_, v pravé dvou
realnych bodech {C,}, {C,} . Bod {C,} je reguldrnim bodem kvadriky
Q,._,, nebot kaidd pfimka prochizejici singuldrnim bodem podle
str. 112 je teénou kvadriky, ma tedy s Q,,_, budto jediny spoleény
bod nebo je celd ¢asti kvadriky.

Kvadriku Q,,_, prostoru P,, nazveme: (1) formdiné redlnou, neobsa-
huje-li Zadny realny regularni bod; (2) bodové redlnou, obsahuje-li
néjaky redlny regulirni bod. Regularni formalné realns kvadrika ne-
obsahuje tedy vibec Zadny redlny bod; mnozina vSech reidlnych bodi
singuldrniformalné realné kvadriky neni prazdna a je totoZnd s vrcholem
kvadriky. Z toho plyne snadno, Ze polarita vzhledem k formalné
redlné Q,,_,, kterd neni dvojnasobnou nadrovinou, nikterak neni
urdena znalosti mnoziny viech reilnych boda kvadriky Q,,_, . V élanku
101 pozname, Ze u bodové redlné Q. _, je tomu naopak.

Z vét 99.1 a 99.2 plyne

VETa 99.3. Kvadrika Q,,_, prostoru P, budiZ vytvorena kvadratickou
formou. f, . Potom Q. _, je bodové redlnd, pravé kdyz f, je indefinitni;
Q. _, je reguldrni a formdlné redlnd, prdavé kdyt f, je definitni; Q,,_,
je stnguldrni a formdiné redind, prdvé kdys f, je semidefinitni.

VEra 99.4. Singuldrni kvadrika Q,,_, prostoru P, , jejiZ vrchol
md dimenst m — 1, je formdlné redlnd. Nebot takova kvadrika podle
¢lanku 96 neobsahuje vibec zadné (ani realné, ani imaginarni) regu-
larni body.

Vsimnéme si specielné kvadriky Q, prostoru P, vytvofené kvadra-
tickou formou f,. Jestlize Q, je singularni, potom podle véty 99.4
je Q, formélné redlna, takze podle véty 99.3 je f, semidefinitni. JestliZe
Q, je regularni, skldda se Q, ze dvou raznych komplexnich bodu C, ,
C, , které jsou budto oba realné (Q, je bodové realna) nebo jsou imagi-
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narni a komplexné sdruzené (Q, je formalné realnd); v prvém pfipadé
je Q, indefinitni, ve druhém definitni.

Budiz nyni dana kvadrika Q,,_, prostoru P, vytvofend kvadra-
tickou formou f, a tudiz také kazdou kvadratickou formou tvaru ¢f,,
kde ¢ + 0 je libovolna konstanta. P¥i dané volbé formy f, miZeme
ty body { X} prostoru P, , které nelezi na Q,,_, , rozdélit na dvé tiidy
podle toho, zda je f,(X) > 0 & f,(X) < 0; z (95.5) plyne, Ze nezileZ{
na volbé ar. zdstupce g. bodu {X}. Nazveme kladnymi vzhledem ke
Q.._, ty body {X}, pro néZ je f.(X) > 0, zdporngms vzhledem ke Q,,_,
ty body {X}, pro néz je f,(X) < 0; fekneme potom, Ze kvadrika
Q,._, je orientovdna, ¢imz minime priavé rozliSeni bodua {X} lezicich
tvofené formou f,; jsou zfejmé pravé dvé ruzné orientace kvadriky
Qm_, , pii ¢emZ pro ¢ > 0 orientace vytvorena formou cf, je tdZ jako
orientace vytvofend formou f, , kdezto pro ¢ < 0 dostavame opaénou
orientaci. b

Je-li P, linedrni podprostor prostoru P,,, ktery neni cely obsaZen
v Q.._,, potom P, protne Q,,_, v kvadrice Q,_, . Je-li Q,_, vytvo-
fena kvadratickou formou f, , je Q._, vytvofena kvadratickou formou
F,, pro kterou je F,(X) = f,(X) pfi vSech {X} prostoru P, a F,
se li3i od f, pouze tim, Ze f,(X) je definovano i tam, kde F,(X) defino-
vano neni. Proto forma f, , ktera orientuje kvadriku Q,,_, , orientuje
zdroven také kvadriku Q,_,; pravime potom, ze Q,_, je souhlasné
ortentovina 8 Q,,_, . Je-li dana uré¢ita orientace pro Q,,_, , potom pro
kazdy P, vnofeny do P,,, ktery neni ¢asti Q,,_, a ktery tudiZz protne
P. v kvadrice Q,_,, uvaZujeme vidy takovou Q,_, v orientaci
souhlasné s orientaci danou pro Q,_, . Poznamenejme jesté, Ze je-li
forma f, definitni, je zfejmé také F, definitni; je-li f, semidefinitni,
je budto definitni nebo semidefinitni; je-li v3ak f, indefinitni, muze F,
naleZet do kterékoli z nasich tii kategorii.

Je-li kvadrika Q,,_, formalné redlna, potom podle véty 99.3 budto
mnozina bodu kladnych vzhledem ke Q,_, nebo mnozina bodu
zapornych vzhledem ke Q,_, je prazdna, kdeito u bodové reidlné
Q,._, neni prazdnou Zidnd z obou mnozin. Je-li zejménam =1,
potom Q, je bodové reilna, pravé kdyz se skladad ze dvou riznych
redlnych bodi; jestliZe tedy na pfimce P,, jejiz ¢éasti-je Q,, mdme dva
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body 4,, 4, ,znichZ jeden je kladny a druhy ziporny vzhledem ke Q, ,
sklddd se Q, ze dvou riznych redlnych bodd. Predpokladejme nyni,
Ze na P, jsou diny dva body 4,, 4, konjugované vzhledem ke Q,,
z nichZ Zadny neleii na Q, . Potom jsou body 4, , 4, rizné a vzhledem
k ar. basi 4,, A, ma vytvorujici kvadratickd forma f, tvar (96.2).
Jestlize f, je indefinitni, plyne z(96.2) snadno, Zejeden z bodui 4,, 4,
je kladny a druhy zaporny vzhledem ke Q, ; mimo to je f, jisté regu-
larni, takZe f,, neni-li indefinitni, je nutné definitni a Q, neobsahuje
zaddny realny bod.

Z predchéazejicich dvah snadno plyne sprivnost nasledujicich
dvou vét.

Vira 99.5. Jestlife ze dvou raznych bodd A , B prostoru P, jeden
je kladny a druhy zdporny vzhledem ke kvadrice Q,,_, , je primka AB
seénou kvadriky Q,,_, .

VETA 99.6. JestliZe dva razné body A , B prostoru P, jsou konjugovdny
vzhledem ke kvadrice Q,,_, , ale Zddny z nsch neleZi na Q,,_, , je pFimka
AB budto seénou nebo nesebnou kvadriky Q,_, (tedy neni tecnou);
v preém pripadé je jeden z bod A , B kladny a druhy zdporny vzhledem
ke Q,._, , ve druhém jsou budto oba kladné nebo oba zdporné vzhledem
ke Qm—-l .

Pozndmka. Bodové realnd Q, se sklddd ze dvou rtznych redlnych
bodd 4,, 4, a obricené libovoln4d dvojice ruznych reilnych bodu
tvofi bodové redlnou kvadriku Q, . Je-li X = 2,4, 4 2,4, a polozime-li
fo(X) = zz, , potgyn kvadratickd forma f, vytvofuje Q, . Tvar formy
f. ukazuje bezprostfedné, Ze z obou intervald 4,4, (viz ¢lanek 78)
jeden obsahuje mimo A4,, 4, pravé jeité viecky body kladné vzhle-
dem ke Q,, druhy pak pravé jes§té viecky body zaporné vzhledem
ke Q, . Zména orientace Q, ma pouze ten vliv, Ze oba intervaly A4,
se mezi sebou vyméni,

100. SIGNATURA KV./‘&DRATICKE FORMY. Budiz dana kvadrika
Q._, prostoru P, vytvofena kvadratickou formou f,. Budeme se
zabyvat takovymi ar. basemi

(100.1) Ay, Ay, ... Ay
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prostoru P, , které divaji kvadratické formé f, a tudiz i pkislusné
bilinedrni formé f jednoduchy tvar, ktery nds povede k dileZitym
disledkim. Pravime, zZe ar. base (100.1) je poldrni vzhledem ke Q,,_,
(nebo vzhledem k f, , nebo vzhledem k f), jestlize

(100.2) f(4,,4,)=0 pro 0 r,s<m;r +s
neboli jestlize kazdé dva body {4,}, {4,}, r + s jsou konjugoviny
vzhledem ke Q,,_, . Je-li (100.1) polarni base, poloZzme

(100.3) e = fi(4,) pro 0 r<m.

Potom pro
X=zgd,+... + 2,4, Y=9ydy+ ... + Yndn
podle (94.6) aZ (94.8) a (100.2), (100.3) je

(100.4) fo(X) = g2k + e,27 + ... + et ,

(100.5)  f(X,Y) = eotolfo + %Y1 + -+ + EnZmlm -

Ozna¢me: n pocet téch 7 (0 < r < m) , pro néz je ¢, = 0 ; p poCet téch
7, pro néz je e, > 0 ; g pocet téch r , pro néz je e, < 0. Cislo n nazveme
nulitow a dvojici (p, q) signaturou') kvadratické formy f, vzhledem
k polarni basi (100.1). Zfejmé

(100.6) n+p+g=m-+1.

Jestlize misto formy f, vezmeme formu ¢f, , kde ¢ + 0, potom misto
¢, dostaneme ce, , takie nulita zistane beze zmény a miZeme mluvit
o nulité kvadriky Q._,. Signatura (p,q) zistane beze zmény pro
¢> 0, kdeito pro ¢ < 0 piejde v signaturu (g, p); mizeme tedy
mluvit o signatute (p, q) orientované kvadriky Q,,_,, kterd pfki pfe-
chodu k opa¢né orientaci pfejde v signaturu (g, p) .

VETA 100.1. Je-Ii (100.1) poldrni ar. base pro kvadriku Q,,_,, potom
pro 0 < r < m bod {A,} budto neleti na kvadrice Q,,_, nebo je jejim
singuldrnim bodem.

DUgraz. Podle (100.4) je f,(4,) = ¢, , takie {A,} lezi na Q,_,,
pravé kdyz ¢, = 0 ; potom v8ak pro Y =y, 4, + y, 4, + ... + Ynlnm
podle (100.5) je f,(4,,Y) = ¢y, , takie v piipadé & = 0 bod A4,
je singularni.

1) Obvykle se v literatufe dava nazev signatura &islup — q .
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VEra 100.2. Zvolme ar. bod A, tak, Ze {A,} budto neleZi na kvadrice
Q.._, nebo je jejim singuldrnim bodem. Potom existuje ar. base (100.1)
poldrnt vzhledem ke Q,,_, a obsahujici dany A, .

Dtxaz. Pro m =1 je to spravné, nebot je-li {4,} singularni bod
pro Q,, je f(4,,4,) =0 pro kaidou volbu ar. bodu A4, (linedrné
nezavislého na 4, , aby vznikla ar. base), a je-li f.(4,) + 0, existuje
pravé jeden bod {4,} tak, Ze f(4,, A,) = 0, pfi ¢emz zFejmé& {4y} +
+ {A,}. Jeito tedy véta plati pro m = 1, muaZeme pii obecném
dikaze predpoklidat, Ze m > 2 a Ze obdobnd véta pro (m — 1)-roz-
mérny projektivni prostor je dokdzdna. JestliZe nyni {4,} neleZf
na Q,,_,, budiz p jeho polirni nadrovina, ktera, jak vime, neprochazi
danym bodem; jestlize viak {4,} je singuldrnim bodem pro Q,_,,
zvolme nadrovinu p libovolné aZ na podminku, aby neprochizela
bodem {4,} . Je-li nyni

(100.7) Ay, .., An
libovoln4 ar. base pro g, potom A, spolu se (100.7) tvofi ar. basl
pro P, a jisté je f(4,, A,) = f(4,, 4y) = 0 pro 1 < r < m . Jestlize
nyni ¢ je ¢asti kvadriky Q,_,, jsou kaidé dva body nadroviny p
konjugovany vzhledem ke Q,,_, , takZe plati (100.2). Jestlize v3ak o
neni ¢asti Q,_,, potom p protne Q,,_, v kvadrice Q,_, a jeito dva
body nadroviny ¢ jsou podle élanku 97 konjugovany vzhledem ke
Q.._,, pravé kdyz jsou konjugovany vzhledem ke Q,,_,, bude platit
(100.2), zvolime-li za (100.7) ar. basi pro ¢ polarni vzhledem ke Q,_,,
ktera podle pfedpokladu existuje.

Nasledujici véta md za nasledek, Ze nulita kvadratické formy f,
vzhledem k poladrni ar. basi (100.1) je nezdvisld na volbé této ar. base.
Pii formulaci véty je uz pfihlédnuto k této nezavislosti.

ViTa 100.3. Nulita n kvadratické formy f, je rovna nule, je-li f,
reguldrni. Je-li véak f, singuldrni, je n > 0 a dimense vrcholu formy f,
je rovng n— 1 . '

DiUgaz. Ze (100.5) plyne, Ze pro
X=xdy+z4, +... + 2,4,
bod {X} je singuldrni, pravé kdyZ

8Ty = ET; = oo = ETy, = 0,
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t. j. pravé kdyz z, = 0 pro kazdy takovy index r (0 < r < m), pro
ktery je e, + 0. Je-lin =0, je ¢, = 0 pro viecka r (0 < 7 < m),
takZe f, nemd Zadny singularnf bod, t. j. f, je regularni. Je-lin > 0,
existuje pravé » takovych indexu r, pro néz &, = 0; pro uréitost
budiz ¢, =0 pro 0 7<n—1; ¢ 0 pro n <r < m. Potom
{X} je singularni, pravé kdyz X je linearné zavisly na 4,,4,, ...
.., 4,_1; f; je tudiZ singuldrni a dimense vrcholu je rovna n» — 1.
Tim je dikaz skonéen; z ného plyne, Ze plati:

VETrA 100.4. Je-li (100.1) poldrni ar. base pro singuldrni kvadratickou
formu f,, potom (100.1) obsahuje jako E&ist ar. basi vrcholu formy f, .
Jestlize nulita » je rovna jedné, ma f, jediny singuldrni bod a smysl
véty v tomto piipadé je ten, Ze existuje index r (0 < r < m) tak, Ze
{A4,} je singularnim bodem pro £, .

Ze (100.4) plyne bezprostiedné:

VETaA 100.5. BudiZ (p , q) signatura kvadratické formy f, prostoru P, .
Forma f, je: kladnd, pravé kdyZ q = 0, zdpornd, prdvé kdyZ p = 0;
definitni kladnd, prdvé kdyZ p = m + 1; definitni zdpornd, prdvé
kdy2q =m 4 1.

Pozndamka. Viimnéme si piipadum = 1. Podle véty 100.3 je n = 0
pro regularni f,, » = 1 pro singularni f,. Je-li f, singularni, potom
podle (100.6) je p + ¢ = 1 a mame dvé mozZné signatury (1,0) ; (0,1),
z nichZ podle véty 100.5 nastane prva pro kladnou f, , druha pro za-
pornou f, . Je-li f, reguldrni, potom podle (100.6) je p + ¢ = 2 a mame
tfi mozné signatury (2,0); (1,1); (0,2). Podle véty 100.5 signatura
je (2,0), praveé kdy?z f, je definitni kladna; signatura je (0,2), pravé kdyz
fo je definitni zdporna. Tudiz (viz vétu 99.1) signatura je (1,1), pravé
kdyz f, je indefinitni.

Nyni vyslovime zakladni vétu.

VEra 100.6. Signatura (p,q) kvadratické formy f, prostoru P,
je nezdvisld na volbé poldrni ar. base (100.1).

DiUrAz provedeme zatim pouze pro regularni f, . Jeito pro m =1
spravnost nasi véty (at uz f, je regularni ¢i singulariii) plyne z pred-
chizejici poznimky, muZeme pii diukaze predpoklidat, Ze m > 2
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a Ze pro dimensi m — 1 je (aspoil pro regularni formy) véta uz doka-
zdna. Dikaz potom rozdélime na ¢étyfi Casti.

I. Piedevsim je zfejmé, Ze signatura zlstane beze zmény p#i zméné
pofadi ar. bodi, ze kterych se sklad4 polérni ar. base.

I1. Z véty 100.3 plyne, Ze f, je reguldrni, privé kdyz ve (100.4)
jee, + 0provieckar (0 r < m).

ITI. Pfi dané ar. basi (100.1) polirni vzhledem k f, ozna¢me p
poldrni nadrovinu bodu {4,} vzhledem k f,. Oznaéme F, kvadra-
tickou formu prostoru g , ktera vznikne z f, , omezime-li se na ty ar.
body X , pro néz {X} lezi v ¢ ; z vyjadfeni (100.4) formy f, vzhledem
k jeji polarni ar. basi (100.1) zfejmé vznikne vyjidfeni formy F,
vzhledem k jeji polarni ar. basi (100.7), poloZime-li z, = 0 . Z II plyne,
%e zaroven s formou f, také forma ¥, je regulirni a jezto ¢ je projek-
tivni prostor dimense m — 1, je signatura formy ¥, nezavisla na volbé
jeji polarni ar. base (100.7). Z toho plyne snadno, Ze signatura formy
f» zistane beze zmény, jestlize polarni ar. basi (100.1) zménime tak,
aby se nezménil g. bod {4,}. MiZeme tedy beze zmény signatury
formy f, nahradit ar. body (100.7) kterymikoli jinymi ar. body

(100.8) 4;,..., 4,

pokud jen (100.8) je opét polarni ar. base pro F, . Pfi tom podle véty
(100.2) muzeme docilit toho, aby bod {4,,} splynul s libovolné danym
bodem {C} nadroviny ¢, pro ktery F,(C) + 0 neboli f,(C) + 0.

IV. Budtez nyni (100.1) a
(100.9) B,,B,,...,B.,

libovolné dvé ar. base poldrni vzhledem k f,. Mame dokizat, Ze f,
mé touz signaturu jak vzhledem ke (100.1), tak i vzhledem ke (100.9).
To plyne ze III, je-li {4,} = {B,} . Budiz tedy {4,} + {B,} a oznaéme
¢ , o polarni nadroviny bodua {4,}, {B,} vzhledem k f,; jeito f, je
regularni, je ¢ + o a prinik ¢ nadrovin ¢, ¢ je linedrni podprostor
v §ir8im smyslu dimense m — 2 zékladniho prostoru P, ; ¢ je tedy
nadrovinou (m — 1)-rozmérného projektivniho prostoru p . Ma-li v3ak
F, tyz vyznam jako ve III, vime, Ze F, je reguldrni forma v o, takze
(viz str. 104) existuje ve ¢ bod {C} tak, Ze F,(C) + 0,t.j.%e f,(C) + 0.
Jezto bod {C} nalezi do obou nadrovin ¢, ¢ a jeito f,(C) + 0, podle
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zavéru ¢asti ITI signatura f, se nezméni ani pfi pfechodu od polirni
ar. base (100.1) k polarni ar. basi tvaru

(100.10) Ay, Ay, ..., A,
ve které {4,} = {C}, ani pii pfechodu od ar. base (100.9) k ar. basi
(100.11) B,,B;,...,B,,

ve které {B;} = {C}. Jeito viak {4,} = {B,}, plyne z I a III, e
signatura f, se nezméni pii pfechodu od (100.10) ke (100.11), éimz
je dikaz hotov.

Ze véta 100.6, kterou jsme pravé dokézali pro regularni f,, plati
téZz pro singuldmi f, , je zfejmym dusledkem nasledujici véty.

VEra 100.7. Budif f, singuldrni kvadratickda forma prostoru P,
8 k-rozmérngm vrcholem S, , tedy 0 < k< m—1.Jeli k=m—1,
je forma f, semidefinitni a jeji signatura je rovna (1,0) nebo (0,1) podle
toho, zda |, je kladnd & zdpornd.Je-li 0 < k < m— 2, takZe (viz str.
107) v (m—k — 1)-rozmérném projektivnim prostoru a(S, ; P,)
existuje requldrni kvadratickd forma F, , kterd je perspektivou formy f, ,
je signatura singuldrni formy f, rovna signatufe reguldrni formy F, .

DUgaz. Prok = m — 1 je n = m podle véty 100.3, tedy p + g =1
podle (100.6) a spravnost naSeho tvrzeni plyne z vét 99.3, 99.4 a 100.5.
Budiz tedy 0 < k¥ < m — 2. Je-li (100.1) poldrni ar. base vzhledem
k f,, potom, jeito signatura zfejmé nezdvisi na poradi ar. bodu
(100.1), miZeme podle véty 100.3 predpokladat, Ze ¢, = 0, privé
kdyz 0<r< k—1, takie pro X = x4, + 2,4, + ... + r,4,
je fo(X)=¢&x, + ... + entn a [(X) = Fy([X]), kde [X]=X
modW,.,, je-li W,,, ar. base pro §,. Zfejmé F, je perspektivou
formy f, a signatura formy f, vzhledem k ar. basi (100.1) prostoru P,
je rovna signatufe formy F, nejprve vzhledem k ar. basi

Ay modW, ., ..., 4, modW,, ;
ale jezto F, je regulirni forma ve W, ., modW,,,, vime, Ze jeji
signatura je na této ar. basi nezavisla.

Poznamenejme jesté, Ze zakladni véta 100.6 se v algebfe nazyva
zdkon setrvaénosti kvadratickijch forem.
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101. PROJEKTIVNI KLASIFIKACE KVADRIK. Budiz déna
kvadrika Q,_, prostoru P, . Vime (viz str. 113), Ze znalost v3ech
realnych i imaginarnich bodt kvadriky Q,,_, staéi k jednoznaénému
uréeni polarity vzhledem ke Q,_, a v8imli jsme si také (vizstr. 119),
ze jestlize Q,,_, je formalné realna a neni dvojnasobnou nadrovinou,
znalost viech redlnych bodid kvadriky k tomu cili nestati. JestliZe
viak Q,._, je bodové redlna, potom uZ znalost viech jejich redlnych
bodi sta¢i k uréeni polarity. Nebot budiZ nejprve A bod, ktery lezi
na Q,,_, a je tedy sam k sobé konjugovan. Bod X =+ A4 je konjugovan
k A, pravé kdyz pfimka AX je tetnou kvadriky, t. j. pravé kdyz tato
primka je budto celd ¢asti kvadriky nebo s ni ma spoleény pouze bod
A . Za druhé necht bod A prostoru P,, nelezi na Q,_; . Je-li Q,_,
vytvofena kvadratickou formou f,, je tato forma podle véty 99.2
indefinitni, takze existuje bod B tak, Ze z ¢isel f,(4), f,(B) jedno je
kladné a druhé zaporné. Podle véty 99.5 protne pfimka AB kvadriku
Q.._, ve dvou riznych realnych bodech H, K . Je-li C bod pfimky
AB harmonicky sdruzeny s bodem A vzhledem k bodim H, K,
je C konjugovian s bodem A vzhledem ke Q,_,. Body H, K jsou
regularni body kvadriky (jeZto pfimka AB, kterd je obsahuje, neni
te¢nou) a maji tudiZ uréité teéné nadroviny ¢, ¢ a je o + o, nebot
na pf. bod H lezi v ¢, ale nelezi v o ; znalost v3ech redlnych bodu
kvadriky podle pfedchazejiciho staéi k uréeni nadrovin ¢ , o . Jeito H
je jediny bod pfimky AB konjugovany s H a jeito H neleii v o,
nema (m — 2)-rozmérny linedrni podprostor v sirsim smyslu P,_,,
ktery je prinikem nadrovin p a ¢, spole¢ného bodu s pfimkou AB,
a spojeni P, _, s bodem C je nadrovina, kterd je patrné polirni nad-
rovinou uvazovaného bodu 4 .

Znime-li polaritu vzhledem ke Q,_,, je tim uréena jednoznaéné
az na libovolny ¢iselny faktor ¢ + 0 vytvorujici kvadratickd forma f,
a tedy i piislusna bilinearni forma f. Nebot pfedevsim je polaritou
urcen pojem ar. base polarni vzhledem k f, . Je-li (100.1) takové ar.
base, plati (100.5), takZe rovnice poldrni nadroviny bodu {4 + 4, +
+ ...+ A4,} je exy + £, + ... + epx, = 0, z EehoZ plyne podle
(100.4), ze skuteéné je f, uréena aZ na &iselny faktor.

Je-li kvadrika Q,,_, prostoru P, vytvofena kvadratickou formou f,
a je-li K = {L} kolinedrni zobrazeni prostoru P, na prostor P,
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potom existuje kvadratickd forma g, tak, Ze pro kaidy ar. bod X
prostoru P, je g,(LX) = f,(X); piSeme stru¢né g, = Lf, . Kvadra-
tickd forma g, vytvofuje kvadriku Q,,_, prostoru P, . Je-li dina
pouze kvadrika Q,_, a kolinedrni zobrazeni K , jsou kvadratické
formy f,, g, a isomorfismus L uréeny pouze aZ na &iselny faktor
¢ # 0, kvadrika Q[,_, je vSak uréena jednoznaéné a je-i Q,_,
orientovana, potom této orientaci odpovidd zcela urditd orientace
kvadriky Q,,_, . Pravime, ze Q,,_, prejde pfi kolinedrnim zobrazeni K
v Q,,_,, coi tedy znamend, Ze nejen obrazy viech reilnych bodd
kvadriky Q,,_, pfi kolinearnim zobrazeni K vyplni mnoZinu viech
redlnych bodi kvadriky Q;,_,, nybrz, Ze také obrazy viech realnych
i imagindrnich bodu kvadriky Q,,_, pfi komplexnim rozsifeni koline-
arniho zobrazeni K vyplni mnoZinu v3ech redlnych i imaginarnich
bodt kvadriky Q,,_,. Vime-li pouze, Ze mnozina v3ech reilnych
bodi kvadriky Q,,_, mé pii kolinedrnim zobrazeni K za obraz mno-
Zzinu vech reilnych boda kvadriky Q/,_,, miZeme podle pfedchaze-
jiciho tvrdit, Ze Q,_, piejde v Q,,_, v tom piipadé, Ze Q,_, (a tudiz
také Q.,_,) je bodové reilnd.

V ¢élanku 100 jsme definovali pojem nulity a signatury kvadratické
formy f, nejprve vzhledem k uréité polarni ar. basi, ale ve vétach
100.3 a 100.6 jsme poznali, Ze pojmy nulity a signatury jsou nezivislé
na volbé polirni ar. base. Dile vime, Ze pii prechodu od formy f,
k formé c¢f, (¢ + 0) nulita se neméni, a signatura (p, ¢) se neméni pfi
¢ > 0 a pfejde v signaturu (g, p) pfi ¢ << 0. Proto jsme jiz na str. 122
zavedli vyrazy nulita kvadriky a signatura orientované kvadriky.
Je Gdelné rozumét signaturou neortentované kvadriky obvyklou dvojici
(p,q) s tou dohodou, Ze tentokrat nezileZi na pofadi obou disel,
ze kterych se dvojice skladd; miZeme také pro jasnost mluvit o ne-
orientované signatuse.

Vira 101.1. Jestlife (orientovand) kvadrika Q.,_, prostoru P,, pfi
kolinedrnim zobrazeni K pFejde v (orientovanou) kvadriku Q,,_, pros-
toru P, , maji Qu_, a Q)._, 0bé touZ nulitu a tou? signaturu. Béii tu
(a stejné i v nasledujici vété) vlastné o dvé véty, z nichz v prvé uza-
vorkovand slova se ¢tou, ve druhé se vynechaji. Spravnost obou vét

je zfejma. /
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VETA 101.2. JestliZe nulita i signatura jsou stejné jak pro (orientova-
nou) kvadriku Q,_, prostoru P, , tak i pro (orientovanou) kvadriku
Q.,_, prostoru P, , existuje kolinedrni zobrazeni K prostoru P, , pfi
kterém Q,._, prejde v Q,,_, .

Dogaz. Budiz Q,,_, vytvofena kvadratickou formou f,, Q. _,
kvadratickou formou g,. (Je-li Q,_; orientovdna, volime ovSem f,
tak, aby bylo f,(X) > 0 pro body {X} kladné vzhledem ke Q,_,
a podobné volime téz g, ; neni-li Q,_, orientovana, volime f,, g, tak,
aby jejich signatury (p,q) byly stejné i co do poradi Cisel p,q.
Zvolme ar. basi (100.1) prostoru P,, polarni vzhledem k f, a budiz

(101.1) B,,B,,..., B,
ar. base prostoru P,, polarni vzhledem ke g, . Budiz

e = fa(4,), 7, = ¢s(B,) pro 0 é r é m.

Jeito f, a g, maji podle predpokladu obé touz nulitu i touz signaturu,
potom po piipadné zméné pofadi ar. boda (100.1), kterou nebudeme
explicitné vyznacovat!), bude 5, = 0 pro pravé ty indexy r, pro které
e =0, a g7, > 0 pro ostatni indexy » (0 < r < m). Budou tedy
existovat éisla ¢, + O tak, Ze

(101.2) & =1y, pro 0<r<m.
Nyni pro
_ X =x,4) + ... + x,4,,, Y =y, By + ... + YnBn
je
foX) = ea? + ... + en2h,, 92(Y) = 1Yo + -« + NmYm
a podle (101.2) rovnice

(101.3) L4, =tB,, LA, =tB,,...,LA, =t,B,
urduji isomorfismus L , pii kterém Lf, = g, , takZe kolinedrni zobrazenl
K = {L} ma Zadanou vlastnost.

Z vét 100.3 a 101.1 plyne, Ze jestlize kvadrika Q,,_, pfi kolinedrnim
zobrazeni pfejde v kvadriku Q,,_,, potom je-li Q,_, regularni,
je také Q,,_, regularni; je-li Q,,_, singularni, je také Q.,_, singularni

1) Je ucelné si zde vSimnout, %e je-li. na pi. fo(A4,) . g2(By) > 0, miZeme po-
nechat 4, v potadi prvnim.
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a dimense vrcholi obou kvadrik jsou si rovny. Mimo to je ziejmé, Ze
obrazem regularniho bodu kvadriky Q, _, je regularni bod kvadriky
Q,._, , obrazem singuldrniho bodu singuldrni bod.

Signaturou kvadriky Q,,_, vzhledem k bodu A , ktery nelezina Q,,_, ,
rozumime signaturu (p,q), kterd odpovidad té orientaci kvadriky
Q.n_1, Pri které bod A je kladny. Jestlize p = ¢, md Q,,_, stejnou
orientaci vzhledem ke viem bodum X , které nelezi na Q,,_, , jestlize
vlak p # ¢, je signatura vzhledem k nékterym X rovna (p, q), vzhle-
dem k ostatnim X rovna (g, p). Jest'ize pfi kolinedrnim zobrazeni
K ptejde kvadrika Q,,_, prostoru P, v kvadriku Q,,_, prostoru P,,
a jestlize KA = B, pii ¢emz bod 4 ndleii na Q,_, (a tedy B nelezi
na Q,,_,) potom podle véty 101 je signatura kvadriky Q,,_, vzhledem
k bodu A4 rovna signatute kvadriky Q.,_, vzhledem k bodu B . Obra-
cené plati

VETA 101.3. Necht bod A prostoru P,, leZl mimo kvadriku Q. _,
tohoto prostoru; mecht bod B prostoru P, lei mimo kvadriku Q,._,
prostoru P,, ; mecht obé kvadriky maji tou? nulitu a necht signatura
kvadriky Q,._, vzhledem k bodu A je rovna signatufe kvadriky Q,,_,
vzhledem k bodu B . Potom existuje kolinedrni zobrazeni K prostoru P,
na prostor P,, , pfi kterém Q,,_, prejde v Q,,_, a obrazem bodu A je
bod B .

Duxaz plyne z dikazu véty 101.2, pfihlédneme-li k poznidmce pod
¢arou u tohoto dikazu.

VETA 101.4. Necht kvadrika Q,,_, prostoru P, a kvadrika Q,_,
prostoru P,, maji obé tous nulitu a touf signaturu. Je-li H requldrni bod
kvadriky Q,._, a je-li H' requldrni bod kvadriky Q.,_, , existuje koline-
drni zobrazeni prostoru P, na prostor P, , pFi kierém Q,,_, prejde v Q,,_,
a obrazem bodu H je bod H'.

DUkaAz rozdélime na dvé asti. I. Jezto H je regulirni bod pro
Q.._1, lze jim vést seénu kvadriky Q,,_, , jejiZ druhy priseéik s Q,,_,
oznaéme K . Zvolme na piimee HK dalii dva body 4,, 4, tak, aby
H K, A,, A, byla harmonicka &tvefice. Potom ani 4,, ani 4,
nelezi na Q,,_, a bod 4, lezi v polarni nadroviné bodu A, vzhledem
ke Q,,_, . Ar. zastupce muZeme volit tak, Ze

(101.4) H=A4,+ A4, K=4,—4,.
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Je-li nejprve m > 2, lezi A, v polarni nadroviné g bodu 4, vzhledem
kb Q,._, , nelezi véak na kvadrice Q,,_, , ktera je prinikem o5 Q,,_, .
Proto podle véty 100.2 aplikované na Q,,_, lze udat polarni ar. basi
pro Q,._, obsahujici 4, a piipojime-li 4,, dostaneme polarni ar. basi

(101.5) Ay, A,y ey An

pro Q,._, . Je-li snad m = 1, potom ov3em ar. body 4,, 4, samy
tvoii uZ polarni” basi (101.5). Je-li Q,_, vytvofena kvadratickou
formou f, a je-li
&, = fy(4,) pro 0<r=<m,
potom pro
X =24+ 2,4, + ... + 2,4
je
(101.6) foX) = €2} + 2% + ... + e, .
Jeito prisediky p¥imky 4,4, s kvadrikou Q,,_, jsou (101.4), je
(101.7) g =—¢ F0.

II. Podobné je-li Q,,_, vytvofena kvadratickou formou g, , existuje
polarni ar. base

By,B,,...,B,
pro Q,._, tak, Ze
(101.8) H =B, + B,
a Ze pro
) Y =yBy + 4181 + ... + YmBnm
je

9:Y) = neys + MY + -0 + Nl -

Pii tom maji f,, g, obé touZ nulitu a (jestliZe v piipadé potfeby g,
zaménime za — ¢,) také touZz signaturu. Mimo to

a jestlize v piipadé potfeby vyménime B, a B,, coZ nemé vlivu
na platnost rovnice (101.8), je

£ >0, &7, > 0.
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Po pripadné zméné pofadi ar. bodu B, , ..., B, bude potom pro kazdé
r (0 < 7 < m) budto ¢,7, > 0 nebo ¢, = 7, = 0, takie existuji &isla
t, + O tak, Ze plati (101.2), naéez rovnice (101.3) uréuji isomorfismus
L, pii kterém Lf, = ¢,, takZe kolineace K = {L} pfevidi Q,_,
v Q;._; . Mimo to podle (101.7) a (101.9) miZeme predpoklddat, ze
t, = t, , takZe podle (101.4) a (101.8) je K{H} = {H'} .

V dosavadnich uvahich tohoto ¢lanku byly P,, a P, dva zcela libo-
volné m-rozmérné projektivni prostory. Mize se ovSem stat, Ze P, =
= P,,. V tomto pfipadé muZe zejména byt také Qn._, = Q._,,
naceZ véta 101.4 pravi, Ze jsou-li H , ' kterékoli dva body kvadriky
Q,._, , existuje kolineace K prostoru P,, pfevadéjici Q,,_, vsamu sebe,
pii které obrazem bodu H je bod H’. Véta 101.3 nas vede k této defi-
nici. Jestlize v signatufe (p, q) je p + ¢, nazveme kladnou tu orientaci
kvadriky Q,,_,, pfi které je p > q; nazveme vnéjskem kvadriky
Q...., mnozinu viech bodu kladnych a vnitfkem mnozinu boda zapor-
nych pii kladné orientaci. Potom véta 101.3 pravi, Ze jestlize oba body
A , B lezi mimo kvadriku Q,,_, , potom existuje kolineace K prostoru
P,, prevadéjici Q,,_, v samu sebe, pfi které obrazem bodu 4 je bod B,
pravé kdyz budto oba body A , B lezi vné nebo oba lezi uvnitt Q,_, .
Jestlize v8ak v signatufe je p = ¢, potom takova definice vnitiku
a vnéjsku kvadriky selie a jsou-li 4, B dva zcela libovolné body
prostoru P, mimo Q,,_,, vidy existuje kolineace K prostoru P,
prevadéjici Q,,_, v sebe samu, p¥i které obrazem bodu A4 je bod B.

MuzZe se také stati, e prostor P, = P, je dualni k prostoru P,,.
Zde je zvlasts dulezity ptipad, Ze Q,,—, je reguldrni kvadrika a ie K
je polarita vzhledem ke Q,,—,, takie Q,, -, = Q.-, je dualisace
kvadriky Q,,—, . Z véty 101.1 plyne, Ze reguldrni kvadrika Q. -, a jeji
dualisace Q,,_, maji ob¥ touf signaturu. Jestlize Q,,_, je orientovana,
potom pravé vyslovens véta plati s tou dohodou, ze je tfeba Q,,_,
orientovat souhlasnés Q,,—, , t. j. tak, aby poldrni nadrovina p bodu 4
leziciho mimo Q,,_, byla kladna, pravé kdyz bod 4 je kladny. Takova
dohoda je ostatné ulelnd pouze pro m => 2. Jeli m =1 a je-li Q
bodové realnd a regularni, skladd se Q, ze dvou riznych realnych
bodi, dualisace Q, se skladd4 z tychz dvou bodu a pres to orientace Q0 ,
kterda by podle vyslovené definice byla souhlasnd s danou orientaci
Pro Q, , je jak se snadno zjisti, k ni opaénd.

132



102. PRUNIK KVADRIKY S NADROVINOU; ELIPTICKE
KVADRIKY. Tento ¢linek obsahuje pouze nékteré dopliiky k obsahu
predchézejiciho &lanku, v podstaté dvojiho druhu. Nejprve si polozime
otazku, jaky je priunik kvadriky s nadrovinou, pfi éemZ se v textu
omezime na regularni kvadriky. Pfipad singuldrnich kvadrik necht
probere ¢tenaf sam opiraje se o pojem perspektivy n(Q,._,) singuldrni
kvadriky Q,,_, .

VEra 102.1. Nech! nadrovina o neni tenou nadrovinow reguldrni
kvadriky Q,_, (m = 2). Potom g protne Q,_, v requldrni Q. _;.
Orientujeme-li Q,,_, tak, aby pél A nadroviny ¢ byl kladng a je-li
(p, q) signatura kvadriky Qn_,, je p > 0 a signatura kvadriky Qm,_,
je rovna (p—1,4q).

DUERAz. Jeito p neni teénou nadrovinou, lezi jejipél mimo Q,,_, ,
takZe podle véty 100.2 existuje polarni ar.base (100.1) tak, Ze {4y}
je pol nadroviny o . Z vytvofujici formy (100.4) kvadriky Q. _,
vznikne potom vytvorujici forma kvadriky Q,,_, , poloZime-liz, = 0 .
Z toho plyne spravnost véty podle definice signatury.

VEra 102.2. Budiz H bod reguldrni kvadriky Q,,_, (m = 2). (H pied-
pokladame redlny, takie Q,_, je bodové redlna.) Tend nadrovina g
v bodé H protne Q,,_, v kvadrice Q,,_, , kterd md I za jeding singuldrni
bod. Je-li (p , q) signatura kvadriky Q,,_,,je p > 0, q¢ > 0 a signatura
kvadriky Q... je rovna (p—1,q—1).

Dtxaz. Podle ¢asti I diukazu véty 101.4 existuje polarnf ar. base
(100.1) pro Q,_, tak, ze H =4, + 4, . Podle (101.6) je potom
%, 3 z, = 0 rovnice nadroviny p a podle (101.6)a (101.7) pro &y + z, =
=0 je fy(X) = ea; + ... + eqx%,, z CehoZ plyne sprivnost véty
podle definice signatury.

Eliptickou kvadrikou nazveme takovou kvadriku Q. _,, jejiz ne-
orientovana signatura ma tvar (p, 1), kde p > 1. Podle vét 99.3
a 100.5 eliptick4a kvadrika je bodové reidlna; pedle (100.6) je m = 2.
Orientované signatura je rovna (p, 1), je-li Q, _, kladné orientovina.

Pozndmka 1. Podle véty 100.7 singuldrni Q,, ., je elipticka, pravé
kdyz jeji perspektiva n(Q,,_,), ktera je regularni kvadrikou, je elip-
tickd. V dusledku toho vlastnosti singularnich eliptickych kvadrik
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jsou snadnym disledkem vlastnosti regularnich eliptickych kvadrik,
na které se proto miZeme omezit.

Pozndmka 2. Je-li Q,_, regularni eliptickd kvadrika, je také jeji
dualisace Q,,, elipticka, jezto, jak vime, Q,_, a Q,._, maji obé tous
signaturu.

VEra 102.3. Telnd nadrovina o reguldrni kvadriky Q,,_, (m > 2)
v jejim bodé H nemd s kvadrikou mimo H Zadny jing rediny bod spoleinyj,
pravé kdyZ Q,,_, je eliptickd.

DUgkaz. Je-li Q,_, prinik ¢ s Q,,_, a ma-li Q,,_, signaturu (p, q),
kde p > q, potom podle véty 102.2 je ¢ > 1 a Q,,_, mi signaturu
{p—1,q9—1). Neni-li Q,_, elipticka, je Q,,_, bodové reilnd podle
vét 99.3 a 100.5; je-li Q,,_, elipticka, je Q,,_, podle tychz vét formdlné
realna. Z toho plyne sprivnost nasi véty, jeito Q._, ma podle véty
102.2 jediny singuldrni bod H .

VETa 102.4. V prostoru P, (m = 2) budi dina reguldrni kvadrika
Qn_, a mimo ni bod A . Je-li Q,,_, eliptickd a je-li A jejim vnitFnim
bodem, je kaZdd pFimka jdouct bodem A seénou kvadriky Q.._, . Obrd-
cend, jestlize kaZdd pfimka jdouci bodem A je seCnoukvadriky Q.. _,,
je Qn_, eliptickd a A je jejim vnitFnim bodem.

Dtxaz. Budiz (p, q) signatura Q,,_, vzhledem k bodu A, takie 4
je kladny vzhledem ke Q,,_,, a budiZ p polarni nadrovina bodu 4 ,
ktera neprochazi bodem A, takie kazd4 pfimka jdouci bodem A4
ma s o pravé jeden spoleény bod. Podle véty 102.1 je p > 0, Q,._,
protne ¢ v regulirni Q, _, a signatura Q,_, (v orientaci souhlasné
s orientaci zvolenou pro Q,,_,)jerovna (p —1,q).Jelinynip =1,
je kazdy bod X nadroviny g zdporny vzhledem ke Q,_, a podle véty

5 je pfimka A X se¢énou kvadriky Q,,_, . Je-li v3ak p > 2, existuje
v o bod X kladny vzhledemke Q,,_,, a jezto 4 a X jsou konjugovany
vzhledem ke Q,,_, , je pifimka A X podle véty 99.6 nesetnou kvadriky
Q.._.- Snadno se v3ak dokaze, Ze je p = 1, pravé kdyz Q,,_, je eliptic-
ka a zaroveti 4 je jejim vnitinim bodem.

VEra 102.5. Budif Q,,_, eliptickd kvadrika prostoru P, (m 2> 3)
a budiZ ¢ nadrovina, kterd neni teénou nadrovinou pro Q,,_, . Jestlize pil
A nadroviny o leZi uvnitf Q,,_, , leZi vdecky body nadroviny p vné Q. _, ,
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takie Q,,_, nemd s p Zddny spoleényj bod. Jestlize véak A leZi vné Q,,_, ,
protne ¢ kvadriku Qn_, v eliptické Q,,_, . Spravnost této véty je bez-
prostiednim dtsledkem tvah provedenych v pfedchdzejicim dikaze.

103. KUZELOSECKY. Nazev Fkufelosetka dime bodové reilné
regularni kvadrice Q, projektivni roviny P, . Obecné, je-li Q, kvadrika
roviny P, s nulitou » a signaturou (p, ¢) , pfi éemz muzeme (neni-li
pro Q, pfedepsina orientace) pfedpoklidat,ze p > ¢, je podle (100.6)
n+p+g=3ajeito n < 2, mame celkem pét moznych piipadi:

(1) n:2r PZI: ‘ZZO,
(2) n=1, p:‘?‘y qZO:
(4) n=0, p=3, ¢q=0;
(6] n=0, p=2, g=1.

Z predchdazejicich vyklada je patrné: v piipadé (1) je Q, dvojnasobna
pfimka; v piipadé (2) se Q, sklidd ze dvou komplexné sdruZenych
imaginarnich pfimek, které se protnou v jediném realném bodé kvad-
riky Q, ; v pfipadé (3) se Q, sklida ze dvou ruznych realnych primek;
v pfipadé (4) je Q, reguldrni a formalné realnd, nemd tudiz viubec Zidny
realny bod; v pfipadé (5) je Q, kuZelosecka. Tedy kuZelosedky jsou
totozné s eliptickymi kvadrikami dvojrozmérného prostoru P, a bod
roviny P, , ktery neleZi na kuZeloseéce Q, , leZi budto uvnitf nebo vné
Q.. Z véty 102.4 plyne, Zze primka, kterd obsahuje bod leZici wvnitf
kutelosetky Q, , je jeji seénou. Ztoho plyne jednak,ze kaZdy bod teény
s jedinou vyjimkou bodu dotyku leZi vné kuZeloselky a Ze kaidd neseéna
le#i celd vné kuZeloseCky. O seénach plyne z poznamky na konci élanku
99, Ze jsou-li H , K praseliky setny P, s kuZeloseCkou Q. , leZi z obou
intervala HK aZ na body H, K samy jeden uvnitf a druhy vné kuelo-
sebky. Jezto signatura kuzelosedky Q, pfi kladné orientaci je (2,1),
Je patrné, ze je-li A,, 4,, A, ar. base polarni vzhledem ke Q,, lezi
jeden ze tfi bodd 4,, 4,, A, uvniti Q, , ostatni dva vné Q, . Z toho
plyne podle vét 99.6 a 100.2, Ze pdl seény vzhledem ke kuZeloseéce Q,
lezi vné€ Q, , pdl nesebny uvnitf Q, . °

Vidéli jsme, Ze bodem danym uvnitf kuZelosecky neprochéz{ zddna
realnd teéna kuZelosetky. Naproti tomu bodem 4 danym vné kuzelo-
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seCky Q, prochizeji dvé rizné realné tecny ¢, , ¢, (jejich body dotyku
jsou priseciky Q, s polarou bodu A); tyto dvé teény rozdéli svazek
pfimek n(4 ; P,) na dva intervaly ¢,t,, z nichi prvy obsahuje seény
a druhy nesedény kuZelosedky.

VETa 103.1. BudteZ A, , 4, dva rizné body na kuZelosebce Q, a budtez
8, , t, teCny ke Q, v téchio bodech. Libovolnd pfimka p svazku n(A4, , P,)
riznd od t, ¢ od A, A, protne Q, v uréitém bodé X rizném od A, i od A, ;
budiZ potom ¢(p) pFimka A,X svazku n(A4,; P,}; mimo to budif jesté
q(t) = 4,4, , ¢(A,4,) = t,. Potom je ¢ projektivni zobrazeni svazku
n(4, ; P;) na svazek a(4,; P,) .

DUkaz. Budiz 4, prisedik teden ¢, , t, . Je-li Q, vytvafena kvadra-
tickou formou f, a je-li f pFislusna bilineirni forma, je ziejmé f,(4,) =
=f(4,) =0, [(4y, 4)) =[(4y, 4,) =0, ale [(4,,4,) 0,
f2(4,) # 0 a muZeme piedpokladat, Ze f(A4,, 4,) = 4, nafez pro
X =204y + 2,4, + 2,4, je [,(X) = zx,—cat, kde ¢ + 0. Staéi
dokazat, Ze jestlize pfimka p spojuje bod 4, s bodem sA, + t4,,
potom primka ¢(p) spojuje bod 4, s bodem {4, + csA, ; coz se snadno
verifikuje jak pro s = 0, tak i pro ¢t = 0 a pro st + 0 plyne z toho,
e obé ptimky p , ¢(p) obsahuji bod X = std, + cs*4, + 24, , ktery
lezi na Q, , jeito fo(X) = 0.

Obracené plati:

VEra 103.2. Budtez 4, , A, dva rizné body v roviné P, a budiZ dino
projektivnd zobrazeni ¢ svazku pFimek =(A,; P,) ma svazek primek
a(A,; Py, pft kterém spoleénd pfimka A A, meni svym vlastnim
obrazem. Potom existuje kuZelosecka Q, , kterd obsahuje bod A, , bod A,
a mimo to jefté prdvé ty body, kieré jsou praseéiky primek p, ¢(p),
kde p + A\A,, ¢(p) + A, 4,. Jsou-li t,, t, teény kuZeloselky Q,
v bodech 4,, A, ,jeg(t) = 4,4,, ¢(4,4,) = t,.

Doxaz. Existuje bod A4, tak, ze A, nelezi na piimce 4,4, a zZe
o(d,4,) =- A, 4,, ¢(d,4,) = 4,4, . Dile je patrné, ze existuje &islo
¢ * O tak, Ze jestliZe pfimka p spojuje bod 4, s bodem sd, + t4,,
potom piimka ¢(p) spojuje bod 4, s bodem td4, + csA, . Snadno se
nahlédne, Ze kvadraticka forma f, , pro kterou pfi X = %4, + x,4, +
+ z,4, je [y(X) = zx, — cx}, vytvofuje kuZelosecku Q,, kterd
mé viecky Zadané vlastnosti.
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Je-li nyni ddna kuZeloseéka Q, v roviné P, a kuZelosedka Q) v roviné
P, a zobrazeni y kuZelosecky Q, na kuZeloseku Q; , zvolme libovolns
bod 4, na Q, a bod 4, na Q; a oznadme ¢ to (zfejmé pfi dané volbs
bodt A4, , A, jednoznaind uréené) zobrazeni svazku (4, ; P,) na sva-
zek n(A;; P,), pii kterém pro kazdou polohu bodu X na Q, pro
X' = p(X) je ¢(4,X) = 4,X’, kde pro X = A, znamens 4,X teénu
ke Q, v bodé 4,, pro X’ = A, znameni 4;X’ teénu ke Q; . Je-li
zobrazeni @ projektivni, pravime, Ze v je projekitvni zobrazeni kuzelo-
sefky Q, na kufelosetku Q; . Ze pti tom nezileZi na volb& pomocnych
bodu A4, , 4, splyne z véty 103.1. Nasledujici tti véty jsou zfejmé:

VETA 103.3. Je-li y, projektivni zobrazeni kuZelosetky Q, na kufelo-
seélw Q, a je-li vy, projektivni 20brazeni kuZelosecky Q, na kuelosecku
Q; , potom sloené zobrazeni v, oy, je projektivni zobrazeni kuZeloseCky
Q, na kuZeloseéku Q .

VETA 103.4. Zobrazeni inversni k projektivnimu zobrazeni kuZeloseéky
na kuzeloseCku je rovnés projektivni.

Viira 103.5. Necht pfi kolinedrnim zobrazeni K roviny P, na rovinu
P, pfejde kuZelosecka Q, v kuZelosetku Q. Potom parcidlni zobrazent
K | Q, kuzelosecky Q, na kufelosetku Q, je projektivni.

Zvlastnim pfipadem véty 103.5 je

VETA 103.6. Jestlize kaZdému bodu X ma kuieloselce Q, pfirfadime
tebnu ke Q, v bodé X , venikne projektivni zobrazeni kuZeloseCky Q,
na jeji dualisacs.

VEra 103.7. Jsou-li A,, A,, A, tFi razné body na kuZeloselce Q,
a jsou-li B,, B,, B, tfi rizné body na kufelosece Q, , existuje prdvé
jedno projektivni zobrazeni vy kufeloselky Q, na kuZelosetku Q;, pfi
kterém y(A,) = B, pro r =1, 2, 3. Tato véta je snadnym disledkem
obdobné véty o projektivnim zobrazeni piimky na pfimku, kterd
je zvladtnim pfipadem (m = 1) véty 79.6.

VETA 103.8. Budif vy projektivni zobrazeni kufeloselky Q, v roviné P,
na kuseloselku Q, v roviné P, . Potom existuje prdvé jedno kolinedrni
zobrazeni K roviny P, na rovinu P, tak, %e parcidlni zobrazeni K | Q,
splyne s danym zobrazenim vy .
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DuUraz. Piedpokladejme nejprve, Ze kolinedrni zobrazeni K existuje
a dokazme, Ze je jednoznaéné urteno. Za tim tcelem zvolme na Qy
tii rdzné body A4,, 4,, A; a poloime B, = y(4,), B, =v(4,),
B, = y(4,), takZe B,, B,, B, jsou t¥i rtizné body na Q, . Déle budiz
A, prusetik teden ke Q, v bodech 4,, 4,; B, budiZ prasedik teden
ke Q, v bodech B,, B,. Je patrné, Ze existuje-li K, je B, = KA,
(0 < r < 3). Dale je viak patrné, ze body A,, 4,, 4,, 4, tvoii
g. basi pro P, a 7e body B, , B,, B,, B, tvoti g. basi pro P, . Jedno-
znatnost K plyne nyni z véty 79.6. Z téze véty vsak plyne také, Ze
existuje kolinedrni zobrazeni K roviny P,, pfi kterém B, = KA4,
(0 < r < 3). Je tieba ukdzat, Ze potom parcialni zobrazeni K | Q,
splyne se zobrazenim y . K tomu cili vak staéi odvodit, Ze Q, pii K
ptejde v Q; , nebot potom K | Q, je projektivni zobrazeni Q, na Q;,
které splyne sy podle véty 103.7. AvSak [viz (79.3)] ar. zastupce uvazo-
vanych g. bodi lze volit tak, aby bylo

(103.1) A, =A4,+ A, + 4,; B,=B,+ B, + B,,
natez K = {L}, kde

(103.2) LA, =B, pro 0<r<3.
Avsak jako pii dukazu véty 103.1 vidime, Ze existuji &isla ¢, + 0,
¢, + 0 tak, Ze Q, je vytvorena kvadratickou formou f, a Q; kvadra-
tickou formou g, , jestlize pro X = x4, + 2,4, + 2,4, je f(X) =
= x,@, —c,xg a pro ¥ =y, By + y,.B) 4 9.B; je 9.(Y) = y,y2— ¢ -
Jezto viak A, lezi na Q, a B, lezi na Q,, plyne ze (103.1), Ze ¢, =
= ¢, = 1, takie f,(X) = 2@, — 2], g.(X) = g1y, — ¥y a ze (103.2)
plyne, Ze obrazem Q, pfi K je Q; .

Jsoulid,, 4,, 4, , A, étyfi rizné body na kuzelosetece Q, , definu-
jeme jejich dvojpomér

(1033) (Al ’ A2 ’ A3 ’ A4 ) Ql)
tak, Ze zvolime libovolné pomocny bod C na Q, a definujeme (103.3)
jako dvojpomér &tyt (zfejmé navzdjem raznych) piimek C4,, C4,,
CA,, CA, svazku a(C; P,). Jestlize snad C = A, pro nékteré r
(1 < r < 4),znamena CA4, tetnu ke Q, vbodé C . Na volbé pomocného
bodu C pii tom nezdleii, jak plyne z vét 86.1 a 103.1. Z tychZ vét
je patrné, Ze plati
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VETA 103.9. Jsou-li A, , A,, A, , A, &yFi razné body na kuZeloselce
Q, a jsou-li By, B,, By, B, &tyfi rizné body na kuZelosedce Q; , potom
existuje projektivni zobrazeni Q, ma Qp, pit kterém A, , A,, 4,, A,
v daném poradi maji obrazy B, , B, , By, B, , prdvé kdyZ

(Aqu:Aa»A.;;Ql):(B1,Bz’Ba:B4;Q1)~

Stejné jako pojem dvojpoméru se da pfenést z piimky na kuZelo-
secku pojem intervalu. Jsou-li A , B dva rizné body na kuZelosetce Q, ,
potom intervalem AB na @, rozumime mnozinu téch bodd X na Q,,
pro které pfi libovolné zvoleném C na Q, pfimky CX tvoti ve svazku
n(C; P,) interval s krajnimi p¥imkami CA, CB; pro C = X opét
piimkou CX rozumime teénu ke Q, v bodé C . Zase je jasné, Ze neza-
lezi na volbé pomocného bodu C a Ze pfi danych 4 , B kuZelosetka Q,
se skldd4 z pravé dvou intervalt 4B , které maji spole¢né pouze body
A, B, pfi ¢emiZ (viz vétu 78.1), jsou-li C, ; C; dva body na Q, rtizné
navzajem a rizné od 4 i od B, nalezeji oba body C,, C, do téhoz
intervalu na Q, , pravé kdyz dvojpomér (4 , B, C,, C,; Q,) je kladny.
V dasledku toho je moZné uZit nésledujici véty ke geometrické inter-
pretaci pojmu intervalu na kuZeloseéce.

VETrA 103.10. Jsou-li A , B, C, D &yfi riizné body na kuZeloseice Q, ,
leZ{ priseéik H pfimek AB, CD mimo Q, . Lezi-lt H vné Q. , je dvoj-
pomér (A, B,C,D;Q,) kladng, lefi-li H uvnitF Q,, je tento dvoj-
pomér zdporny.

Dioxraz véty 103.10 provedeme aZ v nasledujicim ¢lanku (str. 142).

104. PROJEKTIVITY A INVOLUCE NA KUZELOSECCE. Projek-
tivitou na kuZelosedce Q, rozumime projektivni zobrazeni kuzelosecky
Q, na touz kuzelosecku Q, . Z definice je patrné, ze theorie projektivit
na kuzelosedce je v podstaté totoind s theorii projektivit na piimce
v tom smyslu, Ze kaZda véta jedné theorie vede takika automaticky
k piislusné vété theorie druhé. Avsakadkoli jsme theorii projektivit
na piimee uz probirali, je nicméné ucelné zdrzet se trochu i u theorie
projektivit na kuZelosecce, jeZto nékteré pojmy této theorie (zejména
pojem involuce) jsou geometricky nazorné;jsi nez piislusné véty z theorie
projektivit na pfimce.

V celém ¢lanku pfedpoklidame, Ze v roving P, je dana uréitd kuZelo-
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selka Q, . Podle vét 103.5 a 103.8 mame vzdjemné jednoznaény vztah
mezi projektivitami ¢ na Q, na jedné strané a kolineacemi K v P,
na strané druhé, pfi ¢éemZz kolineaci K se pfedpoklads, Ze pievadi
kuzelosetku Q, v touz kuZelosetku Q,. Predpoklidejme nejprve, Ze
je dana uréita y a tedyiurditad K . Je tidelné nazirat na obé transfor-
mace tak, Ze se vztahuji nejen na realné, nybrz i na imaginarni body.
Je ziejmé, Ze transformace y je identickd, pravé kdyz K je iden-
tickd. Vyloudime-li tento pfipad, mame dvé moznosti: projektivita ¢
je budto parabolickd s jedinym (nutné redlnym) samodruznym bodem,
nebo y je neparabolickd se dvéma riznymi (redlnymi nebo imaginar-
nimi) samodruznymi body; neparabolickd projektivita y pak je budto
hyperbolickd (s redlnymi samodruznymi body) nebo eliptickd (s ima-
gindrnimi komplexné sdruzenymi samodruznymi body).

Predpokladejme nejprve, Ze projektivita v na kuZeloseéce Q, je
parabolickd se samodruznym bodem H . Ziejmé je bod H samodruz-
nym i pro pfislusnou kolineaci K roviny P, . Dokazeme, ze H je jedingm
samodruznym bodem pro kolineaci K . Za tim uéelem predpokladejme,
ze existuje bod H’ + H samodruiny pfi K a nejprve uliiime pied-
poklad, Ze pfimka HH' je ruzna od teény ¢t ke Q, v bodé¢ H . Potom
viak piimka HH’' je samodruina pii K a protne Q, v bodé rizném
od H a opét samodruzném pii K , tedy samodruiném i pfi o, coz je
v8ak nemozné. Jestlize bod H’ lezi na teéné ¢, potom jeho polara
vzhledem ke Q, je samodruZnd pfi K , je riznd od ¢ a prochdzi bodem
H , coi se pravé uz ukdzalo nemoznym.

Piedpokladejme za druhé, Ze projektivita y na kuZeloseice Q,
je neparabolicka se dvéma riznymi (redlnymi nebo imaginarnimi)
samodruznymi body H, , H, . Zfejmé jsou body H, , H, samodruiné
i pro piisludnou kolineaci K . Dale je pfi K samodruzna také pfimka
h = H,H, a samodruzny pii K je i pdl H, pfimky % vzhledem ke Q, .
Casti kolineace K je projektivita ¢ = K | b na pfimee A, kterd ma
samodruzné body H,, H,. Jsou nyni dvé moznosti. Budto projekti-
vita g je identita, nacez kaZdy bod p¥imky % je samodruzny pfi kolineaci
K ; nebo ¢ neni identita, nacez mimo body H, , H, Zddny bod pfimky
h neni samodruzny pfi K . V kazdém pFipadé pak plati, ze jestlize bod
C # H nelezi na pfimce » , nemtze C byt samodruzny pfi K . Nebot
je-li C + H samodruiny bod pii K , nemuze C lezet zdroveil na obou
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ptimkdch HH, , HH, ; pro uréitost necht C nelezi na pfimce HH, .
Potom piimka H,C je samodruzna pii K a protne Q, vbodé C, + H, ,
ktery je zfejmé samodruzny pii K . Jestlize nyni C neleZi na pfimce % ,
je také Cy, + H,. Mame tedy na kuZelosedce @, tfi rtizné body H, ,
H,, C, samodruné pii K a tudif také samodruzné pfi v, z &ehoZ
plyne podle véty 103.7, ze y je identicka transformace kuZelosectky K ,
coZ jsme vSak vyloudili.

Je-li y parabolicka projektivita se samodruznym bodem H , nazveme
stredem projektivity v bod H a osou projektivity w tednu h ke Q, v bodé&
H . Je-li y neparabolicka projektivita se samodruznymi body H,, H,,
nazveme osou projektivity p ptimku H H, a stfedem projektivity vy jeji
pol vzhledem ke Q,. Podle téchto definic ma kazdad neidentickad
projektivita y na kuzelosetce Q, uréity stfed H a uréitou osu % , pfi
demz pfimka & je polirou bodu H vzhledem ke Q, . Déle je patrné:
stfed parabolické projektivity na Q, le{ na Q, a jeji osa je teénou ke Q, ;
stfed hyperbolické projektivity na Q, leZi vné Q, a jeji osa je secnou Q, ;
stred eliptické projektivity na Q, leZi wonité Q, a jeji osa je nesenou Q, .
Mimo to osa parabolické projektivity na Q. je tebnou ke Q, ve svém
jediném samodruiném bod¢; osa neparabolické projektivity na Q, protne
Q, ve svych dvou samodruinijch bodech.

Je-li y neparabolicka projektivita na Q, se samodruznymi body H, ,
H, (realnymi nebo imaginidrnimi), muzZe se stat, jak jsme si vSimli,
Ze kazdy bod piimky h = H H, je samodruzny pfi kolineaci K , takze
K je homologie, osa projektivity & je osou homologie, stied projektivity
H je sttedem homologie. Nastane-li tento ptipad a je-li 4 libovolny
bod na A rizny od H, i od H,, A’ jeho obraz pfi y a tudi i pfi K,
potom podle ¢lanku 84 pfimka HA je samodruZnd, t. j. obraz A’
bodu 4 lezi na ptimce H A ana téze pfimce musi leZet také obraz bodu
A’, ktery tudiz splynes A4 , t. j. y je involuce. Obracené, je-li y involuce
a je-li opét A’ obraz bodu A (H, + 4 + H,), je A obrazem bodu 4’
(oboje nejen pii g, nybrz i pfi K), takZe pfimka A4’ je samodruzna
pii K a protne piimku % , ktera je rovnéZ samodruznd pii K , v bodé C
samodruzném pii K , a jeito H, + C + H,, je kaidy bod pfimky A
samodruzny pii K a v je involuce. Vidime tedy, Ze pojem involuce
na kuZeloseéce ma velmi nazorny smysl, zachyceny v nasledujici véts.

VETA 104.1. LeZi-li bod H mimo kuZeloseéku Q,, je bod H st¥edem
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involuce y na Q, , jejiZ dvojné body (realné nebo imaginarni) jsou body
dotyku teCen ke Q, prochdzejicich bodem H . Tyto dvojné body leZi tedy
na poldfe h bodu H vzhledem ke Q, , kterd je osou involuce v . KaZdd
secna kuZeloselky Q, prochdzejici bodem H protne Q, v dwojici bod%
A, A’ involuce y . Obrdcené, je-li A, A’ dvojice bodd involuce y a je-li
A + A’ , prochdzi pfimka AA’ bodem H . Involuce y je hyperbolickd,
lezi-lv H wonitr Q, , eliptickd, leZi-li H vné Q, .

Z kaidé véty o involucich na pfimce plyne bezprostfedné prisluina
véta o involucich na kuZeloseéce a obricené. Pii tom, jak bylo jiz
poznamenano, pro involuce na kuZelosecce mivaji tyto véty ndzornéjsi
smysl. Tak na pf. vime (viz vétu 87.5), Ze jsou-li 4, B, C, D &tyti
razné body, existuje pravé jedna involuce obsahujici obé dvojice
A, B;C,D.NakuZelosetce je to bezprostiedné patrné z véty 104.1;
je patrné téz, e prisecik H piimek AB, CD je stifedem nagi involuce,
takie tato je hyperbolicka, lezi-li i vné Q, , elipticka, lezi-li H uvniti
Q, . Na druhé strané vime z véty 87.5, Ze dvojpomér (4BCD) je
v hyperbolickém piipadé kladny, v eliptickém zaporny. Porovnime-li
oba vysledky a vsimneme-li si véty 78.1, dostaneme dikaz spravnosti
véty 103.10. Takika samoziejmou se nyni jevi véta 93.3, jejiz drivéjsi
dukaz byl dosti slozity. Jsou-li i , H' sttedy dvou danych involuci
v, v’ na kuZeloseéce Q, a je-lip =+ v’, je také H + H'. Pkéimka HH'
protne Q,, neni-li te¢nou, ve dvou (redlnych nebo imagindrnich)
bodech 4 , B ; a je-li HH' te¢nou pro Q,,budiz 4 = B jeji bod dotyku.
V kazdém piipadé je A4, B spoleéna dvojice obou involuci v, ¢’,
které ani v komplexnim oboru nemayji Zadnou jinou spole¢nou dvojici.
Jestlize na pf. involuce ¢ je elipticka, lezi bod H uvnitt Q,, takZe
piimka HH' jisté je se¢nou, body A , B jsou realné a navzajem razné.

VETA 104.2. Budlef ¢, , p, dvé rizné involuce na kuZeloseéce Q, ,
takZe p = @, o @, je projektivita na Q, . Jsou-li C,, C, stfedy involuci
@1, P , Je primka C,C, osou projektivity vy .

Dtxkaz. Piedpoklidejme nejprve, Ze primka C,C, neni teénou
ke Q,, Ze tedy ma s Q, spoleéné dva ruzné (reilné nebo imagindrni)
body H,, H,. Podle véty 104.1 (pfipadné pfenesené na komplexni
obor) je kazdy z obou bodu H, , H, obrazem druhého jak pfi ¢, , tak
i pfi ¢, , takZe oba body H,, H, jsou samodruzné pfi y, a piimka
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H H, neboli pfimka C,C, je tedy osou projektivity ¢ . Jestlize pfimka
C,C, je tetnou ke Q, a H je jeji bod dotyku, soudime opét podle véty
104.1, Zze H je samodruznym bodem pfiyp a je tieba pouze jests dokazat,
7ze bod A + H kuielosedky Q, nemiize byt samodruznym pii y.
To vSak plyne podle véty 104.1 ze zfejmého faktu, Ze obraz bodu A
pHi @, nemiiZze splynout s obrazem bodu 4 pii ¢, .

Ukazeme nyni, Ze dokazanou vétu 104.2 lze obratit.

Viita 104.3. BudiZ h osa projektivity w na kuZelosece Q. Zvolme
libovolné bod C, naeprimce b s tou podminkou, aby C, neleZel na Q, .
Potom existuje na primce h prdvé jeden bod C, , leZici rovnéZ mimo Q, ,
pro ktery jey = @, o @, , kde @, , @, jsou tnvoluce na Q, se stedy C, , C, .

Dtxaz. Tim, Ze mluvime o ose projektivity v, pfedpoklidame uz,
7e y neni identickd transformace kuzelosetky Q, . Mimo to involuce ¢,
je totoznd s inversni transformaci g, ~1 az toho plyne snadno, Ze je-li ¢,
projektivita na Q,, plati = ¢, e ¢,, pravé kdyi ¢, =g op.
Stadi tedy dokazat, Ze projektivita g, definovana rovnici ¢, = ¢, op
je involuce, jejiz stfed C, lezi na piimce k. Jestlie projektivita y
je neparabolicka, je to zfejmé. Nebot potom A protne Q, ve dvou
raznych (redlnych nebo imaginarnich) bodech H,, H,, jez jsou samo-
druzné pii . Jeito stied C, involuce @, lezi na p¥imce %, je kazdy
z obou bodd H, , H, podle véty 104.1 obrazem druhého p¥i involuci ¢,
a jeito H,, H, jsou samodruzné pii v, plati to, co bylo pravé vy-
sloveno pro ¢, , také pro projektivitu ¢, = ¢, oy, ktera tudiz podle
véty 87.4 prenesené na kuZelosecku je rovnéz involuei; z véty 104.1
pak plyne, Ze st¥ed C, involuce g, lezi na & . Jestlize v8ak projektivita
p je parabolicka, potom uziti véty 87.4 selZe. V tomto pripadé piimka
h je tecnou kuzeloseéky Q, a oznatime H jeji bod dotyku, ktery je
(jedinym) samodruznym bodem parabolické projektivity ¢ . Zvolme
nyni na Q, libovolné bod 4 + H a oznadme B jeho obraz pfiy , takze
A + B + H. Ptimka AC, protne kuZeloset¢ku vedle bodu A4 jeste
v bodé 4" = A a oviem je té2 A’ + H. Je-li A" + B, budiz C,
prisecik piimky A’'B s pfimkou h; je-li v8ak A’ = B, budiz C,
pruseéik pimky A s tednou ke Q, v bodé B. V kaidém piipads je
C, # C, = H a z véty 104.1 plyne, Ze bod C, je stfedem involuce
na Q., pro kterou je H dvojnym bodem a kterid obsahuje dvojici
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A’, B. Oznaéime-li ¢, involuci se stiedem C,, plyne z véty 104.2,
ze projektivita ¢, o ¢, ma osu &, je tedy parabolicka se samodruZnym
bodem H . Mimo to v3ak bod 4 + X ma pfi ¢, o @, zfejmé tyZ obraz
B jako pfi y, takie podle véty 87.3 (pfenesené na kuZelosedku) je
Y= Pr°oP2.

VETA 104.4. Necht A, , A, , A,, A, , Ay, A; ledi na kueloseéce Q, .
Nékteré z téchto bodst mohou také splynout; splyne-li bod A, s bodem A,
(1 £ r < s < 6), rozuméjme primkow A,A, teénu ke Q, v bodé A, .
Predpoklidejme véak, Ze jsou navzdjem razné jak body A,, 4,, A;,
tak i body A,, A, , Ay, ddle pak, %e je A, + A,, A, + A, , A; + 4, .
Potom jsou navzdjem rizné jak pFimky

(104.1) A 4,; AA,,
tak pfimky

(104.2) A,4,; AA,
a tak posléze © pFimky

(104.3) A4,4,; AA,.

Je-lt B, priseéik pfimek (104.1), B, praseéik pfimek (104.2), B, praselik
primek (104.3), jsou body B, , B,, B; navzdjem rizné a leZi vecky tFi
na ée pFimce.

Dtxraz. Piimky (104.1) jsou navzajem razné, jezto podle predpo-
kladu je jak A4, + 4,, tak i 4, + 4; a pfimka A,4; nemuiZe mit
s kuZelosedkou spoleény bod razny jak od 4,, tak i od A4;; stejné
se dokdze, Ze jsou navzijem ruzné také obé pfimky (104.2) a rovnéz
i obé primky (104.3). Existuji tudiz vSecky tfi body B,, B,, B,
a je patrné, Ze Zadny z nich nelezi na kuzelosecce Q, . Mimo to, kdyby
na pf. bod B, splynul s bodem B, , splynuly by navzijem obé pfimky
A, A, , A,A5 a tudiz Toba body 4, , A, ; stejné jako B, + B, se dokdze
téz B, + B,, B, + B, . Nyni podle véty 103.7 existuje na Q, projekti-
vita p , pii které p(4,) = A, , y(4;) = A,, p(4,) = 4, . Protoze je
na pf. 4, + A,, neni y identickd transformace kuZelosecky Q, .
Dokazeme-li, ze viecky tii body B, , B, , B, lezi na ose k projektivity
v, budeme hotovi. Staéi, provedeme-li dikaz pro bod B,. Za tim
tdelem uvazujme na Q, involuci ¢, se stfedem B, a poloime ¢, =
=@, oy, takie p = @, o @, (jeito ¢, = ¢;'). Jeito B, je prisetik
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piimek (104.1), je ¢,(4;) = 4,, ¢,(4,) = A;; jeito y(4,) = 4.,
p(ds) = Ay ajeito g, = @, 0y, je @o(4,) = 4, , po(4,) = A, a podle
véty 87.4 (pfenesené na kuZelosecku) je @, involuce. JeZto ¢, , @, jsou

Obr. 4.

Z4klady apal. gcom. — 10

involuce a jeito y = ¢, o ¢, , plyne
z véty 104.2, Ze stfed B, involuce
¢, le7i na ose b projektivity v, coz
jsme pravé méli dokazat.

VETa 104.4 byla objevena r. 1640
B. Pascalem (tehdy Sestndctiletym)
a je jednou z nejstarsich vét projek-
tivni geometrie; nazyva se Pascalova
véta. Ptisluénd véta o dudlnich ku-
telosetkich Q, byla formulovina
teprve r. 1806 Ch. J. Brianchonem
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a fikd se ji nékdy Brianchonova véla. Obrazce na piedchdzejici

strané ilustruji Pascalovu vétu; body 4, , ..., 4; jsou stru¢né ozna-
¢eny dislicemi 1, ..., 6; (12 na pf. znamena, Ze bod A4, splyva s bo-

dem 4,); body B, , B,, B; jsou vyznadeny krouzky.

105. KVADRIKY V TROJROZMERNEM PROSTORU. Jeli n
nulita a (p, q) signatura kvadriky Q, prostoru P;, je podle (100.6)
n + p + ¢ =4; mimo to » < 3; neni-li pfedepsana orientace kvad-
riky Q,, muZeme predpokladat, Ze p > q. Pro n =3 je (p,q) =
= (1,0) a Q, je dvojnisobnéd rovina. Pro » = 2 ma Q, za vrchol
piimku p ; signatura je budto (1,1), nacez Q, se sklada ze dvou riiznych
redlnych rovin s prasecnici p , nebo (2,0), natez Q, se sklida ze dvou
imaginarnich komplexné sdruzenych rovin, jejichz pruseéniei je opét
p.Pron =1 mi Q, za vrchol bod V ; takova Q, se jmenuje kuZel;
prinik kuZele s rovinou g neprochazejici vrcholem V je reguldrni Q,
a kuZel se sklada ze vSech primek spojujicich V s jednotlivymi body
na Q, ; signatura je budto (3,0), natez Q, a Q, jsou formalné reilné
a V je jedinym realnym bodem na Q,, nebo signatura je (2,1), nadez
Q. 2 Q, jsou bodové redlné. V pripadé signatury (2,1) déli kuzel Q,
prostor P; na vnéjSek a vnitiek; Q, je v tomto pripadé singulirni
elipticka kvadrika.

Zbyvaji reguldrni Q, , na které se omezime v dalsim pribéhu tohoto
¢lanku. Pro signaturu mame tfi mozZnosti: (4,0), (3,1), (2,2). Signatura
(4,0) dava formalné realnou regulami Q,, kterd nema zZadny realny
bod. Signatura (3,1) diva eliptickou regularni Q,, kterd, jak vime,
déli prostor P, na vnitfek a vnéjSek. Vime (viz vétu 102.3), ic tetnd
rovina takové Q, v libovolném jejim bodé H nemia mimo H jiny
realny bod spoletny s Q,, takZie na Q, nejsou Zadné realné primky.
Déle vime (viz vétu 102.5), Ze jestlize rovina g neni teénou rovinou
pro Q,, potom budto cela o lezi vné Q, nebo p protne Q, v kuZelo-
secce; pol roviny g vzhledem ke Q, lezi v prvém piipadé uvnitf a ve
druhém vné Q,. LeZi-li bod A uvniti Q,, vime, Ze kaida primka
jdouci bodem A je se¢nou kvadriky. Lezi-li viak 4 vné Q,, vsimli
jsme si uZ, Ze jeho polarni rovina g protne Q, v kuZeloseice Q,.
Spojnice bodu 4 s jednotlivymi body na Q, jsou teény ke Q, vedené
bodem A , které tedy vyplni bodové reilny kuZel teten Q, s vrcholem
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A . Le#i-li bod X mimo kuzel teden Q; , nahlédneme snadno, ze piimka
AX je pro Q, setnou nebo neseénou podle toho, zda bod X leZi uvnit¥
&i vné kuzele teden Q, . _

Zbyvaji regulérni Q, se signaturou (2,2). Z véty 102.2 plyne, Ze teéna
rovina ke Q, v libovolném jejim bodé H protne Q, ve dvou redlnych.
pfimkéch s prasetikem H, t. j. kaZdym bodem na uvazované Q,
prochizeji pravé dvé pfimky obsaZené v Q,, proto Q, se signaturou
(2,2) se jmenuje reguldrni pfimkovd Q,. U takové Q, nelze mluvit
o vnitfku a vnéjsku; z véty 102.1 plyne, Ze kazda rovina ¢ , ktera neni
pro Q, rovinou teénou, protne Q, v kuZelosecce. Z toho plyne dile,
Ze pro kazdou polohu bodu 4 mimo Q, tvofi te¢ny ke Q, vedené bodem
A bodové redlny kuzel teéen s vrcholem 4 . Jestlize pfimka 4 X neni
teénou, je seénou nebo nesetnou podle toho, zda bod X leii vné &i
uvniti kuZele teden s vrcholem 4 . (Opaéné neZ u eliptické Q,!) Nebot
orientujme Q, tak, Ze A je kladny; souhlasné orientovany prinik Q,
8 polarni rovinou g bodu A ma podle véty 102.1 signaturu (1,2) a mi-
Zeme predpokladat, Ze bod X lezi v ¢; je-li X uvniti kuZele teden,
je bod X kladny [jezto signatura je (1,2)] a podle véty 99.6 pfimka AX
je neseénou pro Q, . Podobné soudime v pfipadé, Ze X je vné kuzele
teden.

VETa 105.1. Necht pfimka p leZi na reguldrni primkové Q, prostoru
P, . Jestlize kaZdému bodu X na pfimce p prifadime tebnou rovinu
kvadriky Q, v bodé¢ X , dostaneme projekiioni zobrazeni prfimky p na
svazek rovin a(p ; P;) . Nebot nase pfifazeni je ¢asti polarity vzhledem
ke Q, .

VETA 105.2. Viecky primky lezici na reguldrni pfimkové Q, je moiné
rozdélit na dvé soustavy tak, Ze dvé rizné pFimky na Q, ndlefeji do riz-
nych soustav, pravé kdyZ se protnou. Je ziejmé, Ze takové rozdéleni
je moiné jen jedinym zpisobem. Mluvime-li o soustavich pFimek
na regulirni pfimkové Q,, minime vidy soustavy, o kterych je feé
ve vété 105.2,

Dtxaz. Vime, Ze kaidym bodem H na Q, prochazeji pravé dvé
piimky této kvadriky, které dohromady tvofi prinik Q, s te¢nou
rovinou bodu H . Zvolme nyni libovolné bod H, na Q, a oznaéme p, ,
g, 0bé jim prochazejici piimky nasi kvadriky. P¥imku p, dejme do prvé
soustavy, pfimku g, do druhé. Kaidym od H, riznym bodem pfimky
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P, prochdzi mimo p, je§té pravé jedna primka kvadriky Q,; dejme
ji do druhé soustavy. Kazdym od H, riznym bodem piimky ¢, pro-
chazi mimo ¢, jesté privé jedna pfimka kvadriky Q, : dejme ji do prvé
soustavy. VSimnéme si, Ze jsme jisté nedali Zddnou pFimku zaroven
do obou soustav, nebot takova pfimka by nutné lezela v teéné roving
7, bodu H, , ktera v3ak protne Q, pouze v pfimkach p,, ¢, . Na druhé
strand jsme umistili kazdou pfimku lezZici na Q, do jedné z obou
soustav. Nebot budiz H libovolny bod na Q, a budiz 7 jeho tedna
rovina. Jestlize H lezi mimo p, i mimo ¢, , nembze H lezet vz, ,t.j. H
neni konjugovan s H, vzhledem ke Q, a tudiz ani H, nelezi v v . Tedy
roviny 1, , T se protnou v piimce r , kterd neprochazi Zidnym z bo:id
H,, H a protne Q, ve dvou bodech, z nichZ jeden lezi na p, a druhy
na ¢, . Spojnice téchto dvou bodd s bodem H jsou v3ak pravé obé
piimky kvadriky Q, jdouci bodem H , z nichZ tedy jedna protne p,
a druhd protne g, . Mame tedy skuteéné vSecky pfimky kvadriky Q,
rozdéleny do dvou soustav a je patrné, Ze jestlize dvé rizné primky
kvadriky Q, se protnou, potom nalezi kazda z nich do jiné soustavy,
af jiz prasecikem je bod H, , ¢i néktery jiny bod jedné z obou primek
Po > Qo , Gi posléze bod H lezici mimo p, i mimo g, . Zbyva dokazat,
Ze naopak, jestliZe mame na Q, pfimku p prvé soustavy a piimku ¢
druhé soustavy, potom p a ¢ se protnou. To je ziejmé, je-li p = p,
nebo ¢ = ¢, . Neni-li tomu tak, usuzujeme takto. Pfimka p neprotne
piimku p, vibec, pfimka g pak protne p, v néjakém bodé 4 + H, .
Spojenim piimky p s bodem 4 je rovina p , jejiz prianik s Q, obsahuje
primku p a mimo to jesté bod A4 , takZe se snadno nahlédne, Ze uvazo-
vany prunik se skldda z pfimky p a z néjaké pfimky jdouci bodem 4 ,
ktera musi splynout s pfimkou ¢, nebof bodem A prochézeji na Q,
pouze dvé primky p,, ¢ a prva z nich nelezi spolu s p v téze roviné.
Tedy pFimky p , g lezi obé v roviné g , tudiz se protnou.

ViEra 105.3. Budtef p, , p, dvé rizné pfimky tée soustavy na reguldrni
pFimkové kvadrice Q,. (Podle véty 105.2 nemaji tedy piimky p,, .
Zadny spoleény bod.) Potom existuje takové projektivni zobrazeni ¢
pFimky p, na pfimku p,, fe bod X, pFimky p, je obrazem bodu X,
primky p, , pravé kdyz pfimka X, X, leZi na Q, . Ziejmé tyto piimky
X, X, vyplni na Q, tu soustavu, do které nenélezeji dané primky
Prs P2
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DUgaz. Je snadné sestavit geometricky dukaz; to pfenechame &te
nafi a poddme podetni dikaz. Existuje ar. base 4,,4,,4,, 4,
prostoru P, tak, Ze 4, , 4, je ar. base piimky p, a 4,, 4, je ar. base
pfimky p,. Snadno se nahlédne, Ze v kvadratické formé f,, kters
vytvofuje Q,, jsou pro X = x4, + v, 4, + x,4; + 2,45 viecky
koeficienty rovny nule aZ na koeficienty pfi zoz, , 2,7, , ZTe%s , 2,125, b. j

fo(X) = axgz, + bx,x, + cTYZy + dry2y .
Podminky pro singularni bod jsou

ax, +cx, =0, bx, +dx; =0,
ar, + bz, =0, cxy +dx, =0;

jeZto Q, je regularni, lze jim vyhovét po.uze trividlng, t. j. ad — be +
+ 0 . PoloZime-li nyni

LA, = cA, —ad,, LA, =dA,— bA,,

je ¢ = {L} projektivni zobrazeni pfimky p, na pfimku p,, které
ma zidanou vlastnost, jeito se snadno verifikuje, Zze pro X, = z,4, +
+ 2,4, + 0, X, = LX, celd pfimka X,X, lezi na Q, .

VETA 105.4. Necht pifimky p, , p, prostoru P, nemaji spoleéng bod.
BudiZ ddno projektivni zobrazeni ¢ pFimky p, nae pfimku p, . Potom
existuje v P, reguldrn{ primkovd kvadrika Q, (obsahujici obé dané
piimky), vzhledem k niZ md ¢ vlastnost uvaZovanou ve vétd 105.3.

Dtxaz. MazZeme zvolit ar. basi 4,, 4,, 4,, A, prostoru P, tak, ze
A, , A, je ar. base pro p, , Ze A,, A, je ar. base pro p, a Ze obrazem
bodu {x,4, + x,4,} pii ¢ je bod {x,4, + x,4,} . Potom se vSak snadno
verifikuje, Ze je-li f,(X) = a2, — #,x, , vytvofuje f, Zddanou kvadriku

Q:.

106. LINEARNI PROSTORY NA KVADRIKACH. Budeme se za-
byvat v tomto ¢lanku pouze reguldrnimi kvadrikami; vysledky se
snadno prenesou na singularni kvadriky uzitim ¢lanku 96, coz pre-
nechiavime ¢tenafi. Budiz tedy dana regularni kvadrika Q,,_, prostoru
f’,,, a budiz P, lineadrni podprostor, ktery cely lezi na Q,,_, . DokdZeme,
Ze

(106.1) k<
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Jeito Q,,-, je reguldrni, pfevede polarita vzhledem ke Q.- linearni
podprostor Px v dudlnf podprostor P, téze dimense & , t. j- (viz ¢lanek
75), ve mnoZinu viech téch nadrovin prostoru P, , které prochazeji
viemi body uréitého (m — k — 1)-rozmé&rného linedrniho podprostoru
v &irdim smyslu P, _,_, . Snadno se nahlédne, e do P..-.—, nalezeji
viecky ty body prostoru P, , které jsou vzhledem ke Qn-, konjugo-
vany s kaidym bodem prostoru P, . Jeito viak P, je &asti kvadriky
Q.._,, jsou kaZdé dva body prostoru P, mezi sebou konjugovany
vzhledem ke Qm—, a z toho plyne, %e prostor P, je Cisti prostoru
P, _i1,tetedyk < m —k—1,zéehoz nésleduje nerovnost (106.1).
Pro m =1 a Pro m = 2 ze (106.1) plyne k = 0, t. j. regulirni Q,
a regulirni @ neobsahuje Zédné pfimky, coZ jsme ostatns JjiZ védéli.
Pro m > 3 ze (106.1) plyne, Ze dimense linedrniho podprostoru obsaze-
ného v requldrni Qn_, je pfi lichém m nejvyd rovna ¥m —1), pri
sudém m nejvyd rovna Im — 1.

Na otazku, zdali obricend regulirni Q- obsahuje lineirni pod-
prostory p('a',vé udané maximalni dimense, je v komplexnim obory
odpovéd kladna, a dokonce plati, 7 ka?dy bod na Qnm_; a kazdy
v Q,._, obsaZeny linedrni podprostor niz& dimense je obsaZen v né&ja-
kém linedrnim podprostoru vyse vyéislené maximalni dimense. Jesto
pro m =1 a m = 2 je véta spravni (poditdme-li body za lineirni
podprostory dimense 0) , miizeme ji dokazat indukef. Je-li # libovolns
dany bod na Qm-,, kde m = 3, potom podle té ¢asti véty 102.2,
ve které se pemluvi o signatufe a kters zfejms plati i v komplexnim
oboru, teénd nadrovina z bodu H protne Q,, _ 1V Qm_s 8 jedinym singu-
larnim bodem H ; zvolime-li v v linedrni podprostor P,,_,, protne jej
Q.._, v regularni Q. _, a Q,,_, se skldd4 ze viech ptimek spojujicich
H s jednotlivymi body na Q,,_,. Nyni podle pfedpokladu na Q,,_,
lezi linedrri podprostor dimense }(m — 3) pti lichém m (pro m = 3
prosté bod), dimense 4m — 2 pii sudém m (pro m = 4 opét prosté
bod). Spojeni tohoto linedrniho podprostoru s bodem H je Zddany
ve Q,_, cbsaZeny lineirni podprostor P,, kde k — $(m —1) pii
lichém m , k¥ = 3m — 1 p¥i sudém m . Je-li pivodné dén ve Q,,_
obsazeny » bodem H prochizejici linedrni podprostor P,, h < k‘,
dokéaze se snadno (opét indukei), ze P, lze volit tak, aby obsahoval
dany P, . “aké je patrné, ze Q,,_, obsahuje nekoneéns mnoho linedr-
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nich podprostori P; maximalni dimense, a pro m = ¢ jich libovolns
danym bodem H kvadriky Qum-1 prochazi nekoneéné mnoho, kdezto
prom = 3 jenom dva. _

V redlném oboru zavisi maximalni dimense k& linedrniho podprostoru
reguldrni kvadriky Qn-, na jeji signatufe (p,q). Jeito nezileii
na orientaci, muZeme pfedpoklidat, ze p = ¢ . Podle (100.6) a podle
véty 100.3 je

(106.2) p+qg=m-+1.

Proq =0 je Qun—, formalné redlnd a neobsahuje Zadné reiiné body.
Prog=1je Qu-1 elipticka a podle véty 102.3 neobsshuje #4dné
realné piimky. Pro ¢ > 2 viak Qnm_; obsahuje linedrni podprostory
a jejich maximélni dimense je rovna k = ¢ — 1. Dikaz ue.opét pro-
vede indukei na zaklads véty 102.2, kde si tentokrat musime viimnout
i ¢asti tykajici se signatury; dikaz je tak podobny vySe provedenému
ditkazu pro komplexni obor, Ze jej muZeme prenechat étenifi. I v redl-
ném oboru plati, Ze kazdy bod na Q,_, a kazdy v Q.., obsazeny
linearni podprostor nizsi dimense je obsaien v linedrnim prostorn
maximalni dimense obsaZeném v Q. _, .

Jeito k = ¢ — 1, miZeme ze (106.2) vypodist signaturu, znime-li
k. Jeli tedy Qn_, bodové realné reguldrni kvadrika prostoru P,
a je-li Q,_, bodové realnd reguldrni kvadrika prostoru P, | potom
v dasledku vét 100.3, 101.1 a 101.2 existuje kolinearni zobrazeni
prostoru P,, na prostor P, plevadéjici Qu-, Vv Qm-1, pravé kdyz
maximalni dimense linedrniho podprostoru je taZ u kvadriky Q,._,
jako u kvadriky Q. :- -
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X1V
RUZNE DOPLNKY.

107. AFINNI KLASIFIKACE REGULARNICH KVADRIK. Budiz
dan eukleidovsky prostor E,, , jehoZ ibéZnou nadrovinou oznaéime N .
Kvadrikou prostoru E, rozumime kvadriku projektivniho rozsireni
E,, , kterd neobsahuje jako ¢dst celou nadrovinu N ; v&imame si zpra-
vidla pouze bodu v koneénu takové kvadriky. V nasledujicim si viie
mneme pouze reguldrnich Q,_, v prostoru E, (m == 2). Délime
je na stfedové a na paraboloidy podle toho, zda ibéZna nadrovina N
neni ¢&i je teénou nadrovinou pro Q,,_, .

Vy&etfujme nejprve stfedové Q,,_, . Stfedem takové Q,,_, nazveme
péSl S nadroviny N vzhledem ke Q,_, ; je to e. bod, ktery neleZi na
Qn_, - Piimka prochdzejici sttedem 8§ se jmenuje pramér kvadriky.
Pramér, jehoz ubéiny bod leii na Q,_,, se jmenuje asymptota
kvadriky. Z véty 76.3 soudime, Ze prumér, ktery neni asymptotou,
mé 8 Q,_, spoletné dva (redlné nebo imaginarni) e. body 4 , 4" tak,
ze S je sttedem dvojice 4 , A’; naproti tomu asymptota nema s Q,_,
v konetnu Zidny spoleény bod. Asymptoty jsou teény pro Q,_,
(s 4béinym bodem dotyku); kazdy jiny realny primér je pro Q,._,
budto setnou nebo nese¢nou.

Mezi sttedové kvadriky patii vSecky formalné realné kvadriky;
u nich kazdy redlny prumeér je nesecnou. Déle si vSimnéme stfedovych
eliptickych (regularnich) kvadrik. Ty jsou dvojiho druhu podle toho,
zda stied S lezi uvnitf nebo vné Q,_,; lezi-li § uvnit¥, nazveme
Qnm_, elipsoidem (pro m = 2 elipsou); lezi-li S vné, nazveme Q,,_;
dvojdilnou kvadrikow z divodu, ktery v dalsim vylozime; dvojdilnd Q,
se jmenuje hyperbola.

Kazda piimka prochazejici néjakym vnitfnim bodem elipsoidu,
zejména tedy také kazdy jeho primér, je seénou elipsoidu (viz vétu
102.4). Kazd4 neseéna elipsoidu lezi vné elipsoidu a totéZ platii o kazdé
teéné s vyjimkou jejiho bodu dotyku. Jsou-li H , K prisediky setny

152



8 elipsoidem Q,_,, potom, jelikoz pfi kladné orientaci elipsoidu
ubézny bod je kladny a vnitini body jsou zaporné vzhledem ke Q,,_, ,
podle poznamky na konei ¢lanku 99 tsetka HK leZi (az na své krajni
body) uvnitf Q,_, a ostatek pfimky HK lezi vné elipsoidu. Vnitiek
elipsoidu Q,,_, je tedy mozné definovat jako mnozinu vSech vnitinich
bodii vSech tsecek, které maji své krajni body na Q,,_, . Teéna nad-
rovina elipsoidu Q,_, lezi aZ na svij bod dotyku celd vné Q,_,.
Nadrovina g, ktera neni tetnou nadrovinou pro Q,,_, , budto nemi
8 Q._, Zadny spoletny bod a lezi cela vné Q,_, , nebo protne Q,,_,
v elipsoidu Q,,_, (pro m = 3 v elipse, pro m = 2 ve dvou realnych
bodech); prvy pfipad nastane na pf. pro ubéznou nadrovinu, druhy
pak pro kazdou nadrovinu obsahujici bod uvnit¥ Q,, -, , zejména tedy
pro kaZdou diametrdlni nadrovinu, t. j. nadrovinu jdouci sttedem S .
Je-li {u} libovolny smér a E,_, jeho polarni nadrovina, je E,_,
diametralni nadrovinou; z véty 76.3 plyne, Ze E,, __, obsahuje pro kazdou
seénu vedenou smérem {u} a protinajici Q,,_, v bodech H , K stfed
dvojice H, K. Je-li Q,,_, pranik E,_, s Q,_,, potom pfimka
sméru {u} vedend bodem na Q,,_, je tetnou elipsoidu, pfimka sméru
{u} vedena bodem uvnitt Q,,_, je senou a piimka sméru {u} vedena
bodem vné Q,,_, je neseénou; pro m = 2 se Q, skladd ze dvou bodu
A , B a vnititkem zde musime rozumét vnitiek tisetky 4B, vnéjikem
¢ast primky AB mimo tuseéku AB .

Budiz nyni Q,,_, dvojdilna kvadrika. Jezto pdl S Gbéiné nadroviny
N leii vné Q,,_, , podle véty 102.5 N protne Q,,_, v reguldrni eliptické
Qn_.(prom = 2v Q,skladajici se ze dvou riznych redlnych ibéznych
bodu). Podle véty 102.5 (aplikované na kvadriku Q,,_, prostoru N)
existuje v N (m — 2)-rozmérny linedrni podprostor P,,_,, jehoZ
vecky body lezi vné Q,,_, (coz je zfejmé spravné i pro m = 2). AvSak
také bod S, ktery je konjugovany ke kazdému bodu prostoru N , lezi
vné Q,_,, takie podle véty 99:6 lezi vné Q,_, celd nadrovina
prostoru E,, , kterad spojuje S a P, _,. Jeito tedy Q._, & o nemaji
zadny spoleény bod, muZeme rozdéiit mnoZinu v8ech e. bodid nasi
kvadriky Q,,_, na dva t. zv. pld§té, z nichZ jeden leii cely v jednom
a druhy cely ve druhém z obou poloprostorii, na které nadrovina g
rozklada e. prostor E,, . Pro m = 2 dvojdilnou Q, jsme nazvali hyper-
bolou; misto slova pladt se pro m = 2 uziva slova vétev. Je tfeba oviem
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dokazat, Ze rozklad na$i Q,,_, na dva pla&té je nezavisly na volbé
pomocné nadroviny g, o které ostatné staéi védét, ze leii celd vné
Qn_: (a nema tudiz s Q,,_, Zidny spoleény reilny bod); nezilezi
na tom, zda o prochézi stfedem S . Abychom slibeny dikaz provedli,
uvazme, Ze podle poznamky na konci ¢lanku 99, jsou-li 4 , B dva riizné
e. body na Q,,_, , lezi budto celd tise¢ka AB aZ na body 4 , B uvnitf
a ostatek pfimky AB vné Q,_, nebo leZi obracené celd usetka AB
aZ na body 4 , B vné a ostatek piimky ABuvniti Q,,_, ; ktery z obou
piipadd nastane, to zalezi na tom, zdali priseéik pfimky AB s nad-
rovinou o , ktery v projektivnim rozsiteni E,, prostoru E,, jists existuje,
nalezi do tse¢ky AB . Z toho plyne: JestliZe dva rizné e. body A, B
dvojdilné kvadriky Q.,_, leZi oba na témfie pldsti, je vnitfek dsecky AB
Easti vnitfleu kvadriky; jestliZe vak leZi kaZdy z obou bodit A , B v jiném
pldsti, je vnitfek wuselky AB &dsti vnéj¥ku kvadriky. Tim jsou plasts
skutecné popsiny nezivisle na pomocné nadroviné p. Na druhé
strané je patrné, Ze popis plastd pomoci poloprostord, na které nad-
rovina g rozdéli Q,,_, , zistane spravny i v tom pripadé, je-li ¢ teénou
nadrovinou, nebof kazda te¢na nadrovina je cela vné Q,,_, aZ na svij
bod dotyku.

Rekli jsme si jiz, ze ubézné body dvojdilné kvadriky Q,,_, tvoii
v nadroviné N prom > 3 regularni eliptickou kvadriku Q,,_,. Primky,
které spojuji stted S se sméry lezicimi na Q,,_, jsou asymptoty kvad-
riky Q,_, a dohromady tvoii jeji asymptoticky kuZel Q. _,; je to
singuldrni (m — 1)-rozmérna elipticka kvadrika s jedinym singuldrnim
bodem 8. Smér {u} lezi uvnitf Q,_,, pravé kdyz lezi uvnitt Q,_,
neboli pravé kdyz lezi uvnitt Q,,_,; podobné jestlize slovo uvnitf
nahradime slovem vné. Mime sméry trojiho druhu. Jestlize predné
smér {u} lezi na Q,_;, potom piimka sméru {u} jdouci stfedem S
je asymptotou a nema tudiz s Q,,_, v koneénu Zidny spoleény bod;
kazda jina pfimka sméru {u} ma s Q,,_, v koneénu pravé jeden spoletny
bod, ktery rozdéli pfimku na dvé poloptimky, z nichZ jedna lezi
uvnitf a druhd vné Q,_,. Jestlize za druhé smér {u} leii uvnit¥
Q._., potom ka?did pfimka sméru {u} je seénou a protne Q,_,
ve dvou redlnych bodech H,, H,, z nichZz je kazdy v jiném plasti;
stfedy viech dvojic H,, H, vyplni polarni nadrovinu sméru {u}
vzhledem ke Q,,_,, kterd prochazi sttedem S a lezi cela vné Q,_, .
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Jestlize posléze smér {u} lezi vné Q,,_, , potom jeho polarni nadrovina
o protne Q,_, v reguldrni dvojdilné eliptické kvadrice Q,_,(o)
[pro m = 3 v hyperbole Q,(s)], ktera ma s Q,,_, spoletny stied S ;
piimka, vedena ve sméru {u} bodem na Q,_,(g), je tecnou ke Q,,_,
v tomto bodé, pfimka vedend ve sméru {u} bodem uvnitf Q,,_.(c)
protne Q,_, ve dvou bodech H,, H, na témz plasti tak, Ze stfed
dvojice H, , H, leii v nadroviné o ; posléze pfimka vedend ve sméru
{u} bodem vné Q,, _,(c) je nesecnou pro Q,._, .

Vysledky formulované v piedchizejicim odstavei plati téz pro
m = 2, t. j. pro hyperbolu Q, ; ,,asymptoticky kuZel* Q(') se zde sklada
ze dvou asymptot a pro smér {u} lezici vné Q, kvadrika Q,(s) se sklada
ze dvou realnych bodd.

Pro m = 2 vedle formalné redlné regularni Q, , elipsy a hyperboly
neexistuji jiné regularni stiedové Q,. Pro m = 3 vedle formalné
reilné regularni Q, se signaturou (4,0), elipsoidu se signaturou (3.1)
a dvojdilné Q, s touz signaturou (3,1), nazyvané obycejné dvojdilny
hyperboloid, existuje jeSté regularni stfedova Q, se signaturou (2,2);
je to primkovd kvadrika zvani obyéejné jednodilng hyperboloid.
Také jednodilny hyperboloid, stejné jako dvojdilny, protne tbézZnou
rovinu v kuZelosetce Q,; pfimky spojujici stfed § s jednotlivymi
ubéznymi body na Q, tvoii opét asymptoticky kusel Q, . Rozdil mezi
obéma hyperboloidy je na pf. v tom, Ze kdezto dvojdilny hyperboloid
lezi cely uvnit¥ svého asymptotického kuzele Q; , leZi jednodilny hyper-
boloid cely vné Q. Jiny rozdil je na pf. v tom, %e pro jednodilny
hyperboloid je kaZdd pfimka budto se¢nou nebo te¢nou; neseény ne-
existuji. Popis moZnych poloh piimky ke Q,, vyse podrobné udany
pro elipsoidy a dvojdilné hyperboloidy, nebudeme zde uvadét; étenat
uz poznal, Ze tu béii jen o jednoduché specialisace projektivnich
vlastnosti znamych z piedchazejici kapitoly.

Pro obecné m se omezme na poznamku, Ze existuje mimo formalné
redlnou Q,,_, se signaturou (m + }, 0) pro liché m celkem }(m + 1)
moznych signatur pro regularni stfedové Q,,_, :
m+1 m+ l)

2 2
kaZdé z téchto signatur, s vyjimkou posledni, divd dva rizné typy
podle toho, zda stied S je uvnitf & vné Q,,_, , takZe celkem pro liché

(107.1) (m,1); m—1,2); ...; (
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m mame m riznych typd bodové realnych regularnich stfedovych
Qn_; - Pro sudé m mimo signaturu (m + 1, 0) formalné redlné Q,_,
méame celkem {m moznych signatur pro regularni stfedové Q,_, :

(107.2)  (m,1); (m—1,2); ...; (%H, %);

kazda z téchto signatur bez vyjimky dava dva rizné typy podle toho,
zda stfed S je uvnitf ¢i vné Q,,_, , takZe pro sudé m stejné jako pro
liché m mame opét celkem m ruznych typu bodové realnych regular-
nich stfedovych Q. _, .

Z vysledku ¢lanku 100 plyne, Ze je-li dana regularni stfedova Q,,_,
prostoru E,, ; je mozno v E,, nekone¢né mnoha zptsoby zavést linearni
soustavu soufadnic

(107.3) Siup, ..., uy
s potatkem ve stiedu 8 kvadriky Q,,_, tak, Ze rovnice kvadriky Q. _, je
(107.4) et g =1,
coZz ovSem znamena, ze e. bod X = [z, , ..., 2,] leii na Q, _,, pravé
kdyz je splnéna rovnice (107.4). Pfi tom koeficienty ¢, , ..., &, jsou

ruzné od nuly a ackoli jejich hodnoty jsou ovSem zivislé na volbé
soustavy soufadnic (107.3), jsou jejich znameni na této volbé neza-
visla, nebot je-li (p,¢) signatura dané Q,_,, pii ¢emz je p + q =
=m + 1 a miZeme predpoklidat, Zze p => ¢, je proformalné reilnou
Qum_,:p=m+1, ¢g=0 a viecka ¢ (1 < 7r < m) jsou zaporna,
pro bodové realnou kvadriku pak: (1) v piipadé p > ¢, jestlize stied §
lezi uvnitf¥ Q,,_,, pofet kladnych ¢, je roven p, pocet zdpornych e,
je roven ¢ — 1; (2) v piipadé p > ¢, jestlize stied S lezi vné Q,,_,,
pocet kladnych ¢, je roven g, pocet zapornych ¢, je roven p —1;
(3) v piipadé p = ¢, ktery je moiny pouze pro lichi m, je pocet
kladnych ¢, roven p, pofet zidpornych ¢, roven p— 1. Pro m = 2
v rovnici
£, 2 1Pe,2t =1

jsou obé disla ¢, , &, zdpornd v piipadé formalné reilné Q,, obé jsou
kladnd v piipadé elipsy, jedno je kladné a druhé ziporné v piipadé
hyperboly. Pro m = 3 v rovnici

2 2 2
77 + €29 + £3253 = 1
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jsou viecka tii Cisla ¢, , ¢, , &, zdpornd v piipadé formalné realné Q, ,
viecka tfi jsou kladna v pripadé elipsoidu, jedno je kladné a dvé
zaporna v piipadé dvojdilného hyperboloidu, dvé jsou kladna a jedno
zaporné v pripadé jednodilného hyperboloidu.

Zaroven s kvadrikou Q,,_, danou rovnici (107.5) je iéelné uvazovat
také kvadriku Q/,_, danou rovnici

(107.5) ext + ...t epxh +1 =0,

coZ je opét reguldrni stiedovd kvadrika téhoz E,, s tymZ stfedem S .
Vztah mezi obéma kvadrikami Q,,_, a Q),_, je zfejmé symetricky;
nazveme je navzajem stfedové sdrufené. Je patrné, ze kaidy pramé
je budto asymptotou zdroveii pro Q,,_, i pro Q.,_, , nebo je pro jednu
z nich se¢nou a pro druhou neseénou. Vztah stfedové sdruzenosti
je nezavisly na volbé soufadnicové soustavy (107.3), nebot se da
popsat tak, Ze je-li g polarni nadrovina e. bodu X vzhledem ke Q,,_,
a je-li X' obraz bodu X pfi stfedové soumérnosti se stiedem S, je g
polarni nadrovina bodu X’ vzhledem ke Q. _, .

Budiz nyni Q,,_, paraboloid, t. j. regularni kvadrika prostoru E,,
pro kterou tbézna nadrovina N je tednou nadrovinou; v ptipadé m =:
= 2, ktery v nésledujicim nen{ vylouden, se misto slova paraboloid
uZiva slova parabola.

Oznaéme {u,} (1béiny) bod dotyku nadroviny N a nazveme jej
osovym smérem paraboloidu. Jezto regularn{ kvadrika Q,,_, obsahuje
redlny bod {u}, je paraboloid Q,,_,; bodové reilnou kvadrikou; jeho
(neorientovana) signatura ma tvar (p,q), kdep >¢ =1, p +q =
=m 4 1. Nadrovina N podle véty 102.2 protne Q,, , v kvadrice
Qm_;, kterd ma jediny singuldrni bod {u,} a kterd ma signaturu
(p—1,g—1).Jelig =1, je Q._, elipticky paraboloid, t. j. je to
paraboloid, ktery je zdroveii eliptickou kvadrikou; v tomto ptipadé,
ktery pro m = 2 je jediné moZny, je osovy smér {u,} jedinym redlnym
ubéznym bodem paraboloidu; je-li v3ak ¢ > 2 (a tedy m = 3), je
ubéina kvadrika Q,,_, bodové redlnad a obsahuje mimo svij singularni
bod {u,} jesté nekoneéné mnoho regulirnich redlnych bodi.

Budiz nejprve Q,,_, elipticky paraboloid, takZe p¥i kladné orientaci
je signatura (m, 1); body vné Q,,_, jsou kladné, body uvnitt Q,_,
jsou zadporné. Az na osovy smér {u,}, ktery lezi na Q,,_, , lezi viecky
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ubézné body vné Q,,_, . E. pfimka p osového sméru {u,} neni teénou
ke Q,,_, v bodé {u,} , protoZe teéna nadrovina v tomto bodé je ub&zni;
tudiz p je seénou pro Q,,_, a protne Q,_., v koneénu v pravé jednom
bodé A, ktery rozdsli p na dvé poloptimky tak, Ze aZ na bod A4 je
jedna cela uvnitt a druhd vné Q,-,. Md-li e. pfimka p smér rizny
od {u,}, je jeji ubéiny bod vné Qn,_, a jsou tfi mozZnosti: budto p
je nesec¢nou a leii cela vné Q,,_,, nebo p je tetnou a aZ na sviyj bod
dotyku lezi celd vné Q,,_,, nebo posléze p je se¢nou a protne Q,,_,
ve dvou riznych e. bodech H,, H, tak, Ze usecka H H, a% na své
krajni body lezi uvnitf Q,_,, ostatek pfimky p pak vné Q,_, . Tedy
jako u elipsoidu muzZeme i u eliptického paraboloidu definovat vnitfek
jako mnozinu v3ech vnitfnich bodua vSech usecek, jejichZ krajni body
lezi na Q,,_, . Jestlize e. bod A4 lez{ na Q,,_,, potom pfimka p vedena
bodem A4 v osovém sméru {u,} nenf teénou v bodé 4 , takZze zaméfeni
tetné nadroviny « bodu A neobsahuje smér {u,}. E. nadrovina
f =+ « rovnobéina s « nemiZe byt tecnou nadrovinou pro Q,_, .
Nebot g protne p v e. bodé B + 4 ; budiz B’ ten bod na pfimce p,
pro ktery A je stfedem dvojice B, B’; jeito oba body 4, {u,} leZi
na Q,_,, jsou B, B’ navzijem konjugovany vzhledem ke Q,_,,
mimo to v3ak také kaidy ubéiny bod nadroviny « je konjugovin
jak s bodem A4 , tak i s bodem {u,}, tedy téZ s bodem B’; z toho plyne,
Ze f je polarni nadrovinou bodu B’, ktery nelezi na g, takie § vskutku
neni te¢nou nadrovinou. Na druhé strané budiz P,,_, libovolny (m—1)-
smér neobsahujici smér {u,} ; potom ma Q,,_, te¢nou nadrovinu (podle
pifedchoziho pravé jednu) se zaméfenim P,,_, . Nebof je-li § libovolné
zvolena e. nadrovina se zaméfenim P,,_, , potom jeji pél B vzhledem
ke Q,,_, je bod v koneénu, jeZto kazdy bod v nekoneénu je konjugovan
8 bodem {u,}, ktery neleii v § ; pfimka p vedend bodem B ve sméru
{u,} protne Q,,_, v e. bodé A a kaidy ubéiny bod nadroviny f je
konjugovan jak s bodem B, tak s bodem {u,}, tedy téZ s bodem 4 ,
takZe teCna nadrovina bodu A4 je rovnobéznd s g .

Jeito parabola ma signaturu (2,1), plati viecky vysledky pfedchd-
zejiciho odstavce i pro parabolu. Pro m = 3 nékteré z téchto vysledku
plati pro viecky paraboloidy. Zejména plati, Ze kazda pfimka osového
sméru {u,} protne Q,,_, v privé jednom e. bodé,%e te¢na nadrovina
nemizZe obsahovat osovy smér {u;} a Ze kazdy (m — 1)-smér, ktery
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neobsahuje smér {u,}, je zaméfenim priavé jedné teéné nadroviny.
To, co bylo pravé fedeno, se vztahuje na ty te¢né nadroviny, jejichz
bod dotyku je v koneénu; jestlize paraboloid Q.,_, neni elipticky,
obsahuje ubéziné body {u} # {u,} a tefnd nadrovina v takovém
ubéZném bodé obsahuje smér {u,} .

Dokazme nyni, Ze je-li dan paraboloid Q,,_, prostoru E,, , je mozno
v E,, nekonetné mnoha zpusoby zavést linearni soustavu soufadnic

(107.6) CPiuy, ..., Uy
tak, aby rovnice paraboloidu Q. _, byla

(107.7) ey + ... + Eqxh, = 22,
coZ oviem znamend, ze e. bod X = [x,, ..., %,] lezina Q,_,, pravé
kdyZ je splnéna rovnice (107.7). Pfi tom koeficienty ¢, , ..., ¢, jscu

rizné od nuly a je-li mezi nimi p — 1 kladnych a ¢ — 1 zdpornych,
jsou é&isla p , ¢ nezavisla na volbé soustavy (107.6), jezto (p, g) je ne-
orientovana signatura kvadriky Q,._, ; je patrné, Ze jestlize soustavu
(107.6) zménime tak, Ze misto u;, dime — u, , vyméni se p a ¢ mezi
sebou.

Nejprve je patrné, Ze jsou-li dina ¢isla e, ..., £, riznd od nuly,
potom pfilibovolné volbé linedrni soustavy soufadnic (107.6) je (107.7)
rovnice urdéité kvadriky Q,_, . Snadno verifikujeme, Ze Q,,_, nema
ani v koneénu, ani v nekoneénu singularni bod a Ze pélem tbézné nad-
roviny N je ubéiny bod {u,}, takie Q,_, je paraboloid s osovim
smérem {u,} . Dale je patrné, Ze prinik Q,,_, s N ma rovnici &,z +
+ ...+ eqxh, = 0, takZe je-li p—1 d&isel ¢, kladnych a ¢ — 1 z4-
pornych, je tento priinik singuldrni Q,,_, prostoru N s jedinym singu-
larnim bodem {u,} a s neorientovanou signaturou (p —1,¢g—1),
takze podle véty 102.2 Q,_, mi neorientovanou signaturu (p,q).

Obracené budiz dan v E,, paraboloid Q,_,. Budiz Q,,_, prinik
Q._, s ubéZinou nadrovinou N , takze Q,_, je singuldrni kvadrika
v N 8 jednobodovym vrcholem, jimzZ je osovy smér paraboloidu Q,,_, .
Podle véty 100.2 existuje v N polarni ar. base u,, ..., u, pro Q,,_,
a podle véty 100.1 existuje index s (1 < s < m) tak, Ze {u,} je osovy
smér pro Q,,_, . MizZeme predpokladat, Ze s = 1. Podle pfedchoziho
existuje na Q,,_,; e. bod P tak, zZe tecnd nadrovina ke Q,,_, v bodé P
ma zaméfeni {u,, ..., u,}. Je-li nyni Q,,_, vytvofen kvadratickou
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formou f, pfislusnou bilinearni formé f , potom f,(P) =0, {(P , u,) =
=a 4:0: f(P,U,.) =0 pro 2_~<=r§m a dé‘le f2(u1) :O’ .f2(ur) =
=¢ #0pro2<r<m,flu,u)=0pro2<r<m,f(u,,u)=0
pro2<r,s<m,r +s. Tedy pro X =a,P + 2,u, + ... + Ty,
je

foX) = e22 + ... + e,2%, + 2axyr,

a jezto muzeme predpokladat, Ze a = — 1, dostdvame rovnici (107.7),
uvaiime-li, Ze proe. bod X jex, = 1.

108. ABSOLUTNI POLARITA. Budi# dén eukleidovsky prostor E,,
(m > 2) a budiz N jeho béind nadrovina. Mnozina V,, viech vektora
prostoru E,, je ar. zaklad projektivniho (m — 1)-rozmérného prostoru
N . Je-li f(u,v) = uv skalarni souéin vektori u,v, je f symetrickd
bilinearni forma ve V,, a pro pfislusnou kvadratickouformu f, mame
f2(u) = |uj?, takze forma f,je definitni kladna a tedy podle véty 99.1
regularni. Forma f, vytvoruje formélné realnou kvadriku prostoru N ,
kterou oznadime A, _, a nazveme absolutni kvadrikou prostoru E,, .
Polaritu vzhledem k A,,_, nazveme absolutni polaritou prostoru E,, .
Ztejmé dva realné sméry {u}, {v} jsou k sobé kolmé, pravé kdyz jsou
konjugované vzhledem k A, _,. MiZeme pojem kolmosti jako nidzvu
pro konjugovanost vzhledem k A, _, rozsifit na komplexni sméry.
Pii tom se vSak vyskytnou imagindrni sméry, které jsou na sobé
kolmé; jsou to pravé ty sméry, které nalezeji do absolutni kvadriky
A, _,; nazyvime je minimdlni nebo také isotropické sméry. Pro
m = 2 jsou prdvé dva minimdlni sméry, které jsou navzajem komplex-
né sdruzené. Pro m > 3 je minimalnich smérd nekonecné mnoho.
Smér komplexné sdruzeny s minimalnim smérem je také minimalni.

Pro m = 2 polarita vzhledem k A, je eliptickd involuce, ktera se
nazyva absolutni tnvoluce roviny E, . Je-li preilna involucena abéiné
pfimce roviny E, riznd od absolutni involuce, plyne z véty 93.3, Ze ve
o existuje privé jedna dvojice sloZzend ze dvou navzajem kolmych
smeéra.

BudiZ m = 2 opét libovolné. BudiZ v E,, din e. bod S a budiz dano
¢islo r > 0. Nazveme kouli prostoru E, se stfedem S a polomérem r
mnozinu viech e. bodi X prostoru E,, , jejichZ vzdalenost od bodu §
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je rovna r . Koule prostoru E,, nazveme také (m — 1)-rozmérné koule,
Ztejmé jednorozmérné koule jsou totozné s kruznicemi (viz ¢lanek 58).
Podminka, aby bod X lezel na kouli se sttedem § a polomérem 7
zni (X —8).(X —8) =r?, takie v libovolné kartézské soustavé
soutadnic (P ;e,, ..., €,> rovnice koule zni

(7, —8) 4+ ... + (Zn—8m)? =12
a jestlize pocatek P splyne se stfedem S, jednoduseji:
(108.1) z + ... 2 =1,

Z toho plyne, Ze koule prostoru E,, je regularni bodové redln4 kvadrika
v E, , kterd protne ubéznou nadrovinu v absolutni kvadrice A,_, .
Obricené budiZ déna v prostoru E,, kvadrika Q. _, tak, Ze ubéina
nadrovina ji protne v absolutni kvadrice A,_,. (Pfedpoklidime, Ze
ubéZna nadrovina neni éasti Q,,_, .) MiZe se stat, Ze Q,,_, je singu-
larni; jezto viak A,, _, je reguldrni, je to zfejmé jen tak mozné, Ze
Q.._; ma jediny singularni bod § , ktery lezi v konednu; Q,,_, se potom
sklada ze vi3ech minimilnich pfimek prochazejicich bodem S, ktery
je jedinym reilnym bodem na Q,_,. Jestlize Q,,_, je reguldrni,
je to sttedova kvadrika, ktera je budto eliptickd nebo formalné reilni.
Je-li § jeji stfed ve smyslu ¢lanku 107 a je-li{S; e, ..., e,>libovolnad
kartézska soustava soufadnic 8 pocitkem 8§, je patrné, ze S, e, ...
..., @y Je polarni ar. base pro Q,,_,, takZe Q,,_, ma rovnici tvaru
(107.4), pii demz ¢isla ¢, , ..., €, jsou si rovna, jezto Q,,_, obsahuje
A, _, . Jestlize Q,,_, je bodové realni, jsou éisla ¢, kladnd a rovnici
(107.4) l1ze déat tvar (108.1), kde r > 0 ; tedy Q.._, je v tomto pripadé
koule a bod je jejim stfedem také ve smyslu definice tohoto &lanku.
Je-li Q,_, formélné redlna, jsou &isla &, zaporna a rovnici (107.4) lze
dat tvar
@+ . a2 =0;

v tomto pfipadé kvadrika Q,,_, stiedové sdruzeni s Q,,_, je koule
s rovniei (108.1).

V é&lanku 79 jsme poznali, Ze je-li f afinni transformace prostoru E,, ,
ma | projektivni rozéifeni {f} , které je kolineaci prostoru E,, se samo-
druznou nadrovinou N, kde N znamena opét ubéinou nadrovinu;

z 7 v , NEE IR A . 3 v
vime také, Ze obriacené kazda kolineace prostoru E, se samodruZnou
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nadrovinou N je projektivnim rozsifenim uréité afinni transformace
prostoru E,, . Casti {f} je uréitd kolineace K nadroviny N . Snadno
se dokaZe, Ze transformace f je podobna nebo shodna, pravé kdyz K
pfevadi absolutni kvadriku A,_, samu v sebe. Je-li tomu tak, potom
transformace f je shodnd, pravé kdyz determinant kolineace {f}
v samodruzné nadroviné N (viz ¢lanek 85) je roven 41, pfi ¢emZ
+1 se tykd pfimé a —1 nepfimé shodné transformace. Dikazy pfe-
nechavime ¢tenafi.

Absolutni polarity lze uzit k dikazim vét metrické geometrie
pomoci projektivni geometrie. V této knize nebudeme se timto the-
matem zabyvat a spokojime se jednou drobnou ukiazkou. V projektivni
roviné P, budiz dana kuZelosecka Q, a na ni dva rizné body 4, ,
A, ; dale budiz v P, dana pfimka p prochazejici polem C pfimky 4,4,
vzhledem ke Q,, kterd neprochizi ani bodem A4,, ani bodem 4, ,
takZe protne Q, ve dvou riznych (redlnych nebo imaginarnich) bodech
M,, M,. Budiz ¢ projektivni zobrazeni svazku n(4,, P,) na svazek
n(A,, P,) popsané ve vété 103.2. Potom na pfimce p existuje pro-
jektivita y tak, Ze je-li X libovolny bod pfimky p , X’ jeho obraz pifi ¢,
potom piimka 4,X ma pfiy za obraz piimku 4,X’. Nyni zfejmé body
M,, M, jsou samodruzné pi y a je-li B priusecik pfimek 4,4,, p,
je kazdy z obou bodu B, C obrazem druhého pfi y , takZe podle véty
(87.4 je y involuce s dvojnymi body M, , M, . Budiz nyni P, = E,, Q,
budiz kruznice a body 4,, A, budtez voleny tak, aby pfimka 4,4,
byla primérem; potom muzeme za p volit dbéznou pfimku, nadei
body M, , M, tvoii absolutni A, a y je absolutni involuce. Dostivame
takto projektivni dikaz znamé t. zv. Thaletovy véty, podle niz uhel
<X A,CA, je pravy, je-li C bod na Q, rizny od 4,i0d 4, .

109. SVAZKY KVADRIK. Budiz @,, mnozina vech kvadratickych
forem v projektivnim prostoru P,, ; na rozdil od dohody u¢inéné v élan-
ku 95 poéitejme do @,, také nulovou formu, kterou v tomto ¢lanku
oznalime w a pro kterou je w(X) = 0 pro kazdy ar. bod X prostoru
P, . Jsou-li f,, g, dvé kvadratické formy, je také f, - g, kvadraticka
forma; rovnéz cf, je kvadratickd forma prokazdou volbu éisla ¢ . @, je
tedy vektorovy prostorsnulovym vektorem w . Zvolime-lilibovolnéar.
basi4,,4,, ..., A, prostoru P, , potom ty kvadratické formy ¢,, (0 <
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<r<s<m),pronéi ¢,,(X) =z,x,proX =z, + 2,4, + ... + Tpndn,
tvofi basi pro @,,, takie &P, ma dimensi 4(m + 1)(m + 2). Jak je
niam znamo, existuje vzijemné jednoznaény vztah mezi kvadrikami
Q.._, prostoru P, a jednorozmérnymi linedrnimi soustavami obsaze-
nymi ve P, . Proto mnoZinu vdech kvadrik prostoru P, , kterou ozna-
¢ime {Q,._,}, miieme povaiovat za projektivni prostor dimense
im(m + 3), jehoz ar. zakladem je &, . Pfi tom jsme méli na mysli
realné kvadratické formy a redlné kvadriky, ale co jsme fekli, plati
i o komplexnich kvadratickych forméach, jejichZ soubor miiZzeme oznadit
@,(i) a o komplexnich kvadrikich, jejichz soubor miizeme oznadit
{Q.._ (1)} . V dal§im pro struénost budeme uzZivat znacek @, , {Qn_,}
v obojim smyslu, redlném i komplexnim.

Dvé razné kvadriky prostoru P, uréuji pfimku prostoru {Q.,_,},
kterd se obycejné nazyva svazek kvadrik v P, . Ar. basi takového
svazku jsou libovolné dvé linedrné nezavislé kvadratické formy v P, .
Je-li din svazek kvadrik v P,, — oznaéme jej 2 — a je-li P, linedrni
podprostor prostoru P, , potom kazdd kvadrika svazku X' budto
obsahuje P, jako ¢ast nebo protne P, v kvadrice Q,_, . Jsou mozné
celkem tfi pFipady: (1) prostor P, je ¢asti viech kvadrik svazku 2';
(2) prostor P, je ¢asti pravé jedné kvadriky svazku 2 a vSecky ostatni
Q.._, svazku protnou P, v téie Q,_, ; (3) prostor P, neni ¢asti Zadné
kvadriky svazku X', nac¢eZ kazda z nich protne P, v jiné Q,_, a viecky
tyto Q,_; tvofi svazek kvadrik v P, , ktery miZeme nazvat prinikem
svazku 2's prostorem P, .

Nisledujici dvé véty jsou zfejmé.

VETA 109.1. BudiZ X svazek kvadrik prostoru P, . Je-li A bod prostoru
P.., potom jim prochdzeji budto vecky kvadriky svazku X mebo prdvé
jedna z nich. V prvém piipadé pravime, ze A je zdkladni bod svazku X .

VETa 109.2. Jsou-li body A , B konjugoviny zdroves; vzhledem ke dvéma
raznym kvadrikdm svazku kvadrik, jsou konjugovdny vzhledem ke véem
kvadrikdm svazku.

Budiz X svazek kvadrik na pfimce P, ; pfipomerime si, Ze kazdd Q,
je dvojice (redlnych nebo imaginarnich, riznych nebo splyvajicich)
bodt. X nazveme parabolicky nebo neparabolicky, podle toho, zda ma
¢i nema zakladni bod. Snadno se dokazZe, Ze parabolicky 2 se zikladnim
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bodem A4 je mnoZina téch dvojic bodi na P, , do kterych nalezi bod 4
(véetné dvojice 4 , A , ktera tvoii jedinou singuldrni Q, svazku).

VEra 109.3. Neparabolické svazky kvadrik na pFimce P, jsou totoiné
8 involucems na P, .

Dtxaz. Jsou-li 4y, 4, dvojné body involuce ¢ , tvoii dvojice 4, ,
A, singuldrni Q,, dvojice 4,, 4, singulirni Q] a ob8 kvadriky Q)
Q, urcuji svazek kvadrik X na P, . Je-li Q, jind kvadrika svazku X,
ktera tudiZz podle véty 109.1 neobsahuje ani bod 4,, ani bod 4,,
jsou podle véty 109.2 body 4,, A, navzijem konjugoviny vzhledem
ke Q,, z ¢ehoz plyne, Ze dvojice Q, nalezi do involuce ¢ . Je tedy sva-
zek X ¢asti involuce ¢ a jezto podle véty 109.1 2 musi obsahovat Q,,
do které nalezi libovolné predepsany bod na P, , splyne 2's ¢ . Tim
je dokazano, Ze ¢ tvori svazek kvadrik na P, , ktery zfejmé je nepara-
bolicky. Je-li obracené dan na P, neparabolicky svazek X, zvolme
v ném dvé ruzné dvojice Q, = (d,,4,); Qi = (B,, B,), jimiz je
jednoznaéné uréen. Staéi dokdzat, Ze existuje na P, involuce ¢ obsahu-
jici dvé dvojice Q,, Qp . Za tim tidelem uvaime nejprve, Ze jeito X
je neparabolicky, nemaji dvojice Q,, Q; podle vsty 109.1 Zidny
spoletny bod. Je-li nyni 4, = 4, , By = B,, je ¢ involuce s dvojnymi
body 4,, B, . Je-lidale tfeba 4, + 4,, B, = B, , uréemena P, bod C
tak, aby bylo (4,4,B,C) = —1; @ je potom involuce s dvojnymi
body B, , C . Jsou-li posléze viecky éty¥i body 4,, 4, , B, , B, navza-
jem rhzné, plyne existence involuce ¢ z véty 87.5.

Z véty 109.3 plyne

VEra 109.4. JestliZe pfimka p neprochdzi Zddnym zdkladnim bodem
svazku kvadrik Z v prostoru P,, (m > 2), potom p protne X v involuci.

. Svazek kvadrik X se jmenuje singuldrni, jestlize kazda jeho kvad-
rika je singuldrni; X se jmenuje reguldrni, jestlize naopak aspoii jedna
jeho kvadrika je reguldrni. Vy3e jsme poznali, Ze pro m = 1 kazdy X2
je regularni; naproti tomu prom > 2 existuji singulérni svazky kvadrik
v P, ,ale v této knize se jimi nebudeme zabyvat.

Bod A nazveme singuldrnim bodem svazku kvadrik £ v P, , je-li
singuldrnim bodem aspoii jedné kvadriky svazku. Mize se stat, Ze 4
je singuldrnim pro vecky kvadriky svazku X, ktery potom nutné
je singuldrni. Neni-li tomu tak, plyne z véty 109.2, Ze 4 je singularnim
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bodem privé jedné kvadriky svazku. Bod A nazveme reguldrnin
bodem svazku kvadrik 2| neni-li jeho singulirnim bodem.

ViETa 109.5. Budi# X svazek kvadrik v P,, . Je-li A singuldrnim bodem
svazku X a je-li ¢ jeho poldrni nadrovina vzhledem k jedné kvadrice
svazku X, pro kterou A neni singuldrnim bodem, potom ¢ je poldrni
nadrovinow bodu A vzhledem ke kazdé kvadrice svazku X, pro kterou 4
neni singuldrnim bodem. Je-li A requldrnim bodem svazku X, md A
vzhledem ke dvéma riznym kvadrikdm svazku vidy také dvé riazné poldrnd
nadroviny.

Diograz. Prva ¢ast véty je dusledkem véty 109.2. Predpokladejme,
Ze bod A regularni vzhledem k 2’ m4 vzhledem ke dvéma riznym kvad-
rikam svazku X touZ polarni nadrovinu ¢ ; mame dokizat, Ze je to
nemoZné. Zvolme bod B mimo nadrovinu g ; snadno se zjisti, ze v X
existuje kvadrika Q,,_, , vzhledem k niZ je bod B konjugovén s bodem
A . Podle véty 109.2 viak je vzhledem ke Q,,_, také kazdy bod nad-
roviny g konjugovan s bodem 4 , takze 4 je singulirnim bodem pro
Q.. - Jeito 4 je regularnim bodem pro 2, je to nemozné.

Pozndmka. Je-li A zakladni bod svazku X', plyne z véty 109.5,
Ze je-li A regularnim bodem svazku X', ma kaida z kvadrik svazku
v bodé A4 jinou teénou nadrovinu, kdeito je-li 4 singularni pro X2,
je budto A4 singularnim bodem kazdé kvadriky ze X', nebo v3ecky ty
kvadriky ze 2, pro které je A regulirnim bodem, maji v 4 touZ teénou
nadrovinu.

VEra 109.6. Kafdy svazek kvadrik X v prostoru P,, md aspor jeden
redlny mebo imagindrni singuldrni bod. Je-li m sudé, md X aspoi
jeden rediny singuldrni bod. Existuje-li v X reguldrni formdiné redlnd
kvadrika, plati dokonce (at uz m je sudé &i liché), Ze kazdd singuldrni
kvadrika svazku X' je redind.

Dtraz. Pro singularni X' je véta ziejma; budiz tedy f,, g, takovd
ar. base pro X', Ze kvadratickd forma f, je regularnf. Zvolme libovoln&
ar. basidy, 4,,..., A,proP, ;proX =z, Ay + 2,4, + ... + Tl
budiz

m

IZ(X) = mz Ay sTyXy gZ(X) = i S: bnxrxa ’

=08=0 r=048=0

~
-
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kde a,, = a,,, b,, = b,, . Kvadrika g, + 4f, svazku X' je singularni,
pravé kdyz

b + Aage by + 2@y ... bom + Aagm
by +4ay by +4ay ... by + Aoy

b + Ao By + ATy .. bam + A

(109.1)

Jeito f, je regularni, je determinant (94.9) rizny od nuly, takze (109.1)
je rovnice stupné m + 1 pro 1, kterd pro sudé m mé aspoii jeden
realny kofen, pro liché m pak aspoii jeden realny nebo imagindrni
kofen. Podle véty 99.3 staci jesté dokdzat, Ze je-li forma f, definitni,
je kazdy kofen rovnice (109.1) redlny. Necht naopak f, je tfeba definitni
kladnd a pfesto (109.1) ma imaginarni kofen 4. Budiz’ 4 = 4, + i4,
singularni bod kvadratické formy g, 4+ Af,, takze A* = A4, —iAd,
je singularni bod kvadratické formy g, + i*f,, kde &islo 1* je kom-
plexné sdruZené s éislem A . Jezto singuldrni bod je konjugovin s kaz-
dym bodem, je jednak (f, g jsou bilinedrni formy pkislusné k f, , ¢,)

g4, A%) + if(4,4*) =0,
jednak
g(4, A*) + 2*f(4,4*) = 0.
Jezto A je imaginarni, je 2 + A*, tedy f(4 , 4*) = 0. Aviak
(4, 4*) = f(4, + id,, Al—iA2) =
= fo(4,) + f2(4,) + if(4,, A1) —i/(Al , 4,)

a jezto f je symetrickd, je
0 = f(4, 4%) = [y(4)) + [2(4,) -

Protoze f, je kladna, je f,(4,) = 0, f,(4,) = O a protoZe f, je definitni,
jed, =o0,A4,=0,tedy 4 = 4, + id, = o, coZ je nemozné.

Pozndmka. Jeito singuldrni kvadriky svazku X odpovidaji kofentim
A rovnice (109.1), vidime, Ze regquldrni svazek kvadrik prostoru P,
obsahuje mejuy§: m + 1 (redlnych nebo imagindrnich) singuldrnich
kvadrik. Jeito regularni formalné redlna kvadrika neobsahuje Zidny
redlny bod, je snadnym dusledkem véty 109.1, ze reguldrni svazel:
kvadrik obsahuje nekoneéné mnoho reguldrnich bodové redlnych kvadrik.
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. ViEra 109.7. JestliZe svazek. kvadrik X prostoru P, obsahuje aspos
jednu reguldrni formdlné redlnow kvadriku, existuje ar. base prostoru
P, , kterd je poldrni vzhledem ke kaidé kvadrice svazku X .

Doxaz. Je-li m =1, je 2 neparabolicky svazek kvadrik na P,
tedy podle véty 109.3 involuce na P, , kterd obsahuje dvojici sloZenou
z imaginarnich komplexné sdruZenych bodi, takie je hyperbolickd
podle véty 93.2. Muazeme tedy pri dikaze pro P, predpokladat,
ze m > 2 a Ze véta plati pro P, _, . Podle véty 109.6 existuje redlny
singuldrni bod {4,} pro 2'; jeito 2 obsahuje regularni kvadriku, je bod
{4,} singularnim pro jedinou kvadriku svazku X a vzhledem ke vSem
ostatnim kvadrikdm svazku ma {4,} podle véty 109.5 jednu a touz
polarni nadrovinu P,,_, . Zfejmé {A,} je konjugovan s kazdym bodem
nadroviny P, , vzhledem je vSem kvadrikam svazku X . Pranik 2"
nadroviny P, _, se svazkem 2 je svazek kvadrik prostoru P,,_, , ktery
opét obsahuje regularni formalné realnou kvadriku (prinik P,,_,
s regularni formalné realnou kvadrikou svazku 2'), takie existuje ar.
base 4, , ..., A, nadroviny P, _, polirni vzhledem ke kazdé kvadrice
svazku 2’ . Pfipojime-li 4,, obdrZime ar. basi 4,,4,, ..., 4,, pros-
toru P,, , ktera ma Zadanou vlastnost.

110. SVAZEK KUZELOSECEK. V tomto ¢lanku budeme vy-
Setfovat regularni svazek kvadrik 2 v projektivni roviné P, Podle
poznamky za vétou 109.6 obsahuje 2 nekoneéné mnoho kuZelosecek,
a proto nazveme X svazkem kuZeloselek; vedle kuZeloseek miuze X
obsahovat také formilné realné regulirni Q, a téi singulirni Q,,
ale pocet téchto poslednich (redlnych i imagindrnich)nembze prevysit
gislo t¥i. Kazdé dvé razné kuZelosetky Q , Q; jsou obsaZeny v pravé
jednom svazku kuZelosetek, a proto v tomto ¢lanku dospéjeme také
k poznatkim o dvojici kuZelosecek.

Zavedeme nyni pojem ndsobnosti zdkladniho bodu svazku X', ktera
mi v kazdém piipadé jednu ze étyf hodnot 1, 2, 3, 4 (jednoduché,
dvojné, trojné, étyfndsobné zikladni body). Zakladni bod 4 nazveme
jednoduchym, je-li regularnim bodem svazku; kazda Q, svazku ma
v bodé 4 uréitou tecnu, kterd nemize byt tdz pro dvé rizné kiivky
svazku (viz poznidmku po vétd 109.5). Jestlize zakladni bod 4 svazku
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2 je singularnim bodem svazku, potom (podle téZe poznamky a jeZto
svazek 2’ je regularni) je A singularnim pro pravé jednu Q, svazku
a vSecky ostatni Q, svazku maji v bodé 4 touz tetnu ¢. DokidzZeme
ihned, Ze jsou mozné tii pfipady: (1) Na tetné t existuje pravé jeden
bod B # A singularni pro X ; v tomto ptipadé 4 je dvojny. (2) Na teéné
¢t neexistuje mimo bod A Zidny jiny bod singularni pro 2'; v tomto
piipadé 4 je trojny. (3) Kazdy bod teény ¢ je singularni pro 2’ ; v tomto
pripadé A je étyfndsobny. Abychom provedli slibeny dikaz, zvolme
v X dvé rizné kuZelosetky Q; , Qi a uvaZujme dvé projektivni zobra-
zeni ¢’ , ¢" p¥imky ¢ na svazek n(4 ; P,) , pti ¢emZ pro bod X pfimky ¢
je ¢’ X jeho polara vzhledem ke Q; , ¢"X jeho polara vzhledem ke Q] .
Podle véty 109.5 je X singuldrniproX, pravé kdyz ¢’'X = ¢"X , t. j.
pravé kdyz je samodruinym bodem projektivity v = ¢’ o (¢")71;
PFi tom jednim samodruznym bodem pro y je bod 4 a podle ¢ldnku 87
nastane jedna ze ti vy3e uvedenych moznosti.

Dvé razné kuzelosetky Q;, Q) nilezeji do privé jednoho svazku
kuZelosetek X a bod A je priiseéikem kuZelosedek Q; , Q , pravé kdyz
je zakladnim bodem pro X . Pravime, Ze 4 je jednoduchym, dvojnym,
trojnym, ¢tyfnasobnym prisedikem kuzelosetek Q;, Q; podle toho,
zda A je jednoduchym, dvojnym, trojnym, étyfndsobnym zdkladnim
bodem pro X . Podle pfedchazejiciho priseéik A kuzeloselek Q;, Qf
je jednoduchy, prdvé kdyZ teény obou kuzeloseéek v bodé A jsou navzdjem
rizné; maji-li Q;, Q) ve spoleéném bodé A tou# teénu t, je A dvojny
praseéik v pripadé, Ze na t existuje prdvé jeden bod B + A s touz poldrou
vzhledem ke Q, jako vzhledem ke Qj; A trojny praseéik v pripadé,
%e kasdy bod B + A spoleiné teény t md vehledem ke Qy jinou poldru nez
vehledem ke Q) ; A je Styfndsobng priseéik v pripadé, Ze kaidy bod
spoletné teény t md tou? poldru vzhledem ke Q, jako vzhledem ke Qf .

Uéelnost pfedchizejicich definic je patrna z toho, Ze dokaZeme:
Svazek X md asposn jeden (redlny nebo imaginarni) zdkladni bod a
soudet ndsobnostt véech téchto zdkladnich bodu je vidy roven étyfem. Jinak
Feteno: Dvé rizné kuZelosetky maji asposi jeden (rediny nebo imaginarni)
praseéik a soulet ndsobnosti véech téchto priseéiku je vidy roven Ctyfem.
Je patrné, Ze existuje-li imaginarni zakladni bod (prusecik) 4 , potom
také komplexné sdruieny bod A*, Lktery je rizny od 4, je
zakladnim bodem (priseéikem) s touz nasobnosti. Podle vyse vyslovené
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véty tedy imagindrni zakladni bod (prusecik) je budto jednoduchy
nebo dvojny.

Pii dikaze pfedpokladejme nejprve, Ze Zadny singularni bod svazku
2 neni zdkladnim bodem, takZe kazdym singuldrnim bodem A4 svazku
2 prochézi jen ta kvadrika svazku, pro kterou je 4 singularnim bodem.
Budiz potom Q; zvolend kuZeloseka svazku X'. Podle véty 109.6
existuje aspoii jeden reilny bod 4 , ktery je singularnim pro 2. Podle
pravé feceného lezi bod 4 mimo kuZelosecku Q; a je singularnim bo-
dem uréité kvadriky svazku X, kterou ozna¢ime Q). Neni mozné,
aby Q; byla dvojnasobna p¥imka p , nebot potom by kazdy bod pfimky
p byl singularnim bodem pro £ a tudiz by existoval také singuldrni
bod svazku X na kuzeloseéce Q; , coz odporuje u¢inénému predpokladu.
Tedy Q; se sklidd ze dvou riznych (redlnych nebo imagindrnich)
ptimrek p,, p, protinajicich se v bodé 4 (tedy mimo Q,), a Zidna
z téchto p¥imek neni teénou pro Q; , nebot jinak by bod dotyku byl
singuldrnim pro X a leZzel by na Q,, coZ je vyloudeno. Tedy kaida
z pfimek p, , p, protne Q; ve dvou riznych (redlnych nebo imaginar-
nich) bodech a dostdvame celkem &tyfi rizné (redlné nebo imagindrni)
body A4,, A,, A;, A,, z nichz kaidy je jednoduchym zikladnim
bodem pro X, nebot tetna ke Q; ve kterémkoli z nich splyne s jednou
z pfimek p, , p, , neni tedy te¢nouke Q; . Také je patrné, e mimo 4, ,
4,,A;, A, nema X zadny dali zdkladni bod, protoze Q; a Q; nemaiji
zadny dalsi prisecik. Jezto body 4, , 4,, 4,, 4, leii na kuZelosecce
Q. , nemohou Z4dné tii z nich lezet v téze primce. Jeito uvazovany
svazek kuzelosetek ma éty¥i riizné jednoduché zékladni body, nazveme
jej svazkem kuzeloselek typu (1,1,1,1).

Zbyva k diskusi ten pfipad, Ze uvaZovany svazek kuZelosecek X
ma zakladni bod 4 , ktery je singuldrnim bodem pro X' . Zvolme opét
v X kuZelose¢ku Q,, kterd nutn& prochdzi bodem A a budiz Q] ta
kvadrika svazku X', kterd méa v 4 singularni bod.

Jestlize Q, je dvojndsobna piimka p, jsou dvé moznosti. Budto p
protne Q; ve dvou raznych (redlnych nebo imaginirnich) bodech
4, , A,; budiz potom A4, prisecik teden ke Q; v bodech 4, , 4, . Kazdy
od A4, rizny bod pHmky A4, mi vzhledem ke Q| touz polaru p,
kterd je vzhledem ke Q, polirou bodu A4, a #4dného jiného bodu na
piimce AyA, . Podle véty 109.5 lezi tedy na pfimce 4,4, pravé jeden
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bod X <+ A, singularni pro X'; proto 4, , a zfejmé téZ 4, je dvojnym
zakladnim bodem pro X a je patrné, Ze 2 nemad jiné zakladni body;
takovy svazek X nazveme svazkem kuZeloseéek typu (2,2). P¥i tom jsme
predpokladali, Ze p neni teénou kuzelosedky Q; . Je-li p tednou ke Q]
v bodé 4 , je kazdy bod na p singularnim pro X', takie A je ¢tyfna-
sobnym zakladnim bodem pro X a je patrné, Ze 2 nema jiné zakladni
body; takovy svazek X nazveme svazkem kuZelosebek typu (4).

V predchizejicim odstavei jsme predpokladali, ze kvadrika Qf,
ktera ma v bodé A kuZelosecky Q; singuldrni bod, je dvojnisobnd
piimka. Je tedy tfeba vySetfit ten pfipad, Ze Q] se sklidd ze dvou
riznych (redlnych nebo imaginarnich) pfimek p,, p, protinajicich
ge v bodé A . Jestlize ani p, , ani p, neni te¢nou ke Q, v bodé 4,
protne p, kuzelosetku Q, jesté v bodé 4, + A , p, pak v bodé 4, + 4
abody 4 , A, , A, jsounavzijerg rizné a jsou zdkladnimi body prosva-
zek X', ktery zfejmé nema jinych zakladnich bodu. Pii tom 4, , 4, jsou
jednoduché zékladni body pro X, protoze v nich ma Q; jinou te¢nu
nez Q;. Naproti tomu A4 je dvojnym zikladnim bodem pro X . Nebot
je-lit tedna ke Q; v bodé A4 a je-li 4, priseéik pFimky ¢s pfimkou 4,4, ,
mé bod 4, touz polaru vzhledem ke Q; jako vzhledem ke Qj , totiz
piimku A,C , kde C je na pfimce 4,4, harmonicky sdruzen s bodem A4,
vzhledem k bodim A4, , A4, ; naproti tomu ten bod X + A4 pfimky ¢,
jehoz polarou vzhledem ke Q; je p¥imka p, , mé jisté vzhledem ke Q]
polirou riznou od p, . Ma tedy 2 celkem tfi zdkladni body 4, 4, ,
A4, , z nichZ prvni je dvojny a ostatni dva jednoduché; takovy svazek
2 nazveme svazkem kuZelosebek typu (2,1,1). Zbyva piipad, Ze jedna
z obou ptimek p, , p, je tetnou ke Q, v bod& 4 . Pro ur¢itost to budiz
pfimka p, , kdeito p, protne Q] jesté v bods 4, + A . Body 4, 4,
jsou zdkladni body svazku X, ktery zfejmé nemad jinych zdkladnich
bodd. Jezto v 4, mad Q; jinou tednu nez Q; , je 4, jednoduchym za-
kladnim bodem pro X', kdezto 4 je trojnym zikladnim bodem, nebot
kazdy bod X + A teény p, ma vzhledem ke Q] za poldru pfimku p, ,
ktera neni polarou bodu X vzhledem ke Q, ; takovy svazek 2 nazveme
svazkem kuZeloseCek typu (3,1).

Poznali jsme, Ze je celkem pét riaznych typu svazka kuzelosecek,
z nichZ kazdy jsme oznatili symbolem sloZzenym z nasobnosti zidklad-
nich bodi; jsou to typy (1,1,1,1), (2,1,1), (2,2), (3,1), (4).

170



Svazkem X' typu (1,1,1,1) mé étyfi redlné nebo imagindrni zdkladn{
body 4, , 4,, 4,, 4, , z nichZ zadné t¥i neleZi v téze pfimce. Danym
bodem X riznym od zakladnich bodu prochazi podle véty 109.1 pravé
jedna kvadrika Q, svazku. Jestlize bod X lezi v téze pfimce se dvéma
zakladnimi body, pro uréitost tfeba na primee 4,4, , je patrné, Ze
pfimka A4, je ¢asti kvadriky Q,, kterd — jeito obsahuje vSecky
étyti zdkladni body — nutné se sklidi z obou pfimek 4,4,, 4,4, .
Z toho je patrné, Ze X obsahuje tfi rtzné realné nebo imaginarni
singularni kvadriky: Q; slozenou z piimek A,4,, A,A4,, jejichz
prisetik C’ je singuldrnim bodem pro Q;; Qy sloZzenou z pFimek
A,4,, A,A,, jejichz prisesik C” je singuldrnim bodem pro Qi ;
Q{ slozenou z piimek 4,4, , A,4,, jejichz prisetik C” je singularnim
bodem pro Q). Svazek X tedy obsahuje tfiruznésingularnikvadriky
Q,, Q,, Q' a v souhlase s poznamkou za vétou 109.6 neobsahuje
zddnou jinou singulirni kvadriku. Tudiz 2 ma pravé tfi (realné
nebo imaginarni) singularni body €', C”, C”, které zfejmé nelezi
v jedné pfimce. Body C’, C”, C” tvofi polarni ar. basi pro kazdou
kvadriku svazku 2'; to plyne z véty 109.2. Nebot na pf. C’ je
vzhledem ke Q, konjugovan s kazdym bodem roviny, zejména s bo-
dem C”, ktery je vzhledem ke Q] konjugovéin s kazdym bodem roviny,
zejména s bodem €', takze podle véty 109.2 jsou body €', C” navzajem
konjugovany vzhledem ke kazdé kvadrice svazku X . Zvolime-li bod X
tak, aby nelezel v téze pfimce s Zddnymi dvéma ze étyr zakladnich
bodua 4, , 4,, 4,, 4, svazku X', je patrné, Ze kvadrika Q,(X) svazku
2 prochazejici bodem X je regularni bodové redlnd kvadrika, t. j.
Q.(X) je kuielosetka, a je to jedind kuZelosecka prochdzejici body
A, A4,, 4,, 4,, X, nebot z naSich vah plyne, Ze dvé rizné kuzelo-
setky nemohou mit vice nez &tyfi pruseciky. Poznamenejme jesté,
ze zakladni body 4,, 4,, 4;, 4, svazku 2 typu (1,1,1,1) nejsou po-
drobeny jiné podmince nez vyse vyslovené, podle niz zddné tfi ze étyt
bodd 4,, 4,, 4,, A, nelezi v téZze pfimce. Za ar. basi prislusného
svazku 2 mizeme zvolit na pf. obé singulirni Q, , z nichZ prva se skla-
dé z dvojice pfimek A,4,, 4,4, a druhd z dvojice piimek 4,4,
A,A, . V privé provedené uvaze je m. j. obsaZen dikaz nasledujici
véty.

VETa 110.1. P&t raznymi body, z nichf Zddné t¥i nelesi v téZe pfimee,
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prochdzi prdvé jedna kufelosetka. Pienechame ¢étenali, aby sam provedl
jednak piimy poéetni dikaz véty 110.1, jednak dikaz zaloZeny na pfi-
padé m = 1 véty 79.6 a na vétich 103.1 a 103.2. Mimo to je ucelné
poznamenat, Ze z nadich uvah plyne podle véty 109.4:

VETA 110.2. Budte A, , A, , A, , A, étyFi body projektivni roviny P, ,
z nichg Zddné tFi neleZ v téte pfimce. BudiZ p pfimka v roviné P, , kierd
neprochdzi Zddnym ze &yf boddt A,, A,, A,, A4, . Potom existuje in-
voluce ¢ na pfimce p tak, Ze do @ ndleZi dvojice priselika s pfimkou p
predné primek A\ A,, A A, , za druhé pFimek A\A,, 4,4, , za treti
pfimek A\ A, , A4, .

Necht ¢tenaf sam uvaii, Ze véta 86.2 je zvlastnim pripadem véty
110.2.

Pokud se tyce reality, jsou u svazku 2 typu (1,1,1,1) tfi moznosti-
Pi'edné mohou vSecky &tyfi zakladni body 4, , 4,, 4;, A, byt redlné;
potom jsou realné také singulirni body C’, C”, C" a singularni Q,
svazku jsou bodové reilné. Za druhé mohou byt tteba 4, , A, reilné,
A,, A, pak imaginarni a komplexné sdruZené; singularni bod C’
je redlny a kvadrika Q) je bodové reilna, ale singuldrni body C”, C”
a kvadriky Q;, Q; jsou imagindrni. Za tfeti mohou byt viecky étyfi
body 4, , 4,, 4, , A, imaginarni a tieba 4, , 4, komplexné sdruzené,
a stejné i 4,, 4, ; potom jsou vSecky tfi singularni body C’, C”, C”
realné, kvadrika Q] je bodové realnd, kvadriky Q] , Q;’ jsou formélné
realné. Formalné reilné kvadriky se vyskytnou pouze v tom piipadé,
ze viechny ¢tyfi zakladni body jsou imaginarni.

U ostatnich typt svazkd kuZelosetek shrneme pouze vysledky,
které ¢tenaf snadno odiivodni. Svazek X typu (2,1,1) je uréen, zvolime-li
libovolné t¥ibody 4 , 4, , A, tak, aby neleZely v jedné pfimce, a pfimku
t prochizejici bodem A, ale neprochdzejici ani bodem A, ani bodem
4, . Bod A a pfimka ¢ jsou reilné; body 4, , 4, jsou budto realné nebo
imaginarni a komplexné sdruzené. X obsahuje dvé singuldrni Q,,
z nich? jedna se sklad4 z pfimek 4,4, a t, je tedy bodové realnd, druba
pak z pfimek A4, , A4,, je tedy pii redlnych A, , A, bodové reilna,
pfi imagindrnich A4, , 4, formalné redlnd. X neobsahuje Zidnou for-
malné realnou regulirni Q,. Neexistuje ar. base poldrni zéroven
vzhledem ke dvéma (a tedy podle véty 109.2 ke viem) kvadrikdim
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svazku. KaZda kuZelosetka svazku 2 prochdzi viemi tfemi body 4 ,
A,, A, a ma v bodé A teénu t; obricené kazdd takovd kuZelosetka
nalezi do X' . Danym bodem, ktery nelezi ani na pfimce ¢ , ani na zZadné
z pfimek 4,4, , A4, , AA,, prochdziprivé jedna kuZelosecka svazku.

Svazek X typu (2,2) je urden, zvolime-li libovolné tfi body 4 , 4, ,
A, tak, aby neleZely v jedné primce; bod A4 je redlny, body 4,, 4,
jsou budto realné nebo imaginarni a komplexné sdruzené. 2’ obsahuje
dvé reguldrni Q, , z nichZ jednou je dvojnasobna pfimka 4,4, a druha
se skldda z pfimek A4, , A4, , je tedy bodové realna, jsou-li body 4, ,
A, reilné, formalné reilna, jsou-li 4,, 4, imaginirni. Jsou-li 4,,
A, re4lné, neobsahuje X zadnou formalné redlnou Q, ; jsou-li 4,, 4,
imagindrni, obsahuje X nekoneéné mnoho formalné redlnych Q,
(které az na jedinou z nich jsou regularni). Existuje nekoneéné mnoho
redlnych ar. basi polarnich zaroven vzhledem ke vSem kvadrikim
svazku Z'; jsou to ar. base tvaru 4, B,, B,, kde B, * B, a dvojice
B, , B, nilezi do involuce ¢ s dvojnymi body B, , B, . Kaida kuZelo-
setka svazku 2 prochazi body 4, , 4, a ma v nich teény 44, , A4, ;
obricené kaida takovd kuZelosecka nalezi do X'; také lze Fici, ze X
obsahuje ty kuzelosetky Q, , které maji tu vlastnost, Ze je-li B, , B,
libovolnd dvojice involuce ¢ , je primka AB, polirou bodu B, vzhle-
dem ke Q,. Danym bodem, ktery nelezi na Zadné z piimek 4,4, ,
AA,, AA,, prochdzi pravé jedna kuZelosedka svazku.

Svazek X typu (3,1) je uréen, zvolime-li libovolné kuZelosecku Q,
a na ni dva rizné reilné body 4 , 4, . 2 obsahuje pravé jednu singu-
larni kvadriku, kterd se sklad4 z ptimky 24 4, a z teény ke Q; v bods
A . Neexistuje ar. base polarni zaroven ke dvéma riznym kvadrikim
svazku. 2 neobsahuje Zidnou forméilné reilnou kvadriku. KuZelo-
setka Q, + Q; naleii do X', pravé kdy% prochazi obéma body 4 , 4, ,
mi v bodé A4 touz teénu jako Q,, v bodé 4, pak jinou tednu nez Q
a posléze nema mimo A4 , 4, dalsi spoleény bod s Q; . Danym bodem,
ktery nelezi ani na piimce A4, , ani na teénd ke Q, v bodé 4 , pro-
chéazi pravé jedna kuZelosedka svazku.

Svazek 2 typu (4) je urcen, zvolime-li libovolné realny bod 4,
jim prochdzejici redlnou pfimku p a realné projektivni zobrazeni ¢
piimky p na svazek pfimek n(4 ; P,), pro néZ ¢4 = p. 2 obsahuje
pravé jednu singulirni kvadriku; je to dvojndsobna pi‘imka.' p.
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Neexistuje ar. base polarni zirovefi ke dvéma riznym kvadrikdm
svazku. 2 neobsahuje Zadnou formalné reilnou kvadriku. Kuzelo-
secka Q, nalezi do X', pravé kdyz poldrou kazdého bodu X pfimky p
vzhledem ke Q; je pfimka ¢X . Danym bodem, ktery neleZi na p¥imce
P, prochazi pravé jedna kuzelosecka svazku.

111. METRICKA KLASIFIKACE REGULARNICH KVADRIK.
Stejné jako v ¢lanku 107 budeme i v tomto élanku vySetfovat pouze
reguldrni Q,,_, v prostoru E, (m = 2). V &lanku 107 jsme_poznali,
ze vhodnou volbou linearni soustavy soufadnic lze docilit toho, aby
rovnice kvadriky méla jednoduchy tvar (107.4), je-li Q,_, regularni
stfedova kvadrika, nebo (107.7), je-li Q,,_, paraboloid.

Oznatme Q,_, prinik uvaZované kvadriky s ubéznou nadrovinou
N ; jeito absolutni kvadrika A, _, je regularni formalné reilna kvad-
rika v NV , existuje podle véty 109.7 ar. base

(111.1) Uy, ... , U,
prostoru N polarni i vzhledem ke Q,,_, i vzhledem k A,,_, . MuZeme
jesté predpokladat, ze |u,| =1 pro 1 < r < m; ar. base (111.1) je
tedy ortonormalni a polarni vzhledem ke Q,,_, . Je-li Q,,_, stfedova
a je-li S jeji stred, je

(111.2) CH TN T
kartézska soustava soufadnic, v niz Q,,_, ma rovnici
(111.3) ey + oo+ EpThy =1,
kdee, £ Oprol < r<m . Mazeme predpoklidat, Ze
(111.4) 1 2 € 22 e 2 Ep
uvidime, Ze potom ¢isla &, ,¢&,..., 6, jsou jednoznacné uréena.

Prozatim vSak predpoklidejme, Ze mame dénu pevnou kartézskou
soustavu soufadnic (111.2) tak, Ze rovnice kvadriky Q,,_, ma tvar
(111.3). Predpokladejme, Ze plati (111.4) a rozdélme indexy na skupiny
tak, Ze indexy r,s(1 < r,s < m) jsou v téze skupiné, pravé kdyz
e, = &, . Nazveme osou reguldrni stfedové kvadriky Q.,_, pramér
{8 ; v} takovy, Ze diametralni nadrovina, ktera je poladrni ke sméru {v}
vzhledem ke Q,,_, , je kolma na smér {v} . Je-li viak

(131.5) v=aqu + ..+ ayu,,
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potom poldrni nadrovina sméru {v} ma rovnici
§MT; + ... + €Ty, = 0

Primeér {8 ; v} je osou, pravé kdyz tato rovnice je ekvivalentni s rov-
niei
azr, + ... +apx, =0.

TudiZ smér kazdé osy pfislusi k uréité skupiné indexii v tom smyslu,
e koeficient a, ve (111.5) miZe byt rdzny od nuly pouze, kdyZ index r
nalezi do této skupiny; obracens, je-li tato podminka spinéna, je pfimka
(S ; v} osou kvadriky Q,,_, . Kazdé skupiné indexi mizeme pfifadit
totdlni osovy prostor , ktery prochizi stfedem kvadriky a jehoz za-
méfeni ma za ar. basi pravé ty z vektord (111.1), jejichZ indexy nale-
zeji do uvaZované skupiny; je to linedrni podprostor prostoru E,, , jehoz
dimense je rovna poc¢tu indexi v prislusné skupiné; dislo ¢, (stejné pro
viecky indexy uvaZované skupiny) nazveme koeficientem totdiniho
osového prostoru vzhledem ke kvadrice Q,,_, . Je patrné, Ze v kartézské
soustavé soufadnic (111.2) mé Q,,_, rovnici tvaru (111.3), pravé kdyZ
kazd4 primka {S ; u,} (1 < r < m) je osou. Jeden krajni piipad je ten,
ie viecky koeficienty ¢, (1 < r < m) jsou navzijem rdizné; osy jsou
v tomto piipadé totozné s totalnimi osovymi prostory a jsou tudiZ
jednoznaéné urceny, a to i co do pofadi, Zaddme-li platnost nerovnost{
(111.4); pro kartézskou soustavu soufadnic (111.2) je potom koneény
pocet, a to pfesné 2™ mozZnosti, nebot neurditost je pouze v tom, Ze
kterylkoli vektor u, (1 < r < m) lze nahradit vektorem —u, . Druhy
krajni pripad je ten, Ze v8ecky koeficienty ‘e, jsou si rovny; jsou-li
rovny kladnému é&slu c?, je Q,_, koule se stiedem S a s polomérem
lc} ; jsou-li vSecky koeficienty e, rovny témuz zdpornému &islu — c?,
je @n._, formalné redlna kvadrika stfedové sdruzena s kouli se stfedem
S a s polomérem |c| . V téchto ptipadech ma kvadrika Q,,_, rovnici
tvaru (111.3) pii kaidé kartézské soustavé soufadnic (111.2), jejimz
pocatkem je bod § . Pro kazdou regularni stfedovou kvadriku Q,,_, ,
jestlize nékteré z koeficientti ¢, jsou si rovny, je nekoneéné mnoho
kartézskych soustav soufadnic (111.2), vzhledem k nim% rovnice Q,,_,
m4 tvar (111.3). Vektory (111.1) se déli na skupiny pFisluSné jed-
notlivym totalnim osovym prostoriim; jestlize dimense d totilniho
osového prostoru E; je rovna jedné, pFisludi mu ve (111.1) jediny vek-
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tor u,, ktery je uréen dvojznacéné: lze jej totiz nahradit vektorem
— u, ; jestlize viak d > 1, potom mame ve (111.1) d vektord pfi-
slusnych k E;, které lze volit nekoneéné mnoha zpisoby: jsou po-
drobeny pouze té podmince, Ze tvoii ortonormalni basi pro E,.
Ohlasili jsme jiz, Ze koeficient ¢, prisluiny totalnimu osovému prostoru
E; je timto prostorem jednoznaéné urdéen. Je vyhodné uvaZovat
v této souvislosti zaroven s kvadrikou Q,,_, také s ni stfedové sdru-
zenou kvadriku Q,,_, , jejiZ rovnice je

(111.6) a2y + ... + e, +1 =0,

t. j. pfi prechodu od Q,,_, ke Q,,_, kazdy koeficient ¢, prejde v— ¢, .
Je zvykem zavést kladné éislo a, rovnici

1
(111.7) &=k

»

disla a, nazyvame poloosou prisluSnou ose {S; u,} . Snadno se zjisti,
Ze pro ¢, > O protne Q,_, osu {S; u,} ve dvou ruznych reilnych
bodech

(111.8) A, =8 + a,u,; A, =8 —a,u,;

S je stted dvojice 4, , A, a kazdy z bodt A, , A7 ma od bodu S vzd4-
lenost rovnu a, . Pii ¢, << 0 je osa {S;u,} nesetnou pro Q,_,, ale
protne stfedové sdruzenou kvadriku Q,,_, v bodech (111.8). Je nyni
patrné, ze ¢islo ¢, je jednoznadné uréeno prostorem E; .
Pro m = 2, nepfihliZime-li k pfipadu ¢, = ¢, > 0 kruZnice a stie-
dové sdruzenému piipadu ¢, = ¢, << 0, mame jednak elipsu s rovnici
x3 ok
——;—}——::1, 0<a <a,
a® ' al
a 8 ni stfedové sdruzenou formalné realnou regularni Q, s rovniei
x?  al
S +2+1=0,
o 4
jednak dvé navzdjem stfedové sdruiené hyperboly, z nichz jedna
ma rovnici
a?  al
4—=2=1, a,>0,a,>0,
a, a3
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druhd pak rovnici

o I

2 1=, a,>0,a,>0.

a, q

Pro m = 3, jestlize opét nepfihliZime k piipadu ¢, = ¢4 = ¢y > 0

koule a stfedové sdruZenému pfipadu ¢, = &, = ¢3 < 0, je rozeznavat
rotaéni a trojosé reguldrni sttedové Q,, pfi ¢emZ u trojosych Q, jsou
disla ¢, , £,, & navzijem razna, kdeito u rotadnich Q, dvé z éisel
€ , €2, & jsou si rovna, ale tfeti se od nich li8i. U trojosé Q, jsou osy
jednoznaéné uréeny; mame jedna,k trojosy elipsoid s rovnici

I
‘+ + =1, 0<a <a, <a,

a 8 nim stfedové sdruzenou formalné reilnou regularni Q, s rovnici

3 2 2

A dtatatl=0

jednak dva navzijem stfedové sdruiene trojosé hyperboloidy, z nichZ
jeden je dvojdilny a druhy jednodilny. Pfi tom rovnice jednodilného
hyperboloidu je

%5

it S QU |

a?  al al
a rovnice prisluného dvojdilného hyperboloidu je
%%
“t5—5+1=0,
a?  al al
kde ¢isla a, , a, , a; jsou kladnd a a, * a, .

U rotac¢ni Q, je jednoznalné uréena pouze ta osa, jejiZz koeficient
je rizny od (sobé rovnych) koeficienti druhych dvou os; tato osa
se jmenuje rotaéni osa uvazované Q, ; tvoii jeden totilni osovy prostor,
kdezto druhym totdlnim osovym prostorem je rovina vedend stfedem
§ kvadriky kolmo na rotaéni osu. Mdme tu piedné rotaéni elipsoid
8 rovnici

2 2 x
l-l- +3— ’ a>0,b>0,a +b,
ktery se z divodu, jeZ si étendf sam snadno uvédomi, nazyva protdhlym,
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je-li @ < b, zplodtélym, je-li @ > b ; s uvazovanym elipsoidem je stie-
dové sdruzena formalné realna regulidrni kvadrika s rovnici
x3  ai al
atatptl=0
Za druhé mame rotacni jednodilny hyperboloid s rovnici
T2 A ) 450,b>0

a 8 nim stfedové sdruzeny rotaéni dvojdilny hyperboloid s rovniei
2 2 2
%+z§—%+1=0, a>0,b6>0.

Nazvy rota¢ni elipsoid, rotaéni hyperboloid, rotaéni osa jsou odu-
vodnény tim, Ze jak se snadno dokdaze, stfedova rotac¢ni Q, je svym
vlastnim obrazem pii kazdé rotaci prostoru E,, jejiz osou je rotaéni
osa uvazované kvadriky.

Pfistupme k paraboloidim! Ubéznd nadrovina N opét protne Q,,_,
v kvadrice Q,,_,, kterd tentokrat méa (jediny) singuldrni bod, ktery
je osovym smérem parabolofdu Q.._, - Podle véty 109.7 opét je mozno
najit ortonormalni ar. basi (111.1) prostoru N polarni vzhledem
ke Q,._,, pfi éemZ podle véty 100.1 muzZeme predpokladat, Ze {u,}
je osovy smér paraboloidu. Podle ¢ldnku 107 existuje na paraboloidu
pravé jeden bod V , zvany vrcholem paraboloidu, jeho% teéna nadrovina
je kolma na osovy smér. Podle uvahy provedené na konci élanku 100.7
ma paraboloid Q,,_, v kartézské soustavé soufadnic

(111.9) Viup, ..., uy

rovnici tvaru
(111.10) Exy + oo t+ EnTh = 2%,

kde ¢isla e,, ..., &, jsou riznd od nuly. MaZeme pFedpokladat, Ze
(111.11) €9 2 e =y

Pfimka {V ; u,} vedena vrcholem paraboloidu v osovém sméru
se jmenuje osa paraboloidu. Nazveme hlavni tefnou paraboloidu tako-
vou teénu {V ;v} paraboloidu v jeho vrcholu V, jejiz smér {v} ma
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vzhledem ke Q,,_, polarni nadrovinu kolmou na {v}.Jeito {V ;v}
je teéna ve V , je .

(111.12) Vv =a,u, + ... +a,u, i
a polarni nadrovina sméru {v} podle (111.10) ma rovnici
€0s%y + ... + EpOpT, = 0.

Podminka pro hlavni smér je, aby tato rovnice byla ekvivalentni
s rovnici )
a X, + ... + apx, = 0.

Rozdélime-li tedy indexy r (2 < r < m) na skupiny tak, aby dva
indexy r, s piilly do téze skupiny, privé kdyi e, = ¢,, potom je
{V ; v} hlavni te¢nou, pravé kdyz vSecky ty indexy r (2 < r < m);
pro néz ve (111.12) je a, + 0, nalezeji do téze skupiny. Kazdé skupiné
indexi muZeme piifadit totdini hlavni tenovy prostor, ktery prochézi
vrcholem V' paraboloidu a jehoZ zaméfeni ma za ar. basi privé ty
vektory u, (2 < r < m), jejichz indexy patii do uvazované skupiny;
je to linearni podprostor E; te¢né nadroviny paraboloidu ve vrecholu,
jehoz dimense d je rovna pocétu indext v piislusné skupiné. Je patrné,
Ze v kartézské soustavé soufadnic (111.9) ma paraboloid rovnici tvaru
(111.10), pravé kdyz pfimka {V ; u;} je jeho osou a kaida pFimka
{V;u} (2< r < m) hlavni teénou (z ¢ehoZ oviem uz plyne, Ze po-
éatek V je vrcholem paraboloidu).

Pro m = 2 mame parabolu, kterda ma ve svém vrcholu jedinou teénu,
jeZz oviem je hlavni tetnou a obyCejné se nazyva vrcholovou teénou
paraboly. V kartézské soustavé soufadnic {V ;u,,u,}, ve které
{V ; u,} je osa paraboly a {V ; u,} vrcholova teéna, ma parabola rovnici
e,x3 = 2z, . Takov4 kartézskd soutava je urcena &tyfznacéné, jezto
misto u, lze dét — u, , misto u, pak — u, . P¥i pfechodu od v, k — u,
koeficient ¢, se nezméni, ale pfi pfechodu od u, k — u, piejde ¢,
v — ¢, . Jednozna¢né je uréeno ¢islo |e,| , misto néhoz se obydejné
zavadi ¢islo

1

ﬂ_

D,

kterému se fika parametr paraboly, a jehoi geometricky vyznam si
osvétlime v élanku 113. Cislo ¢, samo je uplné uréeno teprve, kdy%
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rozhodneme mezi vektory u, a — wu,, t. j. kdyZz zvolime urditou
orientaci osy paraboly, kterou nazveme kladnou, jestlize pro ty body
V + zu,, které lezi uvniti paraboly, je x > 0, zdpornou, je-li pro né
z < 0. Snadno se dokaZe, Ze ¢, > O pii kladné a ¢, < 0 pfi zdporné
orientaci osy paraboly.

Také pro m > 3 jsou é&isla ¢ (2 <7< m) jednoznainé urdena
teprve, kdyZz se rozhodneme pro uréitou orientaci osy paraboloidu
{V ; u,} ; pfi zméné této orientace se zméni znameni u vech ¢, zirovefi.
Rovina {V ; u,, u,} protne paraboloid v parabole, jejiz osa splyne
8 osou paraboloidu a jejiz parametr je 1:|¢,|; je ¢ > 0 nebo ¢, < 0
podle toho, zda zvolena orientace osy je pro uvaZovanou osu kladné
¢i zaporna.

- Pro m = 3 mame jednak dvojosé paraboloidy, u nichZ e, + ¢, ,
jednak rotaéni paraboloidy, u nichz ¢, = ¢, . Rotaéni paraboloid pfejde
sam v sebe pfi kladné rotaci prostoru E, , jejiz osou je osa rotaéniho
paraboloidu. Rotaéni paraboloidy jsou zvlastnim pfipadem eliptickych
paraboloidi. Dvojosy paraboloid mé jen dvé hlavni teény; u rotaéniho
paraboloidu naproti tomu je kazd4 tetna ve vrcholu hlavni teénou.

Libovolny paraboloid Q,,_, spolu s dvojnisobnou ubéZnou nadrovi-
nou N urduje svazek kvadrik, ve kterém dvojnisobnad N je jedinou
singuldrni kvadrikou; kazd4 jina kvadrika svazku je paraboloidem,
ktery vznikne z pivodniho paraboloidu translaci ve sméru osy; ma-li
Q.._, rovnici (111.10), maji ostatni paraboloidy svazku rovnici

673 + oo+ Eqly = 2(x, — A);
vrcholem je bod V + Au, .

Libovolna reguldrni stfedova kvadrika Q,,_, spolu s dvojndsobnou
ubéznou nadrovinou N uréuje svazek kvadrik, ktery nazveme homo-
thetickym. Takovy svazek obsahuje pravé dvé singularni kvadriky,
a to vedle dvojnasobné N jesté kvadriku, kterd ma za jediny singularni
bod stied S a je spoleénym asymptotickym kuzelem v3ech regularnich
kvadrik svazku. Ma-li vychozi Q,_, rovnici (111.3), maji regularni
Q.. svazku rovnice

ey + &2 + ... + En7h =4,
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kde 2 & 0. Zaroven se stfedovou regularni Q,,_, obsahuje nas svazek
ka?dou kvadriku, ktera z ni vznikne homothetickou transformacf
se stfedem homothetie § a s libovolnym koeficientem homothetie.
Déle zaroveii s Q,,_, obsahuje nas svazek také s nistfedovésdruZenou
kvadriku Q,,_,; kaZdé reguldrni kvadrika svazku vznikne z jedné
z obou kvadrik Q,,_,, Q’,_, homothetickou transformaci se sttedem
homothetie S .

112. KONFOKALNI STREDOVE KVADRIKY. V &ldnku 109 jsme
zavedli pojem svazku kvadrik v prostoru P,, . Tento pojem m4é smysl
pro kazdy projektivni prostor, tedy téz pro prostor P,, dudlni k pros-
toru P,, . Kvadriky prostoru P, jsme v ¢linku 98 nazvali dualnimi
kvadrikami prostoru P,, . V tomto ¢lanku si probereme jeden dilezity
zvlastni piipad svazku dudlnich kvadrik.

Budiz din eukleidovsky prostor E,, (m = 2); oznaéme N jeho
ibéinou nadrovinu, takie N je projektivn{ prostor dimense m — 1.
V ¢lanku 108 jsme definovali absolutni kvadriku A, _, prostoru En;
je to formdIné realna regularni kvadrika prostoru N. Fodle ¢lanku 98
(viz str. 115) existuje singuldrni dualni kvadrika prostoru E,, , kterou
oznadime l,,,_z a nazveme absolutni dudini kvadrikou prostoru E, ,
kterd se sklidd ze vSech téch nadrovin prostoru E,, , které prochézeji
nékterym teénym P,,_, kvadriky A,._,; N je dudlnim vrcholem pro
74,,,_2 . Zaroverni s A,,_, je také A',,,_z formalné redlna (viz str. 132).

Budiz

(112.1) (Pyuy,...,uy
kartézskd soustava soufadnic v prostoru E,, ; ar. body P, u,, ..., u,
tvoii ar. basi projektivniho rozditeni E,, prostoru E,, , k niZ existuje
dudlni ar. base

(112.2) 4,,4,,...,4,
prostoru E,, duilniho k E,, ; zfejmé A, jear.zdstupce nadroviny N.
Je-li

(112.3) X=zP +zu + ... +2z,u,,

X=8d + 64, + ... + £,.4.,
je A, _, ddna rovnicemi

(112.4) ad+... 422 =0, o =0
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& snadno spodteme, ze A,,_, ma rovnici
(112.5) B4+ ... 48 =0.

Budiz nyni Q, -, reilna reguldrni kvadrika prostoru E, a budiz
Q.._, jeji dualisace, tedy regularni dualni kvadrika, ktera spolu
8 dudlni kvadrikou A, _, uréuje regulirni svazek dudlnich kvadrik,
ktery oznacime X . Podle poznimky pred vétou 109.7 obsahuje X
mimo A,,_, jesté nejvys m singularnich duilnich kvadrik. Nazveme
konfokdiIni soustavou kvadrik uréenou danou reguldrni kvadrikou Q,, -,
mnoZinu vSech téch regularnich kvadrik prostoru E,, , jejichz dualisace
{jez jsou regularni dualni kvadriky) nalezeji do X' .

V tomto ¢lanku probereme pfipad, Ze dana kvadrika Q,_, je stfe-
dova. Potom je moiné volit kartézskou soustavu soufadnic (112.1)
tak, aby Q,,-, méla rovnici

2

112.6 Tm _
(112.6) E:+"'+c_m_ )

kde ¢disla ¢, (1 < r < m) jsou rizné od nuly.

Proti (111.3) jsme tedy ponékud zménili oznaéeni; je ¢, = 1:¢,.
Ze (112.3) a (112.6) plyne, Ze je-liz, = — &, 2, =¢,& (1 < r<m),
je X polarni nadrovina bodu X vzhledem ke Q,, -, . Z toho pak snadno
nasleduje, Ze dualisace Qm_l kvadriky Q.,,—, md rovnici

(112.7) I R
Tudiz X obsahuje vedle A,,_, dudlni kvadriky s rovnici
(112.8) (c, —A)E + ... + (e — A)E2, = &2
Duélni kvadrika s rovnici (112.8) je regularni, jestlize ¢islo 1 je ruzné

od v3ech &isel ¢, , ..., ¢, . Tedy konfokalni soustava uréena stiedovou
kvadrikou s rovnici (112.6) se sklada z kvadrik danych rovnici

af T _
(112.9) iy BT iy Eb
kde
(112.10) Afc, pro 1< rm.

Podatek soufadnic je tedy spoleénym stfedem vSech kvadrik kon-
fokalni soustavy, které se také shoduji ve vSech osach.
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Pro m = 2 v ptipadé ¢, = ¢, vSecky kuZelosedky konfokalni sou-
stavy jsou kruZnice se spoleénym stiedem P. Je-li ¢, + ¢, , miZeme
predpokladat , Ze

(112.11) €, > Cy.
Rovnice
2 2
(112.12) hoL h 1

c,—A cg— 4 =
dava potom:
elipsu pro 4 << ¢,
hyperbolu pro ¢, < 1 << ¢, ,
formalné realnou Q, pro A > c, .

Pro m = 3 v pfipadé ¢, = ¢, = ¢, viecky bodové realné kvadriky
konfokalni soustavy jsou koule se spoleénym stfedem P . Je-li na p¥.
¢, * ¢, = ¢y, jsou konfokdlni kvadriky rotaéni se spoleénou rotaéni
osou {P ; u,}; jejich rovnice je

o S Tkt W
oA et
Je patrné, Ze studium takové soustavy konfokélnich Q, se redukuje
na studium soustavy (112.11) konfokalnich Q, ,jeZ jsou fezy danych
Q, rovinou {P ; u,, u,} . Skuteéné novy proti E, je tedy v E; pouze
ten piipad, Ze vSecka tfi &isla ¢, , ¢,, ¢, jsou navzdjem razna. Je-li
tomu tak, mizZeme pfedpokladat, ze

(112.13) ¢, > ¢ > ¢y,
nacez rovnice
2 x2 x2
(112.14) LA SO M|

¢,—A cg—A  cg—A
dava

elipsoid pro 4 < ¢, ,

jednodilny hyperboloid pro ¢; < 1 < ¢,,

dvojdilny hyperboloid pro ¢, < A < ¢,,

formalné redlnou Q, pro 1 > ¢, .

Stejné jako pro m = 2 a pro m = 3 je i pro vySsi m nejdilezitéjsi
ten pripad, Ze wvdecka ¢isla ¢, (1 < r < m) jsou navzajem rizn,
na ktery se v ndsledujicim omezime a volime oznaceni tak, aby bylo

(112.15) 1> vee > O
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Potom je lehko patrné ze (112.8), Ze 2 obsahuje mimo A, _, jests
pravé m singuldrnich dualnich kvadrik, jejichz rovnice se dostanou,
jestlize ve (112.8) je 1 = ¢, (1 £ r < m), takie kazda z nich pfislusi
jedné hodnoté indexu » . Singularni duélni kvadrika pfislu$nd indexu »
m4 za dualni vrehol (viz str. 114) nadrovinu o, vedenou bodem P
kolmo na smér {u,} ; uvazovana dudlni kvadrika se skldda ze vSech
téch nadrovin prostoru E,, , které obsahuji néktery teény E,_, regu-
larni (m — 2)-rozmérné kvadriky nadroviny o, dané rovnicemi
m
(112.16) S_%_ 1y z,=0.
§=103 — C,
sfr
Kvadriky (112.16) se jmenuji fokdlni Q,_, uvaZzované konfokalni
soustavy a také fokilni Q,,_, kterékoli Q,,_, naleZejici do té konfo-
kalni soustavy.

Pro m = 2 mime dvé fokilni Q,, jednu danou rovmicemi z§ =
= ¢, — ¢y, %, = 0, druhou danou rovnicemi zj =¢,—¢,, z, = 0.
Za predpokladu (112.11) prva fok4lni Q, se sklid4 ze dvou redlnych
bodi

(112.17) P4 le,—ec; . u

a druha ze dvou imaginarnich komplexné sdruzenych bodi
(112.18) P +ile,—c;.u,.

Body (112.17) a (112.18) se jmenuji okniska kterékoli Q, uvaZované
konfokalni soustavy (112.11). Tedy kaidad stfedovd regularni Q,
ma celkem ¢&tyfi komplexni ohniska, po dvou na kazdé ze svych obou
os; na jedné z os jsou ohniska redlnd (tato osa se nazyva hlavni osa),
na druhé imagindrni (tato osa se nazyva vedlej§i osa). Snadno se zjisti,
Ze u elipsy poloosa piislu§na hlavni ose je vét&i nez poloosa pfislusna
vedlejsi ose, u hyperboly pak hlavni osa je seénou, vedlejsi nesecnou.
Redlns ohniska stfedové kuZeloseCky (kterd neni kruZznici; pro kruz-
nici jsme ohniska nedefinovali) lezi vidy uvniti kuZelosetky. Ctenaf
saim provede podetni dikaz zndmé véty, Ze jsou-li F,, F, redlna
ohniska a je-li @ poloosa pfislu$nd hlavni ose, je elipsa mnoZinou téch
bodd X v roviné E,, pro né F, X + F,X = 2a, u hyperboly pak
je jedna vétev mnofinou téch X , pro néz F,X — F,X = 2a, druhé
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mnozinou téch X , pro néz F,X — F. X = 2a .

Pro m = 3 méame tfi fokdlni Q, , jednu danou rovnicemi
x? a3
1 2
+ =1, z2,=0,

(112.19)
C;—C3y  Cy— €4

druhou danou rovnicemi

2 2
(112.20) h 5y, oz,=0,
Cp—Cy Cy— Cq

tfeti danou rovnicemi

x2 12
24 8 _4+1=0, z,=0,
Ci—¢C, €, —C4

(112.21)

Za predpokladu (112.13) je (112.19) elipsa v roviné {P;u,, u,},
(112.20) hyperbola v roviné {P; u,, u,}, (112.21) formalné reilns
regularni Q, v roviné {P ; u,, u,} .

Vratme se k libovolnému m a zvolme bod X = P + zu; + ... +
+ znu, tak, aby vSecky soufadnice z, byly rizné od nuly, neboli aby
X neleZel v zadné z nadrovin o, (1 < r < m) . Ptime se po kvadrikach
konfokalni soustavy prochazejicich danym bodem X . Podminka je
vyjadfena rovnici (112.9), ve které neznamou je 4. Oznadime-li ¢(1)
levou stranu rovnice (112.9), kterd tedy zni ¢(1) = 1, je ¢(1) spojitd
funkce pro vSecka A mimo vyjimeéné hodnoty A =c¢;,¢;, ..., ¢
a blizi-li se 1 nékteré vyjimeéné hodnoté, ma ¢(1) limitu zleva rovnou
+ oo a limitu zprava rovnou —co ; blizi-li se A k & o0, ma ¢(4) limitu
rovnou nule. Z toho je patrné, Ze za predpokladu (112.15) rovnice
@(A) = 1 m4 aspoil jeden kofen v kazdém z m intervali

(112.22) A <cp; Cn <A <Cp_yg,eee,Ca<<A <o,
na druhé strané je (1) = 1 algebraickd rovnice m-ho stupné, kterd
nemizZe mit vice nez m kofend; proto nae rovnice ma v kazdém z m
intervali (112.22) pravé jeden kofen. Tedy za pfedpokladu, Ze vdecky
koeficienty c, jsou navzdjem rizné a Ze bod X le£{ mimo véecky nadrovingy
g, (vedené stredem kolmo k osim), prochdzi bodem X prdvé m kvadrik
konfokdini soustavy, a to prdvé po jedné kvadrice kazdého z m raznych
typi, na které jsme v Eldnku 107 rozdélili bodové redlné reguldrni stfedové

Qm-1-
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KaZda z téch m kvadrik na8i konfokélni soustavy, které prochazeji
bodem X , ma v bodé X uréitou teénou nadrovinu; celkem je to m
teénijch nadrovin, kieré jsou vdecky navzdjem kolmé. Jsou-li totiz Q‘,;’_l
(1 < r < m) dualisace uvazovanych kvadrik prochdzejicich bodem X
a jsou-li g, jejich teéné nadroviny v bodé X, potom pro kaidé r
je vzhledem ke Q' | s nadrovinou g, konjugovana kazda nadrovina
prochézejici bodem X, takie pro 1 <r < s < m jsou nadroviny
o, , @, navzijem Konjugovany vzhledem k obéma riznym dudlnim
kvadrikim Q7 ,, Q%,, jez obé nilezeji do Z a tudiz podle véty
109.2 jsou nadroviny g, , p, navzajem konjugovany vzhledem k A,, .,
a snadno se dokdze, Ze to pravé znamend, Ze nadroviny g, , g, jsou

navzajem kolmé.

113. KONFOKALNI PARABOLOIDY. Pokradéujice v tivahach za-
datych v pfedchazejicim ¢élanku predpoklidejme nyni, Ze vychozi
regularni kvadrika Q,,_, je paraboloid. Potom muZeme kartézskou
soustavu soufadnic (112.1) volit tak, Ze Q,,_, ma rovnici

2 2
(113.1) By EIm gy,
c2 Cm

kde ¢isla ¢, (2 < r < m) jsou rtzna od nuly. Potom [pfi oznatent
(112.3)], jeli @ =— &, @, =— &, 2, =¢,§ 2<r<m), je X
polérni nadrovinou bodu X vzhledem ke Q,_, a dualisace Q,-,
kvadriky Q,,-, ma rovnici

C 2 + ...+ caét = 258

a tudiz X (oznaceni stale jako v ¢&lanku 112) obsahuje vedle A, _,
dualni kvadriky s rovnici

(113.2)  (c;— D& + oo + en— DE, = £,(26 + 2,) .

Duélni kvadrika s rovnici (113.2) je reguldrni, jestlize ¢islo A je rzné
od vsech ¢isel ¢, , ..., ¢,, . Je-li tomu tak, potom [opét pfi oznacleni
(112.3)], je-li = —§&, z, = —~50—151 , x, = (c,— A)&, pro
2<r<m, je X pél nadroviny X vzhledem k dudlni kvadrice
s rovnici (113.2), takZe tato je dualisaci kvadriky s rovniei

x2 a2

02_7+ e "‘}— cm—"i =2(Il—%l)

(113.3)
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(113.3) je tedy rovnice libovolné kvadriky konfokilni soustavy uréené
paraboloidem Q,,_, ; ve (113.3) je ovSem tfeba pfedpoklddat, Ze

(113.4) A#+c, pro 2<r<m.

Ze (113.3) je patrné, Ze vSecky kvadriky nasi konfokalni soustavy
jsou paraboloidy, které maji spole¢nou osu v pfimce {P ; u,} a spoleéné
sméry hlavnich teéen. Vrchol paraboloidu je P + }du, , kde je nutné,
aby 4 splitovalo nerovnosti (113.4).

Pro m = 2 vychozi parabola Q, ma rovnici 22 = 2¢,z, , kde ¢islo
[¢,] jsme v ¢lanku 111 nazvali parametrem paraboly Q, . Osou paraboly
je pfimka {P ; u,} a kazdyebod osy aZ na vyjimec¢ny bod F = P +
+ 3c,u, je vrcholem jedné konfokalni paraboly; bod F naproti tomu
leZi uvnitf v3ech parabol konfokdlni soustavy. Bod F se jmenuje
ohnisko paraboly (na rozdil od elipsy a hyperboly ma tedy parabola
jediné ohnisko); parametr paraboly je dvojndsobek vzddlenosti vrcholu
od ohniska.

Jestlize pro m = 3 je ¢, =c¢,, jsou vSecky paraboloidy rotaéni
se spoleénou osou a studium takové konfokalni soustavy rotaénich
paraboloidi se v podstaté redukuje na studium soustavy konfokalnich
parabol, kterd vznikne, protneme-li paraboloidy pevné zvolenou
rovinou prochazejici osou. Podobné je tomu i pro vys§i m , a proto
se omezime na ten pfipad, Ze ¢isla ¢, (2 < r < m) jsou navzijem ruzna;
oznaceni volime tak, aby bylo

(113.5) Ca>> 0. > Cppy -
Pro m = 2 oviem nerovnosti (113.5) odpadnou.

Je patmné, ze X obsahuje mimo A,_, jesté pravé m — 1 dalsich
singuldrnich dudlnich kvadrik, z nichZ kazda patif jednomu z indexd r
(2 < r < m)a je prom > 3 ddna rovnici

(1136) Z(C, ‘—‘Cf)»fﬁ = ‘51(250 + crfl) ’
8=2
s ¥r
pro m = 2 pak rovnici
(113.7) §1(2& + ¢6) = 0.
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Dusalnim vrcholem takové singuldrni kvadriky je pro m = 3 nadrovina
g, vedend osou kolmo na smér {u,} hlavni teény; pro m = 2 je dudlnim
vrcholem prosté osa. Pro m = 2 se nase singuldrni duédlni kvadrika
(113.7) sklada ze viech piimek, které budto jsou rovnob&iné s osou
paraboly nebo prochézeji jejim ohniskem. Pro m > 3 singuldrni dudlni
kvadrika (113.6) se skldd4 ze vSech téch nadrovin prostoru E,, , které
obsahuji néktery teény E, _, reguldrni (m — 2)-rozmérné kvadriky
nadroviny o, dané rovnicemi

m x2

(1138) ZC—:G :2171—0,., z, =0;
8:2 3 T
s¥r

tato Q,,_, se jmenuje fokdlni Q,,_, konfokélni soustavy paraboloidd
nebo kteréhokoli paraboloidu této soustavy; pocet takovych fokdlnich
Q... je roven m — 1 ; kazda z nich je pro m > 3 paraboloidem ve své
nadroviné o, , pro m = 3 tedy parabolou.

Zvolme bod X =P + z,u; + ... + z,u, tak, aby bylo z, + 0
pro 2 < r < m, aby tedy nelezel v Zddné z vyse uvedenych m — 1
nadrovin o,. Podminka, aby paraboloid nasi konfokilni soustavy
prochézel bodem X , zni (1) = 22, , kde

__ % 5,
() = P + ... +c,,,—,1 + 2.
Za predpokladu (113.4) je ¢(2) spojitad funkece proménné A ; blizi-li se A
nékteré z vyloudenych hodnot ¢, (2 <7 < m), mi @(4) limitu zleva
rovnou -+ oo a limitu zprava rovnou —oo; mimo to pro A — w je
@(A) >, pro A —> — ® je p(Ad) > — oo . Z toho soudime, Ze nase
rovnice ¢(1) = 2r, ma aspon jeden kofen v kazdém z m intervala

(113.9) 2 < Cm;Cm <A <Cp_y;...5C3 <A< Cy;A> 06

a jeZto g(A) = 27, je algebraicka rovnice m-ho stupné, mame v kazdém
z intervali (113.9) pravé jeden koten. Tedy jestlize Cislac, (2 < r < m)
jsou navedjem riznd a jestlize bod X neleZi v Zddné z nadrovin o, (pro
m = 2 to znamend prosté, Ze X neleZi na spoleéné ose uvaZovanych
parabol), prochdzi bodem X prdvé m paraboloidi, konfokdlni soustavy.
Teéné nadroviny téchto m paraboloidi v bodé X jsou navzdjem kolmé,
co% se dokaze tymz zplisobem jako u stfedovych kvadrik.
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114. ALTERNUJICI BILINEARNf FORMY. LINEARNI KOM-
PLEXY. Bilinearni formu f v prostoru P, jsme v &lanku 94 nazvali
alternujici, je-li identicky

(114.1) (Y, X)=—HX,Y).
Je-li v P,, zvolena ar. base
(114.2) Ay 4, ... 4, -

a je-li f libovolna bilinearni forma v P, , potom pro (94.6) a (94.7)
plati (94.8). Je-li f alternujici, potom v (94.6) je

(114.3) a,=—a, pro 1<r<s<m,
(114.4) a,,=0 pro 1< r<m.

Obricené, plati-li (114.3) a (114.4), je (94.8) alternujici biline4rni
forma v P,, a (94.8) muZeme psat ve tvaru

(114'5) X Y) za’n LelYy — syr),
(re)

kde sumace > se vztahuje na viecky ty dvojice indexd r, s, pro néz
(rs)
1<r<s<m.
VETA 114.1. Je-li | alternujici bilinedrni forma v P, | lze uréit ar.
bast (114.2) tak, Ze f md tvar

(114.6) > e®aYort 1 — Tar+1Yar) »

pFicemi 2k <m + 1.

DiUxaz. Pro m = 1 je véta zfejma pii kazdé volbé ar. base 4, , 4, .
Pro kaidé m je véta zfejm4, je-li f identicky rovna nule. Neni-li f
identicky rovna nule, lze uréit 4, tak, Ze neni identicky f(4,, X) = 0.
Potom existuje nadrovina g, jdouci bodem A, tak, Ze f(4,,X) =0,
pravé kdyz {X} lezi v g, . Zvolme 4, mimo g, , takie f(4,, A,) + 0.
Potom existuje nadrovina g, jdouci bodem 4, tak, Ze f(4,, X) = 0,
pravé kdyz {X} leii v g, . Je g, + ¢, a jeZto miZeme pfedpoklidat,
%Ze m > 2, prunik P,,_, nadrovin g, , o, neni prazdny. Budiz

(114.7) Ay,..., A,
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ar. base pro P,,_,. Potom je (114.2) ar. base pro P,, nebot jinak
by existovala éisla ¢, (0 < r < m) tak, Ze
c0‘40 + clAl = z cfAf +o0,
r=2

tedy budto ¢, + 0 nebo ¢; + 0, coZ je nemozné, jezto

f(Ao ’ chrAr) = f(Al y é C,.A,.) =0,
f(Ay, cody + ‘C1A1) = c,f(4,, 4,)
Ay, cody + ¢, 4)) = —cf(4y, 4,) -

Ve (114.5) je nyni a,, = a,, = 0 pro 2 < s < m, takZe pro m = 2 je
(X, Y) = ag(xy, — x,y,) a véta je pro m = 2 sprivna. Pro m > 3
muzeme piedpoklidat, ze véta je spravna pro P,_,, nafez miZeme
(114.7) volit tak, Ze pro z, =y, =0, t. j. pro X = z,4, + ... +
4+ Ay, Y =y A, + ... + Yudn, je

k--1

f(X,¥) = z e(TarYar+1 — Zarr1Y2r) »

r=1
kde 2k < m + 1, nadez, jeito a,, = a,, = 0 (2< s < m), ma f pH
libovolnych X , Y tvar (114.8), jestlize ¢, = ay, .

Bod {X} nazveme reguldrnim vzhledem k alternujici bilinedrni
formé f, existuje-li ¥ tak,Ze f(X, Y) + 0; bod { X} nazveme singuldrnim
vzhledem k f, jestlize f(X ,Y) = 0 pro vSecka Y. V ¢élinku 94 jsme
definovali régularni a singularni bilinedrni formy f. Je patrné, Ze
vzhledem k alternujici bilmedrni formé f existuji singularni body, pravé
kdyz f je singularni. MnoZinu vSech singuldrnich bodd singulirni
alternyjici bilinedrni formy f nazveme jejim vrcholem. Je to ziejmé
linearni podprostor P, v Sir§im smyslu prostoru P, (0 < d < m, pfi
¢emz d = m pouze pro nulovou formu f) .

VETA 114.2. PFfi lichém m existuji jak reguldrni, tak ¢ singuldrni
alternujici bilinedrni formy f, pfi sudém m pouze singuldrni. Je-li d
dimense vrcholu singuldrni f, je éislo m — d sudé (neni-li f nulova,
jem—d > 0).

Dtxaz. Neni-li f nulova forma, mizeme pfedpokladat, ze ve (114.6)
Jjee, #0pro0 < r<k—1.Jeli X =24, + 2,4, +... + 2pdp,,
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je zfejmé [X} singularni, pravé kdyz z, =0 pro 0 < s < 2k —-1.
Tedy f je regularni, pravé kdyz 2k =m + 1, a pro 2k <m + 1
ma4 f vrchol {4, , ..., A} atedyd = m — 2k .

V ¢&lanku 94 jsme poznali, ze kaZzdd regulirni bilinedrnf forma f
prostoru P, vytvofuje uréitou korelaci K prostoru P,, a Ze obricené
kazda korelace prostoru P,, je vytvofena nekoneéné mnoha bilinedr-
nimi formami, pfi éemz je-li f jedna z nich, jsou vSecky tvaru cf,
kde c je libovolné ¢islo rizné od nuly. Korelaci K jsme nazvali involu-
torni, jestlize pro kazdy bod X plati, Ze kdykoli bod Y leZi v nadroviné
KX, lezi také obracené X v nadroviné KY . Poznali jsme, Ze K je
involutorni, pravé kdyz vytvorujici bilinearni forma je budto symetric-
ka nebo alternujici; v prvém piipadé jsme nazvali K polarni korelaci,
ve druhém nulovou korelaci. Je-li K polarni korelace, vime, Ze existuje
(bodové nebo formélné realnd) regularni Q,,_, tak, Ze pro kazdy bod
X je KX jeho poldrni nadrovina vzhledem ke Q,,_, ; bod X lezi v nad-
roviné KX , prave kdyz X lezi v Q,_, , takZe existuji redlné body X ,
které nelezi v KX . Naproti tomu, je-li K nulova korelace, lezi kazdy
bod X prostoru P, v nadroviné KX . Podle véty 114.2 pro sudé m
neexistuji a pro liché m existuji nulové korelace prostoru P, . Pro
m = 1 neni rozdilu mezi bodem a nadrovinou a jedind nulovd korelace
primiy P, je jeji tdentickd transformace.

Budiz nyni dana v P, nenulovd alternujici bilinedrni forma f,
ktera mize byt regularni nebo singuldrni. Dva body {X} , {Y} prostoru
P,, nazveme konjugované vzhledem k f, je-i (X,Y) = 0; podle
(114.1) je to vztah vzajemny a kaidy {X} je (mimo jiné i) sim k sobé
konjugovén. Je-li { X} singuldrnim bodem pro f, je konjugovan s kaz-
dym Lodem prostoru P, ; je-li vak { X} regularnim bodem pro f , potom
mnoZzina viech bodu konjugovanych s bodem {X} tvofi nadrovinu
prochdzejici bodem { X} , kterou nazveme poldrni nadrovinou bodu {X}
vzhledem k f . Smysl pojmi reguldrni nebo singulérni formy, regular-
niho nebo singulirniho bodu, konjugovanych bodi, poldrni nadroviny
zistane nezménén, nahradime-li formu f formou cf , kde ¢ + 0. Je-li

nymt X =xd +pB, Y =yd+4B,
plyne z (94.1) aZ (94.4) a ze (114.1), Ze
(X, Y) = (a6 —By) f(4 , B)
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a z toho nasleduje: jestlife dva rizné body pFimky p jsou navzdjem
konjugovdny vzhledem k [ , jsou kaidé dva body pFimky p konjugovdny
vzhledem k f . MnoZinu C,, v8ech takovych pfimek p nazveme linedrnim
komplexem v prostoru P, vytvofenym (nenulovou) alternujici bili-
nearni formou f. Zaroveii s f také kazda cf (¢ + 0) vytvofuje ty%
C.» a obracené se snadno dokaze, Ze jestlize vedle f také druha nenulova
alternujici bilinearni forma g vytvofuje tyz C,, , existuje ¢ + 0 tak,
ze je identicky g = ¢f . C,, je reguldrni nebo singuldrni podle toho,
jaka je f; rovnéz tak u pojmi reguldrniho nebo singuldrniho bodu,
konjugovanych bodw, poldrni nadroviny atribut ,,vzhledem k C,*
znamena totéz jako ,,vzhledem k f. Je-li f, a tedy i C,, , singularni,
potom wrcholem linedrniho komplexu C,, rozumime vrchol formy f.
Je-li C, regularni, potom nulova korelace K vytvofenad linearnim
komplexem C,, je nulova korelace vytvoiena formou f ; tedy nadrovina
KX je poldrni nadrovina bodu {X} vzhledem k C,, . Vkazdém p¥ipadé,
je-li A singularni bod pro C,, , potom kaZdd pfimka jdouci bodem A
nalezi do C,, ; je-li A reguldrni bod pro C,, , potom do C,, naleZi pfimka
p jdouci bodem A , pravé kdyz p lezi v polarni nadroviné P,,_, bodu 4
vzhledem k C,, , t. j. pravé kdyZ p nalezi do n(4 ; P,_,) [viz (81.1)].

Pro m =1 je kaZdy bod pfimky P, pouze saim k sobé konjugovan
vzhledem k f, takie C, je prizdnd mnoZina. Pro m = 2 plyne z véty
114.2, Zze C, je singularni a Ze jeho vrcholem je urdity bod A roviny
P, ; z toho snadno plyne, Ze C, je prosté svazek piimek n(4 ; P,).
Prom = 3 plyne z véty 114.2, ze C, mize byt reguldrni nebo singuldrni;
je-li C, singuldrni, je jeho vrcholem ur¢itd pfimka p prostoru P,
a snadno se dokéze, Ze C, se sklada z pfimky p a mimo ni jeSté pravé
z téch pfimek prostoru P, , které protinaji pfimku p . Je-li C, regularni
a je-li p libovolné dand pfimka prostoru P,, dokaZe se snadno, Ze
mnozina viech téch bodd prostoru P, , které jsou konjugovany vzhle-
dem (ke dvéma riznym a tedy) ke viem bodim piimky p , tvofi opét
pfimku ¢ , kterou nazveme poldrou p¥imky p vzhledem k C, ; je patrné,
Ze polarou p¥imky g vzhledem k C, je pivodni pfimka p . Jestlize p
nilezi do C,, splyne se svou poldrou g ; jestliZe p nendlezi do C,,
nemaji p a g zadny spole¢ny bod.
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115. PRIMKOVA GEOMETRIE V P,. Budiz ¥, mnoZina viech
alternujicich bilinedrnich forem v projektivnim prostoru P, (m = 3).
Jsou-li f, g dvé takové formy, patii do ¥, také forma f + g ; zarovei
s f pat¥i do ¥,, také cf pfi kazdé volbé éisla ¢. Zvolime-li libovolné
ar. basi

Ay, A4,,..., 4,

prostoru P, , potom ty bilinearni formy y,, (0 < r < 8 < m), pro néz
Yo (X, Y) =2y, — 2y, pro X = x4y + 24, + ... + 254,, ¥ =
= yodo + 114, + ... + YA, , tvoii basi pro ¥,, . Tedy ¥,, je vekto-
rovym prostorem dimense m(m + 1) a tudiz ar. zdkladem projektiv-
niho prostoru {¥,} dimense {(m — 1)(m + 2) . Podle pfedchéazejiciho
¢lanku existuje vzajemné jednoznaény vztah mezilinearnimi komplexy
prostoru P, a body prostoru {¥,}. Omezime se na nejdilezitéjsi
pripad m = 3; pétirozmérny projektivni prostor {¥;} nazveme
Kleinoviym prostorem, oznaéime jej K; a kazdy bod prostoru K; na-
zveme proym Kleinovym obrazem piislusného linedrniho komplexu C, .
Je-li C; specidlni, sklddd se ze vSech primek protinajicich uréitou
pfimku p prostoru P, (a z pfimky p samé); prvy Kleinav obraz linear-
niho komplexu C, nazveme v tomto pfipadé také Kleinovym obrazem
pFimky p .

Zavedme libovolnou ar. basi

(115‘1) AO’A17A2’A3
prostoru P, , jiz podle piedchozrho odpovida ar. base

(115.2) Yo1 5> Yoz » Yoz Y12y Y13, Vo3
Kleinova prostoru K, , kde 'pro X =2 Ay + ... + 2,4, ,Y =y, 4o +
+ .+ y,A,

wTS(X) =ZYs — T4y,
r,s=20,1;02;03;12; 1,3; 2,3.
Alternujici bilinearni forma f , kde
(X, Y) = ay (%, — 21%0) + Boo(Toy2 — ToYo) +
(115.3)  + ag5(e¥s — ZalYho) + 12(T1Y2 — oY1) + Apa(T1Ys — oY1) +
+ @ys(22y5 — oY)

ma vzhledem k ar. basi (115.2) soufadnice
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(115.4) Qo1 > Togy Aga >, X125 T3z, Qo3

které také nazveme (nejsou-li véecky rovny nule, t. j. jestlize forma f
neni nulovad) homogennimi soufadnicemi linedrniho komplexu vytvore-
ného formou f a je-li f singuldrni s vrcholem p, také homogennimi
soufadnicemi pFimky p vzhledem k ar. basi (115.1). 7

Ar. bod (115.4) prostoru K; oznatme strutné (a); je-li @ + o, necht
pro jednoduchost tyZ symbol (@) znamena také prisludny g. bod pros-
toru K .

Viita 115.1. Je-li pfimka p prostoru P, uréena body

(115.5) L =24, + 24, + 2,4, + 1,4,,

M = pupdy + A, + pads + pad,,
potom Eisla
bor = Aapts — Aapta s boy = Apty — Ay,
boy = Aypts — Aopy

b, = Aoty — Aaptg s by = Aopro — Aopts
bay = Aoty — Ayt

(115.6)

jsou homogennimi soufadnicems pFimky p vzhledem k ar. basi (115.1).
Nebot alternujici bilinearni forma g , kde

(115.7) gX ,¥) = |fo Ml o),
Yo Y1 Y2 Yy
vytvoruje singuldrni linearni komplex s vr'cholem P.
Polozme
(115.8) @2(a) = @ @3 — T35 + AgaQys

takie ¢, je kvadratickd forma prostoru K, ; dale polozme

(115.9) @(a, b) = ay,byy + agsby; — agsb1; — ayaby, +
+ @gabi2 + @y3bes

takZe @ je symetricka bilinedrni forma prostoru K; ptisludna kvadra-
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tické formé @, . Vyjadfeni (115.8) formy ¢, se tyka ar. base (115.2);
prejdeme-li od (115.2) k nové ar. basi

(115.10) Xos Xi»> X2y X3 Xas Xs
prostoru K spjaté se (115.2) rovnicemi

Yo = ¥Yor T ¥aa» X1 = Yo — Va3, X2 = Yoz — Vi3,
X3 = Yoz T V¥iz» Xa = VYo3s + ¥1zr X5 = Yoa — VY12
méime misto soufadnic (115.4) bilinedrni formy (115.3) nové soufad-
nice
Cos €1, Cay €3, Cy, Cg
kde
@gy = C T €y Bgg =C; +C3, Ay =C4 + G5,
Qg3 = C—0C1, @3 =C—Cy, G =0 —C5,
takie kvadratickd forma (115.8) ma v novych soufadnicich tvar
a—ca+e—c+cd—=ck.
Tedy @, je regularni kvadraticka forma prostoru X se signaturou (3,3).

VEra 115.2. V Kleinové prostoru K, existuje requldrni kvadrika
se signaturow (3,3), kterou nazveme zdkladni kvadrikou prostoru K,
a oznatime Z, , s tou vlastnosti, e bod prostoru K je Kleinovym obrazem
pFimky prostoru Py, pravé kdyZ lezi na Z, . Kvadrika Z, je vytvofena
formou ¢, .

DUraz se rozpadd na dvé ¢asti. I. Podle véty 115.1 piimka p
uréend body (115.5) mé homogenni soufadnice (115.6); zfejmé vSak
ve (115.7) je g(L , M) = 0, takZe p,(b) = 0.

II. Budiz ¢,(a) = 0, kde &isla (115.4) nejsou vesmés rovna nule;
mame dokdzat, Ze forma (115.3) je singularni. Volime-li X, = a,,4, —
— agA;, + agn4,, plyne ze (115.3), Ze [(X,,Y) = @,(a) . y,, t. j.
f(X,,Y) = 0 identicky v Y . Je-li tedy X, £ 0, je {X,} singularni
bod pro f . Je-li viak X, = 0, t.j. a;, = ap, = a,, = 0, ddva (115.3)
identitu /(X , ¥) = (@ + @15%; + @uss) Y5— (@0 + @131 + @2a¥) -
. xy3; volime-li X, = x4, + x,4; + 2,4, * o tak, aby bylo agz, +
+ a3, + ayx, = 0, je {X,} singularni bod pro f .

VEra 115.3. Pfimka p prostoru P, ndleZi do linedrniho kompleaxu C, ,
pravé kdyZ prvy Kleindv obraz C; ndleZi do teéné nadroviny kvadriky Z,
v tom jejim bodé, ktery je Kleinovym obrazem piimky p . :
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Dtgaz. P¥imka p budiZ uréena body (115.5), takZe ma homogenni
soufadnice (115.6). Linearni komplex C; budiz vytvofen alternujici
bilinedrni formou (115.3). Mame dokizat, Ze ¢(a , b) = 0, praveé kdyz
f(L, M) =0.Podle (115.3) a (115.6) je viak dokonoce vidy

go(a,b) =/(L»M)

VETA 115.4. Dvé rizné pfimky p , q prostoru P, se protnou, prdvé kdyZ
pfimka @ urlend jejich Kleinovymi obrazy leZi celd na kvadrice Z, .
Je-li tomu tak, skiddd se pfimka @ z Kleinovijch obrazi pravé téch
primek prostoru Py , které v tomto prostoru vyplni svazek primek obsahujici
p i g . Pfimku @ nazveme Kleinovym obrazem naseho svazku primek.

Dutraz. 1. Jsou-li (a), (b) Kleinovy obrazy piimek p, ¢, plyne
z véty 115.3, Ze (pfimka ¢ nalezi do singuldrniho linedrniho komplexu
s vrcholem p, t. j. Ze) pfimky p , g se protnou, pravé kdyz body (a),
(b) jsou navzijem konjugovany vzhledem k Z, . AvSak dva razné body
(a), (b) kvadriky Z, jsou konjugovany vzhledem k Z,, privé kdyz
piimka (a)(b) lezi cela na Z, .

II. Jestlize pfimka (a)(b) leZi celd na Z,, budiZ L pruseéik pfimek
p,9, M % L bod pfimky p, N + L bod pfimky ¢ . Ze (115.6) je pa-
trné, Ze (la + ub) je Kleinliv obraz pfimky, kterd spojuje bod L
s bodem AM + uN .

Jeito reguldrni kvadrika Z, prostoru K; mé signaturu (3.3), plyne
z 8lanku 106, Ze existuji roviny, jez jsou celé obsaZeny v Z,. Jaké
to jsou roviny, o tom nas poucuje

VETA 115.5. Kleinovy obrazy vdech pfimek prochdzejicich dangm
bodem A prostoru P; vyplni rovinu obsaZemou v Z,, kterou nazveme
Kleinoviym obrazem bodu A . Kleinovy obrazy vdech pFimek leficich
v dané roviné g prostoru P, vyplni rovinu obsaZenou v Z, , kterou nazveme
Kleinovgm obrazem roviny g . Obrdcené, katdd rovina obsaZend v Z,
je Kleinovym obrazem bodu nebo roviny prostoru P, .

DtxAz plyne snadno z véty 115.4.

Pozndmka. V ¢lanku 105 jsme dokazali, Ze na dvojrozmérné regularni
kvadrice se signaturou (2,2) lezi dvé soustavy reilnych pfimek tak,
Ze dvé ruzné pfimky téZe soustavy se protnou, dvé pfimky raznych

196



soustav se neprotnou. Podobné se di dokdzat, Ze na ¢étyfrozmeérné
reguldrni kvadrice se signaturou (3,3) lezi dvé soustavy realnych rovin
tak, e dvé rizné roviny téZze soustavy maji za prinik bod a Ze dvé
roviny ruznych soustav budto maji za prinik pfimku nebo majf
prunik priazdny. Tento fakt se v dusledku véty 115.5 jevi velmi na-
zorné na kvadrice Z, : zde roviny jedné soustavy jsou Kleinovy obrazy
bodd prostoru P;, roviny druhé soustavy pak Kleinovy obrazy rovin
prostoru P, .

Druhgm Kleinovyym obrazem linedrniho komplexu €, nazveme
mnozinu ['; Kleinovych obrazi viech primek, ze kterych se skladd C, .
Je-li (@) prvy Kleintiv obraz C;, potom podle véty 115.3 I, je priinik
kvadriky Z, s polarni nadrovinou 7, bodu (a) vzhledem ke Gty®-
rozmérné kvadrice Z, . Tudiz Iy je trojrozmérna kvadrika; jestlize C,
je regularni, lezi (@) mimo Z, (viz vétu 115.2), takie podle véty 102.1
je I'; reguldrni trojrozmérnd kvadrika s (neorientovanou) signaturou
(3,2); jestlize C, je singularni s vrcholem p, potom podle véty 102.2
je I'y singularni trojrozmérnd kvadrika se signaturou (2,2), jejim%
jedinym singuldrmim bodem je Kleintiv obraz pfimky p .

Kazdé dva rizné linearni komplexy C, a C; uréuji svazek linedrnich
komplexd, slozeny z téch linedrnich komplexi, jejichz prvé Kleinovy
obrazy vyplni v prostoru K, p¥imku @ = (a)(b), kde (a), (b) jsou
prvé Kleinovy obrazy lineirnich komplexi €, a C;. Prinik obou
linedrnich komplext C, a C;, ktery oznatime L , se nazyva linedrni
kongruence v Py ; kazdd pfimka nalezejici do L nélezi do vSech linear-
nich komplextu svazku a L je pranikem kterychkoli dvou linearnich
komplexi svazku. Pfimku @ prostoru K nazveme prvym Kleinovym
obrazem linedrni kongruence L .

Podle moZnych vzajemnych poloh pfimky @ a kvadriky Z, méme
¢tyTi razné druhy linearnich kongruenci L :

(1) Cela primka @ lezi na kvadrice Z, ; L je rozpadld linedrni kon-
gruence.

(2) Primka @ je seénou kvadriky Z,; L je hyperbolickd linerni
kongruence.

(3) Pfimka & je nesetnou kvadriky Z,; L je eliptickd linedrng
kongruence.
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(4) Primka @ je tecnou kvadriky Z, , ale neleii celd na Z, ; L je
parabolickd linedrni kongruence.

V ptipadé (1) podle véty 115.4 existuje v P; svazek piimek =(4 ; o),
kde A je bod a g jim prochazejici rovina prostoru P, ; L se sklada z téch
piimek prostoru P, ktera protnou kazdou pfimku svazku #(4 ; o).
Je patrné, Ze L se rozpadd na dvé ¢asti, a to jednak na mnoZinu viech
piimek prostoru P, prochazejicich bodem A, jednak na mnoZinu
vSech primek prostoru P; lezicich v roviné p ; prinikem obou &asti
je svazek 7n(A4;p). Obracené obdriime z kazdého svazku pfimek
nt(A ; p) pravé popsanym zpusobem rozpadlou linearni kongruenci L .

V ptipadé (2) miuzeme piedpoklidat, ze prvé Kleinovy obrazy linear-
nich komplexi C, a C, jsou praseéiky ptimky @ se zékladni kvadrikou
Z, . Podle véty 115.2 jsou linearni komplexy C, , C, singularni, a jejich
vrcholy jsou podle véty 115.4 dvé neprotinajici se piimky p , ¢ prostoru
P, . Tedy hyperbolickd kongruence L se sklada ze vSech téch piimek
prostoru P, , které protinaji piq ; pifimky p a g se jmenuji #idic! pFimky
hyperbolické linearni kongruence. Obricené kterékoli dvé redlné
neprotinajici se p¥imky p, ¢ prostoru P, jsou Fidicimi pfimkami
uréité hyperbolické kongruence. )

V ptipadé (3) eliptické linearni kongruence je vie stejné jako v pied-
chozim pfipadé az na to, Ze Fidici pfimky p, ¢ jsou nyni dvé imagi-
narni komplexné sdruzené pfimky bez spoleéného bodu, tedy bez
realnych boda.

V ptipadé (4) muzZeme pfedpoklidat, Ze Kleiniv obraz (115.3)
linedrniho komplexu C, je bod dotyku pfimky @ se zakladni kvadrikou
Z, . Kleiniv obraz (115.9) linearniho komplexu C; lezi mimo Z, v te3né
nadroviné k Z, v bodé (115.3). Linearni komplex C, je singuldrni;
jeho vrcholem budiZ piimka p prostoru P, , ktera je (v tomto pripadé
jedinou) #idici pfimkou parabolické linedrni kongruence L . Linearni
komplex C, je regularni a obsahuje pfimku p ; polarni rovina vzhledem
k C; libovolného bodu pfimky p prochézi ptimkou p ; jestlize kazdému
bodu X piimky p piifadime jeho polérni rovinu X vzhledem k C,,
dostaneme projektivni zobrazeni y pfimky p na svazek a(p;P,).
Parabolick4 linedrni kongruence L se sklidd ze vSech svazkia pfimek
tvaru n(X ,pX), kde X probihé pfimku p . DokaZeme, Ze také obra-
cené, zvolime-li v P, libovolné pfimku p a projektivni zobrazeni y
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piimky p na svazek rovin n(p , P,) , potom jestlize X probiha pfimku
p , viecky svazky pfimek tvaru z(X , yX) dohromady divaji parabo-
lickou linedarni kongruenci s fidici pfimkou p . Za tim tdelem zvolme
(115.1) tak, aby body {4,}, {4,} leZely na dané pfimce p a aby obra-
zem libovolného bodu {14, + uA,} pii projektivité v byla rovina
spojujici pfimku p s bodem {14, 4 uA4,} . Zddan4 line4drni kongruence
bude vytvofena singularnim linedrnim komplexem C, s vrcholem p
a regularnim linedrnim komplexem C; , zvolime-li C, tak, aby obsaho-
val pfimku p a aby libovolny bod X této pfimky mél vzhledem
k C, polarni rovinu X . Je patrné, Ze alternujici bilinearni forma f,
kde f(X ,Y) = xyy, — %Yy + 23y, — %,Y5 , ma tuto vlastnost.

Druhgm Kleinovym obrazem linedrni kongruence L nazveme mnoZinu
£2 Kleinovych obrazi vSech piimek, ze kterych se sklida L. V di-
sledku véty 115.3 je 2 priunik kvadriky Z, s trojrozmérnym linedrnim
podprostorem prostoru K, ktery se skladd ze vSech bodi vzhledem
k Z, konjugovanych s kazdym bodem piimky @& . Ctenit snadno
oduvodni, Zze £ je dvojrozmérna kvadrika, kterd v pfipadé rozpadlé L
se skldda ze dvou rovin protinajicich se v pfimce (jeZ je vrcholem
uvaZované kvadriky ), v ptipadé hyperbolické L je 2 regularni
se signaturou (2,2), v pfipadé eliptické L je £ regularni se signaturou
(3,1), v pripadé parabolické L je 2 singulirni s jednobodovym vrcho-
lem a se signaturou (2,1).

VEta 115.6. BudiZ q polira pfimky p vzhledem k reguldrnimu linedr-
nimu komplexu C, . Jestlize p nendleti do C;, je p + q a spojnice D
Kleinovyjch obrazi pfimek p, ¢ prochdzi progm Kleinovgym obrazem
Linedrniho komplexu C, . Jestlite p ndleii do C,, je p = q a teéna k Z,
v Kleinové obrazu pfimky p prochdzi prvym Kleinovym obrazem C, .

DUxraz. V pripadé p = ¢ je véc jasna (viz vétu 115.3). Budiz p + ¢
a budiz @ spojnice Kleinovych obrazii piimek p,q. @ je prvym
Kleinovym obrazem hyperbolické linearni kongruence L s Fidicimi
piimkami p , g a je tieba pouze ukazat, Ze celd L je ¢asti C, . To je viak
jasné, nebot L se sklada ze svazkt pfimek tvaru =(4,p), kde 4
je bod piimky p a rovina p spojuje bod A4 s pfimkou g, je tedy polarni
rovinou bodu A vzhledem k C, .
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116. MOBIUSUV PROSTOR. Budiz dan eukleidovsky prostor E,,
budiz N jeho tbézina nadrovina a budiz A,,_, jeho absolutni kvad-
rika.

Nazveme (m —- 1)-sférou a oznaéme S,_, takovou kvadriku pro-
jektivniho prostoru E,, , kterd obsahuje jako ¢ast (m — 2)-rozmérnou
kvadriku A,_,. Je rozeznivat dva pripady. Pfedné mame takové
(m — 1)-sféry §,_,, které neobsahuji jako . éast celou ubéZnou nad-
rovinu N ; nazveme je 8tfedové (m — 1)-sféry. (Pfipomenme si, Ze podle
&lanku 107 pouze takové kvadriky prostoru E,, pocitame mezi kvadriky
prostoru E,, , které neobsahuji jako ¢dst celou nadrovinu N.) Podle
¢lanku 108 jsou tfi druhy stfedovych §,,_, . Pfedné méame bodové redlné
regularni S,,_,, které jsme nazvali (m — 1)-rozmérnymi koulemi
a kterym nyni budeme fikat (m — 1)-koule; pfipomeiime si, Ze 1-koule
jsou totozné s kruznicemi. Za druhé mame formalné reilné reguldrni
S._., které nazveme struéné formdini S,,_,. Posléze patfi mezi
sttedové S,,_, jesté formalné reilné singularni S,,—, s jednobodovym
vrcholem v koneénu, které nazveme struéné bodové S,,—, . Vrcholem
bodové §,,_, je e. bod 4 a obricené kaidy e. bod 4 je vrcholem pravé
jedné bodové S, _,, ktera se sklada ze vSech minimalnich piimek
prostoru E,, jdoucich bodem 4 ,ktery je jedinym jejim realnym bo-
dem. Kazda stfedova §,_, ma urdity e. bod A za svij stfed; je-li
S, regularni, je stfed A pélem nadroviny N vzhledem k S,_,;
je-lt S,,_, bodov4, je stfedem jeji vrehol.

Vedle stiedovych S, _, mame je$té takové (m — 1)-sféry, které
obsahuji jako &ast celou ubéZnou nadrovinu N ; sem patii mimo jiné
dvojnasobni nadrovina N , kterou oznaéime N2, Ostatni §,,_, obsahu-
jici NV jako &ast nazveme plandrni (m — 1)-sféry a oznadime je T, _, ;
mnozina v8ech bod v koneénu kazdé T,,_, , kterou oznadime [T, _,],
je podle ¢lanku 96 (str. 108) nadrovina prostoru E, a obriacené pro
kaidou nadrovinu p prostoru E, mame privé jednu T,_, tak, Ze
e=[Tmi]. '

V ¢lanku 109 jsme poznali, Ze mnozina {Q,,—,} viech kvadrik pro-
jektivniho prostoru E,, tvofi projektivni prostor dimense m(m + 3),
jehoz ar. zékladem je mnozina vSech kvadratickych forem v E,, (nulo-
vou formu nevyjimajic). Je patrné, Ze mnoZina vSech (m — 1)-sfér,
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kterou oznacéime M,,,,, tvofi linedrni podprostor prostoru {Q,_,},
tedy opét projektivni prostor. Zvolme v E, kartézskou soustavu
soufadnic

(116.1) (P;e ,...,ey>.

Ar. body P ,e,,...,e, tvoli tedy ar. basi projektivniho prostoru
E.. a pro libovolny ar. bod X polozime
(116.2) X =zP +x¢,+... + x,e,,

pii ¢emz, jak vime, koeficient z, je nezavisly na volbé kartézské
soustavy soufadnic (116.1). Prostor M,,., md dimensi m + 1, nebot
je patrné, Ze jeho ar. basi jsou kvadratické formy

(1163) gO’ gls'--)gm’gm+11
kde pri oznaceni (116.2) je
(116.4) Go(X) = af + ... + 2%, gnsi(X) = a7,
g(X) =-—2x2, pro 1<r<m.

Kvadraticka forma

(116.5)  F, =tgy + 091 + - + tufm + s 1Gm+1
kde nejsou vSecka disla

€116.6) fo sty s en sty bmey s

jlejichi souhrn stru¢né oznacime (), soucasné rovna nule, vytvoiuje
(m — 1)-sféru S,,_,. Cisla (116.6) jsou soufadnicemi kvadratické
formy F, a ziroven homogennimi soufadnicemi (m — 1)-sféry S,,_,
[odpovidajicimi kartézské soustavé soufadnic (116.1) prostoru E, ,
ale jak jesté uvidime, soufadnice f, je nezdvisld na volbé soustavy
(116.1)] . Je patrné, Zze pro N? a pro kazdou T,,_, je ¢, = 0, kdezto
pro stfedové S,, | jet, &= O0; pro N?jetakét, = ... =, = 0 aoviem
tmeg £ 0.

Prostor M, ., budeme nazyvat Mobiusovym prostorem. AvSak
misto abychom jako dosud body prostoru M., tplné ztotozriovali
s (m — 1)-sférami S,,_, , bude i¢elné zaujmout obecnéjsi stanovisko,
Ze body prostoru M, ., jsou jakékoli objekty, jen kdyz tyto objekty
jsou v urlitém vzajemné jednoznaéném vztahu s (m — 1)-sférami.
Bod Mobiusova prostoru, ktery odpovidd dané (m — 1)-sfére §,,_,,
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nazveme proym Mdbiusovym obrazem této (m — 1)-sféry. Prvy
Mobiusuv obraz (m — 1)-stéry N2 nazveme severnim polem a oznaéime
jej o . Homogenni soufadnice (116.1) (m — 1)-sféry S, _, jsou zaroven
homogennimi soufadnicemi jejiho prvého Mobiusova obrazu; pozna-
menejme, ze ¢ ma vSecky své homogenni soufadnice, aZ na posledni,
rovny nule. Dile poznamenejme, Ze budeme brdt v dvahu pouze redlné
body Mébiusova prostoru M, ., .

Polpime nyni

(116.7) @s8) =8 + ..+ B — ol -
Kvadratickd forma ¢, vytvofuje v prostoru M, ., m-rozmérnou
kvadriku, kterou nazveme zdkladni kvadrikou prostoru M, ., a ozna-
¢ime M., . Snadno se zjisti, ze M., je reguldrni eliptickd kvadrika
prochdzejici severnim pélem o , dale Ze je @,(t) > 0 pro body prostoru
M, ., vné M., , g,(t) < 0 pro body uvnité M,, . Snadno se d4 dokazat,
ze kvadraticka forma ¢, je nezivisld na volbé kartézské soustavy
soufadnic (116.1). To pFenechavame ¢tenafi, protoZze pro nis je dule-
zity pouze fakt, Ze zdkladni kvadrika M, je nezavisld na volbé kar-
tézské soustavy (116.1), a spravnost tohoto faktu je bezprostfednim
dusledkem nésledujici véty.

Vira 116.1. Bod Mébiusova prostoru M, ., , rizny od severniho pdlu
a , je proym Mobiusovym obrazem bodové S, _, , pravé kdyZ leZi na zd-
kladni kvadrice M., .

DUgraz. Je-li t, =0 a zdroveil g,(t) = 0, plyne ze (116.7), Ze
& + ... 4 2 = 0 a jezto bereme v ivahu pouze reilné body prostoru
M,. ,musi byt ¢, =..=1t, =0, t. j. severni pdl ¢ je jediny bod
na M,, , pro ktery je t, = 0. Pfedpoklddejme nyni, Ze ve (116.5) je
t, £ 0, takze (m — 1)-sféra §,,_, vytvorena kvadratickou formou F,
je stfedovi; mame dokazat, Ze ¢,(t) = 0, pravé kdyz §,,_, je bodova.
Nyni ze (116.4) a (116.5) plyne snadno, Ze pro z, = 1 [t. j. jestliZe
ar. bod X ve (116.2) je e. bod] je

(1168) Fo(X) = tl(e; — @) + . + (En—anl]— - 9300
kde-jsme polozili

(116.9)" a,:%- pro 1< rm.
0
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Ze (116.8) je patrné, Ze S, _, je bodova, pravé kdyZ ¢,(!) = 0, coZ
se pravé mélo dokdzat. Zarovei jsme zjistili, Ze jsou-li (116.6) homo-
genni soufadnice stftedové S, _, , je jeji stied

(116.10) A =P ++ae + ..+ ape,,

kde ¢isla a, (1 £ r < m) jsou uddna ve (116.9). Mimo to plyne ze
(116.8), Ze @,(t) > 0 pro (m — 1)-kouli §,,_,, @,(t) < 0 pro formalni
S, 1 -

Nazveme Mobiusoviym obrazem e. bodu A prvy Mobiusiv obraz
bodové (m — 1)-sféry S, _,, jejimz vrcholem je bod 4 . Vétu (116.1)
miZzeme nyni vyslovit také takto: Mébiusiv obraz kadého e. bodu A
leti na M., a je rizng od o ; obrdcend kaidy od o rizny bod na M., je
Mobiusovym obrazem urcitého e. bodu A . Mimo to ze (116.9) je patrné,
%e Mobiussiv obraz e. bodu (116.10) ma homogenni soufadnice

t,=ad, pro 1<r<m,
tmer = (a3 + ... +ad)t,,
kde ¢islo £, + 0 je libovolné. Posledni rovnice (116.11) je duisledkem
toho, Ze @,(t) = 0.

V nasledujicim budiz M, tedna nadrovina k zdkladni kvadrice M,
v severnim polu ¢ . Ze (116.7) plyne, Ze disla (116.6) jsou homogen-
nimi soufadnicemi bodu na M, , privé kdyz t, = 0. Jezto M,, je re-
gularni eliptickd kvadrika, leZi vSecky body nadroviny M, , vyjma bod
dotyku o , vnévzékladni kvadriky M., .

Spravnost nasledujicich dvou vét je snadnym disledkem piedcha-
zejicich vyvodi.

(116.11)

VETra 116.2. Body nadroviny M, rizné od severniho pélu ¢ jsou totoiné
8 proymi Mobiusovyymi obrazy plandrnich S,,_, .

VEta 116.3. Body prostoru M., , které lezi vné M., , ale mimo nad-
rovinu M, , jsou totoiné s prvgmi Mébiusovymi obrazy (m — 1)-koult.
Body prostoru M,.,, které leXi wonité M,,, jsou totofné s proymi
Mibiusovymi obrazy formdlnich (m — 1)-sfér.

Budiz §,,-, stfedovd (m — 1)-sféra se stfedem A . Prifadime
kaidému e. bodu X realné é&islo, které nazveme mocnosti bodu X
vzhledem k S, _, . Jestlize ptedné §,_, je bodova (m — 1)-sféra, je

mocnost rovna A4X? je tedy rovna nule pro X = 4, kladna pro

203



X + A .Je-lizadruhé S, _, (m — 1)-koule s polomérem r , je mocnost
rovna AX? — r?, je tedy rovna nule pro body X na S, , kladn4 pro
body X vné §,,_,, zdporna pro body X uvnitf §,_, . BudiZ posléze
S.—, formalni (m — 1)-sféra; podle ¢lanku 107 (str. 157) je S,_,
sttedové sdruzena s (m — 1)-kouli, jejiz polomér budiz r; mocnost
bodu X vzhledem k S, _, je potom rovna AX® + 72, je tedy kladna
pro viecky e. body X .

Jestlize kvadratickd forma (116.5) vytvofuje stfedovou (m — 1)-
sféru, takze t, + 0, dokdZe se snadno na zikladé (116.8), Ze je-li X
libovolny e. bod, je F.(X) rovné soucinu d&isla £, s mocnosti bodu X
vzhledem k S, _,, takZze hodnota ¢, je nezavisld na volbé kartézské
soustavy soufadnic (116.1). Je-li ¢, = 1 ve (116.5), pravime, Ze F,
je normdlni kvadratickd forma stiedové (m — l)-sféry S,,_,, a ¢isla
(116.6) v piipadé ¢, = 1 nazveme normdlnimi soufadnicemi této
(m — 1)-sféry. Podle (116.9) jsou normalni soufadnice ¢, (1 < r < m)
sttedové (m — 1)-sféry S, _, totoiné s kartézskymi soufadnicemi
jejiho stfedu a ze (116.7) a (116.9) se snadno odvodi, Ze {,., = £ +
+ ... + 8, — er? | kde er? = 0 pro bodovou §,,_, , pro (m — 1)-kouli
S,._,jee = 1arznamena jeji polomér, pro formalni §,_,jee = — 1

a r znamend polomér (m — 1)-koule stfedové sdruZené s §,_; .

V predchézejicim je obsaZena

VEra 116.4. Je-li F, normdint kvadratickd forma stiedové (m — 1)-
sfery S,._, a je-li X libovolny e. bod, je &islo F,(X) rovné mocnosti bodu
X vzhledem k' S,,_, . '

VETA 116.5. Je-li (') Méobiusiv obraz e. bodu A (takZe (t') + o leii
na M.,.), potom teénd nadrovina kvadriky M,, v bodé (t') se sklddd z bodu
('), z proych Mobiusovijch obrazi viech (m — 1)-kouli prochdzejicich
bodem A a z prvych Mdbiusovych obrazt vdech técn T,,_, , pro néz nad-
rovina [T,,_,] prochdzi bodem A .

DokAz. Tedénd nadrovina kvadriky M., v bodé (¢) se skléd4 ze viech
téch bodu (t), pro néz je ¢(t,t’) = 0, kde ¢ je bilinedrni forma pfi-
sludna kvadratické formé ¢, , t. j.

(116.12)  @(t,t') = tity + ... + tobon — Hlotms 1 + tomsils) -

Je-li (t) prvy Mobiustv obraz (m — 1)-sféry S,,_, vytvofené kvadra-
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tickou formou (116.5), mame dokazat, Ze ¢(¢,t’) = 0, pravé kdyz
F,(t') = 0. Podle (116.10) a (116.11) je v8ak ¢, = a,topro 1 < r < m,
t ., =+ ... +a2), ,kdet, + 0; podle (116.2) je tedy

@t , 1) = ty[ayt, + .. + Gutm — 3@} + ... + al)to— YHuiil,
takze podle (116.4), (116.5) a (116.10) je
—2p(t, ) = Fy(t').

Druhym Mobiusovym obrazem (m — 1)-koule S,,_-, nazveme mnozinu
Mbbiusovych obrazi viech bodu lezicich na §,._, ; druhym Mdébiuso-
vym obrazem plandrni (m — 1)-sféry T, _, nazveme mnozinu sloZenou
ze severniho pélu ¢ a z Mobiusovych obrazi vsech bodu nadroviny
[Tm_,].Z vét 116.2 a 116.4 se snadno odvodi

ViEra 116.6. Je-lv S,,_, budto (m — 1)-koule nebo plandrni (m — 1)-
sféra, potom druhy Mobiustv obraz (m — 1)-sféry S,_, je prinik M.,
s poldrni nadrovinou prvého Mébiusova obrazu (m — 1)-sféra S,._, .
Jeito M., je m-rozmérnd regularni eliptickd kvadrika, je tedy (viz
véty 102.1 a 116.2) uvazZovany druhy Mobiusiv obraz (m — 1)-roz-
mérnou reguldrni eliptickou kvadrikou.

117. SVAZKY KOULI. V tomto &linku podriime viecka oznaéenf
zavedend v predchdzejicim élanku.

Jeito (m — 1)-sféry jsou zvlastnimi p¥ipady kvadrik projektivniho
prostoru E,, , je svazek (m — 1)-sfér zvlistnim piipadem svazku kvad-
rik v E, . Svazek (m — 1)-sfér je tedy zfejmé mnozina takovych
(m — 1)-sfér, jejichi prvé Mobiusovy obrazy vyplni piimku prostoru
M.+, , kterou oznadime @ . Svazek sdm oznadime X . Svazek X je
uréen dvéma libovolné zvolenymi navzajem raznymi (m — 1)-sférami
S,._i> Sw_1, vytvofenymi dvéma linedrné nezavislymi kvadratic-
kymi formami F,, F, tvaru (116.5), jejichz soufadnice budtez (¢'),
(t"). Tymiz symboly ('), (¢") oznacéime také prvé Misbiusovy obrazy
(m —1)-stéry S,,_,, Si._,. )

Svazek X nazveme plandrni, jestlize pfimka @ lezi v nadroviné
M, . Je tteba rozeznavat dva piipady podle toho, zda piimka @ pro-
chazi ¢i neprochazi severnim pélem o . Snadno se dokéze, Ze v prvém
piipadé X obsahuje N2 a mimo to jeSté viecky planarni (m — 1)-sféry
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T,._, takové, Ze pfislusné nadroviny [T,_,] tvoii svazek nadrovir
rovnobéznych s danou nadrovinou prostoru E,, ; ve druhém piipadé
pak X se sklidd ze vSech planarnich (m — 1)-sfér T,_, takovych,
Ze piislusné nadroviny [T, _,] tvoli svazek nadrovin prvniho druhu
prostoru E, , t. j. soustavu vSech nadrovin prochdzejicich uréitym
linedrnim podprostorem E,,_, prostoru E,, (pro m = 2 uréitym bodem
roviny E,) .

Jestlize pfimka @ nelezi v nadroviné M, , potom, jak uvidime,
svazek X obsahuje nekoneéné mnoho (m — 1)-kouli a proto Fikime,
ze X je svazek (m — 1)-kouli. Takovy svazek 2 nazveme: (1) hyperbo-
licky, je-li @ neseénou pro M., ; (2) elipticky, je-li @ seénou pro M., ;
(3) parabolicky, je-li @ teénou pro M,, .

Poénéme tim zvlatnim pripadem eliptického svazku (m-1)-kouli,
ktery dostaneme, jestlize pfimka @ prochizi severnim pélem o ;
jeito @ je seénou pro M,  mé @ s M, mimo o jeité jeden dalsi spo-
le¢ny bod, ktery je Mobiusovym obrazem e. bodu A . MiZeme pied-
pokladat, ze S,,_, je bodovad (m — 1)-sféra s vrcholem 4 a zZe §,,_, =
= N2, Dile miZeme pfedpoklidat, Ze¢ F, je normalni kvadratickd
forma pro S.,_, , takie F(X) = AX* pro kaZdy e. bod X , dile pak,
Ze F3(X) = 1 pro kazdy e. bod X . Potom X obsahuje mimo N2 jesté
pravé ty (m — 1)-sféry, jimZ pfisludi normélni kvadratickd forma
F,=F, — AF}. Jeli X e. bod, je F(X)=AX*— 4. Z toho je
patrné, Ze X obsahuje mimo N2 jeité pravé vSecky stfedové (m — 1)-
sféry se stfedem A . Proto nas X nazveme soustfedniym svazkem
{(m — 1)-koul{ se stiedem A4 .

Jestlize svazek X (m — 1)-kouli neni soustfedny, potom pfimka @
ma s nadrovinou M, spoleény praveé jeden bod 7 , ktery je rizny od o .
Do 2 nalezi planarni (m — 1)-sféra T,,_, , jejimz prvym Mobiusovym
obrazem je bod t ; nadrovinu [T,,_,] prostoru E,, ozna¢me kratce p
a nazveme ji potenéni nadrovinou svazku X ; pro m = 2 je g piimka
roviny E, , kterd se ¢asto také nazyva chorddlou svazku kruznic 2 .

Jezto M, je regularni eliptickd kvadrika prostoru M,,.,, leii
piimka @ v ptipadé hyperbolického svazku X celd vné M, , v piipadé
parabolického svazku pak mi @ s M, spoletny pravé jeden bod
a jinak je cela vné M., ; posléze v piipadé eliptického svazku mi @
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s M, spoleéné dva rizné realné body, které déli @ na dva intervaly,
z nichZ jeden lezi vné a druhy uvnit¥ M,, . Z toho plyne podle véty
116.3, Ze hyperbolicky svazek X obsahuje mimo jedinou planirni
(m — 1)-sféru T, _, jesté pouze (m — 1)-koule, parabolicky svazek %
obsahuje mimo T,_, pravé jednu bodovou (m — 1)-sféru a jinak
uz jen (m-— 1)-koule. Posléze elipticky svazek 2' obsahuje mimo
T—, pravé dvé bodové (m — 1)-sféry a vedle toho jesté jednak ne-
koneéné mnoho (m — 1)-kouli, jednak nekoneéné mnoho formdalnich
(m — 1)-sfér. V celku tedy kazdy neplanarni svazek X obsahuje neko-
ne¢né mnoho (m — 1)-kouli, jak bylo vySe uZ ohldSeno. (Planarni
svazky i soustiedné svazky jsou v nasledujicim vylouceny.)

Muzeme piedpokladat, Ze F, je normélni kvadratickd forma stte-
dové (m -— l)-sféry S,._, a 7e F, vytvofuje planarni (m —- 1)-sféru
Tn.,.Jdetedy t, =1, t; = 0; mimo to se snadno dokaze, ze je-li
u=_({,...,t,),je u + oasmér {u} je kolmy na potenéni nadrovinu
p . Libovolna (m — 1)-sféra S, _, svazku X je vytvofena normilni
kvadratickou formou F, = F, + AF, se soufadnicemi (t) = (¢’ +At") .
Je t, = 1, takZe ze (116.9) plyne, Ze stied (m — 1)-sféry S,,_, ma
v kartézské soustavé (116.1) soutadnice t, = t, + A, (1 < r < m).
Je-li tedy A’ stied S,,_,, mi S,,_, stted A’ + Au. Tedy stFedy vdech
stredovyjeh S, _, svazku X vyplni pFimkou kolmouw na potenéni nadrovinu
o . Tato pfimka se jmenuje stfednd svazku X ; kazdy jeji bod je stie-
dem pravé jedné S,,_, svazku X . Mocnost e. bodu X vzhledem k S,,_,
je rovna

Fy(X) = Fy(X) + AFYX) .

Jestlize X lezi v potencni nadrovinég o , je Fy(X) = 0 a mocnost F(X)
je nezavisld na 4 ; jestliZze viak X lezi mimo g , je F,(X) + 0a X nemuize
mit touz mocnost vzhledem ke dvéma riznym stfedovym S, _,
svazku X' . Tedy potencni nadrovina o je mnoZina téch e. bodd X , které
maji touZ mocnost vzhledem ke véem stredovym S,,_, svazku X . Mimo to,
jestlize e. bod X neleZi v potenéni nadroviné g, tu, je-li déno jakékoli
realné ¢islo ¢ ) existuje pravé jedna stiedova S,,_, svazku X', vzhledem
k niz mé e. bod X danou mocnost c .

Jezto F, = F, + AF, , je patrné, Ze jestlize e. bod X nadroviny ¢
nalezi do jedné sttedové S, _, svazku X, nalezi X do kaZdé sttedové
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Sn_, svazku X', kdeito e. bod X , ktery nelezi v ¢, naleZi do prdvé
jedné sttedové §,,_, svazku 2. PF daldi diskusi je Gcéelné (a podle
predchoziho také pfipustné) piedpoklidat, Ze stted (m — 1)-sféry
S.._., kterd spolu s planarni (m — 1)-sférou T,_, uréuje nis svazek
2, lezi v potenéni nadroviné p. Kartézskou soustavu soufadnic
(116.1) mizZeme volit tak, Ze jejim pocdtkem P je stied (m — 1)-sféry

S, . a mimo to tak, Zze ¢ ={P;u,,...,u,}. Potom pro kaidy
e.bod X =P + xu; + ... + Zlnje

F(X)y=22+...+2%—c,

kdec = 0, je-li S,,_, bodova (m — 1)-sféra,c = r% je-li S,._, (m — 1)-
koule s polomérem r > 0, ¢ = — 72, je-li S,,_, formilni (m — 1)-
sféra stfedové sdruzend s (m — 1)-kouli poloméru r > 0. Mimo to
je F3(X) = ax, ,a # 0; bez Gjmy na obecnosti mizeme pfedpokléddat,
7e a = — 2., Libovolna (m — 1)-sféra svazku 2 je vytvofena normalni
kvadratickou formou F, = F, + iF, , kde tedy

FyX) = (&, — A2 +ay + ... + 25, — (A +¢).

Je-li nejprve ¢ = 72 > 0, mame pro kazdé A2 (m — 1)-kouli §,,_,
se stfedem P + Au, a s polomérem l/lz + r?; 2 je hyperbolicky svazek,
do néhoz mimo T,,_, ndleii je§té pravé ty (m — 1)-koule, které protnou
nadrovinu g v (m — 2)-kouli se stfedem P a polomérem 7 (pro m = 2
je 0-kouli se sttedem P a polomérem r >0 rozumét dvojici realnych
bodid 4 , B se sttedem P, pro kterou AB = 2r) . Obracené se snadno
dokaze, Ze je-li ddna nadrovina ¢ a v ni (m — 2)-koule §,,-, , potom
viecky ty (m — 1)-koule, které prochazeji danou (m — 2)-kouli,
spolu s tou planarni (m — 1)-sférou T,_,, pro kterou [T,-,] =9,
tvofi hyperbolicky svazek (m — 1)-kouli.

Je-li za druhé ¢ = 0, mame pro A = 0 bodovou (m — 1)-stéru se
sttedem P a pro kazdé A + 0 (m — 1)-kouli se stfedem P + Au,
a s polomérem |4|; 2 je parabolicky svazek, do néhoz mimo T, _,
a mimo zminénou bodovou (m — 1)-sféru nilezeji jeSté pravé ty
(m — 1)-ko{11e, které prochizeji bodem P a v tomto bodé maji te¢nou
nadrovinu ¢ . Obricené se snadno dokaZe, Ze-je-li dana nadrovina o
a v ni bod P, potom viecky ty (m — 1)-koule, které prochazeji bodem
P a maji zde teénou nadrovinu g, spolu s bodovou (m — 1)-sférou
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sttedu P a s tou planarni (m — 1)-sférou, pro kterou [T, _,] = o,
tvoii parabolicky svazek (m — 1)-kouli.

Je-li posléze ¢ = —r? < 0, potom pro |A| =r dostivime dvé
bodové (m — 1)-sféry se stiedy P, =P + Au;,, P, = P —Au,;
nadrovina ¢ je nadrovinou soumérnosti useéky P,P,. Pro [A| >r
dostavame (m — 1)-kouli se sttedem P + Au, a s polomérem VP —r?,
Pro |A| < r dostivime formélni (m — 1)-sféru se sttedem P + Au,,
s niz je stfedové sdruzena (m — 1)-koule s tymz stiedem a s polomérem
Vrz — 2% . X je v uvazovaném pfipadé elipticky svazek (m — 1)-kouli.
Obricené je patrné, ze jsou-li dany dva rizné e. bedy P, , P, , existuje
pravé jeden svazek X2 (m — 1)-kouli, do kterého naleZzeji obé bodové
(m — 1)-sféry se stiedy P, , P, ; svazek X je zfejmé elipticky. Jsou-li
F,, F; normélni kvadratické formy téchto bodovych (m — 1)-sfér,
je pro kazdy e. bod X

Fy(X) = P, Xz, Fi(X) = P, X2

Do svazku X nalezi planarni (m — 1)-sféra T,,_, , pro kterou [T, _ l] =
= p je nadrovinou soumérnosti usetky P,P,; T,-, je vytvofena
kvadratickou formou F, — F;. Ka?dym bodem A prostoru E,,
riznym od P, i od P, , ktery lezi mimo nadrovinu o (takze P,A + 0,
P,A +0, P,A + P,A), prochazi (pravé jedna) (m — 1)-koule
Sn—, svazku X, vytvofena kvadratickou formou F, = F, — 1Fj,
kde ¢slo 4 se uréi z rovnice F,(4) = AF;(A) neboli P,A? = 1. P,A®.
Je A0, 1 %1 a ¢slo 4 =c¢? (¢c>0) je kladné; (m -— 1)-koule
S,.~; je mnoZina téch bodu X , pro které P, X : P,X = ¢ . Mimo po-
psané uz (m — 1)-sféry obsahuje nas svazek X je§té nekoneéné mnoho
formalnich (m — 1)-sfér §,_,. Stfed @ takové S,_, lezi uvnitt
usecky P,P,, je v3ak rizny od stfedu P dvojice P,, P,. Je-li K
(m — 1)-koule se stiedem P, kterd prochazi bodem P, (a tedy i bodem
P,), potom se snadno dokédZe, ze (m — 1)-koule stfedové sdruZens
s uvazovanou (m — 1)-kouli §,,_, je jednoznaéné urcena tim, ze ma
stfed ¢ a Ze nadrovina vedeni bodem @ kolmo na p¥imku PP,
ji protne v téze (m — 2)-kouli, ve které protne K .

Pro m = 2 véta, Ze jsou-li diny v roviné E, dva rizné body P, , P,
a je-li dano kladné é&islo ¢ + 1, potom mnoZina vSech téch e. boda X,
pronéz P, X : P,X =c, je kruznice, byla znama uz slavnému staro-
vékému geometrovi Apolloniovi z Pergy.
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118. POKRACOVANI O KOULICH. Budiz 1 < d < m. Linedrni
soustava (m — 1)-sfér dimense d. je mnoZina X; vSech takovych (m—1)-
sfér, jejichz prvé Mobiusovy obrazy vyplni d-rozmérny linedrni
podprostor @, prostoru M,,,. Z; nazveme plandrni, jestlize @,
lezi v nadroviné M, ; planarni X, se sklada z N2 a ze vSech planarnich
(m — 1)-sfér. Je-li d < m, potom jestliZe @; neprochazi bodem o,
sklddd se 2, z téch planarnich (m — 1)-sfér T,,_, , pro néz nadroviny
(Tm_1] tvofi d-rozmérnou linedrni soustavu prvniho druhu ve smyslu
¢ldnku 48; jestlize @; prochizi bodem o, potom X, obsahuje N?
a mimo to ty T,,_,, pro néz nadroviny [T,-,] tvofi d-rozmérnou
linearni soustavu nadrovin druhého druhu.

Jestlize @, nelezi v nadroviné M, , potom X; obsahuje nekoneéns
mnoho (m — 1)-kouli a pravime, ze X, je linedrni soustava (m — 1)-
kouli dimense d. Vedle pfipadu d = 1 probraného v pfedchozim
¢lanku je nejdilezitéjsi pfipad d = m . Jediny plandrni X, jsme uz
popsali vy3e; neni-li 2, planarni, pravime, ze X, je trs (m — 1)-kouli.
Prislusna @, je nadrovina prostoru M,,,, raznd od M, ; budiz ¢ pél
nadroviny @,, vzhledem k M., . Bod ¢ je prvym Mobiusovym obrazem
uréité (m — 1)-sféry, kterou nazveme zdkladni (m — 1l)-sférou trsu.
Jsou-li (t') homogenni soufadnice bodu ¢ (a tedy také homogenni
soufadnice zdkladni (m — 1)-sféry), potom 2, se sklddé z téch
(m — 1)-sfér (t) , pro néz plati ¢(t,t’) = 0 neboli [viz (116.12)]

(118.1) 2ty .. F b)) = fobmsy + Emrily -

Jsou &ty¥i moZné piipady, jejichz geometricky popis se snadno odi-
vodni na zdkladé (118.1) tieba tak, Ze napied vhodné specialisujeme
kartézskou soustavu soufadnic (116.1). Poéneme piipadem planarni
zdkladni (m — 1)-sféry T,,_, a poloime [T.,_,] = ¢; 2, se sklidd
z N2 | ze viech téch plandrnich (m — 1)-sfér T,,_, , pro néz nadrovina
[Tn_i] je kolm4 na p a ze vSech téch stfedovych (m — 1)-sfér, jejichz
stfedy lezi v o . JestliZe za druhé zdkladni (m — 1)-sféra je bodova
S,._, se stfedem 4, potom X, se sklid4d ze v3ech plandrnich T, _,,
pro néz nadrovina o prochazi bodem 4 , z jediné bodové (m — 1)-
sféry, jiz je samotna zékladni (m — 1)-sféra S, _, , a ze viech (m — 1)-
kouli prochézejicich bodem A . Jestlize posléze zdkladni (m — 1)-
sféra S, _, je regulérni stiedova (m — 1)-sféra se stiedem A , polozme
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c=1r2>0, jeli S, _, (m— 1)koule s polomérem r, a poloime
c=—r <0, jeli §,_, formilni (m — 1)-sféra stiedové sdruZens
8 (m — 1)-kouli poloméru r. V tomto pfipadé 2, se skladi jednak
ze viech planirnich (m — 1)-sfér T,_,, pro néz nadrovina [T,_,]
prochizi bodem A , jednak ze viech téch stfedovych S,,_, , vzhledem-
k nimz mé bod A mocnost rovnou ¢&islu ¢. V pfipadé ¢ < 0 vecky
tyto stiedové §,_, jsou (m-— 1)-koulemi, kdeito v ptipadé ¢ > 0
do X, naleZeji vedle (m — 1)-kouli také bodové i formalni S._, ,
pfi demZ bodova §,,_, se stfedem X nalezi do X, , pravé kdyz bod X
lezi na (m — 1)-kouli S,,_, .

O dvou (m — 1)-koulich §,,_,, S, _, pravime, Ze jsou navzijem
orthogondlni, jestlize jejich prvé Mobiusovy obrazy jsou navzijem
konjugované vzhledem k M, ; kaZd4 z nich nalezi tedy do trsu (m—1)-
kouli, jehoz zdkladni (m — 1)-sférou je druha z nich. Snadno se dokaze,
Ze dvé navzdjem orthogonalni (m — 1)-koule S, _,, S,._, jsou na-
vzdjem riazné a urcéuji hyperbolicky svazek (m — 1)-kouli, takZe maji-
v piipadé m = 2 dva spoleéné body a v piipadé m = 3 nekonedné
mnoho spoleénych bod; jestlize pak je 4 spoleény bod dvou (m — 1)-
kouli S,_,, S,._,, jsou tyto navzijem orthogonilni, pravé kdyz
jejich teéné nadroviny v bodé 4 stoji na sobé kolmo.

Linedrni systémy X2, (1 < d < m) nebudeme probirat.

Budiz nyni dana v E,, urdita reguldrni stfedovéd (m — 1)-sféra S,,_, ,
kterou nazveme zdkladni (m — 1)-sférou inverse, a budiz A jeji stied,
ktery nazveme pdlem inverse. Budiz o« Mobiusiv obraz bodu A.
Budiz E,, — 4 mnozina, kterd vznikne z E,, odstran&nim bodu 4 .
Budeme definovat transformaci j mnoziny E,, — 4 , kterou nazveme,
inversi vzhledem k S, _, . Za tim Géelem budiz 8 prvy Mobiustiv obraz
(m — 1)-sféry S,_, a ¥ polarni nadrovina bodu 8 vzhledem k M/, .
Bod f nelezi ani na M,,, ani v M, a proto nadrovina ¥ neprochazi
ani bodem « , ani bodem o . Snadno se dokéze, Ze homologie H prosto-
ru M,,,, se stfedem g, s osovou nadrovinou ¥ a s invariantem —1
pfevadi kvadriku M, v samu sebe, pii ¢em? Ho = &« je Mobiusiv
obraz bodu A4 a obricené Ha = o . Slibend definice inverse j spo-
¢iva v tom, Ze je-li X bod mnoziny E,, — A a ¢ jeho Mobiustv obraz,
je j(X)ten bod mnoiiny E,,— A , jehoZ Mobiusovym obrazem jebod H¢ .
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Zikladni vlastnosti inverse plynou p¥imo z jeji definice. Predevsim
je patrné, ze je-li j(X) = ¥, je také obricené j(¥Y) =X . Je-li S, _,
(m — 1)-kouli, potom kazdy jeji bod je samodruZny pii j a obricené
kazdy pfi j samodruzny bodlezina S,,_,; je-li X uvnitf¥ S, _,, je j(X)
vné; je-li X vné §,,_,, jej(X)uvnitt. Je-li§,,_, formalni (m — 1)-sféra,
nema4 j samodruznych bodud. Je-li p nadrovina prochédzejici bodem 4 ,
je o — A samodruzna mnozZina pfi j . Je-li p nadrovina neprochazejici
bodem A4 , potom mnoZina j(p) spolu s bodem A tvofi (m — 1)-kouli;
obricené, jestlife (m — 1)-koule S,,_, prochizi bodem A, potom
7(Sm -1 — A)jenadrovina neprochézejicibodem 4. Je-li S, _, (m —1)-
koule neprochéazejici bodem A , potom totéz plati o j(S.,,_,) ; jestliZe
S,._, nalezi do trsu (m — 1)-kouli se zdkladni (m — 1)-sférou §,,_,,
je J(Sip_y) = S_y -

Jestlize bod X #+ A4 neleZina §,,_; a je-li ¥ = j(X), plyne z ¢&lanku
117, Ze bodova (m — 1)-sféra se stiedem X , bodovd (m — 1)-sféra
se stiedem Y a (m — 1)-sféra S, _, naleZeji do téhoZz (eliptického)
avazku (m — 1)-kouli, jehoz stfednou je pifimka XY, kterid tudiz
obsahuje téz bod 4, t. j. bod ¥ = j(X) lezi na pfimce AX , kterou
oznadime p . Nyni svazek (m — 1)-kouli je zvla§tnim p¥ipadem svazku
kvadrik, takze podle véty 109.4 jsou body X, ¥ dvojnymi body
involuce na pfimce p , do které naleZi dvojice B, , B, prisedikid pfimky
pa S,_,.Toviak znamend, Ze body B, , B, jsouharmonicky sdruZeny
vzhledem k bodim X , Y a to lze vyslovit tak, Ze dvojice X , ¥ nalezi
do involuce ¢ na pfimce p, jejimiz dvojnymi body jsou B,, B,.
Je-li viak u jednotkovy vektor na pfimce p, je zfejmé: (1) B, =
=A+4+ru,B,=A4—ru, je-li §,,_, (m — 1)-koule s polomérem r,
(2) By=A +iru, B, = A —iru, jeli §,_, formalni (m — 1)-sféra
stfedové sdruZend s (m — 1)-kouli poloméru r . Z toho snadno plyne
(viz konec ¢lanku 87), ze

—_—— — 2 1 p-4
(118.2) % A7 — r{vpnpade (),

— r%| v pFipadé (2) .
Ve (118.2) je obsaZena elementarni definice inverse. Dal3i vlastnosti
inverse nebudeme probirat.
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PREHLED POJMU

V nésledujicfm znamena nF str. n, tddek k shora: n, str. n, Fidek k zdola.

absolutni: a. dudlni kvadrika 1814, a.
involuce 160, a. kvadrika 160, a.
polar:ta 16017, a. velikost 773

alternujici bilinearni forma 103*

ar. = aritmeticka, aritmeticky: ar. ba-
se projektivniho prostoru 144, ar.
bod 137, nevlastni ar. bod (n. ar.
bod) 8,, vlastni ar. bod (vl. ar. bod)
8,0, ar. nadrovina 21,, ar. zéklad
projektivniho prostoru 13,, ar. zi-
stupce geometrického bodu (g. bo-
du) 12,, 131

asociativni 754, 75,

asymptota 15214

asymptoticky kuZel 154,,, 155

automorfismus 524, 77,

base, ar. base: ar. b. projektivniho
prostoru 144, dudlni ar. b. 23,, geo-
metrickd b. (g. base) 42,,, kladné
ar. b. 321, nesouhlasné ar. b. 31,, po-
larni ar. b. 1223, souhlasné ar. b.
31, zaporné ar. b. 322

bilinearni forma: b. f. 99,, alternujici
b. f. 1032, nulovad b. f. 1018, regu-
larnf b. . 1018, singulérni b. f. 1018,
symetricka b. f. 102,

bod: b. dotyku 113,, b. projektivniho
prostoru 13,3, b. v kone¢nu 12V, b.
v nekoneénu 12V, aritmeticky b. (ar.
bod) 137, nevlastni aritmeticky b. (n.
ar. bod) 8, vlastni aritmeticky b. (vl.
ar. bod) 8,,, dvojnasobny b. 115,
eukleidovsky b. (e. bod) 8,4, geome-
tricky b. (g. bod) 128, 13°, nevlast-

ni geometricky b. (n. g. bod) 12,,,
vlastni geometricky b. (vl. g. bod)
128, imaginérnf b. 82,,, 92%, kom-
plexni b. 82,4, 928, redlny b. 8213,
927, béZny b. 124

bodové (m—1)-sféra 20017

bodovs redlné kvadrika 119'2

Brianchonova véta 1461

dislo: imaginarni 8. 744, ryze imagi-
narni 8. 74,, komplexnd sdruZené
&. 774, komplexni &. 749, opacné &.
768, pfevracené &. 76'2, redlné &.
744

Stvefice: &. 20;;, ekvianharmonické é&.
93,5, harmonické ¢é. 29,

&tyfnasobny: &. prusedik dvou kuZe-
losedek 168,,, ¢. zdkladni bod svaz-
ku kuZeloseéek 168°

definitnd: d. kladnd kvadratickd for-
ma 1184, d. zdpornd kvadratické
forma 1185

definitni kvadratickd forma 118°

determinar.t: d. automorfismu 53;, d.
kolineace v samodruZzném bodd 634,
d. kolineace v samodruZné nadro-
viné 652, d. pfechodu 31,, 52,

diametralnf nadrovina 15313

dimense projektivniho prostoru 137

distributivni 76,,

dotyk: bod dotyku 113,

dualisace reguldrnf kvadriky 114,

dualita: princip duality 20°

dudlni: d. ar. base 23,, d. isomorfn{
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zobrazeni 567, d. kolinearni zobra-
zeni 554, d. korelace 9913, d. kvadri-
ke 113V, d. podprostor 254, d. pro-
jektivni prostor 19,, d. sdruZenost
81,, d. véta 203, d. vrchol 11417

dvojdilné kvadrika 152,

dvojdilny hyperboloid 1551®

dvojice involuce 71,

dvojnasobné nadrovina 10718

dvojnasobny bod 115,

dvojny: d. bod involuce 72, d. pri-
seCik dvou kuZelosedek 168,,, d. za-
kladni bod svazku kuZelosetek 1685

dvojosy paraboloid 18013

dvojpomér 20, 138,

ekvianharmonické &tvefice 93,,

elipsa 152,

elipsoid: e. 152,, rotaéni e. 177,, pro-
tahly rotaéni e. 177, trojosy e. 1778,
zplostély rotadéni e. 178!

elipticka: e. involuce 722, e. kvadrika
133,, e. linearni kongruence 197,,
e. projektivita 69,;, 1402

elipticky: e. paraboloid 157,, e. svazek
{m—1)-kouli 20612

eukleidovska: e. pfimka 142, e. rovina
142

eukleidovsky bod (e. bod) 8,

fokalni Q,, -, 1841°, 18810

forma: bilinedrni f. 99,, alternujici b.
f. 1032, nulov4 b. f. 1018, reguldarni
b. f. 1018, singuldrni b. f. 1018, sy-
metricka b. f. 102,

forma: kvadratieka f. 1048, definitné
kladna k. f. 1184, definitn¥ zdpornd
k. f. 1188, definitni k. f. 118%, inde-
finitni k. f. 118,,, kladné k. f. 117,
reguldrnf k. f. 104, semidefinitn{
k. f. 118,,, singuldrni k. f. 104,, za-
pornd k f. 117,

forma: linearni f. 20,,, poldrni f. 104,,
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formalng& realnd kvadrika 11911
formalni (m—1)-sféra 20018

g. = geometrickd, geometricky: g. ba-
se 42,,, g. nadrovina 21;, g. bod
1219, 13%, nevlastni g. bod (n.g. bod)
12,,, vlastni g. hod (vl. g. bod) 1218,
138.

harmonicka: h. étvefice 29,, h. sdruze-
nost, 308

hlavni: h. osa stiedové regularni Q,
184,,, h. teéna paraboloidu 178,, to-
talni h. teGnovy prostor paraboloidu
17913

homogenni soufadnice: h. s. geome-
trického bodu (g. bodu) 14,,, h. s.
linedrniho komplexu 1943, h. s, ptim-
ky 1945, h. 8. (m—1)-sféry 201,,

homologie: h. 58!°, invariant h. 60,,
osa h. 584, osovéd nadrovina h. 58,
specialni K. 61,,, stied h. 5813

homotheticky svazek kvadrik 180,

hyperbola 152,

hyperbolické: h. involuce 723, h. line-
arni kongruence 197,, h. projekti-
vita 69,;, 1402

hyperbolicky svazek
20610

hyperboloid: dvojdilny h. 155, jedno-
dilny h. 1558, rotaéni h. 1784, 1789,
trojosy h. 17712

(m—1)-kouli

chordéla 206;

imagindrni: i. édst komplexniho &isla
74,4, i. ¢ast komplexniho bodu 82,
i. d4st komplexniho vektoru 787,
i. bod 82, 928, i. &islo T4, ryze i.
éislo 74,, i. vektor 782

indefinitni kvadratickd forma 118,,

interval 35,,, 35,

invariant homologie 60,



inverse 211,

involuce: i. 71,,, 141,, absolutni i. 160,,
dvojice i. 7ly, dvojny bod i. 722,
eliptickd i. 723, hyperbolicka i. 72?

involutorni korelace 99,,

isotropicky smér 160,

jednodilny hyperboloid 15518

jednoduchy: j. pruset¢ik dvou kuZelo-
seCek 168,;, j. zakladni bod svazku
kuZelosecek 167,

kladna: k. ar. base 32!, k. kvadraticka
forma 117,, definitné k. kvadratickd
forma 1184, k. orientace kvadriky
1321, k. orientace osy paraboly 1802

kladny bod vzhledem ke Q,,_, 120%

Kleinuv obraz: K. o. bodu 1964, K. o.
primky 193,;, K. o. roviny 196, K. o.
svazku piimek 1961, druhy K. o.
linearniho komplexu 1973, druhy K.
o. linearni kongruence 1992, prvy
K. o. linedrniho komplexu 19316,
prvy K. o. linedrni kongruence 197,

Kleinuv prostor 19315

koeficient: k. nevlastniho ar. bodu 8,,
k. vlastniho ar. bodu 8,

kolineace: k. 548, nepfim4 k. 54,;, p¥i-
ma k. 54,,

kolinedrni: k. zobrazeni 40,,, dudlni k.
zobrazeni 554

kolmost 160,,

komplex; linearni k. 1924

komplexn& sdruZené &islo 7714

komplexn® sdruZeny: k. s. bod 8412,
k. s. vektor 79!

komplexni: k. bod 82,4, k. geometricky
bod (g. bod) 928, k. éislo 748, k. roz-
Sifen{ eukleidovského prostoru 82,
k. rozsifeni projektivniho prostoru
9213, k. rozsiteni vektorového pro-
storu 807, k. vektor 783

komutativni 75,, 76!

koncovy bod intervalu 374

koneéno: bod v koneénu 1217

konfokalni soustava kvadrik 1828

kongruence ve vektorovyeh prostorech
4412

kongruence linearni: 1. k. 197,,, elip-
ticka 1. k. 197,, hyperbolicka 1. k.
197,, parabolicka 1. k. 198%, roz-
padléa 1. k. 197,

konjugované body 109,,, 191,,, 1921°

korelace: k. 995, dualni k. 9913, involu-
torni k. 99,,, nulova k. 10312, polarni
k. 103!

koule 160,, 20013

krajni bod intervalu 354

kuZel: k. 1463, k. te¢en 146,, asympto-
ticky k. 154, 155,

kuZelosedka 1354

kvadraticka forma: k. f. 1048, definitn&
kladna k. f. 1184, definitné zdporna
k. f. 1185, definitni k. f. 1188, inde-
finitni k. f. 118,,, kladna k. f. 117,,
regularni k. f. 104,, semidefinitni k.
{. 118,,, singularni k. f. 104,, ziporné
k. f. 117,

kvadrika: k. 106!, k. prostoru E,,
1525, absolutni k. 160'®, bodové re-
alng k. 1192, dudlni k. 113", dvoj-
dilné k. 152, eliptické k. 133,, for-
malnd redlnd k. 1191, regularni k.
106,, singuldrni k. 1086,, stfedové
kvadrika 15211

linedrni: 1. forma 20,,, l. komplex 1924,
L. kongruence 197,,, eliptickd 1. kon-
gruence 197,, hyperbolicka l. kon-
gruence 197,, parabolickd 1. kon-
gruence 1982, rozpadla 1. kongruen-
ce 197,, 1. nezdvislost geometrickych
bodi (g. boda) 15, 1. podprostor
157, 16,, 16,, 874, 1. soustava (m —1)-
kouli 2103, 1. soustava (m—1)-
sfér 2102, planédrnil.soustava (m—1)-
sfér 2104
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minimalni smé&r 160,,

Moébiustv obraz: M. o. bodu 20398, dru-
hy M. o. (m—1)-koule 2057, druhy
M. o. plandrni (m—1)-sféry 205°,
prvy M. o. (m—1)-sféry 202!

Mobiustv prostor 201,

mocnost 203,

monotonie 76,, 77!

nadrovina: n. projektivniho prostoru
158, ar. (aritmetickd) n. 215, dvoj-
néasobna n. 1078, g. (geometricka)
n. 214, polarni n. 110'7, 191, 19219,
potenéni n. 206, teénd n. 112,
ubéZna n. 162

nésobnost: n. pruseliku dvou kuZelo-
setek 168,45, n. zakladniho bodu
svazku kuZelosecek 167,

nekoneéno: bod v nekoneénu 12'7

nepiimé: n. kolineace 54,;, n. projek-
tivita 708

neseéna kvadriky 11212

nesouhlasné ar. base 31,

neutralni 762, 76°

nevlastni: n. ar. (aritmeticky) bod 8,,
n. g. (geometricky) bod 12,;, n. li-
nearni podprostor 16,

nezavislé: linedrné n. g. (geometrické)
body 15,,, totaln& n. linedrni pod-
prostory 49,

normélni: n. kvadratickd forma stfe-
dové (m—1)-sféry 20413, n. soutad-
nico stiedové (m— 1)-sféry 20314

nulita: n. kvadratické formy 122!, n.
kvadriky 122,,

nulovéa: n. bilinearni forma 1018, n.
korelae> 1032

oddélovani na projektivni ptimece 35°

ohnisko: o. paraboly 187!, o. stfedové
regularni Q, 184,

opadné &islo 768

orientace: o. projektivni primky 32,
o. prostoru P, pii lichém m 327,
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kladné o. kvadriky 13213, kladné o.
osy paraboly 1802

orientované kvadrika 120!

orthogonélni (m— 1)-koule 21112

osa: 0. homologie 584, o. paraboloidu
178,, o. projektivity ne kuZeloseéce
1419,1411, o, regulérni sttedové kva-
driky 174,, hlavni a vedlejsi o. regu-
larni stiedové Q; 184,

osova nadrovina homologie 584

osovy: 0. smér paraboloidu 159,,, total-
ni o. prostor regularni stfedové kva-
driky 175%

parabola 1574

parabolické: p. linearni kongruence
1982, p. projecktivita 69,,, 94,, 140°

parabolicky svazek (m—1)-kouli 20612

paraboloid: p. 157", dvojosy p. 1801,
elipticky p. 157, rotadni p. 1801

parametr paraboly 179,

Pascalova véta 14511

perspektiva: p. projektivniho prostoru
4818, p. singularni kvadriky 107,

perspektivni zobrazeni 5018

planarni: p. (m —1)-sféra 2004, p. line-
arnf soustava (m—1)-sfér 2104

plast 153,

pociteéni bod intervalu 371

podprostor: dualni p. 23, linedrni p.
157, 16,, 16,, 8714

pol: p. inverse 211,,, p. nadroviny 1104,
severni p. 2022

polara 111,,, 192,

polarita: p. 110%, absolutni p. 1607

poléarni: p. ar. base 1223, p. forma
104,,, p. korelace 103!°, p. nadro-
vina 11017, 191,, 1921°

poloha: p. ar. (aritmetického) bodu
139, p. n. (nevlastniho) ar. bodu 8,,
p- vl. (vlastniho) ar. bodu 8,

poloosa regularni stfedové kvadriky
17613



potenéni nadrovina 206,

princip duality 208

projektivita: p. na kuZeloseéce 139,
p. na piimece 66,, eliptickd p. 69,
1402, hyperbolicka p. 69,;, 1402,
nepfimé p. 70%, parabolicka p. 69,
140°, prima p. 708, osa a stied pro-
jektivity na kuZelosece 141°, 1411

projektivni: p. prostor 137, p. piimka
13,, p. rovina 13,, p. rozsifeni afin-
niho zobrazeni 427, p. rozsifeni eu-
kleidovského prostoru 12°, p. zobra-
zen{ kuZelose¢ky 1378, p. zobrazeni
piimky 66,

promitnuti 513

protahly rotalnf elipsoid 177,

pramér kvadriky 15213

prameét 511 .

pranik linedrnich podprostori 17,

prechod: determinant piechodu 31,
52,

pievracené &islo 762

prima: p. kolineace 54,4, p. projekti-
vita 708

ptimka: eukleidovskd p. 142, projek-
tivnf p. 13,, ubéina p. 168

ptimkova: regularni p. kvadrika 147°

pfirozené uspofadani na projektivni
primce 36,4, 37,

reilna: r. ast komplexniho bodu 82;,
r. éast komplexniho &isla 74,,, T.
¢ast komplexniho vektoru 787, bo-
dové r. kvadrika 11912, formalng r.
kvadrika 1191

realné &islo 744

realny: r. bod 8213, 927, r. vektor 783,
gola

regularni: r. bilinedrni forma 1019, r.
bod kvadriky 109, 109,,, r. bod
svazku kvadrik 165!, bod r. vzhle-
dem k alternujici bilinearni forms
190y, bod r. vzhledem k linedrnimu

komplexu 192?, r. kvadratické for-
ma 104,, r. kvadrika 1086, r. lineér-
ni komplex 1928, r. pfimkova kva-
drika 1478, r. svazek kvadrik 1644

rotaéni: r. dvojdilny hyperboloid 178,
r. elipsoid 177,, r. jednodilny hyper-
boloid 178¢, r. paraboloid 1804, r.
osa 177, r. regularni sttedova kva-
drika 1773

rovina: eukleidovskar. 142, projektivni
r. 13,, ub&Zna r. 16,

rovnice: r. kvadriky 156?, r. nadro-
viny 2117, r. paraboloidu 159°

rozdil dvou komplexnich bodua 82,

rozpadléa linearni kongruence 197,

roz§ifeni, komplexni r.: k. r. enkleidov-
ského prostoru 82, k. r. projektiv-
nfho prostoru 9213, k. r. vektorového
prostoru 802, projektivni r. afinnfho
zobrazeni 427, projektivni r. euklei-
dovského prostoru 12°

fidici pfimka linedrni kongruence 19819,
198,,, 198,

samodruZnd mnoZina 57,

samodruzny bod 57,

sdruZené: harmonicky s. body 308,
komplexnd s. é&islo 77Y, stfedové
sdruZené kvadriky 1571

sdruZeny: komplexné s. bod 8413, kom-
plexnég s. vektor 79!

seéna kvadriky 11210

semidefinitni kvadraticka forma 118,

setrvalnost: zakon setrvadnosti kva-
dratickych forem 126, -

severni pol 2022

(m—-1)-sféra: s. 2004, bodové s. 20077,
formalni s. 20015, plandarni s. 200,
stfedové s. 200°

signatura: s. kvadratické formy 12218,
8. kvadriky vzhledem k bodu 1304, s.
neorientované kvadriky 128, s. ori-
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entované kvadriky 122, neoriento-
vané s. 128,

singuléarni: s. bilinedrni forma 1019,
8. bod kvadriky 10977, s. bod svazku
kvadrik 164,, bod s. vzhledem k al-
ternujicf bilinedrni forms& 190,,, bod
s. vzhledem k linearnimu komplexu
192°%, s. kvadratickd forma 104,, s.
kvadrika 106,, s. linedrnf komplex
1928, s. svazek kvadrik 164,

smysl: linedrni podprostor v Sir§im
smyslu 152

soudet: s. komplexniho bodu s kom-
plexnim vektorem 83!, s. komplex-
nich vektora 7817

soudin komplexniho ¢isla s komplex-
nim vektorem 78,,

souhlasné: s. ar. base 318, s. orientace
kvadrik 120,,, 132,

soufadnice: s. ar. bodu 97, 1415, homo-
genn{ s. g. (geometrického) bodu
14,;, h. 8. linearniho komplexu 1943,
h. s. ptimky 1945, h. 8. (m—1)-sféry
201,,, normaélni s. stiedové (m—1)-
-sféry 20314

soustava: konfokalni s. kvadrik 1828,
linearnf s. (m —1)-kouli 2103, li-
nearni s. (m—1)-sfér 2102, plandrn{
linedrni s. (m—1)-sfér 2104

soustfedny svazek (m—1)-kouli 206,,

specidlni homologie 61,

spojeni linearnich podprostori 18!

stfed: s. homologie 5813, s. involuce 73,,,
8. kvadriky 1521, s. projektivity na
kuZelosetce 141%, 1411, 5. (m—1)-
wféry 200,

stiednéa 207,,

stfedova: s. kvadrika 15211, 5. (m—1)-
-sféra 2008

stfedové sdruZené kvadriky 15710

svazek: 8. kuZelosetek 167,,, 8. (m—1)-
-koulf 206, elipticky s. (m—1)-kou-
1i 206, hyperbolicky s. (m—1)-kou-
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li 206, parabolicky s. (m—1)-koulf
206'2, soustfedny s. (m—1)-kouli
206,,, 8. kvadrik 163!, regularni s.
kvadrik 1644, singuldrnf s. kvadrik
164,, s. nadrovin 48;, s. (m—1)-
-sfér 203,,, plandrnf s. (m—1)-sfér
205,
symetrické bilinedrni forma 102,

téleso: t. 764, uspotidané t. 774

tecna kvadriky 11214, 11215

totalné nezavislé linedirni podprostory
49,

totdlni: t. hlavni tetnovy prostor pa-
raboloidu 1791, t. osovy prostor
stfedové kvadriky 1751°

transponovand bilinedarni forma 10212

trojny: t. priseéik dvou kuZelosedek
168,,, t. zakladni bod svazku kuZe-
loseéek 1687

trojosd reguldrni stfedovd kvadrika
1778

trojosy: t. elipsoid 1778, t. hyperboloid
17712

trs (m—1)-kouli 210

typ svazku kuZelosedek: typ (1,1,1,1)
169;,, t. (2,2) 1703, t. (4) 1707, t.
(2,1,1,) 170,,, t. (3,1) 170,

Ubé&Znd: u. nadrovina 162, u. pFimka
168, 1. rovina 16°

ub&Zny bod 1214

uspotdadané t&leso 774

uspofadéni: pfirozené u. na projektiv-
ni piimece 36,5, 37,

vedlejsi osa stfedové regularni Q, 184,

vektor: imaginarni v. 782, komplexn3
sdrufeny v. 79!, komplexni v. 788,
realny v. 783, 8214

velikost: absolutni v, 77%

vétev hyperboly 153,

vlastni: v. ar. (aritmeticky) bod 8,



v. g. (geometricky) bod 126, v. li-
nedrni podprostor 16,

vndjsek kvadriky 132"

vnitfek kvadriky 13218

vnitfni bod intervalu 354

vnofeni 157

vrchol: v. dudlniho podprostoru 25,,
v. paraboloidu 178,,, v. perspektivy
48,,, v. promitnuti 514, v. singulér-
ni alternujici bilinearni formy 190,
v. singularniho linearniho komple-
xu 1922, v. singulédrni kvadratické
formy 105!, v. singuldrni kvadriky
1072, v. svazku nadrovin 48,, du-
alni v. 11477

vrcholova teéna paraboly 179,

zéklad: ar. (aritmeticky) z. projektiv-
nfho prostoru 13,
zékladni: z. bod svazku kvadrik 163,

z. kvadrika Kleinova prostoru 1957,
z. kvadrika Méobiusova prostoru
2021, z. (m—1)-sféra inverse 211,,,
z. (m—1)-sféra trsu (m—1)-kouli
210,,

zéporna: z. ar. base 32%, z. kvadratic-
ké forma 117,, definitn& z. kvadra-
ticka forma 118%

zédporny: z. bod vzhledem ke Q. .,
120°

zastupce: ar. (aritmeticky) zastupce
g. (geometrického) bodu 12,, 13'¢

znameni trojice bodit na projektivni
pfimce 32,

zobrazeni: kolineirni z. 40,,, dudlni
kolinedrni z. 55% perspektivnf z.
5018, projektivni z. kuZelosecky 1378,
p. zobrazeni pfimky 66,

zplost&ly rotaéni elipsoid 178!
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