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Piedmluva.

Tato knizka je mySlena jako prvni dvod do integralniho
poétu pro zaddteéniky, a to jako pokradovani Kosslerova ,,Uvodu
do poétu diferencidlntho’* (Kruh, sv. 4, 1926). Predpokladim
oviem znalost diferencidlnfho podétu v rozsahu asi Kosslerovy
knizky, pies to v8ak v kap. I opakuji nékteré véty z Kosslerovy
knfiky a pfipojuji k nim nékteré doplnky; tak zvlasté dokazuji
v 1. kap. vétu o horni a dolni hranici, kterd v Kdasslerové knizce
nenf. V kap. IL probirdm Cauchy-Riemannovu teorii uréitého
integralu, v kap. I1I teorii neur¢itého integralu, v kap. IV kone¢né
integraly funkei raciondlnich a nékteré jiné integrily, jeZ lze na
integraly raciondlnich funkei prevésti. Z geometrickych aplikaci
uvddim v kap. V jen dvé drobné ukizky.

Nemél jsem v umyslu podati nic vice nez co mozn4 spolehlivy
a pii tom snadno srozumitelny vyklad prvnich poéatka integrdl-
niho pottu; proto jsem vybér litky velmi omezil. To jsem mohl
uliniti tim spiSe, Ze mdme v deské literatufe vyborny a obSirny
spis o integrdlnim poétu od prof. K. Petra (Poéet integralni,
2. vyd., 1931); doufdin, Ze ¢tenar, ktery moji knizku prostuduje,
bude si moci bez obtizi své védomosti doplniti z Petrovy knihy.
Vedle Cauchy-Riemannovy teorie urcitého integrilu, na kterou
jsem se omezil, existuji jeSté jiné novéjsi teorie, z nichZ teorie
Lebesgueova je dnes jiz nepostradatelnou pro kazdého miatema-
tika, zabyvajictho se analysf. Vzornd kniha prof. E. Cecha ,,Bo-
dové mnoziny, dil I (1936), jeZ poskytuje ¢tendii jasny piehled
moderni nauky o funkefch, spoc¢ivajici na mnoZinovém zdklade,
obsahuje ve své ctvrté kapitole obsfrny vyklad Lebesgueovy
teorie integralu.

Podotykam, Ze jsem se ve své kniZice omezil zasadné jen na
&isla redlnd. Pouze v odst. 1 a 2 kapitoly IV, jez vlastné patii do
algebry!) a ne do integrdlniho poétu, jsem pripustil téZ disla.
komplexnf. Byl bych se sice i zde mohl komplexnim &slim vy-

1) V téchto odstaveich jsem si také bez ditkazu vypujéil n¥které
véty z algebry.
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hnouti, ale zvoleny zpiisob se mné zd4al pro zatdteénika nejsnaze
srozumitelnym. -

Ctendti, ktery se z této knfzky po prvé udf integralnimu
poétu, doporuéuji, aby soucasné se studiem knizky propocital
té% viechna cvifeni (prosim téZ étendfe, aby nevynechdval po-
zndmky pod ¢arou); cvifeni jsou volena vétdinou jako bezpro-
stiednf aplikace vyloZzené litky.2) Pouze cvi¢enf ke kap. LI a cvi-
deni 20—23 ke kap. III jsou trochu jiného rdzu, rozditujice litku
v kniZce probranou; komu by tato cviéeni délala svoji obecnosti
obtiZe, ué¢ini dobte, nebude-li se jimi pii prvnim éteni knizky
prili§ zdriovati a vrati-li se k nim — a téZ ke kap. II — jest¢
jednou po prostudovani celé knizky. Véty 1—68 jsou oéisloviny
jen pro lepi prehled. Ctendf je md oviem vsechny ovladati, ale
tim nenf feceno, Ze by se jim musil u¢it nazpamét: mnohé z nich
jsou tak snadné (na pi. vétina vét z kap. I i II), Ze si je ¢tendt
dovede vidy vybaviti, i kdyZ se jim nikdy neudil, jen kdyZ si
je a jejich dikazy jednou v Zivoté s porozuménim procetl.

Nebude-li tato knizka obsahovati pfili§ mnoho omyld, je to
piedevsim zasluhou téch, kteii ¢etli mij rukopis nebo korektury
a jimZ jsem zavdzdn diky za mnohé cenné podnéty a rady: jsou
to pp. prof. dr. J. Kaucky, doc. dr. VI. Knichal, prof. dr. VI
Koifnek, dr. K. Rossler a dr. St. Schwarz.

Pp. dr. Knichal a dr. Schwarz pofidili rejstitk a slovnicek,
p. dr. Schwarz narysoval obrazce. Jednoté ¢sl. matematiki
a fysik dékuji za prijeti této knfiky do shirky Kruh a tiskdrné
Prometheus za vzorné vytistén{ knfiky.

V Praze, v listopadu 1937.

Vojtéch Jarnik.

2) Cvideni, jeZ vyZadujf vice vtipu, najde ¢tendf v knize Petrove.
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Vysvétlivky.

Knizka je rozdélena na pét kapitol, éislovanych Fimskymi
¢islicemi. Jednotlivé kapitoly jsou rozdéleny na odstavce, ¢islo-
vané arabskymi Cislicemi. Véty jsou éislovany jednotné (véta 1 aZ
68), s vyjimkou vét A, B,C a A’, B/, C' na str. 22—23 a 24—25;
to jsou specidlni véty o ,sloZenych funkecich®, kterych se uZiva
jen na jednom misté (ve vété 61, 62, 64). Cislovan{ vét slouZi jen
k jednodu$§imu citovéni; kde tento divod odpadd, nejsou véty
Sislovdny (tak hlavné v kap. IV, odst. 3—8, v kap. V a v zdveé-
retné ,,Pozndmce’‘). Vzorce (1), (2),... jsou cisloviny v kazdé
kapitole zvl4sté, propoéitané pifklady majf zvlaStni éislovani
v kazdém odstavei.

Knizka je myslena jako pokracoviani knizky M. Kosslera
,,Uvod do podtu diferencidlntho** (Kruh, sv. 4, 1926); tuto knizku
cituji slovem ,,Kdossler' a uddnim strdnky. Predpokldddm ovsem,
Ze Gtenadf ovlad4 litku, obsaZenou v Kdsslerové kniZce. Pres to
viak opakuji v I. kap. nékteré véci z této knizky a ptipojuji k nim
nékteré doplitky. Tato I. kap. md tedy charakter kapitoly pti-
pravné: integrdlnim poétem se zabyvaji kap. II—V.

V celé knize mluvim jen o redlnych ¢&islech; slovo ,,éislo* znaéi
tedy vidy redlné ¢islo, slova ,,v8echna éisla‘“ znaéi ,,vSechna reélnd
¢fsla** atd. Jedinou vyjimku tvori odst. 1 a 2 v kap. IV, které se
netykaji integralniho po¢tu, nybri jsou vénoviny nékterym po-
muckdm z algebry; v téchto dvou odstavcich (ale téz jen v téchto
dvou odst.) znaéf slovo ,,éislo* obecné ¢éislo komplexni a predpo-
klada-li se, Ze jde o ¢islo redlné, je tato okolnost vidy zvlasté
vytéena.

YV souhlase s Kosslerovou knizkou (Kdéssler 16) uzivam casto
slova ,,bod“ misto slova ,redlné ¢&islo. Je-li = 0, nazyvim
¢islo x nezdaporngm; je-li x < 0, nazyvim &islo x nekladnym. Pro
zlomky uzivdm leckdy pro usporu mista délitka misto zlomkové

¢dry; tak pisi nékdy e : b misto %, nebo (a + b) : (¢ + d) misto

b
:TJ; ¢infm to viak jen v nejjednodussich piipadech, kde tim

netrpi prehlednost. Z téhoZz divodu uZivame nékdy sikmé
zlomkové ¢dry, pi§i tedy a/b misto —aE—. Jest oviem a+bjc=

b
a—|; a pod.

=a+%, ale (a4 b)/c =



KAPITOLA T.

Piehled nékterych vét z diferencidlniho poétu.

Tato ivodni kapitola obsahuje prehled nékterych vét, které
v daldich kapitoldch budeme potiebovati: vétsina téchto vét je
obsazena v Késslerové ,,Uvodu do poétu diferencidlnfho‘‘. Mimo to
obsahuje tato kapitola téZz nékteré dopliky, které v Kosslerove
knfZce nejsou.

L. MnoZiny, hlavné mnoZiny &iselné. Horni a dolnf hranice.
Slovem ., ,mnofina* (nebo téz ,mnofstvi‘') oznaCujeme souhrn
jakychkoliv piedmétii; jednotlivé predméty této mnoZiny nazy-
vaji se jejimi ,,prvky ¢ili ,,elementy‘‘. Pfiklady: 1. MnoZina viech
celych ¢fsel kladnych, mensich nez 10: tato mnoZina se sklad4
z deviti prvki: tyto prvky jsou éisla 1,2,3,4,5,6,7,8,9. —
2. Mnozina vSech ¢isel kladnych, mensich nez 1: prvky jsou vSechna
tisla @, vyhovujicf vztahtim 0 << < 1. — 3. MnoZina viech bodi
v roviné (opatiené dvéma pravoiuhlymi osami soufadnymi z, y),
jez lezi uvnitf kruZnice o poloméru jednotkovém, jez mé stied
v pocdtku: prvky této mnoziny jsou vSechny body v roviné, jejichz
soufadnice z, ¥ vyhovuji nerovnosti 22 4 y? << 1. — 4. MnoZina
vSech trojihelniki v roviné R: prvky jsou jednotlivé trojihelnfky,
leZici v roviné R.

Mnoziny, jez majf koneény pocet prvki, nazyvajf se koneiné;
mnoziny, jez maji nekoneény podéet prvku, nazyvaji se nekonecné.
V piedchdzejicich étyfech piikladech byla prvni mnoZina koneénd,
ostatni tfi neckonecné.l)

Mnoziny, jejichz prvky jsou redlnd ¢isla, budeme nazyvati
mnozinami ¢iselnymi; a témi se nyni budeme hlavné zabyvati.
Priklady:

M, budiz mnoZina vSech celych kladnych ¢isel. Prvky jsou
tedy ¢isla 1,2,3,...

1) Pro zjednoduSeni zavadime téZ pojem ,,mnoZina prézdng‘
-— to je mnoZina, jeZ neobsahuje viitbec Zadny prvek. Na pf. mnoZina
vSech prvodlisel, jeZ jsou vé&tSi neZ 7 a soudasné menSi nez 11, je
mnoZina prézdnd (nebot mezi 7 a 11 neleZi Z4dné prvoéislo). MnoZinu,
jeZ neni prézdné, nazyvame neprédzdnou. V téchto elementdrnich
tivahdch nebudeme viak pojem mnoZiny prézdné potfebovati.



M, budi? mnogina viech &isel z, jeZ hovi nerovnostem 0 <
<z<l .

M, budiz mnozina viech é&fsel celych zdpornych. Prvky jsou
tedy ¢isla — 1, —2,—3, ...

M, budiz mno#ina vech &isel zdpornych. Prvky jsou tedy
viechna éisla x < 0.

M budiz mnozina viech ¢&isel celych. Prvky jsou tedy Cisla
0,1,—1,2,—2,3,—3,... °

Mg budiz mnozina vSech redlnych disel..

M, budiz mnozina viech &isel z, jez hovi vatahim 0 < x < 1.

Mg budiz mnoZina, jejiz prvky jsou &isla 1, /2, 3.

Mnozina Mg je koneénd, ostatni jsou nekonedné. O ciselné
mnoziné M fikdme, Ze je ,,shora ohranilena‘ (nebo téz shora ome-
zena), existuje-li ¢islo K tak, ze Zddné ¢islo mnoZiny M neni vetsi
ne? K ?) (t.j.spliuje-li kazdy prvek  mnoziny M vztah x £ K).
Na pt. mnoZina M, je shora ohraniéena, protoZe Zidné jeji ¢islo
neni vétii nez (tteba) 5; ba dokonce neni vétsi ne% 1. RovnéZ tak
z4dné &islo mnoziny M, nenf vétsi nez — 1, Zddné &fslo mnoziny M,
neni vétsi nez 0 atd. Vidime, Ze mnoziny M,, M4, M,, M,, Mg jsou
shora ohranideny, mnoziny M,, M, M, nejsou. Viimnéme si jeste,
Ze na pf. mezi &isly mnoZiny M, je jedno ncjvétsi, totiz ¢islo 1
(obdobné u mnoZiny M, &islo — 1, u mnoziny M ¢islo 3); kdezto
mezi éisly mnoZiny M, neni nejvétstho éisla (t. j. Zddné éislo mno-
Ziny M, neni nejvétsim éislem mnoZiny M,): obdobné je tomu
w mnozin My, M,, My, M.

Dokézeme nyni velmi duilezitou vétu, t. zv. vétu o horni hra-
nici. Je-li totiz M neprdzdnd mnoZina shora ohranidend, existuje
(podle definice) éislo K takové, Ze Zadné &islo mnoZiny M neni
vétsi nez K. Dokdzeme nyni, Ze mezi viemi ¢isly K, jez majf tuto
vlastnost, existuje jedno, jeZ je z nich ze v8ech nejmensi, t. j. dok4-
Zeme tuto vétu: ] .

Yéta L. Budif M neprdzdna mnoZina iselnd shora ohraniéend.
Potom existuje jedno a jen jedno &islo @, jeZ md tyto dvé vlastnosti:

1. Zddné éislo mnofiny M neni v¥li neZ G.3)

%) MuzZeme také Fici: Ciselnd mnoZina M je shora ohranilena,
oxistuje-li &islo L, jeZ je vétdi, ne% viechna &isla mnoZiny M. Nebot,
je-li # < L pro kaZdy prvek z mnoZiny M, je tim spiSe # < L. Je-li
za druhé z < K pro kazdy prvek x mnoZiny M, ml¥eme poloZ%iti
tfeba L = K + 1 a potom bude z < L pro kaidy prvek x mno-
Ziny M. Tento pfechod od vztahu < ke vztahu < (a naopak) je
tedy zcela samozfejmy a budu ho v dal§im &asto bez zvlaStni p¥i-
pominky uZivati. (Obdobn8 pro = a >.)

3) T. j.: v8echna &isla x mnoZiny M spliiuji nerovnost z < Q.
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2. Je-li viak G jakékoliv éislo mendi neZ @, potom existuje
v mnoZiné M aspoti jedno &islo, jeZ je vétdi nef .

Toto ¢&islo @ se nazyjvd horni hranict mmnofiny M (nebo 1é¥
supremum mno¥iny M).

Diikaz. Budiz M neprizdnd d&iselnd mnoZina shora ohrani-
¢ena. Dokazeme nejprve, Ze existuje aspon jedno éfslo @, jeZ md
vlastnosti 1) a 2), uvedené ve vété 1. (Potom dokdZeme, Ze nemiZe
existovati vice neZ jedno takové &islo.)

Jezto mnoZina M je neprdzdnd, existuje aspon jedno &islo xy,
jez patif do mnoziny M; jeito M je shora ohranicend, existuje
aspon jedno &islo L, jez je vétsi nez viechna ¢isla mnoZiny M (viz
pozndmku 2) pod éarou na str. 10). Cisla xy, L pevné zvolim. Pii-
fadme nyn{ kaZdému celému kladnému ¢&islu n uréité éislo

I"
A

s Y2

(kde 1,, je celé éislo)

timto predpisem: -
Vezméme (pii daném n) viechna éisla & : 2%, kde & prohihd
vSechna celd ¢&isla, t. j. vezméme ¢éisla

3 2 1 0 1 2 3

Mezi témito Cisly existuje jisté jedno — oznatme je ky : 2" —
jez je vétsi nez L; rovnéz existuje mezi témito éisly jedno —
oznacme je k'y, : 2% — jeZ je mensi nez x,: je tedy
’
%;—" <y < L < —];—?;, a tedy k', < ky.

Cislo ¥’y : 2" neni vétd nez viechna &isla mnoZiny M (nehot je
mensi nez z,), kdezto ¢islo k, : 2* je vétsi nez vSechna cisla mno-
ziny M (nebot je vétsi nez L). Sestrojim-li tedy vSechna éisla tvaru
k : 27, kde k probiha rostouc po fadé viechna celd éisla od 'y, do &y,
tedy jisté mezi témito ¢isly bude jedno posledni — oznadme je
I, : 2% — které nenf vétdi nez viechna ¢isla mnoZiny M, kdezto
¢islo ndsledujici, t. j. &éislo (I, + 1) : 2%, uz je vét&f neZ viechna
¢fsla mnoziny M. Tim jsme tedy kaidému celému kladnému
¢islu » pritadili uréité ¢islo I, : 27; tak dostdvame posloupuost

hob
Tvrdim pfedné, Ze tato posloupnost je shora ohrani¢end (Koss-
ler 22). ‘Budi% totiZ I, : 2* libovolny ¢len posloupnosti (1): jezto

(0
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1, : 2* neni vétsi nez viechna ¢isla mnoziny M, existuje éislo x
v mnozin¢ M tak, Ze x > I, : 2"; ale jest x < L, takZe kaZdy dlen
posloupnosti (1) spliiuje nerovnost I, : 2* < L.

Za druhé tvrdim, Ze posloupnost (1) je neklesajici, t. j. Ze je
(Kassler 22)

< <h

Budiz totiz » libovolné cel¢ kladné ¢&islo. Podle definice &isla I,
existuje ¢islo x mnoZiny M tak, Ze x > Iy : 27; podle definice &isla
loyy je dislo (f, 4, + 1) : 27+1 vétsi nez viechna éisla mnoZiny
M, tedy té% vétsi nez x; tedy plati

l lpyr1+1 . .

é:;<’£§lﬁ'l—x toj. 2 <lyy+ 1; (2)
jezto Iy, 1,4, jsou &isla celd, plyne =z (2) nerovnost 2[, < 1,4,
a tedy

. l n ln +1
TS gt

jak bylo dokézati. Posloupnost (1) je tedy neklesajici a shora ohra-
nitend a m4 tedy limitu?), kterou ozna¢fme pismenem G; dokiZeme
pak, Ze ¢islo G ma pozadované vlastnosti 1), 2). Jest totiz

i 1 . :

lim % = (,a tedy téz lim b+ = lim —li;’ +n11m —l- =@, (3)

n
n—>mw n—rx 2 h—> 0 2 —>a0 2

Kdyby existovalo v mnoZiné M &fslo », vétsi nez G, plynulo by
z nerovnosti x; > @ a z druhé rovnice (3), Ze by pro jisté vhodné
zvolené n bylo x; > (I, 4 1) : 2%, coz neni mozZno, jeito ¢&fslo
(I + 1) : 27 je v8ts{ ne# viechna &isla mnoziny M. Cislo G m4 tedy
vlastnost 1). BudiZz za druhé @ libovolné ¢islo mensi nez G. Z ne-
rovnosti G' < G a z prvni rovnice (3) plyne, Ze pro vhodné zvolené
n je G' <1, :2" Jeito &islo I, : 2" neni vét8i neZ vSechna ¢&isla
mnoziny M, existuje v mnoZiné M aspon jedno éislo a, takové,
ze U, : 20 < x, a tim spife tedy @' < x,. Je-li tedy @ jakékoliv
¢islo men§i nez @, existuje v mnoZiné M aspon jedno ¢&islo vétsi
nez &, t. j. ¢islo G mé téz vlastnost 2).

Tim je dokdzdna existence ¢isla @, jeZ ma vlastnosti 1) a 2).
DokaZeme nyni, %e takové &fslo jest jen jedno. Cili dokdZeme:
zadné ¢islo G}, rizné od G, nemuze miti vlastnosti 1) a 2). Nebot,

1) Kossler 22.
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je-li predné Gy < G, pouZijeme toho, Ze &islo @ m4 vlastnost 2):
existuje tedy aspoii jedno &éfslo » v mnoziné M, jeZ je vitsi nez G,
a tedy ¢islo Gy nemé vlastnost 1). Je-li za druhé G, > @, pouzijeme
toho, Ze G mé vlastnost 1): Zddné &islo mnoZiny M neni veétst
net @, aékoliv ¢islo @ je mensi nez Gy; tedy ¢&islo @, nemd vlast-
nost 2). -

Tim je véta 1 Gplné dokdzana.

Poznamka 1. Jestlize jedno z &isel Giselné mnoziny M je
nejvétdfm éislem mnoziny M, je toto dislo (oznaéme je x,) horni
hranici mnoZiny M. Nebot é&islo x, md tyto vlastnosti: 1) Zidné
¢islo mnoziny M neni vétsf nez x,. 2) Je-li G’ libovolné &islo mensi
nez x, potom existuje aspofi jedno éislo mnoziny M — totiz
dislo x, — jeZ je vétsi nez .

Jestlize vSak zddné ¢islo ¢iselné mnoZiny M neni nejveétiim
¢islem mnoZiny M, nemiZe horni hranice mnoZiny M byti &islem
mnoziny M; nebot je-li x; libovolné é&fslo mnoZiny Al. potom
nenf z; nejvétsim cislem mnoziny M a tedy existuje v mnoziné
¢islo veétsi nez x,, takze ¢islo x, nema vlastnost 1).

Poznamka 2. Jestlize ¢islo K m4d tu vlastnost, e Zidné cislo
neprazdné ¢iselné mnoZiny M neni vétsi nez K, potom horni hra-
nice @ mnoziny M%) spliiuje nerovnost @ < K. Nebot' kdyhy
bylo K < @, nemélo by éislo G vlastnost 2), jezto Zadné éislo muo-
Ziny M neni vétsi nez K.

Obdobné, jako jsme definovali éiselné mnoZiny shora ohrani-
¢ené, definujeme téZ mnoZiny zdola ohranifené takto: Ciselnd
mnozina M je zdola ohraniéena (nebo téZ zdola omezena), existuje-li
¢islo K tak, Ze zddné ¢islo mnoZiny M neni mensi nez K. Plati pak
véta zcela obdobnd vété 1:

Véta2. BudiZ M neprdzdnd mnoZina &iselnd zdola ohraniden.
Potom existuje jedno a jen jedno é&islo g, jeZ ma tyto dvé viasinosti:

1. Zddné éislo mnotiny M neni mendt ne? g.

2. Je-li viak g’ jakékoliv éislo vétsi nef g, potom existuje v mno-
Ziné M alespori jedno &islo, jeZ je mendi nef g'.

Toto &islo g se nazyvd dolnt hranict mnoZiny M (nebo téZ infi-
mum mnoZiny M). .

Plat{ opét zcela analogické pozndmky: jestliZe mezi Cisly
¢iselné mnoziny M je jedno nejmensi, je toto nejmensi ¢islo dolni

5) Tato horni hranice existuje, jeZto neprézdnd liselnda mnozi-
na M je shora ohraniena.



hranici mnoziny M. Neni-li vak Z4dné é&islo mnoZiny M nejmen-
%im &fslem mnoZiny M, nemiZe dolnf hranice mnoZiny M patftiti
k mnoziné M. — Ma4-li &islo K tu vlastnost, Ze z4dné éislo ne-
pr{wdn(» ¢iselné mnoZiny M neni men3i nez K, potom dolni hra-
nice ¢ mnoziny M spliiuje nerovnost ¢ > K. — Duikazy vynech4-
vim, jeito jsou zcela obdobné ditkaziim vét o horni hranici. “)

MnoZina Ciselnd, jez je ohranitena shora i zdola, nazyvé se
kritce mnoZinou okranienou (nebo téz omezenou). Neprizdnd
mnozina ohranidend M mé oviem hornf hranici @ i dolnf hranici ¢
a je zfejmé g < @ (nebot, vyberu-li z mnoZmy M libovolné éislo z,
jeg< x G x) Rovnost G = g plati oviem tehdy a jen tehdy,
sklid4-li se mnozina M z jediného éfsla.?)

Vita 3. Ciselnd mnofina M je ohranilena tehdy a jen tehdy,
existuje-lv ¢islo K tak, Ze vdechna Cisla x mnofiny M splituji ne-
rovnost

lz|< K9 4)

Dikaz. 1. Plati-li nerovnost (4) pro viechna éfsla x mnozi-
ny M, platf pro viechna tato = nerovnosti — K < 2 < K a tedy
mnozina M je ohranitena (shora i zdola).

2. Naopak, je-li mnoZina M ohranidena, existuji &isla L, L,

tak, Ze pro kazdé x mnoZiny M plati L, < x < L,. Polozme K =
= Max (L,, — L,),?) tak?e K > L,, — K [ < Ly; tedy pro kazdé

8) Véty o dolni hranici lze ostatnd z v&t o horni hranici odvoditi
timto jednoduchym obratem: budiZ M neprézdné zdola ohraniens
mno#¥ina &iselnd. Z mnoZiny M sestrojime novou mnoZinu N tfm,
Ze u kaZdého &isla mnoZiny M zménim znameni (t. j. &islo = patii
k mno%ing N tehdy a jen tehdy, patii-li éislo — « k mnoZiné M).
MnoZina N je pak zfejm& shora ohranilend a z vét o horni hranici,
platnych pro N, dostanu jednoduchou zmé&nou znameni vty o dolnf
hranici pro mnoZinu M. Podrobnosti tohoto pFechodu jsou tak
jasné, %e je mohu pienechati Stenafi. Tohoto obratu se da ostatnd
uifti i pi1 mnoha obdobnych piipadech.

7) Nebot potom toto &islo je soufasné nejvétsim i nejmenéim
¢islem mnoZiny M. Obsahuje-li vSak mnoZina M aspori dvé &isla,
vybeéme z ni dvé &isla z; < xy; potom je g Sz, < 7, £ G, tedy
g <<

8) Znameni < bychom oviem v této v&té mohli téZ nahraditi
znamenim <; viz pozn. ?) na str. 10.

%) Je-li a;, ay, .. ., a, koneénd posloupnost redlnych é&isel (ruz-
nych nebo stejnych), znatime znakem Max (ay, a,, . . ., @,) nejvétsi

a znakem Min (@) ag, - . ., @,) nejmensi z &isel a),ay ..., a, Na
pF.: Max (6,7, — 3,0) = 7 Min (5,7, — 3,0) = — 3, Max (5,5) =
= Min (5,5) = 5. :
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mnoziny M plati nerovnosti — K < < K, t. j. nerovnost
2| < K.

Vratme se jeSté k pifkladum M, az Mg MnoZina M, je ohra-
ni¢ena zdola (dolni hranice je 1), ale ne shora. M, je ohrani¢ena
(hornf hranice je 1, dolni je 0). M,, M, jsou shora, ale ne zdola
ohraniéeny. Horni hranice mnoziny M3 je — 1, u M, je horni
hranice 0. MnoZiny My, M, nejsou shora ani zdola ohranideny.
Mnoziny M,, Mg jsou ohrani¢eny, horni a dolnf hranice jsou u M,
disla 1,0, u M éisla 3, 1.

Zavedme jeSté zvliStni oznadeni pro nékteré é&iselné mno-
ziny, které se budou v daldim stile vyskytovati, totiZ pro t. zv.
intervaly. Budte a,b dvé &isla, a << b. Znakem (a,b) znadimo
mnoZinu vsech ¢&fsel x, pro néi jest a << x << b (ndzev: otevieny
interval) Znakem {(a,b) znafime mnoZinu vsech &isel z, pro
néz jest a < < b (ndzev: uzavieny mterval) Znakem (a, b)
znatfme mnoZinu onéch &fsel x, pro né% jest a < x < b a zna-
kem (a, b) znaéime mno#inu onéch éisel @, pro né% jest a < x < b.
(isla @, b nazyvidme (ve viech téchto prlpa,dech) ,,koncovymi
body intervalu; éisla intervalu, jeZ nejsou koncovymi body,
nazyvdme ,,vnitinimi body‘‘ intervalu (to jsou tedy ona cisla
x, pro néz jest a < xz << b.19) Vedle téchto t. zv. , konedénych*
intervalill) zavddfme téZ t. zv. ,,nekonetné intervaly*‘ takto:
(a, ) je mnoZina viech éisel = > a; {a, ®) je mnoZina viech
¢isel # > a; (— oo, b) je mnozina viech &fsel x < b; (— oo, b)
je mnoZina vSech é&fsel # < b; (— oo, 00) je mnoZina viech Gisel
(redlnych) vibec. Také nekoneéné intervaly (a, o), (— oo, b),
(— o0, o) budeme nazyvati otevienymi intervaly. Také o konco-
vych a vnitinich bodech mluvime u nekoneénych intervala
v obdobném smyslu, jako u koneénych. Pamatujme, Ze podle
podanych definic uzivime znaku {a, b> jen u koneénych intervali.

2. Funkce ohranidené.'?) Budiz f(x) funkce, definovani
v intervalu <a, b). Probihd-li ¢islo # viechny hodnoty intervalu

10) Definice je velmi nézorné: interval o koncovych bodech a, b
j(‘ prostd mnoZina viech ,,bodd na useéce o koncovych bodech a, b*;
pfi tom koncové body a, b k intervalu (a, b) nepat¥i, k intervalu <{a, b)
pat¥i; k intervalu <a, b) patfi a, ale ne b; k intervalu (a, b) patii b,
ale ne a.

11) Oviem ,,koneény‘ interval je nekoneénd mnoZina ¢&iselné;
proto by snad bylo vhodn8j8i, ¥ikati ohranifeny (nebo omezeny)
interval, v souhlase s definici ohraniéené mnoZiny.

12) Misto nézv ohrani¢eny, horni hranice, dolni hranice lze
oviem té% zde uZivati slov omezeny, supremum, infimum,
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{a, b}, probfhd hodnota f(x) jistou neprdzdnou ¢&iselnou mnozi-
nu N. (Na pi.: budiz f(z) = 22 a = 2, b = 3; probiha-li x viechny
hodnoty intervalu (2, 3), probfhd f(z) privé viechny hodnoty
intervalu (4, 9); mnoZina N je zde interval {4, 9>. Nebo: budiz
/() = 0 pro raciondlnf z, f(x) =1 pro iraciondlni z; a =5,
b= 8; probiha.li = interval (5, 8), nabyvi f(z) hodnot 0,1
a Zzéddnych jinych; mnoZina N se zde sklddd pravé ze dvou ¢isel 0,1.)
Je-li mnoZina N shora ohraniena (viz odst. 1), fikdme, Ze
funkce f(x) je shora ohraniena v intervalu {a,b). Podle definice
mnoZiny shora ohraniéené miZeme tuto definici vysloviti také
takto: Funkce f(x) nazyvd se shora ohrani¢enou v intervalu
{a, b), existuje-li ¢fslo K takové, Ze pro viechna x intervalu
{a, by platf{ nerovnost f(x)< K.

Je-li funkce f(x) shora ohranitena v (a, b), t. j. je-li mno-
Zzina N shora ohranifena, existuje podle véty 1 jedno a jen
jedno ¢islo G, jez mé tyto dvé vlastnosti: 1. zddné ¢islo mno-
Ziny N neni vétsi nez G; 2. je-li @' jakékoliv ¢islo mensi nez @,
existuje aspon jedno &fslo mnoZiny N, jez je vétsi nez @'. Toto
‘¢islo @ budeme nazyvati horni hranici funkce f(x) v intervalu
{a, b). Uvéiime-li, Ze N je mnoZina vSech hodnot, kterych na-
byva funkce f(x), kdyz a probfhd vSechny hodnoty intervalu
{a, b>, miZeme tento vysledek vysloviti téZ takto:

Véta 4. Je-li funkce [(x) shora ohranifena v intervalu {a, b>,
polom existuje jedno a jen jedno &islo G, jeZ mi tyto vlastnosti:

1. Pro viechna x intervalu {a,b) je f(z) < G.

2. Je-li viak G jakékoliv &islo mendi ne @, potom existuje
aspott jedna hodnota x intervalu (a,b) takovd, %Ze f(zx) > G'.

Toto Cislo G nazyvd se horni hranici funkce f(x) v intervalu
{a, b).

Z poznimek 1 a 2 k vété 1 plynou pak ihned tyto poznimky:

Poznamka 1. Jestlize mezi hodnotami, kterych nabyva
funkce f(z), kdyZz « probihd interval (a, b), jest jedna ze viech
nejvétsi, je tato nejvétsi hodnota zdroven horni hranici funkce
f(z) v intervalu (a, b).

Poznamka 2. Existuje-li ¢islo K takové, %e pro viechna z
intervalu (a, b) je f(x) < K, nemuiZe byti*horni hranice funkce
f(x) v intervalu {a, b)> vétsi ne? K.

Obdobné definujeme funkce zdola ohranitené takto: Funkee
f(x) nazyvé se zdola ohranidenou v intervalu {a, b) existuje-li
¢islo K takové, Ze pro vdechna x intervalu {a, b) je f(x)'= K.
Stejné jako pro funkce shora ohranifené se dokéze:
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Yéta 5. Je-li funkce f(x) zdola okraniéena v intervalu {a,b),
existuje jedno a jen jedno &islo g, jeZ md tyto vlastnosti:

1. Pro vdechna z intervalu {a, by je f(x) = g.

2. Je-li véak g’ jakékoliv &islo vétsi nef g, polom existuje
aspori jedno x intervalu {a,b) takové, e f(x) < ¢'.

Toto &islo g nazyvd se dolni hranici funkce f(x) v intervalu
{a, by.

Poznamka 1. JestliZe mezi hodnotami, kterych nabyvi
funkee f(z), kdyz x probihd interval <a, b>, jest jedna ze vSech
nejmensdi, je tato nejmensi hodnota zdroven dolni hranici funkce
f(z) v intervalu {a, b>.

Poznimka 2. Existuje-li ¢éislo K takové, Ze pro viechna a
intervalu (a, b je f(x) = K, nemuZe byti dolni hranice funkce
/(z) v intervalu <a, b)> mens$i nez K.

Funkei f(z), jez je v intervalu {a, b) ohrani¢ena shora i zdola,
nazyvame kratce funkct ohranidenou v tntervalu (a,b). To tedy
znamend, ze mnoZina N, o nfZ jsme mluvili na za¢dtku tohoto
odstavce, je ohranifena (shora i zdola); véta 3 dava pak ihned
tento vysledek:

Véta 6. Funkce f(x) je ohranidena v intervalu {a, b} tehdy
a jen tehdy, existuje-li éislo K takové, Ze pro vdechna x intervalu
{a, by plati nerovnost | f(z) | < K.

Poznamka. Necht plati nerovnost | f(z) | < K pro viechna x
intervalu {a, b>; budiZz G horni hranice a g dolni hranice funkce
f(x) v intervalu <{a,b). Pro vSechna « intervalu (a,b) jest
— KX f(xr) < K. Podle pozndmky 2 k vété 4 a 5 je —K <
<9< GX K, a tedy plati nerovnosti g | < K, |G| < K.

Funkce f(x) obrani¢end v {a, b) mi v tomto intervalu horni:
hranici @ i dolni hranici g a jest ovSem g < G. Znamenf rovnosti
plati tehdy a jen tehdy, nabyvd-li funkce f(x) pro vSechna x
intervalu (a, b) jen jediné hodnoty, t. j." je-li f(x) konstantni
v intervalu (a, b).

Uvedme jesté nékteré drobnosti, jichz budeme v dal$im po-
trebovati. '

Véta 7. Budif f(x) funkce ohranidend v <a, b); budiZ G horni
hranice, g dolni hranice funkce f(x) v {a, b). Je-lt k Cislo kladné,
md funkce k f(z) v intervalu {a, b> horni hranici kG a dolni hranici
kg; je-li k Cislo zdporné, md funkce kf(x) v intervalu (a, b) dolni
hranict kG a horni hranict kg.

Jarnik: Uvod do integrilnfho pottu. 2 17



Dikaz. A) Budiz k& > 0. Potom ¢&islo kG mé tyto vlastnosti:
1. Pro viechna z intervalu {a, b) je f(z) < @ a tedy k f(z) < kG.
2. Je-li @ libovolné &islo mensf nez kG, je Q'[k < G a tedy exis-
tuje aspoii jedna hodnota z intervalu {a, b), pro kterou je f(x) >
> @k a tedy kf(x) > G'. Tedy je kf(x) shora ohraniend
v {a, b) a &slo kG je jejf horni hranici v intervalu {a, b). Pro
dolni hranici je dikaz obdobny.

B) BudiZ k£ < 0. Potom é&islo kG md tyto vlastnosti: 1. Pro
viechna z intervalu (a,b) je f(z) < G a tedy kf(z) > kG.13)
2. Je-li ¢’ libovolné ¢&islo vétsi nez kG (t. . ¢ > k@), je g'/k < G
(ndsobim zdporngm &islem 1/k) a tedy existuje aspon jedno
¢islo z intervalu (a, b>, pro néz je f(x) > g'/k a tedy k f(x) <g'.
Funkce kf(x) je tedy zdola ohrani¢end v intervalu {a,b) a
¢fslo kG je jeji dolni hranici v intervalu {a, b). Pro horni hranici
je dukaz obdobny.

Véta 8. Budif f(x) funkce ohranidend v intervalu (a,b);
budi {c,d) Cdastelny interval intervalu {a,b)>.'*) Potom je funkce
f(z) ohranilenda téZ v intervalu (¢, d): znali-li G,g horni a dolni
hranici funkce f(x) v intervalu {a, b) a znaci-li Gy, g, horni a dolni
hranici funkce f(z) v intervalu (c,d), je < 9, < Gy < G

Diikaz. Pro vSechna z intervalu <a, b) a tedy tim spise pro
viechna @ intervalu (¢, d) plati nerovnost f(z) < G; tedy je funkce
f(z) shora ohrani¢ena v intervalu {c¢,d)> a podle poznimky 2
k vété 4 nemiZe byti G, vétii nez @G, t. j. je Gy < G. Dukaz pro
doln{ hranici je obdobny. .

Véta 9. Je-li funkce f(x) ohranidena v intervalu {a, b, i v inter-
valu b, c), je ohranilena téZ v intervalu (a,c).

Ditkaz. (Viz vétu 6.) Existuji dvé ¢&isla K, K, tak, 7e pro
_viechna z intervalu (a, b> je | f(z) | < K, a pro vSechna x inter-
valu <b, ¢) je | f(x) | < K,. Polozime-li tedy K = Max (K], K,),
je nerovnost | f(x) | < K splnéna pro viechna z intervalu (a, ¢).

Véta 10, Je-li funkce f(x) okranidena v intervalu (a,b)
a Uisi-li se funkce g(x) vd funkce f(x) jen v koneéném pocétw bodi
intervalu (a, b, jest i funkce g(x) ohranidena v intervalu {a, b).

Dikaz. (Viz vétu 6.) Existuje éislo K tak, Ze pro viechna z

18) Nasobim-li nerovnost 4 < B zdpornym &islem C, musim
obratiti jeji smysl: je potom AC > BC. Obdobng, jeli 4 < B,
C <0, je AC > BC

14) Tim rozumim, Ze kaZdy bod intervalu <, d> putu k inter-
valu <{a, b)>; to nastane tehdy a jen tehdy, Je dieaZe<dL b

18) Z t&chto nerovnosti je zfejmo, %e je K >0, L = 0.
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intervalu (a,b) je | f(x)| < K. Budte z,, x,, ..., xp, ony body
intervalu {a, b), pro néz je g(x) = f(x). Polozme

Ky = Max (K, | g(x)) |, | 9(z) |, . . ., [ g(z) ]):
potom zfejmé pro viechna z intervalu (a, b> je | g(») | < K.

Viéta 11, Jsou-li funkece f(x), g(x) ohranideny v inlervalu
{a, b), jsou t funkce f(x) + g(x), f(x) — g(x), f(x) g(x) ohranifeny
v tntervalu {a, by

Dikaz. (Viz vétu 6.) watu_]l dvé ¢isla K, L takovd, #c pro
viechna z intervalu (a,b) je | f(x) < K, |gx)| < L15) Tedy

pro viechna z intervalu {a, d> je

)+ 9@ | S @)+ 19() | < K+ L, | f(x) g(2) | =
= |f(x)|.]9(z) | < KL.

3. Spojité funkee. Rikdme, 7e funkce f(x) md v bodé x,
limitu, rovnou &fslu 4 (znak lim f(z) = A4), jestlize ke kaZdému
T,
kladnému ¢islu ¢ existuje kladné &islo ¢ tak, Ze nerovnost
| f(x)— A | <& je splnéna pro viechny hodnoty x, pro néi
plati nerovnosti 0 < |z — x| << 6 1) (Késsler 54). Rikdme, Ze
funkce f(z) md v bodé x, limitu zprava, rovnou éislu 4 (znak
lim f(z) = A nebo lim f(x) = A), jestlize ke kaZdému ¢&islu

L2+ X—>Ty+0

e > 0 existuje ¢islo d >0 tak, Ze nerovnost |f(x) — A | <e
je splnéna pro viechny hodnoty wx, pro néi plati nerovnosti
%< & << xy+ 6. Obdobnd je definice limity zleya (znak

lim f(z) nebo lim f(x)), pouze nerovnosti z,<< & << x,-+ 9
LT—rZo— L—> B g—
jsou nahrazeny nerovnostmi x,— 0 <2 <<z, (Késsler 350).

v

Z definic plyne ihned

Véta 12. Existuje-li lim f(z), ewxistuji ¢ limity lim f(x),
T, -y !

lim f(z) a jest

T lim f(z) = lim f(z) = lim f(x).
X—>To F T—>Ty— T—>Xy

Téz naopak plati
Véta 13. Exzistuji-li limity lim f(z), lim f(x) a je-li

T—>Toy+ XXy

16) Nerovnost |z — x| < 0 znamend, Z%e joe mp—i<w<
< xy + &; nerovnost | x—x, | > 0 znamend, Ze je x =+ x.
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lim f(x) = lim f(x), existuje ¢ lim f(z) a je lim f(z)=

Ty~ T—>To-t- T—>Ty T—>Ty
= lim f(z) = lim f(x).
L—> Lo~ T—>Ty—
Ditkaz. Budiz lim f(z) = lim f(z) = A: budiz ¢ libo-
L—>To— T—>To+

volné kladné ¢éislo. Podle definic limity zprava a zleva existuji
dvé kladnd &isla &y, d,, které maji tuto vlastnost: nerovnost
| f(x) — A | < e plati predeviim pro viechna z, pro néz je
xy < ¥ << %o -+ 6; a za druhé pro viechna x, pro néz je xy — 6, <
< x < ¥, Poloime 6= Min (d,, d,), takZe 6 > 0. Potom ne-
rovnost | f(x) — 4 | < ¢ plati jednak pro vSechna x, pro néz je
x, < & < g+ 0, jednak pro vSechna x, pro néZ je z,—d <
< x < xy; tedy celkem plati tato nerovnost pro viechna =z,
pro néz je 0 < |  — x| << ' (viz posledni poznamku pod éarou),
takZe je vskutku lim f(a) = .
T,

Definujme nyni spojitost funkce v bodé takto: Rikdme, Ze

funkee f(z) je spojitd v bodé z,, jestlize plati lim f(x) == f(x,)
T—>T,

(Kossler 60). Podle definice limity miZeme definici spojitosti vy-
sloviti také takto: funkce f(z) je spojitdi v bodé x,, jestlize ke
kazdému cislu & > 0 existuje &islo 6 > 0 tak, Ze nerovnost
| f(x) — f(zy) | < & plati pro vSechna =z, spliujici nerovnosti
O0<|ae—ux| < 90.17)

Spojitost zprava a zleva definujeme takto: Funkce f(z) je
spojita zprava v bodé z,, je-li lim f(z) = f(x,); funkece f(x) je

T—>To+
spojitd zleva v bodé z,, je-li lim f(x) = f(x,). Podle definice
2—>2y—

limity zprava a zleva muZeme tuto definici vysloviti téZ takto:
Funkce f(x) je spojitd zprava v bodé x,, jestlize ke kazdému éislu
& > 0 existuje ¢islo & > 0 tak, Ze nerovnost | f(z) — f(z,) | < &
l)l&tl pro viechna z, pro néz je z, << x << x5 + 6.1%) Obdobné

17) Misto nerovnosti 0 < | ¢ — xy | < 0 miZeme zde psati téZ
nerovnost | € — xz, | < 0 (a to budeme také zpravidla &initi); nebot
rozdil je jen ten, Ze jednou nepnpoustlme a po druhé ptipoustime
hodnotu = = «,; ale pro x = =z, je j(z) — (%) = (o) — f(zg) = O,
takZe podminka | f(x) — f(z,) | < € je pro x = x, jisté splnéna, —
je tedy jedno, poZadujeme-li ¢i nepoZadujeme-li splnéni této pod-
minky pro hodnotu z = x,. -

18) Misto téchto nerovnosti mtifeme (a vétSinou téZ budeme)
psdti nerovnosti x, < @ < ¥y + d; viz prededlou poznamku pod
darou.
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Ize vysloviti definici spojitosti zleva, jen misto nerovnosti x, <
< x < z,+ 0 je tieba psiti nerovnosti x, —d < a2 < w, (m-bo
—d< X< ).
Vita 14. Funkee /(a:) je v bodé x, spojiti tehdy a jen tehdy,
je-li v bodé x, spojitd zprava i zleva.

Dikaz plvne piimo z definice: je-li

lim f(2) = f(z,), &)
je podle véty 12 téi
lim f(2) = _Jim f(z) = f(zo): (©)

naopak: plati-li (6), plati podle véty 13 téz (5).

* *
*

Jeli (a,b) otevFeny interval (koneény nebo nekoneény),
fkdme, Ze funkce f(z) je spojitda v intervalu (a, b), jestlie je spo-
jitd v kazdém bodé intervalu (a, b) (Késsler 61).

‘Je-li (a,b) uzavFeny interval,’®) ifkdme, Ze funkee f(x) jc
spojita v tntervalu {a, b, je-li funkce f(x) spojitd v otevieném
intervalu (e, b)2°) a mimo to spojitd zprava v bodé @ a zleva
v bodé b. Rozdil je tedy v tom, Ze pro spojitost v uzavieném
intervalu pozadujeme jesté jednostrannou spojitost v koncovych
bodech.

Pro funkei spojitou v uzavieném intervalu plati tato zikladnf
véta:

Véta 16, Je-li funkce [(x) spojitd v uzavFeném intervalu {a, b,
pak mezi hodnotams, kterych f(x) tam nabyvd, jest nejvét§i hodnota
a nejmendi hodnota. (Kossler 62.)

To znamend tedy: v intervalu (a, b) existuje aspoinn jedna
hodnota ¢ takova, %e hodnota f(c) je nejvétsi ze v3ech hodnot
funkce f(x) v intervalu {(a, b); t. j. pro viechny hodnoty x inter-
valu {a, b) je f(z) < f(c). Obdobné pro nejmensi hodnotu. Z vé-
ty 15 bezprosttedné plyne

Yéta 16. Funkce spojitd v uzavieném inlervalu (a, b) je ohra-
nicena v intervaly {a, b) (Kossler 64).

13) Uzavieny interval je ovSem vZdy koneény.
20) t. j. spojita v kaZdém vnitFntm bodé& intervalu <a,b,.
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Poznamka 1. Funkee f(z) je spojitd v intervalu {a, b> tehdy
a jen tehdy, mé-li tuto vlastnost:

Je spojitd zprava v kazdém bod¢ x,, pro néjz plati a <
(A) {< 29 < b a jo spojitd zleva v kaZdém bodé z,, pro néjz
platl @ < 2, < b.

Vskutku, vlastnost (A) f{kd prdavé toto: funkee f(x) je spo-
jitd zprava v bodé a, spojitd zleva v bodé b a spojitdi zprava
i zleva v kazdém vnitinim bodé intervalu (a, b). Této podminky
(A) se leckdy uziva.

Poznamka 2.21) (O spojitosti t. zv. ,sloZenych funkei®.)
Dosadime-li do funkee f(x) za proménnou z funkei ¢(¢) proménné ¢,
dostaneme funkei f(p(t)) proménné ¢. Odvodime nyni tii véty,
jez ndm zodpovidajf tuto otdzku: co lze fici o spojitosti ,,sloZené‘
funkee f(p(t)), vime-li néco o spojitosti funkef f(x) a @(t)?

Véta A. Necht funkce g(t) je spojitd v bodé &, a necht funkce
f(x) je spojita v bodé @(t,). Potom funkce f(p(t)) je spojita v bodé .

Dakaz. PoloZme pro zkriceni ¢(t,) = x,. Budiz déno libo-
voln¢ kladné éislo e. Mdme dokdzati, Ze existuje ¢éfslo § > 0
takové, Ze nerovnost

| H(®) — F(@lto) | < & O

plati pro vSechna ¢, pro néz je |t —1t, | << . Predeviim existuje
éfslo 5 > 0 takové, Ze nerovmost | f(z) — f(x,) | < e, t. j.

[ f(2) — flp(te)) | <& 8

plati pro véechna x, pro néz je | @ — xo | < # Gili | & —@(t,) | < 9.
Jeito ¢(t) je funkee spojitd v bodé t, existuje k ¢éislu % ¢islo
0 > 0 tak, Ze nerovnost | @(t) — @(t) | <7 plati pro vSechna ¢,
pro néz je |t —1ty| << 8. Pro tyto hodnoty ¢ bude tedy splnéna
nerovnost (8), klademe-li do ni ¢(¢) za «%2); t. j. bude splnéna
nerovnost (7), jak bylo cokdzati.

Véta B. Funkce ¢(t) budiz spojitd v olevieném intervalu (x, B);
funkce [(x) budiZ spojitd v otevieném intervalu (a, b)23); pro kaZdé t
intervalu (a,ﬂ) necht hodnota @(t) lefi v intervalu (a, b). Potom
fmzkce f(q?(t)) je spojita v intervalu («, B).

“) Tuto poznémku budeme potfebovati aZz v kap. III, odst. 4
a 5; proto ji ¢tendf intZe zatim — chee-li — pieskoditi.

22) Nebot nerovnost |z — @(t) | < n je splnéna, klademe-li
do ni p(t) za z (je-li oviem |t —1t, | < J).

22) Tutervaly (~, 8), (a, b) mohou byh koneéne nebo nekonedné.
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Ditkaz. Budiz t, libovolny bod intervalu (x, ). Cislo g{t)
lezi v intervalu (a, b): tedy funkee @(t) je spojita v bodé ¢, a funkee
f(x) v bodé ¢(t); tedy funkee f(@(t)) je spojitd v bodé t, (podle
véty A), ¢éimi véta B dokdzdna, nebot #, miZe byt kterykoliv
bod intervalu (x, ff).

Obdobna véta plati pro wzaviené intervaly:

Véta C. Funkce @(t) budif spojitc v uzavieném intervalu
X, 05 funkce f(x) budiZ spojitd v uzavieném intervalu (a, b).%4)
Pro kaZdé t intervalu {x, ) budif a < ¢(t) < b. Potom funkce
flg(#)) de spojitd v intervalu {«, B.

Dukaz. Definujme funkei y(t) v intervalu (— oo, o0) takto:
pro x X 1< B budiz () = ¢(t), pro ¢ <« budii y(t) = ¢(x),
pro t > B budiz p(t) = ¢(B).

Funkce y(?) je zfejmé spojitd v intervalu (— oo, 00).25)

Obdobné definujme funkei g(x) v intervalu (— o0, o)
takto: pro ¢ < x < b budiz g(x) = f(z), pro < a budiz g(x) =
== f(a), pro # > b budiz g(x) = f(b). Funkce g(x) je opét qpopta
v intervalu (— oo, ). Podle véty B (kde za interval («x, ) i za
interval (a, b) je tfeba vziti interval (— oo, o0)) je tedy funkce
g(y(t)) spojitd v intervalu (— oo, oo) a tedy téi v wuzavieném
intervalu {x, 8>. Ale vproa <t < B j e g(p(?)) = f(@(t)),2®) a tedy
i funkee f(g(t)) je spojitd v uzavreném intervalu o, B

4, Derivace. Pripomenme si jedté definici derivace a vétu
o stiedni hodnoté.
e e 1. . o + h) — f(=, )
Existuje-li limita lim f(—°—+—’)L—f(~~°l, nazyvd se tato
h—0
limita derivaci funkce f(z) v bodé x,; znak f'(z,) (Kdssler 69).

B —
Existuje-li limita zprava, lim Hao +h) — Hz)
h—>0-+ h
limita derivaci zprava funkce f(x) v bodé x, (znak f 1(z));

——~, nazyva se tato

24) Intervaly <o, f>, <@, b> jsou ovSem konelné.

) V bod8 t = a je totiZ funkee y(¢) pfedevSim spojita zprava,
nebot je y(t) = @(¢) pro & <t < B; za druhd je funkce y(¢) v bo-
(8 ¢ = « téZ spojits zleva, jeZto pro t < « je funkee y(t) rovna kons-
tantd g(x). Obdobnd je tomu pro ¢ = f; ostatni hodnoty ¢ pak ne-
plisobi obtiZi.

) Je totiZ g(¢) = y(t) prox < t < B, f(x) = g(z)proa < = < b,
Tedy: je-li « <t < B, je g(t) = p(t) a tedy g(w(¢)) = g(@(t)); zéroverti
je asgt) b a tedy g(p(t)) = {(p(?)).
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existuje-li limita zleva, lim &i’%———j@
h—0—

limita derivaci zleva funkce f(x) v bodé =z, (znak f'_(x,)).
Véta 17. Funkce [(x) md v bodé z, derivaci tehdy a jen tehdy,
md-li v bodé x, derivaci zprava [’ 1.(x,) ¢ derivaci zleva f'_(x,) a je-li
nadto f—(xg) = ' +(xo); potom je [(xo) = f'—(ao) = [ +(o)-
Diikaz plyne okamzité z vét 12 a 13, podle nich% limita
néjaké funkece v néjakém bodé (zde tedy limita funkce proménné »

f(% + k) — f(=,)

, nazyva se tato

v bodé h = 0) existuje tehdy a jén tehdy, existuji-li v tom bodé
limita zprava a zleva a jsou-li si rovny; jejich spoleéna hodnota
je pak hodnotou limity.

Poznamka 1. Plati tato véta: Md-li funkce f(x) v bodé x, deri-
vaci zprava, je v bod¢ x, spojitd zprava; ma-li v bodé x, derivaci
zleva, je v bodé x, spojita zleva. Dikaz: ma-li funkee f(x) derivaci

f(xy + B) — f(2,)

zprava v bodé x,, existuje limita zprava lim =
h—0+ h

= " 1(xy); jeito pro k% 0 je
f(zo + k) — f(2o) =

je lim (f(a:o—}—h) —f () =1 +() lim h =0, t. i lim f(x,, + h)=
= /(ato) éili lim f(x) = f(=,), takze f\mkce f(z) je spopta Zprava

-2y +
v bodé 2,. Dikaz pro spojitost zleva se vede obdobné. — Md-li
Junkce f(x) v bodé x, derivaci, mi oviem v tomto bodé derivaci
zprava i zleva, je tedy v bodé xz, spojitd zprava i zleva, t. j. je
v tomto bodé spojita.
Poznamka 2.28) (O derivovdni ,sloZenych funkei®.)
Z diferencidlnfho poétu zndte tuto vétu (Kossler 75):

Véta A’. Necht funkce ¢(t) ma derivaci v uréitém bodé t; necht
funkce /(x) ma derivaci v prislu&‘ném bodé x = ¢(t). Potom funkce
f((p(t)) md v bodé t derivaci f'(p(t)) ¢'(2).

27) Podle véty o limité soudinu, viz Késsler 55; v Kosslerové
kni%ce je sice min&na limita a nikoliv limita zprava; ditkaz pro limitu
zprava jo vSak zcela obdobny dikazu pro limitu.

28) Tuto poznémku budeme potfebovati aZ v kap. III, odst. 4
a 5; proto ji étena¥ miiZe zatim — chce-li — pieskoditi.

’

f(wg 4 ) — f(a,) 3
7 .
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Z véty A’ plyne snadno tato

Véta B'. Necht funkce @(t) md derivaci v intervalu (a, §)%°);
nechl funkce f(x) md derivaci v intervalu (a, b); necht pro kaZdé t
intervalu («, f) hodnota funkce ¢(t) leZi v intervalu (a,b). Potom
funkee f(@p(t)) md v intervalu (x, f) derivaci f'(p(t)) ¢'(t).

Dikaz. Je-li ¢ jakdkoliv hodnota intervalu («, f), existuje
derivace ¢'(t) a hodnota x = () leZi v intervalu (e, b), takie
funkce f(xr) méa derivaci v bodé z = ¢(t). Z véty A’ tedy plyne,
Ze existuje v bodé ¢ derivace funkce f(g(t)), rovna &isla f'(g(t)) ¢’ (2).

Pro uzavfené intervaly plati obdobni

Vita C'. Funkce (t) necht md derivaci @'(t) v uzavieném inler-
valu {x,f); pii tom slovem ,derivace’ a znakem ¢'(t) rozumim
v bodé t == & derivaci zprava a v bodé t = f derivaci zleva. Funkce
f(x) necht md derivaci f'(x) v uzavieném intervalu {a, b>; p¥i tom
opét slovem ,,derivace’* a znakem f'(x) rozumim v bodé x = a deri-
vact zprava a v bodé x = b dertvaci zleva. Pro ka%dé t intervaly
{x, B> necht je a < p(t) < b. Potom funkce F(t)-_ f(p(t)) mui v inter-
valu {, ﬂ) derivaci F'(t) = |’ ((p(t)) ¢'(t); pFi tom opét slovem
derivace’ a znakem F'(t) rozumim pro t = ~ derivaci zprava
a pro t = f derivaci zleva.3%)

Diikaz. Definujme funkce (), g(x) v intervalu (— oo, o0)
takto:

Pro o < ¢t< B budiz () = @(t); pro ¢ <« budiz yp(t) =
=@(x)+ (t—a)¢'(x); pro t> B budiz y(t)=e(B)+ (¢—PH)¢'(B).

Pro a < z < b budiz g(x) = f(2); pro x < a budiz g(z) =
= f(@) + (x—a) f(a); pro x > b budiz g(x) = f(b) + (x — b) f'(b).

Polozme jesté G(t) = g(p(?)); je-i a« St B, je wl(t) = ¢(t)
a soudasné a < ¢(t) < b, tedy g(g(t)) = f(p(t), takie jest

G(t) = g(p(®)) = g(e(t)) = f(p(t)) = F(t).

V iitervalu {«, 8) je tedy G(t) = F(t). Podafi-li se nam tedy
dokazati, Ze v intervalu {x, ) plati rovnice

2”) To ovSem znamend, Ze funkce ¢(¢) ma derivaci v kaZdémn
bod$ intervalu («, f8); podobne v analogickych pfipadech. Intervaly
(«, B), (@, b) mohou bytl ovSem i nekoneéné.

30) Pro zkréceni pnsl tedy o¢’(a), q)(ﬂ), l(a), f(b), F'(x), I'(B)
misto ¢’ (a), ¢'_(B), I'4(@), F_(b), F'(x), F'_(B). U ostatnich
funkef y(2), g(z), G(t), kterd se vyskytnou v dukazu, toto zkriceni
nezavadim, takZe na p¥. y’(x) bude znamenati derivaci funkece wp(t)
v bod& « a nikoliv derivaci zprava.
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() = () ¢'(1), )

bude tim véta dokdzdna; nebot potom bude F'(f) = G'(t) pro
x <<t<<f a pro t =« bude derivace zprava funkce F(f) rovna
¢islu @' (x) = @'(x) = f(p(x)) ¢'(x) a obdobné pro ¢ = f bude
derivace zleva funkce F(t) rovna ¢islu @' _(8) = G'(B) = (¢(B)) ¢’ (B)-

Tvrdim nyni, Ze funkce y(t) ma derivaci v intervalu (— oo, o)
a Ze v intervalu {x, B> je y'(t) = ¢'(1). skutku pro ¢t << o existuje
() = ( ) a pro t > f existuje y'(t) = ¢'(f), pro a <t < B
je pak zne]me '(t) = ¢'(2).

Zhyva vysetrltl hodnoty t=u, t=F. Jeito pro « <t B
je y)(f) =(t), je p’ +(x) = ¢ (a) jezto pro t < « je p(t) = @(a) +
+ (t—ux)¢'(x), je v —(x) = ¢'(x), tedy vskutku () = @'(x);
obdobné se dokdze, Ze je p'(f) = ¢'(f). Tedy vskutku y’(t) existuje
v intervalu (— oo, o0) a v intervalu {x, 8> platf rovnice ¢'(t) =
= ¢'(t). Obdobné se ukdZe: ¢'(x) existuje v intervalu (— oo, o)
a v intervalu (a, b) plati rovnice g'(x) = f'(x). Jeito y'(t) i 9'(x)
existuji v intervalu (— oo, co0), mame podle véty B’ tento vysledek:
pro kazdé ¢ je

() = g'(p(@) y'(t). (10)

Je-lli viak « <t B, je w(t) =o¢t), ¢'()=¢'(t) a dile je
aZl gt) < b, takie ¢'(p(t)) = f'(¢(t)); z rovnice (10) plyne tedy

G'(t) = ¢'(p(t) ¢'(t) = f(p(®)) ¢'(}),

¢imz rovnice (9) v intervalu {«, 8> je dokdzédna.
Véta 18. (Vita o sttedni hodnoté, Kossler 84.) JestliZe funkce
() je spojitd v uzavieném intervalu {a, b> a ma derivaci v kaZdém

bodé otevieného intervalu (a, b),3!) potom existuje asporn jedno
éislo ¢ tak, Ze plati

a<o<b, f(b)—fla)=(b—a)flo)
Ucitime z této véty dva disledky:

Véta 19. Je-li funkce f(x) spojitd v uzavieném intervalu {a, b
a plati-li rovnice f'(x) =0 v kadém bodé otevieného intervalu
(@, ),31) je funkce f(x) konstantni v intervalu {a, b).

Ditkaz: Staéi dokdzati: pro kazdé gislo ¢ intervalu {a, b)
je f(t) = f(a). Jezto pro t = a je tato rovnice samoziejmd, staci

3 T j. v kaidém vnitiniém bodé intervalu <a, b)>.
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predpokladati, e je a <<t < b. Na interval (a, t) maZeme uZiti
voty 18; existuje tedy &islo ¢ tak, %e je a < ¢ < ¢ (tedy i a <
<e<<b), f(t)y —fla) = (t—a)f(c). Je viak f(c)=0, a tedy
vskutku f(t) = f(a).

Véta 20. Ma-li funkce f(x) derivaci rovnou nule v kadém bodé
olevieného?) inlervalu (a, b), je funkce f(x) konstantni v intervalu
(a, D).

Diikaz. Zvolme néjaké ¢islo d v intervalu (a, b); mame do-
kdzati: je-li ¢ libovolné &islo intervalu (a, b), je f(t) = f(d). Budiz
tedy t libovolné ¢islo intervalu (a, b). Jeito Zdadné &islo intervalu
(@, b) neni ani jeho nejmen$im ani jeho nejvétSim éislem, lze
nalézti v otevieném intervalu (a, b) dvé &isla «, f tak, Ze & <
< Min (¢, d) £ Max (¢, d) < f. Funkce f(x) mi (lerlva01 (rovnou
nule) nejenom ve vnitinich, nybrz i v koncovych bodech inter-
valu {«, B) a je tedy v tomto wuzavieném intervalu spojitd.33)
Miizeme tedy na interval {x, > uZiti véty 19 a dostivdme, Ze
funkee f(x) je konstantni v intervalu {«, f); jeZto vSak ¢, d jsou
dvé hodnoty z tohoto intervalu, je vskutku f(t) = f(d).

KAPITOLA 1II.

Teorie uréitého integralu.

1. Uvod. K pojmu urditého integralu — jim% se budeme
v nésledujicich odstaveich zabyvati — byli matematikové pti-
vedeni — mimo jiné — také geometrickym problémem, totiz

otdzkou po plo$né mife rovinnych oboru. V elementirn{ geometrii
definuje se ploSnd velikost neboli obsah trojuhelnika (jako po-
lovina souéinu zdkladny a vyiky) a dile plo$nd velikost neboli
obsah obort, jez se daji rozloZiti na koneény pocet trojihelnfki,
t. j. plo$nd velikost mnohothelnikd. Vznikd otdzka, jakym zpu-
sobem jest vhodno definovati obsah obort obecnéjdich, jez nelze
rozloZiti na koneény pocet trojuhelnikli; vezméme jeden takovy
jednoduchy piipad.

Budiz ddna funkece f(x), spojitd a kladnd v intervalu {a, b).
Sestrojme obor P (viz obr. la), ohranieny jednak osou z, jednak
piimkami ¢ = @ a # = b, jednak ktivkou y = f(x). Jak defino-

32) Koneéného nebo nekoneéného.
33) Podle poznamky 1 na str. 24.
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vati obsah oboru P? Zde se pri-
rozené nabfzi tato mySlenka: roz-
délme interval (a,b) na nékolik
dilka ,,délicimi body** z,, x,,..., Ty—1
(viz obr. 1b nebo lc, kde jest n = 5;
pro vét§i pohodli piSeme a = =z,
b=z, takie jest a =1, < x; <
L@y << oo L Ty < Ty = b); nad
kazdymz téchtonintervala{x;—q, x>
(i=1,2,...,n) jakoito zdkladnou
sestrojime dva obdélniky: obdélnik
Qi, jehoZ vyska rovnd se nejvétdi
hodnoté funkce f(x) v intervalu
{wi—1, 25y (viz obr. 1b) a obdélnik
R;, jehoz vyika se rovnd nejmendi
hodnoté funkce f(x) v intervalu
{xi—1, x5y (viz obr. lc).}) Oznadi-
me-li znakem M; nejvétsi hodnotu
a znakem m; nejmens{ hodnotu
funkce f(x) v intervalu {z;—i, %),
jest obsah obdélnika @; roven
éislu M; (¢ — x;—1) a obsah obdél-
nika R; roven é&islu m; (2; — x;—3).
Obdélniky @, @y, ..., @n tvori
y jisty mnohothelnik @, ,,opsany‘
oboru P (na obr. 1lb je Srafo-

“ S \ vén); jeho obsah je roven ¢islu
n
\%\ \\% 2 Mi(@—zi) (1)
\\\ Obdobné obdélniky Ry, R,. ..., R,

o NI , tvoif jisty mnohothelnik R, ,,ve-

v
.h

>
x
x
x
x
O

T A X, x5 psany‘‘ oboru P (na obr. lc je Srafo-
Obr. 1. vé4n); jeho obsah je roven éislu
n
2, mi (Ty — Xiy). (2)

1=1

Il

1) Podle véty 15 jest mezi hodnotami, kterych funkee f(x)
v intervalu <z, ,, ;> nabyvé, skutetnd jedna nejvé&t3i a jedna

nejmensi.
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KdyZz nyni pocet dilki (na néZ jsme rozdélili interval (a, b))
vechdme vzristati nade vSechny meze, pii ¢emz délky jednotli-
vych téchto dilka konverguji k nule, zd4 se byti pravdépodobno,
7¢ obsah ,,opsaného” mnohothelnika @ (t. j. &islo (1)) i obsah
..vepsaného® mnohotihelnika R (t. j. ¢islo (2)) budou konvergo-
vati k téZe limité a jest docela pfirozeno, nazvati tuto spoleénou
limitu ,,obsahem oboru P*‘,

Oviem dosud nevime, existuje-li vskutku tato spolecnd
limita — to budeme musit teprve dokdzati. Pijde ndm tedy
v daldim predevsim o to, studovati souéty (1) a (2) a hlavné o to,
sledovati, co se s témito soucty déje, kdyz délky jednotlivych
dilka (t. j. ¢isla x; — x; ;) konverguji k nule. To je jiz otdzka,
kterou nikterak nemusfme vdzati na geometricky problém,
7. néhoz jsme vysli. Bude pro nds dilezito, abychom tuto otdzku
fesili co nejobecnéji a zbavili se viech zbyteénych omezeni, ke
kterym nas vedla pivodn{ geometrickda formulace problému.
Predeviim je pro studium souétl (1) a (2) zbyteény predpoklad,
%¢ funkce f(z) je kladnd; soutty (1) a (2) muzeme sestrojiti,
i kdyz funkce f(z) neni stile kladnd. Za druhé &islo M;, jakoito
nejvétsi hodnota funkce f(z) v intervalu {x;_, a;), je zdroven
také horni hranici funkce f(x) v intervalu {a;_., #;)%) a obdobné
¢islo m; je dolni hranicf funkce f(x) v intervalu (x;—,, z;>. Tato
horni a dolni hranice existuje pro kazdou funkei f(x), ohrani-
¢enou v intervalu {x;—, 2;), i kdyZ tato funkce neni spojit3);
tedy i predpoklad spojitosti funkce f(x) je zbyteény a stadf,
nahradime-li jej predpokladem, Ze funkce f(x) je ohranicend
v kaidém z intervali {z,, o)), <%y, T, . . ., (Xn—1, Tn), Cili Ze
je ohraniéend v intervalu <{a, b>. Proto o funkei f(x) nebudeme
v dalsim — aspon prozatim — predpoklddati nic jiného, neZli
Zc jest ohraniéend v intervalu <{a, b) a budeme svij problém
formulovati v plné obecnosti takto:

Budif f(x) funkce ohramidend v intervalu {a,b). Rozdélme
wnterval (a, by na nékolik dili délicimi body

A=y < B <X, <...< X1 <Tp=020b

2) Viz poznémku 1 k vété 4.

3) Tato horni hranice u nespojité funkce nemusi oviem jiZ byti
nejvé&tsi hodnotou funkce. P¥iklad: definujme f(x) v intervalu <0, 1>
takto: pro 0 < =z < 1 budiZ f(x) = x, pro x = 1 budiZz f(1) = 0.
Horni hranice funkce f(x) v intervalu <0, 1> je zfejmé& &islo 1, ad
funkece této hodnoty vibec nenabyva.
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a Sestrojme soucty

n

n
Z M (2 — xiy), > mi (2 — xiy),
=1 i=1

kde M; znadi horni hranici a m; dolni hranici funkce f(x) v inter-
valu (g, 2 (i =1,2,..., n).

Nadim ikolem jest studovati tyto soulty a hlavné vysetfovati,
co se s témito soucty déje, kdyZ pocet dilkw, na néf jsme rozdslili
interval {a, b), vzristd nade vdechny meze, pFi femi soulasné
éisla x; — iy konverguji k nule.

Tim jest ddn program; provedeni tohoto programu jsou
vénovény daldi odstavece této kapitoly.t)

2. Souétova definice uréitého integralu. Budiz din interval
{a, b) a budiz ddna funkce f(x), ohrani¢end v intervalu {a, b>.

Je-li dano celé kladné éislo #n a je-li déno »n 4 1 boddb)
Xy, Xy, Loy . o ., Ty, jei spliiuji vztahy

(L-—”x0<:81<x3<---<xn~1<xn=‘-b, (3)

tikdme, Ze tyto body definuji urdité rozdélent intervalu {a, b).
Body «,, x,, ..., ®, budeme nazyvati délicimi body tohoto roz-
déleni; tyto body déli interval {a, b> na n ¢asteénych intervald
(&g, 21, Ty, X, -+ -, {Fn—1, Tn).)

Toto rozdéleni, definované délicimi body xy, x;, ..., x,,
ozna¢me pismenem D.?) Oznaéme znakem Azx; délku i-tého cdstec-
ného intervalu {x;—;, x>, t. j. poloime Ax; = z; — x;—;. Oznacéme
déle znakem AM; hornf hranici a znakem m; dolni hranici funkce
- "‘—)wz.d(’lrazﬁuji, Ze tento odstavec mél pouze informativni cha-
rakter; chtél jsem zde &tendli pouze ukézati, %e otdzka, jiZz bude
vénovéna tato kapitola, neni nijak uméle sestrojena, nybrz Ze jsme
k ni vedeni zcela pFirozenym zpasobem. Pro logickou vystavbu teorie,
je¥ bude podana v dalSich odstavcich, je ovSem tento tvodni odstavec
vlastn® zbyteény. Proto pfirozend tento odstavec neobsahuje Zad-
nych positivnich vysledka a také p¥i stylisaci tohoto odstavee jsem
nekladl velkou vahu na obvyklé poZadavky matematické presnosti.

5) Minim body na ose ¢éiselné, &ili redlnd d&isla (Kossler 16);
této terminologie budeme &asto uZivati.

8) Nejjednodussi ,,rozdéleni‘‘ intervalu <a, b) dostaneme, vez-
meme-li n = 1; potom jest z, = a, &, = b; pfi tomto ,,rozdéleni*
méame oviem jediny d&asteény interval {xz,, x> = <a, b>.

7) Takovych rozdsleni intervalu <a, b> je ovSem nekonetns
mnoho: pFedeviim miZeme zvoliti libovolnd celé kladné é&islo n
a za druhé, kdyZ &fslo n jest ji¥ zvoleno, miiZeme jeSt& zvoliti délici
body =z, y,.. . o Tp libovolns, a% na to, Ze musi vyhovovati podmin-

ce (3). Razné rozdséleni budeme rozliovati éarkami, indexy a pod.
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f(z) v intervalu (x;—y, £;>.8) Danému rozdéleni D prifadime nynf

dvé disla: éislo »

S(D) = Z M; A,
i=1
jez budeme nazyvati hornim soullem, pfislusnym k roxzdéleni D,
a Cislo
(D) = Z m; Ax;,
i=1
jez budeme nazyvati dolnim soullem, ph’sluﬁnz]m L rozdélent D,
Tyto horni a dolni soucty budeme nyni podrolme vySetrovati. 9)
Pro kazdé ¢ plati oviem nerovnost m; << M;, tuly m; Aa; <
< M; Ax, a sedteme-li od i = 1 do i == n, dostaneme nerovhost
$(D) < S(D), ¢ili slovy:

0

L 1 'l 1 d

a-x, X, X, Xy x2b
D"

a-y, Y, ¥, % Y. ¥ % b
O]n‘. 2

Tvrzeni A. Dolni soudet, pFislusny k rozdéleni D, je nejrgse
roven hornimu souctu, piisluinému k témué rozdéleni.

V dal3fm budeme vSak nuceni srovnavati téz soucty, piisluiné
ke dvéma rizngm rozdélenim intervalu (a, b>.

Budtez D, D' dvé rozdélen{ intervalu <, b)>; budeme iikati,
ze rozdéleni D’ je zjemnénim rozdéleni D, jestlize kazdy déliei
bod rozdéleni D je také délicim bodem rozdéleni I)'. (Viz obr. 2,
kde rozdélenf D', dané délicimi body ¥, ¥y, . . ., ¥7 je zjemnénim
rozdéleni D, daného délicimi body g, 2,, . . ., &,: zde jest 2, = y,,
Xy == Yy, Ty = Yy, T3 = Y,, ¥, = Y,.) BudiZ nyni rozdéleni 1), dané
délicimi body a=y, < ¥, < ... < Ym—1 < ¥m =0, vskutkn
zjemnénim rozdéleni D, daného délicimi body a == zp << 2, < ...

. < Zp—1 < Ty = b. Oznaéme znakem M, horni hranici funkece
f(z) v intervalu {#i—1, #;) & znakem M’y horni hranici funkce
vintervalu (yz—1, yx); poloime Ax;= x;— xi—1, AYr = Y& — Yr—1;
potom jest

mﬁ Funkce f(z) jest v intervalu <a;_,, x;> ohranilena podle
véty 8.
9) J e v1dét1, Ze postupujeme presnd podle programu, stanoveného

v odst.
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n m
S(D) = lelli Azi, S(D') == kZlM'k Ays.

Srovnejme tato dvé éisla. Vezméme uréity interval (u—j, 2p);

body x;_1, z; jsou oviem také délicimi body rozdéleni D’; budiz

treba 21 = Y, %; =y, (jest oviem 7 < s). Cdsteény mterva.l

{&;—y, ;> plispivd k soudtu S(D) piispévkem!®) M; Ax;, kdeZto
8

k souétu S(D’') plispivd piispévkem Z M'y Ayr.  Jeli
k=r+1

r+ 1< ks, jest interval (yp—y, yiy ¢dsteénym intervalem

intervalu (x;—, x;) a tedy podle véty 8 jest M 'kg M;. Tedy

jest (viz po7m’unku 10)

Z Ay Ay < M; 2 Aye = My (yo — yr) =
k=r+1 k=r+1
= M; (2 — xi—1) = M; Ax;.

Je tedy piispévek, kterym interval {z;—;, 2;) piispivéd k souctu
S(D'), nejvy$e roven prispévku, kterym tyz interval prispiva
k souctu 8(D). Jeito to plati pro kazdy édsteény interval {x;—q, 2;),
jest S(D’) < 8(D); obdobné se dokdZe nerovnost s(D') = s(D).
Dokazali jsme tedy toto

Tvrzeni B. Je-li rozdéleni D' zjemnénim rozdéleni D, jest
S(D) < 8(D), s(D') > s(D).

Z tvrzen{ B ucinfme ihned jeden diusledek: BudiZz.D, ono
rozdéleni intervalu (a, b), jez je definovéno délicimi body zy=a,
z, = b. Ziejmé jest S(Dg) = M(x, — x¢) = M(b—a), s(Dy) =

10) Co tim rozumime, je sna(l jasno. Budeme Fikati, Ze interval
(ws_1» T PHspivd k soudtu ZM‘ Ax; ptisp§vkem M, Ax;; obec-
néji, je-li p < g, budeme Hkatl, ze interval {zp ) pfispiva k souétu

'ZM e pnqpévkemZM Awg= My (%) 41 —7,) + My o2y o —

+
—&paq) t o+ M ( %, _1). Utifime jeStd jednu poznémku,
[4
které &asto pouZijeme. Je-li p < g, je' z 41133‘. = (Tp41 -~ Tp) +
1=p+]
+ (0 p — mp+1) + oot (3, — z‘q_l) =, — ,; specielné tedy

n
r. = —_ P 1 . ’ . « . o s
z Adw; =z, —ag=b—a. Geometricky _vyznam téchto rovnic je

i=1
jasny: délka intervalu {xp, T0> rovnéd se soudtu délek intervall

(.’l‘p, "”p+1>’ (mp_,_l, mp+2>, e (:cq__l, wq>.
32



=mb—a), kde M znadi horni hranici, m dolni hranici
funkce f(2) v intervalu (a, b). Jeito kazdé rozdéleni intervalu
.a, by je zfejmé zjemnénim rozdéleni D, (jeZto body a, b jsou
d¢licimi body kaidého rozdéleni intervalu (a, b)), jest podle
tvrzeni B soucet S(D,) nejvéts{ ze viech hornfch soudti,
piisludnych  viem moZnym rozdélenim intervalu (e, b)11);
obdobné soucet s(D;) jest nejmendi ze viech dolnich soudtu.
l)oqtfi\ame tedy tuto vétu:

WVéta 21, Je-li M horni hranice a m dolni hranice funkee f(z)
v intervalu {a, b, jest nejvétsi hodnota horntho soultu rovna ¢islu
M(b — a), nejmendi hodnota dolnitho soucdtu rovna &islu m(b — a).
Je-li tedy D libovolné rozdéleni intervalu {a,b), plati nerovnosti
mb—a) < s(D) < SD) L M(b—a).1?)

0,
t + t —
t
0,
. PR
—t t } 1
i H i
0
- v i
} n Ml n 1 i B
—+ — } +— —
Obr. 3.

Budtez nyni D,, D, dvé zcela libovolnd rozdéleni intervalu
Ja, b). Ozna¢éme znakem D’ rozdéleni, jeZz je zjemnénim roz-
délenf D, a rovné% zjemnénim rozdélenf D,. (Takové zjemnéni D’
se d4 snadno sestrojiti na pf. tim, %e za délici body rozdéleni D’
vezmeme jednak vSechny délicf body rozdéleni D,, jednak viechny
délici body rozdéleni D,; tak je to provedeno na obr. 3.) Podle
tvrzeni B je S(D;) = S(D’); podle tvrzeni A je S(D’') > s(I));
podle tvrzeni B je s(D') > 8(D,); odtud plyne S(D,) = s(Dy).
Plati tedy

Tvrzeni C. Jsou-li D,, D, dv¢ libovolnd rozdélent intervalu
“a, b (totoznd nebo navza]em ruzna), jest S(Dy) = s(D,). (Cili:
kazdy dolnf soudet je nejvySe roven kterémukoliv hornfmu
souétu.)

Kazdému rozdéleni D intervalu {a, b) piisludi uréité é&fslo
S(D); v8echna éfsla S(D), pifslusnd viem moinym rozdélenim
intervalu (a, b, tvoif jistou mnoZinu &selnou; oznaéme ji zna-

D 11) To znamensd, Ze Zadny z hornich souétt nenf vétsi neZ ¢&islo
S
( 0)’2) Nerovnost s(D) < S(D) plyne z tvrzeni A.

Jarntk: Uvod do pottu integrélnfho. 3. 33



kem M. Rovnéi tak kaZdému rozdéleni D intervalu {a, b) pii-
slu¥f uréité &islo 8(D); vSechna &isla s(D), prislusnd viem moZ-
nym rozdélenim intervalu {a, b), tvoif jistou mnozinu &iselnou;
oznatme ji znakem m.

Cisla mnoZiny M (jinymi slovy: horni sousty S(D)) jsou
podle véty 21 vesmés nejvyse rovna ¢islu M(b — a) a nejméné
rovna &islu m(b — a); tedy mnoZina YR je ohranidena, md tedy
podle véty 1 a 2 horni a dolnf hranici. Horni hranici snadno
stanovime: nejvétd{ horni soudet, ¢ili nejvétsi ¢islo mnoZiny YN,
jest podle véty 21 ¢islo M(b — a); podle pozndmky 1 k vété 1
jest toto ¢islo horni hranicf mnoziny 9R. Nas bude viak zajimati
hlavné doln¢ hranice mnoziny IN. Tuto dolni hranici mnoiny IN

b
(6ili doln{ hranici hornich souétd) oznadime znakem j f(x) dz

n
a budeme ji nazyvati hornim inlegralem funkce f(x) od a do b.
Rovnéz éisla mnoZiny m (jinymi slovy: dolni soudty s(D))
jsou podle véty 21 vesmés nejvyse rovna ¢islu M(b —a) a nej-
méné rovna &islu m(b — a); tedy mnozina m je ohraniéena. Nej-
mend{ ¢fslo (a tedy dolnf hranice) mnoZiny m je podle véty 21
¢islo m(b —a). Nds bude vi8ak zajimati hlavné horn¢ hranice
mnoziny m. Tuto hornt hranici mnoZiny m (&ili horni hranici
b

dolnich souétl) oznacéime znakem f f(x) dx a budeme ji nazyvati

a
dolnim integralem funkce f(x) od a do b.

Funkei f(z) nazyvdme v obou pifpadech (pfi hornim i dolnim
integrdlu) funkei integrovanou nebo integrandem; disla a, b
nazyvime mezemi hornfho (dolnfho) integrilu, a sice &islo a
nazyvéame dolni mezi, &islo b horni mezi. Proménnou z, kterd
vystupuje ve funkei f(z) a v symbola dx, nazyvdme integraéni
proménnou.13)

13) Integraéni proménné nemusi vidy byti oznadena pismenem z,
mbZe byti oznadena tfebn pismenem ¢, u,y a pod.; horni (dolni)

b
integral piSeme pak f /(¢) d¢ atd. Hodnota horniho (a rovné% dolniho)
a

integralu nezavisi na oznadeni integra®ni proménné; to znamenés:
je-li funkce f(x) ohranidené v intervalu {a, b), jest

) b T
[ H(z) dz = ff(t) dt = [ fu) du =, . (nebot
a a a
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Véta 22. Budi? a < b; budi? f(x) funkce ohranifend v inier-
valu {a, b). Oznadime-li pismenem M horni hranici a pismenem mn
dolni hranici funkece ]‘(m) v intervalu {a b>, jest

b
mb—a) < //(.L) de < j/(;v) de < M —a).

a a

Diikaz. Poloime pro zkriceni

b b
[/(x) dz =s, f/(w) da == S,

Cislo S je dolni hranici mnoziny 9N, kdeito éislo M(b — «), jak
jsme zjistili pied okamZikem, jest horni hranici mmoziny IN;
tedy jest S< M(b—a). Obdobné se dokdze nerovnost m(b—a) < s.
Z byva tedy jesté dokazati nerovnost s < 8. Dukaz provedeme
neprimo; pxedpok]ade)me 7e je 8 > 8, a » toho odvodime spor.
Polozme ¢ = § (s — 8); tedy ¢ > 0. Jeito ¢islo § je dolni hranicf
hornich souétﬁ a jezto 8§ 4 & > 9, existuje (viz vétu 2) aspon
jeden horni soucet S(D;) — prisludny k jistému rozdéleni D, —
takovy, Ze jest S(D,) < S + e. Jeito ¢islo 8 je horni hranici
dolnich souéti a jeito s -—¢ << 8, existuje (viz vétu 1) aspon
jeden dolni soutet s(D,) — pifslusny k jistému rozdéleni D, —
takovy, Ze jest s(D,) >s—e. Jest viak s — 8 =2¢ a tedy
s—e= N8+ ¢, takze jest S(D;) < S+ ¢e=8—¢ < s(Dy); to je
viak ve sporu s tvrzenim €, podle kterého jest S(D,) = s(1),).
Tim jest véta 22 dokazina.
Uvedme jeSté dva jednoduché disledky Véty 2

Véta 23. BudiZ a << b; nerovnosti A< f(x) < B burl tef splné-
ny pro vdechna wx intervaln {a, by. Polom 709/

b b
Ab—a) gf/(x) dz < ff(x) dz < B(b —a).

funkece f nabyva v kterémkoliv hod8 intervalu {ua, b) btejne hmlno-
ty, at v ni nezdvisle proménnou zna&im pismenem =z & ¢). Tedy
na pi.

n

T
j(w’ —z + 2)dx = f(tz —t+ 2)d¢, [sinuwdu = fsm ydy atd.
0

lo
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Diikaz. Budiz M horni a m dolni hranice funkce f(x) v inter-
valu {a, bY; podle pozndmky 2 k vété 4 a 5 jest A< m, B> M
a tedy podle véty 22

b
Ap—a) < mbp—a) < [f(2) de <

b
< [Ha) de < M(b—a) S B(b — a).
Yiéta 24, BudiZ a < b; nerovnost | f(x) | < K budiZ splnéma
pro viechna x intervalu {a, b); potom jest

l f(2) (lxl < Kb —a), | f f(2) (lxl < K(b—a).

Dflkaz. Pro viechna z intervalu (a, b) jest — K < f(2) < K;
podle véty 23 je tedy

b b
—Kb—a) < [/(x) dz < K(b—a) éili If/(x) dw | < K(b — a);

obdobné¢ pro horni integral.
Ve vété 22 jsme zjistili, %e vidy plati vztah f flz)de <
b —

< / f(x) dz. Plati-li v tomto vztahu znameni rovnosti, nazyvime

a
spoleénou hodnotu horniho a dolniho integralu kratce integrdlem
(obsirnéji uréitym integrdalem®) funkee f(x) od a do b a oznadujeme
A ;

ji znakem f f(z) dx. Rikime v tomto pFipadé (t. j. tehdy, kdyz
a

b
horni integril rovnd se dolnimu), Ze f f(x) dx existuje, nebo Ze

a
funkee f(x) ma wréity integrdl od a do b nebo také, Ze funkce f(x)
jest integrace schopna v intervaly {a, b>.1%) Tim jsme podali t. zv.

14) Nézev ,ur€ity integrial® volime proto, abychom tento
integral zFetelnsji odlisili od t. zv. ,,mtegralu neurditého*‘, kterym
so budeme zabyvati v kapitole III.

15) Jinak se u uritého integrdlu uZiva téhoZ ndzvoslovi jako
u hornfho a dolniho integralu: a je dolni mez, b je horni mez atd.
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Cauchy-Riemannovu soudtovou definici uréitého integrilu.!s)
b
Podle této definice tedy integril ’ H(z) dz (kdez « << b) existuje

a

B b
tehdy a jen tehdy, je-li f f(x) de = f f(z) dz; je-li tato rovnost
a @

b
splnéna, jest integral f f(x) da definovin vztahem
a

f/(x) dx = ]'f(x) da = ff(z) da.17)

Priklady. 1. Budiz a < b; budiz funkee f(x) konstantni
v intervalu (a, b), tteba f(x) = c. Potom dolni hranice i horni
hranice funkce f(x) v intervalu {a, b) je rovna &islu ¢; podle vé-
ty 22 jest tedy

b
c(b—a)<jcda,< cdz < e(b —a).

«

Jezto oba krajni ¢leny jsou si rovny, musi v téchto nerovnostech
vesmés platiti znameni rovnosti; tedy konstanta ¢ md urdity
integrdl od @ do b a jest

b

fc da = c(b — a).18)

18) Vedle této definice Cauchy-Riemannovy jsou zndmy jests
jiné, obeendji definice uréitého integralu; nejdtleZitdj§i z nich je
definice Lebesgueova. V této kniZce omezime se vSak na definici
Cauchy- Rlemannovu O Lebesgueovd teorii mlZe se Stendl pouditi
z citované Cechovy knihy (Bodové mnoZiny I); jeji 4. kapitola je véno-
véna obSfrnému vykladu o této teorii.

b

17) f f(z) dz jsme tedy dosud definovali jen pro ¢ < b. Pozdéji
[
roz8ifime tuto definici i na pripady a = b, a > b.
b b
18) Je-li ¢ = 1, budeme misto fl dx pséti klat(,ejl f dz, jak je

zvykem,
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2. Definujme funkei f(x) takto: pro raciondlni z budiz f(x) =0,
pro iraciondlni x budiz f(x) = 1. Budi% {a, b) libovolny interval.
Budiz D libovolné rozdéleni intervalu {a, b», definované délicfmi
body ¢ — xy < 2, < ... < &1 < &y = b. Budiz M; horni hra-
nice a m; dolni hranice funkee f(x) v intervalu (x;—y, x;>. Zfejmé

n
jest My—=1, m;=0atedy (D)= > 1.Ax;=b—a, D)=
i=1
n .
_E 0. Ax; = 0. Jeito viechny horni souéty jsou rovny &islu

i=1

b —a, jest i jejich dolni hranice rovna ¢&islu b —a; jest tedy

b 2 b

//(x) dz=b—"a a obdobnéff(x) dz = 0. Tedy f}‘(x) dz ne-
a a ’ a

existuje.

Poznamenejme jeSté: Ma-li funkce f(x) urcity integrdl od a
do b, miiZeme ve vétdch 22, 23, 24 nahraditi horni a dolnf integral
prosté integralem. Tim dostdvime tuto vétu:

Yéta 28. Budif a < b; funkce f(x) necht md wurlity integrdl
od a do b. Potom plati:

1. Je-li M horni hranice a m dolni hranice funkce f(x) v inter-
valu (a, b), jest

b
mb—a) < f flz) de < M(b — a).

2. Jsou-li nerovnosti A < f(z) < B splnény pro vdechna x
wntervaly {a, b>, jest

b
A(b-——a)gff(x) dz < B(b—a).

3. Plati-li nerovnost |f(z)|< K pro vdechna x inlervalu
(a, by, jest

| j?f(z) dz | < K(b—a).

3. Hornf (dolni) integril jako limita hornich (dolnich)
soudth. V predeslém odstavei definovali jsme horn{ integral funkce
f(x) (ohrani¢ené v intervalu (a, bY) od a do b jako dolni hranici
hornich souéti; ukdZeme nyni, Ze tento horni integral jest nejenom
doln{ hranicf hornich souétl, nybr# také — zhruba fedeno — Li-
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mitou, ke které konverguji hornf souéty S(D), jestliZe rozdéleni D
se méni tak, Ze ¢isla Ax; konverguji k nule.!®) Tento vyrok nemé
ovéem dosud pfesného smyslu, nebot neni jasno, jak jest zde
rozuméti slovam ,limita‘ a ,konvergovati k nule“ (pojem li-
mity posloupnosti ani pojem limity funkce jedné nebo nékolika
proménnych se ndm — aspon prozatim — nehodi). Musime se tedy
vysloviti presnéji, a to udinime v tomto odstavei.

BudiZ D libovolné rozdéleni intervalu <a,b), definované
délicimi body a = o< 2y < . . . < 2p—; < 2, = b. Znakem (D)
oznatime nejvétsi z &isel Az, Ax,, . . ., day, (Ao = 2 — 24,);
folo oznaceni podréime v celé této kapitole, Nakim cilem bude pre-
devsim dikaz této véty:

Véta 26. Budiz a << b; budif f(z) funkce ohranilend v inter-
valu {a, b). Potom ke kaZdému kladnému &islu ¢ existuje kladné
éislo 3 tak, Ze merovnosti

b b
[#@) dz < S(D) < [ fw) dw + e 4)
a a
Jsou splnény pro kaédé rozdéleni D intervalu {a, b), jeZ spliiuje
podminkw o(D) < 4.

Diikaz. BudiZz f(x) funkce ohraniéend v intervalu {a,b)
a budiZ déno libovolné kladné &islo £. Nasim cilem jest dokézati
existenci takového kladného é&fsla d, Ze nerovnosti (4) jsou splnény

pro vechna rozdéleni D, vyhovujici podmince ¢(D) < §. Jeito
b

’./(x) dz je dolni hranici hornfch souctit a jeZto £/2 je kladné,

a
existuje (podle véty 2) aspon jedno rozdéleni D, tak, Ze

)
8(Dy) < f f(x) dz + 5 (5)

Toto rozdéleni D, az do konce dikazu podrzime.

Rozdéleni D, budiz definovéno délicimi body a = y, <
<Yy <...<Yp—1<Yp="b. Jeito funkce f(x) jest ohranitena
v intervalu {a, b, existuje (podle véty 6) kladné ¢éfslo K tak, Ze

) 19) To je ve shod& s naSim programem, vytéenym v odst. 1;
jednim z naSich cilt jest praveé sledovati, co se d&je s hornimi a dolnimi
soudty, kdyZ é&isla Adx; konverguji k nule.
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pro viechna x intervalu {a, b) jest |f(z) | < K. Polozme uyni

2.
4Kp’

tedy je 6 > 0. BudiZ nyn{ D libovolné rozdéleni intervalu <a, 6,
jeZ vyhovuje podmince g(D) < &; dokdZeme, Ze potom plati ne-
rovnosti (4); tfm bude véta 26 dokdzina.

BudteZ a =2y < 3, < %, < ... < Zp—1 < & = b délici body
rozdéleni D. Sestrojme rozdéleni D’ tak, Ze za délici body roz.-
déleni D’ vezmeme jednak viechny délicf body rozdeleni D,
jednak viechny délici body rozdéleni D (viz obr. 4, kde jsou
zakreslena rozdéleni Dy, D, D'). Délici body rozdéleni D’ oznadime

6= (6)

2002, 2%, 0. 2m (B =12y <2 < ...<2Zp—yg < 2Zm=2").
0,
! t —+— = —+ )
a-y, iy, HAA 3 iYs L-b
0
F et —
arx, X, XeiXy iXg iXs iXe X, &b
0’

VySetiujme souéty
n m
S(D) == >, My Az;, S(D') =2 M's Az
=1 k=1

(Ax; = x; — xi—1; Azp = 2 —25—1; M; znad¢i horni hranici
funkce f(x) v intervalu {(x;_1, 2;); M’y znaéi horni hranici funkce
f(z) v intervalu (zy—i, zi).) Casteéné intervaly (@, 2>, {x(, Ty, - - -
<oy {Fy—1, Xy) rozdéleni D rozdélme na dvé tiidy: interval
{®;—1, z;> budeme nazyvati intervalem prvniho druhu, neni-li
zadny z bodl ¥y, ¥, . . ., Yp—1 vritinim bodem intervalu (@;_;, x;);
interval (a;—, ;) budeme nazyvati intervalem druhého druhu,
je-li aspon jeden z bodu ¥y, ¥, ..., Yp—1 vnitinim bodem inter-
valu {x;—, %;). [Na obr. 4 jsou <z, 2, {2y ¥3), (%3 Xy,
{xg, %4y, {xq, gy intervaly prvnfho drubhu (jest y; = x,, takie
bod y, neni vnitinim bodem intervalu {x;, x3)); intervaly {wz;, x,>
{@y, #5), {xg, ;) jsou intervaly druhého druhu.] Jeito kazdy
interval druhého druhu obsahuje aspon jeden z bodit 4y, ¥, . . ., Yp—1
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jako vnitin{ bod, je podet intervali druhého druhu nejvyse roven
sl p—1. :

VySetfujme nyni pifspévky, jimiz jednotlivé intervaly
(&Xi—1, &y prispivaji jednak k souétu S(D), jednak k souétu S(D').
Jedi (a1, 25> interval proniho druhu, jest interval (g, 2>
té%z &asteénym intervalem rozdéleni D', tieba ay_; == z_,,
;= 2 a tedy prispivd zfejmé interval (x;_1, 2;) tymZ piispév-
kem k soudtu S(D) jako k soudtu S(D’). Je-li viak (., x>
interval druhého druhu, jest tento interval v rozdélen{ D’ rozdélen
na dva nebo vice intervall, takie jest x;_( = z,, x; = z,;, kde
s —r > 1. Prispévek intervalu {wi_, ;> k souétu S(D) jest
tedy M; Ax;, kde#to piispévek tého% intervalu k soultu S(1))

8
jest z M’y Az, Pro viechna xintervalu {a, b) plati nerovnost
k=r+1
i f(x) | £ K; podle pozniémky k vété 6 je tedy |.M;| . K,
| M | < K; déle jest Aa; < p(D) < 6; tedy jest

| M; Azx; | < K9, (7)
s ;
Z 11‘[']5 AZk g I( Z /]zk == I{(,?,'8 _— zr) =
kril k=rt1 (8)

= K(wi —xi1) =K Ax,- < K.

VySettujme nyni rozdil S(D) — S(D’); prispévky, kterymi pii-
spivaji intervaly proniho druhu k soucétu S(D) a k souctu S(D’),
jsou si rovny a v rozdilu S(D) — 8(D') se tedy zruii. Kazdy
interval druhého druhu prispiva k souétu S(D) i k souétu S(D")
piispévkem, jehoZ prostéd hodnota podle (7), (8) jest men¥i nez K.
Tedy takovy interval druhého druhu prispivia k rozdilu S(D) —
— 8(D'") pi{spévkem, jehoi prostd hodnota je meni{ nez 2K9.
Jeito pak pocet intervali druhého druhu neni vét&i nez p — 1,
jest podle (6)

LS(D) — S(D) | < (p—1). 2K < 2pK 0 = %
tedy jest
S(D) < S(D') + = (9)

Dile jest rozdéleni D’ zjemnénim rozdéleni D, a tedy podle tvrzeni
B z odst. 2
S(D') < S(Dy). (10)
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Ze vztahu (9), (10), (5) plyne
v
S(D) < 8(D) + 5 < 8Dy + 5 < f f(z) dz + ¢,
a
éimZ druhd nerovnost (4) je dokdzdna. Prvni nerovnost (4)

b
[ite) dz < 5(D)

je viak samozfejmd, jeZto horni integrél je dolni hranici hornich
soucti. Tim je véta 26 dokdzdna.

Z této véty ucinfnre ihned jeden dusledek:

Véta 27. Budif a << b; budif f(x) funkce ohranilend v inter-
valu {a, b). Budif D, Dy, D,, ..., Dy, ... posloupnost rozdéleni

intervaly “a, b takovd, Ze lim o(Dy) = 0. Potom posloupnost
) m~»0

disel S(D,), S(Dy), ..., 8(Dyp), ... md limitu, rovnou hornimu
b )
integralu If(x) dz (&0 lim  S(D,,) sz(x) dx).
l; M—>»0 a

Dukaz. Budi déno libovolné kladné &islo ¢. Médme dokdzati,
Ze existuje ¢islo m, tak, Ze nerovnost

b
18(Dm) —[H(z) de | < & (11)

plati pro vSechna m, jez jsou vétsi nez m,. Podle véty 26 existuje
kladné ¢islo 6 takové, Ze nerovnosti

b b
[1(2) de < S(D) < [f(w) dz + &
a a

plati pro vSechna rozdéleai D, jeZ hovi vaztahu g(D) < 4. Jeito

lim o(D,,) = 0, existuje ¢islo m, takové, Ze nerovnost g(Dp) < 0
m—>0

plati pro vSechna m, jeZ jsou vétsi nez my. Je-li tedy m > my,
plati nerovnosti

I3 b
[1@)dz < S(Dm) < [{(2) dz +-
a a
a tedy tim spiSe nerovnost (11), jak bylo dokizati.
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Vyznam véty 27 spoéivd v této okolnosti: cheeme-li nalézti

/ f(x) de, nemusime vySetfovati vSechna rozdéleni D intervalu
(!

~a, b a sestrojiti doln{ hranici pfislu§nych hornich souéta S(D),
nybrz staéi, sestrojime-li néjakou posloupnost rozdéleni D,, D,,

D,, . .. takovou, Ze lim o(D,,) = 0 a najdeme-li limitu posloup-
m—o

nosti S(Dy), S(Dy), S(Dy), . Objasmme za chvili tu vyhodu na
prikladé; napied vsak pozna,men.wmn jesté, e obdobné véty
platf také pro dolni integral:

Véta 28, BudiZ a < b; budiZ f(x) funkce ohraniéend v inter-
ralu (a, b. Polom ke kaZdému kladnému &islu e existuje kladné
fislo O tak, Ze merovnosti

4 b
[i(=) de = s(D) > [H(z) dz — &

jsow splnény pro kaZdé rozdélent D intervalu {a,bd, jeZ splituje
podminkw o(D) < 0.

Véta 29. Budif a < b; budi f(x) funkce ohraniéend v inter-

valw {a, b). Budié Dy, D,, D,, . .. posloupnost rozdéleni intervalu
“a, by takovd, Ze lim go(D,,) = 0. Potom jest
m—@

lim s(D, f/(x) dz.

m—>oo

Dikazy vét 28, 29 neprovadim, jeZto jsou zcela obdobné
dikazim vét 26 a 27.
Piriklad. Budiz f(x) = « a poditejme

/ [ x dz. Sestrojme rozdéleni Dy, D,, ..., Dy, ... tak, Ze
2

Dy jest ono rozdéleni intervalu (2, 3>, jez délf tento.interval
na m stejnych dilii; délici body rozdéleni D,, jsou tedy z,= 2,

=24+ 1/m, ©,=242/m,..., ;=2 +tm,..., xm_-2+
—mim=3. Jest o(Dy)=1/m, tedy lim o(Dy)=0; tedy

m—>0
podle vét 27, 29 jest
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3 3
lim 8(D,,) = f z dz, lim S(D,) = [z da.

Poditejme S(D.,), s(D,,). Nejvétsf hodnota (a tedy i horm hmmce)
funkee f(x) = @ v intervalu {x;_;, ;) = / 2 + , 2 4 ’ >

jest 2 + i/m; obdobné nejmensi hodnota (a, tedy i dolm hranlce)
funkce f(x) v tomto intervalu jest 2+ (¢ —1)/m. Tedy jest

=1

: 1
swm)-—z( + )——2+ SA+24 . m) =
m(m—{—l) 5 i

=2t T T3 T e
m ]_
S(Dm)“Z( )7'—?’—2+ O+14...4+m—1))=
i
mm—1) 5 1
== 2 —_—— e e
+ 2m?2 2 2m
Tedy jest
3 3
fx dx == lim S(D,,) = ;, fx dae = lim s(D,,) = %
m—»0 -~ m—>c0 =
2 2

3
Tedy funkce  m4d integral od 2 do 3 a jest f z do = —21 Pozdéji

2
odvodime oviem jinou, pohodlnéj§i metodu pro vypodet tohoto
integralu.

Véty 26 a% 29 tykaly se libovolnych funkei ohramcenych
v intervalu <{a, b>. Ocdvodime jesté dvé obdobné véty, jei se
vSak tykaji pouze funkei, jeZ maj1 integrdl od a do b.

Véta 80. Budif a < b; budif f(x) funkce, jeZ md wuréity
integral od a do b. Potom ke kaZdému kladnému C&islu e existuje
kladné &islo 6 tak, e plati toto: je-li D libovolné rozdélent intervalu
{a, b>, definované délicimi body a=x, < 2, <... < Ty <
< xp = b, které vynuouje podmince o(D) << 6, @ jsou-li &, &, . . ., &,
libovolnd &isla, hovict podmince 2, 1 < & K wyproi=1,2,.. ., n,
platt nerovnost
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b n
| f H(z) dz —igl fE)Axi < e. (12)

Dikaz. BudiZ f(z) funkee, jez m4 integrdl od a do b. Budiz
iino libovolné kladné déislo ¢. Podle véty 26 existuje kladné
¢islo §, tak, Ze nerovnost?0)

b
S(D) < j f(2) dz + ¢ (13)

plati pro véechna rozdélenf D, hovief podmince (D) < §,. Podle
vity 28 existuje kladné dislo d, tak, Ze nerovnost

b
s(D) > f f(z) dw — e (14)

plati pro v8echna rozdéleni D, hovici podmince p(D) < d,. Po-
loZme & = Min (4, d,); tedy é > 0. BudiZ D libovolné rozdéleni,
hovici podmince g(D) << §; potom plati nerovnost (13) i nerov-
nost (14). Budte a =y < x;, < ... < x, =0b délici body roz-
déleni D. Oznaéme znakem M; hornf hranici a znakem m; dolni
hranici funkce f(z) v intervalu {w;—j, 2;>. Jsou-li &, &, ..., &,
libovolnd &fsla, vyhovujici nerovmostem ;3 < &< 2; pro
i==1,2,...,n, jest oviem m; < f(&) < M; a tedy

s(D) = Zlmi Axigzlt(é“.:) Ax,-g_zl M; Az = S(D); (15)

odtud a z nerovnost{ (13), (14) plyne pak

b " b
[f@)dz—e < 3 f(&) dui< [ f(2) da + &
a i=1 «

to je viak pravé hledani nerovnost (12).

Véta 31. BudiZ a < b; budif f(x) funkce, jeZ md wréity integrdl
od @ do b. Budif ddle D,, D,, ... posloupnost rozdéleni intervalu
‘a, b, je£ hovi podmince lim o(D,) = 0. Délici body rozdélent D,
budte m—®

) 20) Misto hornfho a dolnfho integralu piSeme ovSem kratce
mtegral.
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= Lo 0 < Ty << Toom << oo K Tppt,m < Ty = b.21)

Pro kaZdou hodnotu m budif dino ny &isel & 1, m> 52, me - o Enm, n
tak, Ze plati x;_q,m < & m < T pro t=1,2,..., ny,. Potom jest

. . b
lim > f(&,m) d2;m = [ f(2) da. (16)
m—o g=1 a
(Pri tom znadime Az; p = %im — Ti—1,m-)
Diikaz. Podle véty 27 a 29 jest

b b
lim S(Dy) = [ f(@) dz, lim (D) = [ f(@) de.  (17)

m-—>0 m—>o

Jest viak ziejmé (viz dikaz nerovnosti (15) v dukazu véty 30)

$(Dp) _S— Z:lf(fl,m) A, m é S(Dy,). (18)

Ze vztahu (17), (18) plyne vSak okamZité rovnice (16).22)
Viimnéme si, jaky je rozdil na pf. mezi vétou 27 a vétou 31.
b

Existuje-li f f(z) dz, miZeme jej podle véty 27 poéitati takto:
a

sestrojime posloupnost rozdéleni intervalu (a,b):D,, D,,...
takovou, Ze lim o(D,,) = 0; limita posloupnosti S(D,), S(D,), .

_m-—>o©
je potom hledany integrdl. Abychom vSak stanovili horni soudet
8(D,,), musime stanoviti horni hranici funkce f(z) ve viech éds-
teénych intervalech, na které jest interval {(a, b> rozdélen rozdé-

) Tyto body, jakoZ i jejich pdéet z4visi ovSem na m — v ozna-
Seni byl na tuto okohost vzat zfetel. Cislo N, znadi na pr. pocet

Castecnych intervall, na néZ je interval {a, b) rozdélen rozd&lenim D,

22) Podle zndmé véty: je-li a, <c, <b,, lima, =lim b, = 1,

m—> 0D M-
jest téZ lim ¢, = w.
m—»00
Dikaz: budiz ¢ libovolné kladné é&islo. Z rovunic lim «,, = «,

Mm—r 2

limb,, = o plyne existence &fsel m,, my takovych, %o pro m > my
M—>0

jo a—e<a, <a+4¢ a pro m>my jo a—e<b, <ax-+e
PoloZime-li m, = Max (m,, m,), potom pro m > m, bude & —e& <
<e,=c,<b,<a+eatedy budé |c, —« | < & pro viechna
m, jez jsou vétsi neZ my; tedy vskutku existuje limita lim ¢, = x.

m—»o0
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lenim D,,. Véta 31 pravi pak — zhruba fefeno — Ze muZeme
misto této horni hranice funkce f(x) v takovém dasteéném inter-
valu vziti namatkou hodnotu funkee j(z) v kterémkoliv bodé toho
tasteéného intervalu. Poznamendvdm oviem je$té jednou, Ze
vét 26 az 29 miZeme pouZiti pro jakoukoliv ohrani¢enou funkei,
kdeZzto vét 30 a 31 muiZeme pouZiti jen tehdy, vime-li jiZ piedem,
7e funkece f(x) mé urdity integril od a do b. Jak se to poznd,
o tom si odvodime nékteré véty v odst. 4, 3, G, hlavné viak
v odst. 8. :

4, Integrace souttu. Véta 32. Budiz a << b; budte? fi(x), fo(%)
funkce ohranilené v intervalu {a, b>; potom jest

I3 13 b

Jti@ + @) da < [ff@) do+ [fya) das (19)
v v ’

J@ + foa) dz = [h@) do+ [f@)de.  @0)

Dikaz, Budiz D libovolné rozdéleni intervalu (a, b3, defino-
vané délicimi body @ = x, < 2; < ... << 2, = b. BudiZ M’; horn{
hranice funkce fi(z) v intervalu {a;_y, 2>, budiz M"; horni
hranice funkce fy(x) vintervalu {x;_,, ;>, budiz M; horni hranice
funkee f,(x) 4 fo(x) v intervalu {(x;_;, ;). Pro viechna 2 inter-
valu {&;_,, ;) platf nerovnost f,(z) 4 fo(@) < M'; + M"; a tedy
jest (podle pozndmky 2 k vété 4) M, < M';+ M";. Oznadim-li
tedy znaky 8'(D), S"(D), S8(D) horni soucty, piislusné k funkeim
hi®), fo®), Fi(2) + fo(®), jest

SD) = S M; Am < 3 (M'i+ M) Az = S'(D) + 8(D). (21)

Sestrojme posloupnost rozdéleni intervalu {a, b>: D, D,, D, . ..

tak, Zze lim g(Dy) = 0 (miZeme tieba zvoliti za D, ono roz-
m-—>®D

délenf, jeZ déli interval {a, b na m stejnych dfli). Potom jest
podle (21) pro kazdé m

- 8(Dpm) < 8'(Dp) + 8"(Dm);

prechodem k limité dostdvdme podle véty 27 vztah (19). Vztah
(20) se dokdze obdobné.
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b b
Yéta 33. Budif a << b; existuji-li integrdly , fi(x) da, f fo(x) da,
. a a
existuje t integrdl j (fi(m) + fo(x)) Ao @ jest
a

b b b
J @ + f@) dz = [1y(x) dz + [f(=) d.
Diikaz. Podle véty 32 a 22 jest

b b b
Jh@ de + [fo) dz < [(h(=) + fola)) de <

b b b
éf(ﬁ(:v) + fylx)) da < ffl(x) dz + ffz(w) da;

oba krajni vyfazy (vpravo i vlevo) jsou si rovny, tedy plati
vesmés znameni rovnosti, ¢imz je véta 33 dokdzéna.

Vita 34. BudiZ a < b: md-li funkce [(x) uréity integrdl od a
do b a je-li ¢ libovolné éislo, ma ¢ funkce ¢ f(x) uréity integrdl od a
do b a jest

jc f(x) da == ] () da.

a

Diikaz. Predpokliddejme, Ze funkee f(x) md wréity mtegral
od a do b. Rozeznivejme tIi piipady:

. Je-li ¢ =0, jest podle piikladu 1 v odst. 2
b

fo () da =jb'0 dz=0=0 ; f(2) da.

2. Je-li ¢ >0, vySetifujme libovolné rozdéleni D intervalu
{a, b), definované délicimi body e=z, < 2, < ... <<, =0b.
Budiz S'(D) horni a §'(D) dolni soudet, prfslusny k funkei cf(z);
S(D) budiz horni a s(D) dolni soudet, pifsludny k funkei f(x).
Je-li M; horni hranice a m; dolnf hranice funkce f(x) v intervalu
{x;—1, ®;p, jest podle véty 7 horni hranice funkce ¢ f(x) v inter-
valu {(z;_;, 2;> rovna &islu ¢M; a dolni hranice rovna éislu cm;.
Tedy
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(D) = Z cM¢ Ax; = ¢ S(D), §'(D) = Z em; Ay = ¢ s(D).

Budiz Dy, Dy, . . ., Dy, . .. posloupnost rozdéleni intervalu (a, b>
takovd, Ze lim p(D,) = 0. Potom je pro kaidé m
m—>o0

8'(Dp) = ¢ 8(Dp), 8'(Dy) = ¢ 8(Dy);

podle véty 27 a 29 ziskdme odtud prechodem k limitd rovnice

[ ¢ f(x)dz = c fb f(z) dz = ¢ j';(x) de;
b [

fc f(z) de = c’f(x) da = r//(a:) dz,

jak bylo dokdzati.

3. BudiZz koneéné ¢ < 0; zachovime-li totéz oznaleni jako
v ptipadé ¢ > 0, dostdvame nyni podle véty 7, Ze horni hranice
funkee ¢ f(z) v intervalu {xi.1, ;> je rovna &islu e¢m; a dolnf
hranice je rovna éislu ¢M;; z toho

§'(D) = Zcm,Ax,_cs(D), §(D)'= ZcMiAxich(D),
=1

odkudz stejné jako dfive 8'(D,,) = cs(Dy,), (D) ==c¢S(y,)
a tedy prechodem k limité

b b b

fc f(x) dx = cf[(x) dz = ¢ f(x) dz,

1]

b b b
fc Hz) de = c[f(x) dz = c/f(x) dux,
a a u
jak bylo dokdazati.

Poznimka. Vétu 33 jsme dokézali pro dva séitance; tplnou
indukei lze okamZité odvoditi obdobnou vétu pro libovolny
pocet séitanci. Kombinujeme-li tuto vétu s vétou 34 (o ndsobenf
integrované funkce konstantou), dostdviame koneéné tuto vétu:

Véta 36. BudiZ a <b; jsouli fy(@), fo(x), ..., fu(x) funkce,
majict uréity integrdl od a do b a jsou-li c,cs, . .., c, lLibovolnd
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&tsla, md 1 funkcee ¢y fL(x) + ¢, fo(x) + .+ Cq fn(®) urdity integral
od a do b a jest

f (@h(®) + cofo(®@) + - . + e ful@)) do =

b b b
= o [(@) de + o[ @) dz + ... + o [fu() do.

Jako specielni piipad dostivdme tento vysledek (pro » == 2,
cg=1¢=—1) Ma]i li funkce f,(), fo(x) urcity mtegral od
adod (a < b), m4 i funkce f,(x) — f,(x) uréity integril od @ do b
a jest

b b 13
Jih(@) — @) dz = [ (@) dz — [fy() da

Véta36. BudiZ a < b; f(x) budi? funkce, jeZ md wréitsy integrdl
od a do b; budif f(x) = 0 pro viechna x intervalu {a, b); potom jest

b
[Ha) dz = 0.

Diikaz plyne okamzité z véty 25 (z druhé jeji ¢dsti, klademe-li
v ni A =0 a klademe-li za B tfeba hornf hranici funkce f(z)
v intervalu {a, b>.

Yéta 87. Budif a << b; fi(x), fo(x) budteZ funkce, majict urczty
integrdl od a do b; budiZ fl(x) = fz(x) pro véechna x intervalu {a, b):
potom jest

f h(@) dz > f h@) d

b
Dilkaz. Podle véty 35 existuje f (fy(x) — fo(x)) d2; podle

b o
véty 36 jest f (i(z) — fo(x)) dz = 0; podle véty 35 jest tedy
a

b b b .
[1(@) dz — [ (@) dz = [ (fy() — fo(=) dz > 0.



b. Integral od a do c, vyjadfeny integrily od a do b
a od b do c.

Viéta 38, BudiZ a <b<c a budif f(x) funkce ohranifend
v intervalu (a, c). Potom jest

¢ N 3
[1@) de = [ @) dw + [() da;
1] a b (22)

¢ b o
Ji@ de = [f(z) do + [i(2) da.
a n b

Ditkaz. Budiz D',,(m = 1,2,3,...) ono rozdéleni intervalu
{a, b}, jez déli tento interval na m stejnych dila; déliei body
tohoto rozdéleni jsou tedy

=2, < 1) < Ty <<...< Xy =0b, kdeZ x; == a + —:ir;(b——a);

ziejmé jest o(D'p) = (b—a):m. Obdobné budiz D",(m =
=1,2,3,...) ono rozdéleni intervalu (b, ¢, jeZ déli tento interval
na m stejnych dila; délici body tohoto rozdéleni jsou tedy

b=Yo< th < Yo < ...< ym=c, kde y.~::b+-7%(c_b);

ziejmé jest o(D")) = (c — b) : m. Délicf body ¢ = zy < x; < . ..
e <L g < b<y <Y< ... < Y1 < Ym = ¢ definuji jist¢
rozdélenf D,, intervalu {a, ¢), pii GemZ

o(Dy) = Max ((b —a) : m, (c —b) : m);

ziejmé jest

S(Dp) = S(D'm) + S(D"m) (23)
pro kazdé m. Jeito lim o(D'y) = hm Q(D”m) = hm o(Dp) =0,
m—>00

Jest podle (23) a podle véty 27

f f(z) dz = lim S(D) = lim S(D') + lim S(D" ) =

m—»o0 m—>o m—>o0

=ﬂmh+fMN%
@ b
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¢imz je dokdzin vztah (22) pro horni integral. Dukaz pro dolni
integrdl jest obdobny.

Véta 39. Budi a << b < ¢; nechi existuje integrdl f f(x) dz

"

E ¢
it integral / f(z) da; polom existuje i integrdl f f(z) dz a jest
b a

[ b ¢
[ @) dw = [ fl@) dz + [ f() da.
n w b

Diikaz. 7 predpoklddané existence integralu od a do b a integ-
rélu od b do ¢ plyne, Ze funkce f(z) jest ohraniéena v intervalu
{a, by i vintervalu (b, ¢) a tedy i v intervalu {a, ¢> (podle véty 9);
podle véty 38 jest tedy

c b ¢ [4
/ f(x) da == j f(z) da —{—ff(x) dz a rovnéz ff(x) do =
a [ b a
v ¢
= [ {(z) do + [ f(x) d=,
« b
jak bylo dokdzati.

Poznamka., Véty 38 a 39 tykaly se dvou ,,sousednich¢
intervala {a, b>, ¢b, ¢>. Uplnou indukef lze z nich okamzité. od-
voditi obdobné véty pro libovolny podet takovych intervali;
na pit.: jeli aq; <ay,<a;<...<a, a jeli funkce f(x) ohrani-
¢end v intervalu {(a,, a,), jest

n n
/ f(2) dx = jf(x) dx—{—f/(z) de+ ... —i—f/(as) da.
4;1 [ (l”__l
Véta 40. BudiZ a << b; funkce f(x) necht ma uréity integral
od a do b. Necht {c,d) jest &dsteény interval intervalu {a, b).2?)
Potom funkce f(x) ma téZ uréity integral od ¢ do d..
Dikaz. Podle véty 38 (a podle posledni poznamky) jest

2) To znamend a e <d < b.
24) Prvni séitanec ovem odpadne, je-li a = ¢; tfeti séitanec
odpadne, je-li d =b.

52



b 3 3 ] W
f f(x) da: = f f(x) da .—_»f () dw + f f(x) da + _[' f(&) a2
@ a a ¢ d

b b 4 d b
[f@)dw= [ ) de = [ f(@) do + [f(2) Az 1 [ f) da2y)
@ L o ‘- 4
7, toho odectenim

K ¢ I d
(f/(x) dx—f f(x) dx) + (] f(x) dx —ff(x) dx) -+

—+ (;l/!)[(x) da —ifbj(x) dx) == 0.24) (24)

Zadny sSitanec na levé strané rovnice (24) neni zdporny (podle
véty 22); tedy musi kaZdy z téchto séitanci byti roven nule
(nebot kdyby néktery z nich byl rizny od nuly — a tedy kladny —
byl by i soudet na levé strané rovnice (24) kladny a nemohl by
se rovnati nule). Specielné tedy prostiedni élen se rovnd nule, t. j.

d

d
[ @) de = [ () da,

[

jak bylo dokazati.
6. Zména funkee integrované v koneiném poétu bodii.

Véta 41. Budif a << b. Budi# f(x) funkce ohranifend v inter-
valu {a, b). Budif g(x) funkce, jeZ se li¥ od funkce f(x) jen v koned-
ném poctu bodi intervalu (a, b). Potom jest

) b b b
fg(x) de = ff(x) da, fg(x) dzx = f/(x) de.

Ditkaz. Jeito funkce f(x) je ohranicend v intervalu (a, b},
je podle véty 10 téz funkce g(x) ohranidena v intervalu {a, b,

D)
takZe horni integral f g(x) de mé smysl. Abychom dokdzali, Ze
a

K I3
[o(@) dz = [f() da, (25)
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sta¢i, dokdZeme-li toto: nerovnost

b b
! f f(z) dz — fg(x) dz| < e (26)

plati, at je ¢ jakékoliv kladné éislo. Budiz tedy ddno libovolné
kladné ¢islo &. Zvolme éisla a =ay < a; <a,<...<a, 1 <
< ap == b tak, %e rovnost f(z) = g(«) plati pro kazdé z intervalu
{a, b}, jez se nerovnd Zidnému z Cisel ay, ay, .. ., ap.25) Existuji
(podle véty 6) dvé kladnd é&isla K, K, tak, Ze pro viechna @
intervalu <a, b) plati | f(z) | < K, | g(x) | < K,; polo¥me K =
== Max (K, K,)* potom jest

[H2) | S K, |g9(2) | K (27)

pro viechna z-intervalu <a, b>.
Zvolme nyni kladné éislo é tak malé, aby byly splnény tyto
podminky:

1
o< 5 Min (a; —ag, ag—ay,...,a, — ap._1), (28).

d< —4?5 (29)

Z nerovnosti (28) plyne

a=ay<ay+0<a—0<a,+0<a,—0<...<ap1+06<
<ap—d<ap=b;

podle véty 38 a podle pozndmky k vétim 38, 39 jest tedy

10 (—0 a;+8 a;—o6 e, p—0 “
f(r)dx—f/ ydz+ [+ [+ [+.. +j+f
ty+6 a,—6 a;+46 ap__1+6 ap—d
a°+6 a,—é u.+6 a,—o
fg(w dx~-fg(x dx--f+f+f+ +f f
+d a—6 @49 ap_1+0 a,—8

25) NejjednoduSeji mohu tedy &fsla a,, a,, « 5 @, voliti takto:
vezmu viechny hodnoty z intervalu {a, b), pro né% plati nerovnost
f(x) = g(x) a pfidim k nim jeSt8 hodnoty a, b (at nerovnostl fla) +
+ g(a), f(b) = g(b) plati nebo neplati). Tato éisla, sefazena podle
velikosti, oznaéim a,, ay, . . ., a.

20) Za integraénim znamenim mé ovem vSude stdti f(z) dx;
v nasledujicim vzorei mé zase viude stati g(z) de.
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Odectéme tyto dvé rovnice ¢len po élenu. V intervalech {a;—; + 9,
i — 0 jest f(2) = g(@) (pro i=1,2,...,p) a tedy

= =
[i(2) dz = [g() dx,
a;_1+96 a;_1+0

takze tito ¢lenové se zrudi. Zbude tedy

0} a+38 ]
’ ) da —fg(x) de = (f/(x) da —fg(ac) dx)
! p—1 a; +6 a;+ é
+2Uf(x) d:c—fg x)dx) b (30)
a-—d
( f ) dz — f g(x) da:)
up—-d

Podle véty 24 a podle nerovnosti (27) jest

a,+o ap
[t az| < Ko, | [tw)de|< Ko,
a, ap——d

ag+ o
Iff(w)dx|§2K6 poi=12..,p—1

a;—0o

a obdobné nerovnosti plati, piSeme-li v nich funkeci g(x) misto
funkce_f(x). Z rovnice (30) plyne tedy

v
[f(2) da ——fg(x) da \ < 2(Kd + (p—1).2K5 + Ko) = 4pK$;

podle (29) je viak 4pKd < ¢, plati tedy nerovnost (26); tim je
dokézéna rovnice (25). Obdobnd rovnice pro dolnf integril se
dokdZe zcela analogicky.
b
Véta 42. Budif a < b; necht existuje f f(x) dw; funkce g(x)
a
necht se lLidt od funkce f(x) jen v koneéném poltu bodi intervalu
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b
{a,b). Potom existuje téf f g(x) dx a jest
a

b b
fg(x) dz = fl(x) dz.

Diitkaz. Podle piedpokladu jest

b b
JH@) dz = [f(2) do < fb ) da;

tedy podle véty 41 jest

I3 b b b
lg(x) dx =f/(x) dx a rovnézi fg(x) dx =ff(a:) daz,

jak bylo dokdzati.

Celkem jest moZno vysloviti vysledek tohoto odstavee zhruba
asi takto: zménfm-li funkei integrovanou pouze v koneéném poétu
bodit, nezméni se hornf (dolnf) integril (po pifp. integril). Tento
vysledek dé se jeSté podstatné zobecniti; tato zobecnéni vyZaduji
viak hlubsiho studia éfselnych mnoZin a proto se jimi zde ne-
budeme zabyvaiti.

7. Integral jako funkce horni meze. Dopliime piedevsim
ponékud definici integralu, jakoz i definici horniho a dolnfho

T b
integralu. Dosud (v odst. 2) jsme definovali f f(z) da, j f(z)dz,
b * 2
f f(2) dz jen tehdy, bylo-li @ < b. Doplime nyni tuto definici
a

téZz pro a = b timto dodatkem:
Dodatek k definici integralu., Je-lt funkce f(x) definovina

a a a
pro x = a, klademe definitoricky f/(x) dx =f](x) dr = ff(x) dz =
a a a

= 0.27) -
- a
27) Pedy fj(a:) dz existuje vidy, je-li funkee f(x) definovana
d .

pro 2 = a. Pojmenovéni dfive zavedens, jako horni mez, dolni mez,
funkce integrovand atd. podrZime i zde.
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b N
Piipomenme, Ze nerovnost f flx)ydz < I f(x) dz, kterou jsme
a a
difve (viz vétu 22) dokdzali pro a < b, plati podle této definico
i pro a = b (potom je totiZ na obou strandch nula).
BudiZz nyni @ < b; budiz f(x) funkce ohranitend v intervalu
o
{a,b); potom existuje nejenom horni integril [ @) dt, nybrz
- a
téZ horni integral f f(¢) d¢28) pro kazdé z, jez hovi nerovnostem
a
a< v < b. Tento horni integral jest tedy funkei proménné z,

€T
definovanou v intervalu {a, b>; obdobné dolni integril I f(t) dt
o
jest funkef proménné =z, definovanou v intervalu (a,b%. Do-
kdZzeme nyni dvé dilezité véty o téchto funkeich.
Véta 43. Budif a < b. Funkce f(x) budif ohranilend v inter-

€T
valu {a,b>. Potom funkce f f(t) dt je spojita v intervalu Za, b>
a

x
a rovnéZ funkce f f(t) dt je spojita v intervalu {(a, b>.
a

Diikaz. Jeito funkce f(z) je ohraniéend v intervalu (a, b,
existuje podle véty 6 kladné éislo K tak, Ze nerovnost | f(t) | < K
je splnéna pro vSechna ¢ intervalu {a, b>. Pro zkrdceni pidme

F(z) = f f(t) d.

Mame dokdzati, Ze funkce F(x) je spojitd v intervalu {a, b,
t. j. mdme dokdzati??) (viz pozn. 1 na str. 22): je.li piedné

28) Ménim oznaleni integradni proménné (viz pozn. !3) na
str. 34—35), aby se integra¢nf promé&nné ¢ nepletla s horni mezi z.
z
Casto se to nedini a piSe se f (=) da.

a
20) Prosim Gtenaie, aby aZ do konce této kapitoly si stdle uvédo-

moval definice a v&ty z kap. I, odst. 2, 3, 4, jezto jich nyni hudeme
neustéle pouiZivati.
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a < xy < b, je funkce F(z) spojitd zprava v bodé z,; je-li za druhé
a < %y < b, je funkce F(x) spojitd zleva v bodé w,.

Budiz tedy ptedné a < x, < b; budiz & libovolné kladné
¢islo.” Polozme
K
tedy & > 0. Dokdzeme: jeli z, <z < xy+ 6, je
| F(x) — F(x) | <&

6= Min (b — i), (31)

tim bude dokdzdno, Ze funkece F(x) je spojitd zprava v bodé z,.
Budiz tedy « éislo takové, Ze jest xy < x << 2y + §3%); potom
jest

Fo) = [foyde= [ {0 dt+ [ ft) dt = Flao) + [ fit) dtso)

tedy F(x) — F(ag) = f ft) de. Pro 2, <t < = jest | f(t) | < K;

podle véty 24 jest tedy

f— ’

| ) — Fleq | = | [ 10 dt| < K(a—=,);

jest viak x — 2, << §; podle (31) je tedy
| F(x) — F(zy) | < K6 Z g,

jak bylo dokézati.
Budiz za druhé a < xy < b; budiZ ¢ libovolné kladné éislo;
poloZzme

. £
6 = Min (wo—aa, _I?)’
tedy 8 > 0. DokdZeme: jeli z,— 0 << a<<m, je
30) Je¥to podle (31) jest @y + 0 < xy + (b — x) = b, jest té%
a << 0. '

31) Je-li a < . plyne tato rovnice z véty 38; jeli @ = =,

Zo
je tato rovnice té% sprévns, je¥to potom je [ f(t)dt = 0.
a
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| F(z) — F(xy) | <e.

Tim bude dokdzdno, Ze funkce F(z) je v bodé wx, spojitd zleva.
Budiz tedy x takové é&fslo, Ze plati 2y — 6 < & << 232):
potom jest

Flag) = [f@ dt= [foyde+ [ foydt = F) + [ fo &,

7 ¢ehoZ jako diive plyne
%
| Flx) — Pag) | = | [t dt| < Kz, — =) < K6 e,
xz

jok bylo dokdzati. Tim je dokdzéna ona édst véty 43, jeZ se tykd
hornfho integrdlu; pro dolni integrdl je diikkaz obdobny.

Véta 44, Budi? a << b; funkce f(x) budif ohranifena v inter-
ralu {a,b>. Je-li a < 2y << b a jeli funkce f(x) spojitd zprave

z
v bodé xy mi  funkee f f(t) d¢ v bodé x, derivaci zprava rovnou
a

z
cislu f(x,) @ rovnéf funkce f f(&) dt md v bodé x, derivaci zprava
a

rovnou Cislu f(a,). ObdobnéT je-li a < 2y < b a je-li funkce f(x)

z z
spojitd zleva v bodé xy, ma. funkce f f(t) dt i funkce f f(2) dt v bodé x,
a [
derivact zleva, rovnou &islu f(x,). B
Dodatek. Je-li tedy a <<x<<b a jeli funkce f(t) spojitd
» hodé x,33) existuji v tomto bodé derivace

d . ' d . 3
Tx—( f 10 dt,) = f(a), a;( f 10 dt) = f(z)39)

a

) Tedy jest @ > «, nebot wg— & = x5 — (2o — a) = a.
%) To znamend: spojitd zprava i zleva; viz "vétu 14.
34) Nehot potom derivace zprava i zleva podle véty 44 existuji

a rovnaji se tému¥ &slu f(z); podle vty 17 existuje tedy derivace
a rovné se rovn&% &islu f(z).
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Diikaz vty 44. Polozme pro zkriceni F(z) = f/(t) d¢; budiz

n
a < 2y < b; budiz funkce f(x) spojitd zprava v bodé x,.
Je-li 0 << h < b— jest

Toth Toth Zo-th

Fm+m_ﬂnm_ﬁMM+ﬂnw mmrﬁmm

a tedy

8 Zot+h
G _’.;LL_J.” (o) | ; f]‘(t) d. (32)

Budiz déno libovolné kladné éislo e; jeito funkee f(t) je spojitd
zprava v bodé x,, existuje kladné ¢islo § takové, Ze nerovnost
| f(t) — f(xy) | < €/2 je splnéna pro kaZdé ¢, pro néz platf ay < ¢ <
< %+ 6. Pri tom mohu predpoklddati, Ze plati 6 < b — ,.3%)
Je-li 0 < h < 4, plati nerovnost z,< ¢ << 2,4+ 6 pro viechna
¢isla ¢ intervalu {xy, o+ h); pro vSechna d&isla ¢ intervalu
&y, Ty + b je tedy | f(t) — f(x,) | < &/2 &ili

H(zg) —&/2 < f(8) < f(z,) + &/2:
podle véty 23 plati tedy nerovnost

z,+h

/mwﬂ<ﬂm—~_hﬁwM<ﬂm+w<ﬂm+e

Podle (32) plati tedy nerovnosti

F h) —F
flag) —e < TEEN I g 1
¢ili
F h)y —F
CHTES AN

pro kazdé h, spliujici podminky 0 <k << 6. To viak znamend
privé, Ze funkce F(x) md v bodé z, derivaci zprava rovnou
éislu f(x,), jak bylo dokdzati. Dukaz, Ze také dolni integril ma
v bodé z, derivaci zprava, rovnou &fslu f(x,), provadi se stejné,

) Kdyby totiz bylo ndhodou > b — =, mohli bychom misto
éisla & wvziti menSf &islo b — =,
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jen misto horntho integrdlu je viude nutno psiti dolni integril.
Koneéné tvrzenf o derivaci zleva se dokédZe opét zcela analogicky,
takZe neni snad zapotifebi, abych tento dikaz uvadél. Tim je
viota 44 dokdzana.

b
Jestlize jest a << b a jestlize existuje / f(t) dt, potom podle
a
véty 40 a podle dodatku k definici integrdlu existuje téz integral
£
/ (1) d¢ pro kazdé zx intervalu {a, b>. V tomto piipadé miZeme
tedy ve vété 43 a 44 na pf. misto horniho integrdlu psdti prosté
integral a dostivame tak tuto vétu:
b
Véta 45. Budi# a << b; necht existuje / f(t) dt. Potom plati
“
lato torzeni:
7
1. Funkce ‘ f(t) di38) jest spojitd v intervalu {a,bd.
@
2. Je-li a < x < b a je-lv funkce f(t) spojitd v bodé x, existuje
v tomto bodé derivace

5‘;( f 1t dt) = f(2))

a

8. Funkee spojiti v {a, 5> ma urdity integral od « do b.
7 vét 43 a 44 ucinime tento dileZity disledek:

Véta 46. Budif a < b; budif f(x) funkce ohranidend v inter-

3%) Tento integral je funkei prom&nné wx.
37) Pouzil jsem jen dodatku k v&t& 44; pro derivaci zprava
a zleva mame tento vysledek: Je-li ¢« < v < b a je-li funkee f(x)
x
<pojita zprava v bodé x, mé integrél f f(t) d¢ v bodé& z derivaci zprava,
. a
rovnou Gislu f(x). Obdobné: je-li ¢« < x < b a je-li funkee f(«x) spojita
x
zleva v hod& x, mé integral f f(t) At v bod& z derivaci zleva, rovnou
a
Gislu f(x) (viz vétu 44).
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valu {a, b, jeZ mdi v intervalu {a, b) nejvijse konecny pocet bodu
» .
nespojitosti®®); potom f (x) dx existuje.

a
Dikaz. Sestrojme body @ =da, < a, <3< ...<@y_1 <
< a,=b tak, %e funkce f(x) je spojitd v kaZdém bodé inter-
valu {a, b), jenz nesplyva s Zidnym z bodl ay, a;, @y, . . ., @p.3?)
Vezméme kterykoliv interval {a;_;, a;> (i = 1,2, ..., p); funkce
f(x) je v tomto intervalu ohranidend a je spojitd v kaZdém
vnitinim bodé tohoto intervalu. Pro zkrdceni poloime

T

[ 1o de=F), [0 &= Ga);

—1 “i—1

pouzijeme-li vét 43 a 44 (pii ¢emZ misto intervalu (a, b) klademe
interval {a;_;, a;»), dostdvime tento vysledek:

1. Funkce F(x), G(x) jsou spojité v intervalu (a;_,, as).

2. V kazdém vnitfnim bodé intervalu {a; i, @;> existuji
derivace F'(z) = f(x), G'(x) = f(z). Funkce F(x) — G(x) je tedy
spojitd v wuzavfeném intervalu {a;_,, a;> a ma derivaci rovnou
nule v kazdém bodé oteviendho intervalu (a;—;, a;). Podle véty 19
je tedy funkce F(z) — G(x) konstantn{ v intervalu {(a; ,;, a;>,
t. j. F(x) —G(x) =c¢ pro a;_; < x< a;. Abychom stanovili
konstantu ¢, dosadme za x néjakou hodnotu intervalu {a;_;, a;>;
nejlépe se ndm hodi hodnota x = a;_;; jest viak

“i—1 ai—1
Flaia) = [f)dt =0, Glai) = [ f(tydt =0,
ai—1 Ti—1

tedy ¢= 0. Tedy jest F(x)= G(x) pro vlechna a intervalu
{@;—1, a;>. Specielné pro x = a; jest

Fla) = Glay, &li [ 1) de= [ 1 at,

i—1 a1

- ";"—)—_Funkce f(x) nemusi miti po pFipadd vabec Zadny hod ne-
spojitosti.

3%) Takové body ag @y, . . ., a, mohu dostati tfeba takto: vezmu

body @, b, pfiddm k nim viechny body intervalu <a, b), v nich%
funkce f(m) neni spojitd a vSechny tyto body, sefazené podle veli-

kosti, oznatime znaky ay, ay, ay, ..., a,.
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ag

takZe f f(¢) At existuje. Tedy existuji integraly

Ai—1
“.A a.’ . (lp
[toa [fwat,. .. [ 1) de:
(l.u (l‘| ap:_]

podle véty 39 (a podle poznamky k této vété) existuje tedy téz
integral

“.D 'b
/ (@) dit =] @) e,

jak bylo dokdzati.

Uvedme tento specidlni piipad véty 46:

Véta 47, BudiZ a << b; budif f(x) funkce spojitd v wzavieném

b
intervalu {a; b); polom j f(x) dx existuje.
a
Dikaz. Podle véty 16 jest funkce f(x) ohraniena v inter-
b

valu (a, b); tedy mohu pouiiti véty 46 a tedy j f(x) dx existuje.
a

Véta 46 dala by se podstatné zobecniti, tim se viak ne-
budeme zabyvati.

9. Funkee primitivni a jeji souvislost s uréitfm integralem.
b
Véta 48. Budif a << b; necht existuje integrdl f f(x) dz. Budi£
a

F(x) funkce spojitd v uzavieném intervalu {a,bd, je£ v kaZdém
bodé otevieného intervalu (a, b) md derivaci F'(x) = f(x). Potom jest

b
f f(z) de = F(b) — F(a).

Diikaz. Budiz D, (m=1,2,...) ono rozdéleni intervalu
(@, by, jez déli interval {a, b) na m stejnych dild. Délici body
rozdélenf D, jsou tedy body a= 2om < Tim < T2m < ...
e L Ty < X = b, kde jest

w,-,m=a,—|——:;(b—a) pro 1 =0,1,2,...,m;
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tedy  Awiy = Tim — T = (b — a)/m, tedy  o(Dm) =
= (b —a)/m, tedy lim g(D,)=0. Jeito funkce F(x) jest

m—>0
spojitd v uzavieném intervalu (@i, % > a ma derivaci
v ka?dém bodé otevieného intervalu (z;.. 1,ms i, m), lze podle
véty o stiedni hodnoté (véta 18) kazdému ¢ (¢=1,2,...,m)
piitaditi jisté ¢islo &;,, vyhovujici nerovnostem ;i <<
< Eim < iy tak, Ze jest

F(xi,m) - F(mz'—l,m) = (xi,m - xi—l,m) . F,(fi,m)~

Vzhledem k tomu, Ze podle piedpokladu jest F'(&;,) =
== f(&im), lze tuto rovnici psiti téZ ve tvaru

F(a;m) — F(a; am) = f(Eim) Ain =1,2,...,m).

Scéteme-li tyto rovnice pro ¢=1,2,..., m, dostaneme vlevo
Fay ) — F(xom) Cili F(b) — F(a), takie dostdvdme rovnici

m

2. [Em) Azim = F(b) — Fla). (33)

Uvazme piedeviim, Ze jest @iy < Eim < i, (znameni rov-

nosti bychom dokonce mohli potla(:ltl) za druhé uvazme, Ze jest
lim (D) = 0. MiZeme tedy pouziti véty 31 (v naSem piipadé

M0

jest oviem n, = m); plati tedy vztah

Hm S f(Em) Azim = f () da. (34)

m—>o =1

Podle rovnice (33) jest vyraz

m

Z (&im) Aim

i=1

roven &islu F(b) — F(a) pro kazdé m; tedy i jeho limita je rovna
¢islu F(b) — F(a), takie podle rovnice (34) jest

b
f #() dz = F(b) — F(a),
jak bylo dokézati.
Véta 48 je dulezitd z mnoha divodi. Upozorhuji piedeviim

na to, Ze ndm velmi ¢asto umoZiiuje vypodet uréitého integralu.
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Jeli a < b, existuje-li f Hz) dx (to nastane podle véty 47 na pf.

tehd) je-li funkce f(x) spojitd v mtervalu {a, b)) a podaiif-li se
ndm nalézti funkei F(x), spojitou v intervalu <{a, b), je% spliuje
rovnici F’(x) = f(x) v ka’dém vnittnim bodé tohoto intervalu,

muZeme f f(z) dz okamZité (podle véty 48) “vypodisti z rovnice

f/(x) dx_ F(b) — F(a). Objasnime si to na pifkladech:

1
1. Integral f — da jisté existuje. Funkce®) lg x je spojitd
1
v intervalu (2,7) a mé derivaci rovnou - dokonce pro kazdé

kladné x. Tedy jest fix de=1g7—lg2=1Ig %

2. Obdobné pocitim f sin x dz; funkce —cos z je viude
0

]
spojitd a md v¥ude derivaci sin z. Tedy jest f sin z de =

0
= (—cos) —(—cos0) = —(—1)—(—1)=2.

Jestlize funkce F(x) mé derivaci rovnou funkei f(z) pro
viechna z otevieného intervalu (a, b), Fikdme, Ze funkce F(x)
je primitivnd funkct k funkei f(z) v intervalu (a, b). Je vidéti,
%e funkce F(z), o niZ se mluvi ve vété 48, je funkce spojitd
v intervalu {a, b, jei je v intervalu (@, b) primitivni funkef
k funkei f(z). Z véty 48 a z pifkladi, jeZz jsme pravé uvedli,
je jasnd dulezitost primitivnfch funkei pro vypoc'et urcitych
integralu; nédsledujici kapitola IIT bude vénovédna hlavné meto-
dém pro vypodet primitivnich funkef. -

Vétu 48 lze velmi podstatné zobecniti; uvedeme zde jen
jedno velmi jednoduché zobecnéni: :

40, P¥idrZuji se Kosslerova oznadeni lg = pro p¥irozeny logarit-
mus é&isla x.

Jarntk: Uvod do integrédlnfho podtu. b 65



b
Véta 49. Budiz a << b; necht existuje integrdl f f(x) dz. BudiZ

. a
F(x) funkce spojitd v intervalu {a, b), jeZ ma derivaci F'(z) = f(z)
ve vdech bodech intervalu (a, b), vyjma nejvyde v koneSném poltu
bodi.. Potom jest

b
[ f@) de = F(b) — F(a).1)

Ditkaz. Sestrojme é&fsla a =0, <@, <a,<...<ap 1<
< ap = b tak, e rovnice F'(z) = f(x) je splnéna v kaZdém bodé
intervalu (a, b), jenZ nesplyvd s Zddnym z bodi a,, ay, ..., @p.
Vezméme kterykoliv interval {a;_i,a;) 1 =1,2,..., p). Podle

ag
véty 40 existuje f f(x) dz. Jezto funkce F(x) je spojitd v inter-
i—1
valu {a;_, ;> a jeito rovnice F'(x) = f(x) plati v kazdém bodé
otevieného intervalu (a;_;, a;), muZeme pouziti véty 48 a do-
stdvame

[ 1@ dz = Fla) — Fla) G =1,2,...,p).

i1

Podle véty 39 a podle poznamky k této vété je tedy

b P a; P
[i@da =3 [ fa)ds= 3 (Fla) — Fla) =
@ =t =

= F(ay) — F(a,) = F(b) — F(a),
jak bylo dokazati.

b
10. Definice integralu f f(x)dx pro a>b. Dosud jsme
a

41) Rozdil proti vét& 48 jest v tom, Ze nepoZadujeme, aby
rovnice F’(xz) = f(x) byla splnéna ve wdech bodech intervalu (a, b),
nybrZz pfipoustime, aby existoval v intervalu (a, b) koneény podet
bodd, v nichZ rovnice F‘(x) = f(x) neplati (bud proto, Ze F’(x)
v takovém bod& vibec neexistuje nebo proto, Ze F’(z) mé hodnotu
riznou od ¢&isla f(x)). Naproti tomu spojitost funkce F(x) poZadujeme
v celém intervalu <a, b) bez vyjimky.
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b .
definovali integral f f(x)dx pro a << b (v odst. 2) a pro a=1b

(na potatku odst. 7) Doplnime tuto definici je3té pro piipad
a> b takto:

Druhy dodatek k delinici integrélu. Budif a > b; potom

definujeme uréity integrdl f f(z) dx rovnici f f(z) de = — f /(z) dz,

jestlize ovdem f f(z) dz existuje.s?)
Tim méme definovdn uréity integrail f f(z) dz pro a < b,

pro a = b i pro a > b. Prehlédnéme jeité Jednou, jak jsme jej
definovali:

1. Je-li @ = b, potom existuje ff(x) dz tehdy a jen tehdy,
b
je-li funkce f(x) definovdna pro z = a; potom jest f f(z) dxz = 0.

b
2. Je-li @ < b, potom existuje ff(x) dz tehdy a ]en tehdy,

je-li funkee f(x) ohrani¢end v intervalu {a, b) a je-li f f(z) dz =

= /(x) dz; potom jest f/(x) dx_-f/(x) dm~f/(x) de.

3. Je-li @ > b, potom existuje f f(z) dz tehdy a jen. tehdy,
a

a b a
existuje-li [f(z) dz; potom jest [f(x)dx= — [f(x)dx.
/ Jlert===]

a
2) Jest b < a, tak¥e f f(z) dx se béfe ve smyslu, zavedeném
[
v odst. 2. Obvyklé nazvoslovi (funkce integrovans, integraé;xi pro-
ménnd, meze integrédlu) zachovdvame i zde; v integralu f f(x) de

a
nazyvame d&islo @ vidy dolni mezi, &islo b horni mezi, i kdyZ jest
a>b.
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V ptedchédzejicich odstaveich odvodili jsme Fadu vét pro
)
integral f H=z)dz v pifpadé a << b; podivime se nyni, plati-li
a -
tyto véty téz bez tohoto omezeni (t. j. plati-li téZ pro a = b,

a > b). Pii tom se omezime na nejdileZitéj§{ véty. Predeviim
ve vété 35 lze predpoklad @ < b vynechati; platf totiz

b b b
Vita 50, Existuji-li integrdly f 1 (2)dz, f f(2)dz, ..., f fo(z) A

b
a jeou-li ¢y, ¢y, . . ., Cy, libovolnd &isla, existuje 1 integrdl f (¢ fulx) +
a

“+ ...+ Cn falz)) dx @ jest
b b
[ hi@) + e fl@) + - . + ea fa(2) dz = ¢, [ fy(2) dz +

b b
+ szfz(x) dz + ...+ cnffn(x) dx. (35)

Diikaz. 1. Je-li @ = b, je véta samoziejmd (viechny vySetio-
vané integrily se rovnaji nule). 2. Je-li @ < b, je tato véta totoznd
s vétou 35. 3. Je-li konetné a > b, pouZijme toho, Ze existujf

a a a
podle pi‘edpoklg,du integrily f fi(z) da, f fo(x)dz, .. ., f fn(x) da.
b b b

a
Jeito jé b < a, miZeme pouziti véty 35. Tedy existuje f (¢ fi(=) +
b
+ ...+ cpfu(x)) dx a jest

[eh@+ ...+ enfa@) de=c, [ (@) dz+ ... + o [ fal@) da;
[ - b b

nésobime-li tento vztah na obou strandch éislem — 1, dostdvdme
hledany vztah (35). Rovné% ve vété 39 lze predpoklad a < b << ¢
vynechati; plati totiZ
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b ¢
Véta b1. Existuji-li integrdly f Hz) dz, j f(x) Az, existuje
a b

[
t tnlegrdl f f(z) dz a jest
a

[4 b [4
[ i@ dz = [ f(@) dz + [ f(z) da. (36)
a a b

Dikaz. 1. Jsou-li aspoii dvé ze tii &isel a, b, ¢ sobé rovna,
b
je véta 51 sprdvni. Nebot je-li predné a =b, jest f = 013)
a

(4
a tedy vzorec (36) plati. Je-li za druhé b= ¢, je f =0 a vzo-
b
rec (36) opét plati; je-li koneéné a = ¢, jest podle 2. dodatku

b [ ¢
k definici integrdlu f + f =0= f , takZe vzorec (36) opét
a b e
plati.
2. Zbyvé tedy pripad, Ze v¥echna tii &fsla a, b, ¢ jsou na-
vzédjem ruznd; zde je moZno Sest riznych poradi podle velikosti:
I) a < b<c: v tomto pripadé plati vzorec (36) podle vé-
ty 39.

b c b
II) a < c<b; zde jest podle véty 39 a 40 f=f+f.
a a [4

¢ b b b [
tedy [= [— f - f + f , jak bylo dokézati.
a a c a b

[ /3 [:4
III) b <a <c; zde jest podle véty 39 a 40f=f+f,
b b a

[3 c a b [4
¢ili af - bf — bf - f + bf , jak bylo dokazati.

b
43) Pro zkrdceni vynechidvam f(x) dz; misto f [(z) dz pisi tedy
a

b

f atd.
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a [ a c a
IV) b<c<a; zde jest f=f+f. ¢ili f=—-f=
b b c a c
[ a [
-~/
a b
b a b [4 a
V) c<a<b; zde jest f=f+f, éili f=—f=
c c a a
b ¢
- f=[+]
c a b
b a

VI) ¢ < b < a; zde jest j = [+ | nasobfm-li sislem — 1,
¢ c 1]

c b 4

dostanu | = | 4 )

i
Uplnou indukef plyne z véty 51 okamzité

s a, ap
Véta 52. Existuji-li integrdly [ f(z)dz, | f(z)dx, ..., | f(x)d,
a[ a[ f

Ap—1
Uy

existuje i integrdl f f(x) da a jest
a

ff(x dx—f/(x dx+fr(x)dw+ +ff(x)dx

tp—1
Vétu 45 lze zobecniti takto: ,
Véta b3. Budif a < b; necht existuje integrdl f f(t) dt. Budi? ¢
libovolné ¢&islo intervalu (a, b). Potom plati tatc: torzeni:
1. Funkce f;(t) dt44) jest spojitd v intervalu {a, b).
¢

44) Tento integral je funkei proménné wx.
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. Jelli a < x < b a je-li funkce [(t) spojita v bodé x, existuje
v tomlo bodé derivace

d%( f 70 dt) = f(2).%)

Dékaz. Jest f f(t) dt = f f(t) dt + f ft) dt (podle véty 51);

jeito f jest konstanta (t. j. ¢fslo nezdvislé na z), plyne véta 53

¢
okam?zité z véty 45.

Ve vété 53 jsme vySetiovali integrdl jakozto funkei horni
meze; obdobné muZeme vySetfovati integrdl jako funkei dolni
meze; dostdvdme tuto vétu:

b
Yita b4. BudiZ a < b; mecht’ existuje integrdl f 1(t) dt. Budi# ¢
[
libovolné &islo intervalu (a,b). Potom plati tato tvrzeni:
[
1. Funkce f f(2) dt jest spojitd v intervalu {a, b).
x

2. Jelli a < x < b a je-li funkee f(t) spojitd v bodé x, existuje
v tomto bodé derivace

d ¢
P ( [ reyae ) = — f(2).49)

¢ x
Diikaz. Jeito jest f f(¢) dt = — f f(¢) dt, plyne véta 54

okamzité z véty 53.

Ve vétach 42, 46, 47, 48, 49 jsme piedpoklidali a < b;
jak tyto véty nutno upraviti, kdyZ jest @ > b, nenf snad tieba
obifrné vypisovati; omezme se na to, Ze ukdZeme, jak vypadd
obdoba k vétdm 47 a 48 pro a > b:

45) Jediny rozdil proti v&té 45 je tedy ten, Ze dolni mez nemusf
byti pravé rovna é&islu a, nybrz muZe byti rovna libovolnému éislu ¢
z intervalu (@, b); plati ovSem té% pozndmka obdobné k pozn. 37) na
str. 61 o derivaci zprave a zleva.

, 48) Plati ovSem zase pFisluSnd poznamka o derivaci zprava
a zleva.
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Vita bb. Budif a > b; budif {(x) funkce spojitd v uzavieném

b
intervalu (b, a)¥?); potom f Hz) dz existuje.

Diikaz. Jest b < a; podle véty 47 eXIStUJe tedy f f(x) dz,

a tedy — podle definice — existuje téz f f(z) da.

Vita 56. Budif a > b; necht existuje integral f f(z) dz. Budi#

a
F(x) funkce spojitd v uzavieném intervalu <b,a), jeZ v ka‘dém
bod¥ otevieného intervalu (b, a) md derivaci F'(x) = f(x). Potom jest

b
[#) dz = F) — F(a). (37)

b
Dilkaz. Podle predpokladu existuje f f(z) dz, tedy existuje
) a
té% x) dz; jeito je b < a, mUZeme pouZfti véty 48, &imz
] ] p y
b

a
dostdvame rovnici f f(z) dx = F(a) — F(b); ndsobime-li tuto rov-
b

nici ¢islem — 1, dost4vdame hledany vztah (37).
Obdobné mohli bychom i k ostatnfm vétim, jez jsme pro

b
integral f f(x) dz odvodili' v ptipadé a < b, nalézti véty obdobné
a
pro pifpad @ > b. Na pf. véta 37 znéla takto: Budii a < b;
b

necht existuj integraly f f1(z) de, f (@) da; budiz f,(z) > f,(2)
a a

b b

pro viechna x intervalu <a, b); potom jest f fu(z) de > f fo(z) da.
a a

Piisludnd véta pro @ > b zni takto: BudiZ @ > b; necht’ existuji
47) PiSi ovSem <b, @) a nikoliv {a, b), jeZto je b < a.
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b b
integraly f fi(z) dz, f folx) dz; budiz fi(x) = fy(x) pro viechna z
a a b b
intervalu (b, @); potom jest f filz) dz < f fo(x) dz.48) Nebot
[ a

a a
— jezto b << @ — plyne z véty 37 nerovnost f fi(x)dx > f fo(x) da;
b b

ndsobime-li obé strany této nerovnosti zdporngm ¢&islem — 1,
musime soucasné obratiti smysl této nerovnosti, ¢im% dostdvime

b b.
hledanou nerovnost f hlz)dz < f fao(x) da.
a a

CVICENT.

1. BudizZ f(z) funkce ohraniend v intervalu {a, b>4®); jeji horni
(resp. dolnf) hranici v intervalu <a, b) oznaéme znakem M (resp. mn).
Rozdil M — m nazyvame oscilact funkece f(x) v int. {a, b> a oznadime
jej znakem Q(f(z); <a, b)), takZe Q(f(x); <a, b)) = M — m.

DokaZte toto: oznaéime li znakem 9 mnoZinu vsSech Cdcisel
/(x’) — f(=”), kde &fsla a’, " probihaji vSechny hodnoty intervalu
{a, b, je oscilace funkee f(z) v int. (a, b) rovna horni hranici mno-
#iny M. To znamend tedy: Jsou-li z’, z¥ dvé libovolna &isla int.

<a, by, je

f(&') — f(x") < Q(f(z); <a, bd); (38)
je-li viak ¢ libovolné kladné &islo, pak existuji &isla z’, 2” inter-

valu <a, b> tak, Ze je
f(2') — f(z") > Q(f(=); <a, b)) —e. (39)
DokaZte jests, Ze posledni véta zGstane spra.vnou i tehdy, nahradime-li
v nerovnostech (38), (39) vyraz f(x’) — f(z”) vyrazem | f(z’) — f(x") |.
. Budiz f(z) funkce ohraniéena v intervalu <a, b>; bhudiZ

D hbovolne rozdélenf int. (a, b)>, definované dé&licimi body « =
=Ty < # < ... < x, =b. Jako obvykle budiZ M, (resp. m;) horn{

(resp. dolni) hra.mce f\mkce f(r) v int. {x;_y, T, A:ci =Ty Ty,

S(D) = Z M, Az, s(D) = zm Az Polotme Q; = M;— m,, takfe

=1 =1
Q; je oscnlace funkce /(x) v intervalu (x;_,, 7;>; poloime jestd

w(D) = S(D) — s(D) = 2 Q; Az,

48) Smysl nerovnosti je tedy v pfipadé @ > b opaény nei v pii-
pads a < b.
49) Ve viech cvifenich ke kap. II pfedpokladém a < b.
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DokaZte tyto dvé vty

1. Mé-li funkce f(z) urélty mtegral od a do b, potom ke kazdému
kladnému &fslu & existuje kladné &islo d tak, Ze nerovnost o(D) < &
plati pro vSechna rozdéleni D intervalu <a, b), pro né&Z je g(D) < ¢
(znak o(D) byl zaveden pied vétou 26).

I1. Existuje-li ke kaZdému kladnému é&islu ¢ rozd&leni D inter-
:lrahll7 {a, by tak, Ze je w(D) < ¢ mé funkce f(x) urd. integrél od «

o

3. DokaZte: Jsou-li funkce fi(z), fo(%) ohraniené v int. {a, b)

a jsou-li ¢, c, libovolnd ¢isla, je

Q(ey h(@) + 3 fo(7); <@, b>) < | ¢, | (fi(z); <a, b)) +
+ ¢y | Q(fo(2); <a, b>).

4. Ulivajice cvié. 2 a 3, odvodte novy dikaz této véty: jsou-li
¢y, ¢y libovolné &fsla a mé-li funkece f,(x) i funkce f,(x) uré. integral
od a do b, ma i funkee c; fi(x) + ¢, fy(x) urd. integral od a do b.

3. Doka%te: Funkce f(x), g(x) necht jsou ohraniéené v inter-
valu {a, b>, takZe existuje ¢islo K tak, Ze pro vSechna z intervalu
a,by jo [/(x)| < K, [g(z)| < K. Potom je

Q(/(z) g(x); <a, by) < K(Q(f(x); <a, b)) + L(g(z); {a, b))).**)

6. UZivajice cvié. 2 a 5, dokaZte tuto v&tu: ma-li funkce f(z)
i funkee g(x) uré. integrél od a do b, mé i funkce f(x) g(x) uré. integral
od e (lo b.

w Dol\aite: Funkce f(z) budiZ ohranidena v int. {(a, b); také

funkce —+—— budiZ ohraniéena v int. <{a, b),%!) takZe existuje ¢islo K

l(

takové, Ze pro viechna x intervalu <{a, b) je

(x)
1 .
Q(W; <a, b)) < K* Q(f(2); <a, bd).

8, UiZivajice cvié. 2 a 7, dokaiZte tuto vétu: ma-li funkee f(z)

uré. integrdl od @ do b a je-li funkce @) ohranitena v int. {a, b,

f(

m4 i funkee -—l?) uré. integrdl od a do b.

£ K. Potom je

9. Z cvié. 7 a 8 plyne: Ma-li funkce f(x) i funkce g(x) urd.

integril od a do b a je-li funkce 7@ ohranifena v int. <{a, b>, mi
i funkce 1) uré. integrél od a do b.
9(x)

80) K dtkazu wuZijte vzorce f(z’)g(x’) — f(z”) g(”) =
= f(z’) (9(2’) — 9(2")) + g9(=”) (f(x’) — f(z")).

81) V tomto p¥edpokladu je jiZ obsaZen pfedpoklad, Ze funkce -— f @)
je definovéna v intervalu {a, b, t. j. Ze je f(z) = 0 pro vSechna
intervalu <a, b). Tuto poznamku mé]te na paméti i pfi evié. 8, 9.
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10. DokaZte: Je-li funkee f(x) ohrani¢ena v intervalu <a, b5, je
Q(| f(=z) 1; <a, by) < Q(f(x); {a, b))

(uZijte toho, Ze | f(z') | — | f(z") | < | f(&') — f(=") |).

11. Z cvifeni 2 a 10 plyne tato véta: Ma-li funkee f(z) wré.
integral od a do b, mé i funkee | f(z) | urd. integral od @ do b.

12. PouZivajice v&ty 31 a cvié. 11, dokaZte tuto vétu: Ma-li
funkee f(x) urd. integrdl od a do b, jest

b
f () da
a

b
< [ 1#@) | de.
a

Misto véty 31 lze téZ uZiti vét 37, 35.
13. O funkei f(x) Fikdme, %e je neklesajict (resp. nerostouct)
v int. {a, b), jestliZe nerovnost

flzy) S f(zg) (resp. f(z,) 2 f(75))

plati pro viechny hodnoty z,, z,, jeZ splfiuji nerovnosti ¢ < x; <
< z, £ b. Funkce neklesajici a nerostouci v int. <a, by zahrnujeme
pod spoleény nézev ,funkce monotonni v.int. <a, b)‘‘. UZivajice
cvié. 2, dokaZte, Ze kaZdé funkce monotonni v int. {a, b) ma uré.
integral od « do b.

14. DokaZte tuto vétu (t. zv. 1. vétu o stiedni hodnoté integrdl-
ntho poctu): Budte m, M dv§ &isla a f(x), g(x) dv& funkce, je% maji
uré. integrdl od a do b. Pro viechna z intervalu <a, b) budiz m <
L f(x) £ M, g(x) g 0. Potom je

: b b b
m fg(x) dz < f/(x) g(z)dx < Mfg(w) de.
a a a
15. DokatZte: je-li funkee f(x) nerostouct v intervalu {u, a +- kk)
(k celé kladné, h > 0), je
atkh
h(f(a + k) + fl@ + 2h) + ... + f(a + kh)) £ [ f(2)dz <
a

S hfla) + fla + 7)) + ... + fla + (kK — 1) h)).

(Je-li f(z) neklesajici, obrati se znameni nerovnosti. Existence integ-
ralu plyne z cvié. 13.)
16. DokaZte, ¥e existuje limita (zvand ,,Eulerova konstanta‘‘)

1 1 1
lim (1 ==t lrn),
N=»00 2 3 n &
1
Névod. PoloZme v, = 1 + % + ...+ v Ign (n==1,2,3,...).
Pro 0 < @ < b dostanete z véty 48 snadno
b
1 b
f; de = Ig -

a
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Kladouce ve cvi8. 16 a =n, k=h = 1, f(x) = 1/x, obdriite

v n+1

1
n+1_vn=n+l Ig £0;

kladouce ve cv16 15a=1%k=1k=mn—1, f(z) = 1/x, obdriite
Ifn < v,

Hledany vysledek plyne pak z v&t o limitdch monotonnich
posloupnosti (Késsler 22—23).

17. DokaZte: budiZ f(x) funkce kladné a nerostouci v intervalu
{a, o) (t. j. pro a < x; < 7, j0 0 < f(23) < f(7,)). Potom nekoneénéd
fada f(a) + fla + 1) + f(a + 2) + ... je konvergentni tehdy a jen
tehdy, existuje-li &islo K tak, %e pro vSechna kladnd n jest

a+n

f fz) dx < K.

Névod: ufijte cvideni 15 a véty, Ze Yada s kladnymi &leny kon-
verguje tehdy a jen tehdy, je-li posloupnost jejich &astednych soudéth
shora ohranidena (Késsler 38).

oo

1
18. DokaiZte: Fada z — je konvergentni pro « > 1, diver-
n=17
gentni pro a < 1.
Névod: Je-li « =1, uZijte vysledku cvideni 17 pro a =1,
/(a;) = g—%; piisluiny integral vypodétete podle véty 48, uvaZite-li,
Zeb?) -

d 1 d [« ) e
-—a;(lga:) = Zﬁ(ft-_a— = pro « = 1.

Pro a <1 je pak n=*>n"1 (n=23,...) a princip p¥i-
rovnavéni fad®) ddva divergenci.

(e ]
19. DokaiZte: Fada z R je konvergentni, je-li budto
negn® (Ig n)?

« > 1nebo x =1, f > 1; ve vSech ostatnich piipadech je Fada
divergentni.

Névod: Nap¥Fed rozfeste pfipad o« = 1, f = 1, uZivajice cviteni 17

pro )
a=2 [(x) =———=:
o) = s
piislusny integral vypoétete podle véty 48, uvéiite-li, Ze
dga) 1
dx(lg(lgz)) xlga: T\ 1—=F )" =g =p pro f =+ 1.

Ostatni pifpady pFevedete na pipad o =1, g = 1 takto: budiz
¢ kladné, yp libovolné; potom je

52) Ctena¥ sam necht uvéa¥i, pro kterd = tyto a podobné vzorce

ve cvié. 18, 19, 20 plati.
83) Késsler str. 39, fadek 1—17.
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'\d
lim (82 _
z—o x°

{pro ¥ < 0 je tefito vysledek samozfejmy; pro y > 0 viz Késsler,
str. 99 dole).
Je.li tedy o > 1, je pro dosti velkd n

1 1
<
n® (Ign)f n (Ig n)?

a Fada konvergujess); je-li « < 1, je pro dosti velkd n
1 - 1
n*(lgnpf  nign

a fada diverguje®); tenty% vysledek plat{ koneénd pro « = 1, § < 1.
20. (Trochu t&z8i; zobecn&ni cvid. 18 a 19.) PoloZte lg, 2 =
=lg(lg z), lgs = = Ig (lg, z), . . ., obecnd lg,x = lg (lg,, _, =) (m =
= 3, 4,...). Doka¥te: fada
]

Z 1 55
n® (lg n)* (Igy n)™. . .(lg; n)**

n=a
konverguje tehdy a jen tehdy, maé-li fada &isel
(gs Opy Oigy « = o5 O

tuto vlastnost: v této Fad® existuje aspoii jedno &islo rtzné od 1
a prvni z téch éisel raznych od 1 je v&tsf nez 1. Na p¥. pro k& = 2
je fada konvergentni, je-li budto «y > 1, nebo &y = 1, &; > 1, nebo
o9 = &, = 1, ay > 1; v ostatnich pfipadech je divergentni.

Navod: podobné jako v cvié. 19 rozieSte napied - pFipad

dg = =...=o04 ; =1, o 21, ufivajice vzorcl
d a z) = S |
dz Ep41 ™) = zlgzlg,z... lg « ’
d [(lg, z)* '
___(g" ) = 1 proak#:l.
dz\ 1—a zlgxlg, . .lg_, = (g, )™

Ostatni pfipady lze — podobn& jako v cvid. 19 — na tento p¥ipad
pFevésti.

84) Podle principu pfirovnavéni ¥ad. )
85) Celé &fslo @ je voleno tak, aby vSichni &lenové Ffady méli
smysl.
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KAPITOLA III.

Teorie neurditého integralu.

V této kapitole budeme se zabyvati teori{ primitivnich
funkef, jejichz duleZitost jsme poznali v predeslé kapitole pii
véte 48 a 56.

1. Definice primitivni funkee. Budte F(x), f(x) dvé funkce,
definované v otevieném intervalu (a,b) (koneéném nebo ne-
koneéném). Plati-li pro viechna x intervalu (a, b) rovnice F'(z) =
= f(x), Fikdme, Ze funkce F(x) je primitivni funket k funkei f(x)
v intervalu (a, b).1)

Na pt. funkce 22 je v intervalu (— oo, c0) primitivn{ funkei
k funkei 22; funkce tg  je primitivnf funkef k funkei 1 : cos?
v intervalu (— §x, In) a také v intervalech (37, 3n), (37, §n) atd.,
nikoliv v8ak na pr. v intervalu (—}m, §n) (zde vadi hodnota
x = in).

je-li funkce F(x) primitivni funkei k funkei f(z) v inter-
valu (a, b), je oviem té% kazdd funkce F(x) + ¢ (kde ¢ je libo-
volnd konstanta) primitivnf funkei k funkei f(x) v intervalu (a, b),
nebot je (F(z) + ¢)’ = F'(x). Tim jsou v3ak vZechny primitivni
funkee k funkei f(z) v intervalu (a, b) vycerpiny, nebot plat{
tato véta:

Véta b7, Jsou-li funkce F(x), G(x) dvé primitivni funkce
k funkci f(x) v intervalu (a, b), plati v celém intervalu (a, b) rovnice
G(z) = F(x) + ¢, kde c je konstanta. (Zndm-li tedy k funkci f(x)
v intervalu (@, b) jednu primitivn{ funkei F(z), jsou vdechny
primitivni funkce ddny vyrazem F(x)-| ¢, kde ¢ je libovolnd
konstanta.)

Dikaz. V intervalu (g, b) je F'(x) = @'(x) = f(x); poloZime-li
tedy H(x) = G(x) — F(x), je H'(x) = 0 v int. (a, b) a tedy podle
véty 20 je H(x) = c v int. (a,b), kde ¢ je konstanta; tedy
G(z) = F(x) + c.

Zbyvé oviem otdzka: existuje ke kaZdé funkei funkce primi-
tivni? Tuto otdzku je nutno zodpovédéti zdporné. Definujme
na pr. funkci f(x) takto: f(z) =0 pro = =0, f(0) = 1. Kdyby
k funkei f(x) existovala v intervalu (— oo, o0) primitiva{ funkce

1) Je moZno definovati primitivni funkei té% obecn&ji; na ele-

mentérnim stupni této knizky je vSak snad nejvhodng&jsi podand de-
finice.
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F(z), bylo by F'(x) =0 pro <0, F'(0)=1, F'(x) =0 pro
r > 0. Podle véty 20 by funkce F(x) byla konstantni v intervalu
(— o0, 0) i v intervalu (0, o), t. j. bylo by F(z) = a pro = < 0,
F(x) = b pro z > 0. Z existence derivace v bodé 2 = 0 by ply-
nula spojitost funkce F(x) v bodé 0 (viz pozn. 1 na str. 24),
tedy by bylo lim F(zx)= lim F(z) = F(0); ale ziejmé
2—>0— -0+

lim F(z)=a, lim F(z)=2b, takie by bylo a = b = F(0),
z—0— —04-
takZze by bylo F(x) = a pro viechna z viubec a tedy F'(z) = 0
pro kazdé z, tedy i pro z = 0, coZ je ve sporu s rovnic{ F'(0) = 1.
Tedy k funkei f(x) neexistuje v intervalu (— oo, c0) primitivn{
funkce.

Ale alesponn ke kaZdé funkei spojité existuje primitivni
funkce, jak nds poucuje tato véta:

Véta B8. Budif f(x) funkce spojitd v ofevfeném (koneéném
nebo nekoneéném) intervalu (a, b); zvolme libovolné &islo ¢ v inter-
valu (a, b). Potom integral

[i@) ae

je primitivnt funkci k funkci f(x) v intervalu (a, b). (Tedy ke kaZdé
funkct, spojité v intervalu (a, b), existuje v tomto intervalu prima-
tivnt funkce.)

Dikaz. BudiZ z, libovolné &fslo intervalu (a, b). Jezto Zddné
¢islo intervalu (@, b) nenf jeho nejmensim ani nejveétiim &islem,
Ize zvoliti dvé &isla «, § intervalu (a, b) tak, Ze je x << Min (¢, o) <
< Max (¢, z,) < B. Jeito funkce f(f) je spojitd v intervalu («, f>
a ]eito c, :4r:0 jsou dva vnitini body tohoto 1ntervalu, existuje
piedeviim f f(t) dt (véta 47), déle existuje integril f f@t) dt pro
kazde x mtervalu {x, > a konecné plati, Ze denvace integralu
f f(t) d¢ je rovna &islu f(x) pro kazdé x intervalu («, §) (véta 53),
[
tedy specielné pro x = #,. Jezto x, bylo libovolné ¢&fslo intervalu

(a, b), plati bedy pro kaidé z intervalu (a, b) existuje f f(¢) d¢

a plati —( f f(@) dt) f(z), jak bylo dokézati.
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Véta 58 ukazuje, Ze — aspon pro funkee spojité — je velmi
tzky vztah mezi uréitym integrilem a primitivn{ funkei.?) Neni
proto divu, Ze pro primitivni funkei bylo zavedeno je§té jiné
pojmenovéani a oznadenf, pfipominajici pojmenovini a oznadeni
urd¢itého integrédlu. Primitivni funkei k funkei f(z) v int. (a, b)
nazyvdme také neurditgym integrdlem funkce f(x) v int. (a, b)
a znadfme ji znakem

f f(z) dz.

Jinymi slovy: neurditym integridlem funkce f(z) v intervalu (a, b)
nazyvéame katdou funkei (definovanou v int. (a, b)), jeZ ma pro
ka?dé z intervalu (a, b) derivaci rovnou ¢&islu f(x).

Poznamka. Uréity integrdl dané funkce v danych mezich je
B
urdité ¢islo; na pr. f sin z dx = 2 (viz pifkl. 2 u véty 48); naproti

0

tomu neuréity integral funkce f(x) je opét funkce proménné =z,
a to jeSté ne zcela urc¢itd — je urcena pouze aZ na ,,aditivni
konstantu®, kterou d¢asto nazyvdme ,integraéni konstantou‘’;

na pr. je f sin z dx = —cos # + ¢, kde ,,integra¢n{ konstanta‘
¢ muze byti libovolné éislo.

Podobné jako pfi uréitém integrilu uziva se i pfi neuréitém
integralu pro- ,,integra¢ni proménnou (tak se nazyva promeénni,
stojici za symbolem d) vedle znaku z i jinych pismen; na pi.

f2xdx= 2%+ ¢, f2tdt=t2+c.

2. Nejjednoduls¥i formule a véty pro vypolet neurditych
integrali. Zndmé vzorce diferencidlntho poétu ddvajf ndm ihned
tyto vysledky (c je integra¢ni konstanta):

fsinzdx:—-cosx+c, fcoszdx:sina:—{—c,
dz (1)
——— = arctg « + ¢,® e® dx = e? + ¢;
f1+ -~ g+ 6 f +

zobecnénim poslednfho vzorce je vzorec

“"‘fa“dx=l—1——.a”+c, platny pro a >0, a-;#:l. (2)
ga,

2) U nespojitych funkei jsou tyto vztahy sloZit&jsi.
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Vzorce (1) a (2) platf v intervalu (— oo, o) a plynou ihned ze

vzorei (cos ) = —sin g, (sinz)’ = cosz, (arctgz)’ =1 : (1 + x?),
(e®) =e€% (a®) =a®.lga pro a>0; z posledniho vzorce
T\’
plyne totiz (l—a-—) =a* pro a>0, pokud je lga 40, t. j
ga

pokud je a == 1. Stejné se dokdZi vzorce
fVl ——— = arcsin x + ¢ (v interv. (— 1, 1)); (3)
92 _igoto 4)

cos? x

(v kazdém otevieném intervalu neobsahujicim Zidny bod, pro

néjz cos x = 0);

d

z = —cotgax+ ¢ ()
gin2 x

(v kazdém otevieném intervalu, neobsahujfefm Zidny bod, pro
néjz sin x = 0).
Obratme se nynf k mocniné. Jest (z"t1)’ = (n-+1) 2" a tedy

n+1 \/
d = 2", (6)
n -+ 1
neni-li » 4+ 1=20, t. j. neni-li n = —1. Kdy plat{ vzorec (6)?

Je-li n celé kladné, plati pro kazdé x; rovnéz je-li n = 0 (ve tvaru
(x) = 1). Je-li n celé zdporné (a n = — 1), plati (6) pro kaZdé
x % 0; neni-li n celé, plati vzorec (6) pro kaidé kladné =.%)

d v
3) PiSeme _a: misto L dz; obdobné dasto piseme
1+ 2 1+ = p

pro zkraceni f_d_z_ misto f 1 dax, /(:v) dx f dz, fda:
g(z) g(x)

misto f 1ldx.

%) Pridruji se Kosslera, str. 23—25, ktery definuje a® pfi ne-
celém n jen pro a > 0. Zde je snad na misté mald poznamka. Pro

necelé n byla v Kosslerovd kniZce definovana mocnina z" jen pro
2> 0 (a to je 2" > 0 pro #>0). Definujme jest& pro necelé kladné n
vyraz 0® rovnici 0" = 0. Tim je tedy funkce #" definovédna v inter-
valu <0, o) (aZ do konce této poznamky pfedpoklddam, Ze je n ¢&islo

necelé kladné). V otevieném intervalu (0, o) mé funkece =® kladnou

Jarntk: Uvod do integrdlnfho pottu. 6 81



Z formule (6) plyne specielné pro n = 0
fdx:fldx::t-*l—(: (7

(v intervalu (— oo, ©)) a obecné pro kazdé # + — 1

antl 4 ¢ (8)

fx”dx=n+l

Ppii tom vzorec (8) plati v intervalu (— 00, o), Je li n celé kladné;
plati v intervalu (— oo, 0) i v intervalu (0, o), ]e li n celé zdporné
(n & — 1); a platf kone¢né v intervalu (0, co), je-li n &islo necelé.

Zbyvé vySetfiti ptipad n = —1, t. j. f*- . dedi x>0,
x

je (lgz) =1:2, a tedy

fd—gc=lgx+c
x

v intervalu (0, o0); je-li << 0, je — x> 0 a tedy (Ig (— ) =

fﬂleg(_ch
X

v interv. (— oo, 0). Oba tyto vzorce lze shrnouti ve vzorec

fii;x:lglxl—{—c, 9)

platny jak v intervalu (— oo, 0), tak v intervalu (0, co).

derivaci nz" ! a tedy je & v tomto intervalu spojitéd a rostouci (t. j.
jolli 0 < x; < xy, je z," < x,"; dikaz: podle vty o stfedni hodnoté
(véta 18) existuje & tak, Ze jo 2, < & < &y, 2" — ;" = n&" " L(x,—a,),
tedy z," — z,® > 0). Tvidim nyni: funkce =" je rovné% spojitd zprava
v bodé 2 = 0 (pro kladné necellé n). Dtkaz: budiz déno libovolné

kladné é&islo e. Poloime & = &™, takfe je 0 > 0. Je-li 0 < = < 4,
jo 0 < a < 6" =& T. j.: ke ka¥dému kladnému &islu & existuje
kladné &islo J, majici tuto vlastnost: je-li 0 < x < 6, je 0 < a® < ¢
a tedy | 2" —0"| < e Tim je diakaz proveden.

82



Dovedeme tedy integrovati funkce ax® [pozor na rozdil mezi
piipadem » &= —1 (vzorec (8)) a n= —1 (vzorec (9))], ¢?, a®
(>0, a+1), sinz, cosz, 1:8in2x, 1:cos?z 1 :]/l — 2,
1:(1 + ?). Samoziejmé jest

fode=c (10)

v intervalu (— oo, o), jeZto derivace konstanty je nula. Vzorce
(1) az (10), jichZ budeme &asto uZfvati, je nutno si bezpeénd
zapamatovati.

Poznimka. Tieti vzorec (1) jsme dostali ze vzorce (arctg z)'=
=1:(1 + 2?); pouzitim vzorce (— arccotg z) == 1:(1 4 z?)
bychom dostali obdobné vzorec

dz rccotg x + ¢ (11)
= — & v
fl—l— x? g

(v int. (— o0, 00)). Z tohoto vzorce a z tietiho vzorce (1) plyne,
ze i funkce arctgxz i funkce — arccotgz jsou v intervalu
(— o0, 00) primitivnfmi funkcemi k jedné a té%e funkei 1 : (1 4 x?).
Z véty 57 tedy plyne, Ze jejich rozdil je konstantni, t. j.

arctg * — (— arccotg ) = C.

Konstantu C uréime, dosadime-li = 0; dostaneme C =arctg( -
+ arccotg 0 = 0 + 4n = 4n, takie arctg x - arccotg x = }a, coi
je zndmy vztah (Kossler 68). Neddvd ndm tedy vzorec (11)
vlastné nic nového; z téhoZ divodu jsem neuvddél zvldsté vzorec

d
- — arccos * + ¢
Vl—x2 '

(v int. (— 1, 1)).

V tomto odstavei — a téZ ve dvou nésledujicich odstaveich —
odvodime nékolik vét, jeZ nam casto dovoluji prevésti vypodet
integrala sloZitéjSich na vypodet integrili jednodussich.

Véta 59. Existuji-li v intervalu (a, b) neuréité integrdly funkes
fi(@), fo(2), - . ., fn(%) @ jsou-li ¢y, ¢y, . . ., ¢p komstanly, existuje té%
neurcity integrdl funkce c, f,(x) 4 ¢y fo(x) + . . . + cn fn(x) v inter-
valu (a, b) a jest
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[t @)+ fo(@) -+ - A en fal@)) do=cy [fy() de+ ey fula) dar+
+ ot e [la(@ dz 4 € (12)

v intervalu (a, b), kde C je konstanta.s)

Diikaz. Poloime (v8e stdle v intervalu (a, b)) Fi(z)=
= ffl(x) dz, ..., Fu(x) = f/,,(x) dz, takie je F'yx) = fiyx) pro
t=1,2,...,n Podle znaimych vét d.lferencw,lmho poctu (Kossler

74) je (¢, F (:t) F oo e Fu(2)) = ¢ F'y(a) ...+ on Fla(x) =
=¢f(x)+ ... —}— ¢y fn(2): tedy funkce

e Fy(z) 4+ ...+ o Fp(z) = clffl(x) de+ ...+ c.nff,.(:t) dx
je primitivni funkei k funkei ¢, fi(z) + ... + cn fa(x) a L8 se

tedy od levé strany rovnice (12) pouze o jistou konstantu, jak
bylo dokazati.

Poznamka: Vimnéme si zvld$tnich piipadd rovnice (12):
Jthi@) + @) de = [1y(2) dz + [fo(=) da, [((x) — fla)) de =

—= f f(x) de — f f(x) dz, f ¢ f(z) dz = ¢ f f(2) da
(kde ¢ je konstanta).
) de =

Priklad:
f(3smx——l/2 x3
dax
_3fsmxdx—v2fx”dx+2f =—3cosx—
x4+2arctga;

5) ,,Integraéni konstantu‘‘ ¢ mohu ovSem libovolné zméniti,
zménim-li hodnotu integratni konstanty v integralu na levé strand
rovnice (12); mohu té% dociliti toho, %6 C = 0. My budeme obyéejné
v takovych rovnicich mezi neurditymi integraly tuto integraéni
konstantu vynechdvati a psdti na p¥. misto rovnice (12) rovnici

f(cl @)+ .o ey fulx) de=c f/l(z) de + ... + c”f/”(z) dz.(12)

Této rovnici je ovSem nutno rozumsti takto: zvolim-li libovoln® in-
tegraéni konstanty v integrélech f f(z)de, . . ., f fo(x) dz, mohu
integraéni konstantu v integrdlu f (e fi(x) 4+ ... + ¢, f,(x)) dz zvO-
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(integrac¢ni konstantu budu od nynéjika skoro vidy vyne-
chéavati).

3. Integrace per partes. Véty piedeslého odstavee spocivaly
na vzorcich pro poéitdn{ derivace. Také metody tohoto a nésledu-
jiciho odstavce spodivaji na vzoreich pro poéitani derivace. Vzorec
pro derivovdni soudinu (Késsler 74) ddvd ndm tuto dilezitou
vétu:

Yéta 60. Funkce u(x), v(z) necht maji v inlervalu (a, b) spojité
derivace. Potom jest

fu(a:) v'(z) dz = u(z) v(x) ——fu’(m) v(x) dx (13)

v intervalu (a, b).

Diilkaz. Funkce u(x)v(x) ma v intervalu (e, b) derivaci
w(x) v'(x) + v/ (x) v(x), takie je

u(@) o) = [(u(x) v'(2) 4 '(2) o(2)) dz (14)

v int. (@, b). Funkece u(x), v(z) jsou spojité v (a, b) (jezto tam majf
derivaci, viz pozn. 1 na str. 24); jeito také funkce u'(x), v'(z)
jsou spojité v (a,b) podle predpokladu, jsou tam spojité téz
funkce u(z) v'(x) a «'(z) v(x) (Kossler 60). Podle véty 58 existuji
tedy v (a,b) integraly f u(x) v'(x) dz, f w'(z) v(z) dz. Podle
véty 59 lze tedy rovnici (14) psiti ve tvaru wu(z)v(x) =
= f w(x) v'(x) do + f w'(z) v(z) dz; prevedeme-li v této rovnici
druhy integral na levou stranu rovnice, dostaneme rovnici (13).

Vzorec (13) divd ndm dileZitou metodu k vypoétu neurdi-
tych integrilt, t. zv. metodu integrace per partes nebo metodu
dasteéné integrace. Jak se ji pouzivé, objasnim na pifkladech.

Piiklad 1. Vypoctéte fxe’ dz (v intervalu (— oo, o0)).
Polozme u(x) = x, tedy musime poloZiti v'(z) = e*. Potom je
u'(x) = 1; za v(x) musime vziti néjakou primitivn{ funkei k funkei
v'(x) = €%, zvolme tedy treba v(x) = e* (mohli bychom oviem
té% voliti tfeba v(z) = e® 4+ 3 nebo vibec v(x) = €% 4 ¢, kde ¢ je

liti tak, aby platila rovnice (12'); kdybyeh oviem tuto konstantu
zvolil Jmak nebyly by ob& strany rovnice (12’) sob8 _rovny, nybri
li8ily by se o konstantu. Obdobn$ je nutno rozuméti i viem dalsim
rovnicim mezi neuréltyml mtegraly, v nichZ mtegmcni konstanta je
vynechédna. Doufédm, Ze &tendfi je véc dostateén& jasnd a nebudu
ploto tuto pozndmku jiZ pozdéji opakovaii.
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libovolnéd konstanta, ale to by vedlo jen ke komplikaci vypoétu).
Podle vzorce (13) je

fxe"dx: xe“’—fl .efdx = xe’;—e”= et (x —1).
Piiklad ‘5{ fx2 sin z dx (v intervalu (— oo, o0)). Poloime
u= 2% v =sinz, tedy ' = 2z, v = — cos z; dostaneme

fxzsin rde = — xzcosx+2fxcos z dzx;

zbyva vypodisti integrdl na pravo; poloZme u = z, v' = cos z,
%' =1, v = sin z, takZe

fmcos zdx::csinx—jsinxdx:a:sinx-{—cos z;

tedy celkem
fz%inxdx: — 2% cos x + 2z sin x + 2 cos z.

(Chceme-li se presvédéiti, Ze jsme se pii vypodtech nezmylili,
staéi zjistiti, ¥e je vskutku (— 22cos z -+ 2z sin z 4 2 cos z)’ =
= ?sin z.)

Pi‘iklad\&flg x dz (v intervalu (0, 0)). Poloime u = lg «,
tedy v' = 1(u= 1,%" = lg z by nevedlo k cili, jeZto bychom
neuméli vypodisti v = f lg zdx); tedy ' =1: 2,0 =z,

flgxdx: xlg.r——-fl.dx: zlg e —a.

Piiklad é\ f:zc"ez dz (n celé, n > 0; interval (— oo, 0)).
Polozme pro zkriceni f a"e? dx = I,; zndme tedy I, = f e? dx =e?.
Polozme (je-li 72 > 0) u = a®, v’ = €%, u' = na®1, v = €%, takZe
fx”e" dz = z"e® — njw?““e’ dz, t. j.

I, = x"e® —nl, (15)

(n celé, n > 0). Vzorec (15) ndm dovoluje ,,rekurentné‘‘ uréiti I,:
rovnice (15) niam dovoluje vyjadiiti I, pomoci I,—;, potom
(dosadime-li do nf » — 1 misto »n) I, pomoci I,z atd. aZ na
konec I, pomoci I,; a integral I, zndme. Na pi.: I3 = x%* — 31,
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I,= a%* —2I,, I, =ae*—1.e®. Tedy celkem I;= (2%—
— 322 4 6z — 6) 2.
Piiklad 5. (Interval (— oo, o0).) Poloime

K. — dz
"-—f(l + x?)"

(n celé, n > 0). Znidme K, = arctg z a hleddme tedy obdobnou
rekurentni formuli, jako byla formule (15). PoloZime
1 , , 2nx
= =l U= — =

T (4 ey (1 + a2+t

a obdrzime:

K, =f bz __ = +2nf——”—2—_dx=
(a2 (14 2 (1ot

R e ol e 3 PO Y
(14 22 (L4 z2ntt (14 o)
4 2n (Ky — Kp1);

tedy K,=2x:(14+ 22"+ 2n (K, — K,4+1) & odtud feSenfm
hledany rekurentni vzorec
x 2n—1

Kypt = K, 16
i 2n(l+x2)"+ 2 (19)

(n celé kladné).
Pi{klad 6. f 182 4% (interval (0, c0)). Polozme u = Ig 2,
T

v=1:2 v =1:2 v=Igaz; dostivime

flg—i’ dz = (Ig 2)* -—flﬁfdx. (7)
x x

Zdéanlivé jsme nepokroéili: integral vpravo neni jednodu$$i nez
integral vlevo. Ale ve skutecnosti je pifklad jiz vyfeSen; nebot
z rovnice (17) je mozno hledany integril vypocisti:

2fl—gdx= (lg )3, fl_g_x dz = L(lg x)2.
x z 2
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Piiklad 7. [e?sin xdz (interval (— oo, ©)). Zde vede

k cili podobni myslenka jako v prikl. 6, ale integrace per partes
se musf{ provésti dvakrite. PoloZme jednou u = €%, v' = sin z,
u' = €%, v = — cos z; dostaneme

fe”sinxdx:——e"cosx-k e® cos x dx.

Po druhé polozme u =sinz, v’ = €%, u' = cosz, v = e*: do-
staneme

fe“ sin x dx = €* sin * — | €* cos x dx.5)

Seé¢tenim a odeétenim téchto dvou rovnic dostaneme hledany
integral a k tomu jesté f e® cos x dx:

fe“ sin & dor = }e® (sin x — cos x),
fe” cos x do = }e® (sin x + cos x).

Z téchto prikladd je snad aspon c¢astecéné vidéti, jak se me-
tody integrace per partes uifvd. Obycejné se snaifme dany in-
tegral upraviti na tvar f uv’ de tak, aby integrél f u'v dz byl

jednodus3f nez integrdl dany; dovedeme-li f u'vdx vypodisti,

jsme hotovi (pifkl. 1, 3). Nékdy musime této metody pouiiti
nékolikrate (pifkl. 2), pfi éemz leckdy dospéjeme k uiiteénym
rekurentnim vzorcim (piikl. 4, 5). Pfi takovém rekurentnim
vzorci neni neStésti, vyjadfime-li naopak jednodus$i integral
sloZitéjsim; na pf. v pifkladé 6 jsme integril K, vyjadiili integ-
rély K,, K, 1; pomohli jsme si potom tim, %e jsme z oné rovnice
vyjadiili integrdl K,., integrilem K,. Nékdy dojdeme k ecili
tim, 7e dostaneme ve formuli (13) tenty% integrdl vpravo jako
vlevo (prikl. 6); potom n4m vzorec (13) ddvd rovnici, z niZz lze
hledany integrdl vypoéisti (v piikl. 7 jsme obdobné nasli dvé
rovnice pro dva nezndmé integrily). Mdme-li touto metodou
pocitati [f(x) dw, zdleZf ispéch na tom, podafi-li se ndm vhodnym
zpusobem uvésti funkei f(z) na tvar f(z) = u(x) v'(x); jak se to
v jednotlivych ptipadech déld, tomu lze se nauditi hlavné z prakse;
je proto vhodno vypodisti hodné prikladi toho druhu.

%) Tim jsme tedy dostali dv& rovnice pro dva nezndmé integraly
J € sin z dz, fe’ cos z dz.
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4, Metoda substitudni. Véty o derivovan{ ,,slozenych funkei*
(viz véty A’, B’, C’ na str. 24—25) vedou k dulezité vété pro vypocet
neuréitych integrala:

Véta 61. Funkce f(z) budif spojita v intervalu (a, b); funkce
@(t) necht md v intervalu (x, ) derivaci ¢'(t); pro kaZdé t inter-
valu (x, ) necht hodnota @(t) lefi v intervalu (a,b). Pofom
plati v intervalu (x, ) rovnice

[t@ dz = [1ew) ¢'0) s, (18)

dosadime-li do primitivni funkce, kterou ndm predstavuje integrdl
na levé strané, @(t) za z.

Ditkaz. V intervalu (a, b) polozme F(x)= f f(z) dz.?) Nage
véta nyni tvrdi, Ze v intervalu (x, §) je funkce F(p(t)) primitivnf
funkei k funkei f(p(t)) ¢'(t). To plyne viak okamiité z véty B’
na str. 25. Nebot funkce ¢(t) md derivaci v int. («, 8) a funkce
F(z) ma derivaci F'(x) = f(x) v int. (a, b); pro kaZdé ¢ intervalu
(x, B) lezi hodnota funkce ¢(t) v intervalu (a,b). Tedy podle
citované véty B’ md funkce F(p(t)) v intervalu («x,f) derivaci,
jejiz hodnota je F'(@(t)) ¢'(¢) = f(p(t)) ¢'(t); tedy je vskutku
funkce F(p(t)) v intervalu («x,p) primitivni funkei k funkei
f@@®) ¢ ().

Poznamka. Vzorec (18) se pamatuje velmi snadno: abychom
z integralu f f(z) dz, ktery stoji vlevo, dostali integril vpravo,

dosazujeme predeviim do integrované funkce f(x) za z podle
rovnice

z = g(t); (19)
za druhé dosazujeme formdlné za symbol dz podle rovnice
da = ¢'(¢) d¢; (20)

viimnéme si, Ze je to pravé rovnice, kterou dostaneme diferenco-
véanim rovnice (19). Vysledek je rovnice (18), kde vlevo je funkce
proménné z, vpravo funkce proménné ¢; rovnice tato je (jsou-li
splnény predpoklady véty 61) sprdvnd, dosadime-li do levé strany
za z podle rovnice (19). Cely postup se tedy redukuje na mecha-
nické dosazovéani (Gili ,,substituci’‘) podle rovnice (19)8) a proto
se metodé, obsaZené ve vété 61, rikd ,,metoda substituéni.

7) Tento integral existuje, jeZto f(x) je spojité v (a, b); viz vétu 58.
8) Ale nezapomerite nikdy dosaditi také za dx podle rovnice (20)!
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Vzorce (18) muZeme uiiti dvojim zpusobem.

1. zpilisob. Mime vypocisti f flp(t)) ¢'(t) dt. Jsou-li splnény
predpoklady véty 61, miZeme vypocet prevésti na vypodet
integrdlu f f(z) dz. Dovedeme-li vypoéisti tento integrdl, t. j.
dovedeme-li nalézti funkci F(z), jeZz je primitivni funkef k funkei
H(z), je predloZeny integrdl vypoéten; postup vypodtu lze na-
znaditi struéné takto:

[it@®) ¢'t®) &t = [(z) dz = F(a) = Fig().

Priklad 1. fsin"tcostdt") (interval (— oo, 0)). Na prvni
pohled je patrno, Ze cos ¢t dt je diferencidl funkce sin ¢. Zavedeme

proto substituci x = sin¢ a mame (predpoklady véty 61 jsou
ziejmé splnény):

ok

fsinatcos tdt = fx" dx = }xt = §sinti.

Priklad 2. f(l + 2)® x dz') (interval (— oo, 0)). Vidime:

z dx je (aZ na schdzejici Cinitel 2) diferencia;wlem funkce 1 + x?%;
poloime proto 1+ z*= u, 2xdx = du a poéitejme (uvaime,
Ze je zde stdle u > 0):

a) pro n = — 1 jest f(1+ ) rxdr= %f(l—!— z?)" . 2xdx =

n+1 2\n+1
— g furdu= = T
2(m+1) 2@+ 1)
b) pron—=—1 jest =32 L[ _ 1y iu=
14 a2 2 2 .
::—;—lgu:lg]/;:lgl/l—i—xz.

sin
interval, v ném? sin «# se nikdy nerovnd nule; provedme vypodet
pro jednoduchost v intervalu (0, 7).11) Je sin = 2 sin 4« cos }a;

d
Priklad 3. f Y . Zde musime se omeziti na néjaky

?) UZivdm obvyklého oznadeni- sin® z, cos™ z, lg" z misto
(sin x)*, (cos z)*, (lg z)® a pod. )

19) Integraéni proménnou znadim zde z a nikoliv ¢; volim imysiné
rGizné oznaleni pro integr. proménnou, aby si étenaf na to zvykl.
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zavedeme-li tedy %x—-t u}dx d¢ (tedy 0 <t < }n), mdme

_ - dt 1 dt
sin 2 sin § cos $x sintcost tg ¢ cos? t

Ale dt:cos?t je diferencidl funkee tgt; zavedme tedy tgt = u
(tedy w > 0), dt:cos?t= du; dostaneme

dx de du
= = | —=lglu/=1gu=Igtgt=Igtg i
sin o tg t cos?t u

2. zplisob. Mime vypodisti f f(z) dx; snaZime sc prevésti
tento integrdl substitucf z = @(f) na integrdl f flgp(®) ¢'(t) de,
ktery mize byti jednoduSsi neZ integrdl f f(x) dz. Abych véc
utinil prehlednéjsi, vyslovim vysledek jako zvladitni vétu, ad
v podstaté jde opét jen o vétu 61.

Napred viak musime pfedeslati jednu pozndmku. Budiz ¢(t)
funkce, definovand v intervalu («,); kdyZz ¢ probihd interval
(«, B), necht hodnota ¢(t) nabyva vSech hodnot jistého intervalu
(a, b) a Zddnych jinych.1?) Potom tedy kazdé hodnoté z intervalu
(a, b) odpovidd aspori jedna hodnota t intervalu («, ) tak, Ze

plati rovnice
olt) = 2. (21)

Vyberme pto kaZzdé z intervalu (a, b) jednu hodnotu ¢ intervalu
(o, B) tak, aby platila rovnice (21)'3); potom toto ¢ bude funkei
proménné z, definovanou v intervalu (a, b); oznaéme je znakem
y(z); hodnoty funkce y(x) lezi oviem v intervalu (x, 8). Pro kazdé
z intervalu (a, b) bude pak splnéna rovnice (21), dosadfme-li do
nf za ¢ hodnotu p(x); t. j. pro kazdé x intervalu (a, b) je p(yp(z)) = 2.

" Zvl4sté jednoduchy piipad je ten, Ze funkce @(¢) (nabyvajici
v intervalu («, ) v8ech hodnot intervalu (@, b) a Ziddnych jinych)

1) Doporuéﬁjl &tendfi, aby jako cvibeni ukdzal, Ze v kaZdém
intervalu (kn, kn + n), kde k je libovolné celé &islo, jest f dz

sin :1:
=lg|tg}z | = lg (— D" tg }=).

12) To znamend: 1. je-li ¢ libovolné &fslo intervalu («, f), leZi
hodnota ¢(¢) v intervalu (a, b); 2. je-li naopak z libovolné &fslo inter-
valu (a, b), existuje aspoti jedna hodnota ¢ intervalu («, B) tak, Ze
e ¢(t) = =.

'13) Existuje-li ovSem jen jedna takova hodnota ¢, odpada vybér.
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je bud rostouci nebo klesajici v intervalu («, §).14) Potom totiz
funkce @(t) nemiZe nabyvati jedné a téZe hodnoty pro dvé rizné
hodnoty proménné ¢ z intervalu (x, 8); tedy ke kazdé hodnoté x
intervalu (@, b) existuje jedna a jen jedna hodnota ¢ intervalu
(«, f), pro kterou plati rovnice ¢(f) = x. Tato hodnota ¢ je tedy
funke{ proménné z

t = yp(z), (22)

definovanou v intervalu (a, b),a tuto funkei p(z) nazyvime, jak
vite, funkei inversni k funkei @. Rovnice ¢(f) = x spolu s pod-
minkou, Ze t lezi v intervalu («, £), je potom splnéna tehdy a jen
tehdy, leZi-li z v intervalu (e, b) a plati-li rovnice (22).

Nyni mizeme jiz vysloviti ohldSenou vétu:

Véta 62. Funkce @(t) necht md derivaci v intervalu («, f);
kdyZ t probihd interval («x, ), necht hodnota @(t) nabjvd prdvé
vdech hodnot intervalu (a,d) a Zadnych jingch. Definujme
funkei y(x) v intervalu (a, b) tak, aby pro kaZdé x tohoto intervalu
platila rovnice (21), kdyZ do ni za t dosadime y(x).15) Funkce f(x)
budif spojita v intervalu (a, b). Potom je v intervalu (a, b)

[t2) dz = [1e@) ¢'®) dt,

poloime-li v primitivni funkci, kterou nam piedstavuje integrdl
vpravo, t = y(x).

Poznimka. V praksi se zvl43té dasto vyskytuje ten piipad,
Ze funkce ¢(t) je bud rostouci nebo klesajici v intervalu («, f);
potom ovSem funkce y je prosté funkei inversni k funkei ¢.

Dikaz. Budiz Q(z) néjakd primitivni funkce k funkei f(z)
v intervalu (@, b), t. j. necht plati G'(z) = f(x) v intervalu (a, b)
(existence funkce G(x) plyne ze spojitosti funkce f(x), viz vétu
58). V intervalu (x, f) je (protoZe hodnoty funkce ¢(t) lezi v (a, b),
viz vétu B’ na stri25)

% (Gp(0) = G't) ¢'(0) = f@®) #');

funkce G(p(?)) je tedy primitivni funkei k funkei f(gp(?)) ¢'(?)

14) O funkei f(z) Fikdme, Ze je rostouct v jistém intervalu (ne-
musi to byti zrovna interval otevieny), ma-li tuto vlastnost: jsou-li
x;, ¥3 jakékoliv dvé ¢&isla tohoto intervalu, pro néZ je z; < %, je
/(z;) < f(z,). Nahradime.li posledni nerovnost nerovnosti f(z;) >
> f(z,), dostaneme definici funkce klesajict.

18) Viz to, co jsme Fekli pfed vétou 62.
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v intervalu (x, ). Budiz H(t) libovolnd primitivn{ funkce
k funkeci f(q)(t))qo () v intervalu («, 8) (existenci takové pri-
mitivni funkece jsme préve dokéazali, nebot Q(¢(t)) je takova
primitivni funkece); t. j. budiz

H) = [He®) ¢'(t) di

(v int. (x, B)).

Mame dokdzati, %e funkce H(y(x)) je v intervalu (a,b)
funkef primitivnf k funkei f(z).

Jezto funkce G(p(l)) je — stejné jako funkce H(t) — pri-
mitivni funkef k funkei f(p(t)) ¢'(t) v (x, ), jest (podle véty 57)

Glp(t) = H(®) + (23)

v int. (&, B), kde ¢ je konstanta. BudiZ x libovolné ¢islo intervalu
(a, b) a polozme ¢t = yp(z), takie je x = @(t) a t leif v intervalu
(x, B); z rovnice (23) plyne pak
G(z) = H(p(x)) + ¢;

tato rovnice plati v celém intervalu (a, b). Jeito funkce G(x) je
primitivni funkei k funkei f(z) v (a, b), platf oviem totéz o funkei
H(y(x)) = G(x) —c, jak bylo dokdzati.

Pouiiti této véty se opét snadno pamatuje. Chei vypoéfsti
f f(z) d; substituci x = ¢(f) dostanu f fl@(t)) ¢'(t) dt; predpokla-

dejme, Ze tento integral dovedeme vypoéisti — tento integral
je tedy jistou funkef H(t); zavedeme-li do této funkce H(t) opét x

podle rovnice ¢ = ¢(z), dostaneme hledany integrdl f f(z) dz =
= H(p(x)) (jsou-li oviem vSechny podminky véty 62 splnény).
Strucéné lze zndzorniti postup poétu timto schematem:

[it@) dz = [H@(e) ¢'(t) dt = H(t) = H(p(x).

Priklad 4. o (interval (— oo, o0)). Zavedu x=2¢
z2 44

(tedy t = 1}1), dr=2dt; 224 4 =4 (124 1), takze

2 d¢ 1 1
=— arctg { = — arctg — .
z? —l— 4 4 (24 2 2

Priklad 5. f——L (interval (— o0, 00)). Poloime z =
l/a:2+l
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= cotgt (0 < ¢t << m). Probfhd-li ¢ interval (0, ), probfhd cotgt
vskutku klesajic pravé cely interval (— oo, ). Jest pak (jeito
sint > 0)

— |/ coszi___‘ sin?¢+cos2¢ | 1 [ 1 ’
T+ __l/l—l_sinzt sin2¢  |sint | sint
dt C
dr = —- ; tedy (viz prikl. 3)
sin%¢
dzx dit t 14
— = —lgtg— =Igcotg—; (24)
l/l—{—:)c2 fsint gg2 8 g2

do poslednfho vyrazﬁ musime za ¢ dosaditi pi‘iéluénou ‘inversn{
funkei, t. j. ¢ = arccotg # (Kossler 68), takZe

d 1
- lg cotg | — arccotg x (25)
V 14 22 2
(v int. (— oo, o0)).

Ale vysledek 1ze psiti v jednodu$§im tvaru. Podle rovnice (24)
je nadi tlohou, vyjadriti funkei lgcotg 4t pomoci z; je viak
x = cotg ¢, takie v podstaté jde o to, vyjadriti cotg 3¢ pomoci
cotg t. Jak zndmo z goniometrie, je
cotg? 4t —1

2 cotg 41

odtud pak (cotgit)2—2zcotg4t—1=0, coz je kvadratickd
rovnice pro cotg 3#; feSenim dostaneme cotg §t = » + V_x’——{——l.
Které znameni platf? Jest 224+ 1 > 22> 0 a tedy 1/522 +1>
>V-z'—2= |2 |; je tedy‘]x[<VxT—i:—1_, a tedy x——l/xz—i— 1 <
<0< z+ VF—{——I Jeito je 0 <<t <<idm, je cotgit>0;
nemuze tedy byti cotg 4t = x—l/w2+ 1 a tedy je cotg 3t =
=z Vx—2+—l Podle (24) je tedy

dz -
— =g (x x? 1

f Tt et Var+1)

(v int. (— o0, 0)), coZ je hledany vysledek. Srovnidnim s rovnicf

(25) plyne, Ze je lgcotg (4 arccotg x) = lIg (x 4 VF—F]) +e,
kde ¢ je konstanta; dosadime-li x = 0, dostaneme, Ze ¢ = 0.

x = cotgt =
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Odlogaritmovinim dostivdme pak rovnici cotg (} arccotg x) =
=z sz 1, kterou bychom ov3em mohli jednoduieji od-
voditi pfimo.1%)

Nisleduje nékolik pifkladi na metodu substituén{ v jednom
nebo druhém tvaru.

Piiklad /o/ _9% (440, intervaly [— oo, — 2
ax+ b a
a (——- %, oo)) Poloime ax + b=1t, adx= d¢, tedy

dx 1 fde 1 1
=—|—=—1lg|t|=—Iglaz+b]|
fax+b | 7= kltl=1lsl |

Priklad 7. Predesly piiklad je specidlnim pifpadem integrilu
’/(rm; + b)dz (a == 0). Substitucf ax + b =1¢, a dx = dt dosta-

neme ff(ax + b)dx = a! ff(t) dt. Zndme-li ff(x) da = F(x),
bude tedy
bd—1 tdt—lF!——lF' b
ff(ax+ ) x—;f/() = — F() = — Flaz +b)

Tedy: z integrilu f f(x) dx dostaneme ihned f flax 4 b) de,
piseme-li ve funkei F(x) = f f(x) dx vyraz ax + b misto x a délf-

me-li ¢islem a. Tohoto obratu se velmi ¢asto uZivd, a nebudu
jej proto piisté podrobné uvidéti. Na pf.

f62’+3 dx = 4e?2+3, fcos 3z dz = § sin 3z,
da 1 .
———— = — arcsin 2z,
J1=422 2
1
f(—x+ 2 ds = —— (— 2+ 2

atd. Ctendf necht si v tomto a v ndsledujicim pifkladé sim roz-
vaZf, v kterych intervalech uvedené vysledky plati.

18) Vlastné jsme toto pfimé odvozeni jiZ pFed chvili provedli.
Najde to &tendai?
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Pifklad 8. Casto se uZiva tohoto obratu: =) dx podita-

: H(z)
me substituci f(z) = ¢, f(z)dz= dt, -);_((3;-) dz = .fl_t_ ==
x t
=lg|t|=Ig|f(z)|. Derivovanim snadno zjistime, Ze tento

vzorec plati v kazdém otevieném intervalu, v némz f’(x) existuje
a v ném? je stdle f(z) = 0. Na pi.:

2
x?dx :.___ 3x2dx =-1—1g|x3+l|;
2?4+ 1 B4+ 1 3
ftgxdx-—fsmx i‘—s—l-n—:‘fda:z——lg|cosix ;
cos x cos x

fcotgzdx:f - dx::lglsinxl.'
sin z

Priklad 9. f Az+ B dz; pii tom necht je =
(2 + pz + g
celé kladné a rovnice z2? 4 px + ¢ = 0 necht neméd redlnych
kotenu, takie jmenovatel (2 -+ px + ¢)* je razny od nuly pro
viechna redlnd z. To nastane — jak vite ze stfedni Skoly —
tehdy a jen tehdy, je-li $p?— g << 0. Integrdl budeme hledati
v intervalu (— o0, ). Derivace vyrazu 22 4 px + ¢ je 2z 4 p;
upravme tedy dany integrél takto:

Az —I— B f 2x + p do &
(2® + px + @)* (x”-l-pz-i-q)"
* ( 2 )f(rv2 + px + )" (26)

(to je pravda, nebot Az -+ B = }4 (2z + p) + B— }4p).
V prvnim integrdlu provedme substituci 2% + px + ¢ =1¢,
2z + p) da = dt, takie je
2t P dz = 4

(x? 4- px + )" "

tento integrdl dovedeme vypodisti.

>

£oo: dt
Druhy integril snazime se pievésti na f —_— ktery téz
(¢

1)»

umfme vypodisti (viz odst. 3, piikl. 5). To provedeme takto:
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prvni dva ¢leny trojélenu x? + px + ¢ doplnime na détverec
dvojclenu prvniho stupné, t. j. piSeme 22 4 px -+ ¢ = (x + 1p)24-
—qg—3pt=(x+ Lp)2-|— r, kde klademe r = ¢ — 1p?; je ovéem
r > 0. Vyraz (z 4 4p)? + r se snazime uvésti na tvar ri2 { r ==
=7 (*+ 1); toho dosihneme substituci z -+ }p= Vr t (Cl]l

x = Vr t—1p), de = Vr d¢ (odmocnina nim nevadi, jefto je
r > 0). Dostavdme tedy a2+ px + g = ri2 + r = r (12} 1) a tedy

 da f /7 at _ f
@+ potap = J m@Er - w3 @erp

tim je tedy téZ druhy integral z rovnice (26) pfeveden na integral
zndmy.

5. Integrace per partes a metoda substituéni pro urlité
integraly. Metody integrace per partes a metody substituéni
miZeme uZfti také piimo pro integrily urcité. Odvodim dvé pii-
slu$né véty:

Véta 63. Funkce u(x), v(x) necht maji v {a, b> derivace u'(z),
v'(x),17) jeZ jsou spojité v {a,b). Potom jest

b b
/u(x) v'(x) de = u(b) v(b) — u(a) v(a) ——fu’(:c) v(z) da. (27)

a a
Poznamka. Rozdil f(b) — f(a), ktery se zde i v dal&im dasto
vyskytuje, znadime pro zkréceni téz [f(x)] nebo jesté kratceji

[/(:c)]a, tedy na pf. [sin x]o = gin %n——smO =1, [:t:z]1 =
=22 —12=23, [u(x) v(z)]: = u(b) v(b) — u(a) v(a).

Diikaz. Z existence derivaci plyne spojitost funkef u(z),
v(z) v intervalu {a, b) (viz pozn. 17); tedy existuji integrily
b b

/'u(a:) v'(m) dz, f ' (x) v(z) dx (viz vétu 47) a podle véty 33 je

«

17) Znakem u () a slovem ,,derivace‘ rozumnm zde pro z = ¢
derivaci zprava u’ +(a), pro = b derivaci zleva u’_(b), pro a <7 <
< b pak vskutku denvacn u'(xz). Podobn& pro funkei v'(z).

Poznamenejme: jeZto funkce u(x) mé derivaci v ka¥dém bodg
intervalu (@, b) & mimo to derivaci zprava v bodd a a derivagj
zleva v bod8 b, je podle pozndmky 1 na str. 24 funkce u(z) spo-
Jith v int, (a, b) & m'mo to spojitd zprava v bodd a a zleva v bcd® b,
t. j. u(x) je funkce spopta v intervalu {a, b>. Podobn& funkce v(a:)
je spojitd v int. <a, b .
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b b

]
fu(x) v'(x) da + [/ (x) v(x) dx ::.-f(u(x) v'(x) + w'(x) v(z)) da. (28)

Funkee u(x) v(x) je spojitd v intervalu {a,b)> a mi v kazdém
bodé otevieného intervalu (a, b) derivaci u(x) v'(x) + %'(x) »().
Podle véty 48 je tedy

b
j(u(x) v'(2) + w'(x) v(x)) da = u(b) v(b) — u(a) v(@). (29)
[}
Ze vzorcu (28), (29) plyne vSak okamiité hledany vzorec (27).
Poznamka. Vzorec (27) plati —za obdobnych pfedpokladu —
téz tehdy, je-li @ > b. Nebot vymenim li v tomto vzorci @ a b,
zméni obé strany pouze své znameni.
Priklad 1. f:v2 sin z dz; poloime = a?, v = sina,

0
n

. T
u = 2z, v = — cos «; dostaneme f 22 gin x de = [— a? cos x] 0 +
0

T T

+ 2]x cos x do = 72 - 2‘}:1:008 zdz. Polozme nyni u=ua,

4

. . T
v’ = cos &, u’ == 1,v = sin x; dostanemefx cos z dx = [ sin x]o——

0
sin « de = 0 -+ [cos :1:]2: — 2. Tedy celkem [xz sinxda =
J .
=n%—4.
in
Priklad 2. Poloime [, = j sin® z da (n celé, n = 0). Pro
0

n > 1 poloime u =sin*1z, v =sin z, v’ = (n —1)sin” 2 x cos ,
v = —cos z, takZe je

in
I, = — [sin®—! 2 cos a;]é‘n + (n— 1) [sin®» 2 cos? xda =
o
—l)fsm"—'2 z(l —sin?ayde = (n—1)I,_o — (n— 1) I,
~ ;» .
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tedy
y n—1

In .

nly == (n—1) In_g, In== 2
7 této rekurentni formule plyne ihned pro sudé » >1 (n = 2m,
m celé kladné)

O9m—1 2m—3 2m—>5 1

— o=y
2m — 4 2

Tom = :
2m 2m — 2

a pro liché »n >1 (n= 2m + I, m celé kladné)

2m 2m — 2 2m —4 2
P
2m +- 1 2m—1 2m—3 3

Tyto dva vzorce ndm okawzité ddvaji I, pro kazdé celé n =~ 0,
nebot I, a I; dovedeme vypodisti:

in . in
I :fdx = [x];’)” == im, Iy == ‘/sin xdzx == —[cos :v]i" w2 1L
0 0
0O metodé substituéni pro urcité integrily jednd tato veta:
Vita 64. Funkce @(t) necht mdi v intervalu {«, B> spojilon
derivaci ¢'(t) (pfi dem?Z slovo ,derivace’* a znak @'(t) nechf pro
t = o znamend derivact zprava a prot = f§ derivact zleva.18) Funkee
f(x) necht je spojitd v intervalu (A, B> a pro ka#dé t intervalu
{, B budié A < (t) < B. Polotime-li a = q(x), b= q(f), jest

b 8
[12) d= = [1(@) ¢/ ) at. (30)

Poznimka 1. Zde jsme mluvili o intervalu (w,f3), takio
jsme predpoklddali o << f8; ale také pro « > f plati vzorec (30)
za prisludnych piedpokladd: nebot ve vzorei (30) vlevo i vpravo
muZeme vymeéniti dolnf integradni mez za horni a naopak (ndso-
bime prosté obé strany dinitelem — 1).

Poznimka 2. Vzorce (30) muZeme pouZiti bud k vypodtu
integrélu vlevo, zndme-li integrdl vpravo nebo k vypoétu integ-
rélu vpravo, zndme-li integral vlevo. Mechanismus je stejny jako
u neurd¢itych integralii, jen musime dati pozor na to, Ze se také

18) Funkce ¢(t) j» tedy spojitd v intarvalu {x, f); viz ohdob-
nou uvahu o funkel u(z) v poza. ¥7) pod &arou.
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meze méni podle substituce x = @(f), totjy ¢ .= #la), b= g(p).
Zde musime diti vidy pozor na to, jsou-li podminky véty splnény:
u neurditych integrdld miZeme se po vypostu dodatedné derivo-
vanim presvédditi, zda jsme sprdvné poditali; u uréitgch integrala
tuto moznost zkoudky nemdme.
Ditkaz véty 64. Jeito funkee f() je spojita vintervalu 4, B,
B

existuje podle véty 47 integrdl f f(u) du. Polorme
A

F(x) r:jf(u) du; (31)
A

podle véty 45 (a podle poznimky??) pod darou k vété 45) je
funkee F(z) definovéna v intervalu {4, B) a m4 v tomto uzavre-
ném intervalu derivaci F'(x) = f(x) (pfi éemZ oviem znak F'(4)
znadi derivaci zprava v bodé 4 a znak F'(B) znaéi derivaci zleva
v bodé B). Jeito funkce g(f) m4 derivaci v int. {x, £>,1%) a jeito
hodnoty funkce g(t) leif v intervalu (4, B), md funkce F(p(t))
podle véty C’ na str. 25 v int. {w, ) derivaci F'(p(¢)) ¢'(t) =
= f(g(t)) ¢'(t) (v bodé t = « rozumim slovem ,,derivace’ opét de-
rivaci zprava, v bodé ¢ = f derivaci zleva), Funkce F(p(?)) je tedy
spojitd v intervalu {x, $>%9) a m4 v kaZdém bod¢ otevieného inter-
valu(x,B) derivaci /(p(t)) ¢’ (t). Funkee f(@(t)) ¢ (t) je spojitd v interva-
’ 8

luda, B>?) a tedy existuje integral f fl@(®) ¢’ () de (podle véty 47).
Podle vety 48 je tedy )

ﬂ .

[te®) ¢/t dt = F(g(p) — Fgp(a) = Fb) — F(@)  (32)

(nebot @(x) = a, @(f) =b). Ale podle (31) je (jezto hodnoty
a = p(«), b= @(B) lei v intervalu {4, B))

b a b
P(b) — F(a) = [w) du —f(u) du = [#(w) du;
A4 A a

1%) V bodé « zprava, v bodé f zleva. .

20) Viz obdobnou uvahu o funkei u(z) v pozn. ') pod Earou.

21) Nebot ¢(t) je spojitd v <a, 8> & nabyvé jen hodnot inter-
valu ¢4, B> a funkce f(z) je spojitd v (4, B); tedy funkce f(g(t))
je spojitd v (&, B> podle véty O str. 28 a funkee ¢’(?) je spojitd
v {a, py podle predpokladu.
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dosadime-h z této rovmce do pravé strany rovnice (32), dostivime
b

rovnici (30), nebot f fu) du = / f(2) da.

1
. dx
Priklad 3. f ez === s g kusme substituei Vx’—l- l'c~$~1-

V2 sz 1
= 2 + 8, tedy
.
2?4 3x 4+ 1= a? 4 2xt 4 12, x::; 9" (33)
3 __ o
— 2% 6t — 2
do=- dt.
(3 — 2!)2

Z rovnice ¢ = V:cz + 8z + 1 — x plyne: pro & =0 je t == 1, pro
x=1 je t= V.)— 1. Zkusme, json-li splnény viechny pied-

2—1 —
poklady: mime zde @(t) = Py ; to je v intervalu (1, V."i — 1
—2t
tunkee rostouci (nebot ¢itatel 2 — 1 je nezdporny a roste, jmeno-
vatel 3 — 2t je kladny a klesd), majici v tomto intervalu spojitou

derivaci. Pro t=1 je ¢() =0, pro t:l/g——l je ¢(t) - =

5—2)5+1— _
= 3. l; 51/_;__{_ 5 1 = 1, takZe pro kazdé ¢ intervalu {1, ]/ 5—1>
je 0 ¢(¢) < 1. Funkee f(z) =1: sz 3z 4 1 je pak v inter-
valu <0, 1) s spojitd. MuZeme tedy pouZiti véty 64.22) Musime

jesté do sz—i— 3z + 1 zavésti proménnou f; sz + 3z 4+ 1=

2 —1 — 43 —1
=rx4+t=- --Ft=—-- " Tedy
3—2 3—2t

1 V5—1
dx _ 3—2 — 4 6 —2
Vﬂ+3m+f —2 4 3t—1  (3—2)
1

zzfmﬂ—z Zpya mﬂ”‘ —lg|3—2)5+2(|=

22) P¥ipomenime, Ze pro naSe hodnoty ¢, z plyne z druhé rov-
nice (33) prvni rovnice (33) a z této rovnice odmocnénim rovnice
V:t;’ + 8z + 1 = x + ¢ (znamen{ je totiZ sprdvné voleno, jeZto ob®
strany jsou kladné); miZeme tedy této rovnice — z ni% jsme vlastné
vysli — skuteénd pouZiti p¥i provéddéni substituce.
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]/5+2 !

- o 1 _ 2)/5
=—lgl5(/F—2)=1g Gl 5 - (1+ i )

1
Piiklad 4.23) f e 1; podle vzoru piikl. 9, odst. 4

22+ x+
—1
pifeme z*4+ x4+ 1= (x+ §)%?+ } a klademe x4 } = §V3t
de=1} Vf—fdt, takie 224 x4+ 1=3%(2+1). Je t= 2_90_-; 1
a tedy plati: roste-li  od — 1 do + 1, roste t od — 1 : V‘—&— do V§
Tedy
1 V3 .
= [ — . ——Vﬁ—dt = __[arctg 1&]1/3 =
+ + 1 f 2 V V‘i
—1 1 !
“l/'i_
T 1
‘ V3 V3
Piiklad 5. __1:(_191_3_; substituce x2 + 1 = ¢; roste-li
(a2 + 1)
1
ol 1 do 2, roste téz t od 2 do 3; ddle je 2x da = d¢ a tedy
2 5
~zdr dt 1P 1 1
@+t 2 ) d Vel Ve V5
CVICENT 24)
M wde = EFY g, 2t o 1:
te | " lgade = pran llt_\.r T ]—)—2(110" £ 1;
pripad n = — 1 hyl vyfeSen v odst. 3, piikl. 6).

2, f avetg r do = waretg . — 3 lg (1 + «2).

8) V piikl. 4 a 65 prenechdvam podlobné vySetfeni podminek
Gtendfi.

24) P¥i neurditych integrdlech necht &tendf sam uvéii, ve
kterych intervalech uvedené vysledky plati.
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3. [ arcsin  dz = x aresin z -+ JT-- 22
4. Z vysledku odst. 3, piikl. 4 odvodte pro celé =n > 0

. n—1
’ W da o nte® (Z_”__ _i—_ "
n!  (n—1)!
:l:n-—2 ( - l)”"—l . ”)
o o O )
(n—2) ¥ +( 1

5. Polosne 7, =f z" cos £ dz, K, = fz"‘ sin @ da; potom je

I = a"sin ¢ — nkK,

n K, =- 2"cosax + nl

n—1 By n—1-

Vypoctéte z téchto vzoreh tfeba Iy,

. in in
6. Pro n 20 poloZme I, = [ " cos zdw, K, = f a™ sin x da ;
0 0

z vysledku pfedchdzejfeiho cvideni odvodte vzorce (pro n = 2)

n—1

Iy = G n (=1 I, g Ky =n @@ n DK,

Odtud na p¥f. pro sudé n > 0
I, = Ga)" —n(n—1) ()" +

+n(n—1)(n—2)(n—3) Gu)"t— ... 4 (- 1)} .0l (}n)
QOdvodte obdobny vzorec pro liché n > 0 a téZ pro K, (pfechod
ke K, je snadny, nebot pro n =1 je K, = nl, ;).
9. Z odst. 3, pFikl. 7 znate vzorce ’

T sin x de = 1% (sin £ — cos x e¥ cos xda = 1€% (sin - 4 cos x).
2 ’ 2
PoloZime-li

1, = fx" ¢ sin x dx, K, = f 2" " cos x dw,
plati
I, = ja”* (sin @ —cos ) —yn (I, - K,_4),
K, = 3a"” (sinz + cos x) —in (I, _, + K, ).
Jeito Iy, K, zndme, dovedeme vypodisti J,,, K, pro kaZdé celé n > 0
(provedte to pro néktera n).
8. PaloZme I, = f sin™ z cos™ x dx; odvodime vzorce, kte-
rymi je moZno vypoéisti I,, . pro vSechna celd m, n. PoloZime-li

(m + 1)sin™ zcos z = w/, cos®™ !z = ¢, madme ihned

() (m- I, , = sin™t! z cos™ L & + (n—1) L r0yn—o-
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i1 i v sin2 = - 2. 4 .
Utijeme-li vztahu sin@ = 1-- cas?w, méme I, o o=, o
= Ay A tedy

(8) (m + n) L, =sin™ ! zcos™ Pz 4 (- 1) T,

PiSeme-li v () m, n misto m 4 2, n— 2, mame
») - - DI, onig= sin™ 1 g ool 4 (0 4+ 1) Lo

a odtud podobnd jako pred tim

(9) (m-+n)l, , =-— sin™ 1 z cos"tl @ 4+ (-~ 1) I, o

Ze vzorct (), (8) plyne: jeli m + n = 0, lze I, . vyjadiiti integra-
lem 1, . o nebo I, . .: &teme-li tyto vzorce pozpétku, vidime:
je-li n+1 == Oresp. m + 1 = 0, lze integral I, vyjadFiti integré-
lem I, .o rosp. I, .o .. Tedy lze kaZdy integral I, . vyjadfiti
ondmi integraly I, ., kde m a n jsou rovny n&kterému z &isel 0,
1, -—- 1. T&chto 9 integriltt v8ak dovedeme vypodisti, viz ndsl. evideni.

9. Io,0, To,1, 71,0 zndme; I11 =f sin z cos x dz = } sin? &;

dz 1 de
11— _fsin:ccos:v— tgxcosz lgltg s

teva = f 555 = iy = e e
—1,0 © J sin @ 2sm1:ccos1’c gltg3els

dz
Tor—1 =fco‘i = [= T = Bl G + s

__ [sinz o= —1 _ cos:z:‘ —1
Iy, == cos @ z=—lglcosx|; I_;,= dx g |sin z |.

10, Ze vzorel cvideni 8 a 9 odvodte

ginz ., 1 (sinfx . . - .
fm(lw—-f(m‘l‘snl :l:-{-%Sln x + Hsin @ —-
—blgitg(d =~ + :t)l)

in in in

sin? z dz
sind & cos? x dx = n*f——dx: ; —_— = 4,
f ¢ 7 cost L costz B
0 0 0

11. Ze vzorce tg" z = tg" 2z . LI tg" % plyne pro n + 1

cos? x
1
ftg"a:dz=n__

1 tg e — f tg" 2 x da.
Tento vzorec je obsaZen jako specielni p¥ipad v jednom ze vzorcu
(@), (B) (¥), (8) (cvié. 8); Vv kterém?
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12. Integral 1, .= [ sin™ x cos” & da z cvident 8 Ize jestd jinak
potitati, je-li aspoii jedno z &isel m, n liché., BudiZ na pf. n =2k + 1

liché. Substituce sinz = ¢, cos?z = 1 — 12 davé
f sin™ x cos®tl g de = f " (1 - 19)F de.

Tim je vypodet pieveden na vypolet integralu raciondlni funkee
(je-li oviem m, k celé); integraly raciondlnich funkei nauéime se
obecnd poéitati v kap. IV. Zvla§td jednoduchy jeo pripad & > 0.
Provedte obdobnou tvahu pro m liché.

13. Podle metody cvié. 12 vypodtite

cosd x 1 1
f’o Az = — pom— + 3o
sin® z 58in®xz ' 3sindx
fsin5 x da 1 1 + 1
cos’xz =~ Gcosbx 2costz ' 2costa

f sint x cos® ¢ dx = 1 sin® & — } &in” .

14, fvl —xtdr =} () T2 + arc sin x).

2

Navod: integrujte per partes; v integrdlu vpravo piste i £ -z
— VT
==
15. f -—L——-_z_ = -— arcsin 1 substituce z = —l-) (PFi
z)zr—1 x t
vypottu davejte pozor na to, %e je Vﬁ = | a |; v kterych intervalech
plati odvozeny vzorec?)
5

4
16. f e _d_z_ = %n (substituce z — 1 = «a potom
Vi Fz—a
4

t = %V?}_u).
1

17, f—-ﬁ-—— = -1—__(substituce i—= = t)_
R 2t

3
xz — 1\2
T 1) = { obdrZime

(z* + 1) R Y L
f(x’——l)’(:c T4 = :’;T‘zf 4=

_ 1Y fz—1\4 r — 1\2 z 4+ 1\2
-m{z () +3(E) — () + o

18. Substituei (

=)
z+ 1))
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19. Integraly tvaru
[ 4% cos (Bye -1 A) o v cos (B -+ Ag) sin (x4 ) ..
. s (y o) da

(n.k, t celd nezipornd, k 4 1> 0) miZeme pocitati takto: uZitim
vzoree cos ¢ cos 2 = 3 (os (y + 2) + cos (y ---2)) a ochdobnych vzoreit
pro sin ysin z, sin y cos 2 mubZeme podet trigonometrickych é&initelt
(ktery je roven k + I) sniZovati tak dlouho, dokud se nerovnd jedné.
Tim je predloZeny integrdl preveden na integrily tvaru

fz"'c‘"" cos (A + B) da, fa,”e"‘” sin (dz + B)dz.

Je-li x 0, A %0, vypoéteme tyto integrily metodou, je%
hyla ve specidlnim p¥ipadé « = 4 = 1, B = 0 vyloZena ve cvié. 7;
jo-li & =0 nebo 4 = 0, je ovSem vypodlet jesté jednodussi (podle
vzoru evié. 4 nebo prikl. 7, kap. ITT). Vypodététe touto metodou

f 3% cos (22 4 A) sin? (2 -+ p)do =

— 7 —T5z .
= 1¢3% (—-——6—25—- cos (4x + A + 2p) 4+

24 - 100z . 1—3x

sin (4o 4+ 2 + 20) + cos (A — 2n) +

625 9
— 10 + 78z ] 24 + 52z . .
+ _Wc()b (22 + A) - — 60 sin (22 4 Z.)) .

20. V&tu 60 jsme dokazali za pfedpokladu, Ze derivace u’(x),
»’(z) jsou spojité v intervalu (a, b). Dokaite, Ze vétu 60 lze takto
zobecniti: v intervalu (a, b) necht existuji derivace w/'(z), v’(z) funkei
w(z), v(x); dale necht existuje v int. (@, b) integrél f u'(z) v(x) dx;
potom existuje v intervalu (e, b) téZ integral f w(x) v'(z) do a plati
vzorec (13) (v intervalu (a, b)). (Pfedpoklad o spojitosti funkef »’(x),
v’(z) je tedy nahrazen obecné&)sim pfedpokladem o existenci integralu
f'u’(a:) v(z) dz.)

21. DokaZte: je-li funkce f(x) neklesajici®®) v intervalu (a, b),
potom pro Zadnou hodnotu z intervalu <a,b) neni f (x) < 0%)
a pro Zédnou hodnotu x intervalu (a, by neni f'__(x) < 0.

Navod: jako vzoru uZijte tivahy v Kosslerovi, str. 82 nahofe
(v ¥. 3 je tam str. 00 misto str. 70).

22. Dokai’te tuto veétu: f(x) budiZ funkece spojitéd v int. {a, b>;
g(x) budi? funkce monotonni?®) v int. {a, b>, je¥ ma v tomto*inter-
valu spojitou derivaci.2?) Potom existuje v intervalu <{a, by &islo &

28) Viz c¢vit. 13 ke kap. II, kde jsou tyto pojmy vysvétleny.

#) T. j. jesli a < @ < ), jo budto f () = 0 nebo f*_ (x) vibec

neexistuje. Cvifeni 21 nepat¥i vlastn® do integrilniho podtu, ale
pouijeme ho v cvid. 22. - ‘

e Slovem ,,derivace* & znakem g’(z), po p¥ip. F'(x) rozumim

v tomto cvifeni pro @ = a derivaci zprava a pro x = b derivaci zleva.
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tukové, Ze jest

b & b
f f(x) g(z) doe = g(a)f/(:z-) de } g(b)ff(x) da. (34)
a - é

«

Navod. Budiz prednd g(x) neklesajici, takie podle cvit. 21 je
. z
¢'(x) = 0 v int. {u, b>. PoloZme F(x) = f f(t) ¢, takZe jo I'(x) = f(x)

a
v int. {a, bD>. Podle véty 63 o integraci per partes je
b b b b
[H@) g(x) dw = [ F'(2) g(z) Az = [F(x)g(#)] - [ F(x) g'(x) de. (35)
a « C a

Budiz i nejmensi, M nejvét§i hodnota funkee F(x) v int.
-a,b>; podle 1. véty o stf. hodnotd (cvid. 14 ke kap. II) je

b .
m(g(b) — g(@)) < [ F(=) g'(x) dz < M(g(b) — g(a)).
a

Existuje tedy &islo p tak, Ze je

b
m < <M, [F(z)g'(x)dz = p(g(b) - - gla)).

Konetnd existuje v int. {a, b) &islo & tak, %e je

&
F(§) = [ f() dz = p,29)

takZe ) i
[ F() g'(z) dz = (g(b) - g(a)) [ [(=) dar.

"

. o
Dosadite-li odtud do (35) a uvéiite-li, Ze jo F(a) = 0, F(b) — f f(z) dz,
a
ohdrzite (34).

Je-li za druhé g(x) nerostouci, aplikujte vzorec (34) na funkei
- ().

Prosim étendfe, aby p¥i provddéni tohoto ditkazu dbal pozorns
toho, zda viechny kroky jsou opravnény.

Poznamka. Véta pravé dokdzana, t. zv. 2. véta o stiedni
hodnoté integrdalntho podtu, je velmi dileZita. Predpoklady o funkeich
), g(x) daly by se jeSt& podstatné zohecniti; viz Petr, Potet integ-
ralni, 2. vyd., str. 240—242.

28) Pro¢ existuje takové £? Odpovéd najde étendf v Kossle-
rovi 63.
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23, Dokazte: j&li 0 <<a < b, je

b . b . _
sinx o o05 Vol [ qe] < 2 L2
de | E (V Va). V“’ dz | = = V”
n

avz

(prvni nerovnost plyhe z prvni véty, druhd z druhé vty o stiedni
hodnot&). Na pt. pro b = 4a > 0 dostaviame

4a ) .o de
in @« - ol sin x -3
fl-n;: dz N 2V(l, f = dz S ==
V;ﬂ ]( & a
a a

pro velké hodnoty #fsla ¢ je tedy druhd nerovnost muohem vyhod-
n&j#i ne¥ prvni. Zde Vidite na malém pFiklad® vyznam 2. véty o sti.
hodnotd.

Poznémka. 2. véta o stf. hodnotd by se stala nespravnou.
kdybychom vynechali pfedpoklad, Ze funkce g(x) je monotomni
v intervalu <«,d>. Pfiklad: poloZme f(x) = g(x) = sin 2, a = 0.
b = n. Potom pro #4dné &islo & neplati rovnost

n [ F.7
[ I(=) g(=) d = 9(0) [ f(x) dz + g(m) [ fiz) dor;
0 0 £

nebot pravé strana je rovna nule (jeito g(0) = g(a) = 0), lova pak
je rovna

T
f sin? z de = {n.
9

Usifime je§ts podobnou pozndmku k 1. v8t& o stiedni hodnoté (viz
ovid. 14 ke kap. 1I). Budte m, M dvé é&isla a f(z), g(x) dv8 funkee,
je% maji urdity integrél od a do b. Pro viechna z intervalu {a, b}
budiz m £ f(z) < M.

Je-li g(x) = 0 pro viechna « int. {a, b>, je podle 1. v8ty o st¥.
hodnoté

b b b
m [ g(z)dz < [ f(2) g(z) dz < M [ g(z) da: (36)
a a a

je-li g(x) < 0 pro viechna x int. <a, b>, obdrime ihned (pouitim
1. véty o stf. hodnotd na funkce f(z), — g(x)) nerovnosti

b b b
mfg(:c) dz = f/(:c) g(z)dx > .Mfg(zr) da. (37)
a a a

Nabyva-li viak g(x) v int. <a, b} jak kladnych, tak zdpornych hodnot,
nemusi platiti ani nerovnosti (36) ani nerovnosti (37).

Pfiklad: poloZme f(z)=g(z)=-=sinz, a=—1ir b=}z,
m=—1, M = 1; potom je
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b b in
”m f a(xyda - - ]tlfg(x)d:v = 0 (joZto fsin xdz = 0),
a a —im
ale
b An
[ f(x) gr) da = [ sin®rdr — .
[(3

—in

KAPITOLA 1V.

Integrace nékterych specidlnich typu funkci,
zvlast€ funkei raciondlnich.

I. Rozklad mnohoélenu v soudin koFenovych CEiniteld.
V tomto odstavei pfipomenu nékteré zndmé véei z algebry; nebudu
je viechny dokazovati, nybrz budu predpoklidati, Ze je z algebry
zndte. Pii tom je nutno, abychom se neomezovali jen na é&isla
realnd, nybrz abychom piipustili do svych uvah i éisla komplexni,
t. j. obecné ¢&isla tvaru a + bi (a, b redlnd &isla),1) kde 7 je zndmd
magindrni jednotka; pfsmena ¢ budu v télo kapitole uifvati jen
v tomto vyznamu. Predpokldddm, Ze ¢tendi znd prvnf pocatky
teorie komplexnich ¢isel z algebry; podotykdm visak, Ze o komplex-
nich é&fslech budeme mluviti pouze v prvnich dvou odstavcich
této kapitoly, obsahujfeich algebraické tivahy. Jakmile vSak se
v 3. odst. obratime opét k integraci, budeme se opét omezovati
jen na &isla redlnd (to je také nutno, nebot' véty z diferencidlntho
a integrdlniho poétu, kterych uZivime, odvodili jsme pouze pro
reilné funkce redlnych proménnych.2)

Vyraz tvaru

Q) = aga® + a2 + @22+ ...+ ap 12+ a,, (1)

1) Redlné ¢&isla jsou ovSem specidlnim pripadem ¢&isel komplex-
nich: komplexn{ &islo a + bt (a, b redlnd) je redlné tehdy a jen tehdy,
je-li b'=0.

2) Bylo by ovSem moZno zavésti do naich tivah téZ komplexni
funkce a komplexni prom&nnou; n&které vypolty by se timto zpi-
sobem podstatné zjednodusSily. Kdo se o této véci chce pouditi, necht
si prebte str. 16—57 z 2. vydédni Petrova ,,Poétu integralnfho*‘.
Také mnohé trigonometrické integrély, na pf. integrily z cvid. 19
ke kap. III, lze jednoduSeji po&itati, zavedeme-li funkci e té% pro
Lomplexnt x. Viz Petrovu knihu, str. 133.
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kde n je celé é&fslo, n 2> 0, nazyvame mnohoclenem ¢cili poly-
nomem. Pii tom ,koeficienty a,, a,, . .., @, mohou byti libo-
volnd komplexni ¢isla; také proménnd x miaZe nabyvati komplex.
nich hodnot. Na pt. vyrazy?)

224+ 1, (34 i)at—ax+ 2,02 28— 1,2,2,0,0 (2

vy

jsou mnohoéleny. Je-li 2™ nejvySsi mocnina z, ktera je v mnoho-
élenu P(z) ndsobena koeficientem riznym od nuly, fikdme.
Ze P(z) je mnohoélenem m-tého stupné. Jinak feceno: mnoho-
¢len Q(x) ve vzorci (1) je stupné n-tého tehdy a jen tehdy, je-li
a, = 0. Na pi. obecny tvar mnohoélenu 1. stupné je ax + b.
kde @ 3= 0; mnohoélen nultého stupné je konstanta riznd od nuly.
Tim je kazdému mnohoélenu piifazeno uréité celé nezaporné éislo
jakoZto jeho ,stupen — ‘s jedinou vyjimkou: mnohoélenu 0
(;,mula®) neni podle této definice prifazen Zddny stupeii, nebot’
nenf zde Zddny koeficient rizny od nuly. Na pi. mnohodleny
v (2) majf po Fadé tyto stupné: 1, 2, 2, 3, 1, 0, 0; posledni
z nich nemd Z4dny stupen. Je-li Q(x) mnohodlen a je-li Q(x) = 0,
nazyva se ¢islo o (obecné komplexni) kofenem rovnice @Q(z) = 0
nebo té% kotenem mnohoélenu Q(x). Je-li Q(x) mnohoclen n-tého
stupné, nazyvd se rovnice @(x) = 0 algebraickou rovnici n-tého
stupné. Z algebry je pak zniama tato t. zv. ,,fundamentilni véta
algebry“: KaZd4 algebraickd rovnice kladného stupné md aspoin
jeden kofen. Znalost této véty predpokliaddm, dokazovati ji zde
nebudu.

Budiz nyni «, néjaky koten algebraické rovnice n-tého
stupné @Q(z) =0, kde @Q(x) md tvar (1) (a, == 0). Potom je
Q(x;) = 0 a tedy pro kazdé komplexni x plati
Q@) = Q@) — Q) = @ (2" — ") + ay (2" —a ) +

F oo Gpn (2 — ). 3)
Jdeito pro kazdé celé k>1 je % — o= (x —oy) (¥ +
+ 2% =2, 4 2 3x 2+ ... + ¥ 1), miZeme v rovnici (3) vpravo
vytknouti & — «,, nate# v zdvorce zbude jisty mnohoélen @(x)
praveé stupné n — 1, pti éemZ koeficient u a*—! je roven &islu a,
(t. j. je stejny jako koeficient pti x* v mnohoélenu Q(z)). Mame
tedy tento vysledek: Je-li «, koienem mnohoélenu n-tého stupné
Q(x), jest identicky (t. j. pro vSechna komplexni x)

Q@) = (& — o) Gi(2),

3) Cleny s koeficienty nulovymi obydejnd vynechévime.
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kde @,() je mnohoclen stupné n — 1, jenz ma nejvysyi koeficient
stejny jako Q(zx) (t. j. jestlize Q(x) = apa® + a2 1+ . .| 4 «,.
je Qu(x) = apr" 14 b2 ... 4 by_y). Jeli n—1>-0 (t. j.
je-li » > 1), md mnohotlen @;(x) opét aspoi jeden koien a,
a podle piedeslého vysledku platf opét identita @ (x) ==
= (z— &y) Q@) a tedy

Qz) = (x — ) (& —vg) Qolix),

kde @,(x) je mnohoélen stupné n — 2, jeho# nejvySii koeficient
(t. j. koeficient u 2*—2) je opét a, Takto pokracujice, dostaneme
po n krocich koneéné identitu Q(z) = (v — ) (x—ay). ..
vo o (@ — ) Qu(x), kde @Qu(x) je mnohoélen nultého stupnc
s nejvyssim koeficientem ag, t. j. @,(x) = a,. Mdme tedy teoto
vysledek: KaZdy mnohoélen @Q(x) == aga® + a2 14 .., + a,
(n > 0, a, & 0) lze rozloZiti v souéin

Q@) = ag (x — %) (. —y) . .. (T — xp); (4

pii tom jsou &y, ..., A, konstanty (obecné komplexni) a rov-
nice (4) plat{ identicky pro vSechna x. Z algebry je znamo, Ze
rozklad (4) je moZno provésti jen jedinym zplsobem, t. j. ze &isla
0y Ogy « « oy Xy JSOU — aZ ma pofddek — jednoznatné urdena.
Je ziejmo, Ze rovnice @(x) == 0 je splnéna tehdy a jen tehdy,
je-li x rovno nékterému z ¢isel oy, oy, . . ., K. Cisla gy Kgy o o oy gy
jsou tedy pravé viechny kofeny rovnice Q(z) = 0 a tedy
algebraickd rovnice n-té¢ho stupné ma uejvyde = riznych
kotenu.t) Mnohodleny prvnfho stupné x—ax;, £ —xy, ...
<o X — o0y, nazyvaji se kofenovygmi &initeli mnohotlenu Q(x)
a rovnici (4) rfkdme ,rozklad mnoho¢lenu @Q(x) v kofenové
dinitele. Cisla oy, . .., &, nemusi byti navzdjem riznd; je:li
na pi. pravé r z &isel xy, oy, . . ., %y TOvNo ¢&islu ,, Fikdme, Ze
koten «, (a téZ piisluSny kofenovy éinitel  — x,) je r-ndsobny-.
Poditdme-li kazdy kofen tolikrite, kolik ¢éini jeho nasobnost,
muZeme Fici, Ze algebraickd rovnice n-tého stupné md vidy prave
n kofent. Kofenim jednondsobnym F{kdme obyéejné ,jedno-
duché®; ostatnfm kofenim ftikdme ,,mnohondsobné“. Ma4-li
mnohodlen @Q(z) pravé m kofend riznych o, xy, . . ., &m, Z Dich%
prvni je r,-nisobny, druhy r,-ndsobny atd., lze rovnici (4) psdti
ve tvaru

1) Tato vsta plati i pro n = 0; nebot rovnice nultého stupné,
t. j. rovnice @ = 0 (kde a == 0) neni splnéna pro Ziiné x, t. j. nema
zédny koFen.
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Qx) = ag (£ — )" (. — Ap)s . .. (2 — &)™ (5)
(Jest ovéem 7, 1o+ ...+ 7 =n.)

Poznimka. Z faktu, Ze algebraickd rovnice n-tého stupné
mi nejvySe n riznych kofent, plyne nékolik dusledki:

A, Mi-li mnohodlen Q(z) = aga® + a2 14 ...+ @y 12+
+ a, aspon » 4 1 rtznych kofent, jsou vSechny koeficienty
g, Uq, + - + @y Tovny nule (a tedy rovnice @(x) = 0 plati identicky).
Nebot jinak by rovnice Q(x)= 0 byla algebraickou rovnici
jistého stupné m < n a tedy by méla nejvyse m (a tedy jisté
méné nez n + 1) riznych kofeni. Z véty A plyne okamzité

B. Je-li néjaky mnohoélen @(x) roven nule pro nekoneéné
mnoho raznych hodnot z, jsou viechny jebo koeficienty rovny
nule (a tedy je identicky @(x) = 0).

C. Jsou-li P(z), @(x) dva mnohocleny a je-li rovnice P(x) =
== )(x) platna pro nekoneéné mnoho hodnot z, je kaidy koefi-
cient mnohoélenu P(x) roven ,,stejnolehlému‘‘ koeficientu mnoho-
¢lenu Q(x) (t. j. koeficientu pfi téZe mocniné z) a tedy rovnice
P(x) = Q(x) plati identicky. Dikaz plyne okamzité z B, piSeme-li
rovnici P(x) = Q(x) ve tvaru P(x) — Q(x) = 0,

* *
*

Mnohotlen @Q(x) budeme nazyvati redlnym, jsou-li jeho koe-
ficienty ay, ay, . . ., an ¢isla redlnd; v ndsledujicim budeme se za-
byvati vyhradné redlnymi mnohocleny. Je vAm zndmo, Ze kofeny
redlného mmnohotflenu nemusi byti vidy redlné (vzpomeiite si
na kofeny rovnic 2. stupné, na pt. na rovnici 22 + 1 = 0); platf
viak toto: md-li redlny mnohoélen @(x) komplexni s-ndsobny
kofen y + & (6 = 0; 9, & redlnd), je téz éislo ., komplexné sdru-
Zen¢'* y — 0i kofenem, a to rovnéi s-ndsobnym kofenem, mnoho-
¢lenu @(z). Prislusni kofenovi ¢cinitelé . v rozkladu (5) jsou
(x — (y + 1)) (x — (y — 6i))%; tento soudin je moZno psati
v redlném tvaru, nebot (x — (y + 1)) (x — (y — %)) = (¢ —y)2+
4+ 02=ua2+4 pr+q, kde p=—2y, ¢=9p%+ 6% jsou redlns
¢isla; pi tom je }p?—gq=192—(p2+4 6?) = — 342 < 0; d&isla
y =+ 01 jsou prdvé oba kofeny mnohoélenu a2+ pz + ¢q. Pro-
vedeme-li tuto zménu v rozkladu (5), obdriime tento vysledek:

Véta 65. BudiZ Q(z) = aga" + a2 14 ... +a, 12+ ay
redlny mnohollen n-tého stupné, jenZ md k rizngch redlnyjch ko-
Fendt oy, &g, « . ., g @ 2L riizngjch koFend, komplexnich (ne redinyjch)
Y1+ Ot 1 — Opt, Yo+ Oat, 2 — Oet, - ., vi + B, Yi— 0 (6 +0,
8, F0,...,0 %0y, 0, Ya 0, - . ., V1, & jsou redind &isla). Nech?

112



obecnt koten x; je ry-masobny a kofeny vy, + g, yi— 64 necht
jsou 8i-ndsobné. Potom je identicky

Q) == g (7 — ) (T — )" o o (& —oxz)"h (@2 + Py -+ ) X (6)
X (2% + pr + g (2 g @)

Pri tom redlny mnohollen x? 4 pyx 4+ qy ma koFeny y. -+ o4,
yp — 0gt38) plau'. pak merovnost }p? — q, < 0.
Poznamenejme, Ze %4dné dva z mnohoélent

(€ —a)", .. (& — )k, (2 + P+ q)" .o (22 + pE @)Y
nemaji spoleénych kofent; t. j. je-li néjaké &islo kofenem nékte-
rého z téchto mnohoclenu, nemuZe byti jiz kotenem Zadného
jiného.

Ve zvladtnich pfipadech muZe oviem byti & = 0 (nemd.-li
@(x) redlnych kotenii) nebo I = 0 (jsou-li viechny koreny reilné).

Poznimka. Vzorec (6) ndm dava rozklad redlného mnoho-
¢lenu v soudin redingch mnohodleni 1. a 2. stupné; naproti tomu
vzorec (5) daval rozklad sice jednodussf, totiZz rozklad v soudin
mnoho¢lenu 1. stupné, za to vSak tyto mnohocleny nemusi byti
redlné (ani tehdy, kdyZ Q(x) je redlny mnohodlen). Utitime jefté
tuto pozndmku, kterou za chvili budeme potiebovati. M4-li
redlny mnohoélen @Q(x) néjaky redlny kofen, na pf. o, jest iden-
ticky @(x) = (x — ) @,(%), kde Q,(x) je opét redlny mnohotlen,
jehoZ stupen je o jednotku niZ&f neZ stupeii mnohoélenu Q(x).
. Nebot,, provedeme-li rozklad (6), maZeme za Q,(x) poloZiti prosté
sou¢in v8ech redlnych d&initela vpravo, s vyjimkou jednoho
¢initele @ — ~;. Obdobné: necht redlny mnohodlen @(x) ma
néjaky komplexni (nikoliv redlny) kofen, na pt. y, + 6;¢ (4, 6;
redlnd, &, = 0); potom mé @Q(z) téz koten y; — d,i; budiz 22 4
+ p1& + g; onen mnohodlen, jenZ md koteny y; + dy¢, y; — Oy2
(viz piedeSlou pozndmku pod éarou). Potom je identicky @(z) =
= (22 + P& + q) @y(x), kde Q,(x) je opét redlny mnohoclen,
jehoz stupen je o 2 niZ8i neZ stupeni mnohoélenu @(2). Nebot,
provedeme-li rozklad (6), muzZeme za @,(x) poloZiti prosté soudin
viech redlnych diniteld vpravo, s vyjimkou jednoho ¢&initele
@+ px + ¢

®) Poznamenejme, Ze kofeny y, + d, y, — d, uréuji jednoznag-
né koeficienty p,, g, mnohotlenu 2? + p,z + ¢;; nebot podle roz-
kladu (4) je identicky (kofenovi &initelé jsou pravd dva) =* 4 pa +
+ gy = (z— (¥, + &) (x--(n 68)) = a® — 2y + v + 43, takie
podle v&ty C na str. 112 je nutnd p, = — 2y,, q, = y,* + 6,

Jarnik: Uvod do integrdlnfho pottu, 8 113



2. Rozklad reilné racionilni funkee v soudet ¢asteénych
zlomkd. Raciondlnf funkce R(z) proménné x je takovd funkce,
kterou lze psiti jako podil dvou mnohotlenti P(z), Q(x):
R(z) = ﬂai) .

Q)

(Mnoho¢len je ovSem také raciondlni funkef, ncbot lze psdti
P(z) = P(x) : 1 a jedni¢ka je mnohoélen (nultého stupné). Racio-
nilni funkece (7) je oviem definovédna pro viechna komplexni z,
vyjma pro ty hodnoty a, pro néi je Q(zx) = 0.) Lze-li mnoho-
cleny P(x), @(x) voliti tak, Ze jsou redlné, nazyvame funkei (7)
redlnou racionédlni funkei. Budeme se vyhradné zabyvati redlnymi
raciondlnimi funkcemi.®) Nasim ukolem v tomto odstavci bude,
prevésti vyraz P(x) : Q(x) na soudet nékolika vyrazi jednodus-
§fch?); pfi tom oviem budeme piedpoklddati, Ze stupein mnoho-
¢lenu Q(x) je kladné éislo: kdyby totiz Q(x) byl mnohoélen nultého
stupné, t. j. konstanta, byl by vyraz R(zx) mnohoélenem, tedy
funkei velmi jednoduchou, kterou dovedeme integrovati.

Budiz tedy déna raciondlni funkce S(z) : @(x), kde S(z) je
redlny mnohotlen stupné m, @(z) redlny mnohocélen stupné
n(n>0). Jeli m=mn, lze provésti déleni, ¢imZ dostaneme

S(x) = Py(x) Q(x) + P(x),
kde mnohoélen Py(z) je ,,podil”‘, mnohoélen P(x) je ,,zbytek™;
tento zbytek je bud nula nebo mnchodlen stupné niZ$tho nei n.
Délime-li posledni rovnici (platnou pro vSechna z) mnohocle-
nem @(z), dostaneme vztah

N p
29D _ P+ 22,
Q(x) Q)
ktery plati pro vSechna z, pro néi Q(x) + 0. Je-li tedy predlo-

%ena realnd raciondlni funkce S(z) : Q(z), je bud ¢itatel nizsiho
stupné neZ jmenovatel nebo se d4 dand raciondlni funkce déle-
nfm pievésti na soudet redlného mnohoclenu a redlné raciondlni
funkee, v niZ Citatel je nizitho stupné nez jmenovatel (po pripadé
dokonce tento ¢itatel miZe byti nula). MaZeme se tedy v dal$im
omeziti na takové realné raciondlni funkce (7), v nichz ¢itatel
ma niz$i stupe neZ jmenovatel.

(7)

8) Koeficienty mnohotlent P(x), @(x) budou tedy redlud disla;
ovSem proménnd x miZze nabyvati — v tomto odstavei — jakychkoliv
komplexnich hodnot.

7) To je tedy ryze algebraické tloha, které s integralnim pattem
nemé nic spoletného; integrovati zaéneme aZ zase v odst. 3.
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3 9.2 . 9.
Pitklad 1, ¥ T2 T el g Be—d
2?2—ax+1 x2— a2 41

Délenim totiz dostaneme:

(234222 4+ 2 —1):(x?—2+1)=ax+ 34 e —4
w2 — a1
d— a4

e

32 —1

322 —32 4+ 3

- + =
3x—4...zbytek

Hlavnim vysledkem tohoto odstavee bude véta 68; véty 66, 67
jsou pripravou k vété 68.

Véta 66. BudiZ x redlné éislo; budi? r celé kladné &islo; budi#
Q(z) redlnyg mnohollen, jent nemd koien x (1. j. Q,(x) = 0); budiZ
P(x) redlny mnohollen, jehoZ stuper je miZsi nef sluperi mnoho-
clenu (& — o) Q(x). Potom existuje redlné ¢islo A tak, Ze pro
viechna x, jeZ nejsou kofeny mnohollenw (x — x) Qy(x), plati vztah

P(x A Pi(x
@ A P
(. — )" Qs() (x—a)y  (x—a) ! Qyx)
kde Py(x) je budto nula nebo redlngj mnohollen, jehoZ stuperi je niZki
ned stuperi mnohollenu (x — x)* 1 Q,(x).

Poznimka. Viimnéte si smyslu rovnice (8): zlomek na levé
strand je rozloZen na soudet dvou zlomka: prvni z nich je zcela
jednoduchy; druhy je podobny jako zlomek vlevo, ale je o néco
jednodussi: schdzi v ném jeden éinitel x — .

Ditkaz. Slovy ,,pfipustné hodnoty z budu oznalovati
viechny komplexni hodnoty x, jeZ nejsou kofeny mnohoclenu
(x — o) Qy(x). Je-li A libovolné redlné éislo, plati pro viechna
pifpustnd z rovnice

P(x) _ A n P(z) -~ A Qy() )

(@—af @ya)  (@—af  (2—a) Q)
(abyste nahlédli spréavnost tohoto vztahu, stadi, uvedete-li pravou
stranu na spoleéného jmenovatele). Zvolme A tak, aby bylo
P(o) — A Q(x) =0, t. j. zvolme A = P(x) : @y(x) (to lze, jeito
Qy(x) &= 0). Potom P(x) — A4 @Q,(x) je budto nula a dikaz je
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hotov; nebo je P(x) — A4 @(x) redlny mnohoélen stupné nizsiho
ne? je stupenn mnohoclenu (x — &) @,(x), jenZ m4 koten x. Podle
poznamky k vété 65 plati identicky P(x) — A4 @,(2) = (x — &) X
X Py(2), kde Py(x) je redlny mnohoclen stupné o jednotku niZitho
nezli P(x) — A @Qy(x), tedy stupné niZdiho neili (@ — x)"—1Q,(x).
Dosazenfm do (9) dostaneme vztah, platny pro viechna pifpust-
nd a:

P4 e B

(@ =2 Qr)  (@—af  (z—a) Qya)
Kritime-li posledni zlomek vyrazem x — & (coZ je pro viechna
ptipustnd @ dovoleno, jeito pro tyto hodnoty x je x — x == 0),
dostdvame rovnici (8), platnou pro viechna ptipustné =z, t. j.
pro viéechna z, pro néz je (x —«)" @y (x) 3= 0.

Véta 67, BudiZ a? + px + q realny mnohollen a mnecht je
19?2 — q << 0. Mnohollen x*+ px +- q nemd tedy redlnyjch koFeni;
oznaléme jeho kofeny y + i, y — i (6 % 0, p, 6 redlnd). Budif
s celé Fadné Eislo; budif Q,(x) redlny mnohollen, jent nemd kofen
y + 0i (a tedy ani y — 6i) a budif P(x) redlny mnohollen, jeho¥
stupert  je miZdi mneZ stupen mmnohollenu (x% -+ px + q)‘ Ql(x)
Potom existuji redlnd &isla M, N tak, e pro viechna x, jeZ nejsou
koieny mnohollenw (22 4 px -+ ¢)® @y(x), plati vztah

P(x) _. Mx4N Py(z)

(z®+ px -+ q)° Ql(w) (a4 pr 4 g (aprt gt Ql(w)
(10)

kde Py(x) je budto nula nebo redlinyg mnohotlen, jehoZ stuper je nifsi
nef stupeit mnohollenu (a2 4 px + q)*—1 Q,(x).8)

Diikaz je obdobny jako u véty 66, jen ponékud sloZit&jsi.
Slovy ,,ptipustné hodnoty z* oznaéime zde viechny komplexni
hodnoty x, jeZ nejsou kofeny mmnohoélenu (22 4 px + ¢)* @,(x).
Jsou-li M, N libovolnd redlnd &isla, plati pro vSechna pfipustnd
rovnice

_P(z) _ Mzt N " P(2)— (Mz+ N)Q,()
(22 + pa 4+ q)* Qy(2) (x2 + px + q)’ (2% 4 px + q)° Qy()
(11)

(spravnost tohoto vztahu opét okamiité nahlédnete, uvedete-li
pra.vou stranu na spoleéného jmenovatele). Snaime se zvoliti

8) Smysl této vty je obdobny jako smysl voty 66: vo Jmenovatell
druhého zlomku vpravo schdzi jeden cinitel x* + px 4 q.
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realnd ¢isla M, N tak, aby ¢itatel posledniho zlomku s¢ rovnal
nule pro ¥ =7y + d¢; t. j. tak, aby bylo

P(y + 0i) — (My + Mdi + N) @i(y + di) = 0. (12)
Cisla P(y + di), Q,(y + 0i) jsou obecné komplexni, pisme tieba
P(y 4 8i) = A + Bi, @iy -+ 0i) = C + Di (A, B, C, D reilnd).
Rovnice (12) vypadd tedy takto:

A + Bi — (My + Mbi + N) (C + Di) = 0:

tato rovnice plati, jsou-li redlnd éisla A, N zvolena tak, aby
redlnd i imagindrni ¢dst levé strany se rovnala nule, t. j. plati-li

rovnice MyC + NC — MéD = A,
M6C + MyD + ND = B.

To jsou dvé rovnice pro dvé neznamé M, N, jez maiji jisté feSeni
— a to redlné feSenf —, je-li determinant soustavy rizny od nuly?®):
tento determinant jest
yC—46D, C | _
oC+yD, D|™

Pii tom je 0 3= 0 a @(y 4 0i) = (' + Di 0, takie aspon jedno
z redlnych &fsel O, D je ruzné od nuly a tedy C% 4+ D? > 0. Tedy
determinant (13) vskutku je rzny od nuly a maZeme tedy na-
1ézti redlnd ¢&isla M, N tak, aby platila rovnice (12). Zvolme
M, N timto zpisobem. Potom je budto P(x) — (Mz + N) Q,(x)
nula a dukaz je hotov; nebo je P(x) — (Mx + N) @,(x) redlny
mnohoclen, jehoZ stupen je nizif neZz stupenn mnohoclenu (z?% 4-
+ px + ¢)* Q,(x).1°) Podle rovnice (12) méd redlny mnohoclen
P(x) — (Mx+ N) @,(x) koten y 4 di a tedy téZ kofen p — di;
podle poznidmky k vété 65 je tedy identicky

P(z) — (Mx + N) Qi(2) = (2* + pz + q) Py(),
kde Py(z) je redlny mnohotlen stupné o 2 niZsiho nez P(x) —
— (Mz + N) @,(x), tedy stupné niZiiho nez (a2 + px + )1 X
X @1 (x). Dosazenfm do (11) dostaneme vztah, platny pro viechna
pifpustnd z: _

P() _ Mzt N (24 prtg) P
(Bt pr+ g Qu(x) (P4 pr+q)° (24 px+ 9) Qi)

%) Viz BydZovsky, Zaklady teorie determinanti a matic
a jich uZiti (Praha 1930), str. 2—3; pro n rovnic viz str. 33—35;
obecnou teorii soustavy linearnfch rovnic viz na str. 60—74. -

10) Vsimnéte si, Ze mnohodlen Q,(x) ma stuper aspoti o 2 niz&i
neZ mnohoélen (z? + pzx + q)s @,(x). .

— 8 (02 + D?). (13)
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Pro viechna pifpustnd x je vSak 2% + px + ¢ =+ 0, takie miZeme
posledni zlomek timto vyrazem krétit; tim dostdvame vztah (10),
platny pro viechna pifpustnd z, t. j. pro viechna z, pro néz je
(2® + px + g)* Qu(x) + 0.
Vita 68. Budi? Q(x) redlny mnohotlen, pro néj# plati identicky

rovnice
Q) = ag(x—a)" (x—a')".. (22 pr+ ) (e p'x+¢)" ... (14)
pFi tom ag o, o'y, . D, ¢, 05 q ... jsou redlnd E&isla, a, = 0;
ddle je {p*—q <0, }p2—¢q¢ <O0,...; &isla r,7', ... 88,...
jsou celd kladnd. Koneéné mecht #idné dva z mnohollents x — «,
x—oy. .22+ pr+gq, 2+ P+ q,... nemaji spoleényjch
kofen#.11) Budif dale P(x) redlny mnohoélen, jeho% stuperi je
niZ8t meZ stupenn mnohollenu @Q(x). Potom existuji redlna Cisla
Ar, Ar—ly-“’ Az, AI’ A’»r', A,r'__l,..., A’z, A'l,..., M, N,,,l”s._], Ng_.l,n.

o My, Ny My, Ny, My, N'y, Mgy, N'g_y, . .., M'y, N'y, M.,
Ny, ... tak, Ze pro vdechna x, jef mejsou kofeny mnohollenu
Q(z), plati rovnice

L) I T S + . A AL +-
Q2) (x—a) (z—a)! (r—al® & —«
Ay A’, — A A’
+ Lt m et =2 T2 4
(x—oa') (2 — « )’—l (x —a')? x—u
lll,,x + Nx 11.[3._127 —*- iVg 1
T et oWt It
(22 - px + ¢q)° + (22 4 px + q)*—1
T M.,x + N I M;_a:{j_Nl L (15)
(@2 + Y2 11)2 a* + px +q
Myz+ Ny | MywA Ny
(2 pe+¢)  (Fpatg)y?
Loy Mk Ny Mt N

(@+prtg? +ztg

”) Rovnice (14) je tedy prostd rozklad mnohoélenu Q(.::) podle
vzorce (6); jenom pro pohodli jsme trochu Lmemlt oznadeni: realné
kofeny mmnohoélenu Q(z) jsou « (r-nisobny), «’ (r’-nasobny),...,
komplexni (ne redlné) kofeny mnohoélenu @(x) jsou: dva kofeny
mnohoclenu z’ + px 4 q¢ (s-nésobné), dva kofeny mnohoélenu
x? + p'x + ¢’ (¢-ndsobné) atd. Cinitelé x —a, ©—«’,... oviem
mohou schézeti (nema li Q(m) redlnych kofent); rovnéZ Enitelé
z? + px + q, z® + p’xz + ¢’, ... mohou schézeti (jsow-li viechny
koFeny realné).

Prosim &tendfe, aby se nelekal zdénlivé sloZitych vzorcli, které
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I) ae

Poznamka. Rovnice (15) davd rozklag zlomku b% v sou-

N2
tet t. zv. Cisteéngch (nebo parcidlnich) zlomki.

Diikaz. Slovy ,,piipustné hodnoty =z budu oznatovati
ony hodnoty =z, jez nejsou kofeny mmohoélenu @(x). Pidme
Q2) = (2 — x)" Qy(x), kde @,(x) je soudin viech ostatnich Sinitell
(kromé (x — «)') na pravé strané rovnice (14). Jezto Q,(x) == 0,
existuje podle véty 66 redlné ¢islo 4, tak, %e pro vechna pifpust-
na z jel?)

Poy , Po A 0 A@
Qx) (v —a)Q(r) (T—a) (z—a) T Qx)
kde reilny mnohoclen P(x) je budto nula!®) nebo md nizsi stuperi

nez mnohoélen (x — o)™ —1 @(x). Je-li r—1 >0, postupujeme
podobné ddle a opétovnym pouzitim véty 66 dostaneme rovnice

Py(z) A RCC)

(=2 1) (r— (@ —a)y Q)

Pr~2(x) — Az N Pr—l_(f)
(z—x)2 Q@) (v—a)®  (2—«) Q)
Pra@ A4 Py(x)

Bl 1 Sl AR . ;
(* — &) Qy(x) T—K @(2)

pti tom 4, ,;, 4, 5, ..., A, jsou redlnd ¢isla; v kazdém zlomku

na konei kazdého tddku je v gitateli budto nula nebo redlny mnoho-

¢len, jenz mé stupen niZ§i nezli jmenovatel. Celkem tedy obdrzime

Pa@) A A
Q) (z—o)y (2—a)!
A2 A1 + P,(x) .

(x — «x)? x — & Q) ’
posledni zlomek je podobného tvaru jako P(z): Q(x); citatel je

X374

budto nula neho redlny mnohoc¢len stupné niziiho ne% jmenovatel;

ted ptijdou. Véc je v podstatd jrdnoduchéd a aZ si Stendf pledte
odst. 2 a propoéita p¥iklady 1—5 k nému pfipojené, porozumi mu
jistd bez nejmensich obtf¥i.

13) V dalSim prib&hu dakazu budu se stile omezovati jen na
piipustnd «, ale nebudu to stéle vyslovnd podotykati.

18) Je-li oviem P,(x) nula, jsme s dikazem hotovi. TotéZ plati
o viech daldich kroeich.
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jmenovatel @,(z) je viak ji* o néco jednodu3i: vypadl z ného
dinitel (2 — &)". PouZijeme-li nyni téhoZ postupu na kofenovs
dinitele (z—a')",... (pochdzejicf od redlnych kotend), pii
¢emZ vychdzime nyni od zlomku P,(x) : @(%), dostaneme ko-
neéné

P(x) — __4_1-___ + i Ar—_—]_. ) L + 1_4_1 + A'_',' y +
Qz) (r—a) (z—oa)1 z—a& (x—ax)
Ay A’y T(2) (16)
(x—a')"_1+.'.+ x——rx'+” S(z)

pii tom ¢&isla 4,,..., 4;, A%, ..., A},... jsou redlnd; dile je

8(z) = a (@ + pr+ g (@ + P2+ ) ... (17)

tvve

a T(z) je budto nula nebo redlny mnohodlen nii$iho stupné nez
S(z). Pisme nyni S(x) = (2% + pzx + q)* Sy(z) (Sy(x) je prosté
soutin vech ostatnich &initela — kromé (22 + pz+ ¢)® —
z pravé strany rovnice (17)); opétovnym pouZitim véty 67 do-
staneme rovnice

T() _ T
S(2) (224 pr+ ) 8y()
_ Mez+N, T
(@t pr4qP (2 + px+ @ Sy(2)
IS¢
(22 + px + g)*—! Sy(x)
M3~1x + Na——l Tz(x)

N (22 + pz+ g1 (22 + px + g2 Sa)

. Tenle) _ M+ N, T=)
(2 + p -+ q) Sy(x) 2?+pr+tq  §(2)

pti tom M, Ny, My, N,_,, ..., M,, N; jsou redlnd &isla; v po-
slednfm zlomku v kazdé rovnici je v ¢itateli bud nula nebo redlny
mnohodlen, jehoZz stupeii je nizif ne% stupeii jmenovatele. Podobné
pokradujeme déle, aZ vycerpime viechny ¢initele 22 + px -+ g,
224 p'r+q,...; tim dostaneme vzorec (s readlnymi &fsly
My, Ngy .., My, Ny, M'y, N'yr, .. ., M';, N';,...)
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T(x) = M + N ) M,,___I:L T_fY“—l )
Sx) @+ pr+gq° (2*+ pr4 gyt
Mlx-}- {V___
2+ et g (18)
Moz +Ne | Mya2+ Ny -
(@+potg) | (a2t patg)
Ml:c:{—N - U(z)__,
22+ pz+q ay

kde U(z) je budto nula nebo mmnohoélen nizsiho stupné nez ay;
posledni piipad viak nemuZe nastati, jeito @, je mnohoélen
stupné nultého; tedy U(z) je nula a z rovnic (16), (18) plyne
hledand rovnice (15).

Ptiklad 2.
x10 | 229 4 327 + 4a®  at + 223+ Tao — 1

x® + 228 + a3 '
Zde stupen ¢itatele neni niZ$i neZ stupen jmenovatele; musime
tedy nejdiive provésti délenf a dostaneme
z7 + 7.1: —1

s+ 2x6+x3 ’

R(x) =

Rry=a+ 2+
+ a3 = xa(x°+2x3+ )—xs(x3+ 1), alc, x" l = (1 +l)/
X (2* — z + 1), kde posledni ¢initel vyhovuje podmince ot —
— ¢ < 0. Rozklad (14) vypadi tedy takto: x? 4 2a%+ 2% ==
= 23 (x + 1)? (22 — x + 1)?; podle véty 68 existuji tedy redlni
¢isla a,b,¢,d, ¢, f,g,h, k tak, Ze pro viechna x (vyjma pro ko-
Feny rovnice z? 4 2z% 4 2% = () je
x" T —1 a d e
+iE—l ——+—+ + S e
x“—l—2x“+z3 x3 z (.75—]—1)2 (2 = 1)
__[_:f—|—_g +~ he+k
(22 — 2 4 1)2 xz——x—}—l’

pri¢teme-li je$té mnohoélen x - 2, dostdvdme hledany rozklad
funkce R(x) — a% na to, Ze jsme dosud neur¢ili &isla a, b, .. ., k.

Vyloiim gzde nyni dva zpusoby, jak je moZno stanoviti
redlnd éisla

(19)
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An A(r-v--l, ey Ap A,r" Alr'—»zly D) A,p o ey Ma) -ng, l”l—la -sz—-b L)
‘M, Ny My, Ng, M'y_3y Ngq,.., M, N'y,... (20)
v rovnici (156). Vyndsobme rovnici (15) jmenovatelem @(x) : a,:
dostaneme tuto rovnici:
1"(1') e 2 2 e
—=l=m A —a) (- pr QP (224 pe+¢) ..+
gy

+ dpma(z —a) (8 — ) . (@2 4 pr 4 @) (22 P+ ¢+

+.. 4
+ Ajx—o) (@ —oa') .. (B pr gt (P4 ). ..
NI

+ Mgz + Np) (v — o) (z— &'V . (@ pa+ g) ..+
F (Myoa2t Ny )@Y (@) (224 pat )@t p b g ot

... F
+ (M Ny)(x— o) (—a')... (24 prtq)* ! (a2 p'a+q)¥ .+
+... (21)

(@ jsme nechali ve jmenovateli, abychom jim nemusili ndsobiti
vRechny ¢leny vpravo; v kaidém dlenu vpravo oviem stoji
(kromé a,) vSichni é&initelé z rozkladu (14), kromé toho, ktery
stdl v piislusném ¢&lenn ve vzorei (15) ve jmenovateli). Obé
strany rovnice (21) jsou mnohoé¢leny; rovnice (21) vznikd z rov-
nice (15) tim, Ze ndsobime mnohodlenem Q(x) : ay; rovnice (15)
vznikd z rovnice (21) naopak tim, %e mnohotlenem @(x) :a,
délime. Jsou-li &isla (20) volena tak, Ze rovnice (15) plati pro
vSechna x, pro néz je Q(x) = 0 (podle véty 68 vime, Ze takova
¢isla (20) existujf), potom rovnice (21) plati rovné% pro viechna «,
pro néz je Q(x) & 0, tedy pro nekoneéné mnoho z; jeito (21)
je rovnice mezi dvéma mnohodleny, je potom podle véty C na
str. 112 kaZdy koeficient vlevo v rovnici (21) roven stejnolehlému
koeficientu vpravo a tedy rovnice (21) plati pro vdechna x vibec
(1 pro ta @, pro néz je Q‘x) = 0). Naopak, jsou-li éisla (20) volena
tak, Ze rovnice (21) plati pro v8echna x vibec (¢ili — coZ je totéz
podle véty C na str. 112 — je-li kazdy koeficient v rovnici (21)
vlevo roven stejnolehlému koeficientu vpravo), plat{ rovnice (15)
pro viechna z, pro néz je Q(x) == 0. MiZeme tedy svoji tlohu
vysloviti dvojim ekvivalentnfm zptsobem:

I. Nalézti redlné éisla (20) tak, aby v rovnici (21) byl kazdy
koeficient vlevo roven piislu$nému koeficientu vpravo (vime,
Ze takovd c¢isla (20) existuji).

122



II. Nalézti redlna &isla (20) tak, aby rovnice (21) platila
identicky, t. j. pro kaidé komplexnf x (vime, Ze takova ¢&isla
(20) existuji).

Formulace I vede k tomuto Fefeni nai wlohy (t. zv. metoda
neuréitijch soudiniteld nebo neurditych koeficientit): Vynisobime-li
vpravo v rovnici (21), vidime, %e koeficient kazdé mocniny z
vpravo je linedrni formoul4) v éislech (20); poloZime-li kaZdy
takovy koeficient roven stejnolehlému koeficientu vlevo, do-
staneme pro ¢éisla (20) soustavu linedrnich rovnic, jez jisté ma
redlné fefeni (nebot vime, Ze éisla (20), majici Zidané vlastnosti,
existuji).15)

Priklad 3. Stanoveni koeficientt a, b. . . ., & v rovnici (19) .
Nasobime rovnici (19) mnohoc¢lenem x® |- 2a84- 3 == a3 (a -+ 1)2 X
X (2% — a 4 1)?; dostaneme
T+ T —1=a(x+ 1)2(x®—2x 4 1)2 4

+ b (x + 1) (22 — 2 + 1)2 +

+ ea (x4 1)2 (22 —a 4 1)2 - dad (22— 4 1)2-4-
+ ea? (4 1) (a2 — @ + 1) +

+ (2 4 g) @ (@ + 12+

+ (hx + k) 23 (x + 1)? (2 — 2 + 1), (22)
neboli -
27— Te—1=a @+ 223+ 1) 4 b (27 + 2 4 2) 4

+ ¢ (28 -+ 225 4 2?) +-

+ d (27 —2a8 4 3a® — 224 4 23) 4

+e(a® — a7+ o0+ o5 —at+ o¥) +

+ (o 4 g) (@® + 22% + &%) +

+ (ho + k) (27 + a® 4 ot + 29).
\" této rovnici se vyskytuji mocniny od z® aZ do x°; polozfme-li
koeficient kazdé mocniny x vpravo roven koeficientu téze mocniny
vlevo, dostaneme téchto devét rovnic:

¢c+e+h=0, {204+ 3d+e+2f{4+g+h=0, c=0,
b+d—et+h+k=1; 20—2d —e+ [+ 29+ h+ k=0,b =17,
a—2d+ et f+k=0,2a+d+e4+g+k=0, a=—1.
7 téchto rovnic dostanete feSenim (doporuduji, abyste si je pro-
vedliya=—1b=T,¢=0,d=1,e=3,f=—14,¢9g=—1,
h=—3, k=—1.

* . *

1) Viz BydZovsky, Zéklady teorie determinantd . . ., str. 60.
15) Jak se YeSi soustavy linedrnich rovnic, najdete v citované
kniZzce BydZovského.
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Refeni metodou neuréitych soudinitelii sice dovedeme vidy
provésti, ale ve sloZitéjsich piipadech byvd ¢asto zdlouhavé.

VyloZzim proto jesté jednu metodu,18) kterd téz vidy vede
k cili, a jeZ spodivd na druhé formulaci (viz II nastr. 123): vime,
e existujf redlnd Gisla (20) takov4, Ze rovnice (21) plati pro viechna
x vibec; jak tato éisla (20) nalezneme? Piedeviim snadno na-
jdeme &islo A4,: dosadme do rovnice (21) z = «; levd strana je
P(x) : @y, na pravé strané vSichni séftanci vyjma prvni obsahuji
dinitele x — x, jenZ pro x = a se rovnd nule; zbude ndm tedy
rovnice

P(o):ag=Afdx —x'Y .. (062 + px+q) (62 + p'a+ ') .. .0 (23)

jezto éislo & neni kofenem #adného éinitele v rovnici (14) vpravo
8 vyjimkou dinitele x — «, je soufinitel pii A, v rovnmici (23)
r('lzny od nuly a délime-li jim, dostaneme A,. 1") Piedpoklddejme,
%e ui zndme &fsla A,, A4, ..., A4y—x—1) & Ze chceme pocitati
nésledujicf ¢fslo A,—;. Rovnice (21) platf pro viechna z, tedy spe-
cielné také pro viechna redlnd z; derivujeme-li tedy ob¢ strany
rovnice (21) k-krite, dostdvidme vlevo i vpravo mnohoclen,
a tyto dva mnohoéleny se oviem sobé rovnaji pro viechna redl-
né 2,18) tedy pro nekoneéné mnoho hodnot z a tedy podle véty
(str. 112) rovnaji se sobé tyto mnohoéleny wibec pro viechna
(komplexni) x. Tedy: derivujeme-li obé strany rovnice (21)
k-krite, dostaneme rovnici, kterd plati nejen pro viechna reilnd,
nybri i pro vSechna komplexni x. Jak vypadd rovnice (21)?
Zname-li éisla A4,, 4,4, ..., Ar—g—1), tvoil prvnich % ¢lend
pravé strany rovnice (21) mnohodélen jiz Gplné zndmy, jejz oznaéme
tieba R(x); potom prijde ¢len A, j(z — x)* (x — ') ... (2? +
+ o+ qPf @+ px+¢) ... a po ném dalii dleny, z nichi
se dd vytknouti (x — «)¥+1; takZe rovnice (21) ma tento tvar:

L pla) = Ri@) + Ar_tiz— o)t (@ — '] . ..
%o (24)

(@4 pr+ 9P @i P+ 4.+ (w— )i 8(),
kde mnohoéleny P, R jiz Gplné zndme; mnohoclen S(z) oviem

16) C‘tena,l, kterému by se nésledujicf tvahy zdaly obtiZné.
muZe zbytek tohoto odst. 2 vynechati. Kterd z obou metod je
vyhodndj3i, zévisi na tvaru dané funkece P(x) : Q).

17) Zéaroveli jeo vidsti, Ze &islo 4, je jednoznaln® stanoveno.

18) Nebot jsou-li si dvd funkce rovny pro vSechna reéln =z
a maji-li vSude derivaci, jsou si i jejich derivace rovny pro viechna
redlnd z.
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obsahuje po piip. soudinitele jesté neznimé. Derivujeme-li po-
sledni rovnici A-krite, dostaneme — jak étendi snadno zjisti —
tento vysledek:
L P ) — RO () + B Ayg(x — o'y ..
ac (25)
(@ pr PR+ P+ ¢ .+ (— ) T(w),

kde 7'(z) je opét mnohoélen.’®) Dosadme do rovnice (25) # ~- a;
dostaneme

1 pwa) — R =
a, (26)
=kl Ao — &) o (B2 poa 4 g 62+ pa+ ¢ ...

Lev4 strana je zndma; €initel u 4, je rizny od nuly, jak jsme
uz pii rovnici (23) zjistili, a tedy miZeme A4, z rovnice (26)
vypodisti (opét je A,y jednoznaéné stanoveno). Timto zptusobem
vypoéteme tedy po fadé 4,, 4,—,.... 4; a obdobné 4y, A'p_4, ...
’
2.

Zbyvé vypocisti cisla Mg, Ny, M, 4, Ny g, .., My, Ny, ...
Postup je obdobny, jen o néco slozitéj$i. Mnohoélen a2 4 px + ¢
md dva koteny o=y -+ &, 1=y— 0 (y, 0 redlnd, 6 & 0);
pro £ = ¢ a pro z =t je tedy 2% 4 px + ¢ = 0, ale z4dny jiny
¢initel na pravé strané rovnice (14) se nerovnd nule ani pro
z==¢ ani pro = 7. Dosadme do rovmice (21) z = o; jeito
viichni &lenové vpravo, obsahujicf dinitel 22 + pa -4 q, se rovnaji
nule pro a = o, dostaneme

-};— P(o)= (M + Ng)(c—a) (c—a') ...(a*+ p'o+ ') +(27)

¢initel u M0 + Ng je zndmé &fslo ruzné od nuly, takZe miZeme
z rovnice (27) vypodisti Mg + N, = (', kde C je jisté zndmé

19) Stedf uvaZiti toto: je ((x — )™ f(z)) = m(x — &)1 f(z)-
+ (. — &)™ f/(x); derivovanim takového soudinu (z— &)™ f(z)
tedy dostaneme dva ¢leny: v jednom se mocnitel u £ — & o jed-
notku snf#f, v druhém se nesnf’i. Tedy: derivuji-li k-krdte vyraz
(z — a)**t1 S(z), zdstane tam jisté ¢&initel z — &. Derivuji-li, pak
k-kréte vyraz A, ,(x — ) (@ — o) ... (2% + px + ) (2 4+ p'x +
+ g dostanu jednak druhy é&len pravé strany rovnice (25)
(kdy% totiz po k-krate derivuji mocninu ¢&initele z — «), jednak

fadu dalSich ¢élent, v nichZ se vSak mocnitel u z —*x sni¥il 0 méné
ne¥ k, takZe ze viech t&chto &lent lze jesté x — o vytknouti.
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komplexni &islo, (!= D + Ei (D, E reilnd). My chceme vSak
stanoviti redlnd &isla M, N,; k tomu cili piSme do posledn{
rovnice ¢ =1y + §i a dostaneme M,y + &) + N, = D + Ei;
tato rovnice bude sprévni tehdy a jen tehdy, budou-li si rovny
re4lné i imagindrni ¢4sti na obou stranich, t. j. bude-li M,6 = E,

My + N, = D; tyto dvé rovnice majl skutecne redeni, a to je-
diné: M, = F :§ (pamatujme, Ze je d +=0), Ny=D — My =
=D—Ey:4. Tim je M, N, vypodteno.?®) Predpoklidejme
nyni, Ze zndme jiZz éisla My Ny My, Nyy, ..., M, 1),
N,_(—1) a %e chceme vypodisti ¢isla M, _;, N,—;. Rovnice (21)
vypadé nynf takto: onéch k ¢lent, v nichZ se vyskytuji koeficienty
M', Na, Ma——l’ N,_], oo ey Ms—(k—l)r N,_(k_l), tvorf jisty mnoho-
¢len R(z) jiz tplné znimy; potom prijde ¢len

(Mot + No—p) (z — &) (z— &) ...
o2t pr gt (a2 4 pw 4 g) ..

a potom dalii ¢leny, z nichZ se dd vytknouti (a2 4 pa -+ ¢)¥+1,
takZe rovnice (21) vypada takto:

1
7“ P(z) =: R(z) +

A (Mgt No i) (@—a) (w—0' ) ... (22 prtq)F (22 +p'aq') ...+
+ (2% + px + g)F*1 S(=),

kde mnohoéleny P, R jiz tuplné znidme; mnohoélen S(z) oviem
obsahuje po pripadé soudinitele je§té nezndmé. Derivujeme-li
posledni rovnici k-krédte, dostaneme — jak étendi snadno zjisti —
tento vysledek (platny, jak vime, pro vSechna komplexni z):

— P(b(x) RO(2) + (M2 + Ny—g). k! 22 + p).(x —a) %

X(x—» 7@t P+ ).+ (@ pr+ ) T(a),
(28)

20) Opét je vidsti, Ze &isla M, N, jsou jednoznaéné stanovena.
21) Stadi uvaZiti toto: je ((2® + pz + @)™ f(x)) = (2% + pzx +-

+ @™ m (22 + p) f(z) + (2 + px + @)™ f(z); derlvovamm tako-
vého soudinu dostanu tedy dva &leny: v jednom se mocnitel m o jed-
notku sniZil (a p¥ibyl jesté &initel m (2 + p)), v druhém se nesniZil.

Tedy: derivuji-li k-krdte vyraz (2® + px + q)* k+1 S(x) zlstarie tam
jestd &initel x? 4 px + g. Derivuji-li-pak k-krate vyraz (M, _kx +

+ N, ) (— 2 (@ — o) ... (@ + p2 + F@ + p'm + ¢)F .
dostanu jednak druhy é&len pravé strany rovnice (28) (kdyZ totii
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kde T(x) je opét mnohoélen.2!) Dosadme do rovnice (28) & == ¢ ==
= 9 + 0i; Cinitel 22 + p nem4 kofen ¢ (nebot ma jediny koien
¥ = —§p, a ten je redlny) a ostatni éinitelé 2 — x, x —A', . ..

o4 p'ed g, ... také nemaji kofen ¢, kdeito oviem
% + po + ¢ = 0. Dostaneme tedy

ai PW)(g) = RO(0) + (M40 + Noy) G,
0

kde P®(g), BR®(g¢), @ jsou zndms ¢&isla (obecnd komplexni).
G +0. Jeito G340, lze =z posledni rovnice vypodcisti
My, 4o+ N, =0C, kde C je jisté zndmé komplexni ¢éislo,
C =D+ Ei(D,E redlnd). Z rovnice M,_p(y + i) + Ng—p. =
= D + Et¢ stanovime pak — jako dffve — redlnd éisla M, .
N, musi totiz byti My_ 1y + Ne—p = D, M 10=FE, tedy
My, y=E:0, Ny_p = D— Ey:3.22) Dovedeme tedy stanoviti
¢isla M, Ng, M|, Ns_1,..., M;, N, a obdobné oviem disla
Mgy, Ny, ...

Mime tedy celkem tento predpis: do rovnice (21) dosadime
za x po fadé vSechny kofeny mnohoélenu @Q(z) (pfi ¢em? zde
i pri dalsfch krocich staéi, kdyZ ze dvou komplexné sdruZenych
kofenit dosadime vidy jen jeden); tim vypodteme éisla 4,, A'y, . . .
cioy Mgy Ny M'y, Ny, ... Jsou-li viechny koteny jednoduché,
je tim vypodet hotov. Nejsou-li vSechny kofeny jednoduché,
derivujeme rovnici (21) (do niZ jsme za A,, A%y, ..., Mg Ny,
M’y, N'g,... dosadili hodnoty jiZ vypoétené) a do této derivo-
vané rovnice dosadime po Fadé za 2 vSechny aspon dvojndsobné
kofeny mnohotlenu @(z) a vypotteme ¢&isla A, 4, Ay, ..,
My _1,Nyq, M'y_1, N'y_3,... (pokud se oviem vibec vyskytuji;
je-lina ptr.r = 1, odpadd 4,_;). Potom derivujeme rovnici (21) po
druhé a do rovnice tak vzniklé dosadime po Fadé za x viechny
aspoli trojndsobné koreny mnohotlenu @Q(z) atd., a% viechny
hledané koeficienty (20) jsou vypodteny. Ziroven mdme tento
vedlejsi vysledek: éisla (20) jsou jednoznaéné stanovena: t. j.
redlnd ¢isla (20) lze urditi jen jednfm zpisobem tak, aby rovnice
(15) ve vété 68 platila pro viechna z, pro néi je Q(x) == 0.

po k-krvite derivuji vidy mocninu &initele a% + px 4- ¢), jednak
fadu dalSich élend, v nich? se vS8ak mocnitel u 2% + px 4 ¢ sniZil
o ménd ne% k, tak¥e ze vSech téchto &lent lze jeitd a2 - px 4 ¢q
vytknouti.

#2) Opét vidime, 7e Cisla M,_,, N,

s—p Jsou jednoznatné stano-
vena.
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Piiklad 4. .
.t2+;r~]__a b cx +d ex + f gz + k

2223 2z (@428 (P27 a2t 2
a tedy
4 x-—1=a(a?+ 2)®+ bx (2% + 2)% 4 (cx—!—d)q:z—{—
—+ (ex + f) a® (2% + 2) + (9o + h) a* (a* + 2)%

Kofeny jsou 0 (dvojnaisobny); +1 VQ— (trojndsobné). Dosadme
x == 0: dostaneme —1=8a, a = —}. Dosadme = il/2:
dostaneme — 2 4+ i |/2—1=—2(ci )24+ d), c=—4, d= 4.
Nyni budeme 0 dosazovati jesté do rovnice jednou derivované,

i V2 do rovnice jednou a dvakrate derivované. Derivujme, do-
sazujice za a,c,d:

20+ 1= —}.3(x2+ 2)2.2x + b (224 2)*+ b.3 (x® + 2)2.22% —
— Jat 4 3u + ea? (a® + 2) + (en + f) (407 +42) +
+ ga® (2 + 2 + (gx + h) . 22 . (2® + 2)* +
+ (g2 + h) . 22% . 2 (2 + 2).
Dosadme 2 = 0: 1 = 8b, b = }; dosadme x == zl/ﬁ— (tedy 2 +
+2=0): 2 )2+ 1=3+ 3|2+ (& )2+ H(—8i|/2 + 4i}/2);
tedy 1=3+4 8, e=—1; 2)2=38)2—4f)2, f=14
Derivujme jesté jednou (dosazujice za b, e, f), pamatujice,
Ze do vysledku budeme dosazovati jen = ¢ VE (tedy 22 + 2 = 0),
takZe ¢leny, nisobené Cinitelem x% + 2, nevypisuji:
2= —3w+3—1.22% —4a3 4 32> —2x + 14-8(gx+A). 2t + .. ;
pro x==1 V§ vyjde
2= —3i)2+3+i)248)2—6—2)24+ 1+
+ 32 (gi V2 + h);

tedy 2=3—6+14 324, h=1;

0=—3)2+)2+8)2—2)2+329)2 g¢-=—1%
Tedy celkem

:t2+av--—l___l__ 1 —x+ 3

(2420 8a? 8z 2(x2+ 2P

—x+1 4 — oz l__
A2 8@ +2)
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Priklad 5. Druhd metoda je zvlisté jednoduchd, jsou.li
kofeny mnohoélenu Q(x) vesmés jednoduché; potom toti% netieba
derivovati. Na pr.

2+ x+1 __:
z(x—1)(x+1)(x—2) (2 + 1)
-_-__(f-+ b n ¢ +__d ex + f

£y 1 x4l x—2 a1
224+a+l=a(x—D(x+D(x—2)(22+ 1)+
+bz(x+ 1) (z—2)(2* + 1) +
+ex(r—1)(x—2) (22 + 1)
+dx(@—1)(z+ 1) (2* 4+ 1) +
F(ex+flz(x—1) (@ + 1) (x—-2)
Dosazuji po radé x =0, 1, —1, 2, ¢ a dostanu: 1 == 2a, a == §;
3= —4b, b=—3%; 1=—12¢, c=—+4; 7T=30d, d:= g};
— Lt L= (e + /)i (—=2) (1 —2), i = 2ei —de+ 2 + 4fi;
—de+ 2{=0, 264+ 4f=1, f=2, 10e==1, e=+,, f=1.
3. Integrace racionalnich funkef. Méme-li vypodisti

f S(x; da, kde S(z), Q(z) jsou redlné mnohocleny,??) postupu-
z

jeme podle odst. 2; neni.li stupen mnohoclenu S(x) niZi nez
stupefi mnohoc¢lenu @(x), provedeme déleni a dostaneme

S(z) P(x)
+
Q=) A+ 5 z)’

kde Pj(z). P(x) jsou redlné mnohoéleny a P(z) je budto nula nebo
mnohoélen nizéfho stupné neZ @(x). Mnohoélen Py(x) dovedeme

P(x)
Q()
véty 68 na ¢asteéné zlomky. Stadi tedy vypodisti jest¢ integrily
jednotlivych séitancti v rovnici (15) (véta 68), t. j. integrdly

tvaru
f —L da (n celé kladné),
(x — o)

JIx+N

(a2 + pa+ g
28) Zduraziiuji jeSt8 jednou, Ze od tohoto okamZiku aZ do konce
knihy poéitdme opét jen s redlnymi funkcemi redlngch proménnych.

integrovati; zlomek rozlozime pak (neni-li P(x) nula) podle

dz (n celé kladné),

Jarnik: Uvod do integrdlniho podtu. 9 129



A4 1

n— 1 (x—ux)—!
pro n>1 a rovnd se Alg|z—a| pro n=1 (vysledek plati
v kaZdém intervalu, neobsahujicim bod «); druhy integral do-
vedeme téz vypoéisti (viz priklad 9 v kap. III, odst. 4), a to
v intervalu (— o0, ). Dovedeme tedy téZ vypoéisti integral
S(z) .

——da, oviem jen tehdy,

, Q(x)
dovedeme-li rozloZiti mnohoclen @(x) podle vzorce (14) (véta 68).
t. j. dovedeme-li feliti rovnici @(x) = 0. Vysledek plati potom
v kaZdém otevieném intervalu, neobsahujicim Zidny koten
rovnice @(x) = 0.
Ptiklad 1.

@10+ 200 4 327 - 4a% o+ al o Za¥ o Tw—1
2° 4 228 | a8

V odst. 2, pitkl. 2 a 3 jsme jiZz provedli rozklad integrované
funkce; hledany integril se tedy rovna

1 7 1 31
B P R - —
f(x+ A @ @t St D)

kde 1p%*—q < 0. Prvni integril se rovnd —

libovolné redlné¢ raciondlni funkece

dax.

x4 17 3lx+ 1 x2
_— da = — +
B@—et 1 9(w2—x+n) -
7
2 ——— ——l 1| —
= x+2w2 " +1+ |z+ 1]
E-L x+ 7 RS 3la + 1
3./.(:::2—1:4—1)2 f.zz—a,—l—l

Posledni dva integrdly pocitame podle vzoru pi. Y v kap. III,
odst. 4:

I,= s+ .,_.:_f 2“—.1. L da -
(e — a4 1 @ —a 1

1==

‘l —
—_ f_ix_j_—{—- dx_—.; i— _.2i_l_da‘ +

a2—a+1 2J2—ax+1
33 da
- +_ P,
2 ) x2—2z+1
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Substituei 2 —a + 1 == 1, (2x — 1) da = dt dostaneme

f 2x—1 fdt 1 1
— da' == —_— T e e ol .
(a2 — 2+ 12 t2 : i1
2z — 1 (lt
da == =gt =g (a2 — - ]
fﬁfz——.‘l’—i—l ’ gl I g (? r+4 1
{(nebot je stale x® — x 4- l > 0). Jesta? — x4 L o- (v — 4)2 4 3
poloifme iva—13 =4 V3t, da==} Vfl—dl, mame ddle a2 — o b
=@+ 1),

- l() di
f(aﬁ—w "_V fﬂ"-i-l)*’
S YR

at—ax4+1 2 3 Jri

podle kap. III, odst. 3, prikl. 5 je (do (18) jest dosaditi n -1
a psati ¢ misto )

. N S
@412 2042 2 Jep1

ale
Qg — 4
Lo . l, 22410 — (22— 1),
I3 3
takie
f dr ot arct. l
R ._—_a,r(:g == _..]L g———— —
2 —=z —1— 1 V V V;

f dx . P U
(a2 —-—x—;—l)z—?VB( 1+rz ft2+l) ‘

L L 2z 4+ —— arctg 2z —1

3 a?—ax+1 3]/3 I3
Tim jsou vypoétény integraly I, I, a tedy téz hledany integral
(doporuduji ttendfi, aby si provedl jesté dosazeni); vysledek plati
v kazdém otevieném intervalu, neobsahujicim ani bod 0 ani
bod — 1.

1

da . . ..
Piiklad 2. f —— . Predeviim musime rozloziti at -1
xt 41

0
podle vzorce (14); rovnice z*+ 1 = 0 nemé# realnych korent,
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proto rozklad vypada takto: ¢ -+ 1 = (22 + px + ¢) (2 + P’z +
+ ¢') (pii ¢emZ dosud nen{ vylouceno, Ze by oba mnohodleny
2. stupné byly identické?4). Z této (identicky platné) rovnice
plyne podle véty C, str. 112:

PV =0,q+q¢ +p =0, p¢ +0g=0, q¢ = 1.

Podle prvni rovnice miizeme tyto rovnice psati téz takto:
p=—p, q+qg=2p% pl@—qg) =0, q¢ =1. Podle posledni
rovnice maji g, ¢’ totéZ znament a jsou rizny od nuly; podle druhé
rovnice je g + ¢ = 72, takie ¢, ¢’ jsou kladnd a p =4=0; % TOV-
nice p (g — q) =0 potom plyne ¢g=4¢q', tedy ¢¢ =¢*=1
a tedy ¢g=¢ =+ 1 (jeito ¢ >0): tedy p*=q+¢ =2,
P =i 1/2, p'=—p. Vezméme p= ]/2, tedy p' = — V2
(kdybychom vzali p = ——V2 bylo by p' = VZ a oba Cinitelé
by se pouze vyménili); tedy mime rozklad x4 1= (224
+ V2a, -+ 1) (x“~—]/2é: + 1); vidime, Ze kofeny rovnice x4t 1
jsou_.j(rdnoduché, jeito kofeny y 4 7 (0 == 0) rovnice 2%+
+ V2:r + 1 =0 nejsou kofeny rovnice z*>— VE’L + 1=0 (viz
pozndmku %) na str. 113); tedy

1 ax+ 0 cx+d
i+ 1 x”—}—l/ir-{—l xz—V§x+l '
Snadnym vypoétem (necht si jej étendr provede) obdriime
11 a2 a2
L | 2l/~2— |22 +V§x + l x —V2x + 1

Jest pak (znameni 4 si odpovidaji)

1 —
f__ 242 :_f 2z 4 J/2 da
xZiV§x+l e @ 2at+1
0

Jﬁf .df o
T2 ) a2 )41
0

2‘) Ctenar, znaly poiatku algebry, zjisti ovSem ihned, Ze rovnice
2t -+ 1 = 0 mé Sty¥ riizné kofeny jednoduché a nikoliv dva dvoj-
nisobné —- ale rad¥ji tento vysledek odvodime.
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Zde je
1

M o= [lg|2® -V2x + 1) == 1lg 2 2
[
0

(viz kap. 111, odst. 4, piikl. 8). Dile je a%4- Vfa:—g—l::

1 /= 1 1 |
=(x 4 — J2)2+ —= —(2+ 1), pologime.li x @ —[2 -
(ﬂ_Q_V) > =5 @+, Syl

1 —_
V__t a tedy da= V_z_ dt, t== V2 - 1, méme tedy (pozor
na meze!)

1 Vi

dﬂx o 1 > ds .
fxzrl;l/Ex-H VE"ft2+1"
0 1

— |/2 (arctg (J/2 - 1) — arctg (- 1)).

-~

Je aretg (£ 1) == 71{7% arctg (VE - 1) == %:’t. arctyg (l.-’Q-_]).--.:
= %n.“) Tedy celkem?$)

& = 1we+)2 ——l Z—V2)+

a1 21/2( s+ st

-+ arctg (V§+ 1) — arctg 1 4 arctg (V2‘-—-]) — arctg (— l)) =

28) Vypoétéme to: je tgax = 21’&-}; a tedy specielné pro
a=1njel= T iga’nln tg?dn 4 2tgin—1=0, tgin= 1 1

+V2; ale tgdn > 0, tedy tgin =2 —1; jest (J2— 1) (Y2 4-1)=
=2—1=1a tedytgin =tg(in—in)=1:tgn =1: z--1n=
—V2 + 1; tedy: }n = arctg (]/z-— 1), %7 = arctg d/ + 1)
26) Uzivame déle vztahu (2+V2) (2 —VZ)—2 takZe —I1g(2 —V2).
=lg2+)2)—I1g2.
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1 = 1 3 1 1

e [ @+ V2) — —=lg24+ S — 7+ —p

21/2(5( PV =Sl a—a
1

R /3y o L
+ _‘7) .2]/‘__)__ e (14 J2) + WE .

1
4. Integraly tvaru f R (x, (ax—f b »)s)dx. Mnohoélenem
cx+ f

ve dvou proménnych z, y nazyvime soudet koneéného podtu élentt
tvaru cx™y”, kde ¢ je konstanta, m a n jsou celd nezdpornd &isla.
Podil dvou mmnohoélentt P(x, y) : Q(z, y) nazyvd se raciondlni
funkei proménnych z, y; takovd funkce je definovana ve viech
bodech, v nichz je Q(z, y) 0. V tomto odstavci budeme sc
zahyvati integrily tvaru

1
f R (w ("iﬂ)’) da, (29)
cx + f

kde s jo celé ¢islo vétsi nez 1 akde R(x, y) je raciondlni funkce pro-
ménnych z, y.27) Integrdl tvaru (29) (a oviem také urdity integral
tohoto tvaru) d4 se prevésti na integrdl raciondlni funkee substituci

1

ax —t_lz O ;
cx + f

Vskutku, z této substituce plyne

l b—ft¢ —be .
a_xﬂ =1, r= ——L, dz = iEf—m———sts—ldt;provedeme-h
cx + f ct® —a (ct* — a)?
1
ax -+ b\e .

tuto substituci, vidime, Ze vyrazy =, ( - ), jsou nahraze-
1
ax + b\ &

27) Funkei R(m, ( ) dostaneme tedy tak, Ze do raciondlni

ax + b\
cx + f

ovSem racionglni furikei proménné x a integrovali

. Kdyby bylo s = 1, byla by

funkee R(x, y) za y dosadime (

. ax+b
funkee R(:r, Py
bychom podle metody odst. 3. Také v p¥ipad® af —bc=0 — jak
Stend¥ snadno nahlédne — je predloZeny integral —— pokuwd vibec
m& vyznam -— integralem raciondln{ funkce.
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ny raciondlnimi funkcemi proménné ¢ arovnéz da je nahrazeno vy-
razem 7(¢) . dt, kde r(t) je ractondlni funkei proménné t. Tedy
vskutku integral (29) piejde touto substituei v integrdl raciondlni
funkce proménné ¢.

1

Poznimka 1. Integral f RB(zx, (ax + b)#) dar patii oviem téz
mezi integrly tvaru (29); je to prosté specidln{ pifpad ¢ = 0,
f ==

Poznfimka 2. V tomto odstavei i ve zbytku této kapitoly
pienechdvidm étendfi, aby si rozvaZil — bud v obeeném pifpadé
nebo v jednotlivych pifikladech — zda a v kterych intervalech
uvedené 1ivahy pla.tl’

Priklad 1. sz +3+= _ da:,qubstltn(o V2ac + 3=t 0,
V2a:+3———x
x4 =12 a== ; (& —3), da = t dt.
Vs

V2.'1:—|-— 3+ T e — M_—.? tdt =

V2x—'—‘3——x e 2t —t2 4+ 3
1 1

V5 ]
I R R U
;. t—3  t41

. .
:[—%—4t——91g|t——3|+lg|t+l|]

~

= — 2 45—l 3 VB + g T+ 1+ 4+

-2

+ olgz_1g2_2—4]/5—91g (3—V5)+lg(l/o 1) +
+ 8l1g 2.

Pifklad 2. 2”+ ! .d”‘ Substituce
x+ +1 22

3

Viﬂi'i_t 2z 4+1 B—1 302 dt

3, z= =

s F1 " ZF1 S T e
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3
2241 dw f 33dr
x—l-l 2 ) =1
_f( 4t t4+3 )dt___
3(;-1)2 (t—-l) (t2+t+l)2 3(+t+1)

Lt — ey —
3g1 I 6g(++)

—1
l 2t +1
[ERR R
do tohoto vysledku jest jesté misto ¢ zavésti  podle rovnice
3
t= 2_x:;tTl Doporuduji étenafi, aby si viechny jednotlivosti
x
tohoto pifkladu propocetl.
Poznimka 3. Vyskytuje-li se v integrované funkei nékolik
1 1

riznych odmocnin (aa: * b) * , (ax + b) . téhoZ vyrazu —+—b,

cx + f cx -+ f cx + f

polozme &islo 3 rovno nejmendimu spoleénému nésobku éisel

§',8",...; je ziejmo, Ze viechny uvedené odmocniny jsou mocni-
1

0
nami vyrazu ((ix_—_}—__)s, takZe mdme opét tvar, vySetfovany
cx + f ni
2 (a: :i}_— 2)
v tomto odstavei. Na pt. budiz I = - da:

1 11
)+ ()

nejmensi spoleény ndsobek ¢&isel 3, 4, 6 je 12, takie lze psdti

8
o ey

— du;
e )"
x4 2 )
. x4 1\12 . A . ,
substituce P =t prevadi integral I na integral funkce

raciondlni.
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5. Integrily tvaru [R (%, |/as*+ bx+ c) dx, kde R (x,y)
jeracionilnf funkece. Piedeviim miZeme vylouditi piipad a = 0,
ktery byl feSen jiz v pfedeSlém odstavei (ptipad @ = b == 0 vede
dokonce pfimo k integrilu raciondlni funkce). Necht tedy je
@ 0. Za drubé je moino vylouditi pfipad, Ze mnohoclen aa? +
+ bx + ¢cmé dvojmwobny koten, nebot potom je ax? + bx + ¢ ==
= a (x —&)?; je-lia < 0, je ax? -} ba + ¢ < 0 pro viechna reullm
z %o« a tedy l/a,::;2 + bx + ¢ nemd pro nds smyslu pro x =
(jezto prlpoustfme jen redlné hodnoty); je-li viak a >0, je
Vax2 + bz o= Va | x —a | a dostdvdme pifmo integril racio-
nilni funkce. Necht tedy a &0 a necht aa? 4 ba -+ ¢ ma dva
razné kofeny «, .

1. a> 0; v tomto pripadé zavedme substituci l/(m2 +bx 4 e o=

Va z+t (b j. t= Vaﬁ + bz + ¢ — Va z). Umocnénim do-
etaneme ax? 4 bx + ¢ = ax? 4 2 Va, x4+, t. j. bx+de—=

:ZVaxt+t,x—b_2V_ Vax +bx-|—c-_Va——-;l—/;~t+
+t__——l/at*+bt—l/ac dz — 9 Vat2+bt ]/ac(t Tedy
b——-—2Vat (b—2l/al)2 S

z i l/a:::2 ~+ bz + ¢ jsou racionalni funkce proménné ¢ a také
daz md tvar r(t) d¢, kde r(¢) je raciondlni funkce proménné ¢.28)
Tim je tedy predloZeny integrdl pieveden na integral racio-
naln{ funkee.

Priklad 1. ——-L —; substituce Vx24— r—1=
a:+l/w2+a:-—l
R | — 22—t —1
=x+t r—1=2xt4 2, x—--—:{-—~v-- dx:—i——~— )dl
1—2f (1 —2¢)2
—— 1241 (t2 —t— ]
24+ rx—1l=——+t= .
V + l——2t+ 1—2t

j;+Vﬁ+x—T @+ 1—P 4 tr1)(1—20)

(tz_t——l)dt f 1 2 1 df —
= | — — — i =
a+mt—l t+2  ofp——
2 2
28) VSimndte si podobnosti vyrazit pro Va:c’ F bz + ¢ a pro dx;
byvé leckdy uZiteéné.
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1.1 1
et —2lg |t 2] — — g f — — =
glt+2| 5 g' .
Y E T T 2| BT a =T — 2+ 2| —

———-lg“/r2+ x-«l—x—i..
2 .
II. a < 0. Zdo m4 pro nés vyznam jen ten piipad, Ze kofeny
&1, g jsou redlné?®) (a oviem ruzné, viz poditek tohoto odst.);
necht’ je oznadeni tak voleno, Ze &, << «,. Jest az? + bx -+ ¢ =
= a (X — o) (T —oa); je-ll & >y, je t67 & >, a tedy @ (x—o0q) X
M — ) << 0 (jeito a<<0); rovnéZ pro z<< oy je t6% x << oy
a tedy o (x—o) (2 —x,) < 0. Hodnoty o <<, a x> o, ne-
plichdzeji tedy pro nds v uvahu. Zbyvaji tedy hodnoty z inter-
valu {ay, o). Omezme se tedy na interval (o, x) (hodnoty
== oy, &= oy, pokud by se vyskytly jako meze urcitého integ-
rialu, vyviadovaly by zvld$tni malé vvahy). Je-li &, < 2 << &y,
je
az? -+ ha 4+ ¢ = a (¥ — ;) (2 — &) = (— a) (& — ;) (ag — @),

kde viichni tii ¢initelé jsou kladnd éisla. Tedy

Vaar‘ 4 bx 4= V““<x—“1) (g — ) l/_a (1-_“0‘1)2 _

T— &y

V—— o (r — o) ]/ - n&ié integral m4 tedy tvar

f R (w V—a@—ay) ]/22_77"’:) dz,

: ot . ) Xy —
coZ je tvar vySetfovany v odst. 4 (substltuce ]/xz = t).
—&

1

Piiklad 2. de 5 V intervalu 0,1
5z 4+ 2 4 3]/—-x2+ z+ 2

29) K:(l‘) by totiZ mmnohollen axz? -{- bx -+ ¢ nemél xeélnych ko-
fent, mél: by pro viechna (redlnd) x totéZ znameni; jeito puk pro

dostatetnd velkn, (redlnd) x je ax?+br+c=ax? (l + — —I— ‘(_lﬁ <0,

bylo by ax? - b + ¢ < 0 pro viechna redlnd = a tedv bv neexisto-
vala redlnd odmocnina lax’ + bz F . :

138



je J—artat2 o J—(ad D@—-2) = @ HE= 0 -

2—ua
B ( i ]) ‘I/‘L_i_ 1

1.2—= 2 —u 22 .
[T e, —— = 2, o= , - e -
v 4 1 x4 1 241 T+’
_ 6ede
[CESTE
1 ]
/‘ da L
J ba 42+ 3]/::1:'—2“—1:_;5“-!? 2 rof- 2 41 2—u
0 0 (x-+1) TT1

1/2

i)
W‘
f 6tdt ] 2t dt B
(12 — 362 -1 9) (1 + 1) 'f(t--—:zr-—-t)(l 1)
2 8

l.':l

1/

f' | 8 M43 N\
5(:41) 85(t—4) 17(12-+ 1)

. 6

=g — 4——alct0 2.30)
55 4—)2 34’ 7 V2

6. Integraly tvaru f R (cos x, sin x) dx, kde R (u,v) je

racionilni funkee. Zde vede k cili substituce tg 4z = #; odtud

cos? Jo = -—— ! S ;  cos x = cos? yx — sin? fr =
1+tg2dae 148
2 11— . .
=2cos?fr—1= —1=- ; sin x = 2sin Jx cos Jo—=
' 14 ¢ 14
+ds
= 2tg & .cos® fo =2t . . Koneéné ~L . — dt, dx=
14 cos? fa

= 2 cos? dxdt = 1—2-—(—it—2 Tedy mdme dohromady vzorce cos x =

30) Doporutuji, aby si &tenaf podrobnd v8e vypodital; uZivam

toho, ¥e ;"arctg L__ I arctg J/2.

V2 2
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1= . 2t 2dt . P TSP
sin x == ,de = ; integral predloZeny piejde
1 + & 142 1422
touto substituci ziejmé v integrdl raciondlni funkce.

Piiklad 1.

n 5

2

1 —sin L g _l_':l-mt-——2t 2 d¢ .
l+cosx l-}—t’{—l—t2 142
0

1
2 __
= [T g ) =1 —g2
14 0

7. Integraly tvaru [R (e**) dx, kde R (u) jo racionalni
funkee proménné u. O konstanté « predpoklddejme, Ze je rizna
od nuly (jinak by bylo ihned fR(e") dz = [R(1)da=R(1).2).

1 la ... . .
Zavedme e** =t, ¥ = —lgt, de = — - - a vidime, Ze dany integral
% ot

N 1 .. p sl
je preveden na — f R(t) —. coz je integral racionalni funkee.
X ¢
Piiklad 1.
e2n1: —e anz

ed ™ | 1

dz;

integrovana funkce je raciondlni funkei vyrazu es™ =t, nebot

e — 2 o — 3 —:i ei™dx = di, takie
)

s 3__p2 2 ,
=4 t.___‘.f’i: F—tq Pl PP
)41t t2+1 E3 #+1

= -g— (t— $1g (22 + 1) —arctgt) =

= %—I(e«’i"” — 1lg ( e 4 1) — arctg e'«‘!””).

dz

Pozndmka. Na pi. f —_—
eav2z _|_, exr

(x == 0) nelze takto poci-
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aVZ
tati, jeito. poloZite-li ef*=1{, bude e = tﬁ exVer — B
a neni mozno voliti # tak, aby oba mocnitelé 'Ff i V—f byla celd
¢fsla (jeito jejich podil je iracionalni &islo V:‘Z_)

S. Integrialy tvaru f R (Ig %) _d;x, kde R(u) jo racionflni

. . da —
funkee proménné u. Substituce Igx =1, = di prevadi

predloZeny integral ibned na fR(!) di, coz je integral funkce

raciondlni.
., 1 da . .,
Priklad 1. == | ———— . —. Substituce lg x == t ddva
lg2a—1 =
I di :;_1., 11 dt:l—lg t—1 .
*— t—1 t+1 2 1 —|— 1
1 ]g r— 1
) lga+41 ‘

Poznamka. Jednotlivé odstavece této kapitoly bylo by
moZno jedté riznym zpusobem doplniti; odkazuji v této véci
na Petrav Poéet integralnf. Tak na pr. integrily, vyfetfované
v odst. 5, je moZno pocitati jesté jinou, casto vyhodnéj’f me-
todou, jeZ je vyloZena v Petrové knize na str. 70—77 (cituji
podle 2. vyd.). Také pouZit{ komplexnich funkef, po pf. kom-
plexni proménné usnadni ndm dasto vypocet, jak jsem se o tom
jiz zminil v pozn. %) na str. 109. Pri této pifleZitosti upozor-
nuji je§té na zvld§té vyhodnou metodu pro rozklad racionilnf
funkce v édsteéné zlomky, jeZz je vyloZena v Petrové knize na
str. 19—21.

CVIGENT %)
A) K odst. 3.

1. dx 1 1
' f(xz+2x+2)z TETTEC

_l

2 f’TF'l’-’EE:E)z URET: V— I (2 + V3.
"1
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3. (_;:gfm e oas 27:‘;_1)2 (vyhodnéjsi nez metoda odst. 3 je

zde substituee a- 1 =1).
1

4. V odst. 3, pFikl. 2 jsie vypodetli f

0
ada 1
L — arcte x?
f:c‘-l— 7 2 arctg x?,

f:r,‘z(la: V2T e ll‘

at ) 4]/‘. @ Vir + 1

dx

WTT‘T . ‘rylh')('t-étﬁ‘

21/ (aretg (], 2 - 1) -+ arclg '(1/5;1.' 1)).

x3 da 1
e e Jur (e L
f”"! : n |_ («l‘ i I).

Prvni a tieti integral nebudete ovSem pocitati metodou odst, 3,
nybrz jednoduseji vhodnou substituci. )

b. Poditate-li prvni intogral pfedeslého cviteni metodou odst. 3,
dostanete

xdx 1 = ey .
frv__“ i~ 72 (aretg (J 2 - ~ 1) --- arctg (JZw < 1));
tedy je v intervalu (— o, )

arctg x? == arctg (V?&—x —- 1) —- arctg (Vﬁ_w -+ 1) + C; (30)
dosazenim x = 0 dostanete C = in. DokaZte vzoree (30) (s hodno-
tou C = in) prlmo z definice funkce arctg x.32)

6. Pro vyraz. ktery se vyskytuje v drubém integralu cvident 4,
mlvodte obdobnd rovniei

arctg (V?w --- 1) + arctg (V?w +1) = avetg —]—~2—-I—T~_, 40,

platnou v kaZdém =z intervall (--- «, -—-1), (——1, 1), (I, o). P¥i
tom C je v kaZdém z téchto intervalt konstanta, ale v kazdém z nich
jind (jejf hodnoty dostanete tim, Ze poloiite piednd = = 0 a %e za
druhé nechite x vzrustati do 4 o« a klesati do --- »).

- N v? - x 1 (lw__~__];]"i,,.___l'_.._
" [ (e 25 T T BT

81) PFi neurditych integralech necht étendi sam uvéii, ve kte-
rych intervalech uvedené vysledky plati.

32) Pii této tiloze a podobnych tlohdch postupujeme asi takto:
budte a, b dvé redlnd &isla; poloZme o = aretg a, fi = arctg b; tedyv

a=tgoa b=1tgf; tedy tg (6« + ) = + T—a (meni-li ab = l) odtud

li~b
1-

pak plyne, Ze & 4 f# = arctga + arctg b = arctg ~‘L Ln, kde

k je celé d&islo.
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;ll

Igia -+ 2| +—~(lo 3V e Y

1
e lg e b1y
glele st 3 40
1 — —
+ 5510+ 3)5) g o +]/F L
S, f 4 dx ~_l_ ol »'-—I'—l 2 -1 .
ey g aretyg o -l 6 o rawik i_(}T____h
da 1
ErrryE 4R pF (“wtg i

1 . /
- uw.tgﬁ 5 dokazte, Zce posledni zivorka ma hodnotu arvctg L
5

+1
0. f(l 20 de 1 g V3

8 41 l/"
Névod: je a® -1 — (&% 4 1) (wt~ 2% -1 1); metodow nem&i-

tyeh soudinitelit nebo pfimo Fefenim rovnice at-—a? -1 -0

najdete rozklad at - - w2 - 1 = (22 -}- V:&m - 1) (a? -l/:!:r £,

B) K odst. 4.
fV' t o Vl"""" da = lg (- YT 2% ¢ T 2% (i-

Vl + - l -
tatel i jmenovatel délime Vl ).

2
g xr— 1 3 15
12, fwl/ﬂf T dur o= - 5 -l - lg 8.
1
3 21/— _ _
e - 35 D -+
13. —L;’E_—{» ! S da - '.);) -4 7 EV 4 lg > *"VF’
—1 Vx + 1 10 5 2
_reafE s E
5 2
n

14, PoloZime-1, l/i: : =1, je

n————
fl/a:—ldx_f%u”dl
x 41 (1- -2
(pra n = 4 jsme posledni integril vypodetli v cvideni 8).

() K odst. 5. ,

15, Je-i a > 0, je
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1 e
f Vari Fhs e = o 81202 46 42 Va Vaz® 5 ba ).

16. Budi¥ a < 0; rovnice ar? } bx -+ ¢ = 0 necht mé redlné
kofeny oy, og (6 < o‘,), tedy

Jor—4 b Jbr—4ac

oy = T,, -+ - 2a B i p (nehot @ < 0).
Potom je v intervalu (o, ¥,p)
A/__—-%::T*: = — ‘_2. arctg .ﬁ_:i
Vaa'2+bm+c 'l/__", T =~

17. Necht plati pfedpoklady cvi¢. 16; potom lze predloZzeny
integral poditati téZ jinak. Je totiZ

2 2 2
ar? — b+ c=a (a‘ -+ 2%) ---b—‘u;ﬂ‘— =-—a (()4—{:(“:

e 2)):

zavedeme-li substituei

7__
oy b VPt
2a ---2a
dostaneme v int. (o, &y)
l‘ da 1 . 2ax +0b
—_——— = — - =——— AUCSIl S -
V ax?® 4+ bx + ¢ V== Vb" —-4ac
18, Podle cvié. 16 a 17 je v int. (o, xg)
2 arctg ___:c = arcsin _ig + C,
—% V 2 —. 4ac
kde U je konstanta. PoloZime-li -2—:__-2_3_—-_'_——4'_?2_ = A a pouZijeme-li vyraz(
— 4dac

pPro g, «,, piejde tato rovnice v rovnici

2 arelg Vi i ; = arcsin 2 -+ (.

DokaZte tento vzorec (pro — 1 < A4 < 1) pfimo z definice funkei
aresin z, arctg z, pfi emiZ zjistite, Ze C = im.

f (Vx=+1—z) 3

17—
’E‘ ——“2—V2""lg2"‘—

_ (.g_‘_.]/"z") 1g (7 1).
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b

21. f—— ------ ]/(,_Vz-._ ‘1"‘!"1‘ ;)__-I_il_(._:._.

Jw 27 3492

22, V pupade @ > 0 uiili jsme substituco Va;r-jf b -0 =
== V(Vc +t(t j. t= Vm +c —Vax), se stejnym \ﬁpv‘éc]wm
mo¥no t&% uZiti substituce Jaa® + bx o= -Jax 4 ¢, t. j. t =
= Vm{ ¢ -+ Vn:r Vyjde

2o o Va,t + bt |~]/ac,
=, dur = /
b+ 2)at ® + 2ty
Vat’ + bt —+Vu(
b 4 2]/(1!, ’

Vzoree jsou tedy zcela obdobné jako p¥i dFivEjEi substituci; snad jsou
o néeco prijemnéjsi tim, %e se v nich méné &asto vyskytuje znameni
minus. VypoGtéte timto zphsobem znova cvid. 15 a 19.

Vax® bz + ¢

23. Metody, které jsme wuiili v ]mpmle a < 0, lze uZiti i pro
a > 0, jsou-li koleny mnohoélenu «az® 4 bz + ¢ 1oalno a rizné.
Budiz tcdy az? 4-bx + ¢ = a (x — ) (£ — &y), kdo @ > 0, oy < ;.
Zajimaji nas pouze ty intervaly, kde az?® + bx + ¢ > 0. Omezme
se tedv na intervaly (-— o, n;), (xp. 4 ), Potom hude

Vam T To = V. | & — ]/ £,

tim dostdvimeo z integrilu f R(x, Jaz® 5~ bz + o) da integrsl typu.

v . x-- o
vysetfovaného v odst. 4 —- provedeme tedy substltuc"/:;:- By,
) —ay
Ale nutno dati pozor na to, Ze v intervalu («,, 4 ®) je [T --a, | =
= x— oy, v intervalu (— o0, ;) viak |2 —- % | = &y — .

24, Zplsobem uvedenym v cvié. 23 vypoltéte jeStd jednou
integrél z cvié. 21.

26. Zpisobem uvedenym v cvid. 23 vypodtéte

i dzx N - Cgpee—e
sz3+3x_L2 =Vt Fac 2T 1Yz + 115 YTz + 210

pfi tom horni znameni plati v intervalu (— 1, + o), dolnf v inter-
valu (— o, —2). (PHi vypoctu je stdle nutno pedlivé dbati znamé-
nek; pro a:>-1 je x| 1 |_.v+l, |x4 2]-—-.1:—} 2, kdeito
proar<-——2je!:c+1§ = —z--1,! -2t = w—~-2)

Jarnik: Uvod do integrilnfho pottu, 10 145



D) K odst. 6.

14 2sinzx o1 1
26. f sinz +8eose F3 =7 Ot ™

in
1 4sinx

D] P
2. 1 + cosx
0

dr =1+ 1g2.
28. Integral z cviteni 27 vypodtete rychleji, uZijete-li vzored
1 4 cos & = 2 cos? 2, sinz = 2sin = cos —.
2° 2 S 2

29. Budi% aspoii jedno ze t¥i &isel @, b, ¢ rtizné od nuly. Potom
dostévame pro integral

f dzx
acosx 4+ bsinzx 4 ¢
tyto vysledky, je-li ¢ & a:

IS SR [CEr 073 Cet Tt Lol ol et |
Va3 o8 —c* " |(c—a)tgix + b + Ja® + b2 — ¢
je-li a® 4 b2 > ¢
—_— 1
]/"c“‘{‘fi% TR %ﬁ-ﬁ“‘%‘%b '
jedi a? 4 0 < e
2

RCEr vy vy S
joli a2 + b = 2.
Je-li viak ¢=a, dostavame

—Il)—lg |e+ btg lx| pro b= 0; —‘—lltg%m pro b= 0.

80. V n&kterych pripadech lze integraly tvaru j R(cos z, sinz)dx
potitati jednoduSeji neZ substituci tg } = = ¢; nékteré dualeZité p¥i-
pady toho druhu jsme prubrali v kap. III, cvienf 8—13. VSimndme
si je$td jednoho pfipadu. Budte P(u,v), Q(u, ») dva mnohodleny,
jejichZ &leny jsou bud vSechny lichého nebo vSechny sudého stupnd®?);
poloZime R(u, v) = P(u, v) : @(u, v). Piiklady:

1 2 ok
R(u, v) = 1+ 2::2 :;Zj) !

nebo _
u + v® 4 urd

R(u, v) = Py

33) Stupném &lenu aw™® nazyvéme dislo m -+ n.
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V tomto piipadé vede pti vypostu integralu f R (eos x, sin «) dak cili

St

substituce tg & = ¢. Nebot je potom cos? & =

sine = ———-t———.’“) da = _de takze

+)ir¥e 142’
L ¢ dt
R (cos z,sinx)dx —= [ R .
f ( ) f (:i:]/l e )1+ t‘)] I

P 1 t
=f +YiF e +)1 +H) de

: T
Q ,
+)T+e )T+ e
z predpokladi o mnohoélenech 14, @ pak plyne, Ze so odmocnina
:}: Vl 2 (po eventuelnim krécenf) vyskytne pouze se sudym mocni-

telem; t..j. znamenf V vypadne a integral predloZeny je tim pie-
veden na integral racionalnf funkce. Nasledujici priklady 31 35
feSi se touto substituci tgz =t.

81. PoloZime-li tg « = ¢, je

g COS &

1
1+

dx _ dt
fasin” « + bsin ¢ cos x 4 ¢ cos?r Mfatz F ot + ¢
in

dx

32, - - = arctg 2 - .

82 fsm2 x4+ 28inxcos x - 2 cos? x arctg 2 4
0

bape

in

dz
Y
88. f:ain2 z + 3sinxcosx + 2cos?x g ¢

0
sinx + 2cos x .
34. fmdm %l’—{—%lgl] |2tg$|—'
- lg (1 4 tgt).

35. == 1,
35 f1+3cos'~‘ 27

Zde je nutno Jéti dobry pozor! Dosadite-li bezmyblenkowté tg =1,
méte pro = 0 i pro * =z hodnotu ¢ = 0, takZe byste dostali
0

Z_(——T—t.ﬁ = 0. Postup byl oviem nespravny, jeito substituce tg x = ¢
0

nesmime pouZiti v Zddném intervalu, obsahujicim bod @ = in.
b
dz

& ¥, . ¥ —_—— im;
Vypodteme tedy na pi. .napfed f] T F oot - PO 0<b< in

) Budto platf v obou vzorcich znameni -+, nebo v ohou zna-
meni —; nebot sin x : cos x = ¢.
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jeito uwwy integral |c spojitou funkei své horni meze, dostanete

in E
potorn f - lim f ; podobnd byste mohli vypoisti [; ale
g b= g i

radéji nZijeme vztuhu
T
f dx
1 --3costa " J 14 3cos?a’
0 i

Kktery dostanceme, 'pnn'lijemcdi na lové strané substituce -z = ¢.
E) K odst. 7
36, Tro o 4= 0 je

da . 1 . (o206 &z .
f -:_:__I_.!_._ ~ - _; I; (e - € ~ 1) —
.:ea;t

i1
- --—: arcetyg ———-
aV V3
37. Budiz RB(u, v) raciondlni funkee; hudi% o == 0, n > 1 (n celé).
Potom lze integraly .

1
axr | p\=
f I{(e“”, (——————:ZM :: ;’)n) da,
f R(e~, Vacz‘w :}—_be“’ -lj—(;) dx

plevésti na integraly funkei raciondlnich. Substituci e** =t pie-
vid&ji so tyto imtegraly na integraly

[ Lo

joz patii k typﬁm, vySetfovanym v odst. 4 a 5.

f 2 du _ g2l g tet+1
Vs + e 11 3 -+ 2|3

39, _”/e Tz - ofE 1 e 2g(fE L1
F) K odst. 8.

1 de | lgz- -1
gter Flgz—2 & ° g lgx + 2
41.- Obdohnm& jako ve evid. 37 daji se politati integraly
(n > 1. celd)

1
algz + b\~ d:L Cp— — dzx
Sl (i g)) 5 f e Vo s oo 3

kde R(u, r) je raciondlni funkce.
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1 (L‘
42, R T -
lgx + ]/19::1‘ i -

=lgllge + Jige T 0] v I

KAPITOLA V.
Obsah rovinnych oboru a délka rovinné kiivky.

1. Obsah rovinnych oborii. V kap. IT, odst. 1 provedli
jsme malou orientaéni Gvahu (ov8em nikterak pritkaznou!)
o ,,ploiné velikosti jistych rovinnych obord. Véty, odvozenéd
v kap. II, dovolnji nam nyni formulovati tyto tvahy ptesnéji
a dospéti tak k vhodné definici ,,plodné velikosti™ nebo kratéeji
,»obsahu‘“ tiéchto oborti. Z elementirni geometrie zndte obsah
trojihelnika a obsah onéch utvard, jez se daji sloZiti z koned-
ného poétu trojtihelniku, t. j. obsah mmnohothelnfki. Na pi.
obsah obdélnika rovnd se souinu ze zdkladny a vysky. Nasim
cilem jest nyni, tuto definici vhodné zobecniti na obory, o nichi
jsme mluvili v kap. TI, odst. 1. Budeme vySetfovati rovinné
obory (t. j. mnoZiny bod@t v roviné) tohoto tvaru: dana jsoun
dvé éisla a, b (@ < b) a funkee f(x), spojitd a nezapornd v inter-
valu (a, b)>.1)

Tim je definovana urcitd mnozina bodu v roving, totiz mno-
Zina viech bodu [z, _/], pro néz je a S < b, 05 < ()
(na obr. 5 je tato mnoZina srafovéna) Tuto mnozinu (je# zavisi
na @, na b a na tvaru funkce f(z)) ozna¢me znakem M(a b, f(x)).2)
Budeme se nyni snaziti priraditi kaZdé takové mnoziné M(a,b /(1:))
jisté ¢&islo P(a, b, f(x))3), [které nazveme ,,obsahem’ mnoZiny
M(a, b, f(x))] tak, aby byly splnény tyto ¢étyii poZadavky:

HT. jojeia S xS b jo f() =0 (ndzorné: viechny body
»oary* y = Hx) lezi nad osou = nebo na ni; Zadny bod neleZi pod
osou x. V kap. IT, odst. 1 jsme pro vétdi jednoduchost poZadovali
f(z) > 0; nyni pFipoudtime i f(x) = 0).

2) Na pf. M (1,3, 2%) je mnoZina, omezend ,.lole” osou z,
,vlevo piimkou x =1, ,,vpravo‘‘ pfimkou x =3 a .naho¥e*
para,bolou Yy = x?

3) Toto &islo zavisi ovSem na mnoZiné M(a, b, f(x)), t. j. na
Cislech @, b a ng tvaru funkce f(x).
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1. Vidy je P(a, b, f(x)) = 0 (slovo ,,vidy* znamend oviem:
pro kazdou dvojici ¢isel @ << b a pro kaZdou funkei f(x), spojitou
a nezdpornou v int. {a, b}).

IT. Je-li a <<c<<b a jeli funkce f(x) spojitd a nezdpornd
v intervalu {a, b>, je

P(a, b, [(x)) = P(a, ¢, f(2)) + P(c, b, [(x)).
(Ndzorny vyznam je jasny: viz obr. 6, kde P(a, b, f(z)) je ¢islo,
piitazené celé Srafované mnoZiné, kdezto P(a,c, f(z)) resp.
P(c, b, f(x)) jsou ¢isla, pFitazend mnoziné vodorovné resp. svisle
grafované.) Indukei plyne oviem 7 poZadavku IT okamZité: je-li
funkee f(x) spojita a nezdpornd v.intervalu {a, b), a je-li a =
n

= X<y <l ... < @ = b, je Pla, b, f(x)) ;*—=ZP(.’E¢_1, x;, f(x)).
=1

X L 4

0 0 6
111 Jsou-li

M(a, b, f(x)), (n

M(x, B, ¢(x)) (2)

dvé mnoZiny vysetfovaného typu a je-li mnoZina (2) édsti mno-
ziny (1),%) je P(x, B, ¢(2)) < P(a, b, f(x)).5) Viimnéme si, kdy
mnoZzina (2) je éasti muoZiny (1). Predné musi byti & > @; nebot
kdyby bylo ~ < @, patfil by bod [, 0] k mnoziné (2), ale ne-
patiil by k mnoZiné (1); z podobného diavodu musi byti g8 < b.
Koneéné pro o < 2 < f musi byti g(x) < f(x): nebot kdyby pro
néjaké a intervalu {(w, > bylo ¢(x) > f(x), pattil by bod [z, ¢(z)]
k mnoziné (2), ale nepatfil by k mnoziné (1).

4) Rikdme, %e mno¥ina M, je &asti mnoZiny M,, jestlize kaZdy
prvek mnoZiny M, je prvkem mnoZiny M.

§) Zkratka: ,,84sti* neni nikdy pfFitazeno &islo vétsi neZ ,,celkn‘.
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Naopak, jsou-li tyto podminky spluény, t. j. je-li a < a <
<AL b a jeli g(x) < f(x) pro kaZdé x intervalu (w, B, je
mmnozina (2) ¢4stf mnoziny (1) (¢. j. jelian < 2 < 6,0 < y < (w),
je tim spi¥e a < < b, 0L y < f(x). (Viz obr. 7.)

IV. Je-li mnoZina M(a, b, f(x)) obdélnik o strandch z, v, je
P(a, b, f(x)) = zv (t.]. ¢islo P(a, b, f(x)) rovnd se obsahu obdélnika,
poditanému podle definice, zndmé z elementsirni geometrie.) Kdy je
nmnozina M(a, b, f(x)) obdélnfk? Tehdy, je-li funkce f(x) rovna

%—-\‘

y

Obr. 7.

v intervalu {a,’b)> kladné konstanté v. Pozadavek 1V lze vy-
sloviti tedy také takto: Je-li a < b, v > 0, je

M(a, b, v) = (b —a) v. (3)
Poznamenejme jeité toto: jsou-li splnény poZadavky I, III, IV,
plati (3) i pro v = 0. Nebot, je-li ¢ libovolné kladné &islo, je
mnozina M(e, b, 0)8) ¢astf oboru M(a, b, &) a tedy podle I, III, IV
je 0XZ M(a, b, 0)< M(a, b, &) = (b—a)e. Jeito nerovnost
M(a,b,0)< e(b—a) plati pro kaidé kladné e, nemize Cislo
M(a, b, 0) byti kladné, t. j. je M(a,b,0)= 0= (b—a).0, t. j.
vzorec, (3) plati i pro v = 0.

UkédZeme nyni predeviim toto: je-li vithec mozno kaZzdé mno-
ziné M(a, b, f{(x)) vySetfovaného typu pfifaditi éfslo P(a, b, f(x))
tak, aby byly splnény pozadavky I, II, IIT, IV, je to moZno
jen jednim zpasobem a sice tak, Ze poloZime

b
P(a, b, {(z) = [f(z) da. (4)

%) Tato nmo¥ina je mnoZina viech boda [z, 0] na ose x, pro néz
jeasaLb )
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Dikaz. Predpoklidejme, Ze kaZdé mnoziné M(a, b, f(z))
vyletfovaného typu je ptitazeno éfslo Pla, b, f(2)) tak, %e jsou
splnény pozadavky I, II, TII, IV. Budte a, b dvé Jibovolnd éisla
takova, 7e a <0 a budiz f(x) libovolnd funkce -spojitd a ne-
zdporné v intervalu {a, b). Zvolme libovolné rozdéleni D inter-
valu {a,b> s délicimi body a =z, <z, <... < x, = b. Zna-
kem m; oznadme nejmendi hodnotu funkce f(x) v intervalu
{®i—y, ;) (t. j. dolnf hranici funkce f(z) v tomto intervalu), zna-
kem M; oznaéme nejvétsi hodnotu (t. j. horni hranici) funkee f(x)
v intervalu {x;—;, 2;>7); piSme konedné Ax; = x; — 2;_1.

Podle pozadavku II je

P(a, b, f(2)) = D Plai, x; f(2)). (5)
t=1

V intervalu (x;_q, ;) je 0 < mi < f(z) < M;; tedy mnozina
P(x;_y, 25, m;) (to jest obdélnik o vySce m;) je éasti mnoZiny
P(x;_yq, 2, f(x)) a mnoZina P(x;_q, 2y, f(x)) je Gasti mmoZiny
P(x;_y, z;, M;). Podle pozadavku IIT je tedy P(z;—i, xg m;) <
< P(aiy, z;, f(2)) < P(@i—1, 2, M,). Ale podle rovnice (3) (jez
plyne z pozadavku I,III, IV pro v > 0) je

P(x,;_b &, m,-) = miAa:,-, P(x.-__l, X, .Zl.’[,; = M,' z’]:l,"';
tedy )
: mg Ay < P(ai—y, o (@) < M Aag,
Seéteme-li tyto nerovnosti pro i =1, 2, ..., n, dostavime podle
(5) nerovnosti

n

i=

3
m; Ay < Pla, b, () < > M; Az
1 i=1
Plati vsak
n n
ZWL,' A.’L‘" u= ~9(D), ZM‘ A.’l’i = S(D),
t=1 =1

kde s(D), S(D) znameng dolni a horni soudet, piislusny k roz-
déleni D.8) Pro kazdé rozdéleni D plati tedy nerovnost

3(D) £ Pl(a, b, f(2)) < S(D). (6)
Budiz nyni D, ono rozdéleni, jimZ se 'interval {a, b) déli na m

7} Tato nejmensi a nejvétsi hodnota existuje podle véty 15.
8) UZivam zde i v nésl. odstavei oznadeni kap. I odst. 2.
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stejnych dili (tedy ;== a + —’:—l—(b—a) pro 1= 0, L., .. m).

1
Je tedy?) o(Dy,) = - (b—a) a tedy lim p(Pm) = 0. Podle
vét 27, 29 je .

lim s(Dyy) == lim 8(1),,) = f f(x) dar?

 mew Mmoo
Podle (6) je viak pro kaidé m

$(Dy) < Pla, b, f()) < S(Dy)
a tedy téz

f/(x) de = lim $(Dy) < Pla, b, f(x)) < lim S(D,) = / f(x) du:
m—» o0 m-—>o0
tedy skutecné plati rovnice (4).

Je tedy skutetnd nejugde jedna moznost, jak uspokojiti
podminky I, I1, III, IV a to ta. ze definujeme P(a, b, f(x)) rov-
nici (4). A nyni jesté ukdzeme: definujeme-li P(a, b, f(z)) rovni-
ci (4), jsou pozadavky I, II, ITI, IV splnény.

Vskutku, je-li @ << b a je-li f(x) funkce spojitd a nezdpornd

b

v int. (a, b), je predné ff(x) de 2> 0 (viz vétu 36): je-li jesté
a

b ¢ b
a<<e<b, je [f(a)da = [f(z)da+ [fz) da; je-li @ < b, v >0,
a a c

b
je f’v dx = v (b —a), takZe poZadavky I, 11, IV jsou splnény.

a
BudiZ nyni @ < b, & < 8, budiz f(x) funkce spojitd a nezaporndi
v int. {a, b) a budiZ funkce @(z) spojitd a nezdpornd v int. {x, f>.
BudiZ koneéné mnozina M(x, f, ¢(x)) édsti mnoziny M(a, b, f(x)).
Potom, jak vime, jea S a < B ba vintervalu {x. ) je stéle
#(2) < f(z). Tedy je

b B B
' f/(x) dz > 0,11) f}(x) dz >0, ff(x) dx > fqr/(x) da
a B -3 o

9) UZivam oznabeni o(D), zavedeného v kap. LI, odst. 3.

10) Horni integrél (z véty 27) a dolni integral (z véty 29) mohu
totiZz nahraditi prost® integrdlem, jeZto spojité “funkeo f(x) ma podle
véty 47 integral od a do b
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a tedy

f/(x) de = f/(x) da 4 [j(x) dz + fj(.):) da >

>0 —{-fqa(w) dx 4 0= fqp(x) dx

a tedy je splnén téZ pozadavek III.

Tedy celkem vidime: vskutku je moZno jednim « jen jednim
zpitsobem piitaditi kaZdé mno%iné M(a, b, f(x)) vySettovaného
typu ¢irlo P(a, b, f(z)) tak, Ze jsou splnény pozadavky I az IV,

a to tak. Zze definujeme P(a, b, f(x)) rovnici (4).
b

(islo f f(x) dx nazyvime proto obsahem nebo také “mérou

[ .
mnoziny M(a, b, f(x)).

Poznimka 1. Vydetiovali jsme jenom mnoziny M(a, b, f(z))
velmi specielniho typu; mohli bychom sice rozifiti predeslé
uvahy na mnoZiny ponékud obecnéjsf, upoustim vSak od toho.
Nebot k obecné teorii miry, vyhovujici viem pozadavkam,
které analysa na ni klade, bychom takto nedospéli. Takovou
obecnou a zcela vyhovujici teorii miry podal Lebesgue a Gesky
Gtendl muZe se o této teorii velmi dikladné pouditi z citované
knihy Cechovy.

Poznamka 2. JestliZe ,,é4ra** y = f(x) se v intervalu <{a, b>
skladd z koneéného podtu tusedek, t. j. jestlize interval (a, b>
lIze rozdéliti na koneény podet édstednych intervalu tak, Ze
v kazdém dasteéném intervalu je funkce f(x) linearni (viz obr. 8),
je mnoZina M(a, b, f(x)) mnohothelnfkem a pro obsah této mno-
ziny mame dvé definice: jednak definici, znimou z elementarni
geometrie, jednak definici podle vzorce (4). UkdZeme, Ze obé
tyto definice ddvaji stejny vysledek. Jeito obsah mnoZiny
takové, jakd je nakreslena na obr. 8, se pocitd podle obou definic
jako soudet obsah lichobéznikal2) na obr. 8 vyznadenych, staci
dokézati, %e obsah kaZdého takového lichobéinfka, poéitany
podle elementédrni definice (t. j. poloviéni soucet zdkladen, ndso-
beny vyikou) se rovnd obsahu, poéitanému podle vzorce (4). Budiz
tedy a < b a v intervalu {a, b> budiz f(z) = kx + ¢ = 0; mno-
Zina M(a, b, f(z)) je lichobéinik o zédkladndch f(a) = ka -+ q,

1) To plati — se znamenim rovmosti — i pro @ = «.

- 12) Tyto lichob&Zniky mohou piejiti oviem téZ v ohdélmky nebo
trojithelniky.
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/(b).? kb + ¢ a o vySce b —a. Jeho obsah podle elementdrni
definice je (b—a) (4k (a + b) + g) = 3k (6* —a?) + q (b —a),
b

podle nast nové definice je jeho [obsah f (kx + q) dz =
a
== 1k (0®* — «?) + q (b — @), ¢imZ% souhlas obou vysledkit dokdzén.

Prfklad 1. Obsah mnoZiny frafované na obr. 9 (f(z) == a®,
n>0,a>0) jeld)

x"/

N\

ye
7
i

.

L-———— q —

Obe. 9.

1 1
v — .+l — 7
fa, dx_n la = jo-o
0

(vSimnéte si, #e @ . a” je obsah obdélnika o zdkladné a a vysice a®).
Piiklad 2. Obsah mnoZiny &rafované na obr. 10 (f(x) =
== sin @) je

fsinxdx:—cosn+cosO=2.
0

2. Délka rovinné kiivky. Necht f(z) je funkce, kterd md
v intervalu <a, b) spojitou derivaci f’(z) (v bodé @ rozumfm
slovem ,,derivace‘‘ a znakem f' derivaci zprava, v bodé b zleva);
funkee f(z) je tedy spojitd v int. {a, ) (viz obdchnou uvahu
v pozn. 17) na str. 97). MnoZinu viech bodu [z, f(z)], kde x pro-
bih4 vSechny hodnoty intervalu <a, b), oznatme pismenem C
a budeme ji nazyvati ,kfivkou.1%) Z analytické geometrie

13) Viz pozn. 4) na str. 81—82,
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vite, jak se poéitd délka usetky; nasim cilem bude pak v tomto
odstavei, definovati vhodnym zpasobem délku kiivky C.
Sestrojme libovolné rozdéleni D intervalu {a, d) délicimi
body a=a2y<<a;<...<x,=~b(n_21)1%); sestrojme body
[z, f(20)] = Py [#1, ()] = Py, . . ., [2n, f(20)] = P
znakem K(D) oznatme lomenou &dru, sestrojenou z tsedek PyP.
PP, ... P, P, (viz obr. 11) a znakem L(D) oznatme ,,délku

y=sin x

Obr. 10.

4 v

lomené Giry K(D), t. j. soudet délek tisedek P_:E, PP, ... Py_1P,.
Tfmto zplsobem je kazdému rozdéleni D intervalu (a, b)> pii-
Fazeno uréité kladné ¢islo L(D). Mnozina vSech téchto éisel L(D)

Yy

ol a-x, x, x, x, b-x,

Obr. 11.

14) Slovem ,,kfivka' se oznaduji také mnoZiny mnobem ubec-
ndjsi; ale témito vécmi se zde nebudu zabyvati. Nézorny vyznam
LHkFivky C je jasny: ke kaZdé hodnot& z intervalu {a, b)> sestrojim
bod [z, y], jehoZ poFadnice je ddna rovrtici ¥ = f(x); C je pak mnoZina
viech téchto bodu.

15) UZivam zde podobného oznadeni jako v kap. II, odst. 2 a 3.
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(piislusnych ke vSem moinym rozdélenim D intervalu {a, b))
je — jak za okamiik ukdiZeme — shora ohrani¢end a mi tedy
jistou horni hranici L a toto ¢islo L nazveme ,,délkou kiivky €.
Tim je tedy délka kiivky C definovina — musime jenom ukdzati,
Je &isla L(D) tvoi mnoZinu shora ohranitenou. Usetka P;_ P
spojuje bod [&;—1, f(22.-1)] s bodem [x;, f(23)]: jeji délka je tedy
rovna ¢islu

li= V(@ — wi)® - () = flrio), (M
takize .

LWD)y=1Il41,+ ...+ 1, (8)
Funkee f(x) je spojitd v intervalu {aj—y, 29> a ma v kazdém
vnitinim bodé tohoto intervalu derivaci: podle véty o stfedof
hodnoté (véta 18) existuje tedy ¢islo &; tak, Ze je
f@) — f@ion) == f(&) (i —wi1), i S &S @

(ba dokonce x;_i << & <C a;). PiSeme-li jofté o — ;g == Aay,
méame podle (7)

L= V(a2 + (&) dwd? = VT TR Az ()
Funkee f'(z), jsouc spojitd v int. {a, b), je v ném té% ohranicena
(véta 16) a existuje tedy kladné éislo M tak, Ze pro vSechna x

intervalu {a,b)> je |f(x)| < M a tedy je l;<C ]/l + M2 Ax;
a tedy (podle (8))

D) =h+lt.t <Z]/l+]l12 A== T MY Ay ==

i=1
— (b——a) ]/1 A,

Viechna éisla L(D) jsou tedy menSi nez c¢islo (b -— a) Vl + M2
a tedy mnofina vech &sel L(D) je shora ohraniéena a tedy jeji
horni hranice L existuje. DokdZeme nyni, Ze plati vzorec

1
= Y14 (f'(x))? da. (10)

Predevdim integrdal vpravo existuje, nebot podle véty C na

str. 23 je funkce V1+ (f'(x))? spojité v intervalu <{a, b).18)
Oznaéme tuto funkei znakem g(z), t. j. g(x) = Vl + (f(x)2

“’)_—Flmkce 1 + (f(2))? je toti% spojitéd v int. <a, b) a jeji hod-
noty leZf vesmés v intervalu <1, 1 4+ M?*); funkce u! jo pak spojité
v oint. (1,1 - M2); tedy podle citované véty (/' je funkce
(14 (f(2)?)} spojita v int. <a, b>.
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Podle vzorce (9) je Iy == g(&) dx; a tedy podle (8)

L(D) = zgw,)Ax. (@ < &L @),

i=1
Jezto funkce g(x) m4a uréity integril od e do b, maZeme uZiti
véty 31 a dostavdme: je-li Dy, D,,... posloupnost rozdéleni
intervalu {a, b> takovd, Ze lim p(D,)=0,7) je
m—»xo
b
lim L(Dy,) = fg z) da. (11)

m—> o

Udinme jesté tuto poznamku. je-li D néjaké rozdéleni inter-
valu {a,b), dané délicimi body e=z, <, <... < @p=10
a je-li D’ rozdéleni, které vznikne z D tim, Ze k délicim bodim
Zgy Xy, .« - ., Ty priddme jelteé jeden novy délici bod 2', je L(D) <
< L(D').

Dikaz je jasny necht z' leZi tfteba mezi délicimi body
i1, X (31 < & < x;); sestrojme bod P’ = [x f(=)]- Lomen4
Gara L(D') se lisi od L(D) ]en tim, #e tisedka P;_,P; je nahra-

zena dvéma tseckami P,_lP P'P; ale — jak vite z elementi —
soudet délek vsetek P;_ P, P'P; je nejméné roven délce viseCky
P;_,P;%%) takZe vskutku L(D') > L(D).

Z tohoto vysledku plyne ddle: je-li rozdéleni D zjemnénim
rozdéleni D,19) je L(D) < L(D). Vskutku: budto je rozdéleni D
totozné s D a potom je nerovnost platna (se znamenim =:).
Nebo rozdéleni D neni totoiné s D; potom dostanu D tak, %c
k délicim bodim ,, zy, ..., ¥, rozdéleni D pfidim je$té néjaké
dal3f déliei body ', 2", ..., 2™, Piiddm-li k rozdéleni D délici
bod 2', dostanu jisté rozdélenf{ D' a podle predeflého je L(D) <
< L(D'); piidém-li k rozdéleni D’ daldi délici bod z”, dostanu
dalf rozdéleni D" a bude opét L(D') < L(D") atd.; po m krocich
dospéji tak k rozdélenf D™ =D a bude L(D)< L)<
<L(D”)< < (D) = L(D).

1% V souhlasu s kap. I, odst. 3 klademe
o(D) = Max (dx,, Ax,, . . ., Az,).

18) Znameni rovnosti nastane, jak vite, tehdy a jen tehdy,

le¢i-li bod P’ na tsefce P; 11—’

19) To znamend, Ze vsechny délici body rozdéleni D jsou také

d&licfmi body rozd&leni D; oviem rozd¥lenf D muafe miti je¥ts dalsi
dé&lici body.
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b
Chceme nyni dokdzati vzorec (10), t. j. vzorec L == I g(x) de,

a
K tomu cili staéi oviem dokdzati toto: je-li & jakékoliv kladné
éfslo, platf nerovnosti

b
ngg(x)dng—-e. (12)
a

Budiz tedy ddno kladné é&fslo . Jezto L je horni hranici ¢isel L(D),
existuje rozdéleni D, tak, Ze je L(D;) > L —¢. Prom ~= 2,3, ...

0,

; T T T L
DJ
Obr. 12,

ozna¢éme znakem D, ono rozdéleni intervalu (a, b), které vznikne,
kdy% kazdy Cédsteény interval rozdélenf D; rozdélime na m stej-
nych dfld (viz obr. 12, kde je nahoie nakresleno rozdéleni D,
dole D). Jest lim g¢(D,) = 0, takZe platf rovnice (11). Je%to
m—>0

L je horni hranicf &sel L(D), je L(D,) < L pro kaidé m. Jeito
D,, je zjemnénim rozdéleni Dy, je L(D,,) = L(D;) > L —¢ pro
kazdé m.

Méme tedy pro kaizdé m nerovnosti

L= LD,)>L—e¢
a tedy téz
L> lim L(Dy) = L—e¢;
m—>mo

pouZijeme-li vzorce (11), dostaneme hledané nerovnosti (12).

Poznamka. Je-li funkce f(x) linedrni v int. {a, b, t. j. je-li
f(x) = kx + ¢, je mnoZina C tusedkou, spojujici bod [a, ka + q]
s bodem [b, kb 4 ¢]; mdme tedy v tomto piipadé dvé definice
pro délku , kiivky“ C; podle elementarni definice je tato délka
dédna ¢islem

Vo—arT W g =l =1+ B0 —o)
podle nové definice je ddna integrdlem
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b
fl/l + k2 da == Vl + k2 (b —a);

oba vysledky tedy jsou stejné.
Piiklad 1. Poéitejme délku L oblouku paraboly y == x2,
jehoZ koncové body jsou: vrchol paraboly a bod o tsedce @ > 0

a
(t. j. bod [0, 0] a bod [a, a%]). Jest L = [|/T + 4a? dz. Substituce
’ 0

———— 11— = 142
V-}:r2 + 1=2w4+t = ——0 V4x2 Ll = + R
4t
1422
L+ 2y
142

V i+ 120

L= f LD -

8 3

da = —- t,

1

] 1 1 .
e 1) —— (J4a® + 1 — 2002 — 1) —
16 ((1/4a2+1-—2a)2 ) 16 (et + =1

— -;l_ lg (J/4a2 1 — 2q).

Utijeme-li rovnice (}/4a® 4 1 — 2a) (|/4a® F 1 + 2a) = 1, dosta-

neme snadno L=} a 1/4(12 +14+411g (l/;.i?x,2 + 1 + 2a).
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DODATEK.

Pozniamka k definici uréitébo integrilu.

Ve vété 31 jsme dokdzali: m4-li funkce f(x) uréity integral
od a do b (a < b), mé funkce f(x) tuto vlastnost:

Budiz Dy, D,,... libovolnd posloupnost rozdéleni
intervalu {a, b>, jez hovi podmince lim g(Dn) = 0.
Délici body rozdéleni D,, budte ‘m—>

A= 2om < Tim < Tom < ... < Ty o == b.
Pro ka’dou hodnotu m (m=1,2,...) budiz ddno
(A) ! ny Cisel &1 m &m0 &npm tak, Ze plath xigm <
S EmS ximpro i =1,2,.. ., n, Potom existuje
ﬂ'"
lim Zf(‘sti,m)Axi,m' (l)
MmO j=1
(Pti tom znacfme Aw; ., = i p — Ti—1,m.)

b
Dokonce vime, Ze limita (1) se rovna integrélu f f(z) dx

a
(at’ byla rozdélenf D,, a &isla &; , zvolena jakkoliv, oviem tak,
aby vyhovovala podminkdm v (A) vytéenym).
DokédZeme nyni téz naopak: Jestlife funkce f(x), definovana
v intervalu {a, b>, nemd urbity integrdl od a do b, potom nema
také vlastnost (A).1)

1) Tedy funkce, definovanad v <a, b), mé uréity integrél od «
do b tehdy a jen tehdy, ma-li vlastnost (A). Je tedy moZno poufiti
vlastnosti (A) k definici uréitého integrélu, t. j. 1ze urdity integral
definovati takto: je-li ¢ < b a mé-li funkce f(z), definovand v interv.
{a, by, vlastnost (A), nazyvdme limitu (1) wurditym integrélem

b

funkee f(z) od @ do b (znatka ff(x) dz) a ¥ikdme potom, Z%e funkce
a
f(x) mé urdity integrél od @ do b. Tuto pozndémku jsem pojal do této

kniZky jen proto, aby &tenaf nepfiSel do rozpakd, setké-li se n&kde
s touto definici urditého integralu; nebot mnozi autofi jf u¥ivajf.

Jarnik: Uvod do integrélnfho podtu. 11 161



Dikaz. Pro m=1,2,3,... oznaéme znakem D,, ono roz-
délen{ intervalu {a, b), jez déli tento interval na m stejnych
dfla; déliei body tohoto rozdélenf jsou tedy body a = zg, , <

<Tm< .. . < Ty, m=2", kdez z;,,=a+ -%(b—a), takze?)

1 1
Axi,m = Ziym Zi—1,m == (b a)’ Q(Dm) = (b - a),
m m

lim Q(D,,,) = 0. Predpoklddejme nyni, Ze funkce f(x), defino-
m——»m

vans v intervalu {a, b>, nem4i urdity integrdl od @ do b. Potom
budto funkce f(x) nenf v int. {(a,b> ohraniena, nebo je sice
v int. {a, b) ohranidena, ale plat{ nerovnost

b b
[i@) de < [ H(z) da. (2)

I. Necht nastane predev$fm prvni piipad, t. j. necht funkce
/() neni ohranidena v intervalu {a, b). Je-li celé kladné ¢&fslo m
zvoleno, existuje aspoil jeden interval (z;_y m, Zjmy (1< 1< m),
v ném# funkce f(x) nenf ohrani¢ena.?) Zvolme takové j a poloZme

.ﬁ(a’?i,m) Axi,m = Kpn.?)

i=
(£
Jeito funkce f(x) neni ohraniena v intervalu {z;—;,, x,,m>
existuje aspon jedno éfslo — oznadme Je !;', m — takové, 7e je
Zi—1m > 5;,m < Zi ms ]/(57, _ + K,

Polozime-li jedté &; = @im pro @ &4, 1 <4< m, méme

Tiam < Em S Ty pro i =1,2,...,m,

m '
| b—a |
i Z (Ei,m)Axi,mi = iKm + ﬂ‘st;',m) l > m.
2) Pndrzujeme se oznadeni kap. II, odst. 3; ‘tedy e(D,) =
= Max (A“'l,m' A12,m’ cee Azm,m)'
" 3) Jinak by totiz funkce f(z) hyla podle véty 9 ohraniéena
v int. <a, b).

4) Seitd se tedy preq viechna ¢ od 1 do m, s vylou(,enim hod-
noty ¢ = j.
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Posloupnost éisel
m
DfEim) dzim (m=1,2,3,..)
i=1

neni tedy ohranidena (jejf m-ty ¢len mé absolutni hodnotu veétsi
ne% m) a nem4 tedy limitu (Késsler 19, véta a). Tedy funkee f(x)
nems vlastnost (A).

II. Zbyv4d nyni vySetfiti jesté druhy piipad. Necht tedy
funkee f(z) je ohranidena v int. {a, b> a necht plati nerovnost (2).
Oznagme znakem u;, resp. Mim®) dolnf resp. horni hranici
funkce f(z) v intervalu «{a;_1m, Timy; zvolme nynf &fsla &,
takto.

Jeli m sudé, t. j. m =2k(k=1,2,...), volme & s (pro
i=1,2,..., 2k) tak, %e je m;_1 ok S Eior < ik, f(&i2k) < pior +

+ _21_1‘_;3) (a oviem je [(& 24 = piox). Potom je tedy

| 2% 2% ] 2
U2 [(Eige) Aize— D i Aigi < o > Az =

i=1 i=1 ki1
— L p—a )
2k '
Je viak lim g(Dg) = lim i(b——-a):O; podle véty 29
k—>c0 k—0
je tedy
2k b
lim > i op Axigr = [ f(2) da
a5 e
a tedy podle (3) téz
2% b
Hm > f(&gr) daige = [ f() da. )
Eo ¢a1 a

Je-li za druhé m liché, m =2k +1 (k= 0,1,2,...), volme

Eiopsr (pro t=1,2,...,2k 4 1) tak, Ze je
: 1
Ti—12t+1 = Eizet1 S Tigkn f(Enze+1) > Migra —-'—2;-_:1’)

%) Volim znaky u, M misto znaka m, M (kterych jsme uZfvali
v kap. II), abych se vyhnul kolisi s indexem m u rozdé&leni D,

®) Takové &, existuje podle druhé vlastnosti dolnf hranice
(viz vétu 5). )
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(a oviem je f(£i2r+1) < My2r41). Potom je t-dy
2k+1 2%+1

I > HEioes) ATz 1 — 2, Mg dzigesy | <
i=1 i=1 '

1 2k+1 1 .
<srii gl Aziop 41 = %1 (b —a). (5)

: 1
Je viak lim g(D = lim ———(b—a)= 0: podle vét
k_)w(( 2i41) = lim o g a) podle véty

27 je tedy .
2%+ 1

)
lim Z Mi2i+1 Azior+1 = ff(:t) da
a

k>0 7

a tedy podle (5) téz

2k+1 b
lim > f(Eiar+r) Azigisr = [f() de. (6)
k=>o 21 o
Sestrojme nyni opét posloupnost ¢isel
m
D HEim) Axim (m=1,2,3,...). (7
i=1

Kdyby tato posloupnost meéla néjakou limitu C, mély by
viechny posloupnosti, vybrané z posloupnosti (7), touZ limitu C.8)
Ale tomu tak neni: nebot vybereme-li z posloupnosti (7) posloup-
nost vSech clenii se sudym indexem (m = 2k), m4 tato posloup-

b

nost podle vzorce (4) limitu f f(x) dz; kdeZto posloupnost viech
a

glenti s lichym indexem (m = 2k+ 1) mé podle (6) limitu
N
f f(z) dz: a podle nerovnosti (2) tyto limity nejsou stejné. Po-

a
sloupnost (7) {edy nemd limitu a funkce f(x) nemd tedy vlast-
nost (A). Tim je naSe tvrzeni Gplné dokdzano.

7) Takové & ok+1 existuje podle druhé vlastnosti horni hranice

(viz vétu 4).
8) Kossler 19, véta b.
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Seznam vécny.

(Cisla, znad&i stranky.)

Bod 8; délici (uréitého rozdsle-
ni) 30; wvnitfni 15; kouncovy
15.

Cislo nekladné 8; nozdporné 8;
realné 8; komplexni 8, 109.

Definice integralu (Cauchy-Rie-
mannova) 37, 56, 67, 161.
Délka rovinné ld’lvky 155, 157.
Derivace 23; zprava 23; zleva

24; mtegralu podle horni
meze 61, 70; integralu podle
dolni meze 71; sloZené funkce

24,

Element mnoZiny 9
Existence integralu 36 urditého
mtegra,lu funkei ¢, fl(x)-l—
-+ ¢, fo(2) 49, 74, f(2) . g(z).
](w)/g(x) 74, | f(=)]| 75.

Funkce integrace schopna 36;
majici uréity integral 36;
integrovana (integrand) 34,
67; inversni 92; klesajici 92;
neklesajici 75; monotonni 75;
ohraniéend 17; zdola ohrani-
¢end 18; shora ohranidena 16;
primitivni 65, 78; raciondlni
114; raciondlni redlnd 114;
rostouei 92; nerostouci 75;
spojitd. v bod& 20; spojita
v intervalu 21; spojité zprava
20; spojita zleva 20.

Hranice horni 11; dolni 13;
horni hranice funkce 16;
dolni hranice funkce 17.

Infimum 13.

Integrace soudtu 47, 68.

Integrdl horni 34; dolni 34;
uréity 36, 56, 67; neurdity 80,
jako funkce horni meze 57,
61, 71; jako funkce dolni

meze 71; absolutni hodnoty
75; spojité funkece 61, 72;
exponencidlnf funkee 80; go-
nicmetrickych funkef 80, 96;

1 dx
— 2; |- 3 3;
fw dz 82; f_l po 80,83

f da:__ 81, 83; mocniny
V ey
81; raciondlni flmkcc 129;

[R( (““’l‘) )(Ia: 134;

fR (cos z, sin z) da 139;
[R(*F) Az 140;

fl?(lg @) . ‘l—f‘ 141.

Integrand 34, 67.

Interval 15; koneény 15; ne-
kovetny 15; uzavieny 15;
otevieny 15.

Koeficient 110.

Konstanta Eulerova 75; integ-
raéni 80.

KoFen 110; jednoduchy 111;
mnoh(masobny 111.

Koienovy é&initel 111.

Liwita 19; zprava 19; zleva 19.

Metoda integraco per partes
(GdsteCnd integrace) 85, 97;
neurditych soudiniteld (koefl-
gicntﬁ) 123; substituéni 89,
99.

Mez (integrélu) 34, 67; horni
34, 67; dolni 34, 67.

Mira 154.

Mnohotlen 110; reidlny 112.

Mno%ina (mno¥stvi) 9; é&iselnd
9; koneénd 9; nekone&ns 9;
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prézdnd  9; neprazdnéa 9;
ohranidend (omezend) 14; sho-
ra, ohranifend (omezens) 10;
zdola ohranifend (omezend)
13.

Mnokstet viz Mnofina.

Obsah (rovinného oboru) 27,
149, 154.
Ohranideny (omezeny) 14; shora

Rozdélent (intervalu) 30.
Rozklad v &astetné zlomky 114,
119.

Soudet hornf, dolnf (pFislusny
k urditému rozdé&leni) 31.
Spojitost slofenych funkei 22.
Stuperi. (polynomu) 110.

Supremum 11.

Véta o dolni hranici 13; o hornf

10; zdola 13.
Omezeny viz Ohraniéeny.
Oscilace funkce 73.

Ploénd velikost viz Obsah.

hranici 10; fundamentélni v.
algebry 110; v. o stfedni
hodnot8 dif. poétu 26; 1. véta
o stfednf hodnotd integralni-
Polynom 110. ho podtu 75; 2. véta o stfedni
Proménnd integratni 34, 67, 80. hodnoté integralniho poétu
Prvek (element) mnoZiny 9. 107. ’

Rovnice algebraicki 110. Zjemnént (rozddleni) 31.

Cizojazy¢éné terminy.

Tento seznam obsahuje pfeklad nejdaleZitéjsich termind,
vyskytujicich se v Kosslerov$ ,,Uvodu do potu diferencidlniho*
a v mé kniZce; u kaZdého hesla nésledujf po sob8: termin &esky
a jeho némecky, francouzsky a anglicky pteklad. Vynechény jsou
terminy mezinérodni, které se v jednotlivych jazycich li§f jen pravo-
pisem nebo koncovkou (jako interval, maximum a pod.). Upozortiuji
jest®& zvlastd na ndmecké obraty: 1. Es gibt (= existiert) eine Zahl
mit folgenden Eigenschaften . .. 2. Das Integral f f(x)dz ist vorhan-
den (== existiert).

absolutni [prosti] hodnota -— absoluter Betrag - valeur absolue -
absolute [numerical] value

bod — Punkt — point — point

b. inflexni — Wendepunkt — point d’inflexion — point of inflection

b. hromadny [b. zhu§téni] — Hiéufungspunkt, -stelle, -zahl, -wert —-
point limite — limit point

éinitel — Faktor — facteur — factor

¢tislo celé — ganze Zahl — nombre entier — integral number [integer]

titatel — Zahler — numérateur — numerator
¢len (Fady) — Glied — terme — term
déleni — Division — division — division

délka (k¥fivky) — Lénge — longueur — length

derivace — Ableitung [Differentialquotient] — dérivée -— derivative

diferencifl (dplny) — (totales) Differential — différentielle (totale
nebo eracte) — (total) differential .
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funkce (inversni) — Funktion (inverse F., Umkehrfunktion) —
fonction (inverse) — (inverse) function

funkce mafjici derivaci — differentilerbare Funktion -— fonction déri-
vable [admeltant une dérivée] — derivable f.

funkee majici integril [Integrace sechopnd] — integrierbare F. f-
intégrable — integrable f.

funkee primitivni — primitive Funktion fonction  primitive
primitive

hranice (hornf, dolni) — Grenze [Schranke] (obhere, untere) — borne
(supérieure, inférieure) — bound (upper bound, lower bound)

integrace per partes — partielle Integration — intégration par parties
— integration by parts

integral dolni — unteres Integral —- intégrale inférieure [par défaut]
— lower integral

integrdl horni — oberes Integral ~- intégrale supérieure [par excés]
— upper integral

integral, integral uréity, integral neuréity — Integral, bestimmtes
Integral, unbestimmtes Integral -— intégrale, intégrale définie,
intégrale indéfinie — integral, definite integral, indefinite integral

jmenovatel — Nenner -— dénominateur — denominator

kladny — positiv — positif — positive

klesajici — abnehmend ([fallend] -- décroissant [descendant] - -
descending [decreasing]

koncovy hod — Endpunkt --- extrémité -- endpoint

koneény — endlich — fini — finite

konvergence (absolutnf, relativni) — Konvergenz (absolute [unbe-

dingte], nicht absolute [bedingte]) — convergence (absolue, semi-)
— convergence (absolute, conditional)

konvergovati k — streben gegen — tendre vers — to converge to
[to tend to]

kofen [nulovy bod funkee f(x)] — Wurzel [Nullstelle von f(x)] -—

racine [zéro de f(z)] — root [zero of f(x)]

kFfivka -— Kurve — ligne courbe — curve

lichy — ungerade — ¢mpair — odd

limes inferior (superior) — untere (obere) Hiéufungsgrenze [Un-
bestimmtheitsgrenze], unterer (oberer) Limes — la plus petite
(grande) des limites, limite inférieure (supérieure) lower
(upper) limit, the least (greatest) of the limits

limita — Grenzwert, Limes — limite — limit

mez (integralu) (dolni mez, hornf mez) — Integrationsgrenze (untere
Integrationsgrenze, obere Inteégrationsgrenze) — limite (limite
inférieure, limite supérieure) — limit (lower limit, upper limit)

mnohoélen [polynom] — Polynom — polynome — polynomial

mnoZina [mnoistvi] — Menge — ensemble — set

mocnina — Potenz — puissance — power

monotonnf — monoton — monofone — monotone

niisobeni — Multiplikation — multiplication -— multiplication

neklesajici — nicht abnehmend [nicht fallend] — non décroissant —
non-decreasing

nerostouci [nestoupajici] — nicht wachsend [nicht steigend] — non
crotssant — non-increasing
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nerovnina [nerovnost] — Ungleichung [Ungleichheit] — inégalité —-
inequality

nespojity — unstetig — discontinu — discontinuous

neurdity vyraz — unbestimmter Ausdruck — forme indéterminée —.
indeterminate form

nula — Null — zéro — zero

odéitdni — Subtraktion — soustraction — subtraction

odmoenina -— Wurzel — racine [radical] — root [radical]

ohrani¢eny [omezeny] (shora, zdola) — beschriinkt (nach oben, nach
unten) — borné (supérieurement, inférieurement) — bounded
{limited] (upper bounded, lower bounded)

okoli — Umgebung — enlourage [voisinage] — nexghborhood

oscilace — Schwankung — oscillation — oscillation

otevieny — offen — ouvert — open

ploinid mira [obsah] — Flacheninhalt — aire - area

podil — Quotient — quotient — quotient

pofadnice — Ordinate —- ordonnée

posloupnost — Folge — suite — sequence

prazdny — leer — wvide — empty [vacuous]

proménni — Veriinderliche [Variable] — wvariable - variable

pfimka — Gerade -— ligne droite — straight line

rostouci [stoupajici] -—— wachsend, steigend [7urehmeml] — croissant
[ast'emlant | — ascending [mcreasmgj

rovnice — Gleichung — équation -— equation

rovnost — Gleichheit — égalité — equality

rozdil — Differenz — différence — difference

rozklad v éasteéné zlomky — Paltmlblucmerlegung - décomposmon
en fractions stmples

rozvoj — Entwicklung — développement —- expansion
fada —- Reihe — série — series

séithni — Addition — addition — addition [summation]
smérnice — Richtungskoeffizient —— coefficient angulaire
souéet -— Summe — somme — sum

soudin — Produkt — produit —- product

soudinitel — Koeffizient — coefficient — coefficient
gsoufadnice — Koordinate — coordonnée — coordinate
spojity — stetig — continu -— continuous -

sudy — gerade — pair — even

teina — Tangente — tangente — tangent

tise¢ka [abscisa] — Abszisse — abscisse

uzavieny —— abgeschlossen — fermé — closed

véta o stifedni hodnoté — Mittelwertsatz — théoréme de la moyenne
[pro vétu 18 téZ formule des accroissements finis] — mean value

theorem )
zdklad (logaritmi a pod.) — Basis — base — base
ziporny — negativ — négalif — negative
zlomek — Bruch — fraction — fraction
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