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НШОШШЙ ЖГОД ГАЛЕРКИНА В З Д Щ А Х ШТШкТШЕСШЙ ФИЗИКИ 

А. Г. Свешников 

Москва, СССР 

Доклад посвящен развитию метода сведении краевых и начально-
краевых задач для линейных дифферешщальных уравнений в частных про­
изводных к задачам для систем обыкновенных дифференциальных уравне­
ний. Метод допускает рассмотрение несамосопряженных краевых задач 
и знакснеопределенных операторов. Рассматриваются, также вопросы 
численной реализации метода. 

I. Пусть [д - линейный дифференциальный оператор второго порядка» 
заданный в области О С & Л о границей "д О €- Д#»>5 Введем в 
области О криволинейную систему координат С *1 > ** > * *• >Хи,) 
так, что любое сечение $ х

к

о с 5 л а с т и
 I---) гиперплоскостью х ^ & и й ^ 

О 4 у К 4 у ^ представляет собой связную область. Разобьем грани­
цу ^ О О О ' ^ О ' где ЪЪ'*Ъёхьх(°>Хк) , 

Рассмотрим краевую задачу 

Ь[и]+<А!>>и(*) .-{И, х б Ь (1) 

|> [и] * О, Х*"Ь ̂ ' (2) 

1 Г
и
-
 +
 й^И^И (3) 

где тензоры Д (*") и X (*) имеют вид 

* & .*у + «Х*>С,Ч $ бо • х Ч) * 1 * 6 0 , _ 
Л ^ и X" '- эрмитовы, а сК

 л
-* X - диагональные. 

Пусть квадратичные формы Ъ*(А1г)и>, И ? ) и Х * Г § Ф и , 1 ( * ^ 
- знакоопределенные. 

В общем случае задача (1)-(3) несамосопряженная, а оператор 
и + Д - знаконеоцределенный. 
Будем рассматривать случай» когда выполнены условия однозначной 

разрешимости [I] краевой задачи (1)-(3). 
При дополнительном условии 

Ъ.(#*а,и'>1«б'°*.и0.-° <4) 

для классического решения задачи (1)-(3) с помощью энергетических 
соотношений можно получить априорные оценки [2*] 

ЗН 



И^'ч'О) **. > 1'
и
-"^^)^^

 (5) 

2. Перейдем к построению цриближенного решения задачи (1)-(3). 

Пусть в О определена система линейно-независимых вектор-функций 

У * 6 0 таких, что 

и пусть для любой вектор-функции , \ ^ ( * } , ^ О удовлетворяю­

щей (6) и обладающей той же гладкостью» что и классическое решение 

задачи (1)-(3) справедливо представление 

*(А - 1 сь/» У*6Л + Ъ-*(А • (7) 

причем для V € > о, ^ // такое, что 

Приближенное решение М*^ 0е
 ) задачи (1)-(3) ищем в виде 

И« С*) * И Д|*С**)У
"*6<Ь (о) 

где коэффициенты Сл ̂  [Xу,) определяются как решение на отрезке 

Г о
;
 х*° ] краевой задачи для системы обыкновенных дифференци­

альных уравнений, получащейся из проекционных соотношений специ­

ального вида [2]. 

Проекционные соотношения выбраны так, что приближенное решение 

(9) удовлетворяет тем же энергетическим соотношениям, что и точное 

решение исходной задачи (1)-(3). Это позволяет доказать следующие 

основные теоремы. 

^

Теорема Т- Если выполнено условие (4) и система функций 

V** С*} 3 линейно независима и удовлетворяет условию (6), 

то решение краевой задачи для Л
ь
 [ х ^ ) при любом N сущест­

вует и единственно, а для построенного по (9) семейства функций 

[_ ^м ( * } \ справедливы равномерные по N оценки (5). 

ТйпрвмА 9^ Если помимо условий теоремы I система функций 

Г у * О О 1 удовлетворяет условиям (7), (в), то при /{-^со 

и-м^о)-*0 (10) 

где и 6 0 - классическое решение исходной задачи (1)-(3). 

Эти теоремы ж дают обоснование неполного метода Галеркина для 

рассматриваемого класса краевых задач. 

3. Остановимся на некоторых вопросах численной реализации данно­

го метода. Краевая задача для коэффициентов Й т ( ^ ) является двух-
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точечной краевой задачей вида 

У Ф ^АГ07(*> + г(±), о-.** Г (Ш 
В
0
7(°)-.С (12) 

- е>° ?(*•) - ?в, (и) 
где т (у) -//- мерный вектор, на левом конце интервала С

0
!^

0
 Л 

задано /Я-Ъ , на правом -^граничных условий. Как известноЩ} 

[з] , цри выполнении условия ех р ( й.е Л// - ̂ °) » 1 , где 
\*г - собственное значение матрицы Л(^) с наибольшей действи­

тельной частью, при решении задачи (II)-(13) методом ортогональной 
прогонки монет возникнуть численная неустойчивость. Предложена моди­
фикация метода ортогональной прогонки - метод направленной ортогона­
лизации, для которой цри определенных условиях удается доказать чис­
ленную устойчивость ]̂ 5] • 

Решение задачи (П)-(13) строится, как обычно, в виде 
- 7 г о , г ^ ^

 =
 7

Г в )
^ ) ^ ^ С ^ ) , <И> 

где у
 (
 (г) - частное решение (II), удовлетворяющее (12), 

\С*) - С \М*>, • • • ; V Сг> СЬ) ) - матрица, со­
ставленная из частных решений однородного уравнения (II), удовлет­
воряющих однородным условиям (12), а вектор С ($) определяется из 
(13) и условий непрерывности У [Ь) в узлах ортогонализации 
-̂  , где производится ортогонализация частных решений 

У (-̂ и + о ) = У (Ьун-о) Н ъ, . Для построения 
матрицы ортогонализации И ^ в узле -Ь^ оцределяются все собст­
венные вектора & ̂  матрицы А (Ь щ ) и .производится разло­
жение У ^ - о ) = &*&* + ь~ВГ где 

&+ , (?С"-™)^. ?&у) -матрица.со-
ставленная из собственных векторов &с*^ , соответствующих Ъ 
собственным значениям \^ с наибольшими действительными частями. 
Если Я м - ( &

+
 У

1
 > то метод направленной ортогонализации 

оказывается численно устойчивым для достаточно широкого класса мат­
риц А ({:} . 

4. Неполный метод Галеркина в сочетании с методом направленной 
ортогонализации эффективно применяется при решении широкого круга 
задач математической теории дифракции [б] , [7] • 
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