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ГОНСТ17КГИВНАЯ ТЕ0И1Я ОГГОЙМЙЗАЦИИ ДИФФЕРЕ1Н!даЛЬНЬа 
СИСТ1М 

Р.Габасов, Ф.М.Кириллова 
Минск, СССР 

I. Цроблемн оптимального управления являются во многом и проблемами 
теории дифференциальннх уравнений. Дифференциальные уравнения разно­
образных типов составляют неотъемлемую часть главных моделей теории 
оптимального управления. Специфические свойства решений дифференци­
альннх уравнений лежат в основе фундаментального результата матема­
тической теории оптимальных процессов - принципа максимума Понтря-
гина. Общеизвестно и то, что новая сфера приложений дифференциаль­
ннх уравнений, какой является теория оптимального управления, ста­
ла поставлять новне задачи для теории дифференциальннх уравнений. 
Поэтому не удивительно, что проблемы оптимального управления по­
стоянно обсуждаются на форумах специалистов по дифференциальным 
уравнениям. 

Настоящий доклад посвящен конструктивной теории оптимального управ­

ления. Это сравнительно новое и пока мало разработанное направление 

-оптимального управления постепенно выходит на передний край иссле­
дований в области экстремальных задач. Может показаться странным, 
что в такой прикладной науке, какой является теория оптимального 

управления, основные результаты носят качественный характер, а 
конструктивные аспекты теории, связанные с обоснованием эффективных 
алгоритмов, почти не изучены, представляют по существу лишь набор 

общих рекомендаций и схем, перенесенных из математического програм­
мирования. А дело обстоит именно так. Основной результат теории оп­

тимального управления - принцип максимума Понтрягина - это не прин­

цип построения оптимальных управлений, а "только*
1
- самое сильное не­

обходимое условие оптимальности, которое в конструктивном отношении 

не эффективнее других необходимых условий оптимальности, известных 

из вариационного исчисления и .математического программирования. Во 
всех результатах, подобных принципу максимума, дается качественная 
характеристика оптимальных экземпляров и исходная проблема поиска 

оптимума сводится к другой проблеме (к решению конечных, дифферен­
циальннх и др. уравнений). В этом суть классического пути исследо­

вания задач на экстремум, и принцип максимума полностью следует 

этому пути. Понятно, что указанннй путь не оканчивается в сфере не­

обходимее условий оптимальности, но принято считать, что дальнейшие 

его участки принадлежат уже другим разделам математики. Не умаляя 

значения обсуждаемого классического пути решения экстремальннх за-
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дач, следует подчеркнуть, что это только один из возможных путей и 
возник он во времена, когда еще не знали о возможностях современных 
ЭВМ. 

Впервые 1финщ1шальные труднооти при численной реализации класси­
ческого метода на ЭВМ обнаружились в линейном програвшировании, при 
решении задач с неклассическими ограничениями типа неравенств. Эти 

трудности были преодолены с созданием симплекс-метода, наметившим 

новые пути решения экстремальных задач. Можно считать, что симплекс-

метод - первый конструктивный метод теории экстремальных задач, в 

котором проблема оптимизации решается полностью, т.е. исходная за­

дача не сводится к другой, а пред'лагается.конечная последователь-! 

ность определенных операций, завершающихся построением оптимального 

плана. Под конструктивной теорией оптимального управления в докладе 

понимаются исследования по алгоритмам оптимального управления, об­

ладающим основными достоинствами симплекс-метода. 

Можно понять, почему в отличие от качественной теории исследования 

по алгоритмам оптимального управления начались не с тщательного 

изучения линейных задач, а с описания и реализации общих схем для 

нелинейных задач. В подобной ситуации раньше оказалось и математи­

ческое программирование. По мере развития конструктивной теории 

становится все более очевидным, что "обход" линейных задач, увлече­

ние только нелинейными моделями, пренебрежение всесторонними испы­
таниями предлагаемых методов на линейных задачах затрудняет разви­

тие и обедняет теорию. 

В связи со сказанным представляется естественным, приступая к по­

строению алгоритмов оптимального управления, начать работу с линей­

ных задач. Не менее очевидно и то, что трудно предложить сколь-ни-

будь эффективный алгоритм в линейном управлении, не разобравшись в 

сущности, не проанализировав особенности симплекс-метода. Такая ра­

бота ведется авторами с 1970 г. Бе результаты изложены в нашей мо­

нографии "Методы линейного программирования", изданной в Минске тре­

мя частями в 1977, 1978, 1980 гг. Основные конструкции доклада ба­

зируются на разработанном в этой монографии подходе и его дальней­

шем развитии. 

2. Простейшая (а в некотором смысле и основная) задача линейного 

оптимального управления имеет едедутаций вид 

(I) 7Са)=с'ж(^—^тах, х^Ах^Ви,х((^=х
0
,(7хМ = Ф, 

где х - к- - вектор состояния, а - управление, 1 - время,9~
т
 -
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вектор, символ ' (штрих) - операция транспонирования. 

Нетривиальность задачи (I) определяется ограничением 5х№)-=-С}.В 
отличие от многих работ постоянное (в процессе решения) соблюдение 
этого ограничения далее считается главной характеристикой метода. 

Она свойственна симплекс-методу линейного программирования и важна 

для многих прикладных задач. Методы, в которых это ограничение вы­

полняется асимптотически или через конечное (не известное заранее) 

число итераций, обладают принщпиальными недостатками. Если отка­

заться от требования 6х(1*)=^ , то задача (I) становится тривиаль­

ной, и поэтому в ряде работ основной считается задача управления 

нелинейной системой: 

(2)?(и)«с'х(̂ —птах, х-^и),^)-,^ ̂ а й ) * ^ ЬТ=[оЛ]. 

С точки зрения алгоритмов решения общей задачи 

(3)3(и)^Т0(ос^--7пах, х ^ ( х , а ) , а*>)«Хо,^СхС^)=о, цфе11, ^ € Т, 

задача (I) имеет более важное значение, чем задача (2), ибо в после­

дней отсутствует один из принципиальных элементов задачи (3), в то 

время как задачи (I), (3) отличаются между собой только классом 

участвующих в их формулировках функций. Обобщение алгоритмов задачи 

(I) на задачу (3) представляет традиционный в математике способ, 

чего нельзя сказать о переходе от (2) к (3). 

3. В некоторых приложениях ущ&вшаше сигналы а ф ^ Т , могут реали­

зоваться только в определенных классах функций. Часто таким классом 

оказывается класс импульсных функций, представляющих кусочно-посто­

янные функции с заданными периодами квантования: 

В этих классах задача (I) становится задачей дискретного управления 

(4) ЗД=сЭД-^тазс, хС^Сс^кЫ 

Часто к (4) приходят от задачи (I) при использовании разностных ме­

тодов. В этом суть метода математического программирования. 

Задача (4) - специфическая задача линейного программирования, непо­

средственное применение сягагалекс-метода к которой неэффективно. .Ав­
торами совместно с 0.И.Костюковой и В.С.Глушенковым разработаны ко­
нечные алгоритмы решения задачи (4), учитывающие ее особенности. 

Алгоритмы реализованы и экспериментально испытаны на Э Ш В.С.Глу­

шенковым. 

4. Несмотря на свою распространенность, переход к (4) с помощью 

квантования управляющих сигналов задачи (I) имеет недостатки. В си-
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туациях, когда решение задачи (I) ищется с высокой точностью, в 

рассмотренном методе могут встретиться затруднения из-за чрезмерно 

больших N . Поэтому возникает необходимость в алгоритмах оптималь­

ного управления, непосредственно опирающихся на непрерывную модель 

(I). Другими словами, требуется отделить процедуру оптимизации от 

процедуры вычисления необходимых величин. В докладе излагается ал­

горитм решения задачи (I), разработанный авторами совместно с 

С.В.Гневко. 

5. Важным элементом многих актуальных в приложениях задач оптималь­

ного управления являются фазовые ограничения. Учет подобных ограни­

чений в теории принципа максимума встретил в свое время серьезные 

трудности, но сейчас эта проблема считается решенной. Однако ее ре­

зультаты почти не пригодны для построения эффективных алгоритмов. 

В докладе приводятся результаты, полученные авторами совместно с 

О.И.Костюковой для задачи: 

Э(и)«с^с&)^тшл^ д'ссам1,|ию1*1, ит. 
6. Идеи, положенные в основу алгоритма предыдущего пункта, можно 
развить для решения задач со смешанными ограничениями 

3(М) =- С'хС^) —•- тах, х= Ах*-ва, аесо^о, д'асСЙ* и&)*<1, |иф| -И, -ит, 
которые представляют линейную модель актуальных в приложениях за­

дач и имеютсамостоятельное значение в теории оптимального управле­

ния. 

7. Изложенный выше вариант конструктивной теории оптимального уп­

равления разработан для ключевых линейных задач. Предложенные ал­

горитмы программируются и будут экспериментально испытаны на ЭВМ. 

Начата работа по развитию теории на нелинейные задачи. Здесь неожи­

данно обнаружилось, что для построения конечных алгоритмов нужно 

принципиально изменить известные схемы построения итераций для 

учета возможности появления особых управлений. 
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