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UNTERE SCHRANKEN FUR DIE EIGENWERTE
STEKLOFFSCHER EIGENWERTAUFGABEN

Friedrich Goerisch und Julius Albrecht
Institut flir Mathematik der TU Clausthal
D 3392 Clausthal-Zellerfeld, BRD

Am Beispiel denr ELgcnwzatauﬂgabe a? ¢ =04inq, ¢ = 0, Ap = A au{ 3
wind gezeigt, daB ein neuer, §ir Eigenwertaufgaben mit Aymmetanchen
Operatoren formulienter EinschticBungssatz [2] auch auf Stekloffsche
Eigenwentaufgaben angewendet werden kann. Ex eamiglicht, in einfa-
cher Weise untene Schranken §in die Eigenwente zu berechnen; die fir
nechteckige Gebiete @ erhaltenen numenischen Enrgebnisse sind besser
als die mit einem grdBeren Au‘wdnd nach einem Venfahren von Kuttler
[4] berechneten.

§ 1. Eines der wichtigsten Verfahren zur Berechnung von Eigenwert-
schranken ist das Lehmann-Maehly-Verfahren [5]. Wenn man es auf Ei-~
genwertaufgaben der Form M¢ = AN$ anwenden will, so bendtigt man Paa-
re (v,w), die der Gleichung Mw = Nv gentigen. Solche Paare zu bestim-
men ist manchmal sehr schwierig, insbesondere dann, wenn M und N par-
tielle Differentialoperatoren sind. Diese Schwierigkeit konnte mit
Hilfe des folgenden neuen EinschlieBungssatzes [2], der eine Verall-
gemeinerung des dem Lehmann-Maehly-Verfahren zugrunde liegenden Sat-
zes darstellt, weitgehend liberwunden werden:

EINSCHLIESSUNGSSATZ

V1. H sei ein komplexer Pr¥hilbertraum mit dem Skalarprodukt <-,*>.
Es sel DCH; M : D+ Hund N : D + H seien symmetrische lineare
Operatoren in H. Flir alle ueD mit u % O gelte <u,Mud > O.

V2. Es gebe Folgen (Ai)i €N und (01) 1en VoR Eigenwerten und Eigen-
elementen der Eigenwertaufgabe M¢$ = AN$ derart, das
Méy = A4N¢, . flr alle ieN,
<01,M0k> - ‘ik fiir alle i,kcli(cik'xroneckersymbol) und

L]
<u,Nud> -121x1|<u,N01>|2 fir alle ueD gilt.



V3. X sei ein komplexer Vektorraum; b sei eine hermitesche Sesquili-
nearform auf X; T : D - X sei ein linearer Operator. Fiir alle
v €X gelte b(u,u) > 0; flir alle f,g €D gelte b(Tf,Tq) = <f,Ma>.

V4. Es seien vy €D und w, € X flir i=1,...,n. VireeesVy seien linear

unabhdngig. Es aelte b(Tu,wi) = <u,Nv1) fir alle ueD, i=1,...,n.
V5. Es sei peR, p > O. Es werden Matrizen A und B erkldrt durch

A := (<vi,ka> - °<V1’va>)i,k=1,...,n

’
.= - 2
B : ((vi,Mv > 20<V1,Nv >+ p b(wi,wk))i k=1,...,n °
B sei positiv definit. m sei die Anzahl der negativen Eigenwerte
der Eigenwertaufgabe Az = uBz; der i-te Eiadenwert dieser Aufgabe

werde mit u, bezeichnet (u1 < eee 2w

Fiir 1 = 1,...,m enthilt das Intervall [p - Eu , p) mindestens i Fi-
1

1
genwerte der Eigenwertaufgabe M¢$ = AN¢.

Dieser Satz wurde bereits mit gutem Erfolg auf verschiedene Figen-
wertaufgaben angewendet [11, [2], [3], z. B. auf die Aufgaba

2

A6 = A (=8¢ + ¢ =) in @, ¢ = O, gradé¢ = O auf 30,

axay
die bei der Berechnung von Beulwerten von Platten unter Druck und
Schub auftritt, und auf die Aufgabe

A2¢ = 131, AY = 3& inge, ¢ =0, grad¢ = O, ¢y = O auf 23¢Q,

die von Velte [6] im Zusammenhang mit einem Problem aus der Hydrody-
namik untersucht worden ist.

§ 2. Auch flir Stekloffsche Eigenwertaufgaben kann man mit Hilfe des
EinschlieBungssatzes aus § 1 Eigenwertschranken berechnen. Dies soll
an Hand der Aufgabe

2% =0ina, ¢ =0, A¢=X%%auf 0 (1

erlidutert werden; hierbei ist 9 ein beschranktes, konvexes Gebiet im
Rz nmit Cz—Randstﬂcken, 3Q der Rand ven @ und +— die Richtungsablei-
tung nach der HuBeren Normalen von 32. Untere Schranken fiir den
kleinsten Eigenwert von (1) werden bei verschiedenen Fehlerabschit-
zungen von Niherungen fiir L8sungen von Randwertaufgaben bendtigt

(vgl. z. B. [4]).
Zur Anwendung des EinschlieBungssatzes aus § 1 wird zun¥chst

H := {fe wéz’(n) : £f = 0 auf 3n} (2)
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und D := H gesetzt; <*,*> wird mit dem Skalarprodukt des Sobolev-Rau-
mes w§2)(n) identifiziert; die Operatoren M : H > Hund N : H + H
werden durch die Forderung, das fiir alle f,ge H

an v v
gilt, festgelegt. Zur Verifizierunag der Voraussetzung V2 kann man

<£,Mg> = [ AfAG dxdy und <f,Ng> = [ 2£ 29 4¢
2

Ergebnisse aus [7] heranziehen. Nun werden X, T und b durch
X 1= H x Lz(n) x Lz(‘m),

Tu := (u, u, %%) fir alle uebD,

- * - :
b(f,g) := r{ A£,03, dxdy + 3 fJ;(f2<;2-f1q1)chmy +3 f (640, = 50— 50048

fur alle £ = (f,,£5,f3) €X, g = (g4 192+93) € X
definiert, wobei q > O eine grobe untere Schranke fiilr den kleinsten
Eigenwert von (1) ist und t > O flir alle u €D der Ungleichung
<u,Mu> > 1 £ |u|2dxdy geniigt. Die in Voraussetzung V4 auftretenden

Funktionen vy kénnen beliebig aus H gew#hlt werden; die Funktionen-
tripel wy lassen sich dann in elementarer Weise bestimmen.

Wenn man nun p als untere Schranke fiir den p~-ten Eigenwert von (1)
wdhlt und nach dem Satz aus § 1 ein Intervall der Form [y,p) berech-
net, das p-1 Eigenwerte von (1) enthdlt, so ist y eine - im allgemei-
nen recht genaue - untere Schranke fiir den kleinsten Eigenwert von
1.

Falls man nur an Bigenwerten zu Eigenfunktionen von (1), die zu einer
bestimmten Symmetrieklasse geh¥ren, interessiert ist, mu8 man die De-
finition von H entsprechend #ndern.

Zur Berechnung von Eigenwertschranken fiir (1) sind verschiedene Ver-
fahren vorgeschlagen worden; die bisher wohl besten numerischen Re-
sultate hat Kuttler [4] durch a posteriori - a priori - Abschdtzungen
erhalten. Auf alle Aufgaben der Form (1), die sich nach seiner Metho-
de behandeln lassen, kann auch das hier vorgeschlagene Verfahren an-
gewandt werden; ein Beispiel mit einem Vergleich der numerischen Er-
gebnisse bringt § 3. Im Gegensatz zu diesen beiden Verfahren ist das
Lehmann-Maehly-Verfahren nur dann durchfilhrbar, wenn man (wie bei der
in § 3 behandelten Aufgabe) biharmonische Funktionen angeben kann,
die auf 20 verschwinden.

§ 3. Das in § 2 geschilderte Vorgehen soll nun an einem numerischen
Beispiel erl¥utert werden. Es wird
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1= ((x,y) eR? & |x| < %. lyl < %1 mit 4 > 1

gewihlt. Zu den Gleichungen (1) wird noch die Symmetriebedingung

6 (x,y) = ¢(-x,y) = ¢(x,-y) fir alle (x,y) e

hinzugefligt; die so erhaltene Eigenwertaufgabe sei mit (1*) bezeich-
net. An die Stelle von (2) tritt nun (2%):

H:={f € wéz)(n): £=0 auf 30, f(x,y)=f(-x,y)=f(x,~y) fir (x,y) € al}.(2*)

Um einen Vergleich mit den Ergebnissen von Kuttler zu ermdglichen,
werden die in § 2 auftretenden Gr¥B8en p,q,p,t und VyreeosVy (mit n
als Quadratzahl) wie die entsprechenden Gr88en in [4] (vgl. dort
(15), (16))-definiert:

1 1
p =2, qi=om(14ad)?, p 1= e+ad)?, « = (Pioead?,

2t-2 2t
vy = L202272 - eo?udd - @ &)

mit i = (s-1)/n + t fir s=1,...,/n; t=1,...,/n.
Fur Wepeoo Wy wird der Ansatz

v n v
2 i 2,2 2
Wi = E(O,O,W) + j.2.1aij (Vj ,Vj - -;A Vj '3—\‘1 - EAVj) (i=1,...,n)

gemacht; die Koeffizienten ay (1,3=1,...,n) werden so bestimmt, das
sich EinschlieBungsintervalle minimaler Linge ergeben (vgl. [2]).

Die auf diese Weise erhaltenen unteren Schranken fiir den kleinsten
Eigenwert von (1*) sind fUr einige Werte von d und‘y in Tabelle 1
eingetragen. (Die dort angegebenen oberen Schranken wurden nach dem
Verfahren von Rayleigh und Ritz mit den Ansatzfunktionen VyreoesVy
(s. (3)) berechnet.)

Tabelle 1: Untere und obere Schranken fiir den kleinsten Eigenwert

d n Untere Schranke Obere Schranke
9 3, 432 071 3, 475 728
16 3, 469 297 3, 475 699
1 25 3, 474 674 3, 475 698
36 3, 475 449 3, 475 697
49 3, 475 624 3, 475 697
9 2, 239 843 2, 567 649
16 2, 547 204 2, 567 539
2 25 2, 561 998 2, 567 536
36 2, 566 527 2, 567 536
49 2, 567 211 2, 567 536
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Die mit n = 49 erhaltenen unteren Schranken weichen fiir d = 1 bzw.

d = 2 h8chstens um 8‘10-5 bzw. 4-10.4 vom exakten Eigenwert ab, die
von Kuttler [4] mit n = 100,'also nit weitaus gr8Berem Rechenaufwand
bestimmten unteren Schranken dagegen mindestens um 1-10-3 bzw.

2-1073. :

Andere Stekloffsche Eigenwertaufgaben lassen sich analog zu Aufgabe
(1) behandeln.

Die vorliegende Untersuchung wurde im Rahmen des Forschungsvorhabens
"Weiterentwicklung von Verfahren zur Berechnung von Eigenwertschran-
ken" durch die Deutsche Forschungsgemeinschaft gefSrdert. Die Ver-
fasser sind der DFG hierfilr zu Dank verpflichtet. Gedankt sei auch
Herrn Dipl.-Math., H. Haunhorst fiir die Beteiligung an der Bearbei-
tung von Beispielen.
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