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Yyidd¥eni funkeionalx inteprdlein,

N D AP e e S A el WA v, R W L

1./ Je sndmo, Ze ebstraktni integrdl lze definovat nejen po-
moef{ miry, nybr¥ také - aspon za j istych p¥ednokladll - pomoef
linedrn{ funkeiondly na nijakém prostoru , jeho¥ pwwky jsou funi-
¢ce ne pfisludné mmoZind, Otdzka ekvivalence t&chto definic '
dzce souvis{ s otdzkou, mda lze p¥{sluSnou funkciondlu vyjda¥it
integrdlem, definovanym pomoci miry, ¥V této prdei jsou uvedeny
padmimky, postatujiel k mo¥nosti takového vyjddienf, a je do=
kézdna vita o unicit® p¥isluiné mivy ( vesps, ¢"=-aditivn{ funkee),
Tyto vysledky se d4le aplikujf{ mejméns na progtory, kberé jsou
tdst{ mmoZiny viech spojityoh funkef ne deném topologickém prosto=
gao | : : ) ,

2,/ Budi% L meprézdny systém mo¥in, Rekmeme, ¥e €Lje (mno-
 #inové) t¥leso, jestli¥e s ka¥dywi dvima prvky systému €L patiy
do Y teks Jejich sjednoceni a wozdil, Je-1i ka¥dy pravek tZle=-
sa UL B4stf jisté pevné muo¥iny P a platf=li P € UL ,
¥fekneme, Ze Y je algebra ( ma mnoZind P). Je-1i mlibggolny
syrs'kém mnnﬁin, pak U ( resp, J00,) gneBi systém viech % M,

{ zesp. /’ Mw. Y, kde Hném PIrO izzé-. 1y 2, seve de=1i €L
t3lewo a pla%i-»m Us-CeL . ( rvespe Uy CU ), ¥ekneme, %e
L js 6 =t&leso { resp,. J‘, -t8lesc), Je-11 algsbra X G =g5le-
sem, ¥oknome, %e je 0 6~ -algebra, de zndmo, Yo kefdé O =ti-
leso, je zaroveh ) ~t¥lesem; neopak je z¥ejmé, #¥e nenf ka¥dé
~t8leso 6 =t¥lasen, Je-—li'v%ak mo¥%inovd algebya J' -t&legon,
je 4% G -algebrau a tedy i - télesem. MpoZinové t¥leso T
Je J ~t€lagem, pPrdvé kdyﬁ pro kaﬁdé N pletf, %e systém
viech A (T, kde a6l » tvo¥f G’-alg@bw ne mno¥ing T
Fe=11 T ;- t8leso, je systém ‘6‘ O = t¥lesos

3./ Budi¥ WL sysiém moZin, jehoX prvky jsou &isti ;isté
moZiny P . Znakenm

§om

budeme rogumét systém vSech A ( P , jejichi pr&nik s libo=-
volnym prvkem ze systému 70 opdt pat¥id /i, EFejmd vidy plati
Péf’ (77) o Te=11 VL t3leco ( O -t8leso), Ze f ( 77)
algebra ( G =algebra), cbsahujfef M7 .




pro 4 e E(¥)-7, Vidime, Ze mi,xﬁ"d,efmdya@u na

4./ ﬁelmeme, ¥e funkce (,“/l) pa mno¥inovéntilese L Je aditiv-
nf,  jestliZe soulet AL (4) + M (B) mé emysl e rovnd se M (4 + B),
kiykoll Jsou 4, B disjunktn{ pivky télesa [ . Platf-1i dokomee

A= p A

pro kaZdou disjunkini posloupnosh. A, prvki gz & » 9831% sjednocent
patii také do T , fokneme, ¥e funkes M ie 6 -aditvivn{, Nezmépozr=

né (" -aditiwni funkei na mo¥inowém t3less budeme Fikat mfva,

54/ ﬁ%ﬂau mﬁxu,&efmdvvamu. fa J - ';B”él@sﬁﬁ_fll; 5 m&%eméxﬁe;]m&

pré;‘w jednim zpliscbem roz3i¥it na G =tEleso J/5.‘/ ¢ d8=-11 é“/ o

Ba G -t8lese J » miieme vdy ( ns kdy dokonce riizngmi zplisouby)

rozBi¥it mizu U ne n¥jekou 6 ~algebru. Na p¥. ma G -algebfe £(7)

{ viz 3.) mi¥ome definovat 'womﬁfﬁani wlzy Kff/pi‘e@gmem J‘fpm): s 00
=%8lese,

mifeme vidy roz3f{¥it ns nijakou 6 -algebru, |

64/ P¥1 derinici integrdlu pomocf mivy se zpravidla predpoklddd,

e je miva ddma na nijaké 6 =algebie, Budeme definovat integril

také pomoef 'miry.,ﬁargé na U -tflese; timto zobecn¥nim, kterd je

- paumufgm&i%w, Adosghne me fjadmdus‘ééihe zugnl vEt,

sud ¥ O- t&¢leso , Jeho¥ prvky jsou ¥dsti mno¥iny P e !ﬁ;elme—
me, Zc funkee £ ma muoiing P Je b -mBFitelmd, Je-1i

| xE' [f("‘) >CJ 67; : \ gro 'ka’gﬁdé e>_0+ |
xE [7“*)4 c]e€ r pro ke¥aé 020,

Jo=-11 ‘nmﬁicla mira va rJ: ) jewli'::#i: nméiitam funkce, mifens

definoval ff-‘ﬁéb Jako f f&é\bf., kde Fzge libovolné roz3f¥enmf mf ¥y

i, v g

l’)Budama vidy p¥edpoklidat, Ze hodnoty funkef jsou dud redlnd
8{sla nebo + o© ; operacs s témito prvky definujeme obvyklynm
.l':g‘pﬁsobem. a "

o



—3-.

Ba 1ibovolmou & =algebru, kterd obsakuje T .?3  Je vidss,

. Ze nezdle¥f na tom, které roz¥i¥eni ‘-ﬁvolifme,"a %e pro in‘%agrél,
- definovany pro_g-mé;ﬁitalﬁé ﬁzﬁkee pomcel miry na % ~-t¥less T ;
‘platf tytéZ zékladni vty jako pro integrél, definovany pomoef
- miry ma ndjaké 6 -algebie,’! ~ o

?./ Budeme vychdzet z t¥ehto p¥edpokl adfl ;f}

~ Bud P neprizdnd mofina; bud 2 lizmé.:ézg. prostoy,
jehoZ prvky jsoulkoneZné redpn¢) fumkee ne sno¥ing P . Nechf
ylati ‘ ‘ ’

1) r€z=rleegz

2) rex —min (£,1) € %,

% 1) plyne, #eé. s &amﬁm”éwr&a .\rwkaem& Tog putif do Z také

funkce mx (f,g), min (f,g) o2 |

- i ) o ‘ . PR e . s m«mg

Bud ¥ nezApornd funkciomila va 3 , Necnf je splnéns”
implikece : - \

rn é z ’ rﬁ& .@5?::> ?{.fn} —?ﬁ.‘v
Seswojime mpze@ poroony systém R vSech fumkef * g

E moZing P, k nim# existulf £a€ & tak, Ze .7 ¥, Pro
FER poloime | S

5)(r) = sup 3(7), kte r€ 2, r=¢7)

2} Jestyide
| - existuje, | - | o
‘ ‘3-5 Ne¥inilo by ovSem %4dné obti%e definovat p¥{mo integ¥sl (£a4 AU
" bey pFechodu kG =algebie; uvedeného postupu jsme poufili jenm
protio,abychom vic pfevedli na vieobeen® zndmou theowii,

.4 -de/ Heexistuje, ¥eknene ov3cm, Ze {fdg/ Bo~

4

" ndell v3¥ak nepfedpoklddd platnost ddle We‘g?mh@ vztahu 2);

~ vyseam tohobo vziehu je vinovdne pozndmka’’. DA ‘
 Benf z odst. 7./ lze nnlézt té% ve Eldnku [6) , ktery byl pedn
 bez znalosti Benisllovy price, - S

f) 8nadno se zjisti, %s g 1) neplyne 2) ani naopak.Je-11i oviem

‘ funkee f(x) '= 1 prvkem 2 a plet{-li 1),plati autometicky té

9 Syuboly 7, \y znadf{ monmotonnf bodovou konvergenci, ' |

.

7) mze DYt 6% Fy(r) 2400 .

fento odstavec je v podstetd obsahem Deniellovy prées [1] o Da=
kazy viech tvr=
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| snadne se zjisti, ﬁe aa vz‘sahu f A x » kde £ € 2 plyne
- 3(1‘ ) —> é’l{r),_od‘bud je patrne, ia pro » € % 5@ ir) (=),
tak¥e mf sto 3‘ (z) Hﬁ%eme p*-ﬁé.‘l: opgt . J¢ r). }?m 1ibevolmou funkei ¥
moﬁiné }? budiz nyn.i ‘

?(fl inf Efr), k&e &ea :zf-})

- {3?} o= 3‘".(—~f).
’?‘%’ﬂg 39 3"(:&‘) = 3‘ (f}, smtam téeh funiei f, pro ngl Je 3{3’) o
=T () 4100 Jomatine L , Je-ii f e R, jJe &5‘{3.’) = ?‘ff) =2 (£),
Fro P ¢ L wifeme tedy p«é‘k | '

| 3’“3 = @if) = ?{f)

- D4 se nym: uk&zaiz, ﬁe fmkeiunéla 7 na mo¥ing L mf viastnosti
Lebesgueova integrilu; jsou=-1i na p¥e £, g konelmé funkee z L ,
patZi té¥ #unkee £ +g do L @ plaﬁi ¥ (f4g) = J()+T(g)s
530!4-11,#2 fu pwky 2 L a plati-14 f £, je :

a*{f wma =§(0) | (™)
Je-1i «,my v *Lorsrb::} p¥fvadd J(r) 400 s Je 6% £ € 1L,

84/ Pro libovolnou Sdst 4 mnoﬁim P whifems nynf{ definovat

?3;xaifsmmsm§e—-1:i k funkei £ Z4dné xZ£(2€R), je T (f) =inf @ mos



.lq 51,-
horn{ & dolnf{ miru Ha m pFedpisem

kde o, Je charakteristicks funkce muo¥iny 4, ,
. ‘Bud Y systém viech &, pro ndk je 0,€L meboli m (4) =
=T(A)Lo2 , Pro A €L pl¥me m (A) = WA) = W4) . YL jo
s¥ejms (=téleso a funkce - m ‘Je va Yl 6 ~paitivas ot
& p¥edpokladu 2% Flyne, #e pro kaZdf fc L a kaZaé 8>
{resps e<U) je -

4 [r(x) > e.] é%(ieap; g [f{z) £ {3] EUY;

Je tedy ka%dd funkee £ € L e mE¥itelnd, ( Viz [6] , stx,189)
- Je=li myn{ £ 1libovolné nezdpornd funkee 2 L, wiffeme zestwofit
posloupx‘mst neziporaych % schcdaviﬁgqh" ‘Q«m&iiit,@lmﬁ&h funkef
f, ek, Zo I, 7f , Pro ka#dé n je z¥e] s 52y = fp £, am;
g2 {X; { cdst.7) a ze zndms VELy o z4mEni limity a integwdlu
plyne dile ‘ o L

(£ = Mn 3(2,) = 11 1, an = { fan,

. Plat{ tedy - o
IR (1) = [ ram

. i

' 'gvro,'k;a?iﬁou funkei £¢€ L, jsk se snadno zjist{ rozklaedem funkee T

- Backdadpeu o zépornou ¥4st, Tento vetah plet! kedy tfm spide pro

¥o'v8e by platile, 1 kdyby poZadavek 2) mebyl splnén, Ddle byohm

52 visk nedostali; Jestlide 2) neplatf, nemusi ‘bgt fusitee me

- systém L U .mé¥itelnd s nemd pak smysl miuvit o ée:jiaﬁ ;
integrdlu podle miry m, Jako p¥fklad lwe uvdst sysbém £ wieth
funke{ dangfoh v intewvalu 4047 pfedpisenm £{x) = kx { k libo=
volné redind), p¥i Zem¥ kladems na p¥, () = ko Plati uds
L =2 ; systénm <L obsahuje jen prazmdnou maciing, Spadnc se giisy

e 1 v tomto p¥ipad¥ lze funkciondlu J Vyjéafit imtegwdlem;

je vﬁqzk4 ¥(£). = ja 4 i pro libovolnou mfxu M ykterd splnuje,
vgtah { x4 W= Wimbto vgtahenm z¥ejmd nen{ i uzj'ﬁ_eaa Jédn?e#
znadng, Bex poZadaviku 2) pelze tedy dokézat vitu o unicité miry,
vytvd¥ejlof funkclondlu., Je otdzka, zda by nebylo moZné dokdzafp
‘bez poZadavku 2) aspoR existenmei takové miry, - :
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9,/ W jme nyut nﬁjakﬁ J-tmsa C, mré je B&stf BL Bud /L nfze
Ba & 'sakové a'by pro ka%dé fE% platilo

f{r)-»fméb | i/j)

. ‘i‘im je z&roven v-ysleven yzedpoklad, Ze kaiﬁﬁ funkce £ € Z
je Jmm&mtem). Limitnim pEechoden zjistime, %e' (/) platf

také pro ke#dé fec B, Bud 2eT, £5(0, Podle definics Eisla |

m (A) = 3(ey) existujf =, rg € R tak, ¥ jo ¢, = 1y, =0, = 2
a mimo to |

1

7(x) < nma) + €, I(z) < -n(4) + € ,
0dtud pi;vm - |

| 5’(r1)<mt.&> + 5 7

| [b(&) n(4) .

?’iﬂim&," Ze na B ~t¥lese ﬁjexié@u;}e prévd jedna mira  tobi¥
miva m )takové aby pro kaZaé f € 2 pla#il vztah (/:) Yo
Budi¥ nyn{ o ,

‘ a

Yz

nejméndg (]’ =téleso , obsahujici viechay mnoZiny tvaru

B [:f(x} > 1J kde f£€% . (3; je z¥ejmé nejmens{ ze viech
J=t§las T takovyeh, Ze kaZdd funkas r€Z je ¥ oms¥itelnd,)
Klademe=11 A (A} = m(4) pro A ev , platd zi:’eamé vatah (B )
pro ka#dé £ € ﬂ. Odtud plyne :

‘ Ha(r- ttlese J/ ‘existujec prdvé jedna mira (,‘btakou, aby pro

ka%d& r€Z platil vztah (/."} '19

| lﬁ./ E’vidz‘,m, ¥e paéeb:xou v&tu lze dokézat :1 hez pzedpokladu,
'-ﬁe funkciondla Je neséporné., slovo ,,mim mnsima viak na-

- EP SRR QER D Sy S .

7

10) ¥ té40 vasy jo afi1e714¢, - o ~tElaso ¥, sévist jon ma systé-

mi %Z a nikoli na funkeionile K (kdeﬁto ua Pg’%zﬁﬂsi na .T)‘
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hradit slovy , V—aaitivni funkce ”. P¥{sluiny integrdl definu-
jeme takto : Bud Lo -té.lesc, jeho¥ pr‘wky jsou ¢dsti moo¥iny P,
Bud 4 6 =sditivn{ funkce na % ; necht 7(?@; .11 perinujme na
T funkee 56. f p¥ed isen o

%(’E) -j suxﬂ/ (.&);”kdé &Ci‘; Aev |
'f-ia?) = sup (-f (é)}, kde' A'c'fr,, A eﬁ; .

l

Potom json Jsuprem, aefmuaici 92_ (%) a- 52('}3), dokonee mas
ximy, Aspon Jedna z. fumkef Je te&y kone¥nd; jeeli

 funkee ¢ kone¥nd, jsou ob¥ kee ﬁ (- koneiné, Funkee Y1 §- §sou
mlry 8 plasi ¢= f - jO. . Poloﬁime nyn:( |

#@f f:m% ffacf

pclmﬁ m pravé strana smysl. ( mw-u snwsl, xeimeme ovien, ¥e
f@fmaaxistuje.)

11,/ Dile budem po‘b%ebwat tuto VIt

Bud P nepxézﬁna mo¥ina, Bud Y lineirnf pmstar, jeho¥
prvky jsou funkece na P, Hechf s ka¥dou fumke! f pat¥f do
¥ takdé funkee l£le Bud 7 aditival funkeimgala ne ¥; neché
plat{ implikace =~ o -

€T, £\ 0 )3’(:- )—9@.

Potom lze fuﬁkciomlu d vyjéda¥it jeko mzﬂil dveu nezé.por—
nych funkeiaml, pm nei tato 1mplikaoa také plat:i .

Dﬁkam ¢ Je-zi ,._9, fefi', polozme
T, (f) = sup ar*{g), kde géY , 9<g éf.

Snadno se zaisti ( viz na pi, [4} , BET. 232-4,;3;, e T, je

n’ﬁdyby bylo ‘/’(ﬁ) *9, bylo by bud identicky {A) ~+o° ne‘bo
identicky (]0(.5 =~0c0; ftytc trividini p¥ipedy ﬂﬁﬁeme z¥ajmé
vyloudit,
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aditival na mmo%ing vieeh nezipornych prvid x ¥ ; ukidieme, ¥e
7. nab;%vé jen koneényeh hodnct. P¥edpoklddejme tedy, e pro
nikterd fe?’, kde fZQ Je 3, (£} =09, Pak existuje gl tak,
¥e plat{ 0,—gl— 3(51} = 4 ‘J{f}!a Je=1i J (gl) = R
valims Ty =g 3 pak éme

| o -

3y ("fl)z. lé‘(fl}% =1, o0=n% ¢, (¢

Te=-11 a (gl)< oo, vnl.ime , fmg e Pak je J {fl) =0,
ég,f—;f; ad1s o la’(fm ﬁ'(r) - zrcgl)i 2

&'(gl, - Jﬁf)} = l , nakﬁe {5/") opdt platf.

Tak sea%rcjime,pnsloupnns% funkof ﬁa' spliuifefch vx%ahy

B U T N P
I, (f§2’°0 » LHT )!éﬁt Q:fgg_z‘fn-l

Ero ﬂ = 1’ ‘g’ Ql', klad@m f é >

‘fu . .' fhle f N v .

vedy =g= N 0, ale 7 “5° ) = ---— J’(fﬁ) =1, cof je s5po¥,
Tim dokdzews), #e 7, nabyvé jem kopednych hodnnd, Funkciomdln
4, lze ziejnd privé jednfm apﬁaﬁbam rozS3{¥it na calé Y ; polo¥f~
me-li jedtd J_=z 7

- Ty je 3‘__, pezépornd funkeclordla a plati
F=d, -3 |

+

Doli¥eme nymf o viatf 9‘ (f ) — 0, kdy'mli fu &Y, f o,
PYcdpokiddejme tedy, Be te pro né!«:terou posloupmst £ @ nepla-

>

ti. Posloupnosk J‘ {r , mé pek k'lacmcu limitu 2C. E*cistu&a‘.
£, € T tak, ¥e plai:i )

@ﬁsnv 7,08 = f-- , 0S¢

.Ewsﬁ h}a min gl,...,gn). mmﬁem mduk:ci %e Je
o T .
Fng) > T (1) - Z . - ()

Z=1-

Pak JB f:fcz-r—:"g‘* XN = Q' ﬂ——- n ::—%-,_9 0}
Tento vateh s¥ejmd plati pro n=1° nechf plati »ro ne,jad n.



Fak 'h:i'!'l = min ( hnl gﬁ*i'l)‘ = B4 Q"kn" kde k!i': m;e; (gﬁﬁ-l -
| = b b
by 0 ) e Pak je k= f) - by, tedy 0=h+k =1,

ﬂi’tﬂ) + «r‘f‘,{kn) = 3*(%} , »‘isedy‘ oL
) S A i) 2

Déle platf

" .."; . ‘ i& .’.'n"e‘w £
i) = Flege) = Tl > T, () = Hm - 2 K =

A}

23 ) = L ST .

Tin je proveden ipduk¥nf krok a je éaké;:zém platnost vztahu ()
p¥o ka¥dé n , 0dtud plyne limitpf{m p¥echodem

lim 3{%) = lim %.(%}‘ ;:E .:- E »

cof neni noné, pm%a’ﬁe Qéhﬁ:—‘—-%é’ Tao T80, M, = By,
tedy lﬁf;n\t Y . Ze vztahu fné T, fn\ ﬁ Yedy plyne J +(fﬁ)f—aa
a ¥edy i 3;(fn}’9?3 o T{n je vits dokdzédna, |

- 12,/ ¥stu z konce odst, 9,/ mdZeme nyni zobeenit talkto :
‘Bud P neprdzdng mmo¥ina ; bud Z linedral prostor, jehod
prvky jsou veilmé funkee ne mo¥iné P, Nechf platf

el € 2, min (£,1)€ 3

pro ke%aé f£€ % , Bud J sditivn{ funkeiomdls na % , kterd
spliiuje vztah | o o |

£y € %, fn\. 0 = ¥(g,) —~> 0 .
Bud Jiaejmenia‘.i o ~%&leso, obsahujict v?‘sec;;'hny mpo¥iny § [ £{x) >l_:] s
kde £€% , Potonm existuje na 'V, pravé jednaC=sditivaf funkce §
tekovd, ¥e pro ke¥%dé £€ & plat{ -

wos frog
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funkcs g’ je kqne&;ﬁ.y,‘

Diikaz : Podle pfedeslyjch v&t existuji ma |, kone¥né mfry
tbvtakevé %o pro ka¥dé £€& Z plat{ - |

Eé:’} fraﬂ-ffav.
Klademe«-li jﬂ t‘z v , je tedy
(£) :% 8y

pro ke¥dé f € 2, Bud nyn{ Y takovd 6 - aditivaf{ funkes na J/Z'
fe pro ka¥dé £€Z platf |

’ﬂﬂé%m?;
Pak pro ka%dé f € 2  plebi také
fodm fop = fuds -y,

neboli

frdc‘fw«f/)-»fm(tf,,,wfm) ..

Vidime, Ze miry ¢, +~[/ kA at-\f'_ definujil ne $ tou? fumkoio-
vélu, Ddtud podle odst,, 9, plyne (f* -s-xf,. t.f)? 4»70'_ a tedy

g = f-=ys Y- =y .

Po&nﬁma : Smadno se zjistf, ¥e k funkeionile J* patii mfrs (f_é_

13 o ¥ Ironkremmh p¥f{pedech nds gpmvidj.a mjimﬁ chdzka repra-
sentace ma p¥, viech funkeciomdl, kierd jscu ns Gsuném linedsmim
prostoru spojité v urlité topologii, Jo #Fiak radmo, Fe za dosti
obeenyeh pFedpokiadd lze ka¥dou spojitol Punkciondlu vyjdd¥is
jako rozd{l dvou negzdpormych funkeiondl, { Viz ma p¥. [?Jv, atr,
18 - 19 ) . Omezime se proto v dal¥im na vydeiiovéni nezdpornjch
funkciondb, Pro strudndjsi vyjad¥ovédni mavedsms tuto definici :

14,/ Bud P neprdzdnd mmo¥ina, Buf Z lineArn{ prostor, jeho¥
DEVKY Jsou funkece ma mno%ind P, Nechf plati . Izl e Z, min (£,1)eZ
pro ka%dou funkei f€Z , Dile p¥edpokliddejme, ¥e pro kadou e~
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zédpornou fuhkcioné;u & ma Z plat{ implikaes
| fnez 5’;-fﬁ_\g0,2>_-?{.r§)f?g .
Pak fekneme, ¥e prostor 2 m vliastnost (7) . |
15,/ Vid81li jsme, %o kaZdou mezpornou funkeiondlu ma prosboru,
kiery mi vliastnost z_é‘.)-., lze vyjda¥it integrilem. Budeme se tedy

snaZit najis méjakou"pc&mim, pestatujici k tomu, aby’ nd jaky
prostor usl viastuost (7), Wap¥ed viak doké¥eme jednu vity nega~
tivafho rdzw, -

16,/ Bud Y 1linedwnf prostor, jeno¥ prvky jsou omezend funkoe
na dand neprdzdné mmoZinig P , Nechf s ka¥dou funked £ pat¥e
Go Y teké funkee || , Weohf existujf runkece £, € ¥ tak, %o
plati £ N0, ale %e konvergence neni stejmomirnd. Tak ¥ nemé
Vlastnost (7). | ‘ ‘
. DOkez : Definujme na prostoru Y normu predpisem || £ || =
= gup [£(x)] o T zndmo (#ia[}],) » ¥e prostor ¥ mi¥eme repre-
sentovat jako prostor ?%, Jeho¥% prvky jsou spojité funkee ma |
jakémsi kompaktnim prostoru Q . Je-1i Y j&fﬁ*ﬁf} a odpo=
Vi&é‘-—u funkei fn. funkee - fg € ¥*, je oviem fg—if?_?: ere =0,

Plat{-11 viak £ (t)N0 pro keZdé t€Q, je komvergence Pumkof
f;: & tedy 1 konvergence funkef £ stejnomsrng. Nenf-li tedy
konvergence funkef Ty stejnomsynd, existuje Hakové o€ 8, Ze
lim.. f;f (‘tg)>ﬁv F‘Olﬂﬁlﬂ@? : . v

v

7(£) o (t5)

pro ka%dé £€Y o, Pak je J§ nezdpornd funkciondila, ale nenf
¥ {(£,)>0; prostor ¥ tedy nemd vlastnest (J). |

17./ Hegativnl rdz uvedené véty je . zplsoben tim, ¥e pFedpo—
k1idime omezenosh funke{ prostoru Y , Odstranime-li tento p¥ede
poklad, je situace zcela jind. 2Z&klad p¥isluzného vySet¥ovénst
tvo¥f ndsledujfci vita : : '

184/ Bud Y 1line4drni prostor, jehoZ prvky jsou funkce mna

neprdwdné mo¥ing P . Wgehf kaZaé posloupnosti prvkd f:ze Y,
kde 2,90, lze p.i‘iie’adit._pqsloupnost indext 1,< 1,4 4e0s a funkei
ge¥ tak, aby(kaZdémy &> 0 existovala funkce L€ ¥ , splRujfecq
vztehy , o L |
Z(fin—ég)éh (F=1,2, .ua) »

n=aq



Pak pro ks ﬁdou_neﬁpornou fun,keiqxzélu § ne prostoru ¥ plat{
kaykold 3, €Y, £.>0,

Dﬁkaz : Bud 7 nezammé. f‘unkeiwala » T, €Y , £ \.G : ree&fﬁ
nén{ J(f )-—>06 , Bud lim I(f,) = gope E&'eeh{ k pasleup-»
nostl T, pat¥f podie piadpoklauﬁ véty funkee geY s indexy
il< i?{ sess  2volme E>0 %ak mlé, aby platilo f_&’(g}‘ vk

k tomuio é ux-éeme fu.nkcz héyY , E’mtcze J (f utrﬂ =

n
‘3( fﬁ) - fffﬁg}~ 27 7 7 » Plati pro kazas N
é ;i ¥ ri_-'fg) -#(Z (£; =€ NE ) ;

to je niejny spor.

1%./ Abychon mohli dalif vity pFehlednd Vyslovit, zavedeme
JeBt¥ n3kters oznagent, J”e-li i funkce, bud

= § [ 4 @J

é’aou-lim Zlaégaké aysrémg fzm.kei ha moZim P , Je=1i (Mg
plati~li implikace ’

feM,gen , N, CH, = re?,

i‘e}mem, Ze I jeo norrdlnf Sast m. { Je~1ﬁ HpEFEkE na pifklad ﬂ
systém wisch spojitych fu:mef na topologiokém gros’bcm P a
Je=11 N systénm viech sno,jztych funkerf, pre nii jeo ?\{f komraking,
Je% :aormélni East LY , Déle pfﬁem £, = mmx { 1,0),

20./ Budi¥ %fwazgabm na moZing 1>. Budi% linedmf pirostor
Z normilini Bisti mno¥iny viech konecnjeh%-méﬁ#;elnﬁch funkef,
Potom mf Z vlastnost (T)e

Dikez : Prestor 2 z¥ejmd obsahuje s ke¥dou. funkef ¢
té¥ :f‘v.nkci {rl g, mn {f,l), Nechf n:yn.{ £y € z, T \. 0 , Zvolue
ve v¥tE 18 i =n, g:fl,hzé(r - &fl) .. Funkce h je

zi‘sjm&‘ﬁ- méi‘itelné. e-nli pro dané x f;(‘x) , Je téd



fj(x) - f {x) - .....: G , tedy taﬁ h(x) = Q. Je«-li !‘,{x)) o
'm YO velﬂé. af, (x) <€ £,( (x) , tek¥e ¥ada def:umjic:i h({z) ,
ohanhuje jen kaneﬁnj podet menulovyeh tlentt, Funkea h je tedy

kone¥nd, Protoﬁe R, C xf ';}e B € Z . Pro ka%ié F§ Je ﬁajm
N

Z_ {z, -5f1)__ B o Podle 18. mé.teéy z vlastnost (J).
n=f -

21;./ ?oléme-li v pxedeélﬁ RT3 T xa systém 2 mo¥inu viech
kong¥nyeh & ~ms¥itelnyoh funkef, vidime, ¥e ke ka¥dé nezdporné
funkcionfle 7 na 2 exmtu,je Ba algebi‘e%prma Jedna mfva 4/
{ prm:oﬁes z¥e jm¥ 7 ) tak, aby pro kefdé £ € % ‘plattilo
I(£) ;,4 fapV, Podle miry je pak imtegrovatelud ka¥dd komednd

U ~ms¥itelnd funkece, VySetif{me myn{ takoveuto mf{ru podrobnd.

Kdyby existovala disjunktng posloupne&t Bys Boy eseee pwkﬁ
g €L, pro ns% by platilo M {By)> 0 , snadmo bychom sestrojili
kone¥nou nezdpornou ‘@Zoméritanmu funkei f tak, aby [ frap=oo
Takovd ' posloupnost Bl 32' vena ‘kady neaxis‘tuje, cd‘sud plyne
snad.m, Be umaﬁinu #? ( pokud mi kladnou mirn) lme rozd¥lit .

kcnaény pecet &isjmktnich mo¥in 51’ seey Ays ktevé sice
maji kladnou miru, ale ¥4ang z nich jil hepbsshuje muo¥inu s mepe
5{ kladnou mirou. Klademe=li je3t& c“ﬁ“ = W{44;) pro libovole
né Aed]l (1=1,2,...,8), vidine, %o miru A rdi¥eme vyjde
a¥i¥ jako soudet dveuhodmmvveh mgxre

de=11 neopak ( souftem kons¥ného po¥tu kone cnych &vouhodaotoo
vjch mdr, je ka¥did konednd YU -rE¥itelnd fmkeaéi/uintegrovatelaﬁs

Pro p¥ipad, fe Use systém viech Cdsti dané mmoZiny, uvdaf
 tvrzen{ Sohoto odstavoes G.W,Mackey v [5]

22,/ HSjme opdt ( -»algebxu‘ﬁlna mo#ing 3{:‘, P¥adpoklidejme, de
je na ¥l ddna mira v ; zvolme je¥td p> O a utvo¥me systém %,
78eech koneanyeh ‘{Z-mﬁfiteln#eh :f‘unkc£ -4 12) s Pro né¥

flflp av<oo Plati pak tato vita :

Bud linedrnf prcstor Z normilni %4stf Ep. Potom wh 2
vlastnost (I}.

Dikaw : Je-11 2, € z .\ 0, jo téx E 3N 0, tedy If~ avsq.

l?)muvime skutedné o funkeieh ,nikoli o t¥fdich fuukof,



P T

>

Zvvlme indexy 13_4 1 £ ....tak, aby piatile > 2P gy < oo
v pﬂpadé <1 asz f f‘p av )p(oo ipadd p= 1. Ka%dé.mu
I! .

oo
€>0  p¥itadwe nyni funkci h = Z«a (£, &f1)+ + Snadno
se zjist{, ¥e h € Z, Z vty 18 { kde ovgem klademe g = £))
plyne, Yo mé 2 vla‘@ﬁos'h (J‘).

23,/ Pi'“apoklaif’ejme nyn,{ P Je tepologicky prostor,
Uvidime, %¢ plstf i pve tento nx!pnd v&ta, ohdobnd vELE z n%edeﬁ-
lého odstaves. : v v

Bud Lissérnl prostor % nommiin{ B4sti mno¥iny vieeh
spojityeh funke! ne prostoru P. Poton mi % vicstnost {7)e

Dflkaz : Neohf 'f €z, :x’:‘._\) 0. Buf 2 = V_f_j-_ « KadZdému £€>0

- » |
?ﬁiiaéme funkadi "1 ; i’f - & 8),e Jo-1i g(x)> ©, je pro

nékteré H Ty (xi<&g(x) « ¥ dﬁsi}.edku spojitesti plat{ %tento .

vatah 1 v jistém okold E? bodu - x e Je=1l n>H, y€ U, platf
tim spfie ¢ (y) < ﬁg\y) ¢ Na mno¥ing I? je tedy ftm}cce h dédna

soulitem (f - E_g) a ,je tedy spojitd v bodd X o é’e—li

veak g{x) sé‘ » MiZeme mra"‘it takove okeli U bhodu X, aby
.Ci‘

pro Y€ U byle gly) = » Potom plati pw¥n %a%i¥4 n a pro
xatdé v € U .

vaklo w R Aiyy =0 pro y€U, Funkes h Je t=dy v3ude spojitg
provofe ¥, C ﬁg =X, , jeh€Z , g€Z ., Ostatnf plyne snadno

B

7 vaty 18.

24,/ Vitc = p¥ededlélio odstavee miFeme vys;:.wi‘a veZ v pondkud
Jind"forn¥, X tomu p¥ipoicneme, tute dslinlcl ¢ Je-li N systén
mo#in, bud c)’(?ZZ) nejmendi cr-telenc, cbsahug}icz N, Te-pi P
togol%ickg, prosior, bud f-;/l"' systém v¥ech mmc¥in tvaru

[r(x), c:_] » kds £ je spojitsd funkee ma ¥, Bud %-J(‘?*),

(o‘g—je tedy nejmené;t G“-algebz'a, vzhleaem k ni% jsou viechny
spojité funkce wd¥itelné). Prevky systéau 4 nazvsme Baireovymi

moZinami ; mfru, definovenou na p‘g— » Dazveume Baireovou mErou.
Nyng plati



..3__5...

Bud” lieedrn{ prostor Z normilng Eés%i s?stém ¥ vdeoh
spojityoh funkef ma topologickém prostors P , Bud g nezépommg
- funkeciondla na 2 , Psk existuje Beireova mim‘wtaxc, Ze pro
ka¥dé £ €8 pia‘tsi

(e i-sffagbé'

hednoty m:.:fz;rzy ng rE 15 ) Jsou urteny funkcionélou 3’ jedm-

Znadnd. ~

e Je aclne (vig 5,) tntr siry roudi¥it ns (G =-algebmy
Stall bedy dokézat, He aysién f(#)gbsabum v3achny Bairew?
moZiny. Mime %ely dokizat, ¥ je ‘I*BGJ/ pro kn¥dé P € Tz

a kaZdé B €5, Buf? U) systén v¥ech mno¥im tvuru B [*(x)> 1],

kde £ &€ Z, Dokéd¥eme nmpfed, Ze Je Yo e¥) , kiykoli Vey),

¢ € YTy ¥ vouto pFipads totif sxistujf f€Z a geY tak,
=

o jd g=0 &

mie potom

V6 = 3 [ntx)>1]

kda h = min {f‘yg). Proiofe 2 Ja normdlni 34stf Y , ja he€ §,
tedy Veed),

“avadems jo3%% toto oznsBenf w«li A moZina a M systém
moiia, pek 4 DL bude znamenmat systém viech A, kde M € ,
HeitiZeme vatah

s Jam) = &, ()
A ()’('ZJY,) 2 v¥ejmd c)'-u“.ascv, obiza: mdiai AW ; Je tedy
M‘tm PART m)-

o ~ .
Bud nacpak L sys‘bém véech ‘2‘ C FM) » Dro n¥¥% AT € d" {(A99)»

13) neﬁniei 7:2 via v odst.?.

14 | ‘ .
P Pedpoklédéme, %o mo¥ina 4 ! va . prvkyML §80U g4a44
| mo¥iny P. - Sechny |

Lhkaz @ hu.a, Le.ne Jg existuje prdvi jedns takové mfraé/ .
) s

e e



- 16-

3’a ziafmé, He J/ ;ja (ﬁ-‘haleso, obsahujici m a #e gl/a(/"' {A W),
gatud plyne o' )y c & , Wy

AJ‘cm)cﬂ;J(&m;

Tim je vztah {-x } dakézé.u.
‘Dokdzali jsme Jiz, Ze ¥ %”CJ/ pro ka¥dé ‘%”éw Je
tedy té¥

VG = v g = <vrg*)c7;z

#ro ka¥dé V€ H) neboli

pro ka%daé B € , odtud plyne
— !
Bl =30 =T,

pro kafdé B €Z , co¥ jsme eht¥li dokszat,

Pozndmka : Pro p¥f{pad, %e % je systém viech spojitych
funkef ne daném prostoru, uvddf tuto vitu E . Hewitt v [2] ,

25,/ Vétu = odstavee 23, lze htakbto zobecnit

Biid 7 Baiweova mirs ha m P; bud p > 0 . Buli¥ ddle
1, moZina vSech spojltwh funke{ £ na prostoru P, pro n¥% je

ﬁ .
)l 1P a veoo, Bud Es normdlni &4sti Y s Potom nmé 2

vlastnost (J).
Dikaz : Kech‘ﬁ £,€% , £, 20, Volme indexy 1,41,<

[E R X N2

a\/]g*ﬁ

'tak, aby platilc [fp V4£oCy pEipadd p<L 1l a

-7' (/fgf ar)Tp p‘ < o v p¥ipad®§ p=1 , Fotom jJe £
n=1 P “*n
O

o .
f( Z fi ® av L=, (Bunkee Z; £y 'nemusz’; ovien byt spojitd
P n 1 "n

Bud asle 4 =3 [a>1] , 4, =3 (205 “E‘J

promn>1, a‘e Af £P w— / £f 4V Loo . Existujf proto konednd
: P

h
({




’ o0 .
kladnd Eisla o, tak, fe je o 700 8 > o Aj P gva oo,
o ; ¢ . . ﬂ-—4
Polo¥me bn = ag definujme v intervalu 4000):E'tm.kc:l f p¥edpisen
%(O) =0 5@ bn R
oy ,
% 3e lineémi v kaﬁaém intervaly ( --1 v 5=
%%) = pro €51 o

Déle bud pro e§ 0
f(8) = mx (G (5) , %),

Fwakeefje tedy spo&ité. nek:lesa;jfai ¥ <0 oo ), platy 7(0) =0
8 g Z 4 pro tZL (n= 1, 2, 400) . BudiZ gesty

50 (a)
Y () -({,m pro 250,

Protofie pro t>0 3euy(t)_ﬁs V% , je fmakce\‘/ spojitéd v<0,"°)
& plati v tcu@;o imewalu .

% ;f;t) .\y(t) .
Budte g; k funkce n& prostoru P, definované vztahy
g(x) =y (f (x)). k(x) -y(flix)).

Funkce & k: Jsm spojité a plati fl = gke. Ddle je pro xeA

n
-y (x)
1 <
x) 8 m—Se— £ (x) s tedy
= 7(:3,_(3:)) LA
fsp dvﬁgAfbD £ deZ ffp av<°‘> :
Pmtoﬁe ,‘-Hg: él!?f ’ Je g e 2 o Zvolme nyni E?@ a utvo¥fme
funkef : oo 1 .
. hs > (1, -fg)+ . Je-11 £,(x)>0 , je té% g(x)>0
71=4 n



- lﬁ -

a s-gegng jake v edst, 23 ajzstim, Ze funkee h je spojitd
7 bodl x o Je=li f (y) =0 , je té3 x(x} =038 v jistém

v

cikoli U bodu x je k{y}(f_, pro ka¥dd y € U g kazad n js

5 ) = £ () = ey ky) Scaty) o

= =

dupkce h je %edy spojité a spliuje vztah hé"Z'? £, o Dalsf
| a7 T1y ,
postup je z¥ejimy,

26,/ Jeco p¥ikled mormilnf S4sti systému viech spojityeh
funkef na daném topologickém prostoru P jeme uvedli
systém Z v3ech funkef f , pro n¥¥ je uzdvir muo¥iny ﬁf ,
kompaktnf, 2 v&ty v odstavei 23,/ plyne tedy, %o 2 mf vlaste
nost (3}, Mi¥ems viak dokdzat obecndjf vitu, X tomu zavedems
tuto definici : ﬁaknsme, Zs muoZine A& (P Jje relabtivad pseu-»
dokompaktni, jestlifie ka¥d4 funkce £ , kierd je spojitd ma P . 2
je na A oumemend, ’
Nynf{ plat{ : |

Bud P tepclogieky p:&zostar. Bud 2 linedmni prostor, jeho#
prvky jsou spojité funkee ma P Eﬂ‘ech“f mno #ina Hf je welativné
pseudokompaktni pro ka%3é £ € Z , Nechf s ka3dou funkef{ ¢ pat¥{
do % ‘také funkce |f| a min {(£,1)s Nechf ke ksZadmu ¢ e Z,
kie 720 » existujf s_pc:jit& nezédporpé funkce g, k tak, Ze
6€% , N, -ﬁf a e = gk, 15) Potom md 2 vlastuost (¥

Diikaz : Neohf £ Vo, SestToime takovéto funkce, g , k
k funkei £ = fl' Zvo}.me £>0' bud h, = Z (f = tg), . Bud

[k’(:x)>é_] ?akc v odstavei 2§ zgis‘bxme, e funkee L ,je

;':g:ca,ita a Ze na 3? -F T nabyvd jen. n&im:{mh hpdzaet, Utvoime nyni
pomoenou, funked k = min ( k, &) o Funkce € =k’ je nezdpornd s
}gro X € PeF kladnd, Punkce g Jjena ¥ kladn&, proto¥e

r = Ny 2, * Funkce g +€= k“ je tedy v3udo kladnd, tek¥e funkce

v axy aemanm o

)Pati‘i-u na p%. s ka¥dou funkef £ =0 do 3% 'Bé& funkece v.’
© miZeme volit g = k = - VFy ; Je=li 1 €2, lze polofit g = 1,

ifh.‘“fg




s How,

: 1
g’m é“’“'? ,je spo,jité na P a ’su;di% omezend na F C M,
: £ °
Avsak pro, X E€F Je g (Jr,) = -é- 3 Gxistuje prota Iso tak,
Ze.pro x € F  Je g(x) = L} .5“‘?,,

Je-11 na Fon (x} = D, Je n,E =2~ g . Ve'vmé 18 mi%eme

pmto volit h —J;- g s

Pnzné.mka Jednoduchyn. pxikladem nrostam, ktery mi mmoho |
s ﬁcb:@yeh vlastnost{ a ktery nemé viastnost (J) » Je mo%¥ina
Z viegh spojityeh funke{ £ v intervalu 404> pPro nd% je
f(e) = 0 & pro n&% existuje derivace zprava v boda 0o Lze
vak snadno ukédzat, fe mio¥ina Z viech funkef Ze systému
Z , pro n¥% je. &erimca Zprava v ‘bodé 0 rovns nule, opdt mé
vlas‘%nos‘t; (F), ' ~
L 27./ ¥ adstavei 20, jsm& se. zabyﬂali prostoven %. viech
~., kone¥nych %-m&%itelnych funkef, kde U je nijakd 6 =algebra,
Hyni budeme pxedpokléda'k So je na %pxedem déna m{re V & budene
zkoumat prostor 2/Z . , kde %, je muo¥ina t¥ch f€Z, které
se rovnajf mule akore vSude vzhledem k mif¥e v , |
 Bud tedy U G -algebra na moZing P; bud ¥ mire ne %, HnoZi- |
‘B A€ Y nazveme V ~atoumern, ja-—li V(4) > O a je-li, pm
ka%dé BEL , kie Bca , bud V(B) z P(4) nebo V(B) = |
Je=1i B é% .» nech€ ‘ :

'maﬁi miru, aef‘inmz'anou vztahﬁu (.&) = V(&B) (a ey,

Je=11 cely prostor P aﬂednwanim posloupnosti mno¥in s
konetnou m rou, Telmeme, %o mire je ¢ =kome Enﬁ-

Hyni mi¥eme dokdmat tuto wétu ¢

Bud Y G =konetpné miras ma 6~ -algebfe% Bud Y mo¥ina
viech kone¥njch YL -ms¥itelnjeh funked ; bud ¥ moZina viech
funkef 2 Y , ktené Jsou rovny mule gkoro v.,,mm ( vzhledem kv ).
Bud T nezéporns funkciondla na % = Y/? . Foton existuje mira W
© %€chbo’ vliastnostech : _

1.} Wi ra (,“/je nmmpornou lineami korbinacf 16) ¥y tvaru

K kde A je V-atom; ;

o) J’(f) = ffd ébpro kaddé T€T o

lﬁ)’iﬁusimﬁ Mz‘ﬁem piipustit téZ prdzmdny soubet.

S




- EG -

‘Raopek ke¥déd mire M8 viestnost! 1.) definuje ne Z nezdpor-
nou funkcionddbu, .A o : , '
Dikaz : Bud 7 neziporni funkeionila ma Z . Z¥ejmd mifeme
poklédat 7 za nezdporncu funkeiondlu na ¥ ; J2 pak ovien .
7(£) = 0 pro ka¥daé r e ¥« Podle odst. 21 existuji na Z dvous
hodnotové mfry 404,‘.},.6”/,‘ {n = 0) tak, Ze JI(f) = {,i‘& M pro

kaddé &€ ¥ , p¥i Gemd M2z My o Je=li P{&) =2 ¢ @
. ) 1'31 , . .

jomli f charakteristi ckd fuukee mmoZiny 4 , je oviem ¢ s
tady Q.= J(f) = ‘Lf{it(/ - éuua) o Tim spiSe plati impliksce

P{.&) = G:)ébi{a) =€ {(i=1,2, ¢eeyn) . Odtud vlyne, Ze mxtwly
existujf g3 € ¥ tak, Ze mirfyéwi maji tvar Jf‘/imﬁ = {gid Ve
inoZina b= B [gi(x) % ﬂ] Je z¥ejmd Veatom; ndras g Je
tedy dvouhodnotovd a je koneénd, proto¥e je 5 = kcmi’mé.i Je=14

By W) =0, g0 wer ) 20 et ¥ () o, g

gi (B-4) = 0, tedy & (P-a) = 0, w(a) 4 & , takie ulra

(«‘Lj je nésobkem z . /) e L
vi Ay |

~ Poznémka : Podobnd lze vy¥et¥it ma pi. prostory L, kde
P> 1 { p¥i O =konedné mi¥e) s dokédzat, ¥e mezi prostowy

’ 1 i
Ly 8 lg» ke ¥ T¢T |, pletf vztah duality.
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