Lerch, Matyas: Scholarly works

Maty4s Lerch
Dalsi studie v oboru Malmsténovskych fad

Rozpravy Ces. akademie, II. t., 3 (1894), 8. 28, 1-63

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/501780

Terms of use:

© Akademie véd CR, 1894

Institute of Mathematics of the Czech Academy of Sciences provides access to digitized
documents strictly for personal use. Each copy of any part of this document must contain
these Terms of use.

This document has been digitized, optimized for electronic delivery
and stamped with digital signature within the project DML-CZ:
The Czech Digital Mathematics Library http://dml.cz


http://dml.cz/dmlcz/501780
http://dml.cz

ROCNIK M. TRIDA IL. ¢fSLo 28,

Dalsi studie v oboru Malmsténovskych rad.

Pise M. Lerch.

Poddno dne 4. z4F{ 1894,

L

1. V nasledujicich vahich chceme se zabyvati zejména krajnimi pHpady
Lipschitzovy funkce

(1) Q(w»zvs)ZZO—(w_l_—n)‘-.

Nejprve vzpomenme dilezitého vztahu Lipschitzova

) 0% . rC(s 5] . Plreni
(2) e!wz:u néo (w _I_ n):—l eﬁnmnt — (251)): V=Z°° m )

jehoZ obsah na riznych mistech rozmanitymi zpfisoby byl dokazin*)

Tu se ptedpokldd4, Ze w jest realné a sice mezi 0 a 1, a Ze konvergenéni
podminky jsou splnény, t. j. Ze realnd &4st veliCiny s je kladna, a jeli vetsi
neb rovna jedné, Ze pomysind cdst veliciny z je kladna.

fnzai

Veli¢ina v podstaté mnohoznaénd (— ¢z - 7#)* dina jest jednoznaéné

vzorcem (_ iz + z'w)-‘ — gSlog (—iz+iv) ,
v némiZ logarithmus m4 realnou ¢ist v mezich —% a % Volme za z veli-

ginu ryze pomyslnou a kladnou; bliZili se z nulle, stivd se v pravo jediny
élen, totiz » =0, nekoneéné velikym; ndasobimeli tedy obé& strany veli¢inou
(—2xna:), a ptejdeme k mezim pro x =0, vznikne vzorec

ll_l__'l‘:) ("— 2$ﬂz')s'20(w+”):—l Arriwtn) — F(S) )

Pf3emeli zde ¢27f — g, takie s je kladné, realné a mensi nez 1, obdrZiine vzorec

3 ?2’1 (log —i—) .Zo (w—tnp—1setr="r(s),

*) Lipschilz v Journal fiir die reine und angewandte Mathematik, sv. 54 a 105; ddle
viz nade publikace v Acta mathematica sv. 11, pak nadi rozpravu Zikladové theorie Malm-
sténovskych fad § 83—b, kde téZ v Givodu podéna literatura p¥{buznych studif.

Rospravy. Rota, 111, Tiida II. .
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ktery plati oviem téZ pro jiné pfechody limitni neZ realnymi hodnotami,
ponévad? (— 7z)* bliZ{ se nulle ziroveh s z i kdyZ £ nenf ryze pomysiné;
jeli totiz — iz =eat+98, s=0-}7¢’, bude |(—iz)’| = e2°—F"; ptechod
limitnf 2 =0 ma4 byti takovy, Ze « obdri{ zdpomé nekonecné veliké hodnoty,

kdeito § zlistdvd mezi —Zal, t j. dovolené pfechody limitn{ jsou

2 2 ’
takové, Ze z se bliZ{ nulle zdstdvajic stile v severn{ polovici roviny, &ili Zze =
blizi se bodu s =1, probihajic uréitou &iru uvnitf kruhu |z | =1.
1
1__ == 1 moZno vzorec (3) psati také
(o)
(39 lim (1 —2)* Y (w—n)—tzotn=I(s);
=1 n=0
zvlasinf pfpad tohoto vzorce, pfislusny k hodnoté w =1, totiz
(3% lim (1 —z) V w1 =1Tr(s),
=1 1l=1

byl uvaZovdn pp. Alex. BergeremX) Picardem**) a Cesaronem¥*)
Vzorec (2) ovSem li¢i chovéani se funkce

Zo('w—l—n)-"1 sotn

poblize bodu z=1 zpisobem mnohem uréit&j$im; nebot po vyloucen{ lenu
» =0 zfistane v pravo funkce, kterd na misté £ =0 jest pravidelnou a lze ji

psa a+a, Qani)+a, Qzwi)if...,

pokud |z | << 1, pfejdemeli tedy k promé&nné z, mame poblize mista s =1
rozvoj

00
@) Y @yt =

=0 (

r(“) +ao+a, log 2+ aylogs% ..

v némz stily ¢len ¢, md hodnotu

I'(J‘)Ere%jwni, b=+1,+2,+3,..)

(2n) & (dv)
t. j.
. 2 (s) § cos(2nwn——)
(3% Qg = @ ”g. g .

*) Recherches sur les valeurs moyennes dans la théorie des nombres (Nova Acta Reg.
Societatis Scient. Upsaliensis, vol. XIV., ser. IIL).
**) Traité d’Analyse, t. L., p. 208
*%¥) Sulla determinazione assintotica delle serie di potenze. (Rendiconti della Reale
Accademia delle Scienze Fisiche ¢ Matematiche di Napoli, 2. jna 1893,)
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Abychom obdrzZeli «,, derivujme ob& strany rovnice (3*) dle 5 a ndsobme z;
i vznikne tak po kritké redukeci

§ (wtnpeetn = (]I;;“_h_l'_)l + a, +2a,logs -+ 3a;(logs)*+..
n=0
a tudfz dle (3,*) bude

2r(s-41 cos(2nwn——n)
(3:% a, = (2,(,)-_4}-—1) 2

obecné obdrzeli bychom opakovinim tohoto postupu

2L (s+2) E cos(2nwn—"!'T’n) -

(3% = T Raytr o) n+p

Ve zvlastnim ¢&i lépe krajnim pifpadé v =1 méme pak pobliZe mista
£=1 rozvoj
(o]
@ YPw-te=_T0
n=1 (lOg T)

kde soudinitelé jsou dédni rovnicemi

. eI (s42).cos (332 )

—+a'g+aylogz{-a'glogts ...,

(49) aP= pl(2”);+p é-(‘r—i_p)’
v nichZ uZfito oznadeni Riemannova

w 1
) (@)= ¥ -

jako ve viech dosavadnich naSich rozpravich.

2. Zpisob, jakym p. Cesaro odiivodnil rovnici (3%), jest v nejvy$si mite
pozoruhodnym. Za ziklad slouz{ mu totiz ndsledujicf velezajimava véta:
Fsouli f(@) =ay,+az4ag23+...,
g£@) =0ty +bz+b2*+...
dvd Fady s kladnyms souliniteli, konvergentni pro viecka x mensi jedné, ale
divergenini pro x =1, pak plati vstah
ax

L@
li = lim =
e=t £@)  wzoo &’
Jakmile existuje pravd strana.
Pan Cesaro volf pak

@)= Z w=1am,

n=1
s@ =i = § st bty
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ponévadi tu

. an . nlnt—1
Jm e = dm S tFD . cFAa=n T

existuje, bude oo
lim (1 — z Y w-te=r,
z= n=1
t. j. pravé vzorec (3V).
PonévadZ dile opét
lim nl (w4 n)*—1
n=s0 S(+1)...s42—1)

=TI,

milZzeme voliti

s@= Y @tay=tan,
a obdriime -

lim (1 — )’ ,.‘é"o (w =1 2" = I(s),

coZ se kryje se vzorcem nasim (3°).

Pfi této pfileZitosti podejme dalsi applikaci uvedené véty. BudiZ a celistvé
kladné é&fslo; pak bude, jak snadno shledime

00 00 1
115 agl :"":ngl o (na)z" '

znaéfli jak obylejem E(x) celky veliéiny #; volme nyni

ro=% (o), g =Yt

n=1

ponévadZ tu - (,, Il ) .

= g (z
odtud ale plyne, ndsobfmeli rovnici

lim (1 —z)“"?g(z) = I‘(l +%) ,

vysledek

lim (1 ) = r(14+1)
i

®) i l'\'/l—zuzlz"=l‘(l+%)

XXVIIL




b

Vysledek ten lze podobné& jako vzorec (3*) vyvinouti pfimo nésledujicim
zplisobem. Pidme 5=¢"%, a znamenejme na okamiik

o o]
J— —nlaz .
S= 2

nt1
e—n‘z >S e—l‘: dt ~ e—(n+l)¢z ,

sedtemeli nerovnosti

n
vznikne
(e o)

S>Se—‘°"dt>5—l,

0
takze

oo
’ 1
S=Se—“=dt+0=%r(%)z—7+o,
0

kde # znaé¢f nezndmou funkci, jejiZ hodnota je stidle kladnd a mens{ jedné.
Tim ale dok&zin zirovei vysledek obsain&jsf
ra4=
(%) sttt porpory =209 4,

log +

3. Chceme nyni vysetfiti rizné krajni pfipady funkce R (w,z,s) a ze-
jména odvoditi rlizné tvary, jaké v té&chto pffpadech zaujme Lipschitziiv vztah

®) (12,2)‘5?(10,1:,1—:) = i) Rz, 1 —w, )

F il ttod—a) §(1 —z,w,s).

Pokavad realna &ist veli¢iny s je kladnou, plati zndmy vzorec

o0
1 S vt =14y

(7 Rw,z,s)= I0) ] —Bani—1t

v némZ zirovefi komplexni promé&nni w musi miti realnou ¢ist kladnou.
Jde ndm hlavn& o to, abychom zjednali si pio funkci & (w,z,s) vyraz,
ve kterém s miZe byti libovolné. Za tim tdlelem rozloime integrdl (7) dle

schematu o o0
J+i.

kde » zna&f kladnou malou veli¢inu, a uZijme v prvém z obou téchto integrild
mocninového rozvoje

00
1_(’.“!'—‘ Z w x)t
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jehoz soudinitelé jsou celistvé funkce veliéiny @ ; proménnid z byla péivodné
podrobena podmince, aby jeji pomysind ¢&st byla kladnou, aneb kdyi z je
realnym, aby nebylo celistvym. Integrdl (7) ale zdistivd jednoznaénou funkei
analytickou proménné z, pokud pfisluiny ji bod v roviné probfh4 rovinu (z),
vyhybaje se feziim, které sestdvaj{ z polovi¢nich pfimek vychdzejicich z bodd
z=0,+1,+2, +3,... a probfhajicich v ji#r{ polovici roviny kolmo
na osu realnou. Pokud z nileZ{ tomuto oboru, konverguje posledn{ rozvoj
pro vecka komplexni 7, obsazend uvnitf jistého okoli bodu z=0. Jeli @
men3{ neZz polomér tohoto okoli, bude lze integrovati fadu v mezich 0 a w;
a sice obdrzime tak ’
wt y3—1
S e = Z Anw,2). 2 =2,

0

naceZ
o0
e—wt p—1 gy

(8) R, z,9) = prr26) + r(s) S — e

fada 2 (s) konverguje pro viecka s a definuje analytickou funkci jednoznaénou
proménné s; podobn& druhy integral (vzaty od o do oo) existuje pro viecka s
a je celistvad funkce transcendentni. Ponévadi I'(s) je pravé tak jako £(s)
nekoneénym v prvém stupni na mistech s =0,—1, —2,—3,..., bude podil
()
I'(s)

proménné s.

celistvym; odtud plyne, Ze & (w,x,s) je celistvd funkce transcendenini

Prejdéme nyni k prvému krajnimu piipadu, kdy totiz # pfejde v nullu;
fada (1) tu obdrZi tvar

©) Rw.) =Y ot

v némi dluino piedpoklddati (jiZ k vili prechodu limitnimu) splnénu podminku
ke konvergenci nutnou, aby realnd édst proménné s byla vétsf jedné. V tomto
pripadé mame sice opét vzorec podobny rovnici (7)

o

1 et dy
(10) R(w,.\‘)—- r(s) § 1—3_‘ ’
ale ivaha posledni postrdd4 zde platnosti; tu bude totiZ
Pandd
W: ZA’ w)er, |r]| <2,

-_o
a tedy pro 0 <27

«w

wt g8 —1 wt—1 oo , wf+n
5‘:_(_, dt = —{—XA,,(w)—E;—;

XXVl




znamendmeli tedy

0,() = 2 @)+t
bude
an Rw,s) = f"((f)) + 79 S =

ponévadZ druhy &len v pravo je celistvd funkce transcendentni viid&i s, a prvy

e
élen T"((i)) md jediné misto zvlastni a sice pSl stupné prvntho s=1 po-

-1

chdzejict ze élenu —w‘ takZe jest

l y
20(5)
Ts) s—l + G (),

kde G (s) znaé&i celistvou funkci transcendentni, nachizime, Ze rozdil

1
R(w,s)— Py}
Je celistvd funkce transcendenini proménné s.
Druhym krajnim pi{padem funkce & (w,z,s) jest fada

12) L@.9) E Anzni
: z,s) = —
=1 '

kterd odpovid4d hodnoté w =1, tu bude dle (7)

[e o]

1 1 dt

(13) L(z,s)= T (s) S of—%ani __1°

0

a déale podle vzorce (8)
00

E(s) 12— 4y

(14) L(""'-’)‘= T (s) + 0) S —2axi 1

kde poloZeno

2(s) = Zo Ax(1,7) 2= :f_:n ;

a tu opdt shleddvame, Ze L (2,s) je celistvd funkce transcendentni pro-
monné s.

Z rovnice (8) a (14) plyne, Ze pro vSecka s platl rovnice
(154 lim R((w,z,s) =e-t*="L(z,s).

w=1

Co se tkne chovani se funkce $ pro nekoneénd mald =, tu je patmo
z tady (1), Ze

(15%) lim & (w,z,s) =, pokud Real. s>0.
o=0
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Zbyv4 jestd vydetfiti tuto limitu v piHpade, kdy realnd &ist veliiny s je z4-
porna. Tu uiijeme vzorce (8) a obdriime

©0

' 1 D wt+n 1 =1 d¢
lli_.noa(w’zns)=7~’(§-§°Al(0'x) _‘._l_n +r(_‘.) S 1 — A=ad—t )

uijemeli rozkladu

1 1
[—=Ftemi = L+ =gamr — 1

obdr#ime se zietelem k podmince Real s <0

o0

-1 4d¢ rs—1 dt
S'W‘_=__+S A—faxi_ 1 *

kromé& toho méime

1 _,—t+!znl’

(==}
1= —7 = An(0,2) — 327 4, (1,2)]| ¢=,
i = 3 [40.9) 1.9
takZe bude

A, (0,2) =14 2214, (1,2),
As(0,2) = 2= 4, (1,2),
a nas vysledek obdrZ tvar

o0

15—l 4¢

. Beni L% wttn 1
Im@,2.9 =755 X 487k | ey
a tudiz dle (14)
(15°) liToR (w,z,s)=L(x,s) pokud Real s<<O.

Vzorec (15°) lze jesté€ doplniti takto
(159) limo'w‘ﬁ (w,z,5)=1 pokud Real.s>0.

Vratme se nyni opétné k funkci R (w,z,s) pro nekonetné mald z;
uijme opétn& vztahu Lipschitzova, v némZ nahradme veli¢éinu & (z,1— w0, s)

hodnotou 1
F—l—e—"”"ﬁ(x—kl, l—w,s),
takZe bude
(12,’('))' R(w,z,1—s) = ) '“;’")
(2) +[rile-twe-t Rz 41,1 —w,5)

F e (—hrtava—e) g (1 —a:,w,s)] .

Pro nekone&n& mald z majl vyrazy v zivorce hodnotu koneénou, takie vie
zdvisi na chovdni se prvého é&lenu pravé strany; shleddvime, Ze funkce
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f(w,z,1—ys) je nekonein& velikou pfi nekoneén& malych z, jeli realnd &dst
veliéiny s kladnou; t. j. vyménimeli s za 1 — s,

(16%) lim®(w,z,s) =o0 pro Reals<<1.
e=0
Hodnotu této limity v piHpadé, kdy realnd ¢&ist veliCiny s je vétdf jedné,
obdrizfme pfimo z fady (1), a sice
(16%) lim R (w,z,s) = R(w,s) pro Real.s>1.
=0

Ze vzorce () plyne, Ze, jeli s velidina ryze pomyslnid a od nully riizn4,
stivd se vyraz & (w,x,1 — s) neurditym pro nekoneéné malé kladné hod-

noty z; jeli viak s =0, zmiz( ﬁ a rovnice () neposkytne odpovédi k nasdf

otdzce. Zde médme pfimo

KR@w,z,1)= Z :’i';

coZ lze pséti

Aanzxi

KR@w,z,)=
&ili

|M8

Anzai (w-J,-n ”+1)+,—zzn

R(w z, ])_ e!nznl'

8 .’lms

— Rzad — Rz=xi) .
(w+n n—l—l) e~22xl]og (1 — e22=F)
pro nekoneéné mald & zistivd prvd tada v pravo kone&nou, kdeito loga-
rithmus stivd se nekonecné velikym, a tedy plazi (16%) 242 pro s=1.

Ptedpoklidadmeli Real. s <0, mdme z (¢) pro £ =0 se zfetelem k rov-
nicim (15)

(17) (12,2?) Rw,1—s)=e"*"L(1—w,s)+e " L(w,s);

jestlife ddle v rovnici (6) pfedpoklddime Real.s > 1 a pfejdeme k limité pro
w =1, obdriime

) I LE1—9=A"RE, 9+ RU—2,9).

Jeito funkce R(w,s) a L(r,s) jsou vidi s analytické a jednoznaéné, musi
vzorce (17) a (18) miti platnost vseobecnou, t. j. pro viecky hodnoty s.

Pokud Real.s >>1, mdme patrné

lim R(w,s) =oc0;

w=0
jeli viak Real.s <1, plyne z (11)
lim R (w, §) = —— Sj 40021 “"_'
it )= I(s) | &, () s+n +
o0
1 . e—vtyi—1ldy
+7E J‘L“OS 1—ert '
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integral se pfetvoil pomoci rozkladu

wt w0t
l—i_ﬁ—t""‘—l- — —7
a obdriime
o0
ot ys—1 wt ys—1
Sel_te—l‘dt Se—:,:—ldz_i_s"__t‘—dt_
Jeli nynf 0 <<Real. s <1, médme odtud
o0 WY
—wt ys—1 vt ps—1t
Sel-—te—'dt=lz:/(f) ,,l,.g"'z'_’dz-l-se % dt;

o

tu pro nekoneéné mald 7w je prvy ¢&len v pravo nekoneéné& velikym, kdezto
druhé dva ziistavaji koneénymi; tedy plati viibec vzorec

lim R (w,s) = oo, jakmile Real. s>0.

w=0

Jeli dile realnd é&4st veliéiny s zdpornou, uZijeme pivodniho tvaru

o0
e—wtys—14y
S 1—e-t
z néhoZ plyne
oo oo
lim Ss_t_-_£=g rotde
w=0 11—t 1—e 8

a tedy mame
o0

:’:;} + Fl(.r) “S i':leff

00

iR, )= | Y 45O S+

aneb pouZitim rozkladu

oo o0

oo
L A r-1dy
SW—S" ‘”+Srr'

[

.‘,‘L“c.R(""‘)=‘r‘t?)‘IE 40 s+n+m'—l]

1 o S —‘dt
T s I"(s)

pravou stranu lze vy&fsliti za pomoci vzorce (4*) § 1. nadi rozpravy »Zd-
kladovd theorie Malmsténovskych fad<. Nebot tam bylo kladeno

_2_1 =—-—1—|—c,t+c,t"’+c, B4
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1u

tedy pfic¢temeli 2 a délime dvéma,

1 1 1 1 1 4, 1
_1?(_—‘_—‘-+7+?c,t+ g ‘a’ —|——2—c,t‘+....

1 &
= +L A0,
takZe
A’0=—%—,A’l =—;-c, ,A’,_—:%c, ,A’,=—;—cz,,...,
Ayg=4 =A¢g=...=0;

rovnici nasi 1ze tedy pséiti

) 1 N of I —1 Qut—1 gf z‘—‘d:u]
1 = 2 — — ==
wl=fn0R(‘ZU,.\') 2T (s) Lgis-{—%z———l 1—s s+2 e—1
a pravd strana skuteéné splyvd s vyrazem (4*) na citovaném misté.

Mdme tedy vzorec

(19) limR (w, s) ={
v=0

£ (s) pro Real. s <CO0,
oo pro Real. s>0.

Ptipojimeli jesté vzorec vieobecné& platny
(199) IimR(w,s)=¢(s),
vw=1

obdri{ime pomocf vzorce (18)
@)y —1 2sini;’— . Fr1—s5)¢f(1—s) pro Real.s>1

oo pro Real. s<{1.
Aviak v pfipadé Real. s >>1 mame piimo z fady (12) vzorec

. o 1
lim L (x,s) =,.§1? =G,

tnzte.i=|

tudiz

(20) n_moL(x.s>={C(f> pro Real. s> 1,

oo pro Real. s <1,

a zdrovel midme porovnidnim s hofejsim vysledkem Riemanndv vztah

E(s)=(2m)*—! .2sinf21'r(1—:).c(1—s).

4. Jak jsme dokdzali, jest rozdil
1

R(w,.f)—m

celistvd funkce transcendentn{ promé&nné s a lze jej tedy vyvinouti v fadu
stile konvergentni

@) R@ ,s)=——s + 4 () + 4 (@) (— 1)+ 4 @) s —D*+...;
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soulinitelé tohoto rozvoje jsou udkony veliliny 2 ; my se omezime na uréeni
soutinitele 4, (w); k tomu i&elu uiijme vzorce (11); tu mdme piedeviim

ws—1 1

s—1 "T@ s—l tHlogo—r 1)+

a tedy

e—vtdt
1—e ¢

A‘,=logm—I"(l)+”ZoA',. ot +S

aneb

.—XA' 1+[log«a+§ < ‘”]+S LabibL iy Y0¥

pfejdemeli zde k limité @ =0, odpadd jak fada tak uzivorkovany vyraz
a zbyvd

v r(w
A, (w)= S———dt—l"(l) ___I'(w))
Mime tudiz vétu:
Prvi dva dlenové rosvoje (21) zndji:
1 r (w)
—1 T (w) -

(21%) R(w, )=+

Dile se chov4 funkce R (w ,s) na misté¢ s =0 pravidelné¢, a tedy exi-
stuje rozvoj

(22) R(w,s)= B, (w)~+ B, (w) s+ B, (w)s*4....,
konvergentnf v oboru |s|<1.
Tu jest podle (11)
B,(w)=R(w, O)=A'o=% —w,;

abychom obdrzeli B, (w), differencujme (22) podle w a uZijme vztahu plat-
ného pro vSecka s:

IR(w, s) _

dw

—sRw,s+1);

levd strana tu bude
B, dB, ,
) + W Ky + ceeny
kdeZto prav4 strana mi dle (21 *) hodnotu
‘u') :
—14+ =+ T (w) s+....

porovninim soudiniteld pfi s nachizime
dB, I (w
dw  '(w)'’
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a tedy integracf:
B, (w)— B, (3) =log I'(w) —logI'(3) .

Tu zbyvé4 jeité urditi &islo B, (%) , a funkce B, (w) bude stanovena;
znamenimli toto &slo prosté 4, , mdme rozvoj

R(%,s):b,:—{-b,s'—{—.... ,
z rovnice (18) pak plyne pro z=%:

(I%E?)'L( 1—s)=2cos—2—— R(3,s);

lev4 strana zadfn4d svfij mocninovy rozvo) ¢lenem s L (% ) 1), pravé &lenem
26, s, tedy mime

98 =L(L,1 Z (_l)"=~log2,

nisledkem &ehoz . _
B (g)=—log V2,

dosazenim této hodnoty do hotejstho stledku obdriime koneéné

B, (w) =log ——~;
) (@) g.v

tim dokézina véta:
Prvi dva llenové Maclaurinovského rozvoje funkce R (w , s) zndji :

(22%) R(w,:):(%—w)—l—log—l:v.é_iﬂ)s—l—....,
takZe midme vzorec
(22%) log I'(w) =log V22 + D, o R(w, 5),

ktery pro log I'(w) poskytne tolik tvarli, kolik vyrazé platnych v okolf
mista s =0 mime pro funkci R (w, s). Differencujemeli na pf. rovnici (17)
dle s a klademe po té s =1, vznikne

2m(log2r—I" (1)) (5 —w)—2nlog I‘;;i)

=—SL@ )+ L0—w, D+ Dt LA—w,5)—Dour L(w, 9)];

pfi tom se pfedpoklddd 0 <<w <1, tedy
L(w,1)=—Ilog(1 —et®*)=(; —w)ni—log 2sinwn);
odtud plyne
Lw,)+L(1—w,1)=—2log (2sinwn)
a tedy méme vysledek
(23) log I (w) + 4 log

sinwn

+ @ —3) (log 27— I’ (1))

=2’_"[p.=.z,(w,s)—p.=,z(1--w,s)}.
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Dosadfmeli sem rozvoj

I (= einwnd
@, )=
z néhoZ plyne
et e’ﬂ”ﬂ‘logn
DyasL(w,)=— Yy 8%,
n=1

obdrZime

. (2]
£ __\'logn .
—2—”—{0 =1L(w,s)—Dy=y L(1—w, .s')]_ngl o sin2zwan,
a tedy rovnice (23) poskytne
sinwan

log I' (@) + g log ——— 4 (w —3) (log 2= —I" (1))

ool

ogn .

=E:—g—sm2nwn,
o nm

zndmy to vzorec Kummeriiv.
Utijemeli k stanoveni pravé strany v (23) vzorce (13), z n&hoZ se obdri{

(23%)

o0

log ¢ dt
D,=1L(w,.r)=s F%:T—r'(l)uw, 1,
)
¢ili
o0
logzde , . .
DL (w,s)= S ;t_—,?ﬁ—,.:—i—l‘ (1){(%—20)9”— log (2 sin 'wu)] ,
o
obdrZ{ vyraz na pravé strané v (23) tvar
o0
1 , sin2wn log ¢ dt
G—w)I" (- Se‘—|—e"‘—2cos2wﬂ’
°
takZe vzorec (23) obdri{ tvar
(24) log I‘(w)—}—%logsm:m—}— (w—3)log2n
o =]
sin2wa logz.d¢
- n dte~t—2cos2wn’

ve kterém 0 <{w <{1.

5. Ve své rozpravé Zdkladové theorie Malmsténovskych #ad dokdzali
jsme vzorec*)

Rw,z,s)=—

oo
ni(y 1) @Y (£ (o — i de
[4 2a7 1 —e—3wni—stal
— o0

*) Str. 26, &fa. (6*). Tam omylem vynechdno znamenl zdporu (—), co? tuto opravujeme.
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Pfejdemeli zde k mezfm pro 2 =0, pfedpoklidajice oviem, Ze realnd
&4st veliiny s je vétd{ jedné, obdriime

R(ZU,I)=——-:_'5”'" (2")'§° (g—ar)—tds

Oms 1_:—!.3{—-+a£ )
— 00
veli¢ina @ v obou vzorcich je kladnd a men3f neZ 2 w=, jinak libovoln4,
a mimo to se pfedpoklddd 0 <<w < 1. Integril posledni konverguje pouze
tehdy, jeli realnd &4st proménné s véts{ jedné; abychom z ného obdrZeli

vyraz vieobecné platny, rozloZme jej ve dvé& &dsti
0 oo

(z—ead)—*ds (6—ai)tdsz
¢(3)=Sl_e——!wni—z+ai y a 1P(3)= 1_8—!un|’—-+ai:'
hAPSY °
tu jest patrn¢ ¢ (s) konvergentnim pro viecka s, a zbyvd jen pretvofiti y (s)
To podafi se pomoci identity

1 1
1 — e—2wai—s4ad =1 + etonite—ai__ 1

a sice obdrii se tim zplisobem
o0

Y (S) B § (z e z.)_ ‘ds + S el(f,‘T.i.‘: i)a_l' ._i.ii ’

aneb vydéislimeli prvn{ integral,

_ 1 Nl (3—as)-*ds
¢(5)—';—1(—“’) +$ Avaifs—ai__1
vloZimeli hodnoty za @ (s) a ¢ (s) do rovnice

R, )=—etmt L0044 0],
obdrZime vysledek

R(w,s)z}—_l—l-(%)l_' e 1omd @n’ I§ _(g—ad)—tds

2”’ e!wnn-}-s—a‘_l

+ S l"iz_ (——:-‘2 ‘——.Idfu i] .

— o0

Differencujme na obou strandch viiéi s, po té kladme s =0 a dosadme
do vzorce (22%); tim vznikne

logFl®) —_ & _ & ,,2"
€Var 27 27 % &
oo 0

—(—5®i4log2n) 3

1 ds ds
ni Avniti—ai__1 + l_e—lu:n‘-—l-{-ull
oo

5 log (s — af)ds +S log(z—ai)dxl

e!wni{-:—ai_l l_e—l-al—l-l-al'l

+ 2:::'
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Nahradimeli vyraz

o0 0
1 ds ds
—— 2"1- § e’wai-l-l—ll"_ 1 +S l_e_,."f_.+a‘-
jeho hodnotou
a a 1
2—”+R(7”’0)=§;+(?-“’)'
vznikne
I'(‘lU) a « ni,Q 1 1
lg“ =—g,Taalge— 2—,,+i—w)+(§—w)log2n
o0
1 log (s —a?).dz log(z—eai)ds l
+2,,z'§ Afvnits—ai__ +S l_rcwn:‘—l+al| .

Poslednf integral pfetvofme substitucf — 2 za 2z a uZijme pFi tom rovnice
log(— 2 —ai) =log (z+ i) — nz,
&mi integrdl ten obdrif tvar

_§° log(z'—l—czzz)a'z1 _l_’”.sa ds

—2wnitrtai el —fwmits__] °
°

pisSme nynf @ =2 x« , ¢imZ nd8 vysledek obdrif tvar

logl"(w)—{—u—ulogu—(u~—w—-|—1)log2n=_%i u—w—|—%)
o0

+ 211. S [ log (s — 2 uni) log (24 2umi)

e!:n'(w—u)+s_1 el:n'(u—w)+s_1

oo
1
2niu— I)+s_1
Aviak
(= ] —
ds Sxi(w—u)—¢& 1
Ari—w)y+e___ —[10g(1-—-8 )] —o

—log (1 — e2niw—w) =(—é——w—|— u)uz'—log (2sina (w —u)) ;

dosazenim této hodnoty do posledn{ rovnice vznikne koneéné

log I'(w)+-u—ulogu —(u— w—{-—;-)log 2n -I——;—log sin (w—u) =

oo

o1 S log (s — 2 uni) log(z+2uni):|

_'2”" Aniw-—w+s__ 1 ‘lnf(u—-u)+l__1
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PfSemeli tu 7o = # -+ v, obdriime vysledek

Iogl"(u—|-'u)—ulogu+u+(1,__%)log2n+%log Sin”zm_
(25) 1 §° log(z — 2umi) l°g(z+2unz))d

YT PrES TrT " —Zont
0
Pfi odvozeni se pfedpoklddalo, Ze # a v jsou dvé kladné realné veliciny,
jichz soufet jest men3f jedné. Pravd strana vSak konverguje a zlistivd pra-
videlnou funkci analytickou, pokud proménnd 7 probfh4d pds omezeny osou
pomyslnou a rovnobé&Zkou vedenou bodem v =—=1, pfi &emZ » miie byti
jakdkoli veli¢ina komplexn{ s kladnou éist{ realnou.

Zvlastnim pfipadem vzorce (25) jest rovnice (24), a sice vznikne, pfe-

jdemeli k mezim pro #x=0. Jiny zvlastn{ pfipad obdrZime pro v = 1 a sice

2 ?
bude pak pravéa strana zniti
o0
1 S log (z+2uni) —log (s — 2uni) ds
2ni 41
coZ lze uvésti na tvar
< Qux
1 ( arctg ——4ds _
g S BES U
méame tudiZ
1 1 d arctg > dz
(26) logl"(u—|—§)—1¢logu+u—§logn=2SW__,—_T_I—,
0
aneb pfetvofimeli integrdl ¢4stednou integraci:
(26*) log I'(u—{——;—)—u logz—{u —%log?n

[ =]
u

= 1;5 %log(l +e—2=7) .

Tento vzorec splyvd v podstaté se vzorcem (27) nadf publikace Zhcorie
Sunkce gamma (Véstnik Ceské Akademie z r. 1893).

Vzorec (25) moino pfetvofiti &dstednou integracl; prava strana obdrif
pfedeviim tvar

E%’—.{log (2umi)log (1 — etv=i) —log (— 2un7).log (1 —e—lwli)l

o0
_ 1 lOg (l — é’-'—""{_)__ lOg (l — (—l-}-.v::) de -
2a1f s —2umi 8+2uni ’
Rospravy. Rofuik III. THda W. a3
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prvy &len tohoto vyrazu ma hodnotu

(1} —-%) log2uu+-;—-log (2sinva),

a nisledkem toho vzorec (25) poskytne

logI'(u-l—'v)—(u—I—v - T‘lz)logu—l—u— log V2

25 oo
( o ) 1 lOg (1— t’—’+2"ii)< . log (1 —_ e—z—!uni) ) iz
T 2ams 24 2uni z—2uni ‘

Piejdemeli zde k mezim pro v =0, obdrZime vzorec Binetiv

log I' (v) — (u — %) logu4-u—1logY2n
.b oo
@ =--2u S —ga’z—nlog(l —e 5,
) 2 + 44t

&ili

log I' () = (u — %) log # — u}log Y27
27) I

—75 u"+ o log (1 — e~ 227),

0

Ve vzorci (25*) dosadme 1 — v za v (neb veli¢ina ta nalei{ taktéZ na-
gemu pdsu) a vysledek pfi¢t€me k (25%); i obdriime

logI'u+v)F'(u+1—2)—2ulogu-2u — 2log {2n
o0

——29 log(1 —2e¢—*cos 2v w4 %)
— u A

dz;

uzijemeli v levo rovnice I'lu-+1—v)=(m—v) I'(«—v), a klademeli
v integrdlu 5= 2wz, vznikne

log I' (u+ v) I‘(u—v)—l—log(u—v)—2ulogu+2u-—2logv2_n

(28) _ % log(1—2e—’”cos2vn+e—"")
T %% 4 z° az.

Integrél tento lze tedy vyjidfiti transcendentami elementarnymi, jeli
# celistvé. Pro # =1 méme na ptiklad

o0

1

(29) ';S log (1 —2e%27cos2va | —427), dz

14 2?
=logsinva—log[v(l—v)]}log2—2.
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Klademeli viak ve vzorci (25) 1 — v za v a pficteme ke vzorci pilivod-
nimu, obdrZime

logl(#u+v)r(#u+1—v) —2ulogu—2u—log
o0

1 S 2(cos2vn—1) | z—2umi

—2m'0 A — 2 cos2vm—+ 1 gz+2unz'

sinva

PfSemeli zde 2z =2z7, a vyjidfime logarithmus funkci arcus tan-
gentis, vznikne

log(u—-v) F(u -—-v)4log(u—v)—2ulogu—-2u«
o0

(30) sinve e**7cos2vn—1
tlog = A2 9277 cos 2|1

arclg d.’t .
0

Pro =1 méme odtud vzorec s vysledkem (29) rovnocenny

oo

(31) {l—l—-logvm—"=—2s X FEI

arccot z dx
—2e¢2*rcos2vm—+ 1 ’

i

tedy na pt. pro v =

1
[o o]

arccot z dz 1 1 3
5 =1 2 TiIlETg

a pro 'll_}“
p _'2‘

o0
S arccot z dx 1 1
= log2.

TAm1 22
Z rovnice

o0 x
1 2arctg—dx
log I‘(u)—(u —2) log %+ u — log V2_H=S T R&za 1

0
odvodili jsme pted neddvnem*) vzorec

o0

1 3
S 1+ nlog (1_[21(41:—\141 z +ﬂ))

= ('wl — —--) log w, 4 (w, )log wy —2a— log I'(w,) I' (w,)}log 27,
kde w, a w, znadf kofeny kvadratické rovnice
w?— 2w+ $=0.

*) Giornale di Matematishe diretto dal Professore G. Battaglini, sv. XXXI. Casopis
pro péstovén{ mathematiky a fysiky 1894.

8ge
XXVIIL



Zvl4asté v pHpadé w, = w, —=w mame

(e =]

) TS0
=(w—%) log w — w -} log I' (w) + log Y2,

(1 — pene—V="+D)

a za druhé v pfipadé w, +w, =1, tedy a=—1— f=w— w?:

%S
—@—Jw

Podobnym zpiisobem lze naloiiti s rovnici (26).

Klademeli totiz v (26) jednou # —=w,, po druhé »=w, a se&temeli
vysledky, obdriime

logr(w, —|-—;—)I‘(w,—|—%) — w, logw, — w, log w, + w, +w, —log=

o S‘ Arctg, f::'_+ :’.),:
- T A= ]

\ ")

——|—logsmwn—1—|—log2

dz,

kde Arctg znaéi oblouk obsaZeny v mezich 0 a #, tedy
Arctg z—=arctg s pro £>0, ale Arctgz=narctg 2| # pro £<<O0.
Tu pisme nynf w, | w, =2a, w, wa =/, a pietvofme integril substituci
z8—p
20z

=?¢, tjz?—2atz—f=0,
phi niZ jest
z=at+Va"t’—|—ﬂ,

takZe pravd strana naseho vzorce zni

2§° d(at+Va’t’+ﬂ)
e’"(ﬂf'l'\’ﬂ’_"-’r_ﬂ)_i- 1

— 00

&4stetnou integraci obdrZ{ tento vyraz tvar

Arccot Z;

— % l Arccot 7. log (1 +(—'n(¢t+VE’T+-§))

1 dt
—;S T:F;;log (1 +€—."(¢'+v;"_+’)) .
- o0
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Funkce Arccot? jest v intervallu (— oo ....-}-00) spojita, a mid na — oo
hodnotu #, na oo hodnotu 0, takie nis vyraz mi koneény tvar
o0

1 5
lOg2——S glog (l_'_e—-’n(at-l-Va t’+ﬂ))
a tedy mame vysledek

logl"(w, —l—%)l‘(zp,-{——;—)—w, log w, — wylog wy, + 2« —log2n
(©2) 1 ¢ d
—__ 1\ _4T 27 (a3 + VA2 TAH)
”S l+z210g(1+r ),
- 0

kde w, a w, znad{ kofeny kvadratické rovnice
w'—2aw 4 $=0.

Klademeli zvl4it¢ w, —w, —w, tedy e =w ,f = w?®, mame

log I'(w) —wlogw 4w —log Y27

(33) o .
:-—2— l+ 2log(1—|— e—2ule+Va 1))
volimeli viakw, —=w,w, =1 — w, tedy « =%, 8 = w — w?, vznikne
o0
1 dz
el T —= z’+4(w—w’)
(34) ”S“" —zlog (14 v )

=logcoswn—log(— —w)+wlogw 4 (1 —w)log(l —w)+log2 —1,
kde jsme [k vili rozklade I'(3 —w)= (y — w) I'(; — )] ptedpokladali

Podobné obraty jsou moiny u rovnice (30). Pisme tam opétné » =, ,
resp. #=w,, a seft€me, ¢imZ se obdrZ{ rovnice

log I (w, -+ 9) I' (g +9) I'(20, — ) I (s — v) 4 log (a0, — ©) (w, — v)

— 2 wl log ‘w| _— 2709 log TUa + 2 (7(" + w') + 2 log sin t"_’_

o0

A2rcos Qv — 1 Q02
—456“"‘ Arctg—z—,—_——.da:.
0

— 227 cos v+ 1 8
ToutéZ substitucf jako vy3e obdrif prav4 strana tvar

t=o00
A" cos2vn—1

4S Are 207305 20m 1

t=— 00

Arccot?.dz,
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kde litera z znadf az-4 Ya®s% J-B; &4stelnou integraci vznikne vyraz
o0

. 1 dt
2log 2 4 21log smvn——S l-|—t‘l g (1 —2e-07cos 2vm - e 4om)

x=at—|—-Va“t’—|—ﬂ .
Dosadimeli tento vysledek do hofej¥f rovnice, nachdzime hledany vztah
log I'(w, 4 v) I’ (wg +v) I' (wy, — v) I" (wg — ?)
— 2 (w, log w, + w0, log w,) -} log (v* — 2 av -+ ) 4 4a—21log 2=
(35) o0
1 ] —en(ad
S 1 + salog (- 2 —2r@a V@2 ¥ B cos Qun + e— drazt Ve S 1)

kde opétné w, ,1w, jsou kofeny kvadratické rovnice
w? —2awt =0,
ve viech t&chto vzorcich, tedy zejména (32) a (35) mé byti « i # kladné.
Volimeli zde opétné w, +w, =1, tedy a= ; , B=w — w?, obdriime

o0
IS + 2log (1_26, ":_”""‘“'("’-"”COS21/7!—'—6—2’”’ an;-'+4(w_wi')

(36) -
= log sin (w ++v) . sin (w — v) 7 } 2 (w log v — (1 — w) log(1 — w))

—log (v*— v+ w— w?) 4 2log 2 — 2,
kde oviem se pfedpokladd v <<w,v <<1—w.

IL

1. Binetdv a Cauchyiiv integral

(o o]

I 1 1 dt

“(")=S (=7~ 3)
0

povaZovati moZno za zvlastn{ pifpad obecnéj’i funkce
e o

(1) U(a)s)=g(T:!e—_?—%_%)e—attl—ldt.
1]

Konvergence tohoto integralu vyZaduje, aby realné ¢&dsti veli¢éin @ a s 1
byly kladny ; za této podminky jest pak @ (a,s) funkci analytickou obou
proménnych. My chceme nejdfive pfedpoklidati, Ze realnd ¢&idst veliiny s
dokonce je vétsi jedné. V ptipadé tom lze integral (1) rozloZiti v soucet

(= o] o0
e—o8tye—~1 1
gla,s)=\ ———4d¢r— e-etp—tdt— o e-atp—14g,
0 0
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ponévadZ za zminéné okolnosti kaidy z téchto integrill existuje. Tu pak jest

o0

—atys—1
S;ﬂ_'diz rs).Ra,s)),
1—e
o0 o0
Se—“'t'—’dt= I‘(stll) '§¢,_.r,.-1 dt.:-r_(“l,
. a’ at
a tedy bude
Irs—1 1 r
2) w(@,s)=I()R(a,s)— f:;_l )—§ ,,(f)-
Odtud plyne
1 () re—1 _re—1

@) —a@t1,9)=5—"7"

¢éili

klademeli zde @} v za @, a seltemeli pro y=0, 1,...n— 1, vznikne
Flobrbite et tizi)

u<a,s)—a(a+n,s)=r(‘—‘)2., @ty T @y

+2 (a—{—l) +(a—|—-7-1_)>‘—_‘— a*—1

a ponévadi, jak z (1) patrno,
limg(a+n,s)=0,
n= 00

mdame rozvoj

@ w@@)=r(—1) So(a 1:++ 1+l)?,-_a +(aj:')?—s).

ktery se od vzorce (2) li$f pouze nepatrné. Oviem ale fada tato konverguje
pro viecka s, jichZ realni &4st jest v&tdf zdporné jednotky, kdeito fada

o0

1
R(a,s) = 'go @I T

konverguje pouze pti real. s>>1. Dikaz toho lze vésti tak, Ze se odvodi
rovnice (3) pfimo z integrilu (1), vzatého pro hodnoty @¢,a-}1, za sup-
posice Real. s > — 1, nadeZ plyne bezprostiedn& vzorec (4). Ostatné lze kon-
vergenci fady (4) vy3etiiti pifmo tim, Ze se uréf asymptotickd hodnota vzdi-
lenych ¢&lend.

Ptejdemeli ve (4) k mezim pro s =0, vznikne rada Gudermannova
00
6D a(a)=2[(a+n+-;—)loga+ +1—1]
=0 + n
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Z rovnice (2) méme dile
u(a,s)_ (s) (s—1)R(a,)—a'—*—5(s—1) a-‘]

a tedy
lin; w(@,s) = —D;=0 [(.f —1)R(a ,s)—a‘—‘——;— (s—1) a"] ,
takie obdriime se zfetelem ke zndmé hodnoté D, o R(a,s):
r
@ (a) = log \2('1)—(%—a)—aloga—{—-;vloga—{—%
¢ili
(5% o(a) =log I'(6) — (e —3)loga+a—log {2,

kteryZto znidmy vzorec lze povaZovati za nové potvrzeni vysledku (22¢).

2. Veli¢inu @ (a,s) lze dile jesté zobecniti, ¢imZ ziroven podstata rozvojii
tu se vyskytujicich jesté uréitéji vynikne.
Znamenejme jak zvykem
B ,By,By,...Bn,...

Bernoulliova ¢isla definovand mocninovym rozvojem

. 1 _ z2n—1
© e —1 ?““+2(_1)" B DI
konvergentnim pro | z' < 2#s; rovnhomocny s timto vzorcem je rozvoj
1 —1
6* — -1, .
(6 L=l Y e g
To ptedeslavie, znamenejme
(7) wpla, s)_S( ——1———1——2(—1)'—‘3 _ rpr-ldz,
r —c* z 2 (2
PonévadZ vyraz v zdvorce obsafeny v okoli mista z =0 zalfnd mocninovy
. z?r+1 .
4 . _zrrrl . .
rozvoj €lenem (— 1) By 11 TESIIE existuje integrdl, pokud realnd ¢&4st

veli¢iny s 221 je kladnou, a oviem té% realnd &4st veliiny a.
Pfedpoklddimeli na okamzik Real. s > 1, obdriime

w0 01Kl T 100
® B, r 2y —1
—,gn(—l)'_l (21’;! (;:t!'—l ) ’

a tato rovnice mus{ platit pro viecka s, pro né% obé& strany existuj{; zdrovefi
shleddvime, Ze @p(a,s) jest jednoznaéni funkce anmalytickd proménné s.
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Z rovnice té obdrifme dile

’r— 1 r —1
+2(— 1=t B, {(jj;)?+!-—11) T a(f) - r(::—l )

_2(_1),_,3' Fs+2—1)
r=1

a:+lr—1

Znamenejme nyni
. ST s+2»—2 2yt
@ % (£:5) _.21( bt 5 ( 2y ) it ’

i shleddme, Ze tu bude
wp(a,5)—wplat1,s) (a+%—|—%s)(a+1)9p_|_%(a+1,;)
r(s—1) (@a 1)y +2r
(@ T — 1) a¥?+gp(a, x)
as+2r

(10)

a odtud obdrifme podobné& jako u vzorcd (3) a (4)

N ((a 11l (@4-n41)2r pla+n+1,5)
_w+n+;——»@+m”+%w+n»}
@@y e

Tato fada konverguje, pokud realnd &4ist velidiny s+ 2241 je kladnou.
Abychom to pfimo ukazali, vySetfme asymptotickou hodnotu vzdilenych ¢lend.

Tu mime piedeviim

(@tntgtga@tntn- =k§o<ﬂ+")""‘ (e
+(%+%s)k2=o(a+")—'— * (—ks) !

%Eia_;-i— _|-_+- ;sz) 5: (—1)y—tB, (s+2’—_ 2) (@4 n+t1)-1—2r+t

_2(_1)-_13(-"4‘2' 2)2(4 4 m)-e—tr—m1 (_-"—‘2"+1).

Dosadimeli tyto rozvoje, obdri{ obecny é&len nadf tady
L@ttt i@ttt g @ttt
"= @Fatiyee
@ttt i—1)@t At gatn,s)
@Fay+er
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tvar nekoneéné fady mocnin
o0
Uy = Z Ar(a+n)y—1—r,
r=0

kde konstanty A4, nezivisejl na @ ani na #. Chceme ukdazati, Ze tyto kon-
stanty mizej{ aZ po incl. Agp 1.
Hodnota koefficientu A, patrné znf

— 1 1 —
(r+sl)+(_2_+?:)( rs)
+ o (T ()
kde symbol & znadf nully, jeli » sudé, aneb jeli » liché a véti{ nez 2p, ale

r—1
1y T s+r—1
’r—( 1) Br—;—l( 7‘+1 )v
jeli » liché a mens{ nez 2p.
Tudiz pro »r<2p - 1 moino psiti

4=( 1)+ +79) ()
[z]

Yo s—|—2v—-2 —s—2v41
+Z(‘1) 'B( )( r+1—2v )'
a o tomto vyrazu mdme tedy dokdzati, Ze se rovnd nulle.
Tu méame pfedeviim

s 27— —_—s—2v41 prg =D s@E+D...(s+7—1)
( + ) ( r-|—1—;_» )=+ ( (27)!(_7|’_—|—1—(;;)| '

—s rar S ... (s+7)
()= FIDr

a stadi tedy dokézati, ie
(]
s+4r 1+ Yo s—1 _
+2(_1) BEyieFi—ay

(r+D1 2.1
aneb coZ totéZ jest, Ze
1 1 —
(r N 2 r|+z( '(21'!7‘- 1—21')‘!——0'
r=1

Tato rovnice je vSak sprivna a obdrif se, nisobfmeli rovnici (6) pfisludnyma
stranama rovnice
o0
L
p=1 ¢ 1’
a porovndmeli po té soudinitele pfi 27.

F—1=
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Rada nase za&in tedy &leny

o = Aapra(@ ) ==L dyy g (@At

z &ehoZ plyne, Ze
ax
@ Fap e

kde a, jest konetné pro @ 47 — oo. Jeli tedy realnd &ist velidiny
s+ 2p+4 1 = ¢ kladnou, konverguje nade fada

Uy =

op(a,s)=I(s—1) Zou,.

Zu,.=_; Z(_ﬂ"——a;);ﬂ

Pro velikd 2 md tato fada ——I?’(L(a_% hodnotu malou, takie nim vzorec (8)

podavd pro funkci R(a,s) totéZi co vzorec Stirlinglv pro log I'(@). MoZno
jej psati

absolutné&, ponévadi

1 1 1
R(a,s) = G—=1a—1 + 9a¢ @i Fiv—1
e
(8*) +2(_1)v—1 y(:—f—2v—2) + wp(a,s)
2 a""”'—l r(s)
Veli¢ina 1_(, (’) 5) zde patrné hraje roli zbytku pti rozvoji v fadu semzkon-

vergenint. Differencujemeli viiéi s a klademe po té s =0, obdriime znimy
vzorec z theorie funkce gamma. PFi tom se objevi zbytek jako zobecnéni
fady Gudermannovy.

3. Uvahy piedeslé nuti samy k zobecn&ni, které jest velmi jednoduché.
Budi¥ f(x) funkce realnd, pro nif existuje intcgrdl

[ =]

ﬁ(a)=§f(z)e—ndz.

Této funkci f(x) necht odpovidd rada
Ttz a4 ., (6, >—1),

konvergentni nebo divergentni, majict tu vlasinost, 3¢ rosdil

p—1

(12) S(@)— Z Y

'=o

Jest P vlech kladnych x ve své absolutni hodnoté mendi ned prvy vymechany
dlen cp2°P .
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Pak bude patrn& integral

Ry, = Scl,:f (%) —‘:2::, z"’] e~%2dx

Rp = F(a) — Z r(:;a,

mfti hodnotu

a z nerovnosti
-1

I Sf(@)— 2 ¢,z

=0 |

<l|ep|a?

plyne

FAPS tfplI:(:;:+1)

Za jmenovanych podmminek plati tedy rozvoj semikonvergenini

r=d .
(13) Fa=Y, 2l | L,

1
y=0 a e

ep I (ap + 1)
v némi sbytek R, jest mensi ne# proni vynechany llen —— Sitap

Tot zajisté nejrychlejsf a nejjednodusd{ odvozenf rozvoji skupiny, k niZ
ndlezi vzorec Stirlingdv. Jeli zvldsté

F@) = 1 1 1)1

zni fada (12)
(o]
B

—_ —1_"7" Rr—2
721 (=1 (2 ‘ '

a potfebujeme dokizati, Ze rozdil

B,
A, — 1_2 _,_1-—1 3!9—2

P f( ) '_‘( ) (2 )|

. . B,
jest mend{ nez Pl __ g2

Z2+2)!
Podle t. zv. véty Maclaurinovy je viak

dp =[P (z') _(;%l‘ ,
kde 2’ le# mezi O a z; potfebujeme tedy dokazati pouze, 7e
@) (<170
To se nejsnize provede na zikladé fady

oo [ 1
f(’)=-§12—m2—,,2!'_|—:5—’=_§l 2ﬂ:ui (z—2lm1u' - z+2m-&7) !
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z nf¥ mime

1 1
s (@) =(22)! Z 2m;u ( (z—2mas)tr+! - @+2mni)trtt ) ’
Aviak

O = o 1 1 -
mTT 24 [(Z—2mnz')ﬂp+l - (z+2m”z')9p+l]

rovnd se pomyslné éisti veliiny
1
(z—2mni)r+!

a je tedy mensi neZ prosty obnos této velidiny, je tedy (pro realni z)

1 1

Im < |z—2mas2rt1 < (2m a)trt+i1
a tudiz
@ .
S@P (z) <(21’)|-§l Imu  (@mappri’
t. j.

|22 (2) | <[F2P(0) |,

jak tvrzeno.
Bude tudiz dle véty (13)

oo
1 1 1\ _,.dz 2 - B,
5(11?‘?“2‘ U U gyt &

r=1

kde zbytek R, je mensf nez prvni vynechany ¢len. Levd strana jest Binetdv
integrdl @ (@), jenZ dle (5*) md hodnotu

log I'(@) —(a— 3) log a+a—log\2n;
tim dokdazan t. zv. vsorec Stirlingiv

(14) log I (a)=(a — ) log a —a-log \/2_11-

+2(_1) 27(27 1) a"“‘ TR

r=1

kde zbytek R, je men3{ neZz prvni vynechany ¢len, jeli 2 kladné a realné. Ze
vzorce (8%) plyne, Ze pfesnd hodnota zbytku X, je dina vyrazem

Ry =15 (a.O)=ji3 @ (a,5),

kterym se nechceme obfrati.
Kdybychom volili

f(:)=(l:r'—%__;-) ~




obdrieli bychom vzorec (8) s dodatkem, 22 sbytek R, = 2>~/ p (2, 9)

r(s)
, B, (s +2 p) . :
neZ prvy sanedbany clen 272 \ept 1) FrmTr predpoklddage, Ze ve

lidiny a, s jsou realné a oviem a >0, s >0.

Je mensi

IIL

1. Ve své rozpravé »Zidkladové theorie Malmsténovskych #ad« shledali
jsme na stran& 65 (587) § 12., Ze vyraz

00

1 dx
ex\/CE ) —

) §°°° T VE s
+y7 § 1

D AN

jest invariantem rovnomocnych forem (2, 4, ¢) o zdporném diskriminantu
— 4d=10%—ac, a to pfi rovnomoci vlastn{ i nevlastni (odpovidajic{ substitug-
nimu determinantu o hodnoté —1). Vyraz ten nezménf tedy svoji hodnotu,
nahradime-li formu (e, &, ¢) formou (¢, 4, a), ¢im% vznikne vyraz

o0

dz

S ”'V—+=‘_1 V%‘l‘-"”

+V_. . 5 !mbnt
"—Zm\f—u+4m’(8 Yausdnis —1)

(1°)

rovny veli¢iné (1%).

Pidme nyn{ v obou téchto vyrazech a, 68, c4® za a, b, c, tudiz 44
za 4, a ptejdéme k mezim pro 4 =0.

Rada vyskytujicf se ve vyrazu (1°) znf pak
(=]
1
V4 Y i
m== oo Veu s (e
a blfZf se nulle ziroven s 8, takZe z vyrazu (1*) zbyvd pouze integrél

2 1 dz
Sooe"' St VErdtas
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Co se tkne vyrazu (1%), tu pfedeviim integral

S‘” 1 dz
au_ , —_
A
bliZ{ se nulle a nekoneénd fada znf

=S 1
27 Y,

m==2You -+ Am?s*
a pfi koneéné ubyvajicim & bliz{ se integrilu

(c_!al ‘m_*_ !mbadni— 1)

T & 1 dz
S 2% yaugas4 222t " Yauf az®
—_ 00 € '—1

Porovninim obou vysledkli nachdzfme zajimavy vztah

[e o]
S 1 dz
_we!n vﬁf—-{—x’_l v;—'—l—z’
[o o]

@

S* 1 dz
- 2 ———— 2Wzni N2 !
~=~Yautds + ax 2

o €° s _1 4 + =

vnémi a>0,¢>0, 4=ac—6*>0, >0, aktery chceme nynf pHmo
dok4zati.
Za tfm Glelem poloZme na pravé strané

z+ %+x’=z,
takie
adz dz
e

a integral v pravo obdr# tvar
(=2

1 d:z
Se’:xi[(‘/7+"f)'+(\l?'—bi)%%}_l z

Tento integrél pifetvofme substitucl

V4 — bi au
s=r\Y/-= —,
Vatsi 4
i obdr¥f tak vzhledem k relaci 4 =ac¢ — 4% tvar

w'
1 ¢’
e"v‘,jE (‘+T) —1
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kde integraénl cesta jest poloviéni pHmka vedeni z politku /=0 pfes bod
o= Vﬁ
Y4+

Integrovani funkce m4é zvldstnf mista v bodech, pro néz

e o e )

které?to body leii vesmés na ose pomysiné.

— do nekoneéna; pfimka ta prochézl téz bodem #, = Y4 —é:.

Mezi cestou integraénf a osou realnou chovi se tedy funkce integrovani
pravideln& a tedy mame dle véty Cauchyovy hodnotu pravé strany vzorce (2)
ve tvaru

¢ 1 dz
« Sv: e+ _, ®

kde integralnf cesta je v ose realné.

Podobnym zplisobem se pietvoif levd strana rovnice (2); klademeli tam
nejprve

z - C—Azf-l—z’: z,

obdrif se vyraz

o0
[
cu !
en(z+“—’ —1 ?

/
jenZ substitucf z=\/£7u x ptejde v integril (a); obé& strany rovnice (2) jsou

tedy redukovdny na tyZ integrdl () a rovmnice ona tim dok4zina ptmo
cestou dosti elementarnou.

Klademeli v rovnici (2) fg::c, a nahradimeli tam veli¢inu & jeji hod-

‘ / cu . .
notou Vac— 4=\ ac— ol vznikne rovnice

o0 oo

S‘ _dz _S‘ 1 dz
xVx+ 2 Ve L2 T eu

J ¢ YVx+=z Y an— LR LETA Ly v___l_z,

v niZ a,c,#,x zna& kladné realné velitiny. V pravo pidme déle x\/; zaz,
i obdrZfme

o0

S 1 dr
% hV" z'+lr:niVl——~ V"+-"" ’
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zavedemeli jet&€ oznalen{ %:l“, vznikne vztah

. ¢ 1 dz _Oo 1 dz
(2% Arivit e+ 2zxii—F __ | m- Atz 1 Vxt ot '
—_ 00 — OQ
ktery lze téZ vyjadfiti vétou, Ze sntegrdl
o0
1 dz
teny’x-{-—z’ +exaii—17 __ 1 WF
— 0

nesdvisi na hodnoté proménnd )., pokud 0 <<i<C1.
Derivace této funkce vidi 4 musi byti rovna nulle, takZzc mdme

a Ar(AWnF T +isfI—0) ggp
(2 (VaF 2 + iafi—P 1)_2

@ {7 N -
—__* AW GFF+isi—1)  zdz
_VI—F (f,"(l‘,m+i¢\ll——1'_ 1) V’—‘i?z ’

— 00

blizili se 1 krajni hodnot& A=1, blizi se integrdl na pravé strané nulle

a pravd strana obdrzi tedy pro 4 — 1 tvar neurdity g . Pidemeli tu a=VY1 — p¥,

obdrzime pravou hodnotu pravé strany pro p=0 dle znimého pravidla
derivovdnim, ¢imZ vznikne rovnice

oo o0 -— J—
dz —9n eﬂ/~+=’—|—e—-"V"+"_ ztdr
(thn+z'_£nVn+z')'2 _ (taVﬁ:i'_‘-—nvm):‘ v;—_-*_zg‘
— 00 — 00

kterou vSak obdriime pifmo &astenou integraci, takie v tomto pifpadé ne-
obdrzime ni¢eho zajimavého.

2. Integrdil (2*) moZno vyjidiiti novym tvarem, uZijeli se véty
Cauchyovy vhodnym zpiisobem. V roviné komplexni proménné z definujme
obor N omezeny osou realnou a plilkruhem velikého poloméru R leiicim

v severnf polovici roviny. V oboru tom vedme 7z (0...7 Vr_t_) , takZe obor A mé4
okraj slozeny z ftiseku (0....R), pdlkruhu (R), tdseku (— R....0), dile

btehu (0...7Yx) a behu protéjstho (£{x...0).

V tomto oboru bud d4na jednoznaé&né funkce (Vx| z?), kterd na useku
0...R) splyva s kladnou hodnotou odmocniny Vx4 z%,av ostatnfm oboru
se chovd pravidelné. Tato funkce (Yx - z9%) mé na dseku (— R...0) hod-
notu — Yx4-x?, na bfehu (0...7Yx) hodnotu — Yx — y*® (kde z=1y), na

bfehu proté&jiim (sYx ...0), pak hodnotuYx —y%.
Rospravy. Rololk IlI. THda I 84
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Toto pfedeslavie, uvaiujme integral

J__S 1 dz
—u A (Wt @) —2zaiTI—2 __ 1 (m) !

vzaty podél okraje oboru ¥; jelikoz v oboru ¥ funkce integrovans jest jedno-
zna&nou, rovné se integrdl J soudinu 27 se soudtem residul obsaZenych
uvniti 9. Pdly funkce integrované odpovidaji fedenfm z rovnic

® A (m) —z'x\t?:mi,
kde s znaéf libovolné &fslo celistvé; odtud plyne
= —m VL =T 27 . Va7,
jeito jde pouze o body obsazené uvniti . A sice musi zde » byti kladné,

pon&vadz rovnice (8) vyZaduje, aby realnd &ist velitiny (Vx| 2%) byla zi-
pornou.

Avsak residuum na pélu Zp, znf
1
le — f.*) (Vx—i-xm’)
. 1 1
T 2n (m— Yl — B (Ya - znY)) 27 Vaomt

271(
\\x+=’

a tedy bude

jeli M celistvé &islo tak volené, aby M Y1 — 124247 Yx -+ M* byla nejvétsf
hodnota z, obsaiend v oboru A, takie A je nejvétdl celistvé &islo hovicl
podmince M2 < R®, tedy M= E\RE —xi7,
takZe pro velikd R jest M sblizen& rovno R.

Integrdl J viak sestdvd z &dsti

R
1 dz
a) AinVat o tanifi-F _ | YVxfaz*’
0
1 dz
%) —) e e Va2
- R

déle z &4sti vzatych podél obou btehll fezu (O. ) V;) a z &asti vzaté podél
pllkruhu (R).

Na tezu (0 ... 7 Yx) leZi jeden pél integrované funkee, totiz bod z =7 1Yx,
a proto dluZzno se tomuto vyhnouti pfi integraci pomoc{ malého pilkruhu,
jehof polomér nazveme :. Na bfehu (0...7 Yx) mame pro integrovanou
funkci v okolf bodu zy rozvoj

At At A e—)+
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kde A=

1

2aiYx’

kdeito na bfehu proté&jsim funkce mtegrované chové se pravidelné. Integrdl
podél pililkruhu rovnd se .

2V_
a zbyvajf ze brehu (0...7Yx) pouze mtegrély pfimocdaré
zo—ed Y4

IE
0 ztarf
jichz soudet v limit€ (pro ¢ =0) splyvd s Cauchyovou Alavni hodnotou inte-
grilu; mame tedy jako piispévek pochizejici od obou bfehd fezu (O. ..z ';)
vyraz Ve
— val. princ ! —— dy
2v; P ) —rVx—yyeyaV1=b__ Vx‘;_-;"z
)

9

Vo
. 1 idy
2inVx—pP ey T—3 __ o2
) € 1 Vx—y

Integrdl vzaty podél plilkruhu (R) mizi pro R— o a integril &) se
pomoci identity 1 1

i I F P —Qani VTP __ 1 Bix Gt D+ 2zai TI=F __ |

pfetvoH v nasledujici vyraz
R R
1 dz

dx
S——+S—- FE s TS =
z'l Ax Vx4 2* —Szni Vll—l’_l M z!
) Ve ) e Vot
v tomto vyrazu prvy ¢&len mi hodnotu

log R+ v_»'; +R’ =log R-—I—log%—l—(—%—)'

kde (%) znaé{ veli¢inu mizic{ pro R= o0,

Mame tedy
R
1 dx
J=2\ aiaGre—temii-s ] Vifzt

Vo
— 7 val. princ. S
0

1 dy
e—!ln J;:‘-'—’]‘ﬂ' 123 1 Vn.___—j’_'l

Vo
y 1 _9y
Al =y +ayaI=T_1 Yx_— )8

2v_ —|—logV=+logR+[ ]
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kde [—Ilf:l znad{ vyraz mizicf zdroven s ']IQ_ . Porovnimeli tuto hodnotu s pfe-

dedle nalezenym souctem J 2 1

- — Vu—|—m_”
a pfejdemeli k limit¢ pro R = oo, vznikne vztah
( oo

2 1 dz__
) R2in Yt —2zai VI=2 __ \/,,_q__;,‘n
Vi

. 1 dx
N ¢ ) etin Ve 42 V123 __ 1 \;.:;3
)
1 dz

-—— £ val. princ. F TS T ——
e—le x—a eza -2 __ 1 Yy — 9

o1 .
L ——+log(2 Y ) -+ lim (Xm—logﬁl).

Porovnameli ¢isti realné a pomyslné, mame vysledky
o0

[ 1 dz
BiatwdBteraiM _ | V" _j'__zx

®) T . - 1 & 1
= log 4 Vx -Flim | - - -— —log M |,
£e) I_M:oo(?mz__M\’;e—{-m'z & )
[o o) o
S 2sin(2zaVI—2%)  dz
\ e!/'.:l ‘x+z’+e—21:er+z’__2cos(2z”Vm‘2_) vx_l_x'l
_ S'" 1 dzx
6) — —P4eza -\ 3
(6) oegln‘n 42z V1 1 Vu—:c"
Ve
. 1 dz
+Val- prninc. S;Q;fx—l’-}-!z"“ FH vl v" ———xn' .

1]

3. V jiné rozpravé, nazvané Studic v oboru Malmsténovskych #ad a in-
variantit forem kvadratickych, dokazali jsme vzorec

2 3
A i gmr=t _”"v +m+e—’n(l—r>vz+m'
I’ = , ’
oon+am” | — o2 Vﬂ_:"'
SYew e
_ 1 o.2) e!nlnzi e"""v :~+c—2n(l—a)
-_—— L R f‘_;‘ . ["_Fc—'n',_ ,
Vom0 Y2 cm l—e_'" 2t

ve kterém a, ¢, z jsou kladné velid¢iny, ¢, = kladné ryzf zlomky.
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‘ ¢ z
Ve vzorci tomto piSme o4 za 0,37 za ¢, ja za z, takle vznikne

3 e’ut)anl e—,nr vfﬁ-a‘:m';’:»—'— e_!,'(l_') v-"l'a‘!l'.dT
VC—— ; Yz 4 a m2 4% _ hv,_—‘—ta ~u
¢

1—e

z4cm®

1 Z e!mrnl e—Qno\/‘Iz+a?h'+e—!n(1—ﬂd)v
w \z - cm? l_e_,n\,ztgl’

Zde lze bez Gjmy na obsaZnosti vysledku kldsti ¢ =1; pfejdemeli pak
k mezim pro ¢ =0, piejde levd strana v integrél

S Pzoni e—!nr Vztaz _I_e—!n(l—z) V21 as
—— ds,
azn o 2 VztaR
oo )
Fem’ z+cm’
. .., —2x(l — A)V‘ _g
na pravé strané pak vymizeji vyrazy ¢ ’ ad \ a zbude
ernl ——Qno ’Z:-W
T3 V=,
Vot m?
takZe mdme relaci
oud e!anu' e—!r:rvz-}-al’ +e—!:v(l—t)"z+a:’
ds

| = T
— 00

1 o0 e!muu' !""V +1ll'
- VT,,,=_00_\"’-;;_:}~ ms
platnou za podminek ¢ >0, >0, ¢ >0, 0 <z <.

M

Dosadimeli sem za z, ¢, * hodnoty - ; , 68, 748, pretvoiimeli levou

stranu dosazenim s za 83, a pfejdemeli po té k limit¢ pro 8 =0, vznikne

o0 (e o) -
- z48 -
l.g""""""" Yrfas® d_":___ =__7_l_;_ c’!t::ll'-lon\ ’:E _ “1"
Vo4 a st Ya \Z + st
o
Pisemeli tu v levo s = ‘—," , ¢ =ga’ Ya, obdriime rovnici, kterd po vy-
a
nechani{ éirek zni:
00 o0
®) Arosi—Vefm 45 gaesi-o Vet __ji;_'
Vz 4 s° Vz+ =
- 00 oc
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a plati pro v3ecka kladnd z, o, r. Rovnice ta nevyjadfuje nic jiného, ncZ
tvrzenl, ie sntegrdl.

(e o]
pralozi—r Yz} %) —dz_
Yz -} 59
o0

Je soumérnou funkci liter ¢, v, coZ lze pfimo dok4zati, pietvorli se integrél
substituct

s+ Vz o=

;= ‘ f —0c+t7 T .
T
Nésobimeli (8) po obou stanich ¢*—! d ¢ a integrujeme v mezich Q a oo,
vznikne

a po té substituci

o0

wlbid rx Vo —
C)) €os 5~ S e * 5T (z+s%+1

o0
dz cos2tzsndz
2 Vo | 5T

0
kde se pfedpoklida — % < Real. s < 1.

IV.

1. V nidsledujicich dvahiach podati chceme nové zobecnéni vzorce Lip-
schitzova a tim také vyvinouti novy dosti jednoduchy jeho dikaz.

Za vychodisko volime integrdl Eulerdv

r@re _( =-tds
TwFo) §<1+z>u+»'

klademeli zde z==_g2z, vznikne
(o o]

I(z) I“(zl) M-1dz
T(+v) S (1 +-gapte’

V tomto vzorci dosadme =64 c-4 iz, v=a—4b — iz, ndsobme
W+ iz)-*dz a integrujme od — oo do oo . Znamendmeli

(1) J=_2_l;_ S r¢+ctix)r(@a—é—izyg=*»(6+iz)~*dz,

obdriime tak vzorec

J— Flato I'(a S (b—{-z'z)“dzs E‘(;l%%i'
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PH tom se ptedpoklid4, Ze realné &isti veliéin 2, 4, ¢ jsou kladné a Ze
realnd &4st veli¢iny a pfevy3uje realnou &4st veliéiny &; veliéina ¢ je realnou
a kladnou, proménnd s milie byti jakdkoli, ale my pfedpokladadme, Ze jej
realnd &4st je véts{ jedné, aby bylo dovoleno zméniti pofad integraénf.
Bude pak

_ P(a—|—c) c £=1ds . Ny
= - SW? | reoinzas,

- 00

takZe ndm bé&ii nynf pouze o stanoveni integrilu

g ()= S Stie Gt ig)r dz .

Tento integrél je tvaru
(=

9 ()= S F@+in)dz,
—o0
a tedy se nemén{ s parametrem &4, pon&vadZ jeho devivace viiéi &
o0
ia(s)= f!(b_i_z-x) dx——'—l- f(b—‘—z'x) z=-{
ab I [ ]z__
- 00 =
patrné je rovna nulle.

Funkce ¢ (s) je patrné celistvou vii¢i s a pro jeji uréenf stadf predpokls-
dati, Ze realnd &ist veli¢iny s lez{ mezi nullou a jednou. V tomto piHpadé
bude mozZno pfejiti k mezim pro 4 =0, coZ d4

smi sxid

P (S) —e 2 S g—izloge p—s a'x_|_ e 2 S efzlogs g~ g g |
0 0
a vyjadiimeli tu oba integrily,

i:~'(11"(1 =L P A ()N
tlog s —s

qw(s)ze (—flog .-)l s "
Jeli tu 5>>1, bude log s kladné a tedy

_ ra-— Jni i) 2sins®. (1 —3y)
()=7; 7(logs)l-* ( —c ) - (log s)i—+ !
t .

(p(:):%- (log s)*—! pro s>1.

Jeli v3ak £<1, bude log s zdporné a oba é&leny vyrazu ¢ (s) se rusi,
takze
9()=0 pro s<1.
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N43§ poslednf tvar pro J, ktery lze psati

_ F(a+c) &#1dz
J=Tlt9 gy S Ao 1),

obdri{ tedy po dosazen{ za ¢ (s) tvar:

_ @49 . ( #'(ogay-t
) i e I =t

ktery lze po substituci z —=e* téZ psati
(le) J— _I"(a—l—c) gb+cS (1 +g€:) ~a—C T ps—1 g p

Integril tento konverguje pouze pro hodnoty s, jichi realnd &dst jest
kladna; predpoklédejme mimo to, Ze g jest v&tsi jedné, aby rozvoj binomialnf

bt 00 —a—c . +
< —3—C — —d—m ,— (a4+m)x
gre(ldge) o= 2:0( i )g ¢

m=

byl konvergentni. Utzijemeli tohoto rozvoje pro stanoveni integrdlu (1¢), ob-
drzime

(19 T=ratas ¥ (77 ) G

Pisme nyni g=e¢-2?7¢  znamenajice literou v veli¢inu ryze pomyslnou
a kladnou; tim obdriime z (1?) a (19) rovnici

Jl"(a—{—c)i

(_a_c t—imv:ri
m=0

m (a4 m)y

(1) 20 dzx
l_ 20— a)qu Frc+étix)r(@a—ob—ix)e-2027 ———— CFizy

Integril tento existuje i kdyZ v md realnou &ist od nully riznou, obsa-
Zenou mezi—% a %, a rovnice (1) bude platnou i pro tato ». My pak pi-
seme v — —;— za v, takZe vysledek nis obdrif tvar

E r(”‘l"“l"”‘) emoni
- m) (@ + m)

(1) ) 1 dz
—_— pla—b)(1—~20)mi " 3 —h—7 (1—-20)zn ____ "
= ¢la—b ) o S Fc+bé4—=z)r(@a—b—iz)e =

— o0

pti ¢emzZ spinény byti maji podminky
Real. a>46>0, Real. c>0, O<Rea.v<l, Im 22>0.
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Klademeli v tomto vzorci @ +¢=1, a uZijemeli oviem vzorce

Fe+ét+inra—s—in=— ”(a_"_b_z.x)

za této podminky platného, obdriime rovnici

. oo .
(2) i—f’m"—"':(m—b)(t—ewni 1 el—2nza (b—}—zz)'."dz
@+ m) 2 sinm(ea—6—122)

y
m=
— 00

kterd poskytuje nové vyjidfeni fady & (2, v, s). Vzorec tento byl ndmi zcela
jingmi prostfedky odvozen v rozpravé Zdkladové theorie Malmsténovskych
Fad*) a poskytuje pfimo vztah Lipschitzilv, rozvineli se integrdl na pravé
strané v nekoneénou fadu.

2. V nasem hlavnim vzorci (1*) piSme nyni s+ 2% za s, nisobme

1
(" ?) 22k a seétéme vysledky pro £#=0,1,2,....%0; i obdrzime
s

i r(a_i_[_l_m) gP2moai
m! &
m =0 [(@ 4 m)* - ut) 2

@ — pla—by1—2)i 1 §° Fct+é+ix)ra—p—iz)ed—nerdy
"% [(6+ia)+a]?

pti odvozeni bylo nutno pfedpokladati 0 << # << &, takZe pak dalsi podminka
| (@ +m)®* >>|«%| je tim jiZ splnna. Rovnice ale zlistane platnou pro viecka #,
pro n&% obé strany zdstdvaji jednozna&nymi funkcemi této proménné, tedy
pokud # lezi uvniti padsu omezeného rovnobé&ikama s osou realnou, vedenyma
body + &4, &ili jingmi slovy, pokud — é<<Im. # <4, pokud oviem ostatn{
podminky u vzorce (1*) uvedené jsou splnény.

Klademeli v rovnici (3) ¢ +¢ =1, obdrzime vzorec

oQ Amoxi

m=0 [(a+m)“—|-u’]%
4) , S“, oo g
ed—=nIxgg

— e(a—b)(l—!v)ni _2_ ;
“‘o|(+ix) - u? r’ sinw(@a—b6—17z)

platny za podminek 0 <4/ <lReal.a <1, |Im.2|<6.
Rada na levé stran& tvoi &astku fady M1 (v, a, u, s), kterou jsme stu-

dovali v citované rozpravé, ale ponévadZ summaén{ ukazovatel m probihd pouze
hodnoty kladné, lisf se vyraz (4) od funkce M/ (v, a, #, s) podstatné.

*) §. 4., vzorec (9%).
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Vyjédtimeli sinus funkcf exponencialni, obdri{ pravd strana rovnice
(4) tvar

i e2vai(b—a)

o0
e—2vzn dzx
1 _e!ni(b—a)—ﬂzu ¢

Yoo (6424 u“]%

jeli pak a realné, mdZeme uziti rozvoje

—2vzn
1— e!:n'(b—a)—!zn

00
— 2 Arzib—a)—2avtmz  pro >0
n=0

a déle vzorce

e—tvzw

00
_ — ; enxiia—b)+2Lrz(n—v) 0:
) ——an — — '3 pro <0,
1 — e2xib - a)—2zxa u-=‘l

provedemeli integraci pomoci téchto fad, objevi se pravid strana rovnice (4)
ve tvaru

o0
An e!nani—!awu',
n=—00
kde poloZcno
0
(5-) A" — z‘S Abxi(w—n)+2xz(n—v) dz —, (n > ())
Yoo [¢4-72)2-w2]®
a déle
o0
(5\:) A—u — iS e!bnl'(v-i—n) —-2rz(v+n) dz —, (n >O) .
8 [¢+ iz +2]*
Pfi tomto oznaéeni tedy bude
oQ Amonf (=5}
(5) Z € s N — Z Ap 2omir—0)
m=0 [(a—l—m)’—l—u“]* n=—o00

Znamendmeli ddle na chvili

o0 FLoniatm)

m=0 [(a—l-—m)’—-l—u’]%

obdriime koefficienty trigonometrického rozvoje

=f(a), (OW<aL)),

f(a) — E Ag einaxi

n=—00
pHmo ve tvaru

1
= s,
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tedy po dosazeni za f(a)

) da
Ay = E Se!vni(¢+m)—!u:u'(¢+m) —,
=g (o4 m? -+ w8
a odtud znimym postupem
¢ d
(5c) An_____Seanl'(u—u) z T (”=O,il,j-_2,...).
(xﬂ_'_u!)!

Urditost vyrazu f(a) pro viecka a intervallu (0...1) vyZaduje, aby # nebylo
ryze pomyslnym, a tedy dluino pfedpoklidati Real. > 0.

Porovnameli vysledek (5°) s rovnicemi (5*) a (5%), obdriime vztahy

o0 2 .
5 e L =e9m'b(n—v)§ " ”'(u—"’dz_'
(b _ 1'2)2 + uﬂ]? (xq _I_ ug)?
¢ * Aeniw+
S e—2en(nto) dx . rzbﬁi(ﬁ+v)§ Azrile n)fz .
° [(64iz2 4 u“] (@% 4 492
Nahradimeli zde veliéiny » — v, resp. » -+ v symbolem 2—;—, takZe ¢ znadf

libovolnou veli¢inu s kladnou é4stf realnou, obdrZime

’S e- dy ___e_,m.sc’ <= dg
(G~ i)+ wl¥ (@

® d !
_iS emc2 dg _ e — i d'f '
3 (6 —ia)t 4wl § (@ 4 w2

pfi ¢emZ maji byti splnény podminky 0 <4 <1, Real.c>0, Real.2>0,
[Im.2|<<b.

Identifikace koefficientd rozvoje (5) s vyrazy (5°) neni oprdvnéna, pokud
se nedokdZe, Ze rovnice (5), odvozend za podminky 0 -4 <<a <1, je platna
také pro 2 < &; tu tfeba pfedevifm ukdzati, Ze integrily (5*)a (b®) nezdvisejf
na 4, coi jest snadné. Predpokldddmeli po té, Ze # jest realné, bude pod-
minka |Im.#|<Cé splnéna pro viecka 4 uvnitf intervallu (0...1); volimeli
pak na okamiik za & velmi malou hodnotu &', bude rovnice (5) platna i pro
mald 2, a ponévadZ A, nezdvisi na &', shleddvime. Ze rovnice (5) plati v celém
intervallu 0 <4 <1, jeli # realné a kladné.

Rovnice (6) jsou tedy platny pro kladné realné # a tedy téZ pro viecka »,
pro né&Z ob& strany se chovajl pravidelnd. Pfedpoklidejme nyn{ # realné
(a kladné) a pfejdéme u vzorcich (6) k mezim pro §=0. Integrily v levo
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se rozitdpf ve dva, jeito funkce lim [(6-}72z)% -} %% m4 riznou povahu
b=0
v intervallech (0...#) a (#... o).
Tim zpisobem se obdrif vzorce

e dg e *dx —!:—'.oo e~ dzr
S _; S rdr S ez
u

@ (4 a:“)% (7® — ze)? (x? — ”2);
1 S e—cc: d.t S.' —"a'x i;—':fg‘o e‘”d_g; )
L (u’ + xn)s i (u" z“) a (xa 22 )’;'

a odtud snadno plynou rovnice s nimi rovnocenné, platné pro rca/nd kladna c:

o0
coscz dx . —?dx
—=sinsz

‘S (1.9 _|_ a): —(:c’ _ u!): ’
(") 00 ) u
cos(cx+sm)yde . —=dr
S @® % =—smsa S (”’-z_’_ Tty
0 0

Bézi ndm jesté o analytickou povahu funkce

( e—cdo
(uﬁ_ xﬂ)s :
0

Nahradimeli pod integraénim znamenfm funkci ¢~ <= fadou

2 (— 1) c::':' , obdrzime

u u
e—=dzx (C atrdz
S—(—H"——ZZT)'_E (=) -;S e —z
0 n=0 o
a ponévadZ substituci 22 =%z plyne

1 51

" dz nti—2sk . 2 N4z
5 (2 — a?) =gurti-t S 3" (L—29)*ds

("+'7)7I‘(l )
CAES

=,:_uu+|—2.

mame

(u* — =% /I‘('—';j——s) )

" A YA
5_’__"‘2___’ [‘(l__‘-)ul—!aZ(_l) I_L_"_)__(__)__
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Ze vzorce Legendreova a Gaussova

r@re+o9=21res

__n+41
plyne pro z —=——:

== rer(g+1)

a tedy mame koneéné

e—c*dzx ‘9—1 )it N (— D7 (cu)
e S e T =

Rada tato se rozpad4 ve dvé, z nichZ jedna obsahuje &leny o sudych 7,
druhd éleny s lichymi hodnotami 7.

Znamenameli

e =Y W Al

9)

on

E,(::,S)—

Fet+Hrestnty

obdrZime pravou stranu rovnice (8) ve tvaru

(89 YQZ' raq—sa ””{E #. ;} ) i E, (6—'7—”-— y 1 —.\‘)} .

Abychom obdrzeli hodnotu prvého z integralu (7*), odvolejme se na vy-
sledky § 7. nasi rozpravy »Zdkladov! theoric Malmsténovskyck 7ad<;, zname-

ndli dle tamniho vzorce (1)
(e o]

1 .7¢ o Y_( cosczdz
"2"’(2""“)— @+ %"

poskytne ndm vzorec (3) na citovaném misté

- 00 .
@(2 7 2.\-) ")—S Y ldg
a vzorec (8) tamtéz podd
(% )
> ) 3 u,2s

2 ,,2 !l—l 2 ,,2
Ry ctut ,‘ ) ( ) c2u ,s———l—)
_ my\= 2

- 2F(J) sin (3 — TZ_)”
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a tedy mime

o0

(10%) S f::r:;; = 2cos.vn r(s) {( )'_1 Cn"g 'J—%)

Y gy tul 1 )]
* E( z 2 )

a odtud dle prvniho ze vzorcd (7*):

o0

(10) S (::r‘:f)’ = sin2.£:._[‘(_s){(-;—)u—l£(#’s_%

—ul—~s F ‘Qu! l—.v)} .

' 2
Dosadimeli vysledky (8*) a (10) do vzorcid (7) , shleddme, Ze integrdly
Ky ex czf d z
- s
5 (w3 + 297
lze vyjadests pomoci transcendent Besselovskych
fctu?t s—1 L fctut 1 —s
b( 4 ' 2 ’ £ 4 ' 2

a pomoci transcendenty pribusné

c? u® :)
E( ,1—5 .

Tudiz také soulinitcle trigonometrického rosvoje (B) lze vyjddriti trans-
cendentamsi tdmito, kdeito ve vyjadreni koefficientd trigonometrického rozvoje
funkce Ml (v, w , %, s) transcendenta poslednf se nevyskytuje.

V.

1. Nade pozornost méi nyn{ byti v&novdna vzorcim (1) a (1’) na str. 5G.
a 57, dile vzorci (2) na str. 60. nasi rozpravy »Zdkladovd theorie Malmsté-
novskyck Fad«. Vzorce ty jednaji o fadach, jichZ obecny élen jest
emaoni 1
g » Tesp. N g -
(@m® < 26mn - cn®) (am®<-2bmn—+ cn®)y
My vezmeme v Givahu pHpad zcela zvldStni, kdya=c=1,6=0,¢ =7;- .
V pHpadé tom znéji nase vysledky

, 2ynll
(1) ;W_jw=2c(2s)+ ve r((’) )C(2s




L ((— " _, z* (=1 + 4Yn 2 cgo ;""-‘.I .z'_!a'z,

m2 + ”2): = u
kde summaéni podminky zné&ji
m,n=0,+1,+2,....
p,»=—1,2,3,4,....
A=1,3,5,7,9
a carka u znameni souétu znamend, Ze dluzno vynechati skodny élen m = »=0.

Podle zndmych vét arithmetick)"ch*) bude
-1

R T Y C)E g
,.‘é:,.(m"+'7*>7“4,‘ z)= =1} D

-1

C1r D ATy )
Z (mﬂtr_—;z_ﬂ)s - ;ﬂ - (2 I Ay _2_’_ - ST Z "

I

Znamenejme nyni

i—1
(6) q'(-f)=z(—_—;,)j-, A=1,3,b,7,...),
dale

oo i .
0 Jp.q(s)=§"_“—7f'—*dz.

a pripomenme si identitu
N CoD ) P
pgx oo @ DEE -
Pomocf vzorct (4) a () obdrif pak rovnice (1), (2), (3) tvar
2Vn
(19 45010 =20@)+ 2D 5o,y AT 5 D ur @,
209 b(E)- 2 —1)=2{(29)

(2% 2Va (s — ) . ¢
+ @ — 1) (- —1)+F(I)Z( 1,0 (),

¥) Vity minéné dokazujf se také v theorii funkci elliptickych ve tvaru
1—1 1—-1
1-1 2= 21
Emin =1 4E(—D) T ¢*  E=)t o1 paz—y T THM
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(3% 2'—’(;)(3)&'(:)(2"'—1)—2(2‘—”—1)C(2s)+ v— J oals).
‘".I‘»!

Podle vzorce (8) na str. 37. citované rozpravy je viak

CosSsm

Tp,a(s) = (rM 1 E(P¢* s — ) — P "M E(P*, 5 — ),

a tedy

”Z,J ()= cossna Z,,h_lﬁ(” #s—9)
E,‘I—st(y w, Ly,

" cossm
Znamenili ndm
O, (n) soulet o-tych mocnin vicch délitelit lisla n,
bude patrné

Yot B, s — b= Zl Ons1(n) E(t, s — 3)

o4

a dle toho zni vzorec (1¥)

® 1060 =20@+ Ve ooy

+F(f)”c<‘)ls_:n Z [n’-’—l Qg 1 (n) £ (n2, .s'——) — 0Oy _o,(n) l:(n2 - — s)] ,
a vzorce podobné plynou z (2*) a (3*). Vzorce ty maji svoji zajifmavost nejcn
z té priCiny, Ze vyjadiujl urlité fady utvofené pomoci transcendent Besselo-
vych funkcemi { a ¢, nybrz ony také maji cenu praktickou, poskytujice
v piHpadé celistvého s prostiedky k rychlému vypoéten{ souéth ¢(s) a {(s).
V pifpadé celistvého s je totiz vidy jedna z veli¢in ¢ (s) a {(s) zndma; jeli s
sudé, je zndmo {(s), a jeli s liché, je zndmo @ (s), nebot pak bude
-1

2.,(;):23(—_11):, A=+1,+3,+5b,..)
&ili

(=]

— 1)
ve0=_ ¥ autir

a tuto fadu lze vyéisliti ve tvaru zakonéeném.

K tomuto tGéelu, stanoviti bud {(s) neb g (s) pro cclistvd s, ncjlépe
se hodi vzorec (8*). Tu tfeba pfedeviim vyéisliti integral

o0

. B
=§e—”’_—ﬁz'—‘d:v;

J

A
"li
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substitucf 2 = %’;:— £ obdriime

= (7% ) 5 S gy,
"'2

aneb uZijemeli vzorce*)

e“"(""%)z"idz:Qr"‘ —4u2® (z—l—Vz’—{—l)"— dz,
OS S Yzt 1

o0
dz
(a J =2!—l/zn S —2pn? (p 1)2s—1 " .,
) I @+ VR
-— 00
Znamenejme na okamiik
o0
K= S % (g -\ 2T 1 )2t iz _ .
. z2 41

jeli s kladné celistvé éislo, pak obdr#ime uzitim binomického rozvoje

7+1

@+ Voo )2r-1 = Z (23 1) r@t 1)
vysledek

s—1 2°
K=v§0(2s2-: l) S a2 g2 (z2 | 1y—"—1dz,
— 00

ponévadZ integrdly clent o lichém » jsou nullami.

Avsak
S e~ "’x"(.'t“‘l-l)"'dz—z:o(':) S e—aT glr+2a g
ro+atd
=5 (=t
a tedy

ENBE S 5 — S—r— re-+ "+|)
k=3 2(2 L A R e

Znamendmeli tu

k
(9) Z 25—1 J—;'——”l =[J‘,k],

*) Zdkladové theorie Malmsténovskych fad, str. 84 a 85, vzorce (3+) a (6).

Rospravy. Rotnik III. THda 1I. 85
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bude
s—1 1
r#-+3)
K= ] ————,
kgo[s ] akti
a tedy

- ‘& ArGE+D
I, 1*(2) v —w—lwgo ‘ (;1”)" -

Odtud plyne, klademeli A 1 = 7 a znamendmeli &y, _ (#) soudet (25 — 1)
nich mocnostf viech /ichyck déliteld ¢&isla 7, rovnice

— "" @'z.-1(rt) © [s,k]r(lzt;,)
’;J,,__;A—- ”2_:1 kgo—m" :
¢ili
a =1 I(e4+3) [, 4]
FZJ”'%=(§-) kgo 2 ;)" P

kde poloZeno
N 2 s—1 (”)
(10) Z St onn

Rovnice (3*) ndsledkem toho obdrzf pii celistvém s tvar
1 1
(I—F)tp(s)t(s)z?"‘(l—F)C(2s)

—1'\ Tk + l)["k]
(:—1)1() Z (2:)" P

(11)

VI

1. V tomto €¢linku chceme vyvinouti né€které detaily tykajicf se fady
Malmsténovské

X e!mvni

(1) ML (v, w, u,s)= _;
"= [t m)fut]s

pro tu jsme nalezli rozvoj
AevxiMl (v,w,%,s)
a0 R° ) 7 (v — n)? s—3
2 l — Va_ Z Anoxi S M 4 38

I(}) o= ‘ T

dz.
0

*) Zékladové theorie Malmsténovskych fad, § 8.
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Funkce tato je celistvou transcendentnf viiéi s, pokud v neni &slo ce-
listvé; Maclaurinovsky rozvoj jeji bude tvaru

3 M. (v,w,u,s)=A, s+ A3 s*+...,
pfi éemz
1 QD‘ a ez — ﬂ'__ip_
e!uwniAl — -)v; Z Aanvxi S e = 3 dzx,
- n=-— 00 s
aneb dle zndmého vzorce
m —
S e—p'—%z_gd:pzvlf“ﬁ :
q
0
o0 .
g’l"ﬂniA| =_1_ fiuwrrl—luulo—ru
2 - lv—nl

Za supposice 0 <<v < | mime tedy

(—annl‘—!un(v+n) 2 enoni-2un(n-v

@) 28verig = Y|

]
n=0 v—l—n n=1 n—v

a tuto funkci lze vyjddfiti v zakonleném tvaru pro racionalnd »; mozno ji
pséti téz ‘
(39 (24, —¢ toriv—udQy, —w—ui,l)

+rid-owtah @ (1 — v, wtui, 1).

Znamenejme nyni
2 —to+mzx

K(z,v)=Zv—+n—, O<v<1),

n=0

kde z je v realné &isti kladné; differencovdnim plyne

dK D 2 A -oan
L = (o4+maon — ___ _
7z 2nngor 2"e’"—1 .
Odtud plyne, Ze K (z,v) nemd jinych mist zvladtnich mimo logarithmické
body 2=—#%¢,(£=0, + 1, + 2,..), a sice mdme v okolf mista — k7
dK —2kail - v)

Tz T zEi TRETE),
kde ‘B znaéf fadu mocninovou, integraci méme odtud

(@) K@, v)=—c2%aid-olog(z + L)+ B &+ £7),
&mi povaha funkce K v okoll mfst zvlaStnich dostatedné charakterisovéna.
Utvoime nyni funkci
NG z+ ki
K (z,v)==—logz — E Akonilog — ——
R ki

85
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kde v souétu 2’ dluZno vynechati &len 2#=0. Rozdil’
K@,v)— K (z,v)

chovd se pravidelné v celé roviné (z) a je tedy funkdf celistvou; jezto derivace

dl{l (z'v) . ];__Z" 2hoxi
dz ~— zt-ki
e!zn(l —v) dK
ma hodnotu — i T e (pfedpokladéli se oviem 0 <7 < 1),

bude rozdil
Kz, v)—K, (z,v)
konstantou.

Hodnota jejl se méni oviem zdroveii s volbou vétvi mnohoznadnych
funkef K, K,. Vedemeli v rovin& (z) 72z podél osy pomyslné, bude v roz-
krojené takto roviné (z) jak K tak K, jednoznaénou funkcf z; tu se umlu-

vime kldsti za log Z—J'_ki hodnota hlavn{, jejlZ pomysind ¢&ist lezi mezi

ki
—mam,
Ponévadz
Banl—e) g o g‘(i—")dz
K_2"S_ﬁzn_1 _S ’
z 2z
a tedy
(o o]
=0 1
— Rzay — S
K-+tlog(l—¢ )_S o) dz,
2z
nachédzime
o0
lim (K 41 log2m=\| £ =1,
lim (K +logztlog2m) =\ ——7—4d=
0
éili
zlizrr:)(K+loga:)=—log2n—{—['(1)—LI:—(%);
déile jest
limo(I('l ~+logz)=0
takZe odeltenfm od pfedeslé rovnice plyne
im (K — K,) = — 'y —L®
lim (K — K)=—log27+-I"(1) @)’

¢éimZ konstanta X — K, ustanovena.
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Tim dokézén vzorec

e—!zn(u+n) . , I"(.v)
PR ‘ll+7t = log2u+1‘(l)—m
) ﬁ’ z+ ki
—loga — e2konilgg =
g P g ki

ktery dluino povaZovati za doplnék Lipschitzova vztahu (2) v élanku I, a ve
kterém nutno pfedpokladati 0 <z <1.

Kdybychom chtéli obdrZeti vysledek (4) limitnfm ptechodem z Felené
rovnice Lipschitzovy, upravili bychom si ji takto:

E e=2ax0tm  ['(s) § 2koni
T T T @y A, G

n=0

a odtud odedtenfm vysledku pfisluiného k hodnoté z =z,

e—2zafotn) E e— 2T 7 (v4n)
n=0 (21 ”)l—‘ n=0 n)l—’

Ir'(s) i 1 1
=&, 2. (rer — @rer)

Ptejdemeli k limité pro s =0, vznikne

—2zalvin) o e 2navt R hvai T+ ki
— - Z _— — Z € ""'log——.
o v+ vtn P

a odtud plyne, Ze vyraz

=) e TEILE X))
Z-—e " +log z 4 Z Akonllog — — —— £+kz

n=0 v+n k=— 00
nezivisi na z, naceZz se hodnota jeho uré{ ptechodem k limit¢ pro z=0
jako vyse.
Volimeli za z ryze pomyslnou hodnotu 7z, kde z je mezi 0 a 1,
obdriime

i‘ e e log2at-r()—L

@ e v4n r(v)
LA NP "”+k
— 5 — ogr— 2 ¢ log
k=-00

Tomuto vzorci udélme tvar

E e—3neai — Azoxi (_ ]og2u+ r (1) —'P(v)— %{ —logx)

n=0 ‘D+ﬂ
_Z e!v'n'(k-l-s) log‘k+

k=— 00
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pisfce k vili pohodli w(v):%((:—)). Dosadme sem 7, za v a odeltéme;

tfim vznikne rovnice

,,zoe_h”i( v-{l—n —Zo—l}—n)
= (log2n— 1" () + %5 +logs ) (exn/— tnem)

— (w (‘U) gLzomi __ Y (7! ) ‘,!zv.ni)

_2 Loni(+ ) lOg 'b+ _+Z é’!' afk+2)]o og

k=—o00

k4 +zr

- (fﬂvni(z—l) - ‘,Qu,,nl'(z—l)) log(l __1;) ,

kde v souétech Z" neptichdzeji vice ¢lenové £#=0a k=—1.

V této rovnici pfejdéme k limité pro z=1, i obdrzime

E(v—|—n v°+n)

= —(log 22— 1" () 3 ) (@emi — aanet) — y () o=/ p (@) Aot

_Z (Rk+Doni |og XL k+1 +Z c@k+Du,21 Jog k+l

k=— 00 k=— o0

Znamenejme na okamiik

S = Z"e""""’"" log ——ki_ 1 )

pak pravi nds vysledek, Ze funkce
(b) (¢ (@) — " (1)) (o~ — 1) + s(v)+(1og 2,,+l2£) ARowi

nezdvisf na v,
Dosadimeli sem vyraz

00

=1
obdriime
l
s(?)=—22 (—1)tlog 2 E 1L
aviak
29+1 ¢ 2y . Jr4r—1
'E(— l)klog Z 5, —'gllog 5, —1 =log I e
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a tedy

(4 =—seaf 1 ) = 5
t. . ”
s(3)=s
jeito pak (;) — I''(1)=—2log2, ma nas vyraz (b) pro w:—%— hod-
notu 4log2—1—2log—§——log2n 3 Ioan—"Tz.

Méme tedy
(w@)—r (1) (= —1)4- S (@)
tlog2m . (2vni — 1)+E2_{(e2wu'+ 1)=0,

a odtud po kratké redukci

3 k
in(24-1 dog ——
’ kgl sin(22-+1)vn ng+1
"(7)

®)
l = (log 27 — I"" (1)) sinvn—l—%cosvn—{—l;_,(v) sinv#w.

2. Abychom fedili podobné otizky u funkce

o0

Ml(Owu.r)_Z 1 )

T [(‘w+")"+u']’

uZijeme rozvoje*)

wul—*

I"( )Ml 0,w,n,s)=

* 2?4z,

-|—-2V—v cos2nwn

n=l

S” —u’z—""' l_:g

Na mist¢ s =0 chova se funkce tato pravideln® a jeji Maclaurinovsky
rozvoj

(6% M. 0, w,u,s)=A,s44,s*4....

¥) Z4kL theorie Malmst. fad, § 8, vzorec (4).
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m4 prvnfho soudinitele

n=1

< n®n?®
—wz— . 2
4, =—””+V—Z cos2nwu§ * z Ydx
0

=—nu+2 cos2nwn

n=1

=—nu——é~ log (L —2¢~2%7cos 2w n | ¢~ 4u7)

¢ili
(6®) Al=—%log (2ur - e=2ux — 2cos2wm) .

3. Ze vzorce (4) ¢lanku IV. mdme pro =0

o =)
et dy

i —el@a—bmi ___ 1 S R
pad m)’—{—u’) [(b-{—t.z)“—|—u“| smn(a—b—zz)

kde plati podminky O <{é<CReal. a<{1, a kde se omezfime na kladnd
realnd ». Konvergence fady i integrdlu vyZaduje, aby realnd &ast veliCiny s
byla v&t3i neZ pile.

Vyjédfimeli v integrdlu sinus funkcf exponencialnou, obdriime

o0

1 — 1 dzx
s e+ m o S T— A 0—a—%7 (g gy f i

I MS

V tomto integrilu pfejde k limité pro 6=0, ¢imZ se obdrii

(2 — 2%~ *dz

g (a+m)9+uu] d 1 — o—%ani—az=x

. z? —u')~*dz ani (@ — )t da
_|_’e—uu'g l(__(—Iani—lﬂm -|-ze""S 1(_rﬂa)::f+!zn ’

predpoklddaje oviem, Ze realni &4st s je mendi neZ jedna a vét3{ nei pile.
Druhy integrdl nahradme vyrazem

o0

QL S2 I PN

XxXxvm



b7

ri—sr
1 ( 5 (s ) ul—%  a obdriime

jehoZ druhd &4st m4 hodnotu—-

2 r(s)
) Csin@at n.e
_ o\ sinQRa+ts)n. A2 —sinsm
g ”’)2 + #] _2S t"""—2¢’””'cos2au+1(z w) tdz
3

+z§ (@ — z%)—*dzx i r(l—-")’:(’—i)

e—%ani—2zx +§6’— v

B

Vyraz na pravé strané jest jednoznaény, pokud realnd é&ist veliciny s je
mensi{ jedné, ponévadi jen za té podminky integrdly nase existujf; abychom
si zjednali integraly existujic{ pro vSecka s, nahradme piimocarou cestu inte-
graéni cestou (oo ,#,o0), kterd vychizejic z |- oo vine se podél severnfho
btehu osy realné aZ k n&jakému mistu poblfZe #, naleZ okrouZi bod « a vine
se zpét do oo podél jiinfho bfehu osy; integrdl plivodni se obdrZi podle
obecného vzoru

Sf(x) (z* — u’)—'a’z——#- Sf(-"’) (z* —a?)~*dzx,

(00 ,u,00)
ve kterém f (z) znadl funkci jednoznaénou.
Druhy integrdl uvedme rozloZenfm cesty integratni a funkce integrované
na tvar

u % 1
(#*—2x%—*dx | (2*— z%*dz (#*— z%)*dx
l_e—!an‘—!cn—_. 1 — ¢—2ani+2zn + t,!a:u'+2:n_1
—u 0 0

'+§ (1* —2%)-< dz
0

aneb koneéné na tvar
u 1 3
; (u’-—z’)-'d.'c__s 2sin2an.(x* — 2% *dz
. 1 ——2%ani—2zn - ) f""'-}—t”"""—?COS 2an

i T(l—s)Y= =t
terg—g T

integrél tento lze nahraditi integrdlem obecné& konvergentnim, utijeli se vzorce

Sf(-"") (#* —a%)~tdz= I—_iw Sf(-"’) (*— 2z ~*dz,

0,n,0

kde cesta (0,#,0) vychézl z £=0 a obfh4 v kladném sméru isek (0...«)
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b8

Utlijemeli t&chto vysledkidl, obdrizime jednak vzorec

N 1 sin(2a 4 s)7 .27 —sinsw s
‘_‘o [ +metusf — S?‘ " —2A%mcos zan1-1 (@ — ) dz
(M ’
S\ sin2am. (v —2Y)-*dx r(s—z)\ys=
+2§t’“"+€_2’”—20052_l_l;1 27T (s)

a pak vzorec

OO

2 sin (2a +-5) T—sinsa o, o _
— ] 22Aef” 2 —uY)y=tds
=0 [(a—l—m)"-l—u“]' t”'"’”—(cl,osu oot’:'“ — ’t“" CO“)””“!‘] ( g
_2sin2an S (w* —agh)-*dz + ’"(f_'—_%)_vi ul—2e
1_‘;—2::!(10 227+¢—231—2C052;(i7!_ —‘2['(.3‘) ,
u,r)

jehoZ pravd strana existuje pro viecka s a jest jednoznanou funkci pro-
ménné s. Tim ddna propagace funkce R (a,#;s) definované elementem

)] R(a,u;s)=

3\ 1
E [(a m)2 —|— u2]'
viiéi proménné s, pro niZ jest jednoznadnou.

Prvé dva vyrazy v pravo rovnice (8) mohou miti pély s =1,2,3,4....
apak s=0,—1,—2,..... Nabodech poslednéjsich ale mizej{ integrily
a funkce zlstivd koneénou; na pdlech druhu prvniho, uvaZujme jeden z nich
s = %, by residuum znélo

2sin2an k-1 2sin2an

—(—1)k NCE=1A ,=,fk($)+(—1)"—(—;:-1)—/—1):;:fk(-”),
kde psdno
Se ()= wra’

etz | —227 __2cos2an’

ale residuum toto patrn& miz{; prvi dva ¢lenové na pravé strané rovnice (8)
poskytnou tedy za soudet celistvou funkci transcendentn{ a singularity funkce
R(a,u;s) mohou pochdzeti pouze od &lenu

I'(s _— _Q_) Vﬂ
2r(s) '
ktery ma pdly stupné prvnfho :=% ,—% ,—% ,——52— pees
Chcemeli tedy analytickou povahu funkce R (2, #;s) nastiniti, stadf po-
znamenati, Ze rosdil/
r—3vs

R(ﬂ.ﬂ;f)—W

Je celistvi funkce transcendentni vils s.
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Na mist€ s =1 chovd se funkce R(a,x;s) pravidelné a jeji hodnotu
obdriime piimo pomoci fady

3\ 1
R(a, u,l)—z NCET LT

kterou lze psiti

S ! 1
".2=02ui (a+m—ui - n—}-m—l—ui) '
takze mame

(a) R(a,u;1)=

1 ‘[”(a—l—uz) r'a—ui)
2ui \'a+ui) I (a—ui)

Zajimavéjsf je znéti prvnfho souéinitele v Maclaurinovském rozvoji
(10%) Ra,u;s)=Aqg(a,u)+ Ay s+ Ay s*+-..
K tomu iéelu uZijeme vzorce
aiuR(a yu;8)=—2us.R(a,u;s+1),

ktery lze pfimo verifikovati pomoci fady (9), a ktery musi miti platnost
obecnou, ponévadi tu bé# o funkci analytickou.

Derivujemeli tedy fadu (10*) podle #, obdrifme
LY Y

YA (a,u 04
—2u.\‘R(a,u;s—|—l)=‘ .D(u )+ D‘

tuto fadu porovnejme s nasledujici, kterou lze obdrZeti pfimo
—2usR(@,u;s+1)=—2usR(a,u;1)+ Byst+ Bys?4...;

tim obdrZime rovnice

24 (@,4) =—2uR(a,u;1), ———aA (@, %) =0
hPi \ du

¢ili podle (a)
04, (a,u) _ F’(a—|—uz) I (@ —ui)
du (a4 ui) I'a—ui)
z ¢ehoZ mame integraci
Ay (a,u)y=log'(a-tus)F(a—us)-+| C.
Abychom uréili konstanty C a Ay (a,%), které zdviseti mohou toliko
na a, uvaime, Ze pro » =0 nase funkce pfejde v fadu

o0 l _
Y ame =RE29,

kterd dle vzorce (22*) &lénku I. za&n4 svlj rozvoj &leny

%—a+2s log Iv;(_:)
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takZie midme jednak vysledek

dg(a, )=+ —a,

| r—

a jednak rovnici

TI(a)
21lo =log a4+ C,
Een 8 (@) +
z ni plyne
C.—_t——l()g 27
bude tedy
Fl@+ni) I (a—uni)
2a -

(10%) A, (a,x) =log =/lh-oR(a,u,s).

Tim dokdzana véta:

Maclaurinovsky rosvoj funkee R (a, u; s) definované #adou (V) salind dleny

(10) (2 —a)+log r(a+”’2):(“—'“)

Uréimeli A4, (¢, %) pomoci integrdld (7), obdrifme pfedevsiim

o0 o0

4 =9 mcos2an ?** —n 9 sin 2an.log (2% — #*%)
1= #zn_2€!:1c052aﬂ+1 etzrfc-tsm __2cos2anm
L u

_ 5 2sin 2ax=log (#® — z?%) dx

—nu.
2rx | ~2rr —Qcos2anm

Prvy ¢len se urdl pfimo a m4 hodnotu

1 log (1 —2e~ %" cos 2 an - e—4u7),

2
takZe plyne
A, =—%log (1 —2¢-ncos2an—--e—4%")—un
o0
2sin2a7.log|z® — % |dz
o etzx | —2n__Qcos2anm ’
&ili
I (a4 ui) I'(@a— ui) YA~ | —~34=" —2cos 2an
log o
(11) 00

log|z% —u®|dx
Asx | —%ex__2cos2anm ’

=—2sin2aus

kde se pfedpoklids 0 <2 <1.
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1

Poznamenejme jesté, Ze vyjddfimeli v rovnici R(2,%,0) = — a levou
stranu pomoci integrdld (7), obdriime zajimavy vzorec
g 1
(12) dz = 3%
A2t | -2 _2cos2an  2sin2an’

jejz lze ovSem pffmo vypoéisti pomoci substituce

t _ —e@ﬂ - e——z-n

T emm + Pt L

Délimeli sin 224 a klademeli a =% , jevi se levd strana ve tvaru ne-

urcitém %; uréimeli ji dle zndmych pravidel, vznikne

oo

log |2 — u?|dz I"(;——{—ui) r (%—ui)
(13) 4"S EFem T (te) T FCZed)

Dodatek. Vzorec (28) na str. 18 vede pfimo k vysledku

loglr(a4-6)ra+1—40)
I(a) I (a)

. Lz zm ___
=loga__i_s adz log[f + 2cos26n]'

yate e

ktery obdriel p. Stieltjes velmi elegantni ivahou (Journal de Math. pures et
appliquées, 4¢ série, tome V, 1889). Naopak obdriel p. Hermitc, vychéazeje
z vysledku Stieltjesova, vzorec (28), a dokdazal jej nanovo zpisobem od nasich
tivah zcela riiznym (Mathem. Annalen, sv. 41.). Vsecky tyto vzorce plynou

z nad{ rovnice (25), jiz jsme na zdkladé theorie Malmsténovskych fad odvodili
na jare 1893. —

Opravy. Na str. 22. m4 ve vzorci (36) prostfedni fadek zniti
= log [sin (2 4+ v) # . sin (w — v) #] 4 2 (2w log w + (1 — w) log (1 — w)) .
Na str. 27. m4d v rovnici (8*) druhy &len pravé strany zniti

.1_ mist _1_, ___1__
2ar T g A1

Na str. 46. v poslednim fddku md v integrdlu pfi u% v exponentu stéti
Cinitel z.
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Vytah z dopisu pana Karla Hermitea.*)

V PatiZi, dne 7. listopadu 1894.
... Vzorec pro rozvoj D, log I' (), ktery jste k mému potéSeni obdrzel,

Dglog I (2) sinﬂr—{—%cos nz4 [log2a-- I'(l)] sinnz

=Zlog71—;i_~l sin(2u+41)~r,

jsem oddvodnil, jak nésleduje.

N4sobiv 2sin (2 #4- 1) 7z shledivdm nejprve, Ze integrél levé strany,
vzaty od 2=0 do =1, se redukuje na veli¢inu
1

\ 2sinzz.sin2rn+4 1)nz.dlog I' (x)
( Do .

=S cos 2nnxdlog l"(z)—Scos(2n +2)mzdlog I'(z) .
0

Jeito mame vzorec

g —1 J

0
’ y

D log I' (z) = S ﬂy—_e—)d}’,
o0

sta¢{ uiiti vyrazu

1
S cos2nnx ey dr——— 2

g—1 4+ @2nn)t
]

pro n a n-} 1, abychom shledali, e pravd strana rovnice (1) zni prosté

1]

S [}"-1—("27”1)’ —'y'—{-(z:-{-g,,,)-]dl’-

- OO

Tu poznamenavam, Ze plati vzorec
0
S ydy 1 1 (2 n n)®

FE a2 E TG

-
*) Origindl viz v Bulletinu.
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takZe koneéné zbyvd pouze voliti za 4 nekoneénou hodnotu ve vyrazu

Liog[BC@rt2.m0 (@nm
?103[ T @ '(2n+2-")'J'

jehoz limita skutecné d4 vdi vysledek log _”—‘T‘_l— .

V pifedchizejicim dluino vylouéiti pfipad » =0, ktery mne vSak zvl4ité
zajimal a k némuz se tuto obracim. Mame tudiz

1
2 Ssin”nxdlog rzy=r(l)y—log2=,
o

a nahradimeli 2 sin?*z 2z hodnotou 1 — cos 2 # £, obdrZime konecné

0

1—o Y —
S[ 7 —y'+4n“]dy—r(l)_log2"'

— 00

coz podivd pro Eulerovu konstantu vyraz rlzny od integrilu

a ktery se vztahuje k logarithmu integrdlnému.
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