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VESTNIK
CESKE AKADEMIE CISARE FRANTISKA JOSEFA

’

PRO VEDY, SLOVESNOST A UMENI.

ROONIK 11. PROSINEC 1893. GisLo 9.

Referaty a zpravy v8decké, slovesné a umélecké.

0 Catalanové stanoveni mmnohonisobnyeh integrali.

Napsal M. Lerch.

Ve svém zajimavém pojednian{ ,Mémoire sur la réduction d’une classe
{’intégrales multiples* *) pan Eugen Catalan podal methodu stanoviti mnoho-
nisobné integrdly, kterA v pripadé integrilii dvojndsobnych a trojndsobnych
jest Gplné jasma, spolivajic na predstavach geometrickych a mechanickych.
V pripadé obecném pak mé spiSe povahu divinace nez ptesného dikazu.
Mé4m za to, Ze bude prospésno vyloZiti na tomto misté methodu zaslouZilého
udence belgického a podati ptesny dikaz jeji v pripadé obecném.

1. Komplanace trojosého ellipsoidu vede k integralu

" P Y P )
A== W\/l Ol W PO
-zt —y*
vzatémun nad oborem
22492 < 1. (x,y kladné i zdporné),

pri ¢emz a,b znadi ryvzi zlomky.
Klademe-li

]—a 2p% — bu
F e —
\ 1 —z%— y?

mazeme integrd]

o )

A —\\zda:d_(/

pokladati za krychlovy obsah télesa omezeného vélcem 2% y* = 1, rovinou
zy a plochou znazornujici funkei 2. Rovnici této plochy moino psati

(2 —a)a* 4 (* —bYHy* =2 — 1.

Pokladame-li v této vovnici 2z za stdlou, predstavuje v roviné zy priimét
rezu plochy s rovinon rovnobéinou s zy. T)to priméty jsou realné poéinaje

]JlOllVlllC‘ll\ zurnal, sv. 4., 1839.
41
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od #=1, (kde ez redukuje se na bod & =y =20, ¢ili na dvojici pomyslnych
pEimek) a jsou to patrné ellipsy podobné a podobne poloZené. Pro z—=oo
piejde ellipsa v kruh 2® - y* = 1.

U\aZque dvé z dotCenych ellips, jez prisludeji parametrfim 2z a z—|—dz
tyto omezuji vénec nekonetné maly, a &asf télesa poloZenou nad timto vén-
cem volme za prvek hledaného krychlového obsahu;tato ¢ast je patrné duty
valec o vy3ce #; zakladna jeho rovna se rozdilu ploch obou ellips [2] a [z} dz]
ponévadz plocha. ellipsy [#] m& hodnotu » XY, kde X a Y znati polouesy této

-1 1

ellipsy, t. J. X:V =, Y= /__'.."__

5 ; bude zikladna dutého
z* — a® g% - b*?

vilce dana differencidlem #d(XY) a nas prvek bude

rzd(X1),
tak 7e mame

A:nS £d(XT).

Tim jest Gkol nds v podstaté feden, vie ostatni je véci naprosto formaini.
Catalan vozviji differencidl d(XY), a nachdzi vysledek, ktery nechceme
reprodukovati.
Poklidejme radéji posledni v¥raz za limitu integralu
N

J = S 2d(XY)
z=1

pro N = oo o pretvofme tento Castetnou integraci. Tim vznikne

XYds

X
N?—1 y/N:2—1 (
NQ___ u‘! AT‘.' . {}2

1

,]':N.\/___...__‘ ST

aneb
N

72 2_ *
J=N (\ 1‘ _1 Bk =L _ 1)--—8()«717-..- Ndz-t1.
i

N" h*

Prejdeme-li k limité pro N—= co, mame

(o o}
imd = \ 2d(XY) = 1 + S (1-—-XY)ds,
l’.

n%g

1

g

a tedy

(oo}

) 22
A=n + b4 5 I:l - ol :..:.'}._. -:-] dz
L TVE @ e

J rd 1
Transformaci z = plyne odtud

1

A=n-t+n S[l — e _1__-—x9 —_— :| g——f,r—
' \, (l - (lg.’l.'"') U - b-zx'z) -

0
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aneb
1

A=are [1_ V(1—a2x2)1(1—b2x2) ]ii

o

1
dx
T ”S Vi — «229) (1 — bozY)

0

2. UvaZujme nyni integral

| —a, 25,2 —a28,2— . —u,25,° .
A=SSSV 1_§! R, Tt dsldé'g...dg,,
1 — Se e an
vzaty nad oborem
§24&2+ ...+ 82T (& kladnd i zdpornA),

pri ¢emZ a,, a,,...a, jsou ryzi zlomky.

Znamename-li

/ 2 2e o 2t 2
‘( 1 — 4 Slg — ty :?«z ..y Etﬂ ¢ ('C & ¢ )
) —_—
Q - 0 - 0 L1 Y20 5y N/,
1_51 _gq _-nl'_"';n

mame

AZSS"”S‘P(%“.,E...,---En)dfl dg . dfn, §7H& ... 82K

Studujme nynf obor 2, dany nerovnostf
9,5, . &)<l 7,

kde z je kladné a nutné véts{ nez 1, ponévadZz funkce ¢ je vidy >1,
a pouze pro & =§& =...=¥%,=0 m4d hodnotu 1; nerovnost posledni lze

psdti
(@® —ah &0 (@ — 0,) §°+ . (@ - @) RS et~

a odtud patrno, Ze obor ¥, leZi uvnitf oborn

ktery mozno znamenati Moo . Je-li dz kladné, pak obor .14, obsahuje

obor 9. . Integrél
A, — SS...S(p(&,,&.“..._&n)d,t,(ZE._,...dSn

vzaty nad oborem . bliZ{ se integralu 4, roste-li 2 do nekoneéna: jest A
hodnota funkce 4, proménné z pro z = co .

Je snadno stanoviti hodnotu differencialu d A,. Nebot d Az — Az 4.ax
musi h¥ti rovno integralu

74, = gg _..Sm(s,.se....sn)d_s, A5, ..dt.

— A,
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vzatému nad oborem d¥., ktery se skladd ze vSech mfst oborn A4 q. polo-
zenjch zevnd oboru A, ; obor d 9, tedy se skladd z wist (§,, &, . - &n) pod-
robenjch nerovnostem z<<o¢(&,,...&) << x-}-dz; ponévadz da: je neko-
nelné malé, mizeme pak psiti

dA,:SS...Swd&I d§n...d§n:=a:gg. .Sd&ldfg...dé‘n,
aA, adAy

a zbyva nam vydetfiti integral

dz’;ngg...gdg, ds, ...ds

vzaty nad oborem d . ; ten jest differencidlem funkce B, dané integrdlem

B, — \g...Scls,dgg...dgﬂ

vzatym nad oborem 2, Tento integrdl bude nam tedy predev§im uréiti.
PonévadZ obor integratnf 2, je definovAn podminkou

@ - a5 @ — e B R e 5 <at— 1
R V.c‘*' 1 . ‘ ]
polozme &, e, (x=1,2,...1) a obdriime
0 f-) ’
\'x e

n . -

— .
[z —1 .
szl] 21 \\...\dm,dxg...dx,,,
=1 ¢ [

kde integraéni obor bude
R L S R o L i I
Integrujeme-li nejprve dle z,, miZeme nahraditi S d x, integralem

n cn

ury

2 de,., po té mozZno podobné pri integraci dle x,_1 zavésti dvojnasobuou
0
hodnotu integralu v mezfch 0 a &,_; atd., tak Ze nalezncme

B, =29~ H

11 2—0,. SS...'\(IQ;, dz, ...dxz,

s oborem z,2 42,2} .. .42 <1, 2,20, 2,>0,.. 2,20.

Tu ale moZno zavésti transformaci

z,=V7., (x=1,2,..n),
¢imz se obdrZi

C 1 dz, dz,...dz
o oo\dz,dz,...dx, = — 1 _c2 z
( ) S’g 5 ' : PA SS S vzl 22 Y

g oborem integraénim ¢, +2,+ ...+ 2, <1, £, >0.
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Integral ten je zvldStnfm pifpadem integrilu
SS D gzl-'n—lz',’s—‘ g (=2 —2y — ... —z)p—tde da, ... 0%

2, >0, z,+zg+...—an§1.,

p1"i temz s, $;,5,,...5, jsou kladné konstanty Zhamene_]me tento integral
J (5,8 ....5,,5) a stanovme JeJ tak, Ze ne_]drlve integrujeme dle 2.; PO-

loZme 2, = (1-—.zl — 8, — ...— #n—1){n, i obdriime
_ Sg—1 —1 g =1
J(S,,---Su,8)=g---sz'."’ loggn=t... 2, , (—&—tg—...—fa—1)"

1
dﬁl e dﬁn_], S‘C,":n—l (1 —_ cn)a—l dé‘n )
[}

a ponévadz
1

b1 . _ T(8) I'(s)
§Cn (1 —25w) lan——m)—s
méme
J(S$3,55,--80 8) = j:g) Ff:))gg S. z:n:;—l

X(l—~2, —...— )" " de,doy. .. doa_y,

s integraénimi podminkami
2>0, s+ .. ta4_1<1;

vysledek ten lze psdti
N F(S) F(Sn)
J(S),8 s 80,8 = IG5

a ponévadZ z t¥chz dbivodd
J(5 .80, «-%a—1,5F8.) =

I'(s—+ 82) I'(Sn—1)
F(3—|—3n+sﬁ*11) J(slasg «Sp_9 S+ ?l'l"sn—l)

J(slusg---v31z—213+3n+3n—-1) =

(st sp+ Sn—1) I'(Sn—2)
r(s—f“‘?’n"l_sn—-i_l"sh_ J(‘S‘l!' "Sﬂ—3is+5'n+‘q"—1—|_sﬂ_2)-‘

J(8,85+ - Sn—1,5F ),

Fis—4sp+8a-14.. —|—s ) F(s )
A IR ey o o e
mame po dosazeni hodnot vzorec
() I(sy) L(sa—1) ... L(s) I'(s)
TS0 8) = T s su—i . sa 5
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dili
SS L S zlm—‘l-zgﬂ;—l .. -Tn-—i (1_zl 5 '_zn)n-—ldzldzg_ --dﬂn

_rerE)rs,) . ..
F(3+31+sa+ )’

(1)

kde integrani obor dan podminkami

2.20, 2,4+ 2+...+Hsl

. . 1
Klademe-li v tomto vzorci s—=1, s, =4, (*= 1,2,...7)
mame

7

SS S doy doy . . . don_ r(y)" n
A R I PR r(1+") ri-+s
N4s integral (e) tedy mi hodnotu

»

1 n?

Trot+yp’
a tedy

@) B—— _JIVE=L.

F(1+ 3) m= NE—ad
Pri tomto oznadeni mame, jak vySe nalezeno,

dA,—=axd B,
a tedy

Az—-:gdew,
1

takie hledany integril 4 bude -

o0
(%) A:Sdez.
1

My radsji pietvoiime vyraz (8) &4stetnou integraci; piSme

R(w)—H\(”"“l — ’“’“—1 F-1 a1

- alg- xﬂ__a:': xl‘__ aﬂ‘-
a bude

n

E
o 3

= — zd R(Z);
F(1+§') 1
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tu pak mame

»

Sde(w):nR(n)—SR(x)dx
1

—n [R(n)-—- 1:| 41 —Sﬁ[R(w)*l}dw

a odtud prechodem k limitd pro »= oo

o0

Sde(x):l—gl[R(x)—l] dz .

1

Nachazime tedy

(& o]

r (1”4:_%_){ al 'S [1 V@ —a) ‘(:::ai); (@ — a,ﬁ)} d‘”]'

kde A znaéi n-nisobny integral

" l_a 4 2-—61 2§n2 -"'_ang En :
(3%) A:SS...S\/ 1’_5'&,2:5‘2_____ e A5 AL dk

—

(G

(B) A=

vzaty nad oborem
G2t 82K, 520,

Kdybychom byli s Catalanem provedli differencovin{ u vzorei (8), méli
bychom

n

3h) -7
& ri+2)

'n

S.. 2 (e* — 1)° da S (1—a1 1—a2 . +1—an)‘

1 Viz?—a,% a2 —a,? ... — an®

3. Catalan® v odstavei V. svoji prace vyjadfil svou methodu v pifpadé
nejobecnéjSim takto:

Predpokladejme

1° Ze mAme stanoviti integral
A=SS S F o be 8 F[0 by E)]dE A A

2° Ze proménné integraéni jsou kladné (pro jednoduchost) a hovi podmince

kterd definuje obor integradni;
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3" Ze funkce ¢ (&,, & . ... &) obdrZi hodnoty znimé « a ﬁ, kdyZ volime
§,=¢=...=&,=0, a kdyZ tyto velitiny hovi rovnici ¢ (§, ...&)=0;

4° 7e integral

\5 S F& &, 8)dédE, . .. dE,
vzaty nad oborem !)
£.20, 9o ,&,.... &)<y
je znamy, t. j. dovedeme jej stanoviti jakoito funkei B (v) proménné v;
5° ze konetné obor ¥, dany nerovnosti g (£, ,8,,...5) <o jest ob-

saZen v oboru integraénim v (§, . &, ....£,) <O, a Ze probiba-li v od « do B,
mista v oboru 2, plobéhnou véecka mista “oboru integraéniho.

Tuto podminku musfme lépe a presnéji takto vyjadriti.
Pfedpoklédejmc pro uréitéjél’ predstavu, Ze 3> «; & jest hodnota funkce

@ pro & = g,, =...=§&,=0. 3 jest hodnota funkce ¢ spoletnd vSem f-
stiim, pro néz y _O obor ‘7[ dany podminkou ¢ < v obsahuje jediny bod
=&=...=§& —0 je-li v =«, ale spl¥vd s oborem integratunim, je-li

v=_4; obor Wy + o vztahqucl se k parametru » -+ dv >v mus{ obsahovati
cely obor %, ; takZe roste-li v, obor A, se rozdifuje.

Za téchto podminek bude
r
= \f'(v) 1B (v

Toto Catalanovo tvrzeni takto se dokdze.
Znamenejme 4, integrél

A,,:SS, S]’ 517“2 ,,,gn)f’:q)hl,kg,-.-.ﬂtn)] d§| d'_'-cg---débn

vzaty nad oborem 9, ktery dan jest nerovanosti
Cp('»gi "5‘21"-5'”)207 ':t/ _>:Ua

pak bude differencial
’ dAg:Av—l-dv_Av
roven integralu

dd, = SS SF(gl,sg,... ) FloG &, &) dE dg, ... dg,
vzatému nad oborem ¥,y g4 — A, = d U, definovanym nerovnosti

vgqy(S,,E.‘,...fn)S;v—l—dv.

V tomto oboru jest ¢ takméf rovno konstanté v (ponévadZ dv je velmi
malé) a tedy mame

dA,;:f(v) SS v g F(§|7§2|---5tn)d§| d§2-~.d§n-
a,

Y) Catalan pravi ,v mezich §, =...=f=0a @(§,...fx) L v."
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Integrdl, kterym se v pravo f(v) nésobi, pokiddati mfizeme patrné za
differencial integralu

B(‘U): SS"-S‘F(slr‘sna"'En) d'f] d&g'--_-d'fn

vzatého nad oborem %, ; je to tjZintegrdl, o némz byla vie Fe¢. Mame pak
d4,=f{®dB@),

tedy, ano 4, mizi pro v=u«a,

A, = S f(®)dB(v).

Pro v =4 prejde dle podminky 4, v dany integrdl 4, a tedy mime
A = S f'(v) dB(v),
coZ jest vzorec Catalantiv, ktery tedy dokazin.

Poznawmenejme jelté, Ze se integraén{ obor daného integrilu nejlépe
charakterisuje podminkou

¢ b KB,

4. Jakoito applikaci uvainjme s Catalanem integral )

d= SS g&'l"l_i.f._,’z—i...

1""“\ 5.—%&3_---—%&

$
.Sﬂsn_.( Ty ey S———— ) dk dk, .. d&,

vzaty nad oborem

Si+&+. . FRST,
pri CemZ a, znali ryzi zlomky.

Volime-li
1-0, latI —'azg'z—""—'(’u;cn
1_51_53_--'—& ’

V=

méme pro obor ¥, podminku

@—a)§+w—a)sh—+.. (v —an) s Sv—1;
bude tu pak e=1,8= o0, a obdriime

[a o]

.ﬁl:Sv“dBw),

1

1) Integral, jejz Catalan v odstavei VI. vySetfuje, jest jen zdanlivEé obecngjim.
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klademe-li
B(v)= SS §§1’1‘1 et 5 dg dg, .. dEa .
%, °
Abychom tento integrdl urdili, provedme substituci

v—1
v — G,

£, =

z. ,

i obdrzime

n 8, v ]
v—1 _
B(v)= —) . Nzttt g, da dy
= v— Q. el ! <

zn+z,4+...F+z2.Z1, 2. 20.
Dle (1) mé tento vyraz hodnotu

n

. b1 I(8) T(sy) ... T(sy)
o=l rdf o

a tedy na§ integral pivodni mé& hodnotu

o0
L(s,) L(8,).--I'(ss) K
4= d R (v),
R s ot )" ¢ FY
kde poloZeno
— 1ttt
R()= =1 ,

—a)w—a):. .. (v —a)™
kteryZto integral lze podobné pFetvofiti, jako jsme to vySe udinili.
5. UvaZujme dile integral

4L=Sg.ug§m—%ﬁ—ﬁ.iﬁf*mGr+&+nu+¢ad&d&n-

vzaty nad oborem

b+ RS, 520,
E+&+ .. .+ &<,

obor A, zde bude

tedy e=0, f=1.
Funkce B (v) jest v nasem pripadé

B(v)= SS . g g1 5 TNaL AL, ... dE,

LE4+&E+.. T8y, £>0.

a m4d hodnotu |
B(v) = vhT ot +o I'is,) I°(sy) - . - T(sn)

IA—Fs,ts,F.. Fsa)

dxy
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takZe mame dle vzorce
1

4 = Scp(v) d B ()

vysledek Liouvillefiv
1

S p@)vntat. ta—1dy,
0

rs)rs,) ... s,
rés,—+s,+ ...+ sa
6. Catalan@iv obecny theorém 1lze 1épe a obecnéji takto vysloviti a do
jisté miry roz8iriti.
Integral

A'zSS"'SF(&;,52,---57;)1”[0’(5:,§ua---§n)]d51 A6y - da

4=

budiZ vzat nad uréitym oborem 9 (ktery miZe obsahovati i negativni &);
necht na okraji tohoto oboru funkce ¢ ma hodnotu stalou 8, uvnitf pak je-

diné minimum §%&,°...§,° a 24dné maximum; tuto minimélni hodnotu
¢ znamenejme «.

Obor U lze pak charakterisovati podminkou
(&, %, .- 8)SE;
je-li » mezi « a 8, znamenejme %A, obor

qj(gligea"‘gﬂ)gva

a predpokladejme, ze U, 4» obsabuje Gplué obor A, . Znamendme-li pak

B(U)ZSS...SF(‘EI,SQ,...»_‘Sn)dstl(l&g...d&n,
Uy
bude

8
4= Sf(v)dB(v).

Nynéjsi stav otazky experimentalniho diabetu po vynéti mikteru.

Podava Alois V. Velich.

(Dokonéeni.)

Pri dosavadnich pokusech dila se zminka vZdy jen o operacich na psech;
sludi proto drive, neZ o vlagstnich pri¢inadch vystoupen{ tuplavice cukrové po
exstirpaci mikteru, ¢&i spiSe o hypothesach zjev ten vykladajicich se zminime,
uvésti i pokusy. jeZ v tomto sméru na jinych druzich zvifat vykonany byly.
Minkowski, jenZ spolu s Mehringem, jak svrchu ¥eleno bylo, dokazal, Ze
po uplném odstranéni mikteru vystoupi w psl bezvvjimec¢né diabetes mellitus
v nejtézs své formeé, konal pokusy s exstirpaci mikteru i na kockach, kra-
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