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Nékteré tkoly poctu integralniho daji se pohodln& fesiti pomoci t. zv.
funkci vytvofujicich (fonction génératrice), jez zavedl Abe/; nazyvd se tak
funkce f(z) hovici rovnici

o0

gr-“f(x)d:v: 9 (a);

0
uzivini této methody vsak vyzaduje dikaz véty, Ze za jistych okolnosti
suréujici« funkci @ (@) pfisludi jedind funkce vytvofujici f(z). Provésti tento
dikaz jest icelem ndsledujici vvahy; v odstavci I. pfedesldna véta z nauky
o fankcich realné proménné, kterou jinym zplsobem dokdzal p. IIeierstrass
ve spisech Berlinské akademie a soucasné p. Runge ve svych universitnich
predndskdch r. 1883, z nichz poddn struény vytah v casopise Acta mathema-
tica, sv. 7.

Tuto methodu vytvofujicich funkci méli jsme na mysli pfi pozndmce
pod ¢arou, jiz jsme ucinili pi své praci Mittheilungen aus der Integralrechnung.*)

I. Budiz f(z) libovolnd konelnd a spojitd funkce realné proménné z,
obsaZiené v urCité mezete (@...04); pak lze sestrojiti fadu celistvych funkei
racionalnych

R (2), Ry (@), Ry (2),... Ry (),

které v celém intervallu (2...4) stejnomérné s rostoucim » hodnoté f(r) se
blizi, t. j. vyraz
lim R, (z)

n= 00
konverguje stejnomé&rné a rovnd se f(r).

Diikas. Volme klesajici fadu kladnych konstant
(1) 3, >8>8>...>0>...; lmd=0.

Intervall (a...#4) rozdélme na r dild rovnych, a nazveme A, bod, jeho% sou-
fadnice jsou

s(b—a)

b—a

—a+- L r=f(atsE

*) Monatshefte fiir Mathematik und Physik, 1. rot.
1%
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Tim obdrzime na kiivce y = f(x) zndzorfujic{ pribé&h nasi funkce »-}+ 1 bodd
Ay, Ay, Ay, ... Ar. Lomend ira Ay A4, A, ... A, (sloiend z ptimych délek
A; As41) bude se celkem malo liSiti od &iry y —f(x), jeli » dosti veliké,
t. j. rozdil mezi funkci f(x) a mezi funkci @ () zndzornénou touto &arou bude
veskrz mensi neZ dana veli¢ina. Kterémukoli éfslu # z fady 1,2,3,... miZeme
pak ustanoviti &islo » =am, tak, aby timto zplisobem vznikld funkce ¢ () —
jiz znamendme nyni g (%) — liSila se od f(z) o velifinu mensi neZ —.,}d,, .
t. j. aby v celém intervallu (a...?)

1
f(x)—q’n(x)|<§6n .
Ziroven ale znamename 2, nejmensi z hodnot 7, pro néZ tento pfipad nastane.

Intervall («...4) rozsifme po obou stranich o délku &, t. j. uvaZujme
naddle intervall (¢ —s...6+4¢). V Castech (@ —s...a), (6...6+5) nove
ptipojenych funkce @, (x) neni jesté definovdna. Volme tedy v prvni &asti
91 (T) =@u (a), v druhé ¢, () =g, (6). Pak bude ¢,(z) funkci koneénou
a spojitou v celém intervallu (¢ —s...6+4¢), jeZ je zndzornéna lomenou
Carou. Dd se tedy tato funkce dle zndmych vlastnosti funkci Dirichletovskych
vyjadiiti fadou

2: x—z—l-—
o (n) « 8 8
Pn (Z) = - a, COSb I . 81”,

kterd konverguje stejnomérné v oboru (a@...4). Ndsledkem stejnomérnosti
konvergence nasi fady miizeme ustanoviti Cislo*) »’, tak, aby soucet

z—a-s

a,™ cos y
b—a—2s

b4
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v celém oboru (@...#4) byl absolutné mensi nez %, takZze pak rozdil mezi
¢n () a funkci analytickou
my—1
z—a-ts
= (n) - - -
Yn (2) VZO a,™ cos F—at2s v

J
bude mensi nez ?" a tedy pro viecka x mezery (a...0)

/(@) — ¥a @) | <3 .

Funkci v, (z) 1ze pak rozvinouti dle pravidla Taylorova v fadu stdle konver-
gentni:

Yn (Z) = E b,("):v' ’

vy=0

*) A sice volime zasm’, opét nejmend{ &fslo hovici nadi podmince.



b

kterd tedy rovnéz konverguje stejnomérné v mezefe (2...4). Znamenejme
nyni 7’'» nejmensi &slo té vlastnosti, Zze zbytek

o0
b, ™z

y=1m"n

. . 0 s
je v celém intervallu (z...4) meni nez -, a polozme

3
mia—1
(2) Ra(z) = E ALY g8
vr=0
Pak bude
, ()
@) — R@) | <
a tedy

!f("“) — R, (-7/) < &y

Volimeli po fadé » =1,2,3, ..., sestrojime tim zplisobem zakonitou fadu
funkci tvaru (2)
(2') R (2), Ry (), Ry (7)), ...
a jez maji tu vlastnost, Ze R,(z) se od f(x) li§i o velitinu mensi neZ je 7-ty
élen fady (1), t. j. 85. Tim je véta dokdzina.

IL. Bud nyni f(z) funkce koneénd a spojit4, dana v celém intervallu (0. .. oc)
a necht existuje pro viecka «, pfevysujici jistou mez, integral

3) Se‘"f(x) dz = ¢(a) .

Pak sluje dle Abela f(x) funkel ;l}/ﬂ/or!ly'l'ci (fonction génératrice) vkon ¢ (a),
kdeito q (@) sluje funkci wrdujici (fonction déterminante) tikon f(x).

Ze k dané funkci vytvorujici existuje jedind urlujici, je patrno. Plati viak
¢z dilezita véta:

Dané funkei uriwjici ¢ (a) mitic odpovidati nancjvys jedna funkece f(z),
klera ji vytvoruje.

Kdyby totiZ existovala jesté funkce f, () hovicf rovnici (3), t. j.

o0

§r°=f‘ (@)dz = 9(a),

pak bychom obdrZeli odedtenim obou rovnic

o0

Se‘“[f(x) —fi(@]dz=0.



Aviak
S(@)—f (@) = /(@)

je konednd a spojitd funkce v oboru (0... o), a my dokdzeme, e pro takovou
nemiize integral

S e f,(z) dx
1]

pro viecka @ zmizeti. Zavedemeli proménnou z=¢—*%, pfejde integrdl v na-
sledujfct
1

J,,:S:a—lf,(z;)dz,

o némZ se ma dokdzati, Ze nemizi pro vsecka a prevySujici jistou mez.
Funkce f, (/ %) = y () je spojitou ve vSech bodech mezery (0. .. 1), nanejvyse
bude bod 5 =0 ¢initi vyminku. Bude ndm tedy dokidzati nemozZnost rovnice

) Ja=Sx«—'w(z)dz=o

predpoklddané pro viecka a pfevysujici jistou mez. Omcsime se dokdsati vétu
pouse pro ten pripad, Ze cxistuje velidina c, pro nis

(5) lir_no xf lp(.’l;) =0.

Volimeli pak z¢y(z) = y(z), a zaménimeli @ za a ¢, prejde (4) v
1

4) J’a=Sx“—‘x(:r)dx,
0

kde funkce y(z) je spojitou v celém oboru (0...1).

Pak existuje celistvd funkce
n
R(.’L') == 2 Av x,
y=0

kterd se od y(z) lisi o veliéinu, jeZz v celém oboru (0...1) je mensi neZ
pfedepsani veli¢ina &, t. j. bude
|1(@) — R(@)[ <8
Ze vzorce (4') plyne, ano a+}v>a,

1
Tagr = S zatr=1y(2)dz =0
0



a tedy
1

W A4 T = §z~=—* 1(@) R(@) dz =9
r=0

t. j.
1

51«—11*(-1:) dz+Sxa—1z<z> [R@) — 1@)] =0

a odtud dle posledni nerovnosti:
1 1
Sz«--l 11 (@) dz < 8 S 241 1(2) | da .
0 0

Integrdl na pravé strané nezdvisi na volbé funkce R(z), t. j. na 8, a tedy

plyne odtud, ze integrél
1

g 22— 14%(z) dx

]
je mensi nez libovolnd veli¢ina kladnd, coz vyzaduje, aby zmizel. Ano y%(z)
je funkce kladnd, musi byti nullou, t. j. y(x) = 0. Odtud plyne, Ze téz
funkce ¢ (z) t. j. f3(/ %) je identicky nullou a véta dokdzdna.

Pozn. Dluzno podotéiti, Ze supposice (H) obmezuje vieobecnou platnost
nasf véty do jisté miry. Zddajic, aby lim a¢y(s) =0, t. ). aby lim e <= £, (z) =0,
= 00

dovolila podminka ta provésti dikaz pouze pro ony funkce f(z), f; (%), jichz
rozdil se stane zirovei s z nanejvy$ tak nekoneénym, jako jistd funkce ex-
ponencialni.

Obdrzimeli tedy né&kdy vztah

o =} o0

S et f(z)dxr = S —acfi(zx)dx

platny pro vsecka @ dostateéné velikd, budeme jen tehdy moci souditi
na rovnost

f@=5A@,

jeli lze uréiti kladnou veliéinu ¢ tak, aby

lim e (&) — /1)) = 0.
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