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Příspěvek k nauce o množinách bodů v rovině. 
Přednesl Matyáš Lerch dno 23. května 1S81. 

Budiž M libovolná množina bodfi v rovině. Nalezá-li se v rovině 
této bod a' mající tu vlastnost, že se v každém jeho okolí nalézají 
body z M, nazývá se, jak známo, « ' hodem hromadným množiny M, 
iiHchf pal; již sám je prvkem této neb není. 

Známá věta Weierstrassova praví, žc množiny vykazující v ko-
nečném oboru nějakém neomezený počet prvků mají nutně aspoň 
jedno místo hromadné. 

Soubor míst hromadných množiny M zove se její derivaci či 
množinou odvozenou M'. Má-li talo opět. místa hromadná, tvoří jich 
soubor množinu il/", která je druhou derivací M" množiny M a til-

Tak obdržíme řadu množin 
(i) M' M" 1\V" . . . AVv~l) M , v \ . . 

v níž je každá obsažena ve všech předcházejících, takže veškery prvky 
množiny M v - jsou xároveii prvky množiny atd. 

Dokažme to pro v — 2. I3ud a" libovolný bod množiny M": 
je-li pak ó libovolně malá dauá veličina kladná, opišme kol a" kruh 
poloměru d, jejž znamenejme (a"). Jelikož bod « " j e hromadné míbto 
množiny /!/', musí se vždy uvnitř kruhu (a") nalézali body množiny 
M'\ biu! m' jeden z nich. Opíšeine-li kol »»' kruh (wr) poloměru 
d a"mr, kterv je tedy všecek uvnitř kruhu («") obsažen, shledáme 
podobně, že .se v lomto kruhu také nalézají body množiny M, poně-
vadž wť je bodem hromadným této; libovolný z těchto bodfi m na-
lezaje se uvnitř (m') nalézá se též uvnitř <«"), a tedy obsahuje každé 
okolí bodu o" hody m množiuy M, takže a" je místem hromadným 
pro M a jako takové náleží prvé derivaci-

Kada derivát; (1) je bud honečná neb neomezená, ZakouěMi se, 
tedy je posledním prvkem jistá množina která nemá více bodfi 
hromadných. V každém konečném oboru nalézá se dle výše uvedené 
věty Weiertifrossom/ nanejvýš konečný počet, bodu z M^K Y tom pří-
padě sluje množina prvého rodu (genre). 

Sestává-li z konečného počtu bodů, zove se muožina pů-
vodní M racionalitou druhu n. Je-li naopak počet bodů v M(n) neome-
zený, je množina M iwacwnaLnou. V tom případě můžeme jí přiřknouti 
symbolický bod hromadný oc, takže existuje derivace ilí ( , H 1 ) sestá-
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vajírf z jediného bodu v nekonečnu. Stanovíme-li pololiu bodů v rovině 
komplexními hodnotami, můžeme množinu irracionahiOLi přetvořit! 
v rarionaluou následujícím způsobeni. límT u hodnota, jež není prvkem 

ani v M ani v AI': iiřiřadíme-li každému bodu z bod s, = --- • 
1 Z tt 

přetvoříme tím množinu M v muo/iuu M%, která je všecka obsažena 
v jistém konečném oboru omezeném kružnicí se středem v o. NeboC 
poněvadž « není ani prvkem množiny M ani bodem hromadným, 
existuje zajisté jistý kruli určitého poloměru se středem v re, uvnitř 
kterého není bodu množiny il/. a tento kruh přejde transformací naší 
v kruh ¿>, jehož vnitřek odpovídá vnějšku kruhu kol «. Hody hro-
madné irrncionalné množiny M , M ' . M " . . . transformují se patrně 
opět v hromadné body množin fl/, , M\ , J\l'\ a mimo to přibude 
v bodě % = o příslušném ku z — oo nový skutečný bod hromadný 
množiny AIf\ jenž odpovídá symbolickému bodu hromadnému oo. 
Množina , jejíž derivace MS*1 '> sestává z jediného bodu o , je 
patrně raciomilnou. .le tedy rozdíl me/.i miio/iiiaiiij racionalnýnii 
a írraťionaluymi pouze formalny. 

2. Jeli množina M derivací nějaké množiny obsahuje 
všecky body prvé své derivace M'. X toho plyne, že mnohdy nelze 
iitvořili nino/iuy M( kíeré by přúsliišela řečená vlastnost. 

Nazývejme iqnavťnou ti modifikovanou, každou množinu K))l(M,M') 

— ji?, která obsahuje zároveň veškery .své body hromailué. Takovou 
lze utvořili L každé množiny dané, připoj Mi se jí pouze její body 
hromadné. 

Nyní dokažme větu: 
Každé modifikované množině 1. rodu M v rovině náleží nekonečný 

•počel množin M~l\ klaní ji mají za ttvou první derivaci. Takové Umo-
žiuy zovou se prvýini kontradcrwacemi množiny Jíl. 

V řadě ťlánkft uveřejněných v Coinptes Itendus pařížské aka-
demie r. 1882 doká:zal p. Alillmj-Lcfler, že lze pro každou danou 
racionalnou množinu modifikovanou M v rovině utvořiti funkci jedno-
značnou ilf), která má ve všech boderh množiny M a jen v těchto 
místa podxiatnií zvláHni (wcscnllich singuláre 8 tel len). 

O každé rarionaluí množině platí pak známá věta, ze je seřci-

ditclnou (iiiá mohutnost přirozené řady čísel), takže lze prvky její uv 

napsali v řadě 
( 2 ) u\ « 2 « 3 . . . n v . . . 

která sc skkídá toliko 7. prvků množiny M, jejížto každý prvek též 
naopak v řadě a to pouze jednou přichází. 

Ti.; Natlivmnl|0k0'|iíiiud0vMcukA. 1j5 
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Dále dúká/.al p. Ptcard (Cumptes Kcndua 1870), že v okolí 
každého svého místu podstatné zvláštního obdrží fnnkce jednoznačná 
komplexní prcmčnué veškery možné hodnoty, vyjímaje nanejvýš dvě, 
které pak mr/ývati mažeme kritickými. liuďtež tedy vt v., kritické 
hodnoty příslušné zvláštnímu bodu , r , vA kritické hodnoty pro bod 
i/2,v5t?6 pro ald. Patrně lze pak uapsati všecka vt v hulě 

(3) iíj v., v-n .. .v, . . ., 
takže kritické hodnoty funkce jednoznačné tvoří množinu seřaditelnon. 

Dle známého theorému Cantorova*) existuje pak nekonečně 
mnoho hodnot </,, jež nenáležejí řadě (3) a při noj menším vyplňují 
spojité křivky (oblouky kruhové a p.), Lakže množina hodnot tp má 
mohutnost kontinua. Je to právě množina hodnot, jež obdržcti může 
funkce F(x, 31). Tudíž: 

Soubor všech hodnot, jfž obdrželi miižc analytická funkce jedno-
značná a monogcní. tvoří vždy mtiožmu mohutnosti hintimm. 

Buď g>0 libovolný prvek této množiny ; pak tvoří kořeny x rovnice 
F( x , M ) — <p0 

muožiuu ¿(<F(1) zajisté apantachickou (diskrétní), jejíž prvá derivace 
shoduje se s množinou M míst podstatně zvláštních funkce , M\ 
což z vlastností základních těchto míst bezprostředně vyplývá. Každá 
z těchto množin •>,(gpn) jest kontraderivací množiny M. 

Yčía dokázána pro nmožiuy racionalné; poněvadž však Jze li-
ueítrnou transformací uvésii každou innožinu irracionuluou rodu 1. 
v racionalnou, je obecná platnost její patrna. 

Zároveň shledáváme, že mohutnost! množiny, jejíž prvky jsou 
koutradcrivacc množiny dané rodu 1. není menší mohutnosti kon-
tinuu. 

Množina .r(<p0) není modifikovanou, poněvadž funkce ve zvlášt-
ních místech M nemá výzuamu. Myslíuic-li si ji doplněnou na modi-
fikovanou, takže pak máme množinu .r(qp0) } - M, mftžeme seatrojiti 
prvou koutraderwaci této množiny, tuto pak doplniti na modifikovanou 
a tak pokračovat! do nekonečna. 

*) Matbcmalifachc Annalen, X X p. 112. A rtu mallicmalica 1883. p, 329. 
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