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0 hlavnich vlastnostech integrilii Eulerovych.
v Napsal Matya§ Lerch.

(PredloZeno dne 22. listopadu 1589.)

(Zvlditnf otisk z Véstnfka krdlovské éeské spoleCnosti nauk.)



Ucelem krétké stati této jest odvoditi zdkladnf vlastnosti funkef
Eulerovych a to uZitim vyhradné method nauky o funkeich, jez
se pfed ostatnfmi vyznamendvaji zvl4stnf jednolitost{ ivah a pFiroze-
nost{ mySlenkového pochodu. Co se plivodnosti tyce, nenf mi zndmo,
Ze by o podobnou theorii fecenych tkont jiz byly ¢inény pokus ',
pouze prvé Cdst naSich tvah stykd se ponékud s prac zdhy zemielého
ucence némeckého L. Scheeffera. *)

Ku konei pak ptipojim nékteré poznimky jiného ponékud rdzu,
jezto bud obsahem neb methodou mohou byti zajimavy.

Pri tom vynasnazfm se byti srozumitelnym i zacdtecniku, aby
se tak staf tato i vrstvdm studentstva stala pristupnou. Hlavnf obsah
této price byl predmétem mych pfedndSek konanych r. 1888—9 na
c. k. Ceské vysoké §kole technické.

1.
Symbolem I(a) znamendme integrdl Eulerdv druhého zplisobu

Q) (@)= f e—2aaide,

jenZ md pouze pro kladnd a uréity smysl, jak z elementarnych vét
o konvergenci integrdild bezprostfedné vyplyvd. Je-li a komplexn,
a = & -} iy, musf realnd ¢ast jeho & byti kladnou.

Je-li realnd ¢dst veliCiny a vEétSf neZ 1, poskytne ndm éédsteénd
integrace

*) Zur Theorie der Functionen I'(z), P(z), Q(z). Journal fir die reine und
angewandte Mathematik, Bd. 97, 1884.
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/ e *xt—ldy = — e~22% ' 4 (a—1) f ez 2dz
vfsledek

@

f e*x*~de = (a — 1) f e x4,

t. j. I'(a) = (@ — 1) I'(a — 1), aneb zaménime-li ¢ za a -1,
@ I(a+ 1) = al'(a).
Z této vlastnosti plyne postupnym ji uZivdnim
INa+n=(@++n—1)(a+n—2) ... alla).
Pro ¢ =1 mdme pak
ra) = fe—"dw =1,

a ted
° I'm4+1)=nr—1)...3.2.1=mnl,

takZe se ndm integrdl I'(a) jevi jakoZto interpola¢ni tkon arithme-
tické funkce (fakulty, faktorielly) (@ — 1)!

Aby se funkéni povaha integralu I'(e) prozkoumala, je pohodlno
zavésti 8 Prymem*) funkce

L]

3) P(a) = f esznde, Qo) = fm e—*z-1dz,

kde @ znaéi libovolnou veli¢inu kladnou, na pf. @ = 1. Pak bude
I'(a) = P(a) + Q(a).
Integral P(w) lze rozvinouti v Fadu ndsledujfcim zpisobem.
Nésobme rovnici
@ xv
D Rp— SR | Ll
o= Z( ! vl
=0

po obou strandch xo—'dx a integrujme v mezich o a w; i obdrifme

*) Journal fiir die reine und angewandte Mathematik, Bd. 82. TéhoZ rozkladu
uzil jiz diive de Casparis (Akademie Neapolskd, 1867.)
1*
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@ - Po= Z( a)v,-

Ze tu dovoleno integrovati fadu ¢len za clenem a vysledky se-
¢isti, plyne odtud, Ze uvedend fada pro e~ konverguje stejnomérné
v integraénim oboru.

Tento rozvoj (4) pak dostatecné vyznacuje povahu funkce P(a).
Nebot fada (4) sestivd z Clendi, jeZ jsou aZ na spolecny faktor we
racionalné funkce proménné a, a patrné konverguje stejnomérné v kaz-
dém koneéném oboru. Dle znidmé véty Weierstrassovy bude tedy
P(a) funket analytickou. JelikoZ ¢lenové fady (4) stanou se nekoneé-
nymi pouze na jednom z mist e =0, —1, —2, — 3, . . ., mohou
pouze tato byti misty zvlaStnimi na8f funkce. Skutecné, nalézi-li se
a v jistém okolf mista — n = a,, bude lze z fady (4) vylouciti ¢len
v = n, jenZ jediny je o pro a = a,, kdezto zbyla fada

v ot
Z(——l) m"—r, (1):0, 1, e 0. n—l, n+1, n—|—2, .. .)

jest konecnou pro a=a, a di se pro a v jistém okolI mista a,
uvésti na tvar

&+ ¢ (@ —ag) fe(@a—ag)*+ . . .

ot
JelikoZ vylouéeny ¢len (—1)* (J%n%ﬁ lze pséti ve tvaru

oo e @—a) e @—a)tt. .

a— a,

je patrno, Ze lze fadu (4) uvésti na tvar

kladnych mocnin (a — a,).

To vyjadiuje, Ze bod a, jest pdlem funkce (4). Znamendme-li
pak P(a) funkci (4) i tehdy, kdy integrdl P(a) nemd smyslu (pro
zépornd a), shleddvdme, Ze P(a) jest furkci analytickou jednoznadnou,
kterd memd gingjch mist zvldstnich neZ pdly prvého stupné a =0, —1,
—2, —3, ... a kterd tedy existuje v celé roviné.*)

*) Ze integrdl P(a) neexistuje v celém oboru proménné a, a pfec vyjddien je
funkei existujict v celé roving, nemize prekvapovati. Tak ji¥ na pf. integril
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Tim povaha funkce P(a) dostatetné objasnéna. Zbyvé jeSté vy-
Setfiti funkénf povahu integrilu

3

Q(a) = f e—?xo—1dp,

(]

PredevSim je patrno, Ze integral tento existuje pro viecka koneénd
a. DokiZeme, Ze jej lze vyjadFiti fadou mocninovou stdle konvergentni

i 4, (a— 1)

n=0

A sice budou koefficienty této fady dény vzorcem
— 1 F —2 n,
A"_;z,—lfe (log x)"dzx.
[

Véc by byla jasna, kdyby bylo zndmo, e Q(a) jest funkce ana-
Iytickd. Kdybychom chtéli predpoklddati znalost véty Cauchyovy
o integrilech v mezich komplexnich, t. j. znalost Cauchy-Rieman-
novy nauky o funkefch, stacilo by dokdzati, %e existuje derivace

lim Ua + hlz — Q@) = f e* %1 log x de.

=0

[

Jiny dbkaz obdrZel by se vySetfovanim zbytku Taylorovského
rozvoje, spoéivajictho na vété, jiZ objevil p. Darbouzx a rdznymi
zplsoby dokdzal p. Mansion. J

My vSak odéivodnfme hofej$f tvrzeni zpisobem ndsledujicfm. Bud
N libovolns veliCina vétsi ne% w, a provedme rozklad

®

N ™
/ e*’w“—l.dw = f e xa—lde | f e—?x1dx.
e ~

<]

Pak méme patrné pomoci vzorce

1 1 )
{ ac“"ldaczj; postrddd smyslu, je-li a ve své realné Edsti zdpornym, kdeZto

1 .o s .
funkce - existuje pro viecka a.
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® bﬂ
29—l = gla—1) log #:Z;"—! (logx)”, b=a—1,

=0
() f el de = Z-«— f e*(log x)"dz.
n=0 o

Déle tvrdime, Ze fada

® b” <
Sy= Z;J f e (log x)" dx
n=0 N

konverguje. Abychom to dokdzali, uvaZme, Ze plati pfi @ = N ne-
rovnost

log x < xt,
a tedy

f e*(log x)* dae << f e xt da.
N

N

Je-li » sudé, bude poslednf integrdl mensi nez

—’Ed:i
/@(B{E 2,

0

je-li vSak » liché, bude tyZ vyraz menSf neZ

j—”m" 1olac__.n+1

V obou ptipadech mime tedy

j o—*(log z) dwe < [” ‘; 1]1,

2

Clenové tady Sy jsou tedy men3f neZ &lenové Fady absolutnd
konvergentn{

kde I:n + 1] znad{ dle obyceje celky zlomku 2 _;_ 1 .
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o n1
ij.’ b,
n=—0 n!
a tedy je téZ Sy absolutné konvergentnf. Zéroven shledivime, Ze Sy
konverguje stejnomérné v kaZdém koneéném oboru.

Predepsdna-li jistd sebe men$f veli¢ina kladnd 0, méZeme roz-
deliti fadu Sy na p ¢lendt (n=0, 1, 2, ... p—1) a na zbytek
(n=p,p+1,p+2 ...), jenz je pfi viech nafich hodnotich N
men3f neZ d. Pro veliki N jsou pak ¢lenové prvnf velmi malf a tedy
lze voliti N, tak, aby pro N== N, byl soufet onéch prvych p ¢lenii
menSfm neZ d, tak Ze pak pro N= N, bude Sy<<20.

. Déle lze najisto uréiti N, = N, tak, aby pro viecka N= N,
byl integrél

o

f e—xo—1dy

N
absolutné men3f nez d.
Toto predeslavie, uvaZzujme rozdil

R = f el dx — 1) f e—=(log ) dux.

n=—0

Podle («) bude tento roven veli¢iné
R = [ e*x*—1dx — Sy,
Nf ,

a tedy | R|<<30, z ¢ehoZ soudfme, ¢ R=0. Neb kdyby | B|>0,
stacilo by voliti d<—;—|RI, aby posledn{ nerovnost | B |<<30 ne-
byla moZnou. Tedy musf R:: 0, t. j.

f vzl do = Z(““l) f —+(log @)da,

n=0

¢im% dokdzdna rozvinutelnost funkce Q(a) v Fadu mocninovou stile
konvergentnf. Funkce, jeZ takovymi fadami mohou byti vyjédieny,
a které jsou tedy koneény a jednoznatny v celé roving, slujf celi-
stvymi a to cel. transcendentnfmi, nejsou-li to funkce racionalné.
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JelikoZ integrdl I'(a) rovng se souétu integrild P(a) a Q(a), je
rovnicf

I'(a) = P(a) + Qa)

definovdna jednoznaind funkce analytickd nemajic jinych mist zvldst-
néch mimo pdly a =0, —1, —2, — 3, —4, ..., kterd pro hod-
noty a s kladnou ¢4stf realnou rovné se integrilu I'(a).
Vlastnost (2) dokdzani pro kladnd a platf pro vSecka a bez
rozdflu. Nebof podil
I'(a41)
al’(a)

jest analytickd funkce existujicf v celé roviné, kterd pro kladnd a je
stilou a sice rovna 1; musf tedy byti rovnou 1 i pro vSecka ostatni
a, ¢. b. d. ‘

2.

Seznav§e analytickou povahu funkef I'(a), P(a), Q(a), obratme
svoji pozornost k nékterym jich zvl4Stnim vlastnostem. Vzorec (2)
obdrZeli jsme ¢dstecnou integract. Pomocf téZe obdrZime

oo

f el dy = [— e‘”mﬂ—l]z f: + (@—1) f e~ *xoldx
]

o
cili
Q@) =e®w* 14 (a—1) Q@a—1).
Odecteme-li obé strany rovnice této od identity
(@)= (a—1) a—1),
obdrZfme

Pa)=—e¢" 0% 4+ (a—1) Pla—1),
takZe mdme nésledujici soustavu vztah

I'(a+ 1) = al'(a)
(2% Pla+1)=—e ®w*+ a P(a)
Q@ + 1) = e~ ?a* 4 aQ(a).

Druhd z rovnic téchto poskytne
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o Py =2 4 HeED

a odtud médme

e® P(a + a+n +

a@aFD...(atv=—10 " a@fi)...aFv

_PRatv+1)

a@++1)...(a+v)’

Dosadime-li sem za » po fadé O, 1, 2, . . . n a seiteme-li vy-
sledky, obdrZ{me
® Plg) — o 1 m“t?
=Tt waFy Taer ey T T
o e Pa+n+1)

+a(a+1).. .(a+n)+a(a+1)...(a+n)'
DokéZeme-li pak, Ze tu plati

m POl
@ e atm

obdrzime vzorec Hodevariv

o]
e 2w "
(5) P(a) - a v;()(a _+_ 1’ 'V)’
kde poloZeno

@ v)V=xx+1)(xz+2)...x++v—1),
a zvldsité (z, 0) =1, (z, 1) =«. Jinymi slovy, piSeme

(x, v):vl(m_jr:},—l).

Dikaz vzorce («) lze pak ndsledujicfm zpisobem provésti. Bud
p nejmensf celistvé ¢fslo hovicf nerovnosti p>|a|-1; pak bude

1
<G=TaDEF1—TaD.--(—[a])

1
!(a+P)(a+p+1).. .(a+4n)

<T33. . (m=pF0)
Jelikoz n>>p, jest a4-n v realné ¢dsti kladné a tedy
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Pa-+n~+1) r e *xatnd

@t 1) atn ) @t Do @Fp—D@Ftp. @t

coZ jest absolutné menSf ne

[

. e—2xbTrdy _ 1
’”'Ofn“—p+1‘>'v b= @ FD @1

kde £ znacf realnou ¢4st veliCiny a. Z konvergence fady exponen-
cialné pak patrno, Ze lze ke kaZdému danému kladnému d uréiti =,
tak, aby pro kazdé m =n, bylo pro viecka = mezery (0 . .. o)

g+l
[C=ES
takZe pak médme
Pa—+4n-+41)
aa+1)...(a+n)

[}
<k¢ffe"‘”:c5+1"’"1 dx pro n=mn,,
0

¢imz platnost vzorce () dokédzéna.

Pro funkci P(a) obdrZeli jsme dva jednoduché rozvoje, kdeZto
pro celistvou funkci transcendentnf Q(az) obdrZeli jsme toliko rozvoj
Tayloriiv, kde koefficienty jsou dény ve tvaru integrald omezenych.

Pan Hermite nalezl pro Q(a) Yadu*), kterou i s odvozenfm
chceme zde reprodukovati. Rozitépenfm integrdlu

Q) = ferarid
v nekonecny pocet jinych
® Q) =Q+ Q&4 +Q+. . .,
kde o4nt1
Q.= f e x—1dy,
o+n

obdriime rozmanité vzorce, vyjadifme-li @, riznymi tvary.

*) Sur lintégrale Eulérienne de seconde espdce. Journal fir die reine und
angewandte Mathematik, Bd. 90.
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Pan Hermite ptevedl substitucf « =z o -} n integrdl Q, na
tvar

1
» Q,.:e"‘”_”f(z—[-m—{—n)“—‘e—’dz
0
a uziv binomického rozvoje

(z+ 0+ n)—1= 2(“:1) (@4 np@2—v—1z
=0
obdrZel fadu
Q=eemn) (") @+ me—r=18w 41,

=0
kde 1
Sv41)= [ ¢2dz
0

= — [l v vy — D vr—D—2) + . . . +
+vv—1)v—2)...3.2.1]4»!

Tento rozvoj Q, bude sprﬁvnym pro n =0, 1, 2, ..., jeli
©>1. Za této podmminky méme tedy dosazenim do (8):

=27 @ mrrmte e —rge o,
n=0v=0
Znamendme-li pak
©) o= >t e,

n=0

obdrZfme koneény vzorec Hermitetiv

@ Q(a)zZ‘(“"; ‘)$(v+1)8(a—v—1),
=0
Pii ¢emz 3 _
8w»v + 1):%’—’ e-—za—! , 0>1.
a=0
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Ku konci dodejme jeSté nové odvozeni vzorce HocGevarova.
Tu uZijeme identity

o oy i)
e -3 o

jiz snadno obdrZfme posloupnym uZivénfm stejniny

1 _ 1 n 1

afn"a a @FDF@—1)"

Dosazenim hodnoty («) do vzorce

P@) = Z( r ey
vznikne ( . )
— n—y \___ 0‘*‘“
Pa) = 1;(“;)( 1) “nl a (a+v)

a klademe-li zde n = v + p, obdrifme

atu+v
P(a)=Z(—1)y 2 a+Tr (M,’U:O, L, 2,..)
o, ulla ( )
kterdzto fada dvojnasobnd je totoZna se soucinem fad
> w
Z(——- 1)* el
v=—0 ul
a
® +n
(e v D)

takie tedy bude
st

Pla) =e—° —0-——————(0, 1)

coZ jest pravé vzorec Hodevardv.
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3.

Vrafme se nynf k vlastnostem funkce I'(a). I

f(@) = T'(a) (1 — a),
fla-1)=—fla); g
SWAVAY

zdroven pak vidfme, e f(a) jest funkef jednoznaénafi;‘*‘ktef{t “nemd
jinfch mifst zvldStnfch mimo pély 0, +1, +2, .. ., takie pak
souéin

obdrzfme dle (2)

fla) = sin ma . fla) = sin za I'(a) [(1 — a)

jest funkef jednoznacnou stéle konecnou.
Tato m4 mimo to vlastnost

Sfla+1) = fla),

t. j. je to funkce periodicks.

Z poslednf vlastnosti funkce f(a) plyne, Ze ji staéf uvaZovati
v jednom pdsu, takie klademe-li a—=§&-|-7n, lze predpoklddati &
v mezich (0 . .. 1). UZivajice rozkladu I'(a) = P(a) 4 Q(a) volme
nynf @ = 1 a pak bude

o

| Qa) | = fe-”w§~l+indw éfr‘wg_ldx_s_%-
1 1

ey 1 1371 _ e

'P@'—,:ZO I e ATV A T R

z &ehoZ plyne
1 e
r¢g4m|=—+—=,
I (¢ m)l_ P |,,” .

a jelikoz 1 — £ je téZ v mezfch (0 . . 1):

TA—t—in | =4+
a tedy \
[Ma) M1 — a) | < (%”LI{T)  a= £t
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Nédsobfme-li po obou stranach veli¢inou |sin ax |, vznikne
@ I= () Tsinenl
=\le " Inl

nerovnost to platnd pro kazdé a= ¢}y, kde ¢ je pravy zlomek. Je-
likoZ v8ak pro celistvd » jest f(a) =f(a—n), sin an=+ sin (a+n)x,
plati tato nerovmost pro vSecka komplexn{ a vibec. — Bud nynf m

2
kladng veli¢ina a volme |%|>m; pak bude pfi M :‘—%-—{-%)
platit nerovnost

| fla) | << M|sinax|.

JelikoZ f(a) jest funkce koneénd a pFipou$ti periodu 1, bude

funkce
lo

2me

kone¢nou pro vSecka ¢ mimo £¢=0, © a jednozngénou, takZe dle
véty Laurentovy bude vyjadtitelna fadou tvaru

X,
Y——

a tedy
M A= DAL, t=eom,

V—R0
Déje plyne z nerovnosti patrné

|eEi—mnm _ o(—Eitn)m|

[nm|
3 <e

| sina z | =
a z nerovnosti vySe odvozené vztah

@) | fla)| < M =g

Pro &= e?%™ q— & -}- oy probih4 pii stdlém » a proménném £
bod ¢ obvod kruhu opsaného kol poédtku ¢ =0 polomérem r = 7™
Na tomto kruhu m4 fada (1) hodnotu men3f nez g a tedy bude
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dle zndmé véty dokdzané Cauchyem, Rouchéem a Weier-
strassem™)

6) |4, | <gr™”.
Jeli tu
7>0, bude el"™ = 7™ — yt
a pak
|4, | << Mri—>.
Volfme-li 5 dosti veliké, bude pro »==1 vyraz Mri— tak maly

jak libo, take A, nemiiZe miti hodnotu od nully rdznou. I bude
nutné

4, =4, A4,=....=0.

Naproti tomu pro % <<0 jest el = =n% — =} g = 27
je veli¢ina mald pro velikd %. Nerovnost (3) poskytne pak

|4, | << Mr—i—";

volfme-li tu —#n dosti veliké a v zdporné, bude pravd strana tak
mald jak libo, coZ vyZaduje

4,=0,t ) A3 =4 ,=....=4_,=....=0.
Shleddvame tedy, Ze fada (1) se redukuje na jediny élen
fla) = 4,,
takZe jest velitinou stdlou. Pro mald ¢ méme dle vzorce (4)

n3ad

I’(a):—‘lz——{-co-{—cla—{—cza’—l—. .+ & pak sin ma = ma — ~—~6~—{—
N—ae)y=1+4¢a+}cza*+.. .,
tak¥e nalezneme

Sfl@) =sinma (@) I'(1 —a) =n -+ Cia+ Cha®-} ..

a tedy
4, =m=.

*) Viz té% pozndmku p. Gutzmera v Math. Annalen Bd. XXXII. Jornal de Scien-
cias mathematicas e astronomicas (red. F. Gomes Teixeira), vol. VIII, p. 147.
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Z toho pak plyne dileZitd vlastnost funkce I':

n
sin an’

4)) Me) (1 —a)=

kterou jsme chtéli odvoditi. Budeme j{ pottebovati k nisledujicfmu
odvozen{ rozvoje v soucin. ‘
Predevifm plyne z (I), Ze funkce I (a) nikdy mnezmizi. Ddle
vime, Ze stane se nekonefnou v prvém stupni na mistech a =0,
—1, —2, —3,..
Podobnou vlastnost md nekoneény soucin

1
cb(a)-—%—{?l(wi) ,
v l_i__;‘

jenZ patrné jest absolutné (bezpodmfneéné) konvergentnfm. Tento m4
vlastnost podobnou vztahu (2), totiZ

D(a + 1) = ad(a).

<+ ) H<1+“)‘

vat= gy 1+a+1 ‘a+1—11+

Nebot

v+1
1 1
N ) v
= n = a®(a).
a+1v—2 1+ "“1 1_}_1’—{1‘1
Podil
Fa) = 222

je pak jednoznaénd funkce vidy koneénd a majfci vlastnost
Ka + 1) = F(a).
Souc¢in ®(a) D (1 — a) jest pak patrné roven funkei

T
sin an
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a tedy
nk(a) __
@ S =T (@)1 —a).
Klademe-li 1 — a = £ -4, ptedpoklddajice £ v mezich (0...1),
obdrzfme
1\¢ 1\§
1+ . (4L
| D1 —a) | < 11 H_(_"_{{:LIH ( EV) ,
=1 = o
oyt V(1+7) +o
tedy
1 )
|21 —a) | <t 5‘1’(5)
i Iv—l 1+ x

Probihd-li & mezeru (0....1), ziistdvd soucin £P(£) pod stdlou
mezi, takze bude

1
D1l —a) | <<k,
20 —a)| <3
kde & je veliina nezdvisld na a. Drfve jsme vidéli, Ze pro tdZ a
jest
| T@) | <5
e ' |’

a tedy plyne z () pfi |y|>m

() | Fla) | << M| sin ax |,
kde
_ k1 e
n= (i)

Spojice nerovnost () s vlastnostf, Ze F{(a) jest funkcf stéle ko-
neénou a periodickou, obdrzfme podobné jako predesle vysledek, Ze
Fla) jest veli¢inou stdlou, a sice —=1; tudfZ plyne

() - I :—}z— my 7
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kterdZto véta jiz Eulerovi byla zndma a Gaussem za definici
funkce I'(a) pfijata.

4.

Pristupme nynf k vySetfeni hodnoty Eulerova integrdlu prvniho
zpiisobu .

1
B(a, b) = f z+1 (1 — z)*"Ude,
0
v némZ nutno predpoklddati, Ze realnd ¢ast veliCin a, b jest kladnou.

Predpoklddejme dokonce, Ze realnd ¢4st b jest vétSf nez 1.
Pak bude

2a—Y(1 — z)p-1 =2(_ 1)}' (b -; 1) patr—1
=0

a tedy
jac“-‘l (1 — 2P do __“2 - 1 (b — 1) oot
0 — v et

Jeli b v realné cdsti vétSf neZ 1, konverguje tato fada i pro
@ =1, a dle véty Abelovy a Dirichletovy bude se vysledek pro « =1
rovnati hodnoté integrdlu s hornf mezf « =1, takZe obdrZfme

B(a, b)= i(— 1y (b - 1) a_}_v.
=0

Z toho plyne, Ze B(a, b) jest funkef jednoznaénou proménné e,
kterd nem4 jinych mist zvld§tnich mimo pély a =0, —1, —2,....
Z redukénfho vzorce

—1

Ba, b)=—F7— Bla—1, b),

+ b—
jenZz patrné musf platit vSeobecné (ano B jest funkef analytickou)
obdrZfme
_(a+d@tb+1).. . (a4btE—1)
Bla, &) = a@¥i).. @afk=7) Bla+-k, b).
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Jeli tu a zdpornym ve své Cdsti realné, miZeme voliti % tak
veliké, aby a -+ % bylo kladné co do ¢4sti realné. Pak bude zajisté
vidy B(a-}k, b) konecné, jeli b kladné ve své C4sti realné. Pred-
poklddime-li, e b menf celistvé, a volime-li @ 4 b = —n, kde = je
kladné a celistvé, nebude a celistvym a tedy bude

n+1)(———n+2) (——1z+7z)
a@—+1)...(a+n)

(—n4n+41)...(—n4 +h-——1)
(a—{—n—{-—l)...((a—-}-n—{—h ~1) Bk —3, 3)

rovno nulle, ptredpokldddme-li % tak veliké, aby A—b bylo kladné
co do césti realné.
Tudfz funkce B(a, b) zmizi pro a+b6=0, — 1, —2,...
Nésledkem toho jest vyraz

B(a, b) =—

Ia--b)Ba, b) _
o)

funkef jednoznacnou stdle konecnou.
Tato m4 zdroveir vlastnost

Pla+-1) = P(a).

= ¥(a)

Ze vztahu
Na) 'l —a) =

sin aw
plyne pak
"2 — r(l — @)l (a+b)B(a, b)

sin an

a tu snadno ukéZeme, Ze ‘pravé strana jest pro @ = § - i, kde ¢ je
v mezfch (0...1) a |9 |>m =0, mensf neZ jistd veliina nezdvisld
na a. Odtud a z uvedenych vlastnosti funkce %(a) soudfme podobné
jako v odstavci predeSlém, Ze ¥(a) jest stdlou, tak Ze bude

I'(@)C
B(aa b) = T"Z&%Tb")"
kde C zé4visi na b. Kladouce a =1 obdriime v3ak
1 e _ ¢

BIN=F  Tat+o =

P
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a tedy
C = TI(©),

tak Ze posléz mime vzorec Euleriv*)

Na)T'(b)

Odvozenfm zdkladnfch vzorcd (I), (II), (III) konéf n4§ tkol
vlastnif. Poznimky, jeZ tu jeSté p¥iCinime, nechf jsou povaZoviny za
dodatek majicf s pfedeSlymi dvahami mdlo spoleného, jehoZ obsah
vSak nicméné zasluhuje povSimnuti.

Z integrélu

Is) = f e 1dx
0
obdrifme differencovdnim pod znamenfm integraénfm
@) A=Dr@)= f e~*x*1 log adw.
0

Substituci @ = «z obdrZfme odtud
A=) loga 4 a f e~z log ad,

. 0

pti CemZ a znaéf libovolnou veli¢inu kladnou. Nésobme po obou
stranfch e—°da a integrujme v mezfch O a o; i obdrifme

A=1TI(s) / e~*logada-} j "e—aasda f e~ log axdax
0 0 0

*) Zptisob odvozeni zde podany v podstatd je ty% jako v nasem &linku Dé-
monstration nouvelle etc. uvefejnéném v Bulletin de la Société math. de
France, t. XV. Pouze pomocné véty jsou tu odvozeny zplsobem jedno-
dussim,
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Dle (1) mdme patrné

[eetogada=r,
0

a tedy bude
A=TI(s)I'"Q) +fe~“a'da fe‘“”ac"" log = du.
0 0

Zménfme-li v poslednfm vyrazn pofddek integrace, coZ zde
patrné dovoleno, obdrZime

A=TE () + [a loged [0+ arda
0 0

aneb dle zndmého vzorce

f e~b2p~1de = —l—;(-?—)——,

0
;a1 logz dae
A=TrEru+re+1 f“(*i“:‘{_‘i')'ﬂ?f"s
0
a délfme-li obé strany na I'(s),

I'(s) _ Floa | dx
9 =0+ () e

Klademe-li zde

prejde poslednf ¢len u vyraz

1
t
— -1
B__Oft- log 1 dt.

Castecnou integracf obdrfme odtud
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f ( +1__t)dt] =
= foras oo [5=ta]”

B = [t log

=0

tak Ze médme

rrs , 1 _ 1t
I(5) +‘s“‘p(1)+0f“1-—t at

Ze vzorce sI'(s) = I'(s 4+ 1) plyne viak

I(s) +_ I"(s41)
T(s) - rs+1n”’
a tedy bude
PEt+1 1—t
m—l'j"—r(l>+of‘1‘;7 .
aneb pro s=—=a—1,
() T =ro+ 2=
0

kteryZto znimy vzorec nejcastéji byvd odvozovdn pbmoci vzorce (II).
Zptisob zde uvedeny zamlouvd se svoji jednoduchostf.
6.
Differencujemeli obé strany rovnice
1
_DI®) _ [ aa(]— g
Ba) = —For - = 0/ w1 (1 — )1 da
dle b, obdrzime )
dB(@ab) _ [ . b—1 —
7 ....ofac (1 —=)*1log (1 — z) de.
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Rozvinemeli log(1 — ) dle mocnosti @, obdriime fadu

® w"
log(1 —2) :.-——v__1 —
kter4 konverguje toliko pro x << 1, kdeZto pro =1 diverguje. Nic-
méné bude fada

1
@
YL et
=1 O

konvergentnf a bude se rovnati veli¢iné dBéZ’b) .

Abychom to dokézali, uvaZme, Ze platf pro # =1 nerovnost

n
Z%— ¥ << —log(l —x),
r—1

takZe obdriime pti kladnych realnych a, b:

1 1

n
Z—]l,- f 2t =11 —a)p-tde < — [ 2+l —a)>-tlog(1—ax)dz.
v=1 O 0

Rada v levo sestivi ze samych kladnych ¢lendi a je men3f neX
pravd strana, jeZ nezdvisf na n; obdrifme tudiZ v levo fadu konver-
gentnf, poloZfme-li » = oo, a sice bude

e ] 1 1
Z-}I— Sartr =11 —ap-tde < — [ (1—ap-ilog(1—e)da.
v=1 0 0

Pro kaZdy kladny pravy zlomek & plati pak

1—¢ 1—s

— [t @ —aptlog(l—a) =) % fan+r=1(1— 2yt do
0 »=—1 0
1

<i%fw“+”"“(1—:u)b—l do

v=1 0
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Znamendmeli tedy S prozatim fadu naSi, mime

1—¢

2o 1(1 — x)>-tlog (1 —x) dxe << S

0
1

=— [ z=(1—wmx)’-1log(l —x)dx
0

pro kazdé sebe men$f kladné << 1. Z toho plyne ale patrné

8§ =— a1 (1 —2)-tlog (1 — ) de,

t. j. 2
— DbB(a,b) = Z—% B(a +v,b),
v—1

kde jsme poloZili B(a - v,b) na misto integrilu

1

St =11 —apiam,

0
AvSak
_Ta4+9)I®) _ (@) T@r® _ (am)
Ble+28) = Fe e Tt Tatb) —@tbm @
a tedy

D:B(ad) N1 (ap)

B(a,b) 4= v (abw)

Levd strana rovnd se vSak logarithmické derivaci (dle b) zlomku
L@ by
—F(m)—‘, a tedy mdme

I'(a+b) ro _ (@)
V) Ta+?d) TG~ Z’ v-(a-bo)’

kteryZto vzorec nachdzf se na pt. v Bertrandové Traité de caICul
intégral (p. 256).

Rozvoj tento konverguje, pokud a, b jsou velitiny v realné &dsti
kladné. Uplné kriterfum jeji konvergence odvodime v odst. 9. *)

"~ *) Prozatfm postaéi ndm védéti, Ze vzorec (V) je spravnym, pokud absolatni
hodnota veli¢iny a je mensf nez realnd édst soudtu a-b.
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Pro a =1 obdrifme z (V) vzorec

1 - 1
=2 )
=1 v
Kdybychom podobnym zpisobem vySetiovali vzorec

1 o

B(a,b) = f z+1(1 — ac)bz . de,

0 v—0 !
obdrZeli bychom rovnéZ zajimavy vysledek.

a+b——1_ N (a,v)
b—1 —Z (a4dw) °

=0

kde real.5>1, real.a>0.

1.

Z rozvoje soucinového (II) plyne takméf bezprosttedné vzorec
1 2V=n
r@r (5 ++) =2 e,

zvlastni to pifpad obecnéj$tho vztahu Gaussova. K vzorci tomu
dospéjeme vSak také cestou poctu integralnfho, a to nésledujicim
zplisobem :

Klademe-li ve vzorei

T@IY) _ (.. 1

a = b, obdrzime

—_— p(a)z — % a—1
A=po= 26/[m(1—x)] dz.

Zavedeme-li novou integracn{ proménou t =4z (1 —=), obdrZfme

2 ta-1 (¢ 1
- B 'y o )
f\/l—-t g (“ 2)
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t. j.
ror_ s "0 (3)
I'(2a) ™ rla ( 4L ! )

odkudZ méme na zdkladé vzorce I‘(%): V= vjie Yteteny vztah.

8.

V odstavei 6. odvozeny vzorec (V) poskytne pro b =1 rozvoj

ra+1) _ .,
T+1) — = +Zv(a,
i
" P(a
S F<1>+;1(——a+,,)

Soucet nekoneény v pravo rovnd se patrné integrdlu
1

1—te
Ja=r
0

¢imZ vysledek odstavce 5. na novo dokdzdn. —

Integrujeme-li vzorec (V) vii¢i @ v mezich O a 1, obdrZime

1
M &2 ;
0 v=—1
aneb, jelikoz

log I'(b 4 1) — log I'(B) = log (1}3;_) TG+ _yogp,

re) _ d o (a,2)
@) — losb f” /" v(bvu)

Odtud méme posléz integract dle b
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1
ada

logl‘(b)__.C'—{-b(lorrb——l)——-fdb P

F o N (a)
+,fdﬂ,§v(a+ﬂ,v)'
Aviak
fdb/ T3, alog(a+b)da+const

coz lze pro velikd b psdti téZ, znacice & jisty pravy zlomek,

1

log (b ¢) ada—]—const:%logb—{—é— (—Z——— . .)—|-const.,
0

tak Ze mdme

(a) - log I'(h) = C -+ (b—-—%) log b — b+ g(b),

kde @(b) klesd s rostoucim b pod kaZzdou mez, tak Ze ¢(o0)=0.
Abychom uréili stdlou C, uZijme vzorce

@) r(_;- + w) = 22\2{;;1“(23:)
odvozeného v odst. 7. Z ného médme
log I'(x)+log I’ (—%— -+ m) — log I'(2x) =log2 V' w — 2z log 2.
Ze vzorce () plyne tedy

[C + (w—-—;—)logw—-w]-{—[()—}—mlog (m—{-—?l—) —w——;—]
—[C+ (2m——;—)log2x——2m]=log 2\ 7w — 2xlog 2 + D(x)

kde ®( ) = 0. Lev4 strana méd viak hodnotu

1 1 1
C+mlog(1+%—)———2———(2w——§)log2
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a rozvineme-li
x log (1 -+ —2—) + ( )

kde (i—) znaé{ veli¢inu, jeZ mizf pro « — oo, obdrZime porovninim

obou stran C= %5 log 2m+ [q;(m) - (—;—) ]

Uzédvorkovany vyraz musf vSak identicky — 0, ponévadZ C je
nezdvislé na z a vyraz ten mizf pro x —=oo. Tudiz

C=L1og2n
a tedy mdme vzorec 2

(VD) log I'(a) = (a —1 )log a—a —{—% log 27 + @(a),
kde @(a) je nekonetné malé*) pro nekonecné veliké kladné hodnoty a.

9.

Vzorec (VI) vyjadif se té% prechodem od logarithmu k éfslu jak
nésleduje :

I'(a) = V2x e—ao% (1 4 &),

kde &, klesd s rostoucim a pod kaZdou mez.

Vzorec ten je sprévny i pro komplexni a, je-li jen realnd &dst
této veliiny kladnou, jak z odvozeni je patrno. MiZeme ho uZiti
k stanoven{ podminek konvergence fady (V). Nebof obecny clen
této fady jest

—_ (@

~vaF0b, v)
pJ@ . T+ ) -

kde &,=0. Musf tedy realns ¢4st veli¢iny b byti kladnou, mé4-li fada
(V) absolutné konvergovati, kterdZto podminka také stacs.

takZe

*) BliZ8i ustanoveni veli¢iny ¢ (a) nalezne étendf v kompendifch; z pracf nej-
novéjiich o tom jednajicich uvedme dopis p. Hermitea ,Démonstration
nouvelle etc;* ve Véstniku z 1888 a pak praci p. Stieltjesa uvefejnénou
prévé nynf v V. sv. Jordanova Zurndlu.
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Nutnd 3 dostatend podminka absolutni konvergence *ady

N (v, v)
i y(o,v)

jest, aby realnd Cdst rozdilu v — w byla kladnou.

10.
Integral

1
S 109 F@ 4w e

ustanoven byl ve tvaru zakonéeném od Raabea.*) Tento obsaZen
jest jako zvlaStn{ pfipad v integrilu

o) = [ log Nw - u) cos 2mn (@ 4 w) da,

jejz vyéfslime pro celistvd m. Patrné mdme

u+-1
D(u) = f log I'(x) . cos 2mandx

a tedy ‘
%g - [lo_q I'(w+1)—log I' (u)]cos Qmur

¢ili dle vzorce (2) v odst. 1.

4 D(u) = log w . cos 2muzr.

du
Odtud médme césteénou integract
) 2murn
1 . sin v
D(u) = A+ S | 5 2mumn . log u — dv )

¥) Jednoduchy jeho diikaz poddn byl v autorové ¢élinku: Démonstration élé-
mentaire d’une formule de Raabe. Giornale di Matematiche diretto dal
Professore G. Battaglini, vol. 26. (NiZe je tento dikaz reprodukovén.)
Zaroven byl otiitén v Jornal de Sc. math. e astr. vol. IX., p. 21.
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kde A4 jest integracnf stild, kterd v naSem pripadé m4 hodnotu zcela
uréitou, jiz obdrzfme volfce w=0; bl_ldec

1
A=00)= f log I’ () cos 2maxmdee.
0

Jednd se tedy pouze o tento zvlaStni integrdl. Substituct
x=1—a' obdrifme

1
A= f log I(1 — @) cos 2mxndz.
0
Z poslednich dvou vzorci méme sectenfm
1
24= [ log [I@) (1 —2)]. cos 2mande
0

aneb dle zdkladnfho vzorce (I)

sinan

1 1
24 = / log " _ cos 2mamdy = — f log sin xm . cos 2mxnda.
0 0

(C4stetnou integract vznikne odtud

1
cos X7 . sin 2mrw

; dzx.
sin o

1
2=,
Aviak

m—1
€08 7 . stn 2mas
= 1} cos 2max | 2 Z cos 2vxm,

sin X7
v—1

z ¢ehoZ plyne

1
2=
a tedy vysledny vzorec
u-t-1
(VII) log I'(xc) . cos 2mamda
" 2mumn
9—1%; —2”— - sin 2muz . log u— Y dv

0
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V pripadé m =0 tento vzorec pozbyvd vyznamu, i dluZno jej
vySetfovati zvldst. Tu bude

C-i—(’i(i)':._." log u

du

a tedy
D = A + u(logu—1),
kde
1
y:| :flog I'(x) dx,
0

a podobné jako predesle

1 1
24 :flog [Mx) 'l —2)]e=log= ——/log sin mxda.
(] 0

Abychom uréili posledni integral

1
B = | log sin maxd,
/

uvaZme, Ze tu patrné
T

1 2
& aB = | log sinu du,

0

n .
4 zavedme V=g ¢fmZ mime

T

£
% xB :j‘log cos vdv,

0
takZe vznikne sedtenim
k4 w

2 2
=B ::flog (stn w . cosw) du :flog (—;—st'n 2u) du
[

0

t. j.

7
1 . n
nB_—é—flogsmvdv——é—logz
0
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Integral v pravo mé4 hodnotu =B a tedy vznikne odtud

B=——1log2,
takZe mdme posléz

_ 1
A _—2—log21r.

Integrdl Raabetv mé& tudiZ hodnotu

w1
(VII9) flog rr)dz=ulogu —u 4 log V2.

Leva strana rovnd se jedné z hodnot, jeZ obdrZi funkce log I'(x)
v mezefe (v...u-}1) a tedy je pfirozeno, Ze pravé strana lisf se od
sbliZzeného (asymptotického) vyrazu pro log I'() (udaného v VI) pouze
Cleny, jeZ pro w—oo jsou nekone¢ny stupné niZstho.

11.

NaznacdivSe takto nékteré 2z nejzndméjsich vlastnost{ funkce
gamma, obritime se konetné k rozvoji funkce Q(a) majfcimu s uda-
nym vySe vozvojem Hermiteovym jistou podobnost.

Z definice

L4

Ql —a) :/e—”w"“da:

plyne
dQ(l —a) __
do -

— e—-w 0% 3
aviak

o a) = f e "Tx—dr, (real.a>> 0)
)
takze
I(a) _d_Qild_&_—)__-—_a) = —fe“m(“"*'l)ac"'—ldx.

0

Integrac{ obdrifme pak

% d:
Na) Q1 — a) = 0f e—oet1) ga 5—;1 +c,
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kde C nezdvisf na @. Roste-li @ do - oo, blfii se levd strana a integril
v pravo mezi O, tak¥e musi C = 0; bude tedy

1
) r'@) Q1 — a)= f -w(x+l>£“:_§£
Jelikoz
n ) 1
t(z4+1) Jf — e
./ et = c+1 '
o
obdrzfme z (1)
y e w($+l)wa'~1dg~ "
@) I(@ Q1 —a) = f — f ez,
0
Znamendme-li
3) D(n) = [ etdt,
/

bude
—1

/et(z+l)(]t>2®(v)( a” o1

]

a tedy dle (2) pro kladni realns a

o3

D(v) fe‘”(”+l)x“+”“2dm_

Na) Q1 —a)> Z w— 1)l @) — 1
v—1

0

Soudet v pravo sestavd z ¢lendl kladnych a je mensf neZ velifina
Na) Q1 — a) nezdvisld na n; bude tedy ¥ada vznikld z pravé strany
volbou 7 — oo konvergentni, takZe pak

o0

O(v) \J16~m (@41)potv—2 g

Ne) Q1 —a)= Z wv— Dl o) 1

[}

Poslednf soucet je vSak vétdf neZ fada
N

N
= D(v) e—0 (x+1)pa+v—2 7, . oy T 201
(v—1! et — 1 = 1
0 )

v=—1

3
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kterdZ veli¢ina 1i8f se od I«) Q(1 — a) tak mdlo jak libo, je-li N do-
statené veliké. Z toho plyne identita

o0

r@at — o =32 f ot g b3y
r—1

v — l)i ule+1) g

0
Snadno se dokdZe sprévnost rozvoje

[e2] o]

e— @ (1) po—1 74 3 (@-tna
= e N@+1)ga—1 gy
0

a tedy
P
e—0(@+1)pa—1 7
) f ey =TT o),
0
kde ,
0
®) Wa)= D | (@ + )%=,
takZe pak

=S =Dy,
Q(1 a)._v:lW(D(v)!P‘( a—v-1),

aneb nahradime-li « veli¢inou 1 —a
—_— \ . y—1 [a—1 b} —
© Qa) *;< D W L OL Rt

kterdZto relace dokdzdna pro realnd « algebraicky men3f neZ 1.
Tento rozvoj funkce Q(a) m4 jiston podobnost s radou danou

p. Hermitem, o nfZ jsme vy$e jednali, a kterou lze podobnym

zpiisobem odvoditi, o ¢emZ pomléime, zabyvajice se dale Fadou (7).
PiSme (7) ve tvaru '

1 ™ I'v—a)
T 1_a); ') D(v)Pla—v).
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Pro veliki v jest sblfZené

Ilv—a)
TvFn)

Z toho soudfme na konvergenci rady

— o y—a—t
=y,

@ ”p('; D) e — ),

a tedy téZ na konvergenci rady

(B) ZI-@ —WQ@ +n) BlaFn —vFn).

Nebof patrné platf pro %<1 nerovnost
D(v -}-n) << D(v).
Pro »>1 mame
D (v +n) << e urtr—1

4
D(v) > ‘:ﬁ_’
tedy
D(v + n) < e*ur—t , vD(v),
tak’e pak vidy
D(v -} n) << const. vD(v)

a tedy jsou clenové fady (B) menSf nez piisluSnf clenové fady (e)
ndsobenf jistym spoleénym cinitelem.

Klademe-li pak b = a -} n, plyne z konvergence fady (8) kon-
vergence nésledujici rady

2, n(?( B D(m)B(b — m),

t. j. Fada (7) konverguje pro vsecka realnd a.
Bud « veli¢ina komplexnf, « jejf realnd ¢dst. Pak bude dle (6)

| Pla —v) | = Fle—v);
3*
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dale jest pro velikd v sbliZzené

T(v — a)

W)

a tedy pro dosti veliki » bude absolutnf hodnota veliCiny

I —"GI__,”—N_._

dAv—a)
Ty 20—

men3f neZ dvojndsobek veliciny

Iv—a) v)P(a—
'—-"fw(——)”-“‘p( k4t v)

v

a odtud soudfme, Ze fada (7) konverguje pro viecka a (realns i kom-
plexnf) a sice stejnomérné. Rovnice (7) platé tedy pro vsecka a bez

rozdilu. Ziroven vidime, Ze platf také pro vSecka kladni w, o.

Témito vlastnostmi lif se nds rozvoj (7) od vysledku Hermiteova.

Nikladem krdloveké Seské spoleinosti nauk — Tiskem dra. Edv. Grégra v Praze 18¢9.
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