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MELANGES. 121

tique par rapport a tous les points de plusieurs droites; car alors
la surface de révolution transformée pourra étre considérée comme
I'enveloppe d’une série de sphéres S coupant orthogonalement
toutes les sphéres T qui ont méme plan radical. Il se peut que ces
derniéres soient concentriques, et alors la surface de révolution
sera un cone. Sinon cette surface sera anallagmatique par rapport
a tous leurs centres, qui devront par suite étre situés sur l'axe;
ce sera donc un tore. Dans les deux cas la surface primitive sera
la cyclide de Dupin, laquelle est en effet anallagmatique par rapport
a tous les points de deux droiles rectangulaires, ainsi que le montre
M. Fouret dans un article inséré aux Nouvelles Annales de Ma-
thématiques.

Enfin des considérations analogues aux précédentes permetlent
de voir que la proposition de M. Fouret relalive aux courbes
planes (4 savoir qu'elles ne peuvent pas admettre pour pdles d'in-
version les points d’une ligne) s'étend aux courbes de ’espace.

THEOREMES D'ARITHMETIQUE;

Par M. MatHias LERCII.

(Extrait d'unc lettre adressée a M. Hermile.)

n=1
En partant de votre formule, E E (r + ’El) = L(nx), ct pre-

x=0

m . L . .
nant x = =+ ot m est entier, j'en déduis I'équaltion
7

(1) igE(m;I_x):nm,
=1 x=0

dont je vais transformer le premier membre. Celui-ci étant égal &
la somme

a—1 t

X 2 e(™F)

aXa_0 m=24+1
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a
o m+ua , . .
et la somme Z = —,— ) pouvant s’exprimer par la suivante

n=a+l

Dbtk 2,0 — bk 42, a)],

A=1

dans laquelle 4(p, q) représente comme dans ma Note antérieare
le nombre des diviseurs de p supéricurs & ¢, 'équation (1) de-
viendra

a=1 m

N Ditk a0~ §(k+2a)] = ma,

a=0 A=1

et 'on en déduit la suivante

a—1

(2) Z[q,(,;z+a,a)_¢(nl+a,a)]=a,

2—-0

qui cxprime une nouvelle propriété de la fonction numérique

2Py 4)-
Je vais généraliser cette formule en cherchant la valeur de la

somine
a—1

Sp= 2[\};(m+an, 2) —§(m +an, a)].

=0

Je remarque d’abord que la somme

a—1

Shy= Zq,(,n+z,z,u)

®=0

représente le nombre des solutions de I'équation

G=0, T, 2y esue,@—1
m-an=(2+
+ ( U)P’ (0‘|P:IY 2' 37" Yw )
et qu'elle est donc égale au coefficient de 2™ dans le développe-
ment de la fonction

f(‘l') = 2 plotrelp—an = x’”ﬂ y
[ — Z*+G

apa ®,G
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(qui peat se metire sous Ia forme

a v—1 » a—1
N N\ zV N N
z)= +
fo=X ¥+ X Yo
vy=1x-¢ Y=a+1 %— 0
Ensuite, la somme
a-—-1
. ~
S,,;:Z'.p(m+1n,a)
a=0

s'oblient comme le coefficient de 2™ dans le développement de la

fonction
FA+o—on A=0, 1,25 ...y 2—1
g(z') — E 7, s Iy 2y y
1 — x4t T=1,2,3, ...y %
%9
d’ou il est facile d’observer que la somme S, =S/, — 3’, équivaut

au coefficient de 2™ dans le développement de la fonction ration-
nelle

a v—1
Moy=fl@)—g@)= 3 =0,
v=lx—-0

(Illi s’e\:prime []IUS simplement par la somme

flﬂ U3 =Ry I—.Z‘”v
(3) A(z)= %x SR Ty Yrp—

Cela étant, la somme S, pourra s’exprimer par l'intégrale dé-
finie
1
(4) Sm= —f fi(@)p—m—t dp
2T
o
prise le long d'un petit cercle autour de l'originc. Or, en suppo-
sant m positif et en représentant par J le plus grand commun di-
viseur des nombres v, 2, on voit que l'intégrale
_[_' ht m+v—nv—1 __l__.—_xﬂ__ dzr
258 g, (1—~2%)(1t—2v)
W1 9hmmy
’ M (0]
rime par la somme Y e
s’exprime pa }_‘
k=0

, de sorte qu’clle st égale & =
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ou a zéro, sclon que le nombre 2 admet ou n’admet pas Z comme
divisenr. Dunc, en représentant par (v, 22| #2) ou le plus grand com-
mun diviseur des nombres v, n ou zéro, selon que ce plus grand
commun diviseur est en méme temps un diviseur de m ou non,
ct ¢n posant, pour abréger,

"
(5°) a, nlm)= Y (s n|m),
v 1

j'aurai la formule

a—1

(5) 2[-.];(1)1-%—171,1)—“(("1 +2n, a)] =¢(a, n|m).

oa=0

Vous aver déja observé que la fonction numérique ¢ (a, n|m)
ne change pas quand on y remplace le nombre m par un autre qui
lui est congru selon le module r, et qu’en supposant le nombre m
premier avec n cetle fonction ne dépend point de m, en cxpri-
mant le nombre des termes de la série 1, 2. 3, ..., a qui sont
premiers avec n; done, en désignant par ¢(a, #) ce nombre ct en
supposant que m soil premier avee 2, j'aurai la formule

a—1

(6) .E[@(m-i—zn‘a)—q.a(m-o—:ln,a)]:@(a.n)

a=0

Or, en prenaat @ =r ou n — 1, la fonction v(a, n) se réduil
a la fonction numérique o(r) d'Euler et de Gauss, de sorte
qu'on aura, m étant toujours supposé premier avec i, les deux
formules
n=1
(7) D [4(mt2n,2) —4(m +xn, )] = p(n),
a 0

n—3

(5 bis) 2[¢(r}1+1n,1)-.—v{;(m+'xn,n——r)]:Lg(n],

@ —0

Donc nous y possédons une expression remarquable de Ja fonc-
tion d'Euler par la fonction §(p, ¢) et, d’'un autre céLé, la formule
(4) permet d'en obtenir une expression sous la forme d’une inté-
grale définie.

Posant d’ailleurs m = An ct 1eprésentant par (v, n) le plus grand
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commun diviseur des nombres v, », 'équation (5) nous donne la

formule
A+a—i a
(8) N [4an, 2 — k) — Yan, a)]= ¥, (o n).
a-4i v—1

Soit enfin 2 = p un nombre premier qni ne divise pas m; dans
ce cas I'équation (6) deviendra

a—1
\' xX —d = ——-E E .
(9) azow(mwp, )— b(m+1p,a)] =a (P)

Permettez-moi cncore de remarquer que la formule (5°) fait voir

que la somme
b

29(a,n|m1

n-1

est une fonction symétrique des letires «, b, de sorte que nous
aurons la formule

4 a
(10) X sla,nimy= ¥ (b, nim)
n=1 h=1
dont on a
b a
(10 bis) 2:}:(:1,11)—-23;([),71),
n—1 n—1

formule qui d’ailleurs s’obtient aussi en remarquant que la diffé-
rence ¢(b, n) —o(b— 1, n) est égale ou & 'unité ou & zéro selon
que b est premier avec 2 ou ne 'est pas, de sorte quil s’ensuit la
formule

w(a, b)= E[cp(b,n)~9(b—r, r)].

n=1

Cette formule est d’un petit intérét. Mais il n’en est pas de méme
de la formule

(1) 2¢(m—m,z)=zx(m-—m,n), [u:o, 1,...,E(’fn;')],

Bull. des Sciences matheém., 2* séric, 1. XIL (Mai 168%.) 1o
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dans laquelle 7 (p, ¢) a la méme siguification que dans la Note im-
primée dans les Comples rendus, et qui s’oblient par unc voie
tout & fait analogue a celle qui nous a donné la formule (3).

SUR LES LIGNES ASYMPTOTIQUES ET LEUR REPRESENTATION SPHERIQUE;
Par M. LELIEUVRE.

On sail que la condition nécessaire cl sulfisante pour qu'une
ligne tracée sur une surface soit asymplotique est que la tangente
en un poiat, qui est perpendiculaire i la normale 2 la surface en
ce point, le soit aussi & la normale en un point mfiniment voisin
de la ligne.

Soient §,, §,, 8; les coordonnées du point de Ja surface, p et p,
les paramétres des lignes asymptotiques. Menons par I'origine une
paralléle 4 la normale 4 la surface au point 0. Appelons a,, a,, as
les coordonnées d’un point de cette droite. On aura

_ da, da, das da,
dﬁ,—l(a,d—o—aad—EJ)dp—i-p.(a,dP—l 1)91)dr‘l’

et, par permutation des indices, d, et d0s.
En éerivant que ces expressions sont des diflércntielles exactes,
on oblient trois équations, d’ou l'on tire immédiatement

}\—i-‘u::().

Posons a,/k = v,. Nous aurons

-— s, r;v‘ ()'l, d
(o2 ) )

et les conditions d'intégrabilité seront

d’zV| d,V, d’V3
dedpr _ dpdpy _ dpdpr
Vi A Vs

D’oii résulte ce théoréme :

Les coordonnées § d’un point d’une surface rapportée i ses
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