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100 PREMIERE PARTIE.

ceplion, ’équation se raméne algébriquement & une équation dont
les intégrales sont les cubes des intégrales d’une équation dilféren-
tielle Jinéaire du second ordre, appartenant 3 la classe de Fachs.

D'ailleurs, toutes les fois que la variété définie dans la variété
(&, Ja s

S 7) par les relations entre les intégrales est simplement
1 1 1

infinie, sauf le cas d’exception qui vient d’étre signalé, I'équation
est tonjours algébriquement intégrable. Toutefois, avant d’arriver
a ce résultat, l'auteur est obligé d’approfondir la nature des équa-
tions du quatriéme ordre dont les intégrales vérifient une relation
algébrique homogéne

(¥ Yy i) =0,

telle que la fonction ¢ se reproduise, 4 un facteur conslant prés,
par les substitutions du groupe de 1’équation. Il retrouve cn pas-
sant le résuliat signalé par M. Goursal concernant les équations
dont les intégrales annulent identiquement une forme quadratique
4 discriminantnon nul, équations qui se raménent i des équalions
linéaires dont les intégrales sont les produits des intégrales de
deux équations différentielles linéaires du second ordre. Enlin, la
derniére partie de son Lravail contient quelques indications sur
le cas on les intégrales ne vérilient qu'une seule relation algébrique
homogtnc; M. Schlesinger promet d’ailleurs de revenir ultérieu-
rement sur ce sujel. J.T.

MELANGES.

SUR UNE FORMULE D’ARITHMETIQUE ();
Par M. LERCH.
Nous allons développer une identité relative a la fonction

Jev

(1 4’(5”)—2(,—_%’

(*) Le résultat de cette Note a cté présenté d I’Académie des Scicnces dans la
séance du 16 janvier 1888,
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el nous en conclurons une formule arithmétique dans laquelle
figurent les fonctions numériques 4(p, ¢), 7.(p, ¢) dont la pre-
miére représente le nombre des diviseurs de p supérieurs a ¢ et
la seconde le nombre de ceux qui sont inférieurs ou égaux a ¢, de
‘sorte que ¢(p, ) + (P, q) représente le nombre total des divi-
seurs de p. Aprds avoir signalé quelques conséquences de celte
formule, nous nous bornerons a établir arithmétiquement 'une
d’elles et puis nous parviendrons par une analyse directe de la
formule générale a sa forme la plus simple, dont nous donnerons

en méme temps la démonstration arithmdétique.

1. Supposons que, dans la série (1), k, @ sonlL des nombres
entiers positifs dont le premier soit supérieur a 'unilé. En nous

servant de I'identité
k—1

ok .
#* _ sz _251,
1—3 1—3
=1
nous obtiendrons la formule
=1 o
B A 2
(2) ¢(r)=?(x)—z ZTT@
A=t1v=1

oli nous avons posé, pour abréger,

v

-1 k4 "1 rv
3 ?(I):Z(u—zﬂ)(l—-zﬂﬂ):z(l—xa)(u—:c\f)'
v=1 v=1

En posant

N kv N
@ Sim s X anen
v=1 r=lhia+1)

on voit aisément que ¢) , représente le nombre des solutions de

I’équation

(2) (a+v)A+p)=n, (v,p+1=1,2,3,...)
Décomposons n en [acleurs dd', de sorte que n = dd'. Puisque n

est supéricur 4 »@, on aura nécessairemenl d' > 7 toutes les fois

qued < a;appelons (5) une telle décomposition n = dd', ot d<a,
de sorle que le nombre des décompositions (3) sera 7 (n, a), en
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représentant par y(n, @) le nombre des divisears de n non supé-
rieurs i a.

Ensuite, en représentant par y(n, A—1) le nombre des di-
viseurs de n supérieurs 8 A—1, ce nombre sera égal an nombre des
décompositions (), telles que n=dd' ol d' >%—1. Posant
enfin @ +v =24, k4 p=4’, on voit que chacune des décompo-
sitions (d) est ou une décomposition (3) ou une décomposi-
tion (A), et par conséquent le nombre des décompositions (4),
c’est-d-dire ¢y, est égal i la différence entre celui des décompo-
sitions (d ) ci (&), savoir

(5) L‘)\,,,=!.]d(n,)\—l)—x(n,a).

Drailleurs le coefficient de ™ dans le développement de la
fonction 9(x) est égal au nombre des solutions de I’équation

(&) Br+ya=m, (By+1=1,23..5v=12,...,8)

ct sera donc représenté par la somme

(=]
3 am—yaa,  [2]=p(25Y).
Y=0

Alors, d’aprés les formules développées et d’aprés cetle derniére
remarque, le cocfficicnt de z™ dans le développement de la fone-
tion & (z) sera donné par la somme

(=] -
6) 3 nm—ta,a)— B[$(m+ia, k=) —y(m+ia )
Y—o =1

Or, d’aprés la définition de la fonction @ (), le méme coelficient
sera égal au nombre des solutions de I'équation indéterminée

kv+pv+o(a+v)=m, {(v,p+1,0+1=1,2,3,...),
ou, ce qui est la méme chose, de P'équation

&9 v(A+p+0)=m —aa,
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d’ou I'on voit qu'il s'exprime par la somme

(=]
(7) 2 Y(m—aa,k+s—1).
g=0
En égalant les cxpressions (6) et (7), on obtient la relation re-
marquable

”:.‘]
2 [4(m—sa,k+35—1t)—y(m—aga,a)]
(1 t 5=0

k-1
' —I—Z [ m+dra, ) —1)—y(m+da,a))=o,
\ A=t

qui est Pobjet de cette Note. On y suppose senlement que a, m
sont des nombres positifs el que le nombre £ est supéricur &
Punité.

En y posant @ =1 el observant que +{p, 1) =1, on trouve la
formule

m-—1 k—1

(In 2¢(m—s,1’r+u_l)+E¢(m+1,x—,)=k+m—..
=0 A=t

Posant, dans cette formule, A = 2 el changeant m en m —1, il
s’ensuil la suivante :

m—t

() Z'{l(_m—a,a)zm.

2=0

Cetteformule estau fond équivalente au théoréme suivant énoncé
par M. Catalan () :

Le nombre total des solutions entiéres, non négatives, des
équations
r4+a2y=n-—i,
ar+3y=n—a,
3z4+4yr=n-—-3,

est égal a n.

(') ¥oir une Note de M. Cesare Jdans les Memoires de la Socicte des Sciences
de Liége, 1 série, b X, p. 163,
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Posant enfin, dans 1'équation (11), k = m—+ 2 aprés y avoir
changé m en m — 1, on obtient la formule

av) Eup(n—t-a, @)= 2n,

o=0

que nous avons déduite de la précédente (') par des considérations
purement arithmétiques, qui d'ailleurs peuvent éire remplacées
par une démoustration directe et simple de cetle formule,

2. Bornons-nous maintenant & établir la formule (I1) directe-
ment. On a évidemment

\!J(m—c,L+c—[)=2[E(I£;——:—t—L)—E<ﬁ>]a

T
et 1l s'ensuit

m—1

A=Zt{;(m—c,k+c—1)

a=0
2 2 n—a n—e¢—1
Il+0'—i—y- I\—{—U—{—[;

En isolant dans la partie négative du second membre le terme
ol k= o, il vient
— m—1
E m-—g ) E( m—ag—1 )] 213( ﬁu—)
k+p4o k+p+oc+1 k4o
m—1

(A+ p.) E,E(m—;—a;:’)’

ensuite on a
E nmn—oc—1 —E m+k—1 —1,
k+o k+a

el l'on en déduit aisément la valeur de la somme A, savoir

(8) E‘P(m—u]\—\—a—-l)_m—z[ (m“*‘—‘)_n(%)].

>
-3

(') Bulletin de la Societé des Sciences de Bohéme, 1887.
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On trouve d'une maniére analogue

(9) Zy(m-f—l l—l)*/.——:-;—?[ (”"_’*‘F)_E(ﬂ)],

a
=1

et, en faisant la-somme des membres correspondants des équa-
tions (8) et (g), on retombe sur la formule (11) qui par 13 est dé-
montrée avithméhquement.

3. Revenons maintenant a la formule (I). En la retranchant,
membre & membre, de celle qui résulte en y changeant k en &k +1,
on obtient

Y(m+ha, b —1)—y(m+ ka, a)

m—1

2 [b(m —ca,k+ec—1)—d{(m—ca, b+ q);

=0

la différence entre crochets étant ou I'unité ou zéro, selon que le
nombre m — ca est un multiple de £ + & ou non, on la pourra
remplacer par celle-ci

m—ga m—i—aa
E( k4o )ﬂE( k+oca )’

de sorte que nous aurons

Y(m—~ka, k—1)—y(m~+Ka, a)
m-1

= 2 (7))

prenant successivement, dans celle équation, m =1, 2,3, ..., n
ct faisant la somme des résultats, il s’ensuit la formule

(11) Z[Ja(m+ka, — D —y(m+ ka, a)] = 2 (nl.:_:a)’
mz=1 a =0
que Pon peut considérer comme équivalente i la formule (10) et
par conséquent méme & la formule (1).
La formule (10) a été obtenue sous la condition A22; nous
allons montrer qu’elle subsiste encore pour & =1.
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Rappelons-nous 4 cet effet I'identité
- m—oa m m Y — LS
Xe(=r) (7)) —m(T) e ()
g=0 p=¢

qu’on obtient en exprimant de deux maniéres le nombre des points

& coordonnées entiéres dans aire limitée par les axes des coor-
données et par 'hyperbole

m—ax

Al =

D’aprés cette identité, la formule (10) se transforme en la sui-

vante
| d(m+ka, k—)—y(m+ka,a)

iy | )R [(2) (2]
~ B[22 -w(=552)

LEn y posant @ =1 etécrivant @ au lieu de £, il en résulte

d(m4+a,a—ri) )
=o() o= B () ()

on a ensuile évidemment

m m—1

$(m+a,a—1)= E(E)_E(T> 4= d(m -+ a, a),
de sorte que I'équation précédente deviendra
. m—gaca m—i—zIa
vim -+ a, "’-Z[E( P )—E<U—H)J
o=0
Le second membre de cette équation coincide avec celui de

I'équation (10) en y supposant X —1; on voil aussi aisément qu’il
en est de méme des premiers membres de ces équations, puisque

Y(m+a,0)—y(m+a,a)=4(m~+ a, a),

ct il s’cosuit que I'équalion (10) est exacle encore pour A — 1.
La méme chose devra avoir licu de I’équation (11).
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En comparant la formule

i[q;(rn—a—l.a,l —1)—y(m+4a,a))
me=1 .
§ (n—i—ka) EE(n_F,a) [g (,(_H,) EIE(/._?):I,

avec I’équation (11) on obticnt
Se(5) - Xe(®

(11 bis) ¢ o-° -
[ -Sr(as) - Belie) -2e(5)

h2r<lx+a - -

formule qu’on peut considérer comme équivalente al’équation (1)

Orona, pour sSE (2) )

n-+Aia n—goa
E(m) =F(m) +a

et Iéquation (11) deviendra, par conséquent, en posant pour
abrcgerr:n—f—/{a,p:E(E) +hk—+a,
S (2) - Sp(5) were(2) - Br() - Be(%),
,;‘FE . ”22‘1E 3 +a+a P S
et en faisant usage des équations

. (7]
$ () - £ 5(2) -o-0e(2)

a [(]
A k
ZE(T{L) :2 L( W) —(k—1)a,
[- 2 3 v=1
que 'on obticnl par une considéralion géométrique, cette équation

s'écrira comme il suit
oS )

P
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o I'on a posé
r=n-+Aa, p=E(§>—+—k+l.

Cette formule remplace entiérement I’équation (11) et, si 'on en
connaissait une démonstration arithmélique, ce serail en méme
temps une démonstration de la formule (I). Or c'est ce qu'on
trouve sans aucune difficulté.

En effet, nous aurons

() e

pour v entre les limites

Cela étant, 'inégalité

() )

i

faiL voir que I'on a

() 0-+ )= )

ct il s’ensuit que la formule (12) est vérifie.
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