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IOO P R E M I È R E P A R T I E . 

ception, l'équation se ramène algébriquement à une équation dont 
Jes intégrales sont les cubes des intégrales d'une équation différen-
tielle linéaire du second ordre, appartenant à la classe de Fuclis. 

D'ailleurs, toutes Jes fois que la variété définie dans la variété 
(21?, Zl, Zb. ) p a r l e s relations entre les intégrales est s implement 
\ri n y\! v b r 

infinie, sauf le cas d'exception qui vient d'être signalé, l'équation 
est toujours algébriquement inLégrable. Toutefois, avant d'arriver 
à ce résultat, l'auteur est obligé d'approfondir la nature des équa-
tions du quatrième ordre dont les intégrales vérifient une relation 
algébrique homogène 

telle que la fonction z> se reproduise, à un facteur constant près, 
par les substitutions du groupe de l'équation. Il retrouve en pas-
sant le résultat signalé par M. Goursat concernant les équations 
donL les intégrales annulent identiquement une forme quadratique 
a discriminant non nul, équations qui se ramènent à des équations 
linéaires dont Jes iniégrales sont les produits des intégrales de 
deux équations différentielles linéaires du second ordre. Enfin, la 
dernière partie de son travail contient quelques indications sur 
le cas où les intégrales ne vérifient qu'une seule relation algébrique 
homogène; M. Sclilesinger promet d'ailleurs de revenir ultérieu-
rement sur ce sujet. J. T. 

M É L A N G E S . 

SUR UNE FORMULE D'ARITHMÉTIQUE ('); 
PAR M. LERCH-

Nous allons développer une identité relative à la fonction 

V 1 

( ' ) Le résutiat de cette Note a été présenté à l '\cadémie des Sciences dans la 
séance du 16 janvier 1888. 
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el nous en conclurons une formule arithmétique dans laquelle 
figurent les fonctions numériques q), q) dont la pre-
mière représente le nombre des diviseurs de p supérieurs à q et 
la seconde le nombre de ceux qui sont inférieurs ou égaux à q , de 
sorte que <}>(/>, q) -+- */,(/>> q) représente le nombre total des divi-
seurs de p. Après avoir signalé quelques conséquences de cette 
formule, nous nous bornerons a établir arithmétiquement Tune 
d'elles et puis nous parviendrons par une analyse directe de la 
formule générale à sa forme la plus simple, dont nous donnerons 
en même temps la démonstration arithmétique. 

i. Supposons que, dans la série ( i ) , k, a sont des nombres 
entiers positifs dont le premier soit supérieur à l'uniLé. En nous 
servant de l'identité 

k-1 
î - _ y A 

1 — 5 1 — 5 J-d 

nous obtiendrons la formule 

(*) *(*:) = ?(ar) — ̂  ¿à i - ' 
>=iv=i 

où nous avons posé, pour abréger, 

( 3 ) O ( . T ) = V • - — V 
w 1 J ^ ( 1 — — l — 

En posant 

¿r«)(i — x v ) 
V =1 v = l 

( 4 ) 2à 
v = I rt=>.|rt + i ) 

on voit aisément que cx,/t représente le nombre des solutions de 
l'équation 

(a) ( f l + v ) ( U K) = n> (v, H + i = i, 2, 3, ...)• 

Décomposons n en facteurs dd\ de sorte que n — dd!. Puisque n 
est supérieur à Xa, on aura nécessairement toutes les fois 
quec?^ a\ appelons (o ) une telle décomposition n = dd'^ où d^a, 
rie sorte que le nombre des décompositions sera ' / ( /* , en 
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représentant par '/(ny a) le nombre des diviseurs de n non supé-
rieurs à a. 

Ensuite, en représentant par ^( / i , A — i) le nombre des di-
viseurs de n supérieurs à À — i , ce nombre sera égal au nombre des 
décompositions (d)y telles que n = dd! où d'> \—i. Posant 
enfin, a - r v = A, \ + ^ = A', on voit que chacune des décompo-
sitions ( d ) est ou une décomposition (8) ou une décomposi-
tion (A), et par conséquent le nombre des décompositions (A) , 
c'est-à-dire ciy„, est égal à la différence entre celui des décompo-
sitions ( t / ) et (S) , savoir 

(5) ^(n, > — i) — a). 

D'ailleurs le coefficient de xm dans le développement de la 
fonction est égal au nombre des solutions de l'équation 

( P ) P v + TŒ = w, (p, Y-hi = i, a, 3, . . . ; v = i, a, 

et sera donc représenté par la somme 

ï=o 

Alors, d'après les formules développées et d'après cette dernière 
remarque, le coefficient de x

m

 dans le développement de la fonc-
tion <f(.zr) sera donné par la somme 

[~7ï~] A-l 

Y—o \=i 

Or, d'après la définition de la fonction $ (&), le même coefficient 
sera égal au nombre des solutions de l'équation indéterminée 

h + pv + u(a-fv) = m, (v, p + i, 5 + 1 = 1,2, 3, .. .)> 

ou, ce qui est la même chose, de l'équation 

( y ) p + - a<s, 
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(Fou l'on voil qu'il s'exprime par la somme 

[V] 
(7) ^ ^(m — aa, A-t-a —i). 

<7 = 0 
En égalant les expressions (6) et ( 7 ) , on obtient la relation re-

marquable 

[^(/H — ffiï, f + î — l) — ~fXm — a(l> "•)] 
fi) < «T = 0 

-4 -2 [<Km -+- Xa, X — 1) — y (m -+- Xa, a)] = o, 
X = i 

qui est l'objet de celte Noie. On y suppose seulement que ¿7, m 
sont des nombres positifs et que le nombre k est supérieur à 
l'unité. 

En y posant a = 1 et observant que y 1 ) = i , on trouve la 
formule 

m - I h—\ 
(II) ^ <|>(m — g, k-^-a — 1) 4- X, X — 1) = k -h m — 1. 

<1 = 0 ).-1 

Posant, dans cette formule, k = 2 et changeant m en m — 1, il 
s'ensuit la suivante : 

m— I 

(III) — tt, «) = m. 

0 
Cette formule estau fond équivalente au théorème suivant énoncé 

par M. Catalan (' ) : 

Le nombre total des solutions entières, non négatives, des 
équations 

x -+- iy — n — 1, 
ax H- 3 y = n — a, 
3x 4- 4 J = n — 3, 

» 
nx -4- (n-h i)^- = o, 

est égal à n. 

(') Voir une Note de M. Ccsàro dans les Mémoires de la Société des Sciences 
de Liège, 2" série, t. X, p. 
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Posant enfin, dans l'équation (11), k = m + 2 après y avoir 
changé m en m — 1, on obtient la formule 

R 

( I V ) ^ M " + = 
a=o 

que nous avons déduite de la précédente (1 ) par des considérations 
purement arithmétiques, qui d'ailleurs peuvent être remplacées 
par une démonstration directe et simple de cette formule. 

Bornons-nous maintenant à établir la formule (II) directe-
ment. On a évidemment 

et il s'ensuit 
fn — 1 

A = ^ — g, k -+- q — 1) 
<r=o 

ee m — 1 

= v y f n i m ~ j ) 
[J. = 0 T 0 

En isolant dans la partie négative du second membre le terme 
où [i. = o, il vient 

a, m — 1 m — 1 
A — i 2 [ E ( A* ¡Jt. + — 2 E ( k -4- a ) 

{1 = 0(7 0 <7 — 0 
» m —1 

- I - G f t ï O - S » ? ^ ) ' (JL=0 <J_0 
ensuite on a 

et l'on en déduit aisément la valeur de la somme A, savoir 

m 1 

=0 a=k 

(') Bulletin de la Société des Sciences de Bohème, 1887. 
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On Iroine d'une manière analogue 

D 

A — i oc k 

et, en faisant la somme des membres correspondants des équa-
tions (8) et (9) , on retombe sur la formule (11) qui par là est dé-
montrée arithmétiquement. 

3. Revenons maintenant à la formule ( I ) . En la retranchant, 
membre à membre, de celle qui résulte en y changeant k en k H- 1, 
on obtient 

m -h Kay k — 1) — y ( m -h ka7 a) 

= ^^ — —1) — <H ,n — ffili k H- <T)]; 

la différence entre crochets étant ou l'unité ou zéro, selon que le 
nombre m — <sa est un multiple de k + u o u non, on la pourra 
remplacer par celle-ci 

\ k -4 - <7 / \ / i + i f l / 

de sorte que nous aurons 

-1- ka, k — 1) — /(m. -+- Aa, a) 
( , 0 ) 1 = ¿ ] [ E ( 

<J —0 
prenant successivement, dans cette équation, m = 1, 2 , 3 , . . . , n 
et faisant la somme des résultats, il s'ensuit la formule 

n A 

(11) 2 ['K m + ka, k - 1) — m -h ka, a)] = ^ E 

m - L ( 7 = 0 

que l'on peut considérer comme équivalente à la formule (10) et 
par conséquent même à la formule (1). 

La formule (10) a été obtenue sous la condition nous 
allons montrer qu'elle subsiste encore pour k — 1. 



loß PREMIÈRE PARTIE. 
Rappelons-nous à cet effet l'identité 

a—o p =o 

qu'on obtient en exprimant de deux manières le nombre des points 
à coordonnées entières dans l'aire limitée par les axes des coor -
données et par l'hyperbole 

m — et or 
y- k + x 

D'après cette identité, la formule (10) se transforme en la sui-
vante 

I ty(m-hka,k—i) — ka, a ) 

Xdl \ a + p / V a + P /] 
P 0 

En y posant a = î et écrivant a au lieu de /c, il en résulte 

-5- a, a — i) 

= E ( x ) - E ( ^ ) + 2 [*(*=?)• 
ts = 0 

on a ensuite évidemment 

de sorte que l'équation précédente deviendra 

<7=0 

Le second membre de cette équation coïncide avec celui de 
l'équation (IO) en y supposant k — I ; on voit aussi aisément qu'il 
en est de même des premiers membres de ces équations, puisque 

+ o )-]((m + a, a) = a, a), 

et il s'ensuit que l'équation ( i o ) est exacte encore pour k — i. 
La même chose devra a\oir lieu de l'équation (II) . 



m — l 
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En comparant la formule 
n 

ij — O <7^1 L^= 0 <T — I 

avec l'équation (11) on obtient 

07 • -, ' CT - 0 <T — l 

r ) -
<7 0 <r = o <7=1 

formule qu'on peut considérer comme équivalente à l'équation ( I ). 

Or on a, pour a l E ^ ^ > 

et l'équation (11) deviendra, par conséquent, en posant pour 

abréger /• = n 4 - ka, p — E ^ ^ -+- /r + 1, 

Î1»(;) - ¿ E ( ; ) - — ( 5 ) - ¿ E ( v > 
a p u=i u — /r <7 = 1 

et en faisant usage des équations 

<7 P V — 1 

» « 

2 B ( £ ) - 2 K t ) - < * - > • • 
<7 A v — 1 

que l'on obtient par une considération géométrique, cette équation 
s'écrira comme il suit 



i o 8 

où l'on a posé 
P R E M 1 È R E P A R T I E . 

r = n-\- ka, -h k -+- i. 

Cette formule remplace entièremenf l'équation (i i ) et, si l'on en 
connaissait une démonstration arithmétique, ce serait en même 
temps une démonstration de la formule (I) . Or c'est ce qu'on 
trouve sans aucune difficulté. 

En effet, nous aurons 

pour y entre les limites 

Cela étant, l'inégalité 

E 

P 

faîL voir que l'on a 

E 

et il s'ensuit que la formule (12) est vérifiée. 
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