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Lathyrus montanus Bernh. Chotéboi: v Cboleich (Dvofdk)! und bei
Habry in Wildern (J.)! Monchsbusch bei Bilin (G)! _

Lathyrus niger L. Berge um Aussig, Bilin (C). Ledce, Kostelec a.
d. Sdz. (V)! :

Lathyrus albus Kittel. Monchsbusch bei Bilin (C)!

43.

Sur une démonstration du théoréme de Cauchy sur
les intégrales prises entre des limites imaginaires.

Par M. Lerch, docent & Vécole polytechnique tchéque de Prague
(Présenté par M. Ed. Weyr, dans la séance du 8 Décembre 1887)

Les formules développées par Cauchy dans son ,Mémoire sur
les intégrales définies“*) ne sont que des conséquences du célebre
théordme de Fimmortel géometre et bien qu’elles n’en sont que des
cag particuliers, elles nous donneront néanmoins la démonstration de
ce théoréme dans le cas général. La formule qui nous fournira cette
démonstration a valu & M. A. FEnneper**) deux évaluations d’mne
intégrale Eulérienno de premitre esptce. Le théordme de Cauchy,
combiné avec les principes de la théorie des fonctions imaginaires,
Ini aurait pu suggérer une démonstration plus simple, qui ne re-
pose pas sur la considération des intégrales doubles et mn’exige
aucun calcul.

1. Etant donnée une quantité imaginaire a-}-d¢, on peut mettre
chaque quantité imaginaire 2, affixe d’'un point appartenant & Paire
du triangle (o, a, a-}-bi) dans le plan***) (2), d’une manidre univoque
sous la forme

z — z(a - ti),

ot ¢, 2 sont des variables réelles, In premiére entre les limites (0...d),
Ia seconde entre (o...1). Une fonction f{z) s'appelle une fonction

*) Mémoires préscntés par divers savants 3 'Académie royale des Sciences
de DIIngtitut de France, T. I, 1827. Le mémoire en question & été lu
& IInstitut le 22 aofit 1814.
*¥) Nachrichten von der Kon. Gesellschaft d. Wiss. und der Georg-Augusts-
Universitdt zu Gottingen. 23. Mirz 1886. .
_ **) Jo représento par (2) le plan représentant la variabilito de =.

TF.: Mathematicko-piirodovddecka. 43
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synectiqgue dans une région du plan (2), si elle est une fonction
finie et uniformément continue des deux coordonnées du point z dans
cette région, et si elle y posstde une dérivée finie et determinée f(z)
qui est une fonction uniformément continue des dites coordonnées
correspondant aux points z dans la région considérée.
La fonction Az) étant supposée synectique dans linterieur et
sur les limites du triangle (o, a, a -} 0z) nous aurons
d 0z
Z

a:)z":t—(ﬂ”) ? )

La valeur commune des deux membres de cette équation est
une fonction finie et uniformément continne des coordonnées du point
g, fonction que je représente par g(z, £); donc il subsiste I’équation

f dzu/': o(x, t)dt —— f dt j o(z, t)dz.

En y remplacant ¢(x, £) successivement par les deux expres-
sions (1) il vient en posant, pour abréger, c =a-}-bi,

) (o

)] j flez)eda — f flax)ade = j fla 4 iidt.

Or on a, par définition,

) SN i
J fledede = fe)de,

j' 'Rax)ads = f Az)de,

a}-bi

f fla } )idt = [ fiz)de,

les intégrales des seconds membres se rapportant aux chemins recti-
lignes. Done l'équation (2) devient

a}bi a a-|-bi
3) Jfeade= [+ [ feyae
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et elle exprime que l'intégrale

S fieyae
(0, @, a-1+b)

prise le long du contour du triangle rectangle particulier (o, a, a 4 t)
est égale & zéro.

2. En posant, dans la formule (3), 2 — a-} bi —2’ et écrivant
J) au lien de la 4 bi—2') il vient

o bi a+bi
(3bis) [red= [+ [Fods,

les intégrales se rapportant 3 des chemins rectilignes; cette formule
peut s’exprimer comme il suit

f H&)de=0.
(o, b4, a-1-b)

On déduit par un changement de variable de la formule (8)
la suivante

[ ey,

("m L) d'*‘ﬁl')

'intégrale étant prise le long du contour du triangle (a,, a, ¢ -} bi)
dont le cité (a, ...a) se trouve sur I'axe réel.

Etant donné un triangle (0, 1, ¢), oi la partie réelle y de ¢ est
entre les limites (0... 1), on voit que

[rerie= [reae+ [fera==o,

(0, 1,¢) (0,7,¢) (y,1,¢)

la fonction f(z) étant supposée synectique d l'intérieur et sur la péri-
phérie de ce triangle.

8. Soit cnfin (¢, ¢,, c;) un triangle rectiligne quelconque et fz)
une fonction synectique & son intcrieur et & sa périphérie. Soit ¢,
un sommet dont la projection sur le cbté opposé se trouve sur ce
cOté, TPosons

z=(c—¢y)u 4 ¢y,
43*
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de sorte que

z—Cl

6—6

—
——

8i le point £ parcourt les cotés du triangle (¢, ¢ &), le point

c'::: » et 8i z appar-
tient & Pintérieur du triangle (c,, ¢s, ¢;), l2 méme chose aura lieu
pour » par rapport au triangle (0, 1, ¢), et nous anrons, par définition,

u décrit les cotés du suivant (0, 1, ¢), ol ¢=

[ 1= [fian,

(€1, 12 €3) (1)
oll nous avons posé

fo(®#) = (e; —¢y)f[e;, -H(eg —¢;)u)

La fonction fy(») étant évidemment gynectique dans le triangle
(0, 1, ¢) et la partie réelle de ¢ étant évidemment entre les limites
(0...1), il vient

_f Fe)dz = 0.

{er, 3, €3)

D'ailleurs chaque polygine rectiligne simple pouvant se décom-
poser en triangles, on voit facilement que le théordme suivant a lieu:

oLa fonction f(z) étant supposée synectique @ lVintérieur et sur
la périphérie d'un polygine rectiligne simple (et & distance finie),
Viniégrale

EC

prise le lonc du contour de ce polygione est égale & zero.”

Ce théortme particulier suffit pour déduire toutes les propriétés
fondamentales des fonctions d'une variable imaginaire, de sorto qu’on
n’a pas besoin d’introduire les intégrales curvilignes dans les ¢léments
de 1a théorie des fonctions. "

4. Pour établir le théortme de Cauchy sous sa forme la plus
générale nous aurons besoin du lemme suivant:

»La fonction f{2) étant synectique dans une aire ', et U re-
présentant une région située toute entidtre A I'intérieur de ', la
quantité
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f(z_l_’;z-_f(z) __f,(z)

gera moindre en valeur absolue qu'une quantité donnée d’avance, si
la quantité | k| sera inférieure & une certaine limite couvenablement
choisie, et cela pour tontes les valeurs de z appartenant & I'aire ¥.“
Cette propriété s’exprime en disant, que la fonction f(z) est wun:-
Sformément différentiable dans la région .

Ce lemme se conclut facilement du théoréme de Taylor que nous
allops prouver sans faire usage des intégrales curvilignes.

5. La fonction % n’étant pas synectique dans une région con-

tenant I'origine 2—=0 dans son intérieur, le théoréme déraontré dans
le numéro 3 ne lui est pas applicable. Or il est aisé de voir que

f—-—
z

prise le long d’un polygbne rectiligne contenant I’origine & son in-
terieur ne dépend point de la forme particulitre de ce polyglne.
Donc pour obtenir sa valeur pour un polygdne quelconque il suffit
de I'évaluer pour le carré (—1—+, 1 —14, 1-}¢, —1414). On
tronve de cette maniére

./—_2f liyyl _17%]%7

—_2._1 l—l—y’ +f12fli__dz__f12idw, +2i£%—

=4 f itz = 2.
Considérons maintenant I'intégrale
Sf&)dz
® J2E5 -

prise le long du contour d’un polygéne rectiligne contenant le point
dans son intérieur, la fonction f(z) étant supposée synectique dans
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ce polygéne. Il est aisé de voir que cetle intégrale ne change pas
quand on substitue & ce polygbne un autre qui lui est intérieur et
contient aussi le point @ dans son aire. Remplagons le par un carré
ayant sont centre & =, et supposons que la moitié de son hypothé-
nuse soit moindre que Ia quantité & telle qu'on ait, pour chaque
valeur de & dont le module est inférieur & &, I'inégalité

LR =IO _p)i<s,

d étant une quantité donnée d’avance.
GrAce 3 cette hypothése, on aura, dans I'intégrale (1),

J@) =f@)+ e —2) f @)+ 66— 2)7., [15] <5,

et, par conséquent,

SO _ po) [~ tr@ [ast [nde

Or on a, d’aprés l'inégalité 19| <d,. et d’apreés le théordme
que nous venons de prouver,

fdz.: 0, lfﬂ.dz|<8e'd‘
J==

étant, d'aprés ce qui précdde, égale & 2#¢, nous aurons
dz .
S L — 2

et comme on peut supposer £<C 1, le premicr membre étant indé-
pendant de &, il deyra nécessairement s’annuller, de sorte qu'il vient

SLOE — omipta).

et Plintégrale

< 8d¢,

Supposons maintenant que la fonction f{2) soit syncctiqne dans
une aire finie ¥, et considérons un point z, A Pintérieur de cette
aire. Soit C un cercle du centre o, et qui se trouve & I'intérieur
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de aire 9. Etant donné un point z & Vintérieur de C, on peut dé-
terminer un cercle €’ intérieur & C' contenant le point 2 & son inté-
rieur. Il est toujours possible de construire un polygoéne rectiligne I’
circonscrit & C' et placé & l'intérieur de C. Nous aurons évidemment
d’aprés ce qui préctde,

dz .
SO _ omifte),
et d’autre part
o [ S®dz__ 5 v Sf2)dz 2 — 2 \* fle)dz
2) Ifm—g(z_%) T (z—-mo)v—|-l+f( g—~—
Comme on a, sur le contour du polygbne I',
T— @
e <1
il est aisé de voir qu'il s’ensuit
e—wx, \* fl&)dz __
h'm f ( z—xz 03
d’oll il vient
: \ 1 i
(8bis) fl(=) = ’ZoAv(w_mo)’a 4, = i J (zf;):i;_l_l )

pour chaque point z i Pintericur du cercle C.

C'est de la formule (2) ou (2bis) qu'on peut conclure le lemme
en question.

Nous avons en effet, d’aprés (2), 1a formule

; Sz 1B M — f(@) —3 fede
3) f’(z)—'P P p——"

I’ étant un polyglne rectiligne contenant & son intérieur les quantités
x, «-}-h ct la fonction Az) y 6tant supposée synectique.

On peut toujours construire un polygbne rectiligne simple I”
placé & lintérieur de W et tel que la région A lui soit intérieure,
en supposant ces deux régions limitées par des courbes simples. La
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fonction jf(¢)  étant synectique & Dintérieur de ' ct chaque point
«, @~-h étant snpposé A Pintérieur de ¥, on voit que P’équation (3)
subsiste pour toutes ces valeurs de « et 2. Or en représentant par
4 1d plus courte distance du contour de I' du celui de ¥, par M
le module maximum de f{(2) le long de I', par L le périmétre de I',
il est aisé de voir qu'on &

M.L

fe)de .
If C—a)e—a—h) |~ a7
r
de sort qlie I’équation (3) nous donnera
| F=TE — pa| < Zm 1,

ce qui montre la différentiabilité uniforme des fonctions synectiques.

6. Soit Az) une fonction synectique A Tl'intérieur d’une aire
simple ¥ et considérons un ligne courbe fermée et simple C placée
& l'intérieur de ¥ et ayant une longneur finie. On démontre aisément *)
qu'on peut déterminer un nombre positif & telqu’on ait, pour chaque
polygone (2,, 2, 2 - - - 1) inscrit & C ayant ses cotés inférieurs 2 ¢,

| n—1

[rexts— Y Gy —e)fe) <3
c v=0

¢ étant une quantité positive donnée d’avance.
On aura de plus

& =1£&)+ e—2)E) + E—2,)n,()

et on peut supposer & assez petit pour que I'on ait, pour |z —2,| <¢,
I'inégalité

|7, | <L ¥,

¢ étant une quantité donnée d’avance.
Donc il vient

*) Voir p. ex. le Cours d’nnalyse de PEcole Polytechnique de M. Camille Jordan.



2Zy1
f Fle)de = (5 4 1—20)f@) + 4By-p.1— 20)F (o)

2y}
+f c—whmis,
2y

d’ou1 il suit

n—1

2. f e — Z (B f1— 20

1_0

n—1 n—1 2y}1

=4 D Copr—m P+ D, [ c—mmsledde
v—0 v—0 Zy

Or on a, en représentant par M’ le module maximum de F(2),
et par I’ une quantité qui est supérieure aux périmetres de tous les
polygines inscrits 2 C, les inégalités snivantes

n—1

D Cop1— =) @) | <eLM,
=0

a—1 Zy{1

Z f (2 — 2o)me(2)de | < el'd .

De plus le polygine (2o, 2,, 2 - - . Z»—1) 8€ trouvant A I'inté-
rienr d’une aire ol la fonction f(z2) est synectique, nous aurons
d’aprds le théoréme démontré plus haut

w—1 2|1

fo(z)dz 0,

v—0

de sort qu'il vient

n—1 I
D oy q1—oafies) | <M+

v—0




682

en prenant done & tel que

(2 + ) <3,
nous aurons

[ <,

d’olr il est aisé de voir qu'on a
f f(2)dz =0,
C

ce qui est le théoréme & démontrer.

Remarque. On voit que '’emploi du lemme sur la différentiabi-
lité uniforme des fonctions synectiques n’est pas indispensable pour
la démonstration du théoréme. Il suffit de faire voir que le quotient

ﬂz)_ﬂz") . Iz_z’|<£
2y

a une limite supérieure finic de son module,- quelle que soit la quan-
tité 2y supposée sur la courbe C. Cette propriété est verifiée par un
théoréme dtt & M. Mansion,*) savoir

FetB 18 — iy + o),

ol A est une quantité d’'un module non superieur & V2T et ol ® est
une quantité réelle entre les limites (0...1). Ce théordme étant
démontré d’une manitre élémentaire, on peut le substituer aux con-
gidérations que nous avons développées dans les n 4 et b.

Deuzxtéme remarque. Une autre démonstration, la plus remar-
quable parmi celles qu'on a donnGes jusqu'a présent du célébre théo-
réeme de Cauchy a été signalée par M, Kronecker dans les Sitzungs-
berichte der kon. Preuss. Akadcimnie der Wisscnschaften zu Berlin,
30. Juli 1885. ‘

*) Voir & ce sujet un mémoire de M. F., Gomer Teizeira dans gon Jornal de
Sciencias Mathematicas e Astronomicas, t. VIII., p. 20, ou le Curso de ana-
lyse infinilesimal du méme auteur, p. 298. Le théordme de M. Mansion est
analogue & un théoréme de M. Darhoux; or celui-lb a 6t6 établi d’une maniére
plus simple de sorte qu'il est applicable dans les éléments de la théorie.
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