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TISKEM POLYGRAFIE V BRNE,



V pozistalosti M. Lercha byl
mezi jinym rukopis prdce nadepsané
,Uvahy o theorii kvadratickych
zbytk@ pro kmenné moduly s no-
vymi vztahy k theorii kvadratickych
forem s kuennymi zdpornymi deter-
minanty“.

Tato préce, velmi pozoruhodnd jak
svymi vysledky tak svou methodou,
nebyla dosud uvefejnéna. Redaktor
Spist vyddvanych pirodovédeckou
fakultou Masarykovy university do-
mnivalse, Ze je vhodno uverejniti prave
zde toto posmrtné dilo vynikajiciho
ucence, jenz n4s nahle opustil k nejvét-
§imu zdrmutku fakulty v dobé, kdy se
zabyval zafizenim mathematického
istavu a jenz sledoval s nejzivéjsim
zdjmem zaloZeni téchto Spisd.

V Brnég, 24. srpna 1923.

Le manuserit du travail intitulé
,,}:]tudes sur la théorie des résidus
quadratiques suivant un module pre-
mier. Relations nouvelles avec Ila
théorie des formes quadratiques ayant
un déterminant négatif et premier*
(en tchéque) se trouvait dans les
papiers laissés par M. Lerch.

Ce travail si remarquable autant
par ses résultats que par sa méthode
n'a pas encore été publié. Lo rédac-
teur de ces Publications a pensé que
c’est ici que doit trouver place cette
oeuvre posthume du savant éminent
qui, au plus grand regret de la
Faculté, nous a été enlevé subitement
au moment ot il s’occupait de I'organi-
sation de I'Institut mathématique et
qui apportait le plus vif intérét i la
fondation de ce recueil.

Brno, le 24 aotit 1923.

B. Hostinsky.






UVAHY O THEORII KVADRATICKYCH ZBYTKU
PRO KMENNE MODULY
S NOVYMI VZTAIY K THEORII KVADRATICKYCH FOREM
S KMENNYMI ZAPORNYMI DETERMINANTY.
(AVEC UN RESUME EN FRANGAIN.)

L

1. Znamenej ndm ¢ kladné kmenné dislo tvaru 4 a -~ 3, a uzivejme
symbolu &, k oznadeni Legendreova znaménka

ev:—(%) a(%g), (r=1, 2,...9—1),

s obvyklymi dopliiky

& == & = 0.
Pro z4porné indexy » = — pu pak bude vidy piedpoklidino
- u ‘)
ty=— ===}
" q) (q/
Polynom
q—1
) Q@)=ZI¢s2
y=1
hovi algebraické shodd
Q@ (z) 4+ g=0 mod. ——-—1%,

tu chceme probloubiti v tom sméru, Ze urdime podil levé strany délené
modulem.

Pii tom ndm bude zavésti &isla e, eq, €5,... definovand rovnici
n—1
2y =2yt p = 2 a,.”_w
p=1

pro n =g, aneb obecn&ji
(2% en =&y 8, = Zgy,, (,u, v=1,2, 37"'9”‘1),

wrv=n
takZe nejvétdi’ piipustnd hodnota n jest 29 —2, a jest ey, =
Indexy vétd nez ¢ —1 znamenejme g - n; podminka

) ptv=-q4mn p<gq, v<q
se vyjadii hodnotou
v=q-+4+n—@ p>n
tedy

q—1
Cotn =28y 81 npe
7+n P="+F gtn—p
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Zde pifme q —p =/, i midme dle vztahu

89"‘!"' == e E}Lr
g—n—1 q—n—1
Mimo to jest dle pavodni definice, jezto &z,_,,_P =—Eaqp
q—n—1 g—n—1
Cy—n == ﬁf” & == — ‘?8“ Enips
a tedy mdme vztahy
q—n—1
(2% Cppn == Cg_p = — Sf“ &ty (0=m<g).
Pz

Po kazdé jest
e,=0, ey 1=0

ve shod® s poslednim vztahem.

Z rovnice (2') mame
n—1

ents— €n - & (Enty p— Enp) + &ny
p—1
a tedy pro mod. 4
n—1
€ni1— Cn— & + .I‘.'(s,,Jr,__p — &)=+ (s —1) =1
odtud seétenim pro n, n-1,...n+4%---1:
entr— €=k (mod. 4).

Klademe-li # - 1, a znamendme % 1 literou », méme tedy

24 en=n-—1 (mod. 4).
Na pi. pro ¢=="T jsou Legendreova znaménka
&, == s -
a tedy v + +
=0 e=16=2 ¢=—1, =0, ¢g=1.

V disledku definice ¢isel e, rovnici (27) jest étverec polynomu @ (x)

2¢—9

. (3 Q (z)=Ze,a";
n- -1
vyraz ten piSme jak ndsleduje
R 37
Q' ()= = Ca ™ -+ X Copn®" + (21 — 1) Loe,,k,,x”,
-

aneb piipojivie na obou strandch d&islo g,

(@) @ () +g=[eg—1 27" + (e, 1 @) +I§7j(o + egpn) @] (21— 1)4%"'244_,,30".

Levéd strana, jakoZ i posledni ¢len vpravo obsahuji délitcle

74— 1
:fc-—l =gt i3 L f 2t a1,




1
i musi jim byti tedy délitelen té%2 vyraz v hranaté zdvorce; an tento
jest stupné g—1, bude podil konstanta a sice ¢,_;. Tedy
) = zt—1
€@+ (g + @) + (6 €q4n) 2" = 0g1 T3
odtud mdme porovndnim stilych élent
€+ q="¢y
mimo to jest dle definice (2!) pro n=gq
q—1
eg=2&8 p=—(¢—1),
¢imz vychézi !
(4 eg=1—¢ e =1

a nade identita poslednf se zjednodusi na

z1—1
) 2 L S et ) ar =2
z ni vychdzi porovndnim soudiniteld vztahy
(42) en+ egrn=1, (0 <n<q),

které ji uplné vyderpavaji. Vzhledem k (2%) méme odtud
(43) Copn==€n=1—e, (0 <n<gq)
Vlozime-li hodnotu (4) do hofej$iho vzorce pro @* () - ¢, obdrzime

zi—1 72
Q@) +a=7—7+ @—1)Zeya2";

tu jest .
q~2
..aeq+,,x =e, + “(1—e)x"~ "’(l—e)x"-f-l-—q
x?— 1 9—1
=z—1 91— Zar

¢imZ vychdzi

v g— | —1
@ +e=2"1+C=T e —@—1Te,
1
éili .
Y 7 — 1 1
o e@== 1+( gt (1 — 20 Zeuan,
2. Z rovnice (23) a (4%) plyne
g—n—1 n—1
4* eyt —e,—1=—1+4+Teg,¢,
( ) p._—.lp +p € +p.:_-fp’8 )
tedy zvl4sts .
— —
‘:18}18},_.{_1-—__—1, 28}"8}1"‘}“2:0
(9 -
q—4

q—b
{Jepspﬁ =28 —1, 'fspspﬂ =2g,.

2%



Prvni z téchto rovnic poddvd bezprostfednd vétu:
Pro kmenné moduly q tvaru 4£a - 3 obsahuje upluu rada Legen-
dreovijch znamének;
(L) £, 8 B3 o vuv £y
q [—
2
Ustanovme podet piipadi, kdy v fadé (L) jsou dvé sousednf zna-
ménka kladnd; je patrné ddn vyrazem

S(L+8) (1 + 8v+1)

1

0 jednu zménu vice ne? sledi, t. §. obsahuje sledit a zZmén.

q—3
2

jenz méd hodnotu

g—-2 T &1

2g
e +%28Ww

tedy dle (4%) a vzhledem k identitdm

9—2 q—1 q—2
Y
?Sv':%é‘v———«&q_lw—‘ 1, ?8\,_}_1 =—1

bude
Flieal4ey,  g—3,
1 2 2 4 -

V fads (L) jest L% dvojic sousednich clemt Kladnjeh a toliké
dvojic sousednich ¢lent zdpornych. Jinak vysloveno:
V Fadé éisel (pFi kmenném q)
. 1, 2 3,...q—1 (@=3 mod. 4)
q—

jest 3 kvadratickyjch cbythi, po nich? ndsleduje zbytek, a tolikéz ne-

2bythid, po nich? ndsleduje nezbytek.
Na pF. pro ¢=11 mdme znaménka
b=+ —tf+———F+—
tedy zbytky v pdrech (3, 4) (4, 5); 11—;:—:'—322
nezbytky v pérech (6, 7) (7, 8).

Nazveme-li u sousednich &lend porad znamének — - vzestupem
a pofad + — sestupem, podziv:i ndm vyraz
1 —e 148y 2 —3

T2 gt ="17 S+ (“3“1—28“)“—4‘_

podet vzestuphi a vyraz

9581_{,.8\‘ 1"“8v+1=Q+1
2 0 .2 4
podet sestupi, jinak vyjddieno:




V fadé Cisel
1, 2 3,...9—1
1. 01 o, . Ca . q--3
PFichdzi Y] kvadratickych zbytkii, po nichZ ndsleduje nezbytek, a

4

nezbythi, po nichi ndsleduje kvadraticky zbytek.
Na pi. pro g=11 jsou prvni piipady

(1,2), 6,0, 0,105 (~—=3)

druhé pripady

2 3), 6 95 (T o=2)

Vysledek ten lze téZ takto vyjddiiti:
Nejmensi kladné zbytky mod. q Cisel
— e
o2 3. (_‘-’—z—ll,

1+

) skupin v piirozené posloup-

serazené vzestupné dle velikosti tvori
nosti *.

Pr. g= T; 1, 2|4; 2;:1:
+1_4

_

g=11; 113, 4, 5|9;

g=19; 1|4,5,6,7

3. Znamenejme nyni

.
91116, 17; 9%1:_5.

—1
1 —m,
takZe v naSem piipadé m je liché.
Na pravé strané rovnice (v . (4*))

2m—1

provedme rozklad v agregity w<m a pw>m; u &leni tohoto piSme
q— i —1=v; vyjde

m—1 m

—1=Zeep1+ Tegy 18y,
v=1 v=1
a jezto druhd édst je

m m—1

2ty =T 8,811 F Enbnti,

. 1 L

dile
Emmi1 == CamEam {9 =83 18} — — 1

vychdzi vztah e ’

‘m—1 —
(5) 12 8p.8p.+1 _= 0; " — g——2_-l .

* Pii tom se béfe isolovany zbytck jako fada o jednom élenu.
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To poddva bezprostfednd vétu:

V' poloviéni Fadé Legendreovijch znamének pro kmenny modul
qg=4%2a-+3
(M) £ 88 ... &y
je pravé tolik sledé co zmén.

g =11, m = 5; znaménka

+ =+ +F

ddvaji dvé zmény -- —, — -~ a dva sledy + 4.

Hledejme pocet vzestuptt (— +) v fad8 (M). Je d4n vyrazem

mil—e 14¢ m—1 m—1 m-1
p LA 7 o L (e —23e):
: 9 2 4 +1‘(1 v+1 18V)’

uzdvorkovany vyraz == &, — & ; jezto pro naie moduly
& = — &,
vychédzi pro podet vzestupii vyraz
m—1 14 g

4 4’

kdezto polet sestupl jest

m—1 148
4 + 4

V Fadé éisel

prichdzi
g—3  1+4¢
8 4

kvadratickych zbythki mod. q, po nichi ndsleduje nezbytek, a

q—3 1+¢&
8 2

nezbytki, po niché ndsleduje zbylek.

Pt. ¢ =17, d&isla ta jsou resp. 1, 0. Pofad znamenék - - —; po
zbytku 2 nésleduje nezbytek 3, a po %4dném nezbytku nendsleduje
zbytek. ‘

g =11; obé& ¢&isla jsou =1; e=+ — 4 + 4

g=19; obé &sla jsou =25 e=+ — — + + 4+ 4+ — +.

Znamendme-li Cl(— g) pocet tiid kladnych forem

ax® 4 bxy + cy?
diskriminantu — g = b* — 4ac, a literou I pocet t¥id kvadratickych

forem Gaussovych
a2 4 20,2y + ¢, y?
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determinantu — q¢ = b, — a,¢,, jest dle Dirichleta
H=(2—¢) Cl(—q) = Zs,.
1
Tohoto vztahu bude ndm uziti pfi stanoveni kladnych dvojic (4 +)
sousednich znamének, a rovnéz pro podet dvojic zdpornych (— —).
Pocet kladn)'fch dvojic v fadé (M) jest

m—l 1 & 1 + & 7” —1 m—1 m—1

+1 v
S ;)p ++(E & S Epyy) =
2 4 1 1

a pocet dvojic zapornych patrné

- (n-59)

Pr0.82:1 jest I>1, a pro gg=—1 jest I{>=3, ve vSech pii-
padech tedy uzidvorkovany vyraz je kladny.

V' polovicni radé Legendreovych znamének (M) jest vétsi pocet
dvogic sousednich ¢élenit Eladngch ned dvojic zdpornych. Roadil obndsi

— &

H— _-2

Oba poéty jsow diny vaorci

9:_*'2’ + ( — _:jg)

Pr. @ =11, H=23; polty jsou 1+ 1; jsou dvé dvojice kladné
(3, 4), (4, 5), a 24dnd dvojice zdporna.
qg=19, H=3; poéty =2+ 1;
3 dvojice kladné (4, ), (5, 6), (6, 7),
1 dvojice zdpornd (2, 3).
Jinak vysloveno:
V Fadé Cisel
1—1
2

pristusné ke kmennému modulu q = 4a + 3 jest
q—3 ’
—5 1

1—¢y
2
pard sousednich zbytlai kvadmtickjch, a

9—3 (11.- .1_-:_59)

dvojic sousednich nezbytku.

1,2 3,.
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Sthj zde jesté piiklad
q=23, m=11, H=23,
t=++++—+—++——;
pocty 3+ 3 uddvaji &tyii dvojice kladné a jednu dvojici zdpornou.
4. Drubd z rovnic (4

7—38
‘:J &n8utg =0
obsahuje vysledek, Ze
v Fadé (L) prdvé tolil: clend oddéluje dvé znameni stejnd, Lolik jich
oddéluje dvé znameni opacnd.
Trojiny s kladnymi okraji (4 + ) jsou v poétu
3

t314¢g, 1-F¢ —3 9=3 93 —
“';"‘:g‘i |‘2!Ljrg:Q__4__ "f‘i(‘?%”"?gmz):_”“‘q 1

V Fadé éisel
1, 2 3,....q—1
stane se g;ﬁkrdte, Ze jeden prvek jest obklopen dvéma zbythy a tolikéz

piipadd jest, kdy prvek obklopen jest dvéma nezbytky.

¢ Ty em b —+——
1. (@ 3 4)
2. (3, 4, b).
V rovniei
—3
o SP- Sp‘_*,g =0
p=1

oddélme &leny p=m —1 a kladme v nich g=¢—2 —»; bude

q—3 m m—2

= fnépte -~ e, Eyte == EN Eyta + &u—18nm I Enta-

m—1 v 1 v 1

Jezto
Em-——l 8m+1 _ - 63» 8m8m+2 _— 8:?.)
nachdzime
m—2
b p—

(6) = 8 = 8.

Prvni dlen vlevo w-=1 m4 hodnotu & & =— &; vynechame-li jej
na obou strandch, vznikne véta:

" Rada ey&5 . ... e4_g obsakuje tolik smén co fada &yey .... &,
sledi.
=23; Fady naSe jsou tu
+ ==+
+ 4+ 4+ —
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Pocet ¢lentt fady (M) sevienych dvéma ¢leny kladnymi obnasi dle (6)

n2llg, 146 m— 2
= o Do S 1 + +T(-‘fp‘t’~£u+a)-

.2
Zivorka md hodnotu
OH — &y — 84— & — & =2H — (1 — &),
a tedy zni pocet trojin s kladnymi okraji v ¥add (M)

4

kdezto podet trojin s okraji zdpornymi jest

nl———3+83—2—:88 LA,

?ﬁ.}l.*_i}eh__éfl;

prvni maji pFevahu nad drubhymi o

Vysledky lze takto vyjddfiti:
V Fadé Gisel
1,2, 3 ....m (m :—.—q————;—l-, q kmenné = 4a -+ 3)

Jjest 3 1
LIk e Lol PR

proki obklopenijch dvéma kvadra,tw/.:gjma 2bytly mod. q, ddle
m—~1

preki obklopengeh dvéma nczbytk_?/.
P¥. q=23, H=3, g =1; vyrazy zndji
244434 §—§=1
Zbytky jsou obklopena disla v =2, 3, 5, 7, nezhytky jest obklopeno
¢islo v =6, b= b b — e — —.
'l‘rojiny vzestupné (— + +) fady (M) jsou v poctu

Tl—g 1 teure__m—2 & e no?

‘;’ 9 P 4 4 +%(2{'8}L+2—%‘£P~);
zivorka m4 hodnotu &, 4 &,y — & — &= — (1 4 2¢& + &) a tedy
pravi strana m—2—a  (L+e&) 1+

= i 7} .
Trojiny sestupné jsou v podtu
m— 2 2—e¢ l—eg)(1--¢
—;~_MT[(1+282+86)—_T—£+82+( 2)4( 3)-
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V fadé éisel
1,2, 3 ...m (m= Q_‘;g‘__l_, q kmenné —= 4a + 3)
jest

m—2—s (te)ite)_[d]_(@+a)ta)
4 4 8 4 :

proki, jimé predchizi nezbytek, a po nich¥ prichizi kvadraticky zbytek.
A je tam

q (1—&) (1 —2)
llg} + 82+~——3“2*—i'

proki, jimi predchizi hvadraticky zbytel a ndsleduje nezbytek.

Pro g - 23 jsou tyto podty resp. 2—1=1, 24 1=3.

5. Pro moduly ¢ a tuplnou fadu (L) Ize jiti o krok dédle a stano-
viti podet trojin urditého typu, kde viecky tfi prvky s, 8,14, 8,40 maji
hodnoty dané.

Uvazujme soudet it
A= ‘? Eyr1 &5
klademe-li ¥ =¢ —u, vyjde v* —1-—=p* —1, a tedy

g—1

A= — Sepe g g =—A4,
p:_»l
t.j. A=0, d&li*
q9—3
(A) “:78\1 &1 8yt = 0.
Ve spojeni s rovnicemi
q—2 g—3
s
%8v£v+1:——]7 ?SVSV_H'—‘:O

umoziiuje tento vztah stanoviti souéty
q;ﬁ 1 .’t &y 1 i Syt+1 1 i Eyte

ld

r 2 0 2 2
Vysledek zni jak nésleduje:

V diplné radé Legendreovyjch znamének pro kmenny modul g—=4a+-3

£ 8385 oo &y,

g—3— 5(1+€s) trojin kaidého z typii
thH =t e -t
q—3 +§ (14 &) trojin kaZdého z typi
+—-+ -t ++— +——

_ * Frnst Jacobsthal, Anwendungen einer Formel aus der Theorie der quadrati-
schen Reste. Inaugural-Dissertation, Berlin 1906.

Jest

a dale
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Struénéji:

Typy trojin, jaké se wvyskytuji w modulu q=—=7, jsou v podtu
Q“3+2(1+82) + 2

; ostatni jsou v poltu o mensim.

II.
6. Uvazujme nyni kmenn4 ¢isla p tvaru 4a 41, a piislusnd zna-
ménka Legendreova znamenejme opét

8v::(1') (f)»

zde oviem bude &, ,=—¢_,=¢, na rozdil od ptipadu kdy modul je
kmenné ¢&islo ¢ tvaru 4a -+ 3.

Zavedeme opét polynom

a &isla e, rovnicf

) %:Z%%(Myzhzw

p+v=mn
déle ey —=0; tedy pro n<p

})-—1)’ O<n<2p—1,

n—1 n--1

(1) Cn == Ll' & Enp = Ll' Eap—pr-

Pro pfipony vétsi nez p, které pisme p 4 n, mdme u v =p 4 n,
v<p, tedy p>mn

p—1
Cpin=2Eupinp
n+1

aneb piSeme-li u=p—v,
p—n-~1 p—n—1
Y
(1) €pgn == .’T Epy Enpy = 217 2, 8 gy

Cislo p—n—1
Cpp = ZJ & Epnp = % & Enppy

p—n—1

splyv4 tedy s hodnotou e, .,
() trin=tpn (0<n=<p)
jako pro moduly g.

(Ctverec polynomu @ (z) bude tu rovnéz

2p—2 p—1 -2
Q? ()= Een "= "c,, z" -+ Ze,,J, ,,:L'P’r",
a lze jej psati
p—1

Qg(x)“ e,,x +Ze,,+,,x +(xp'“1)20p+nx ’
takze

@ (@) —p=[epa27" + (6 — 1)+ 217 (ewt-cpin) 2] +

p—2
(@ — 1) Zepynzn
0



Z délitelnosti levé strany polynomem
zr—1
) =grtqgr?if 241
soudime, Ze vyraz v hranaté zivorce obsaZeny je tymz polynomem
délitelny, a tedy splyvd s vyrazem

L r22 zp—1
s (o — 1)+ Z(eat i) 0" = py T,

z &ehoz vychdzi
Cp—DP=Cpyy Cnt Eppn=10py, (Bn<p—1)
Jeito e, =Yg ¢, y=I¢) =p—1, mdme postupné
) ep=p—1, ¢p 1=—1, eatepra=—1,
(8%) bpon=-—1—1¢, (n=1, 2,....p—1).
Posledni vyjddreni étverce @? (x) pak prejde v

p—2

xry —
@@ —p=— T @ — 1T,
a dosadime-li sem hodnoty

ep=p—1, ¢ pn==—1—e, pro n>0,
vyjde
) x? — 1 r—1 x? — 1
() — P _ _ 1
P Z=hr o fp—Thr =)
takZe bude koneéné
, zr—1 P —1)3 p—1
(1) Q@) =pa? — —— ! Py 1) = (2 — 1)%'3.@",

pro kmenné moduly p tvaru 4a - 1.
Jezto dle (8*) soudet

p—-—n—l
Pulsp np = €p—n
ma hodnotu n—1
—_1l—e,=—1 —-Zeps,,_w
mdme vztah !
p—n—l ﬂ—-—l
8Y _,spe,._HL__—— 1 ——...,sf“s,,__pL
Jako zvlditni pripady vytknéme
-2 p—3
(8Y) -;:81" g1 =— 1, }_;,'sp guts=—2,

kterézto rovnice povedou nds k analogickym vysledkim jako vyse
vatahy (4%).
Znamenejme opét
p—1
5

takze tu jest m Cislo sudé; leva strana rovnice (8?) rozitépi se v soudty

pony ”Z,

me1 2m—1

‘Fsp. Ept1 + e, 8445
m
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ve druhém poloZime v —=p—p—1, (u=1,2, ... m), ¢imZ obdrzi tvar

m m—1
.ZJ;S,L 1= ‘?sp Ept1 T EmEmta-
b=

Zde &,8u41 = 8mania=Ep_1 &1 =1, a tedy vyjde
m—1 p—1
€)) ZIISPS}H_, =1, m=="5—, p kmenné —4a-1 ).
Z rovnic (8%) a (9) vychdzi:
V piné radé Legendreovych snaménel pro kmenny modul p tvaru
4a+ 1
€L €18 «vvn Epy
je zmén o jednu vice nef sledi.
Podobné tomu jest u rady poloviéni

. _r= 1)
(3 8183.-..8,‘," (m“ 5 )

Nisledkem vztahu
pH &, = O,
1

platného pro moduly p, jsou véty k témto modulim se vztahujici znaéné
jednodussi nez v piipadé moduld g. Tak na p¥. vyraz

vn—211+sv 1—{—£V+1:m—1 _l_l—{—ez__p-—’l———?sﬂ
1 2 2 4 4 4 8

—9 . .
mé hodnotu [p——-8-], kdezto zménime-li znaménka pii & a &4, ob-

drzime hodnotu

m—1 1+82=p—3+283:_2)_
4 i 4 8 18]
V' polovicni Fadé (M") Legendreovyjch znamének pro moduly p vy-
skytne se [1);2] dvojic sousednich dlenit Kladnych, o {%—] dvojic sou-

sednich clendt zdporngch.
Jinak vyjddieno:
V' Fadé cisel ‘

p—1

2

1,2 3...

prislusné ke kmennému modulic p=4a -1 stane se [p __8— 2] krdte, Ge po

kvadratickém zbytku ndsleduje zbytek, a [%] krdte, e po kvadratickém
nezbytku ndsleduje nezbytek.
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Pi. p=-17
p=tf—+———+

mndme [l)w;—z] =1, dvojice zbytkid (1,2) a [ ~] =2, dvojice nezbytkd
(5, 6), (6, 7).

Dile jest
moll —e,1-1¢ m—1 1—z¢ [ p
3 et i M7 o S e S T SO S Y L
A R I TiTg “_8]’
"511 +&l—8,4, m & [p+3
. 2 2 1L 8 )

. j.

Rada (M") vykazuje [g] vzestupl (— ) a [p +3 poklesﬁ (+—).

Je zajimavo, Ze tdZz forma vysledku zistivd v platnosti téz pro
moduly ¢, takze

pro Kterygkoli kmenng modul p> 3 vykazuje poloviéni Fada Legen-
dreovijch znaménel

(D EME o () (=25,
P P p » 2
[-g] veestupii (— ) a [pgﬂ poklesit (4 —).
7. Druhd z rovnic (8%)

m—2 2n—2
—2 :{_}SHSP‘.}_Q —+ vafvm
m—

podd substituci »=p—u— 2 vztah

m—2
(99 {JSPLEHH =-—1—¢.
Dle toho
m_21—8511+8}1+9 m—-")+1+83 1—86_

1 2 T 4 4
_m“2_1+52+(1+52)(1+83)_ p—2 _i__(l“f‘fz)(l‘f'ss),
4 4 4 - 8 4

dsle
"59 14 &, l—sHQ + a‘,,(l — 82)
. 2 2 4
P+1—28 (A—g)(1—sg) 1’+3 _ (I—2)(1—g)
- 8 4 1 8 4 '

Trojiny (4 + +), pak (—+—) maji variace dvé aneb Z4dnou,
a trojiny (4 + —), pak (— + 4) maji variaci jen jednu. MaZeme tedy
vysledky posledni takto vyjddFiti:
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Z trojin Fady (M) o jediné variaci jest jich
pP—2|  A+8)I+2) yestupnjeh, a
(R R R p—

[P "g 3] _ @@= 82)4(1 — &)

sestupngich.

Rozdil obnasi 1- —6 s piipadnou prevahou u téchto. Na pk. pro
p="13 zni Fada znamcnek
atbaba*b?al®aba*b® atbadtabtad,

znati-i a=+-, b=— a exponent uddva, kolikrdt jde znaménko za
sebou. Zde jest 8 4-1=9 trojin vzestupnych a 9—0=9 trojin se-
.stupnych.

Pocet trojin s kladnymi okraji jest
"g'1+4 Gplteus m—2 1 +'eg 1426 + &

T 2 2 4 T 4
m—3—& (I—L—sz)(l-f—ss) fr—=2] (A +e)(l-+e)
o 4 4 8 4 !
kdezto pocet trojin se zdpornymi okraji obnasi
m—2 l+& 142848 m—3-—¢ l—eg)(l—e
et —Zs_{_ + 42“}‘ 6 __ . 2—{—82»{—( 2,)4( __3):

I P

Rada (M') cbsahuje
[p-~ 2]__(1 + &) (1 + &)

trojin s kladnymi

[11_;_2] + & +(1 8”)(1 —2) trojin se zdpornymi okraji.

Prevaha (kladnd neb zdporn4) téchto nad onémi obnési &, 4 Lijﬁ

Tak pro modul p =73 méme trojiny s kladnymi okraji v poétu 8 —- 1 =1,
se zdpornymi okraji v podtu 84 1=09.

IIIL.
8. Rovnice (1) ¢él. I, 1. pro moduly g=4a—1, t. j.
—1
O @@=t E=D 1) T
1

ddvd podndt k riznym vztahtim, k nim# obritime nyni svou pozornost.
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Nejprve polozime z=—1; ponévadz

q—1
¢ (“" 1)= %V(‘l)v &y=2&y — &y,

a dile
0=Zey, + Jegyy,
vychézi L
Q(—1)= 2289v—28328v, m =1 —
v=1 -
Je viak m
Je,= H=(2—¢&)Cl(—y9),
tedy '
Q(—1)=2¢H,
a rovnice (I) podd pro z=—1
—1
(10) A —q—1423(—1)re,,
n=1

kde H je podet tiid kvadratickych forem primitivnich pro determinant —g.
Soudet

(— 1o =Z(— )¢
n=m }—1
se po dosazeni hodnoty
e;—n 1 - en
objevi ve tvaru

m

— D)t I (e, =1 B(— D),
1 1 1

takZze bude

m

92(._1) e 2442 (—1)e,

a tedy

(10%) =1 1+2(—~1) "oy M= q—g—l

Pro ¢ -=11 mdme
&=+ —+++
e,=—0,1, —2,3,0

%

B(—1)ren=1+2+3=6; g_i"_l_3,(s+3=m, =3

V rovnici (DD derivujme ddle obé strany na misté x=1; zname-
ndme-li 1 ( i1
J— 27 —
¢@=2"1, p@)=""7

¥ )= (g) §'(1)=2 (§)
YD) =q@—1D)e1)+ 209" (1)=2¢"(@--1);
tedy vysledek zni

mame

20’ (1)t = U 1)(9 2>+q(q 1)_g(q_1)2e"—2q21zc,.




Tu vychdzi predeviim z rovnice
ent+ € n=1
seftenim pro n=1, 2,...q—1 vztah

q—1

(a) Ze,=m,
ddle jest -1 '
CM=2ve,=—qCl(—q), @>3),
tedy vychdzi po redukei

Cap=t=D@=2 =1 f
(11) 9Cl(—q) = G + g Znen.
Soucet et n —t
Zne, ==X ne, 4 Zne,
1l 1 m--1

v druhé jeho &4sti substituei ¢ —» za n obdrzi tvar

" m
e, + .:J q— W) Cyny
1
jeito

Cpn=1—r,,
zni tyz soucet

e " m(m—+1
...uv,,-}—l?ne,,—q e 4+ gm --—(—2+~),
1

takze bude

—1 m
q_4 ne, = E(Zn—~— Q) en - qm 'm(mz—}— 1)_
1

Dosazenim této hodnoty na pravé strané (11) vznikne

2 m —_— 3
(1% qCl(—qr= (—’—2—4—1 +Z(g—2nmen; (m =1 1)-
1

2
Pro q =11 se to verifikuje hodnotami
11.13=54 (11—4).1—(11—6)2 - (11— 8)3.

9. Do rovnice (1) vlozme nyni x==3(i? =-—1); tu jest
_ 7—1 . (—1)P :
= —1, —aii—~-3, G:—]. -—41———~2,

Qo= A+i8, A=F e aiwy,
1
21T, (=1, 3, 5, ... —2).
Rovnice pod:iva

(A+iBp =1 +ig -+ (L+ i) enin,
1

a ndsobime-li obé strany 1—7¢,

(4*— B+ 24B)+i(2AB+ B* — A) =q+ 1+i(g—1)+ 21‘7]6"@'"
1

3

21

7
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porovndnim stejnorodych ¢dsti obou stran vychdzi
— B 24B—q+1+ 2%"»:(— 1yes,,
B 4 2AB—q—1+28(—1)5 ¢, (h=1,35...0—2).
Klademe-li ¢ —2y:-=1, ob:iriime -

(= Den=(—1)""Vegy=(—17 g,
a tedy

m A1
B e =21T 8 (=1,35,...¢ -2,
£ j. A—B.
Zbyv4 jen urciti A. VySe bylo ukdzdno, Ze
—L
Q( 1) 25, H—=2(—1)ys,
1

Tento soucet se Stépi jak ndsleduje

3

= "(“‘1)'81 + “(‘“ Drve, ,=2Z(—1)e,=2¢4,
tedy jest A - I, t. j.

-

m A—1
(129 H=gX(—1)ye, X(—1)z g, (A=1,3,5...9—2).
1 A
Hofejsi vysledky pak se zjednodusi na

bt
1) 2 €).y

ASJ
A

1 =1 Sy, =1
(A==1,3,5,...q—2).

Vratme se k rovnici (10); rozlisi-li se ¢leny dle piipon sudych a
lichych, vyjde

2112: —'He)’
rovnice (a) pak ddva
1—1:§eq - ey
2 1 2v T X ’

se¢tenim, resp. odectenim poslednich dvou rovnic vychdzi

(13) II”::l":’eg.,-—zfn——-fel, (A=1,3,5,...¢—2).
Secteme-li prvni tvary vyraza (12) a (13), vyjde
1 19
(14) = ‘1* + Zew,

pondvadz se ¢leny tvaru e, o zrudl. Odedteme-li tuto rovnici od (12),
zrufi se ¢leny ey, a vyjde

-1
(15) 173+86+€10+...+(2m:g_j‘1.—_
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Uzijeme-li vatahu

€4y—2 = 1— €ota—qvy
obdrzime odtud

(15a) -3+ o+ €19+ - - =0.
Na pi. pro ¢g=11
et es+e,=0 (e,=0=¢;==¢).
Pro ¢q=19; e, -+ €5+ & + €; -+ €, =0; skutetnd e; =0, ¢; =4,
eg=—4, e,3=0=—n¢,.

Nésledkem (15a) se druhy vyraz (13) zjednoduii na

(13%) H*=m—(es+er+ e+ -+« + egy)
(=19; ey=e;=—2, ey=¢e;=2;
H*=3'=9—-0.

Obsah rovnic (10), (12), (13) vycerpan jest vaztahy (14), (13%),
(15), (159, t. .

(A) H = ey =—g5—— T Z Cgtvs

1 . q = 1
e t+es+ e+ ... —}—eq_,:(), ey + €5 + €+ ...—1—eq_1:i~4~—.

iv.
10. Analogické avahy pfipinaji se ke vzorei
— - p—1
(I1) @ (2) = pr? — — 11 (x;_ D? — (zr— 1) Ee,,x"

ktery jsme vySe dokdzali pro kmenné moduly tvaru 4a -1, jenze vy-
sledky jsou tu celkem povahy elementdrnéjii.

Tak mdme p—1
Q= D=Z(—1ys,
po substituei ¥ =p—- u, jeito pak &, , =g,
Q- h == I(=1¥e==e=1
a tedy Q(—1)=

V disledky toho plyne z rovnice (II) pro x——l vztah velmi
jednoduchy

(16) = 1=
1

Na ziklad® rovnice
(a) epn=—1-—e,

zjednodusi se posledni vysledek, rozitépi-li se levd strana v

B(—1ye,+ E(— 1)y
1 1
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druhd ¢d4st m4 hodnotu
— (1 (1 =) = Z(— e, I(— 1= Z(— lye,

a tedy
(16%) 3 (—1ye, =21
y=1 4
Priklad:
Katoint p=13; —e | 63— e3+ ¢, — 5+ e =3;
8 C

eg=1, eg=—2, =3, =0, ¢=—3

Z rovnice (a) plyne dile sedtenim
® .:J ey =" — M.
Ve spojeni s (16) podavd tato rovnice
(16%) ‘lm‘:e,,v:;-o, 1yt gt ey g ==,

Derivujme rovnici (II) dvakrite na misté x=1; obdrzime tak
vzhledem k zndmé okolnosti, Ze pro moduly p

p—1
e, =0,
1
vysledek
rt r—1D@—2) p'—1 5m 2
37 ——— —_— -
17) Svey = 6 i m——s—.
Tu opdt
1 m " m
Bve,=Z(p—9) ey, =—Z(p—1)—Z(p—1)e,
y=m+1 1 1 1

a tedy levd strana (17) se muze psiti

m m 1 1
23 ve,—p e, + M2_‘1l_)__1,m
1 1

takZe po dosazeni tohoto tvaru vychdzi

: S —awye, '
(17%) .1‘.'(]) )e, = 51
11. Ve vzorei (II) polozme z =—1i; pfedevsim bude
. w—1
=i, 7= 1,

déle m =1
QO =4+iB, a=5(1pn, B=I(—17 s,
1

(A=1,3,b, ...p—2).
Vyraz

A =38, 2‘(—- 1)ve,
1
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se zjednodudi, uzije-li se vztahu platného pro moduly p

m
o &, = 0,
. . 1
a sice vyjde
p—1 1

1 1
A=2¢8Fe,=—=2Zs¢,
1 1
Abychom urcili agregit B, uvazme, Ze lze klisti lichd ¢isla 4 do tvaru

i —=p—2pu, nacez
A—1

(=17 g =(— 1)bggy,
a tedy
B=3(— 1)tegy = A.
1

Dle znimé véty Dirichletovy, vyjid¥ené v Kroneckerovd upravé
theorie forem kvadratickych, jest

[YsD]
2 (2) =sci(—4D),
h==1 h

kde D jest lichy diskriminant zdkladni a kladny.
p—1

()

S, — 100 (—4p);
1

Pro D=p jest

a tedy

ndsledkem toho jest
A=Cl(—4p)=H

pottem kladnych ti¥id kvadratickych forem zdporného determinantu
— p (diskriminantu — 4p); mdme tedy

A=B=MH,
Q)=0+H, Q@G*=2iH?
a rovnice (II) poddvd tedy
—1
QM =i (p— 1) + (1 — i) Senin.
. 1
Zde ndsobme 14 a porovnejme stejnorodé ¢dsti obou stran; vyjde
n A=t
(18) HE=m—Z(—1)ey=mF+Z(—1) 2 ¢,
1 A
(}»:], 3, 5, “ee 1)-——'2)
(p=2m 41 kmenny modul tvaru 4a-1).

Druby tvar vychdzi z prvniho pomoci vztahu (@), polozi-li se
A=p—2v.
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Utzije-li se vztahtt (16?), zjednodusi se vysledky (18) jak n4sleduje®
Y, (p—1) Ye(p—1)
H}—=m — 24:364‘, m -+ 2%‘e4.,_2,
H2:—2(€3+e1+6u+ e +€p_2):1)——1 —{—-2(81+65+69+ .o .—i—e,,_.g‘).
Pro p=13 jest H=2, a rovnice tyto se verifikuji hodnotami
4=6—2(estes+ €10) =6+ 2 (eg+ ¢ 4 €10) = — 2 (es -1+ €yy) =

— 1242 (e +¢0),
eg:]., 83:—‘2, (34—-—:3, 85':_—0, 85::—“3, 6‘7:2, 68:——1,
eg=—4, eo=1, ey=—2, ey=—1
V.

12. Vratme se k modultm ¢ a k rovniei

0 @) = x«—-1+(a:<l--1) —gr (1 ..xq)ze x".

Derivujme jeji obé strany a vlozme do vysledku
2h1ce
r=0,—¢ ? ,

kde celistvé ¢islo A md byti nesoudélno s g; vyjde tak dle zndmych vét
o souctech Gaussovych

(III) 26,14 2;/5 0, — 5—;2—1-—(, —qu,@k

V této rovnici ndsobme obé strany veli¢inou @}, kde » jest jedno
z isel 1,2, 8, ... ¢— 1, a vysledky seétéme pro h=1,2,3,...¢—1
Obecné bude
Ly v i-n
) —

h=1
a pouze pro ¥ = g—n nastane vyjimka, kdy soucet tento ma hodnotu g—1.
Tedy se p¥i nadem postupu objevi na pravé strané vyraz

n

@h Q o 9
qZ ’“+q +q23v_q"eq—m
» O —1 1
¢ili se z¥etelem k rovnici (@) ¢l. 8
q——l o)
(@) 92 5+ 0" (1 —en) -+ mg.
h=1YE =
Abychom vydislili prvni agregit, uzijeme elementdrniho vzorce
O, 1 nol
@I,-—l_—@;,—l TE@h’
sedteme-li na obou strandch vidi A, obdrilme
o, 1

h3¢ [ —
“'.’@h___l'““‘;@h___l_{'(q n),
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a 4 rovnice

1 1 ——}— ctc"h—jf )
0,—1 ¥ ‘"25(‘% 7
e 7 —1
plyne |
E@;‘:T:——%(Q*—'l):-—‘nl
t. 3.
J =1 O

g —m— ¢ -1
210;;——1 q—m—n, (m. 9 )

Dle toho vyraz () m4 hodnotu
(«’) q(q—n) +a%en

Na levé strané se pak pfi nasem postupu objevi

¢—1
2i1q = "vsv~ 800" =—2q Zree,0;

porovndme-li tento vyraz s hodnotou pravé strany, t. j. (a’), vyjde vztah

q-—l —
(20) —...VE £, H__J ";— geén, (0 <n=y).
V=

Vysledek ten zistivd v platnosti téZ pro » ==q ndsledkem hodnoty
e,= 1 —q.

Vratme se nyni k rovnici (II); ndsobme &0} a sedttme vysledky pro
h 1,2, ...q¢—1; obdrzime nejprve

G 2z1@21/sv2@'+" 2 @8"9"1 —q etV — qu r',q‘.,e ad
KT k-
Secéteme-li na obou strandch identity
Sh@z -
i f +28“@”

vaéi A, obdrzime
oA o GO o & e
(7) uah_l—..a@h_l—f—z]gz{ev

Podle rovnice

SR SN SRV S

O, —1 2,787 ¢

bude pak . 7
s, iz m’

e L

posledni soucet urdi se podle znémého vzorce*

A — 4 vIr 41//
z (T)eobd Cl (— 4)

* V.A. Lebesgue, Journal de math. pures et appl, t. 15 (1° série) 1850,
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ve tvaru
B =il l—a), >3,
a znamendme-li obecné
217 8§, == .‘é‘s.,,
bude (7) zniti
2 2O s — (0]

Prava strana rovnice (3) se dle toho d4 psati
q—1

iq Va1 Sny — Cl(— q) — qé, ——flsmtv('v b

a lev4 strana ma hodnotu
—1
2! ~--’Mv +2(@—n) &)=
H 2'&q ]/_q-{ Uz('—.q) - (Q"‘”) 8,,};

srovndnim hodnot obou stran vychdzi
q—1

1) 3C(—q) +(2n—q)e,==5,y— .‘318V+n0v,
v

pii ¢emz s,=0.

Pii této ivaze nebyla hodnota » = g vyloudena; ponévadz s,  ;=-0,
g, —0, & =0, zistivd vzoreec v platnosti téz pro n =0, znad-li tu
s =0, t. j. plati

-1
(21%) 3O (—q) = — D e,e,.
1

Roz&tépime-li soudet ve ¢leny v=m a v=¢— p>m, maime
vzhledem ke vztuhu
Cop=1—cu, & p==—2¢,
q—1 mn m

.:J &6, = 2.1‘.7 ey — .:38”;
jezto dle zndmého vzoree
m
?8;,,:[1:(2——%) Cl(—l]),

prechdzi (21!) ve tvar

(212) — ‘fepep - 1—i S 0(—y).

Podle toho soudet

"

Xs,e,
1

rovnd se nulle pro moduly tvaru ¢=8%k 4 3, kdeito pro meduly
q =8k 41 je zdporny, maje za absolutni hodnotu podet tiid diskri-
minanta — g, ¢ili podet t¥id nevlastn primitivnich determinantu — g.
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Uvazujme jesté zvlistni pripad #»=m v rovnici (21). Tu jest

a vysledek

g—1
- :1-4'8,n+v ey=(1+&)Cl(-—q)
se pomoci identity
E‘g 8m+v == 82\1—-—1

upravi na
q—1

(22) - -:7 &yy—16y==(1 -+ &) Cl (— @)
Pouévadz pro y=gq—u jest

' E2y—1 = — &pt1s
zni levd strana

m "
_ESLV 16.,"‘{"283”_{_1 (1—"6}1,):
m

= v(adp.-l-l + 82;1-—1) N + 288}L+1 .

Aviak
m q-—l m
& —r- — 80,_,,.{..1 == ..JSV—-— 283\, = — 821{
tedy
%’sgﬂ_H =—1—45(2—&) (l(—q)
a rovnice (22) podivd
(22%) - .12'(52”__1 + 3pt1) ep =14 36,0l (—q).
Rovnici (21?) lze na zdkladé definice
v—1
€, == =z Epy—u2
. a=t
pséti
14-¢
HEI,Y_at’—-—'——_j—'—sUl(—q), <a<1/“”‘2 3 )

a, v

Pocet ¢lentt vlevo obnési (’;), a tedy bude

S [(’;) SERL YIS q)] :

o, v

Clenové dvojndsobného souctu jsou rovny jedné meb nulle, a sice
pFichdzi mezi nimi tolikrdte clen 1, kolik je mezi ¢&isly ar® — a?v
(¢ <v =m) kvadratickych zbytkt mod. ¢, ¢ili jinak vyjéddfeno, kolik
dvojic a,» (@ <¥ =m) m4 tu vlastnost, Ze shoda o nezndmé y

ar? — a'y =y* (mod. q)

je Feditelna. DPFipustime-li podminku 0 <y <m, bude odpovidati kazdé
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dvojici @, » jen jedno Feleni y, a zéroveli miZeme na misté shody
pséti rovnici

w? —ePv =yt qu, (0<a<v=m, o<y=m),
v niZ kazdé dvojici o, » odpovidd zcela uréité y a w.
Piteme-li @ =z, ¥ == 2, nachdzime tak vétu:
Je-li q kmenné éislo tvaru 4a + 3, vyskyine se pro diofantickou
rovnict
288 — 2 =9 '+ qu

_mm—1) I1+4+¢& , _q—71
N"“ 4 4 (/t( Q)r (m "“7))

reSeni hovicich podminkdm

0<X<2=m, 0<yY=m.
Uvazuje-li se soudet

1—é&4p a5y m(m—1) 1-4¢
b ay— aly 2
o 2 o 4 ! 4 Ci(

1)
a vzpomeneme-li fakta, Ze nezbytky lze mod. ¢ klisti ve tvar — #?,
dojdeme tymz zptsobem k vysledku:

Diofantickdi rovnice

xe? — 2% 4 yP==qu

m(m-—1)
4

1+ ¢
+it2 oy
resent s podminkami
0<Z<Z=m, O0<Yy=m.

Stejnym zpisobem odvodime na zdkladé vztahu (21') vétu:

Diofantickd rovnice
22—zl + Yy =qu
mi

—1 —2
FeSeni hovicich podmince

0<r<23<(q, O<Y=m.

13. Znamenejme nadéle jako vyse
k

S, =28,
1

a uvazujme soudet
q—1
A=2ne,s, 1,

n=1

()

v némz stdle
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Odecteme-li od soudtu s,_; vyraz

g1
T, =0,
1
obdrzime g—1
Snoy = — Z &y,
v=n

ndsledkem &ehoZ se vyraz A piepife na

A=— X ne,e,
v>n

kde#to podrZzenim paévodniho tvaru s,_, obdriime

A= ne,e,.
v<n

Sectenim obou tvard veli¢iny A vychdzi
24= 2 Ens a8, 8g0. (n—v—1),
y=1 n=1
a vyméni-li se litery n a »,
g—1 g—1

24=—2X Zve.e,sgn. (n—v+ ).

y=1 n=—=1
Symboly
sgn. (n—v—4) a sgn. (n—v 1)

se lidi pouze v ptipad® n—=vy, kdy prvni jest — 1, druhy 1; seéteme-li
tedy posledni dva vyrazy, vznikne

—1
44 — ZEan |n—y|—23n,

v=1 n=1 y=1
ponévadz pro n= v jest

(n—r)sgn. (n—v+3)=m—»)sgn. (n—v)=|n—v|,
a pro n=v ¢len v novém vyrazu vymizi; &leny n=v» pak podaji

Nne 8 — V&, &, — N.
Mime tedy " "

q7—1 ¢—1 '
44=2 2Ze8,|n—v|—q(g—1);
1 1
vyménou » za q —» vznikne tvar soumérny

: 9—1 ¢—1
d=—X2 Iy, |pt+r—q|l—a@—1)
Spojme ve skupiny veikery &leny, v nichz w -+ v=mn; v téch jest

tislo In—gq|=|u+r—q|
—ql=|p+r—q
ndsobeno dinitelem

ey =¢, (t+v=n; p<gq, ¥<q),
takZe bude

2¢—2

4A=——2‘L1n—q[e,,——q(q—- 1).
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Oddélme cleny » =g od ostatnich, a uzZijme vztahu
Copn=E€pn=1—ey,
tedy v -2
44A=—23(7 n)e,—Zn(l--e.)—q(qg—1);
1 u—1

v prvnim soudtu d&len n:=g¢q vymizi, ddle mizeme pFi¢isti vpravo
k druhému souctu &len n=q—1
8 hodnotou (y—1) (1 —¢,_,)=0, a vyjde

7—1 q—1 q-1
44 -=2Zne,—qTe,—En—q(g—1)=
1 1
1—1 '
=2 ne, - 2¢ (¢g—1).
1
Tim tedy nalezena identita
q—1 q—L
(23) 22 ne,Sp—q=—q (7 — 1)+ Zne,,
1 1

v niZ ndm hodnota pravé strany je zndmd ze vzorce (11) ¢l 8.5 jeji
dosazenim nabyvdme vzorce

-1 —
(23*) 27%; NELSp_q = — (g__l_ll%Y_Q_ﬂ). —q 0l (_ g)i.

14. Obratme se nyni k rovniei (21)
q—1

B 0l (— )& (20— @) 0= Sn1 — Ztntyey;
y=1

ndsobme ji po obou strandch c¢islem mne, a sedtéme vysledky pro
n=1,2 3, ...q¢q—1; vzhledem k rovniei

= neé, — — Cl(—
bude vysledek zniti 10(—9)

q—1 q—l

—3qCl(—qf+X S (2n” —gqn)= L 0EpSp_y — Z. ey ..,nsn Entye

Podle rovnice (20) bude viak
= q—r-gqe

— Z ey = 5

n -1

a tak nd3 vysledek bude lze psiti pii hofejiim vyznamu litery A4

—1 —1 —1

(@ —6g0l(—g)+23 (20t —qn) =24+ Z(g—) e, 40 Z ¢,
1 1 1

Dle (23) je viak

q—1

2A——2vev:—q(q—-1),

a ponévadz _
qu __Q(!l2 ]

zni pravd strana (&) jak ndsleduje

— —1
(o) - (ﬂl‘z_'ll + ;Z e
1
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Z elementirni rovnice

e q(@—=D—2) | q(@—=1)
3 T

2=
1

vychdzi
—1 —_ —
32 (@ut — gy =1 13)(0 %) 2 (=)= (4 —-1);
1

dosadime-li tuto hodnotu a pfevedeme-li jeité elementirnou &dst pravé
strany (@) na stranu levou, obdrZzime po malé redukei

Na levé strané podrzme dleny v =<m, ostatni lze psiti

m m m m
— 3 — 2
Ty =F(—a) =2, — 250, 4 m,

i obdrzime na mistd (24) vztah

m . _9
(24*3 E(egv - ev) = (q 1)6(() H) — 30 ("‘ Q)'}
1

Jiny tvar vychdzi z rovnice (24), lisime-li v ni piipony liché a
sudé; tak obdrzi levd strana tvar

m

Z?C'gsv T z?esq—sv = 2%328v - 22;‘"&: +m;
tak lze rovnici (24*) doplniti identitou
(24°) 36 —e) = (e, —e).
V rovnici tak vzniklé

ot — Fop, =0 DW= g0y gy
1 1

dosadme za druhy soudet hodnotu
(13) Seq, = I3,
1

a uvazime, %e z rovnice

H=(2—¢) Cl(—9)

H? — 3 Ol (— )} = — 285 (2 — &) Cl (— g)';
tak vychdzi vztah

plyne
_ "o —1 -2
(25) Sy =U=00=3) o2 —s) C1(— 9"
V rovnici (11)

q—1

?nenz(Q"‘l)ﬁ(Q"‘2)+qul — g Cl(—g)

rozludme ¢leny s piiponami sudymi a lichymi na levé strané, kterd tak
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nabude tvaru
§2ve2v -+ %’(q —29) (1 — ey) = Zdvey, — g Zey, + m?;
1 1

ve spojeni s rovnici (13) tedy odtud vychdzi

43ve, +m —qp==DA=2) Pl g gy

Ponévadz
H?— Cl(—qP=4(1— &) Cl(—q)},

zni nd§ vysledek
m 2 __ 1
(26) Bvey, = Lo+ (1 —8) g CU(— o).

15. Nalezené vysledky dévaji podnét k ndsledujicim applikacim.

Dle definice ¢isel e, jest
2v—1 V-1
€y, — P Eayp—gt = PIF- N (V—a)®
a1 a=1

a odtud vychdzi, Ze

2v—L 2. o)
@ et @—D)=2n=23 LEEew
-1

kde n, znadi pocet fefenf shody o nezndmych a, ¥
vi-—(y —a)?=y* (mod. q)
8 omezenim 0o <a <2y, o<y =m.
Klademe-li ¥ — a =1, vychdzi, ze
n, jest pocet reseni shody
2 + y?=v? (mod. q)
S omezenim —v <z <V, 0<y=m.
Z rovnic (a) a (13) vychdzi
2 3 n, = H? +m?,
a tim véta: !
Eeseni pythagorejské shody
2!+ y =2 (mod. q)

O<Y=m, 0<28=MmM —2Z<T<Z
Jsow v poctu Y (H? -+ m?).
Reseni nezajimavd, v nichz x ==o0, jsou v poltu m, ostatni se po
dvou lisi pouze znamenim neznimé x. Tedy

podrobend podminkim

Pocet reeni pythagorejské shody

2+ y?=12% (mod. q)
S omeszenim

(@)

—1
O<Y=m, 0<X<ZZ=mMm, (m::g————— ’

2
H? 4 m? —2m
4

obnasi
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Stejné nalezneme, Ze
@v—1) —eq, =20,
kde n', znact pocet FeSeni shody
2 —yt=1 o<y=m, |x|<w.

Z. rovnice m
230, =m? — H?
v 1
pak plyne, Ze

pocet reseni shody 2=yt
s omezenim
o<y=m, 0<Z=M, —I<T<Z
cbnasi ) .
m? — H?
—g—

Jelikoz pro moduly ¢ shoda y?==— 2? neni mozZna, neni v téchto
fesenich nikdy z-—=o0 a tedy vychdzi véta:

Pythagorejskd shoda

2 =y -2
(B) s omezenim 0 <y=m, 0<a8=m, 0<r<2z mi
' m? — H?
4

Fedend.
Nazveme FeSenim zdkladnim shody
(P) a? 4 y? =2* (mod. q)
kazdé feSeni slozené z &isel prvni polovice intervallu, t. j.
z, ¥y, 2=1,2,3,...m.
teSeni, v nichz z < 3, jsou Zetfena vétou (a), kdezto vita (B) (po

vyméndé liter  a 2) vztahuje se k fefenim x> 2:
m(m—1)

’

Zdkladni veSeni pythagorejské shody (P) jsou v pocitu
m? — 2m -+ H?
4

. m:—H?,
a sice jest pro Treéem x>z, a pro

Vyhledejme nyni vecka feSeni
a® 0=z a<d,

- resent xz <z.

piedpoklidajice nejprve &;=—1, kdy Fefeni a =0 neni mozné. Pak
budiz A podet piipadd a <2z, b<z
B, ” a<z<b
c , ” z<a<b,
nacez theorém podiva * om o I
2A -+ B= i”,_:_"i_”;:_ﬂ
m? — H*?
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PonévadZ ze supposice &g=—1 plyne ¢=8k+3, m=4%k 1,
je toto &islo skutedné celistvé.
Jeli &,==- 1, nastanou jestd pripady
a==b<z v podtu A,
a = b >z n n Co.

Bud
2. d* (mod. q),

pak pkipady @ -—b plynou ze shody
20— a*d? =2, ad=—+z2,
a tato shoda poddvd pro kazdé z jen jedno FeSeni a <m. Naopak od-

povidd zvolenému a jen jedno z <m. Tedy

>

A, jest podet pFipadd, kdy IR ((—lf.ld)

R

C, jest pocet piipadd, kdy }R ((—lqil)'< ,

pii Cemsz

d*= 2 (mod. q), o<d=1mm.
Patrné 4, -+ Cp = m.

Z rovnic . 9
24 + A, + B:’_”;_Z_;’lj‘li’

?__ 7re

20+ C,+ B .—;’—";4—15—,

Ay — Cy=24y—m
plyne pak ‘
A+ Ay — C= Ef{ "
Odtud véty:
I. Pro kmenné moduly q=38k 3 je mezi zdkladnimi FeSenimi

m—H? e e o
4 viee neZ pripadi

pythagorejské shody (P) pripadi s <z <y o

r<y<?

Cislo to oviem miize byti zéporné, jako na pf. pro ¢ = 11, aneb
nulla (g = 19).

11. Pro kmenné moduly q =8k -+ 7 maji mezi zdkladnimi resenimi
pythagorejské shody (P) pripady x <y <a prevahu nad pripady z <x <y,
a stee o

H - m
—g
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Priklady. 1. g==17; velkera fefeni zdkladni jsou

x Y z
1 1 3
2 2 1
3 3 2;

?
z téch jedno hovi podmince prvni z =<y <z, a #4dné podmince druhé
z <x<y; a skutetné zde

H?+m

Eal L L

4
2. ¢= 11. Zikladni FeSeni jsou tu

G W N == R
St W T OR
- Ol W N e

Z téch dvé maji vlastnost £ <y <2, a jedno hovi nerovnostem
2 <x <y. Skuteéné o
H*—m 3 —5
4 T 4
16. Z definice (a) ¢l. 15
2ny =ey + (Bv — 1)

22 vn, = Lm'vesv -+ gv(?v—— 1);
1 1 1

1.

plyne

tu jest

.%'Ey(w_l).merf)( )+4( )
dile dle (26) " 1

Iy, =Lgr=+ (1 — &) 4 Ol (— )"

Dosazenim téchto hodnot obdrZime po malé redukei

(27) | Lm ~—-—~—————————(q— ])Ziq —D, 1-8 —=qCl(—q)%

Aviak n, znadf podet FeSeni shody
2* 4 y* =v?(mod. q)
8 omezenim 0 <Y =m, -—V <z <.

Lev4 strana (27) tedy uddvd soulet viech hodnot z, jez se vy-
skytnou v riznych feSenich pythagorejské shody

(P) ' a4 yi=4 (inod. q)

s omezenim neznimych o<y =<m, o<z=m, a*<mn
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Dile mdme pro ¢fsla », &l 15.

m m n

Zﬂvnv = 2V(2V—-1)—~2V62,~—2uﬂnv~ 24.41/03,,
a tedy dle (27) a (26)

Sy =D @—=1) ¢—1 1—g N
IZV”V“" o4 ha o4 - 2 qal(“ﬁ’))

G j. N
(28) By, =B =D 128 o g

Lev4 strana uddvd soucet hodnot 2z, Jez se vyskytnou v réznych

Fefenich shody
2? —y? =2 (mod. q)

8 omezenim 0 <y =<m, 0 <2z2=<m, 2% <z’

Regeni x =0 je tu nemozné a feleni se kupi v dvojice, v nichz
x se li¥i jen znamenim.

Omezime-li se na feeni kladn4 a vyménime-li litery x a 2, ob-
drzime vétu:

Soucet hodnot x, jez se vyskytuji mezi rivenymi zdkladnims reSenimi
shody (P) hovicimi podmince x > z, obndsi

vx,____(q - 2)4gq - 1) 1 "'equl(__q)ﬂ.

Déle méme pro z=0 feleni y=2, v podtu m; vynechéme-h je
vyskytuji se ostatni podvojné s hodnotami +z, a miZeme je pievésti
na FeSeni zdkladni; dle (27) tedy, jezto.

m(m -1 —1
Sy — (j) qs

vychdzi véta:

Pro zikladni 7edeni shody (P) hovici podmince z> x obndsi soucet
hodnot 2z

(@0 —4  1-- , 2
2= 7 . ,’ 4( V(Jl(.—-q).’

Pro ¢="17 méme
2z=3,Tx=243=5H,

v Gplné shod¢ s theorémy.

Pro ¢=11 (dluzno briti Yefeni- podvojné (z, ), ( Y, Z)) mime
Zx—:_5+4+3+o~_ 17,

9.10.12
T—gll 1’:17
dile '
Sr— A 442+ 34545=23
10.12.7

——§—~*+:§11 19=23.




ETUDES SUR LA THEORIE DES RESIDUS QUADRATIQUES
SUIVANT UN MODULE PREMIER,

RELATIONS NOUVELLES AVEC LA THEORIE DES FORMES
QUADRATIQUES AYANT UN DETERMINANT NEGATIF ET PREMIER.

(RESUME ¥,)

I

1. Le polyndme (1), o &, est le symbole do Logendre:

ev:(%); v=1,2...9q—1;¢6 =¢=1,

¢t ¢ un nombre premier de la forme 4a -+ 3, satisfait & la congrucnco
algébrique 1
@@ +¢=0(mod T

on peut éerire le premier membre de cette congruence sous la forme ()
(p. 8), les nombres ¢, étant définis au moyen des équations (2). On en
déduit aisément les relations (4) et la formule (I).

2. La premitre des formules (4) donne immédiatement le théoréme :
q étant un module premier de la forme 4a -+ 3 la suite compléte de
symboles de Legendre (L) &, &, ... &,y offre L(q—3) permancnces ct
L (¢—1) variations. '

L’expression

‘7_2?(1 + 8v) (1 + &v+1)
4

1

(voir p. 10) est égale au nombre des cas ol il y a, dans la suite (L),
deux signes consécutifs positifs; le calcul de cette expression (au moyen
des formules 4) donne le théoréme suivant: 1l y a dans la suite 1, 2,
.q—1 [q étant un nombre premicr, qzé; (mod. £)], +(q—3)
résidus quadratiques swivis par un résidu ct autant de non-résidus swivis
par un non-résidu.
On démontre d’une manitre analogue en calculant les sommes
(voir p. 10)
72.21_‘8\1 1 +8v4—1 ”’;?;1+8v 1_8\1+1‘
T 2 2 2T 2 - 2
La suite 1, 2, ... q— 1, contient +(¢ -+ 1) résidus quadratiques
suivis par un non-résidu et +(q — 3) non-résidus suivis par un résidu
quadratique. '

. * Le manuscrit de M. Lerch ne contenait pas de résumé; le résumé qu'on va
lire a été rédigé par M. Borivka et par le rédacteur. (Note du rédacteur.)

4%
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3. Voici les théorémes analogues pour la demi-suite de symboles
de Legendre
(M) 81y Eay 000 &

—1
m=12C =3 (mod 4).

Le nombre des variations contenues dans la demi-suite de symboles
de Legendre de (M), swivant un module premier de la forme 4a + 3, est
égal au nombre des permancnces.

La suite 1, 2, ... 5 (g — 1) contient §(q— 3) + +(1 4 &,) résidus
quadratiques mod q suivis par un non-résidu et §(q -~ 3) — L(1 -+ &)
non-résidus suivis par un résidu.

On démontre, en calculant les sommes

m—1 1 + SP_ 1 + 8}14_'._1 m—1 1 - 821' I _— 8[1+1
g T2 v TTe e
(voir p. 13) le théoréme suivant: La suite 1, 2,5, ... 1:2;2, relative
a un module premier de la forme ¢=4a+ 3, contient §(q— 3) -+

+%(H~1”'

£ , L , I
2 ) paires de résidus quadratiques consécutifs et L (¢ — 3) —

2
nombre des classes de formes quadratiques de Gauss a,2® -+ 2bx,y, + ¢,%*
ayant le déterminant — ¢ = b, — a,¢,.

(II ~—~—~—f—) paires de non-résidus conséeutifs. Iei H désigne le

4. La seconde des équations (4*) donne le théoréme: Il y a, dans
la suite (L), autant de termes qui séparent deux signes cgaux, combien
il y en a qui séparent dewx signes contraires.

En calculant la somme

Tl 148,

T2 T2
on démontre la propricté swivante de la suite 1,2, ...q—1: Il y «a
L(q— 3) termes dont les deux wvoisins sont des résidus et 3 (q— 3)
termes dont les deux wvoisins sont des non-résidus.

De méme, en employant la seconde équation (4%) et la formule (6)
on trouve que la switc &, &, ... &,_g contient autant de variations qu'il
y a de permanences dans la suite &gy 84 « .« . Eng.

On démontre de la méme manitre, en caleulant les sommes

'";?2 1 + &p, 1 + Suto "";3 1— &y 1 -J-— Eyute

1 2 ) 2 . ’ 1 2 2
(voir p. 15) que la swite 1, 2, 3, ... m (ol m =q——§—1— ct q est un nombre
— 1 1 + 2]
premicr de la forme 4a 4 3) contient "2 & -+ LH termes

4
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- (s . m -1
dont les deux voisins sont des résidus suivant le module et —~4~+

1—e¢ - : oot
—,1-——2~3 & — 3 H termes dont les deux voisins sont des non-résidus.

) \ —1 .
La suite 1,2, ...m (o0 m =17 ot q est un nombre premier

5
de la forme 4a -+ 3) contient

meten (4w (te) [1] 000+
4 4 LS .4

termes précédés par wun non résidu cf swivis par un résidu quadralique ;
la méme suite conticnt

termes précédés par wn residu quadratique et swivis par wn non-résidu.

5. Substituons maintenant, dans la somme

q—1
A= Ep1 &,
1

la quantité ¢ — u & la place de »; il vient #* — 1. -pu*—1, d'ot 4=0.
('e résultat, combiné avec les équations (4%), nous permet de calculer

les sommes
131+, 14ey; 146,

T2 T2 2
on démontre ainsi le théoréme: La suite compléte de symboles de Legendre
&1y Eay oo &y, pour un module premicr ¢ de la forme 4a + 3, conticnt

(—3—2 (1+8)

8
ternes dw chacun des types + + +, —++, ———, —— +
1—3+42 1+ &)
8

ternes du chacun des types + — +, — 4+ —, + +—, + ——.

1L

6. On obtient des résultats analogues pour un module premier p
de la forme 4a -} 1.

Le nombre des variations contenues dans la suite compléte (L) de
symboles de Legendre &, &, ... 8, , est plus grand d'une unité quc le
nombre des permanences qui y sont contenues. Méme théoréme powr la
demi suite

&y, € en (m=L—"1
(M’) 19 €25 200 Oy - 2 )-
Lo demi-suite (M') de symboles de Legendre pour un module p
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. — 2 . ,
contient [p g ] paires de termes consécutifs positifs et [%] paires
de termes consécutifs négatifs.

Il y a, dans la suite (M), powr un module premicr quelconque,
[ ] groupes (— ) et [p + ] groupes (+ —).

7. Appelons + + —, — + 4 ternes & une variation; 4 + -,
— =& — ternes & deux variations ou ternes sans variation. On a, pour
les modules p: Il y a, parmi les ternes & une variation de la suite (M)

[p— 2] + -+ 82)4(1 + &s)

ternes qui appartiennent a Vun ow a Uautre des types — + -+ et — — +

—1’4‘3]__(1"‘52) (1 — &)
. 8 4

ternes qui appartiennent @ Uun ow & Uautre des types + + —, + — -,

1)———2] (1 1:‘3) (1 + &)

ternes aux extrémités positives et

[p ] Ts 1 — 89)4(1 — &)

ternes aux extrémités négatives.

111

8. Substituons z = — 1 dans la formule (I), ¢ étant un module de la
forme 4a 3. On obtient la formule (10*) qui donne le nombre H de
classes des formes primitives ayant le déterminant — g. Différentions
I'équation (I) et substituons y #=1. On trouve la formule (11*) qui
donne le nombre C!/(— ¢) des classes de formes positives ayant le discri-
minant — q="0? — Lac.

“

9. On obhent une autre formule (12) pour H en substituant dans
la formule (I), }—1 & la place de z: En combinant les équations (10) et
(12) on trouve_les formules (A).

IV.

10. Un module premier » de la forme 4a -4 1 donne lieu & des
résultats plus simples. L’équation (1I) conduit aux équatlons (16), (16%),
(16%), (17) et (17%).

11. En posant Q ()= A + ¢ B, on trouve A=B=H ot H=
= Cl(—4p) désigne le nombre des classes de formes quadratiques
ayant un déterminant négatif — p.
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v. fhmi
12. Différentions 'équation (1) et substituons y z==0,=¢ 7 (hetq
étant des entiers sans diviseur commun); on obtient la formule III, et
les équations (20), (21), (22), (22*). L'équation (21%*) donne: g élant
un nombre premier de la forme 4a+ 3, 1l y a

m(m—1) 1-+e¢ _q—1
pom =l ey, (wot)

solutions de Uéquation indéterminée

22— 2=yt qu
qui satisfont aux conditions

o<T<Z=m 0<Y=m.
Ilya
m(m — 1)
4

solutions de Uéquation indéterminée

+ B a )

22t — 2%+ Y =qu
qui satisfont aux mémes conditions.
La formule (21') donne: Il y a

solutions de Uéquation indéterminée

. 22 —2’a+ Yy =qu
qui satisfont aux conditions

o<xz<2<q O0<y=m.
13. Posons

19— k
A=2ns,_; &, s,,:Zev;
n=1
on déduit Videntité (20) et la formule (23%),
14: L'équation (21) conduit (voir les équations 20, «, 23, 24)
b lidentité (24°) et aux équations (25) et (26).

15. Applications. L’¢quation (a) conduit immédiatement au résultat
suivant: Il'y a n, solutions de la congrucnce
2! + y¥=21 (mod q)
qui salisfont aux conditions .
L. TV<zZ<V, 0<Y=m
Il résulte des équatlons (n) et (13) que .
n H? —{—m*

: Z'nv__

A
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done: Il y a § (H? 4 m?) solutions de la congruence
! yt=2 (mod q) )
qui satisfont aux conditions

—1
o<y=m, 0<x<2<m, (m::q—T .
L’expression
20 —1—ey,

2 Wy

est égale au nombre de solutions de la congruence 2? —y?—y% o<y =m,
|2| <»; remarquons encore que

Ity = § (m* — HY).
1

On a les théorémes suivants: Il y a L (m®— H?®) solutions de la
congruence x?==y* 4- 2* qui satisfont aux conditions o <y <m, 0 <z=m,
—B<r<é.

Il y a } (m®— H?) solutions de la congruence at=y* -+ 2" qui
satisfont auxr conditions o <y=m, 0<z2=m, 0 <z <2

Appelons ,solutions fondamentales“ de la congruence

2 4 y? =2 (mod ¢) (P)
toute solution composé des nombres z,y, 2 =1, 2,...m.

Ity a Ym (m— 1) solutions fondamentales de la congruence (P);
} (m* — H?) solutions avec x>z, et }(m®— 2m + H?) solutions avec
z <2,

q ¢tant un nombre premier de la forme 8k 3, le nomdre des
solutions fondamentales de la congruence (P) qui satisfont auz conditions
Z<x <y surpasse de }(m — H?) wunités celui des solutions fondamen-
tales qué satisfont aux conditions x <y < a.

q étant un module premier de la forme 8k -7, le nombre des
solutions fondamentales de s congruence (P) qui satisfont aux conditions
x <y <z surpasse de L (H® 4 m) unités celui des solutions fondamen-
tales qui satisfont aux conditions z <z < y.

16. Enfin, les équations (27) et (28) qui résultent de la relation (a)
nous donnent les théorémes suivants:

La somme des valewrs de x qui figurent dans les solutions fonda-
mentales de la congruence (P) avec lu condition x > z est égale a

—2)(g*—1) 1— .

La somme des valeurs de z qui figurent dans les solutions fonda-
mentales de la congruence (P) avec la condition z>x est égal a

*—1(g—4)  1-—e¢ ;
2= DO 1ty g g,
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