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ROCNIK XXVII. TRIDA 11 ¢1sLo so0.

Prispévky k vlastnostem nékterych kfivek a ploch.

Podava

M. LERCH v Brné.
Se 3 obr. v textu.

(Ptedlozeno dne 8 &ervna 1917)

1. Projektivni zobecn&ni astroidy.

V libovolnych soutadnicich prométnych uvaZujme pfHimka o rovnici
s prom&nnym parametrem ¢

(1) %sincp—l—%cosqazsincpcosqa;

jeji soutfadnice

1 1
—_ — — e e——— =0
H acosg’ v bsing (wx+vy+1 )

ukazuji, Ze obalova &ara jeji poloh je tiidy &tvrté, majic rovnici
1 1
) Fat e =
Derivuje-li se (1) podle parametru

(') % cos @ — % sin @ = cos® ¢ — sin @,
nachazime tak jednak rovnici ptimky, ktera sefe pfimku (1) v dotykovém

bod& s obalovou &arou; jednak vychézi refenim jako parametrické vy-
jadfeni dotykového bodu

2 2
[] [ T
o cmaase y=sames (2 (3 1

Rozpravy: Rot. XXVI. Ti. II. Cta. 50.j 1
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Pro te&ny prochézejicf danym bodem M (x, y) mimo &4ru potiebujeme
pouze v (1) povafovati #, y za velitiny stdlé, Aby vynikla algebraicka
povaha problému, zavedme komplexni parametr

z =¢lo,

nale? se rovnice (1) piepiSe na
0 —1=2(% -1)3_2(1_-1)
(19 2—1 2(a+zbz ——i3)
Porovnime-li s obecnou rovnici stupné 4.
A—0 2+ 02— 02+t 00=0 -~

nachézime jako podminku, které musi hovéti &tvetina bodt na uvaované
late, aby jejich te€ny sbfhaly ve spole¢ny bod, dvé rovnice charakteristické

(3) gi=—1L1L 8.=0
které ve formé& explicitni zné&ji
Z, 293324 = —1, 2,29+ 2,25+ 2525 + 2,24+ 2324 + 2324 = 0.
Pro soufadnice priseku pak vychéazi souasné

0 X _81—8s Y _ 8186
(39 a 4 b 43

Abychom vysettili charakteristické vlastnosti piimo&aré skupiny
na na$f ¢afe, pfepidme rovnice (2* na komplexnf tvar

X — a (2+1)° b (22 —1)3
~ T 87 - YT T s8r

vloZime-li tyto hodnoty do rovnice primky
x y .
4 —+ B 5+ C =0,

vyjde rovaice 6. stupn& pro parametry prusekd
A@@+1*+Bi(z2—12+8C2=0.

Znamename-li zdkladni ikony soumé&rné jej{ kofent z, z,. . zg lite-
rami §,, {3 ... {s shledime snadno, Ze hovi podminkim

4 f1=0, fs =0, fa=3 f.=3"%

které charakterisujf pfimotaré skupiny na&i &ary obalové.

Tyto ¢ary maji uréitou fadu &tvefin piimodarych, pro jejich% prvky se
tedny protinajf ve spole¢ném bod&. Abychom to ukézali, rozloZme obecnou
ptimod&arou skupinu (f) ve &tytélennou (g) a dvojélennou 2/, 2, jejiZ sou-

Looe |
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mérné Gkony znamenejme @, = 2z’ + 2/, @, = 2’ z’'. Tu se pak rovnice (4)
piepisf na
g+, =0 g0 +g0=0 g +g09+g09 =3
8: + 8:0; + % = 3 840,
a ukéZe se, Ze vSechny &tyfi tyto rovnice jsou splnitelny hodnotami g, = 0,
gs = — 1. Po jejich dosazen{ vychazi skutetné
(@) g1+0,=0 0, =g0, g0 =44 ¢0+4i0,=0;

po vyloudeni @, @, vychazi soustava rovnomocni dvou rovnic, je

splyvaji:
c2=4go,

Rovnice tato vzhledem k vyznamu liter &,, ¢, zni
(zl . 211)2 — O,

t.j. vyZaduje 2/ = 2’’. UvaZované skupiny jsou na &ate vyfaty jeji tenami;
body 2’, 2"’ splyvaji s bodem dotykovym 2z a zbyvajici tvoii &tvetinu (g)
8, =0, go = —1, jejiz teCny se nachédzeji ve svazku.

Z rovnic (&) mame dile (¢, =22z, &, = 2%

2
g,=—22 9327:

tedy pro z = (!¢

8.—8s 8.+ 8
r e i:

naceZ rovnice (3% ukazuji, Ze

= —sin @,

,,prisek teéen ve &tytech bodech, v nich# ¢4ru sete te¢na bodu ¢,
ma soufadnice

x=—acosp, y=—bsing,

takZe pti pohybu te&ny tento bod opisuje kuZelosetku.*

* *
*

Jako ptiklady uvaZujeme

a) Astroidu. Ta vzniki jako obalova &4ra stalé délky, jeZ se svymi.
konci 8ine po dvou osich (O x, Oy) na sobé& kolmych.

Konce délky znamenejme P (na Ox) a Q (na Oy), thel ‘sevieny
pfimkou a zépornou osou O x znamenejme @ ; tseky ptimky na osich jsou
pak — zna¥{-li 2 m délku P Q —

Zmcosp, 2msing,

takZe rovnice piimky bude

162 XSIn@ + ycos @ = 2 m sin @ cos .
1®
L.



Mimo to nezapomeiime vytknouti na kruhu (0, 2 m) bod N o sou-
fadnicich [pHéni bod te¢ny astroidy]

(N x=2mcosp, y=2msing,

ktery slou#{ k obecnému piesnému uréeni uhlu ¢, a tvoff s body OP @
obdélnfk. Bodem tfm prochézi norméla &iry v bodé ¢, a ten jest jeho
orthogonélni primét do ptimky P Q.
Rovnice hoiej$i v tomto ptipadé znéji
1

w +%=4m2: x=2mcos’p, y=2msin’g,

2 2 2
28 + 93 = (2 m)8.
Zde &vefina pruseki s te¢nou mé vidy dva prvky pomyslné; jako
vysledek zajimavy zbyva pouze fakt, Ze

tena protina astroidu jesté ve dvou bodech a jich tedny se
protinaji na kruhu opsaném (0, 2m) v bod& N’, ktery je
diametralné protéj$§im s bodem N na normaéle.

Na pfimce P Q uvaZujme bod E. jehoZ vzdailenosti od koncit budte
PE=b EQ=a (a+b=2m).
Promitnutim délek P E, EQ do os Oy a Ox obdrZime

(E) Xx=acosep, y=>bsing,
tedy znimé kinematické vytvofeni ellipsy; nyni uvazujme jako druhy
priklad

b) Evolutu ellipsy pravé feené. Jeji norméla ma rovnici uvaZova-
ného typu

axsing—bycosp =ctsingpcosep, 2=a?®— b?
takZe vychazi jako zvlastni ptipad

»Komplexnf parametry z = ¢#® &tyi bodu na ellipse (E), jichz
normily maj{ spole¢ny prisek, hovi charakteristickym rovnicim

g: =90 g, =—1

.»Prochazeji-li &tyti teény astroidy spolenym bodem, pro-
chazeji také spoleénym bodem piislusné jim &tyii normaly
ellipsy (jichz paty totiZ jsou polohy bodu E na te&nich
astroidy).

»Norméila ellipsy v bod& ¢ sefe evolutu jeji jesté ve
ttyfech bodech; tefny evoluty v té&hto bodech vedené
(jsou jen dvé realné) se protinaji v bod&

ol a2,
% =-——cosQ, y=—Fsing.
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UvaZujme &tvetinu parametria hovici podminkdm g, = 0, g4 = —1;
tato &tvefina stanovi na astroidé étyfi te€ny a rovnéZ na evoluté ellipsy,
a kaZda z t&hto &tvetin pifmkovych mi spoledny prisek (x, ¥) u astroidy
a (X, Y) u evoluty ellipsy. Pak platf rovnice

xsing + veosp = (a + b) singcos g,
aXsing—bYcosp =c sin@cose
soutasné pro &vero hodnot ¢; pro tyto hodnoty bude tedy

aX). ( bY) _
(x—a_b sin @ + y+a——b cos p = 0,

z CehoZ vychéazi

a—25 a—2>b
a © Y=— b

{5) X = v,

t. j. affinita mezi prusekem teden astroidy (x, y) a pfisluSnych jim norinal
ellipsy (X, Y).

Rovnice g, = 0, g, = — 1 urCuji plné &tvetinu, znime-li jeji dva
prvky, a ty lze voliti dle libosti. Tedy affinita (5) vaZe prisek (x, y) dvou
teden astroidy s priisekem (X, Y) normal ellipsy.

Dejme splynouti obéma teénam astroidy; jich priisek piejde v bod
astroidy M a prusek normal piejde ve stfed kiivosti ellipsy pro bod E na
ptimce P Q M. Prvni z rovnic (5) dava nasledujici konstrukeci stiedu kfi-
vosti S ellipsy v jeji bodé E.

Uhlopfi¢nu opsaného obdélnfka, ktera spojuje bod (a, b) se sttedemO,
protnéme potadnici bodu M na astroidé v bod& K ; pofadnici bodu K pak
ode¢teme od tsetky bodu M

( b
x——x),
a

¢im? vyjde tisetka X stfedu kiivosti ellipsy.
Nahradime-li v Sesti¢lenném vyrazu g, veli¢inu z, hodnotou

gi . ]

P ’
21232y %1 83 2g

obdrZime vztah

{6) sin (@, + @) + sin (@, + @;) + sin (@, + @5) = 0,

jenZ vyjadiuje podminku, aby tfi teény &ary (1) sbihaly ve spole&ny bod.
Rovnici tu 1ze rozmanitym zpisobem interpretovati; tak jde-li o normaly
ellipsy, mame pro body na ellipse x = a cos p, ¥ = b sin @; soutadnice
bodi @, a py znamenejme x, ¥, a %, ¥4, bod @, znalme @, rovnice (6) pak
se pfepi¥e na

(&%) (Y1+Ya)x+("1+xz)y+(xl)'2+x23’1) =0.

L.



Je to rovnice pfimky, kterd na ellipse vytini paty ¢, @, daldich
dvou norm4l jdoucich prisekem normail ¢,, @,.

Ve zvlastnim piipad& @, = ¢, vychazi tak vysledek Joachimsthaliv,
Ze stfedem kf¥ivosti ellipsy v bod¥ ¢, prochizeji dalsi dvé& normaAly jeji,
které maji své paty na ptimce stanovici na osach tseky — x,, — y,.

Useky pHmky (6% na osich jsou — § a — 9, kde délky

&= %19yt %3 %2 _ XYt %W
Yo+ %+ %

stanovi se na zdkladé& barycentrickém takto: Paty normal na cllipse budte
E,, E,, bud pak E,’ bod symetricky s E, viiti Oy; piimka E,’ E, see Oy
v bodé x = 0, y = g. Déle bud E,’’ bod symetricky s E, viiti Ox; pfimka
E/"Eyse¢e Ox vbodé x =§ v=10.—

Rovnice (6% ztistava téz platnou, zna&i-li x, y;, %, v, soufadnice stop
normél N,, N, na kruhu (¢ + b); pruseky piimky (6* s timto kruhem
jsou stopy daldich dvou norméil N, N,; konstrukce ptimky je ta% jako
piedesle, pii ¢emZ na misto bodd E nastoupi body N.

Pristupme nyni k astroidé, abychom urcili dalsi dvé te€ny procha-
zejici prisekem danych dvou teden @, a @,. Te¢na astroidy v bodé€ ¢ obsa-
huje bod ¢ na kruhu poloméru m (x = m cos @, y = m sin @), ktery jest
stfedem poginované délky P Q; znamenejme jej K. Mame pak rovnici (62),
ve které x, y,, %, ¥, znaél soutadnice bodu K,, K, na te¢nich @,, ¢,
a pifmka rovnici (6%) uréena pak seestfednikruh (K) ve dvoubodech K, K,
kterymi prochazeji zbyvajici dvé te¢ny astroidy. Konstrukce pfimky je
taZ jako predesle.

Zejména vidime, Ze danym bodem M na astroidé prochédzeji dalsi
dvérealné jeji te¢ny. Znamenejme x, y soutadnice stiedu K na te¢né bodu M ;
piimka majici iseky ma osich —x a —y protne kruh stiedni (K) ve dvou
realnych bodech; ty jsou stiedy tefen hledanych. Je ziejmo, Ze ptimka
tato obaluje astroidu polovi¢nich rozméria. —

Provadi-li se konstrukce na kruhu opsaném (2 m), dochazi se k vy-
sledku: Zbyvajici dv& te¥ny astroidy vychazejici z libovolného jejiho bodu
maji své priéni body N,, N, na te€né bodu diametrilné proté&jiho.

Kone¢né uvazujme jako pifklad

c) oskulalni tétivy ellipsy.
Tak sluje ptimka, kterd spojuje bod ¢ ellipsy s bodem, ve kterém
kruh oskulaéni sele ellipsu. Jeji rovnice

X coS @ ysing
a b

=cos2¢
neni uvafovaného typu; proto poloZime ¢ = % — ¢ a u vysledku
bx(cos + sing) —ay (cosp—sind) =abV2sin2y

L.



provedeme transformaci soutadnic pravothlych v kosothlé
bxt+ay=m§ bx—ay=mny;
v nich pHHmka m4 rovnici typu (1)
mEsiny -nqcosp =ab V2sin2 9.

Oskulagni tétiva ¢ sele obalovou ¢4ru ve &tyiech bodech, jichZ tedny
sbihaji ve spoletny bod

2ab V2 24bV2 .
0S¥, ﬂ———n—-31"¢.

E=—

pro zpétnou transformaci méime

zln£2_+b"_" =—a V§(cos¢+sin¢),
v:M.—_ —b V2 (cosp — sin 9),
- 2a
t. j.
x=—2acosep, y==—2bsing.

Bod ten lezi na ellipse dvojnésobnych rozméri a pifslu¥f mu anomalie
® + ®.

2. Isoptiky astroidy.

Dvé tedny astroidy svirajici staly dhel  miZeme ptedpokladati za
piisluiné k parametrim ¢ a @ -+ 9. Pro jich prise¢ik ndm rovnice

xsineQ +ycosp =msin2 @
xsin(p+9) +ycos(@+y)=msin(29+2y)

podavaji seftenim a odeétenim

siny 2

zsin(p+2) +ycos(p+2) =22 sinL cosysin@ g + 9.

Y ysi 2)- R ape \
X cos ((p—}— 2) ysm(cp—{— 2 sinrws 2smycos(2¢+y,.
Z poslednich rovnic pak mime dile
. e+ ) m . 3y _ .y
(x+iy)e 2! — W(e‘(’v’ﬂ’sm—r + e ‘("P'*r)sm?),
a piSeme-li pro stru€nost

2y
¢+ 2 —ml

L.



vychézi pro geometrické misto prisekii tefen astroidy svirajicich dhel p

Loom . 3y " um),cm
(M x+1y—smr(sm 5 +sm2e- .

Predpokladejme 0 < g < 2T' takte soutinitelé budou velitiny
kladné; &&ra ta jest hypocykloida, kterou opife bod hybného kruhu
polomé&ru 7, vzdileny od jeho stiedu o délku g =

, pti jeho kota-

2 0037

leni po kruhu &tyinisobuého poloméru:
3y

m Sin ——
Jr = _Z__ .
s P
Tak na pf. je geometrické misto vrcholu pravého thlu, jehoZ ramena
se dotykaji astroidy, prodlouZeni kotalnice, jejiZ pevny kruh m4 polomé&r 47,

hybny kruh polomér 7, a ramé opisujiciho bodu

m

Y3’

g=3y:

V ptipadé y > 13”— kdy si'n—32—7— je zaporny, zaménime o za @ + =,
[
vysledek zistane aZ na to, ze rimeé opisujiciho bodu zm&ni znamen, t. j.

bod opisujici bude na opa&né strané sttedu hybného kruhu nez bod, ktery
se pri poCatku kotileni nachdzel na pevném kruhu.
Pripad y = 120° podava stfedni kruh

x4+ iy =meln—39);
jest ostatn& na rovnici hybné pHimky
xsme@ +ycosp =msine
viditelno, Ze obsahuje bod £ — 3 ¢
(K') x=—mcos3@, y=msin3e,
ktery tedy s bodem K (m cos @, m sin @) tvoii priseky piimky a kruhu
stitedniho. Bod K’ patrné leZi na ptimkach ¢, ¢ + -2—31, o+ 4—3“-, kterym

na ellipse odpovidaji vrcholy Steinerovych trojihelnikti — trojdhelniky
ty jevi se jako priuméty pravidelnych trojihelnikii do kruhu vepsanych,
a jsou tedy maximélntho obsahu:

,,Tetny astroidy, kterym na ellipse ptisluSeji vrcholy Steine-
rova trojtihelniku, protinaji se na sttednim kruhu (m) v bod&
o=x—3¢.

L.
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Na tom spoliva teSeni trisekéniho problému, které v podstaté se
kryje s teSenim Nikomédovym: Aby se dany iihel B O C rozdé&lil ve tfi stejné
dily, prodlouZime rameno B 0 na opafnou stranu do O #, a postavime kol-
mici Oy na O x; zvolivie na druhém rameni libovolné bod C, sestrojime
Nikomédovu konchoidu s pélem C a fidici pfimkou O y, nanéiSejice na pa-
prsky svazku (C) od jich pruseku s ptimkou Oy stalou délku 2.0C. Ze
<tyt pruseki konchoidy a osy O x jeden ma od C vzdélenost O C, ostatni
tiéi L, L', L' jsou vrcholy ihld BLC, BL'C, BL" C, z nichZ nejmensi
rovna se ttetiné daného ihlu BOC a druhé dva se od ného li&i o nasobky 120°.

PHimky C L, C L', C L” obsahuji skute¢né tfi polohy hybné pirimky
P Q velikosti 2. O C, a piisludna astroida ma sttedni kruh poloméru O C.

Konstrukci tuto bylo by lze mechanisovati, aviak uZite¢nost tohoto
ptistroje byla by sotva véti neZ obylejny postup s prouzkem papiru,
na némz vyznaleny dva body P, Q vzdalenosti 20 C; body ty $ineme tak
dlouho po kolmych osich aZ okraj prouzku zachyti bod C.

* *
*

Je tieba se jesté zminiti o ¢are prisekt kolmych te€en. Jezto vzda-
lcnost stiedu O od tefny astroidy obnasi m sin 2 @, jsou teny na sobé&

kolmé ¢, ¢ + % pravé tak jako teCny rovnobéiné ¢, ¢ 4+ = od sttedu

stejné vzdaleny.

Cara je tedy mistem vrcholii opsanych &tvercti; stied &tverciije bodO;
jeli $ te¢na astroidy, spustime na ni kolmici O H, a od jeji paty H nanes~me
na te¢nu na obé& strany délku O H = H M, = H M,; koncové body M, M,
délek téch jsou body na8i ¢ary. Norméla ¢ary v bodé prise&ném teden ¢

a @4 -’;— obsahuje bod na kruhu poloméru
2m Ve

Vv poloze @ = ¢ + %, t.j. pravé uprostied mezi sméry O N, O N, urlujicimi
polohu pli€nich bodid obou ptimek. C4ra jest ostatn& ruice
x+1v=m V2cos2@eio,
¢ili v polarnich soutadnicich
—m Y2cos 2 m.

Na kaZdé te&n& astroidy lezi dva body ruzice pochodici od teden na
nikolmych. Ze zbyvajicich &yt prisetiki této pHimky s riicf jsou dva vidy
pomyslné. ‘

" *
| ]
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Opsané trojthelnfky rovnostranné maji strany
= 2=
»9+3, ¢t+t—3.

takZe jeden vrchol le#f na sttednim kruhu a dva na hypocykloidé

"

x+iy= Vs (2 + e—44) (bo,
0 =@+ %. q>+—’2‘—-

Trojihelniky ty se fadi do skupin po $esti ((y + v,—:, v=01,... 5)

a strany jejich maji tuto vzijemnou polohu: Libovolnym bodem na kruhu
stfednim vedena Steinerova trojice poloh hybné piimky, a z bodu dia-
metrilnfho ptimky s nimi rovnob&iné. Kaidy opsany trojthelnik ma
jednu stranu z jedné a dvé z druhé trojice.

3. O normaléch ellipsy.

Budeme uvaZovati ellipsu (a, b)
(1) x=acosp, y=>bsing,

jejiz polouosy a, b obyZejné budeme povaZovati za kladné ; vedle té budeme
jest& uvazovati jiné ellipsy, jichZ polouosy (jako a', b') bude nutno poji-
mati algebraicky, t. j. ptipisovati jim uréité znameni.

Rovnice normily ellipsy (1) zni

2 aXsing—bYcosep = (a2 —b% singcos @;

ze &tyt normal ellipsy jdoucich danym bodem (X, Y) bude jedna pfedem
urlitelna, leZi-li tento bod na uréité ellipsc souosé, jejiz polouosy a’, o’
hovi podmince
(3) aa"—bb =a— b
Nebot z polohy bodu na ellipse (a’, ') urdi se jeho anomalie &
bezprosttedné
X=a'cos® Y =0sin,

a po dosazeni t&hto hodnot rovnice (2) nabude tvaru
(4) aa' singcos®—bb cospsin® = (a*— b?) sin @ cos @

a rovnice (3) ukazuje, Ze tato posledni rovnice je spln&na pro ¢ = 8.
Problém normal ellipsy vychazejicich z daného bodu se v tomto pii-
pad€ rozpadi v linedrni a v tkol stupné 3.

L.
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Vlozime-li do poslednf rovnice ¢ = @ a odetteme vysledky, obdrZime

po délenf na sin ¢p—2-0 pro zbyvajicf tti normaly
aa’ cos ® cos (p—;-O + bb sin@®sin ¢p—;—0 =
(4%) .
= (a® — b?) cos (@ -+ O) cos L4 3 ®

Ellipsy (a’, b') uréené podminkou (3) nazyvejme adjunk&nfmi; nebct
pro jich body se problém normél zikladni ellipsy (a, ) rozpada. Polouosy
adjunkéni ellipsy volme za soutadnice representaénihobodu @’ = §, ' =9,
representadni body ellips adjunkénich naplfiuji uréitou pfimku =

(%) af—by=a— b

Ptimka ta obsahuje patrné body § =a,9=2>5, dile§ =9 =a + b,
§¢=—m=a—b; oba posledni representuji kruhy polomérd a+ b,
které jsou zvlastni piipady adjunk&nich ellips.

* *®
*

Problém normal z bodu M (X, Y) k cllipse (, b) bude ieSen, znime-li
viecky &tyfi adjunkéni ellipsy (@', &) jim prochazejici ; nebot kazda z nich
dava jednu normélu jednoznaéné.

Soutadnice §, 9 rcpresentatniho bodu ellipsy adjunké&ni hovf rovnici

X2 Y2
5 i S
(5) E + 7

ktera pti stdlém §, 9 a proménném X Y charakterisuje ellipsu (¢, g). Pii
stalych X, Y a proménnych £, 9 rovnice tato odpovida &afe kifiZové majici
asymptoty v piimkich § =+ X, g =+ Y. Vrcholy obdélnfka uréeného
asymptotamijako svymi stranami tvoti vrcholy svazku ellips ; jich represen-
tatni body pak vytvofi kfiZovou €iru. Piimka = sele kfiZovou faru ve
Ctyfech bodech, které representuji &tyfi adjunkéni ellipsy, ¢imZ problém
normdl ellipsy (2, b) z bodu M fefen.

Konstrukce bodu ktiZové &ary provede se na ziklad€ rovnic
£ = Xseco, 71 =Y cosccp;
jeji tetna ma smérnici
. | cost g
fgr = Esintg

Naneseme na osy soufadnic od potatku useky £ sinte a gcos®g; piimka
spojujfci jich koncové body je rovnobéZina s teénou kiffové ¥ary.

® *
3

L.
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Pomér a’ : b’ nemuiZe splynouti s pomé&rem a : b, aniZ by obé ellipsy
splynuly ; mohou si viak tyto poméry byti opa¢né rovny, a sice nalezneme
pro ten pHpad

,  at— b b'—_az__bz .
= ETE =—amrE

vedeme sttedem O rovnob&zku se spojkou vrchola a, b zdkladni ellipsy;
jeji priisedik s ptimkou = je bod (a’, b’). Tato adjunkéni cllipsa podobna
ellipse zékladni jest ellipsa Frégierova ; kazdy jeji bod F je stfedem involuce
na zikladni ellipse, kterou na ni vytvoii ramena pravého thlu, ota&eného
kolem svého vrcholu na ellipse.}) Vedme bodem F razné tétivy ellipsy (a, b),
a nad kaZdou jako primérem opidme kruh ; ve$kery tyto kruhy majispole¢ny
bod na ellipse, ktery je patou jedné z mormél vychazejicich z bodu F.

Dalsi zajimavy je zvlastni piipad, kdy aa’+ bd' =0, t. j. kdy
pruvodice bodii (a, d) a (a’, &") stoji na sobé kolmo ;

2 = a? — b2 b a? — b?
T T 2a - 26
Rovnice (4) tu zni
SINQcos® 4+ cospsin®=sin2¢@
tedy
sin (@ + @) = sin 2 @,
coz vyZzaduje bud ¢ == @ ancb @ =z — 3 ¢.
Re¥eni
3og=n—0+2yx

vede na Steinerovy trojuhelnfky na ellipse

2% 4z
P =@, @ + 3 P, - 3

bod @ = @ je pata satellitni normély ptislugné trojice.

— @, dospivame také k tefeni trisckce whlu

Ponévad? zde @, = — .

na zaklad€ &ary kiiZové.

* *
*

Na ¢&aru kiiZovol vede také problém teden astroidy z daného bodu.
Jde o polohy laté stalé délky 2 m, jejiZ konce se &inou po osich O x a O y.
Poloha lat& obsahujici dany bod M bude uréena, znime-li ellipsu jdouci
bodem M, jejiZ polouosy a, b hovi podmince a + b = 2 m. Zavedeme repre-
sentalni body § = a, g = b téchto ellips, a jsme vedeni na &4ru kiiZovou

X? Y?
T

1) Srov. Casopis pro p&st. math. a fys. rot 45 (Drobnosti z geometrie), &. 16,
tr. 370 (1016).

L.
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kde X a Y zna&{ soufadnice bodu M. Priseifky jeji s pfimkou § + 9 =2 m
stanovi &tyfti ellipsy Z4dané vlastnosti. Pro jednu z t&hto ellips pak pii-
slui bodu M urdita anomalje @, jez se vyskytuje v rovnici laté&

xXsing +ycosep=msin2e,

a jeZ tedy na kruhu (0, 2 m) stanovi pi{¢ni bod laté —
Lat ¢ sele ellipsu (a, §) v druhém ,,podruZném® bodg, jehoZ anomalie-
bud ¥. Dosazenim hodnot

x=acosy, y=0bsiny
do posledn{ rovnice obdrZime vztah

3o+ a—b —v
S 2 —a+bcos 2

co

a po zavedeni komplexnich parametrua

z=¢?, u=¢ev

a—>b
a-+b

Mé&nime-li podruzny bod # na ellipse, tvori pfislusné mu kinematické
body z skupiny kubické involuce; jich symetrické ikony hovi podminkam.

uzd4 1= (22 + u 2).

_71_ a—b
=L T T aTe
jeZ plynou z hodnot
a—b
'ufl=1, f2=—1, uisz—l’ 1=a__*_—b'

Bod ellipsy, s bodem podruznym % diametralni, lezi s ttemi body z-
trojice involu¢ni] na témz} kruhu. Normily bodl 8 a » prochédzeji spo-
le¢nym bodem.

%* *
*

Hledejme obalovou ¢aru ellips souosych (2, b), pro néZ soudet polouos.
a4 b=2m je staly.
Mime tu rovnice
a4 a?vi=a?b?, a+4 b=2m,

—bx*+ay*=ab((b—a.

Reseni dava
a® &
2 _ 2 __ T
rETme y 2m '’
tedy
3 2 2
2% + ¥y =(2m)d.
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,,Astroida se jevi jako obalov4 &ira ellips, jichZ represen-
tatn{ body tvoH piimku x 4+ y = 2m.

Pro dotykovy bod x = 2mcos® @, y = 2 m sin® @, tedy

cos*g =2 s1fn’¢=—b— cosZcpz-—_i.
2m '’ 2m’ a—+b
* »
»

Podmince (3) se vyhovi substituci
@'’ =a-+pdb, b =b+4+pa,
kde p je libovolné. Rovnici adjunkeni ellipsy piSme

btap )2
Y i 2 — 2.
(2 Ga) +y =+ am
jeji dotykovy bod s obalovou &arou uréime derivovanim dle g a nalezneme
a b
M=—tbp?, P=——70tap? F=a-0
a odtud
2 4
3T — 9

(ax)'+(by)

,»Adjunkni ellipsy problému normél ptisluiné k ellipse (a, b)
obaluji jeji evolutu.
Z vyrazi pro polohu stfedu kiivosti ellipsy

c? ¢ .
X = — oS3 = —— — 113
2 P, y ) 4

a z uvedenych hodnot x2, 42

aa’d bb'3
y .

x2 = T

plyne pro anomalii dotykového bodu ellipsy
aa’ bd' _aa’ +bY

e bb _
R sin® @ = et cos2 g =

2 —
cost @ =

L x
*

Vratme se k niorm4ldm ellipsy (a, b) z bodt adjunkeni ellipsy (a’, b') ;
tyto tvoti na ptivodnf ellipse svymi patami kubickou involuci a prom&tnou
s nf fadu (satellit nich) bod1, které pochézejf od jednoznané uréenych satel-
litnich normil ¢ = @.

Bod m na ellipse (a’, 4’} povaZujme za stted koule, ktera se dotyka
cllipsy (a, b); koule takové jsou &yti, je vSak jedna z nich urlena jedno-

L.
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znaind satellitni normalou jako svym polomérem. Tyto satellitni koule
obaluj{ urtitou plochu osmého stupnég, kdezto koule kubické tady obaluji
plochu stupné 24.

Zvlastni piipad plochy 8. stupné nastane, kdyZ ellipsa (a’, b') je
kruh poloméru a + b; v tom ptipad& mame t. zv. plochu kotélnic prodlou-
zenych neb zkricenych, na které leZi kotalnice vytvofené valenim kruhu
po kruhu (m) dvojnasobného poloméru. Podrobné o téchto plochdch po-

jednédno bude na jiném mist&.

* *
%*

UvaZujme normaily ellipsy v bodech ¢a ¢,; adjunkéni ellipsy je
protinaji kazdou ve dvou bodech, z nichZ jeden lze zvlast vyznatiti jako
prvotni, druhy je podruZny. Prisek s normilou ¢ prvotni mi soufadnice

x=a'cosp, y=1¥bsingp,
pro prvotni body na normilich ¢ a @, plati tedy

xX. cosQ v sin @

2, cosg, ’ Y1 sing, '’

takZe se fady prvotnich priseki adjunk&nich ellips s dvéma normélama
promitaji do os v fady podobné; odtud:

»Adjunkéni ellipsy problému normail k ellipse vytinaji na
normélach podobné fady bodu prvotnich.*

Prifadéné si body fad na dvou normilach vytvoii svymi spojkami
parabolu; bod O se jevi jako prisek tefen na sobé kolmych a leZi tedy na
fidicich pfimkach viech té&hto parabol.

4. O nékterych zvla$tnich kfivkach stupné 4.

Necht se $ine wihel stalé velikosti tak, aby jedno jeho rameno se doty-
kalo uréitého kruhu, a urtity bod druhého ramene p¥i tom opisoval danou
pfimku; vrchol dhlu pti tom opi$e jistou cirkularni k¥ivku 4. stupng, pro
niz se hleda analytické vyjadreni.

Staly thel bud %, piimka opisovani bodem B ramene M B méj rov-
nici x = ¢, kruh, jehoZ se rameno M T (v bod& T) dotyk4, mé&j polomér @
a stied v potatku soutadnic; koneéné znamenejme B M = b vzdalenost
bodu B od vrcholu thlu M.

Znamenejme na okamZik & dhel X OT, rovnice te€ny M T bude

(e) xcose+ysina =a,
znadi-li dale ¥ thel, jejZ vektor B M svird se smé&rem O x, mime

_XxX—c L _y—P
8 cos ¥ = ——, sing = S0t
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kde y = p udivi polohu bodu B v okamZiku pohybu, a x, y jsou soutadnice
vrcholu M hybného thlu . Z obrazce vychazi vztah mezi thly

at=x+v,

jimZ se rovnice (f) ptevedou na
y—9?
b

X —c . y—9p
7 sinx -+ 5

Sin %,

, X —cC
—Sl”¢=—b—008’¢—

cos @ = cos %

dosazenim t&hto hodnot prepife se rovnice («) na tvar
(v—2p) (xcosu + ysinxg) + (x —c) (xsinx— ycosx) =ab
S touto rovnici spojme podminku B M = b t. j.
O—pr+ (= =B,

abychom vylouéili 4. Mame tak

(02— (x—c)7 (xcos %+ y sin %2 = (x — )% (x sin x —y cos %)

—2ab(x—c) (x sin x—y cos x) + a® b?,
¢ili po redukci
(1) (*x —c)? (22 + ¥v2) + a2 b® = b% (x cos x + y sin x)?
+2ab(x—c) (xsinx—1ycosm).
Mechanické vytvoteni ukazuje, Ze norméila &iry obsahuje prisek

ptimek OT a B x (| O x) jakoZto normal tidicich &ar.

Ptipad a = 0 se nim vyskytl pii studiu urlitého konoidu stupné 4.
pfi otdzce osvétleni plochy kotalnic 4. stupné v na¥i rozpravé o plochach
kotélnic (ro¢. XXV1I., &.7) str. 146-17. Zvlastni ptipad ¢ = 0 uvaZoval Sluse

Pripad 2 = 0, ¢ = b sin % diva strofoidu; ¢€leny na x nezivislé se
tu vyvazi a odstépi se &initel x:

(x—20bsinx) (x4 y%) = b?cos % (x cos % + 2 y sin %).

Z rovnice (1) plyne, Ze kruhy x® + y? = konst. sekou &iru ve &tytfech
bodech, kdeZto ostatn{ kruhy ji sekou v Sesti bodech ; tudiZ stfed kruhu O
fe singuldrnim ohniskem Cary (1). Ub&ny bod osy Oy je dvojnym
bodem ¢&ary.

Vice neZ rovnice (1) nis o povaze &iry poudi parametrické vyjadieni.
Spojime rovnici (&) s rovnicemi

¢,=a_—1-:—%, x=c¢+ bcoss,
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vyjde
_ (et beosz)sin(s 4 %) —a |
(2) x=c¢c+ bcosre, Y= ET] —_—
&4ra je tedy racionilni.
Bodu dvojnému odpovidaji ruzné parametry, tedy dle tvaru x
hodnoty ¢ a — %; porovnidnim obou vyrazl pro y

(c+bcoss)sin(vr - %) —a  (c4bcose)sin (4—1%) —a

cos (v + %) cos (# — %)

vych4z{ rovnice pro parametry bodi dvojnych
[(c + bcosz) coss—asinx] sing =0,

Hodnota sin ¥ = 0 mtZe odpovidati bodu dvojnému, jen kdyZ vymizi
také derivace -Z_Z‘ coZnastavaprisine =0proc + bcost = a sin (v + =) ;
proobapiipadyet =0az ==, t.j.prodb+c =asinxaprob—c = asinx
vymizi také hranata zavorka, takie ve viech pripadech dvojné body &ary
piisludi parametrim s uréenym rovnici

(3) bcos’s + ccost—asinx =0,
<&ili
3% R —cx—absinn=0.

Tato rovnice urluje dvé pfimky, z nichZ kaZda sele ¢iru ve dvou
bodech dvojnych, z nichZ jeden je v nekoneénu.

Potadnice hovi rovnici

y(x—c)2—btsin*x%] = bcosx[ac— (a— b sinx) x].
Asymptoty realné jsou (z +x=+ %)

x=ct bsinx.
Pripad x = 0 je lehké zobecnéni konchoidy Nikomédovy
{4) (x—c)(*®+ 98 + a2 =0b222—2aby(x—¢),

pii &emZ moZno pripustit také zipornd b (coZz odpovidi volb& » = =x).
Pobliz asymptoty x = ¢ chova se kiivka jako hyperboly

__laxob
y= x—c¢
V 11bé&Zném bod& osy y splyvaji dva body dvojné, oby&ejny bod. dvojny je

x=0, y=-a—cb-.

Rotpravy: Rod XXVI. TL IL. Cis. 50. 2
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V pHipad¥ ¢® = a? oditépi se faktor x — ¢, takZe &Ara je 3. stupn&
(0=%1)
(6) F—c)(+y)=b(x+c)—2abdy, c=aa.
Posifime potitek do dvojného bodu (0, ¢ b), kladouce y = 5 4 # b:
x(2*+ 97+ 20bn) =c(x*+ 93,
a v soufadnicich polarnich
r=csecp—28bsine.

Céra je cissoida ptimky ¥ = ca kruhu  =2a8bsingt.j. 224 92 =
=28 by (potitek soufadnic v bodé dvojném). Teny v bod& dvojném
jsou realné pro | b | > a, pomyslné pro | & | < a, tivrat nastava pro | b | =a,
pfi CemZ te¢na svird s O x Ghel + 45°.

Ridicf ptimka cissoidy je tu rovnob&ina s primérem t{dfctho kruhu,
jenZ obsahuje pél (bod dvojny). Vefkery tyto cirkuldrni &ary 3. stupné lze
vytvotiti hotej$im jednoduchym mechanismem.

» *
*

Pripad » = 90°dava &aru symetrickou
(6) EF—)!(+ )+ a?t=09y2+2abx(x—c).

Konstrukci bodu této €ary lze také takto provésti: Bud C bod (¢, 0) ;
vedeme CH || OT, C H = b, a bodem H vedenA rovnob&Zzka s asymptotou
(t.j. Hy) protne te¢nu M T kruhu (¢) v bod¥ M na &te (6). Dvojné body
lez{ na O x.

Je-li mimo to ¢ = 0, vznik4 &ira o dvoji symetriil)
(7N B(x2+9) FatP=0y2+2a b4l

Na paprsku OT H svazku (0) vytkneme body 7, H dle podminek
OT =a, O H = b, a vedeme kolmice T M na OT, H M na O x; priiseny
bod je bod M na &afe.

Dvojné body y =0, x = + Yab; asymptoty x = + b, V ptipads
b < 0 probihd vétev y > 0 nad pfimkou y = 4, dotykajfc se ve svém
vrcholu kruhu ().

V soufadnicich kruhovych # = x® 4 4% a y se rovnice ¢Ary pfSe

ur—uyr—2abu+ (2ab— ¥y +atb? =0,

derivace je
w — du _ 2y(u+bB2—2abd)
~dy  2u—y'—2ab '’

1) Zminku o ni viz H. Wieleitner, Spez. ebene Kurven (Leipzig, 1908), str. 74.

L.
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ve vrcholech x =0, y = +a, ¥ = a? tedy

1 P (a_b)’
7“ =+ a—2b"’

co% jest potradnice sttedu kfivosti ve vrcholu. Pro ptipad b = - 2 ma tedy

¢4ra s te€nami ve vrcholech styk &tyibodovy.
Rovnici &ary lze téZ psati

2—abd

(™) y=tym—s-

Ve zvladtnim ptipadé b = 2 a ptechézi &ara (7) v trisekantu. V poldrnich
soufadnicich s p6lem O, osou Oy znf rovnice ¢ary skutedné

9
r = a sec —-.
2

,, Irisekanta se jevi jako geometrické misto vrcholu pravého
tthlu, jehoZ jedno rameno se dotyk4 pevného kruhu (polomérua),
a urdity bod druhého ramene, jehoZ vzdalenost od vrcholu rovni
se pruméru pevného kruhu, opisuje primér tohoto.

UvaZujice v posledni konstrukci trojihelnik O H M, nachazime, Ze
je rovnoramenny, ana jeho vyska T M prochédzi sttedem T zikladny O H:

»»Trisekanta je geometrické misto vrcholi rovnoramennych
trojuhelnfkt, majicich stalou délku zdkladny (2 2) a jeden jeji
koncovy bod pevny, pii éemZ protilehlé rameno ma stily smér
0)."

* L
L 3

Predpokladejme existenci piipadu, kdy v rovnicich (2) vyskytne se

y v neurditém tvaru %— Pro piislu¥ny dhel 7z jest
+ -2— — X,
tedy podminka zni
t(ctbsinx) =a;
v tom piipadé se ¢ara rozpadne v pfimku x =c +bsinx (x = +a) a
v cirkularni ¢aru 3. stupné.
Citatele ve vyrazu (2) pro ¥ moZno psiti pti podmince

(8% ct+ ebsinx=s8a, &s=+1
takto: csin(t + %) + isz’n(2t+n) —|——2—sinz—a
=c[sz'n(t + %) — sin “'] 2[sm(2t+s)-—sms]

=bsintcos(t+u)+2csin('+”— )cos('+“ R

2
L.
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a maime tak pro nali ¢Aru parametrické vyjadfent

(8) x=c+4 bceose, y=bsin:-—cc0tg(—’—_;i+T .

Jederi dvojny bod puvodni ¢4ry ptefel v priisek &iry 3. stupné
s pi{mkou x = &4, pro jeho paramétr mime
bcost=8a—c=sbsinn, cost=é&sinx,
druhjf.kofen rovnice (3) jest -

(Bb) COS T = — —‘iza—,

a ten dava skuteény bod dvojny; soufadnice jeho se vypoctou dle (2)

a+sbsinxsin(z{ x)

x=c+bcost=—sbsinx, y= ——cos (v + %) ’

dosadime-li sem bsint = Vi — 42, vyjde

ab+ ebsinx(cosx Y _a>—za Sin %)
y = - — = & bcosm.
gaacosx + sinx Yb:— a2

,,Gara (8) ma dvojny bed
(8Y x=—absinx, <y —=8bcosax.
Z asymptot jedna odpadne a zbyva jako asymptota tary (8)
x=c—8bsinn—=86(a—2bsinx) =2c—aa.
KaZdou raciondlni cirkularni &aru 3. stupné lze timto zpusobem
vytvofiti: Volime sing. ohnisko O (4 podminky), realnou asymptotu (2)
a dvojny bod (3), &imzZ je ¢4ra uréena.

Vedeme-li osu O x kolmo na asymptotu, mime urfeny pocatek O,
dvojnym bodem jsou stanoveny konstanty 4 a %, asymptotou pak je uréeni
doplnéno, ana stanovi parametr a. h -

-
* *
*

Ve své praci o -plochich kotilnicl) uvazoval jsem plochu, kterou vy-
tvoii polom&r hybného kruhu (loukotf) kotaleného po kruhu stejn& velkém
tak, aby roviny obou kruhi sviraly staly uhel «. Piimkova tato plocha je

4. stupné a jeji rovnici lze pfepsati na tvar — znaéime a polomér pevného
a hybného kruhu —

R+ +[(1—k) 22 —2akhz]y:—R2a%22 +
) —l—-'lr[(l—k’) 22—2akz]?=0,
1) Rozpravy Ceské Akademie II. tf., ro&. 26, &s. 7 (1016), &. 8 str. 39, rovnice
{21) [O%ar4ich a plochich, je2 se vytvotujl ptikotileni kruhu po &4te rovinné,atd.].

L
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ili
1— A2

2
Viia—y

22—akz

¥t +

(9% %=

, k=1tg

wl R

Rovnice tato pro z = konst. je tvaru (), vymén{me-li oznaZeni os;
znamendme-li parametry kiivky a, b, maj{ v nafem pipad& hodnoty

1— &2

b=k2, a:a—T—

z=a—2colg a.

»Veskery tezy plochy loukoti ptisluiné ke sférické epi-
cykloidé 4. stupné na rovinich rovnob&znych s rovinou pevného
kruhu se tedy vytvoii vrcholem pravého thlu, jeho% jedmo
rameno se stile dotykd zndémého kruhu a uréity bod druhého
ramene probih4 pevny jeho priimér.*

A sice le#i stfed tohoto kruhu na ose Oz, jeho polomér jest
@ — z cotg &, pevny primér jest rovnobéZny s dvojnou pfimkou O x plochy
loukoti, a vzdilenost bodu na druhém rameni od vrcholu pravého thlu

obnasi z1g % .

Zejména je fez na roviné z = a fg & Carou kappa

(*2+9%) ¥* = (a gatg %)2 x*,

kdeZto fez z = 2 a k odpovida parametrim a = %%a, b = 2a k®*=2aqa a je
tedy trisekantou:

x2+y2=4404 , c=ak2

TE—
Asymptoty viech fezii z = komst. na uvaZované plo¥e tvoif dvé&
roviny y = j—_ztg%.
Ridici kruhy mechanického vytvorenfi i&chto tezi lezi na rotag-
nim kuZeli
x? 4 9% = colg? & (z — aig a)?.

* L.

Zvldstni transformace. V souradnicich kosodhlych nebo pravothlych
bud d4na ktivka (m) ; libovolnym bodem jejim m vedme rovnob&Zku s osou
O y, kter4 protne O x v bodé m’; timto bodem pak vedeme piimku p rovno-
bé&#n& s pruvoditem Om. Touto tramsformaci ptifazena kaidému bodu
roviny urditd pfimka p, a pifmky odpovidajic{ bodim na dané ife (m)
obaluji urtitou ¢aru (M). Abychom stanovili dotykovy bod pHmky

L.
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s obalovou &arou, znamenejme §, g soufadnice bodu m, tak¥e 9 jest uréita
funkce prom&nné §. PHimka p mi rovnici

x y
—_———— =1 & — =%
(?) T 7 nx—§y=4£&q
Pro bod dotykovy M podad derivovani druhé rovnice
(?) 7(x—8=y+1

t. j. bod M je prusek s pfimkou p’, ktera je rovnobé&Zna s te€nou m ¢ za-
kladn{ &iry (m) a obsahuje bod m, (§, — %) na ptimce m m’ v jeji prodlouZeni
o stejnou délku.

Soufadnice Pliickerovské ptimky p jsou

1 1

£ i

takZe transformace uvaZovana jest kvadraticka korrelace.

Predpoklddejme souradnice pravoidhlé; je-li transformovani Cira
cllipsa o polouoséch a, b

(4) U= —

adu® 4 b*vt =1,
je tara puvodni patrn&
a? b2
TwEO
t. j. Cara kiiZova.

Pro konstrukcitéto ¢ary ve-
deme (obr. 1) vlibovolném bod& M
ellipsy (a, b) te€nu p =M m/, jeji
rovnobézku O m protneme piim-
, kou m’' m || O v, &imZ uréen bod m
R —— na kfiZové &afe; symetricky bod
my (mm' = m' my) uréuje pak
piimku M m,, s niZ je te€na m ¢
kiiZové. Cary rovnobéina.

Prvni podnét k této trans-
M ) formaci zavdava vytvoreni astroi-
! dy z kruhu O m = konst.; tu je
\ pak O m délka laté&, kterd zaujme

polohu p m’; bod m, jest jeji
Obr. 1. pfi¢ni bod na kruhu opsaném.
Piimka v obecné poloze

A§+Bg+C=0
se transformacf (A4) pfevidi v parabolu
Cuv+Bu—Av=0

L.
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s ohniskem
_ AC _ BC
T AR B y_A2+Bz'

Cara, kterd se uva¥ovanou transformaci pfevadi v bod (¢4ru tHdy
prvni)
X%+ yv+1=0,
jest hyperbola
& —2x0) (m+ Yo) + %Yo = 0.

Kruh, ktery se v polatku dotyka osy Oy, pfevadi se touto trans-
formaci ve Steinerovu hypocykloidu.

Normala cllipsy x = a cos ¢, ¥y = b sin ¢ ma rovnici
ax by

2 T2 =1
cosep  Esing

i je to piimka transformaéni p ptislu¥ni k bodu m o soutadnicich
c? ¢z .
g—-a—008¢, ﬂszm(p,
evoluta ellipsy (4, b) tedy vychdzi na$i transformaci z ellipsy

c? 02)_ _ a3
_, T ,Cz—a b.

a

Poznamenejme jeité, Ze singuldrni trojuhelniky v transformaci (A)
jsou

pro soustavu bodovou: pocatek O a tbéiné body os Ox, Oy;
pro soustavu piimek: osy soufadnic a pfimka ubéZna.
5. Zobecnéni jisté plochy kotalnic.

UvaZujme astroidu, kterd jest obalkou poloh laté délky 2 m, jejiz
konce se §inou po kolmych osich O, O y:

1) XSin@ + ycosp = 2msin@cosp;

tato astroida jest evolutou astroidy, kterou vytvoii lat délky m Sinutim
svych koncii po piimkach x +y = 0; rovnice te€ny zni

(2) XCOSQP—ySing = —g— (cos®* @ — sin? @),
a bod na této astroid® ma soutadnice

(M) xo=—zt—(3 cosp —cos3g), yo=-%(3sin¢p+sin3tp).
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Problém teen astroidy (1) z daného bodu mimo &4ru se rozpad4 v pro-
blémy stupné 1. a 3. pro body na adjunkénf ellipse (a, b)

(m) x=acosgp, y=>bsing,
jejiz polouosy (vzaté s uritym znamenim) hovi podmince
a+b=2m.

Z bodu m na adjunknf ellipse ptisluiného k anomalii ¢ vychézi urdita
normala astroidy (M,), jejiZ rovnice je pravé (1). Konstrukce této normaly
je nasledujici: Na kruhu (2 m) polomérem 2 m kolem stfedu O opsaném vy-
tkneme pri¢ni bod laté, jehoZ polarni ihel v soustavé x, y jest @; pravo-
1hlé praméty do os O x, O y jsou konce lat& délky 2 m, a na ni leZi bod (m),
jenZ tuto lat déli v pomé&ru 4 : b, ob& délky brany kladn&, pokud sméfuji
dovnitf laté od jeji koncti méteny (bod O », a od O y). OpfSeme pak kruh
polomé&ru m kolem pocatku; lat 2 m jej see ve dvou bodech, z nichZ jeden
— jeji stited — je pfi¢ni bod laté délky m, jejiZ konce se Sinou po oséch
y = + x; do téchto os se promitne onen prusek, a spojiva ptimka je lat
kolm4 na ptedeslou, je to te¢na (2) astroidy (M,); jeji prisek s lati (1) je
bod M, pata normaly astroidy (M) spusténé z bodu m na adjunk&ni ellipse.

Koule K majici sttedy m na ellipse a prochézejici piisluSnymi jim
patami normail ,,stopni astroidy* M, dotykaji se této ¢ary a obaluji urcitou
plochu stupné 16. Jeji stopa na rovin& zakladni O x y sestavi z astroidy M,
a z urlité &ary stupné 10,

Rovnice koule K zni
2492+ 22—2axcosp—2bysing = @)
@=x2+y2—2axycos9—2by,sing;
koule dotyk4 se obalové plochy podél kruhu I" na roviné

axsing —bycosp = 1 8
@ yeosg =5 — 7
Prava strana se urd{ na zéklad& okolnosti, Ze tato rovina proch4zi

bodem M,:

140

?d—;=axosm(p——byocosq)— T(a—b) sin2o

me

1 sindep,;

rovina kruhu I' ma tedy rovnici
m m?

() axsing —bycosp = 9 (@—0b)sin2¢9— 1 sin 4 @.

Souhrn té&chto kruhi I zobeciiuje plochu kotélnic oby&ejnych, kterd
se vytvoi{ kotélenim kruhu poloméru% po kruhu pevném poloméru m,

Lo
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a vznik4 z na%eho pHpadu pro a = b. Rovnice (I') splyvé v podstaté s rov-
nicf (4) na str. 4. na¥f rozpravy o plochach kotélnic, pouze poloha os je tu
otoena o 459 a voleno jiné oznacdenf.

Roviny kruhii I' obaluji plochu valcovou, uréenou rovnicemi (I') a
jejl derivitem

I axcosp +bysing =m(a—2>b) cos2@—m?cos 4.

Rovnice zdkladni ¢ary na tomto vélci jsou
ax=-1—m (@ —b) (3 cos @ + cos 3 @) ——;-m2(5cos3¢+ 3cosbo)
by=-%m(a—b) (—3sin¢p+sin3<p)+%m2(5sin3q>—3sz'n5¢);

pro konstruktivni ucely vystadime s rovnici (I") v rovin& zakladni, kterd
charakterisuje pfimku ; pfimka ta sefe pudorysncu stopu roviny kruhu I”
v bod& na zikladni ¢afe valce, a bod ten lze zarovei povaZovati za pidorys
bodu na hibetni ¢afe plochy, kter4 tu jest imaginarni podobné jako u plochy
kotalnic.

Piimka I'” je kolma na paprsek O m a proché&zi bodem

x=24bcose—mcos 3 g, y=—Adasing + msin3 e,
kde
a—b 3 a2 —b*

ab 4 ab '’

l=%m

pti oznaleni a®— b% = ¢? se jeho soufadnice pisi

3 c® 3 ¢ . .
(H) xz-z-—a—cosq;—mcos3(p, y=——4-781”¢+m“"39’-

Vzpomeiime okolnosti, Zegbod = — 3 @ na kruhu (m) je druhy prisek
normély (1) (lat&) s timto kruhem; znamenejme K tento prisek a sestrojme
bod J o soutadnicich

c? ¢t .
—cos g, y=—TFS"%

| e

x =

(=T

pak je H koncovy bod vektoru O H vyjadteného ,,geometrickym souctem

(vektoridlnim)
OH=0J+ O0K.

Z bodu H spusténa kolmice na smér O m sele piimku (I') v bodé L jeji
obalové &ary, ptidorysu bodu na hibetni ¢ife plochy a ma kruhu I’

Vyraz @ uréime integraci a hodnotou pro ¢ = 0, jiZ ptsludf hodnota @

—_——am,

4

L.
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Tovnice koule K pak se ptepiSe na

492+ 22 —2axcosp—2bysing +
2
3 +i(a—b)cos2(p—-m—cos4¢p+lm“:O.
2 8 8
Te€na ellipsy (m)
bxcosp taysinp=abd

sede te€nu (2) stopni Eary M, v bod& V na vrcholnics, ktery je vrcholem rotad-
nfho kuZele, jenZ se plochy dotyk4 podél kruhu I Refenim obou rovnic
vyché4zi pro bod V

~2ab+4amcos2g y_2ab—bm0032tp

4 =
) * 4mcos ’ dmsing

)

takZe vrcholnice je racionalni ¢ara stupné Sestého, Te¢na ellipsy (m) a stopa
roviny (J) sekou se v bodg¢, ktery je pudorys nejvy$§iho bodu na kruhu [I.
Znamenejme L pravou stranu rovnice (I'), nafeZ se soutadnice x, y, pru-
setiku M, vyjadiuji takto

alsing 4 abcosq _ —bLcosqp+atbsing
atsin:e + b2coste ’ a® sint @ + b2 cos?

x, = M=

tato &ara, jez v ptipadé a = b je pudorys kotilnice ¢ = -’2‘— je stupné 10.
Druhi &ast stopni Cary sestivid z bodu M, pronéz M, + M =2 M, t.]j.
x=2%—% Y=2Y1—Yo

a je tedy tato kiivka stupné 10.

Ki¥ivka (M)-—druha slozka stopni ¢ary uvaZované plochy — je
konstruktivné dostate¢né pfistupna, a také stiedy hlavni kifivosti plochy
samé se snadno urdi. Stiedy kifivosti ma normalich v riaznych bodech
kruhu I'" (jeZ tvoii rotaéni kuZel s vrcholem ) napliiuji kuZelose¢ku lezici
v roviné kolmé na rovinu zakladni. Bod na hibetni ¢ite lezi na této roving,
ponévadZ ma polomér kfivosti rovny nulle a splyva se svymi stiedem;
mimo to obsahuje tato rovina stied kiivosti F, astroidy (M) pro bod M,
Tim je stopa roviny kuZelose¢ky stfedu uréena, a splyva s pfimkou Fg L.
Jeji prisek s normélou M m stopni ¢ary (M) je stied kiivosti S této kiivky.

Te&na vrcholnice je kolma na pfimku F L.

Konstrukce tato selZe, padne-li bod » do vrcholu centrilni ellipsy
{(a, b). Pro ten piipad mozno uZiti obecné véty:1) Budte M, M sdruZené
body stopnich ¢&ar, t. j. stopy téhoZ kruhu I na ploSe, Fy F pak pifslu¥né
jim stfedy kfivosti; kuZelosetka urleni té€mito body jako ohnisky a pro-
chazejici bodem m na centrale, oskuluje v ném tuto &iru.

1) Bude dok4dzina zirovefl s druhymi zde uZitymi vlastnostmi v nésledujicim
odstaveci.

L.
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V na¥em p¥ipadé je pro hledanou kuZelosetku dén jeji vrchol U (= m)
a polomér kfivosti $, mimo to ohnisko F,, stfed kfivosti astroidy; stfed
kiivosti ellipsy ve vrcholu U znamenejme K a volme smér K U za kladny,
takfe KU = p > 0; polouosy hledané kuZelosetky budte a, b voleny
kladng. Veliting U F, =J piisludf urlité znameni, které udélime téi
fokalni dalce ¢ (sgn. ¢ = sgn. /).

Jeli hledani kuZelosetka hyperbola, mime rovnice

atece=1 ¢2—at=ap,
z nichZ plyne
l2

R

Je-li viak hledana kuZelosz&ka ellipsou, je problém vyjadfen rovnicemi

atc=—I a*—c=ajp,
z nichZ vychézi
l2

T T 3T

V prvnim pripadé€ obdriime polohu stfedu hledané kuZelosetky, na-
r.eseme-li od U vypoctenou délku a ve sméru kladném, v druhém piipadé
ji nana$ime ve sméru ziporném; tedy obecné

,,stted hledané kuZelose¢ky nalezneme nanesenim délky
l2
EYEY R

od vrcholu U na osu, pfi ¢emZ klaa.n}'f jeji smér je dan vektorem K U.
Zname-li stied, je poloha druhého ohniska bezprostiedné dana
a problém feden.

¢=UF,)

6. Obecné vé&ty o &arich obalovych kruZnic v roviné&.
UvaZujme obalovou €iru fady kruhii o jednom parametru
(L By —2px—2qy+ P+ ¢ =1,
jich% sttedy m (p, ¢) napliiuji urlitou &aru centrdlni.
Dotykové body kruhu (1) s obalovou &arou leZi na piimce
@ xdptvdg——odn=0, n=ptg—n,

kterd see kolmo teinu m @ Ciry centrdlni. Oba dotykové body M, M,
maji jakoZto body obédlky uréité stredy ktivosti Sy, S,; abychom k nim
dospéli, vedme normély My,m S,, M, m S, povaZujice je za slozky zyrhlé
¢ary druhého stupnég, nale se urli S, S; jako charakteristické body na
obalové &ife t&hto normil.



Obecné sefe ptimka
Ax+By+C=0
kruh (1) ve dvou bodech M,, M,, jichZ polomé&ry M, m, M, m tvoi zvrhlou
kuZelosetku o rovnici
Adp+Bg+COP P+ —2px—29y+ 1+ ¢) =
=P (Ax+ By —Ap—Bq?;
v uvaZovaném piipadé jde o priseky s ptimkou (2)

A—dp, B=dyg Cz—%dn,

a je tedy
Ap+Bg+ C =radr.

Vypotty se zjednodusi, volime-li polomér kruhu 7 za neodvisle pro-
ménnou, polohu stiedu (p, ¢) za jeho funkci; rovnice obou normal M, m,
M, m se pak pi%e
@) 24y —2px—2qy+ P+ F=0Ep+yq—20p—9q9)"

Derivovanim vychéazi odtud

xp'+yqg—pp—9q+

+ @ +y g —pp—qd) " Yy — P +9q)]=0,

t. j. dotykové body S, S, obou normal s evolutou leZi na ptimce

a2q 1dn
Yar 2 dr?

dz.
4 = r’: +

=0

ponévadZ druhy cinitel
P +yg—@FP +499)
vymizi za platnosti rovnice (3) jen pfi
=+ 0—9*=0
t. j. na nullové kruZnici. .
Pi{mky M, M, — tétivy sdruZzenych bodl — jsou dany rovnici (2);
jeji derivovanim vychdzi rovnice (4), t.]j. prise€ik piimek (2) a (4) je bod

h#betnt H, v ndm# se piimka My M, dotyka svoji obalky. Souhrnt&chto
bodu tvofi hibetnf &4ru &i hibetnici.

Vysledek znf, Ze bod H lei na tétivé stiedn S, S,.
Obecné ma pél pifmky

* Ax+By+C=0

viei kruhu (1) soufadnice §, 5 dané rovnicemi

L
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bt _mn—q_n—plt—qn _ —r
A B C Ap+Bg+C'
t. .
P MA »B

Ap+BgrcCc’ " U1TAprBgFC’

v ptipadé ptimky (2) je pél prusedik tefen ve sdruZenych bodech &ary,
bod V ma vrcholnici. Hodnoty
A=p, B=g, C=—nan
davaji
Ap+Bg+C=r,

a tak vychazi vyjadfeni polohy bodu na vrcholnici

d d
(5) E=P—7d7:, q=q—rd—:].

Derivovanim vychazi

aE _  d*p dnq _ d*q
dr rdr“' dr rdr"’

coz vzhledem k rovnici (4) dava vysledek:

»te¢na vrcholnice stoji kolmo na tétivé sttedia H S, S,.

L x
*

Uvazujeme-li na mist& kruht (1) soustiedné s nimi koule, které jimi
prochézeji, vznika obalova plocha jejich, kterd jest geometrickym mistem
kruhi I, jichZ roviny stoji kolmo na zakladni roviné€ O x y a majirovnice (2).

Rovnice (4) uréuje rovinu, ktera protina rota¢ni kuZel normal (vrchol m
zékladna I') v kuZelosetce na ploSe hlavnich stfedd kfivosti, a tedy slouZi
ke konstrukci stiedu kfivosti obalové plochy leZiciho na libovolné nor-
male P m.

Hibetni ¢ara (H) na ploSe je pak obalova ¢ara kruhua I, uvafovani
ktivka hibetnich bodu jest jeji pudorys. Bod V na vrcholnici je vrcholem
opsaného rotaénfho kuZele, ktery se plochy dotyka podél kruhu I. Tyto
kruhy tvofi jednu fadu &ar ktivozna&nych, druba fada kiivoznalek sestava
z jejich pravothlych trajektorii, MoZno je charakterisovati jako kfivky na
plode, jichZ te¢ny protinaji vrcholnici. Oskulatn{ rovina & ktivoznatky
prochiz{ tencu vrcholnice; tato je pudorysna stopa oskula&nich rovin
viech kiivoznafek pro rtizné body P téhoz kruhu I Bud S stfed hlavni
kiivosti plochy pro bod P, tedy prisek normély P m S s rovinou (4), kterou
znamenejme (Z), ana vytind na kuZeli normal (m, I') kuZelcsetku X cen-
tralni plochy. Osa kfivosti kfivoznatky ptislusnd k bodu P obsahuje

bod S, a tedy
L.
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»osa ktivosti kiivoznatky pro bod P je kolmice sputéni ze
sttedu kfivosti S uvaZované plochy na oskulagnf rovinu uréenou
bodem P a tetnou &! vrcholnice.”

Osy ktivosti ptslusné riznym kiivoznatkadm v bodech tého% kruhu I”
leZ{ v rovin& (X), kterd je kolma na piimku &f; obaluji uréitou kiivku
&tvrté tiidy. Tyto ktivky pFislu$né vem kruhtim I" tvofi plochu, ktera jest
¢asti fokélni plochy pro kongruenci os kfivosti k¥ivozna&ek obalové plochy
(I). Druhou &st fokélni plochy této kongruence tvofi plocha vilcova,
kterd obaluje roviny kuZelosetek (Z).

Pro bod P = H na &ate hibetni splyne stted S s bodem P a polomér
kiivosti kfivoznatky vymizi. Kfivoznatky maji v bodech hibetni &iry
singularn{ body s nekone&nou ktivosti.

* %
*

Pro soufadnice x, y, hibetntho bodu H vypolteme fefenim
rovnic (2) a (4)

’ ’ 1 n
2P +yqg =

nl, xpll_*_yqll:?n

po| =

r 14

’ re / 1 4 144
2 —p"q) =5 g —n"q)

=q'(pp'+ 99 —7—q PP +e¢"+2+¢°—1)
=q—r¢"+p(' ¢ —9"¢)—q B*+ ¢?.

tedy
Y U e ok i ¢ —rq”
(H) xl - (ﬁ q P' qn__?u qf ) + P' q”_P” q, »
. , plz + qlz . ?I — ,pl!
yl_(q_l_P plqu__puql) P’qH—PHQ'.

Jezto patrné

dg
’ ’ 1 (—

e A YT

pl qll_pll ql d d q

ap
jsou uzavorkované vyrazy soutadnice stfedu kfivosti centrdlni Ciry pre

bod m

ar,

d g \?
dq 1+(W

dgq\?
1+(7¢7
+"_W_

a7 7
takie
. . 21 d + . g9+
Bt iR — @ +i0) =— g (2 i 45,

L.
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kde §, % znad soufadnice (5) bodu V. Znamenejme U stted délky m V'
mezi bodem na centrédle a na vrcholnici,

m+V=2U,

dile bud C stied ktivosti centrdlnf{ ¢Ary (m); posledni rovnice pak davé
vétu, Ze

,te€na &ary (U) stoji kolmo na pHmce C H.*

V ptipadé ¢ary anallagmatické, kdy kruhy (1) protinaj{ orthogonélng
ur&ity kruh o stiedu G, splyne H s timto stdlym bodem ; je-li pak centréilni
¢ara (deferenta) kruh, t. j. kdy obalova ira je Cartesitiv ovail, je jeho
stted O = C, a ¢ara (U) je pfimka kolma na O G.

To diva jednoduchou konstrukci vrcholnice v tomto pfipadé: Na
te&nach kruhové deferenty ptenasime délky m U na opanou stranudo UV
pii CemZ U opisuje uvedenou piimku.

Zname-li te¢nu cary (U), muZeme
bezprostiedné strojiti te¢nu a normélu
vrcholnice, a téZ normalu kazdé &ary (V),
jejiz body jsou na tefnich urcité (cen-
trdlnf) c&ary (m) urleny podminkou [\.» _ /
mV =Fk.mU, kde k je staly d&initel,| \m Z—
&selny. Budte (obr. 2.) mV, m, V, dvé | _—~
teny &ary (m) nekone¢né blizké, vedme N
ptimku m V, rovnob&inou s m; V; a u-
réeme na ni bod V, dle podminky

(@ mVoa=k.mUy+ (k—1)arcmm,,

kde U, je prisek ptimkym Vs &arou » (bodu U).

Vzdalenost bodu m od ptimky m, V, je nekone®n& mala druhého Fadu,
pramét m, bodu 7 do normély bodu # se od polohy bodu m, li$f rozméry
druhého fadu, a je s chybou téhoZ fadu arc m m, = mym. Je tedy délka
my Vo s chybou druhého tadu =m Vi + arc mmy, = k (m U, -+ arc m m,),
t. j. s chybou druhého tadu

myVo=mV,,
ponévadZ poloha bodu U, se od U, li&f o rozméry nekone&né& malé druhého
fadu. Odtud vychéazi, Ze body V, a V, se liéf o vzdalenost, ktera vzhledem
k oblouku m m, neb kontingenénimu tihlu @ je nekone¢n& mal4d druhého
tadu, takze lim ¥ V,=1im V ¥, co do polohy.

Béfeme-li smér te¢en V m, ¥V, m, za kladny a zvolime-li m za pél,
m U za osu polirnich soufadnic, bude bod ¥V, miti soufadnice: Ghel
o =V mV, aprivodil mV, = r; rovnice &ary vytvotené bodem ¥V, zni
dle hotejsf definice (&)

r=kry+ (k—1)Ra,

Obr. 2.
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Pti ¢emi r, je privodi¢ bodu U, na thte ¥, a R zna¥{ polomér kiivosti C m,
&ary centrdlnf (m). Polarni subnormaila &4ry (V) tedy jest

dr _, dr, )
Jo ~fae TEIE
pro @ = 0 to dava poldrni subnormélu &iry (V).
Vedeme normélu Uz tary ¥ a bodem V pf{mku s nf rovnobéZnouV D;

stopa normily N &iry (V) na pHmce m C je pak urena vztahem
mN=mD+ (k—1)R, R =Cm,
pti ¢emZ dluzno délky brati s pHslusnym znamenfm.

Ve zvlastnim piipadé (jako u vrcholnice) k¥ = 2 tedy se
stopa normaly N ur¢i nanesenim délky m N = CD, nalezje VN
normalou vrcholnice v bodé V.

Tato konstrukce normaly vrcholnice je velmi rychla.

* *
*

V obr. 3. uvaZovana kartesiana jako obalova ¢ara kruht K, které maji
sttedy na kruhu (4) stfedu O a sekou orthogonalné kruh (¢) poloméru c
o stiedu G (Cara je stopa plochy, jakou jsme uvaZovali mezi konidami).

Obr. 3.

Body na obalové &ite M, M, ptislu$né k bodu 7 na kruhu (4) se obdr#{ jako
prusetiky kruhu K s pHimkou G M, M, kolmou na te¢n& m Q ¥V kruhu (a).

L



Tyto body jsou vrcholy svazku kruZnic, které sekou orthogonilné kruh (¢) ;
pro sestrojeni bodu obalové kartesiany moZno ufiti kruhu, ktery mi svij
stted J v libovolném bodé& te&ny m Q ¥V, a sefe orthogonéln& kruh (c).

Problem pruse¢{kti kartesiany s libovolnym kruhem !/, ktery sele
orthogonilné +{dici kruh anallagmatie (¢), se rozpad4 ve dveé tlohy 2. stupné.

Ze sttedu J kruhu / vedeme te€ny J m, J m’ kruhu (a) ; kolmice z bodu ¢
na tyto te&ny spuiténé sekou kruh / ve dvou parech M, M,, My M, na
kartesiang.

Piimka » (bodu U) je zde chordila kruht (a) a (c). Normalu NV
vrcholnice v bodé V urlime dle vyloZené praivé methody: uréfme prusek D
piimky O m s ptimkou V D || O G, a pfeneseme O D do m N.

Ptimka G S, S, vedena pélem G rovnobéiné s normalou vrcholnice V.N
stanovi na normalach kartesiany M, m a M, m jeji sttedy kfivosti S, a S;.

Vrcholnice uvazovaného pripadu splyva s vrcholnici plochy kotalnic
4. stupné,’) pokud piimka # lezi mimo centrdlu (a); v pfipadé, kdy jeji
pruseky s timto kruhem jsou realné, zméni kfivka tvar, zachovavajic své
vlastnosti algebraické; jeji oba dvojné body v kone¢né vzdalenosti jsou
pak pomyslné.

Dvojné body G’ G'' vrcholnice jsou vrcholy svazku kruZnic, které
maji sttedy na pfimce # a sekou orthogonilné kruhy (a) a (c). Tyto kruZnice
stanovi na vrcholnici kvadratickou involuci; chceme uréiti obalovou &iru
tétiv V V'’ této involuce.

Volme stted O kruhu (a) za po&itek soutadnic; rovnice ptimky %
2
bud x = h, jeji pol vi&i kruhu (a) jest x = ‘;T =k y=0.

Body V, V' tétéz dvojice leZi na te¢nach U m, U m' kruhu (@), které
se protinaji v bod& U na piimce #; pfi emZ pfimka m m’ se ot4&i kolem
pélu ptimky «. Pfimka O U sefe kolmo tétiva V¥V’ v jeji stiedu W

2W =V +V.

Znamenejme ¢ tihel X O U; pak vychazi z obrazce

OU=hseccop, UW = hsecp —kcoso,
a bod W ma polarni soutadnice ¢ a v,
r=2hsecqp—Ekcose.

Cara (W) jest cissoida ptimky x = 2 k a kruhu nad priimérem, jeho
jeden konec jest O a druhy v pélu pHimky %; je to racionilnf &ra cirku-
larni 3. stupné&. Abychom urtili jeji protiéipatnici, piSme rovnici piimky V ¥V’
t. 3. xcos@ 1 y sing@ = r ve tvaru

x+ty=2h(14+8)—Fk t=ig¢.

1) Plochy takové jsou dv&; majf za deferentu kruh (a) a konicky bod je
bud G’ nebo G”, o kterychito bodech nasleduje zminka.

Respravy Rol XXVI Tt IL C 680 3
L.
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,,Obalové &ira t&iv V V' tedy jest
yv+8h(x+k2—2h =0,

parabola s osou O x, jejiZ ohnisko leZi vidi bodu O soumé&rné
s pélem piimky w«.

Kruhy (a) a (¢) maji rovnice (O G = g)
224 y2—at=0 224+ —2gx4+g2—c2=0,

tedy chordila
2gx=a%+ g2 —¢*
dava hodnotu
a + g2 — ¢
7 .

Pro teény nadi paraboly se uloha pruse&iki s vrcholnici rozpada ve
dvé uloby 2. stupng, z nichZ pouze jedra mi fefeni realna.
O této ¢are jako7to vrcholnici plochy kotalnic 4. stupné bylo jednino

podrobnéji v rozpravé o plochéch kotalnic.)) Roli bodd G’ G'' zastavaly tam
2
body na Ox a sice x =g (G) a x = %, ktery znamenejme H. Plocha

2h =

kotdalnic vychazi z naSeho ptipadu za supposice ¢ = 0. Zejména byla stano-
vena involuce, v niZ se promitaji do O x pary pruise&iku vrcholnice s pfim-
kami svazku G; pro zacitek tsetek G zné&la rovnice jeji (str. 8. s hora)

a — gt

£
2g (xl ' x’)

Xy Xy =
Prepise-li se tato rovnice pro zatitek O, t. j. klade-li se x,—g za x,,
obdrZi tato rovnice tvar
xlx,—% (%, + x9) +a2=0
a je to tdZ involuce, ve kterou se promitaji pary priseku &iry s paprsky
svazku H.

Ptimky Gy, Hy vedené dvojnymi body rovnob&iné s osou y tvoii
dvé strany trojihelnika dvojnych bodu; z nalczené vlastnosti vychazi
bezprosttedné véta:

Paprsky vychazejlci z dvojného bodu uvaZované &ary sekou ¢arujesté
ve dvou bodech vidi stfedu svazku a prot&j3{ stran& trojthelnika dvojnych
bodi harmonicky sdruZenych.

Zaroven tak seznivdme tfi centralni a involutorni kollineace, kterymi
Cara ptechdzi v samu sebe: Ze tff boda dvojnych G, H, @ je vidy jeden
pélem kollineace a protilehla strana trojuhelnika jeji osou.

1) 1. c. str. 7 a nésl.



Body O, G, H lze voliti dle libosti na jedné pfimce ; kruh (a) je pak
uréen svym stfedem O a podminkou, aby protinal pod pravym thlem
kruhy svazku o vrcholech G a H; bod O je singuldirnim ohniskem &iry.
Vytknuti tii bodd dvojnych G, H, e vyterpiva devét podminek, étyti pod-
minky zabird poZadavek, aby O byl sing. ohniskem. Pfipojime-li jest& pod-
minku tetny v redlnéin bodé dvojném (kolmice na te¢nu 2 tohoto bodu ke
kruhu (@) vedené), je tim &ara jiz uréena jako kiivka stupn& 4. —

Toutéz transformaci, kterou se kruh (4) prostiednictvim ptimky u
prevadi ve vrcholnici, previd&)i se paraboly majict # za te¢nu vrcholovou
ve své osy.

Ma-li se urditi parabola ze svazku parabol o spole¢ném vrcholu a ose,
ktera se dotykd daného kruhu, ptevedeme tento ve vrcholnici prostied-
nictvim vrcholové teény parabol. Priiseky osy parabol s vrcholnici pak
odpovida)i bodim m na kruhu, v nich% se (étyfi, dvé realné) hledané para-
boly daného kruhu dotvkaji.

* x
*

Je-li vrcholnice pfimkou, zvolime ji za osu tse¢ek O x; z rovnic (5)

pak mime 5 = 0 t. j.
dgq
4 d—r = q. q = k 7,

kde % je libovolny stdly &initel ¢iselny ; polomé&r obalené koule je tedy ve
stalém poméru ku vzdilenosti ¢ bodu » (na centrale) od vrcholnice. Kiivo-
znacky obalové plochy kouli jsou v tomto ptipadé jeji fezy s rovinami vede-
nvmi vrcholnici. Zvolenim ¢&isla k2 a centrilni &iry (m) je soustava
kouli uréena.

Zde lze strojiti te€nu ¢ary boda U
2U=m+V

na zékladé vyloZené vyse methody. Mame totiZ podminku

mU = % mV;
vyménime-liroliliter Ua V, a uvazime-li, Ze bod V opisuje ptimku O x, mame
nasledujici konstrukci pro norméilu &ary (U): Vedeme pfimku UD | Ox,
od jejiho priiseku D s normélou &ary centrilni (m) naneseme polovi¢ni hod-
notu poloméru ktivosti ve sméru ke stiedu ; koncovy bod jeji N lezi na nor-
male &ry U. Rovnobéika s normélou U N vedeni stiedem kiivosti cen-
kralni ¢ary (m) se¢e pfimku My M, [t.j. (2), pudorys kruhu I'] ve hibetnim
bodé H ; ptimka H y vedeni bodem H kolmo na vrcholnici O # je pudorysem
kuZelosetky na plose stfedil a sele noimaly stopni &iry pro body M, M,
v jich stfedech kiivosti S, S,.
Je



Zbyva jest® vésti pfimku M, M, aby naznateni konstrukce byla
schopna proveden{. Jejf rdvnice

prtgy=pp+q99—7
ukazuje vzhledem k hodnoté ¢ = k», Ze piimka ta obsahuje bod

14
x=p y=9— U=%

Kolmice spusténid z tohoto bodu na te€nu centrily m V je piimka
M, M,, na nfZ tyto body vytina kruh poloméru » a sttedu m.
Ve zvlastnim piipad& % = 1 prochazi ptfmka M, M, bodem (p, 0)
a jezto r = g, dotykaji se kruhy vrcholnice O x, kterd absorbuje jednu
vétev stopni tary (M,).
Jako zvlast jedmoduché piipady tfeba vytknouti:
1. centrdlni &¢ara je kruh;
2. &ara (m) je parabola, vrcholnice v jeji ose.
V tomto druhém pifpad¥ splyva ¢ara (U) s vrcholovou tedmou para-
boly, a bod H leii tedy se stiedem kiivosti paraboly na rovnobéice
s vrcholnici O x.

x *
*

Zminku zasluhuje téz pfipad, kdy vrcholnice je kruh ; volime-li stfed
jeho za pocdatek soufadnic, davaji rovnice (5), po dosazeni do rovnice
kruhu & 4+ * = b vztah

PP+ ¢—27pp +99) + 2P+ q%) =8

VyZetiime piipad, kdy centrila je téZ kruh (a) s vrcholnici soustiedny:

#? + ¢* = a%. Rovnice posledni pak se zjednodu¥i na

D i L W S Y

d r?
a jest dile # = a? — 7% Znamenime-li ¢ oblouk na centrile (a), jest tedy
d g = C-ﬂ
r

a odtud integracf pro libovoln& vytfenou konstantu %

r=cke®

Klademe-li tedy pro urfeni polohy bodu na centréle

(@) p=acosp, qg=asing,
bude polomér koule 7 din vyrazem

() r= cke7¢

Ia.
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Bod U = # opisuje olividné kruh se stfedem spoleénym O,

a tedy hibetni bod H je prusek poloméru O U s ptimkou M, M,. Tato se
urdf jako chordila kruhu (m, #) s kruhem opsanym nad primérem V m
Bodem H vedeme rovnob&ku s polomérem O ¥V (normélou vrcholnice)
a obdrZime tak pfHimku S, S,, kterd uréuje stiedy kfivosti.

Ktivozna&né &iry jsou stanoveny obecnym vzorcem?) z &. 18. nadi
rozpravy o plochich kotélnic

logcotg—-—S ;bna’z ,

kde $,, g,jsou soutadnice bodu M, v osach m V a jeji kolmici, a # zna&i Ghel
sevieny te€nou centrily a osou Ox. V nafem piipadé je v = @ + % ,
dile mame stdlou délku
72
ro3 mVZc:ErPoz'*‘%z:’z-

Vychézi tedy pfi oznadeni % =i:

| po=ckette, g, =ckd? V12289,
a kfivoznatky jsou urfeny parametrickou rovnici

€ (oo (_Frerde _ LI
log cotg 2 —S 7 do = S er,‘.-logk’-{— 7 arcsin (k e*®)

¢ili
[ r

B colg i;— —Keo "

piitom jest —;— thel My M, P, znati-li P bod kfivozna&ky na kruhu I'leZici.
* *
]

Vratme se k rovnici
(3) —pP+(v—q=[x—2p 2"+ (-9 ¢]%

ktera vyjadiuje dvojici sdruZenych normal obalové &ary m M, m M,, a
piisluiné k ni spojce stfedtt kiivosti S, S,

(4) P x—P+ 9" (v—9 =p"+4¢*—1

Provedme transformaci soufadnic zavid&jice jako nové osy normalu.
centrilni CAry m ¢ a jeji tenu m . Substituéni rovnice maji tvar

1) Vzorec (C) na str. 152. Tam uZité litery p, 4 jsou zde nahraZeny znatkami
?Ov (3

L.
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x—p=¢cose—ysina
y—qg==§Esina+ qcose,

a udhel a tfeba voliti tak, aby platila identita
Pir—p+qly—g=kn

g cose—p'sina==F
pcosa+ ¢ sine=0;
z rovnic téch plyne

2 _ pr2 "2 —- q_’ n e — —— .ﬂ
k P2+ g% cosa L sin e P
Po substituci hodnot zné&ji rovnice (3) a (4)
(3% E+p=Fryg
(4% [E+mmnp=~k—-1,
’ 4 . ’ re 2
I =p"cosa+ q"sina:ipk# = — %—
— ’? . X . _ 75’ P” + q’ q” _ d k
m=gq cosa-— p’sine—= /e P
pii Cemz
273
[+ ()T
R= 47
dtq
d P
-znali polomér kfivosti centralni ¢ary.
Z rovnice (3*) t. j. 9 £=+ ﬁ vychazi geometricky vy-
znam veli¢iny 4
. 1
- sin®

kde & znadi #ihel dopadu mezi normilou centrilni &ary a paprskem M, m,
normélou &¢ary obalové.

Vylou¢enim % z rovnic (3*) a (4*) mame
m2+ (1— R R+ 21— 1)2f— (B —1)°=0;
koteny §, &, této rovnice 2. stupné hovi tedy vztahu

1 1 217 — 2
K"I‘—— -

& B—1 Rcoszd
Aviak velidiny
gysecc® =R, a §&sec® =Ry

L.
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jsou pravodile bodu m métené od st¥edis kf¥ivosti S, S, Cdry obalové; tedy
rovnice pfededld ddvéd vztah

1 01 —2
(6) R, " R, Rcos® '’

ktery pro piipad stilého S, podiva zndmy zakon urleni bodu S, na oba-
lové &ate paprsku vyslanych ze sviticiho bodu S, a odraZenych di-
rimantou (m).

PonévadZ znameni velitin R, R, v této forme& vysledku ztraceji
urditosti, moZno psiti vysledek téz takto

1,1 42
R, — R, Rcos®
A Y
Zaménime-li na okamzik ¢iru centrilni za kuzZelose€ku a vloZime-li

bod S, do ohniska, padne S, do ohniska druhého, R bude polomé&r kfivosti
kuZelosecky. Vétu obecnou lze tedy takto vyjadtiti:

,»KuZeloseC¢ka majici ohniska ve sdruZzenych stfedech kiivosti S, S,
obalky kruht a prochézejici bodem m €ary centrilni ma v ném s touto
¢arou stejny stred kiivosti.

Z hodnot cos & a sin & vychazi

oA Tig)
k dr ’

porovname-li to s identitou
d(p+iq =drde,
kde @ znadi oblouk na centrile () a ¥ Ghel sevieny jeji te€nou a osou O x,.

vychazi * = « + -%;— a

de —E +1
dr ~— ~ sin® '’
£ j.
) dr—+desind.

Pro polohu bodu ¥ na vrcholnici v nynéjsich soutadnicich vypoéteme:

E = Ol ’I = k 7,
jak ziejmo a priori.
Omezme se na absolutni hodnoty a znamenejme V m = k; rovnice
posledni dava

hsind =7,
a tedy lze na misté (7) psati téz
. dr , de
(™) - —Efa
* *
L ]

L.
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Tieba jest® vyjadfiti soufadnice bodi M, M, na obalové &ie,
k &emuZ slouzf rovnice (1) a (2)

E+g=r kg=—
soufadnice bodu M, jsou

=L, gy VETT,

soufadnice bodu M, odpovidaji opa&né hodnot& odmocniny.
Ptimka M, m sete ptimku (4% v bod& S, (§, 7,); z rovnic

go:ﬂoVkT;—lx L&+ mmg =k —1

vypoc&teme
fo(m +1VE 1) =k 1.

Pro kruh o stfedu S,obsahujici bod M, tedy oskulagni kruh obalové
¢ary mame rovnici

E+nw—2&i—2n1=0+9—26t— 20,
podobné pro kruh oskula¢ni v bodé M,
E+v—26E—2nn=2+y+24L1—2mYy,
takze pro chordilu obou kruht plat{
G—&ét+tm—mr=—E+E& e+ m—n)Y-

Zde mame

f0 fl

e S

tedy rovnice chordily se piepide na tvar
V_ 51 ao  m=Fk;
T E—n="rr

pii €emi €, a §, jsou kofeny rovnice 2. stupné& vySe uvaZované. Z rovnice
té vychézi

& — & - Vi (k2—1) + (B2—1)% [m2— (k2 —1) ¢3] _+ m

E+& L (k2 —1)" —IvVE—1
tedy
VFSTgTE - 0ot
Chordéla je kolm4 na ptimku (4*), kterdA mé4 smérnici
L
ol
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a tedy na%e znamenf jest 8 = 1. Rovnice chordly oskula&nich kruhd zng
tedy

m
7+ ke = T E
a v piuvodnich soutadnicich
U= —9" =) =7 ¢"—2"19),
t. j.
»chordédla oskulagnich kruhu ve dvojici sdruzenych bodi na obalové
¢afe kruht splyva s tednou vrcholnice.*

Poznamenejme je$té mimochodem vztah mezi velit¢inami R,, R,,
ihlem dopadu & a useky a, b, které ptimka S, S, vytini na normale a na
te¢né €iry centrilni

1 _ cos* @ sin® &
R,R, @ b2
» ™
*

Jako zajimavy zvlastni piipad volme & = konst. ; rovnice (7) ukazuje
Ze v tom piipadé
vy =+ oesin®d + konst.

je polomér koule line4rni funkci oblouku na centralni &afe.

Uhel stalé velikosti 2 & sc 3ine tak, Ze jeho vrchol m opisuje danou
¢aru (centrilni), a pfi tom jeji norméila tihel rozpoluje Ramena thlu obaluji
dveé tary (S,) (S,) a €ary (M), (M,) jsou jejich evolventy a sice tak sdruzené,
ie ptimka M, M, je rovnobéina s normalou &iry (m). Body S, a S; jsou
pravotihlé praméty stfedu kfivosti S €ary (m) do ramen dhlu

Primka S, S; je zde rovnobéina s te€nou m V, tato je tedy normailou
vrcholnicc, t. j. vrcholnice je v uvazovaném piipadé evolventou centralni
tary (m) Dale pfimka M, M, sefe ptimku S, S; v bod& hibetnim H a stoji
na ni kolmo; tedy S, S, je stile normalou hibetni &ary v pidoryse. Pro
kiivoznatné ¢iry na ploge kruhti I (jez kolmo. protinaji rovinu zékladni ve
sdruZenych bodech My M,) mame znimy vztah vySe uZity

@ Pod®
log cotg 5 S 7
kde
po=7rsin® q,=rcosd

jsou slozky vektoru m M ve sméru teny a normély, a thel % =M,M,P
pro bod P kiivoznalky leZicf na kruhu I':
Parametrickd rovnice nekruhovych k#ivoznaclek zni

5 — Cetud ,

cotg

L.
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kde ® je tihel mezi O x a leénou Eiry (m), C stdlé &islo.*

Jednoduché vysledky dava ptipad kruhu jako centrilni Cary (m).
Zde body S, a S, opisujf kruh soustfedny a také piimka S, S, obaluje kruh
soustfedny ; tedy zde &ry (M). (S), (V) a také htbetnice (H) jsou evolventy
kruhi o témzZ stiedu. —

Jednu z &ar (S) moZno voliti neodvisle, nadeZ jest za ¢aru (m) vziti
jednu z trajektorii jejich tefen, které see pod stilym tdhlem -;-—0.

Volime-li za &aru (S,) pevny bod O, jest trajektorif kosothlou pfi-
mek O m logaritmickd spirdla, kdezto bod M, opiSe kruh se stiedem O,
jehoZ polomér lze voliti neodvisle. Norméala hibetnice S, S;=0 S, prochizi
pevnym bodem O, a je tedy hibetnice kruh se stfedem O.

Bud centrilni spirdla (m) v polarnich soutadnicich s pélem O

r = aef®.
Normala jeji svira s privodi¢em thel ¢, ¢ = ¢gy; kolmice z pélu na.

normélu spusténid ma délku

1 .
Sh=rsiny

asmér¢ =@+ —;— — . Bod S, s bodem 0 = S, vigi normile soumérné
leZici m4 polarni soufadnice », a ¢, &ara (S,) je log. spirala
rn=2asiny®=2asiny e°("’+’—%) )
t. j.
rn=ae% a=2asin ~e(5-7).
1 ’ ye

Céara (M) je pak evolventa této spiraly.
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tvofené pohybem roviny, jejiz jedna ptimka se dotyka pevného kruhu a jeden

~bod opisuje ptimku. Ktivka se za jistfch okolnostirozpad4 v ptimkua obecnou
racionalnf &ru cirkul4rni 3. stupng. Rezy z = komst. na ploge loukoti pHsluiné

ke sférické kotdlnici 4. stupn&. O zvlastn{ korrelaci 2. stupné. . . o
5. Zobecn¥ni plochy kotilnic stupn 16.; stopni Cira se sklddd z astroidy
a z kfivky stupné& 10., centrdln{ ktivkou jest ellipsa. v e e e e e

8. Obecné v&ty o Eardch vytvotenych jako obalky kruht v rovin&a o pHsluinych
jim plochich. Obecné vztahy mezi stiedy kiivosti, vrcholnici a h¥betni &arou.
Osy kiivosti &ar kfivoznadnych. Nova konstrukce normdly pro &iry, vytvo-
fené délkami na tefnéch jisté kfivky zdkladni. Vrcholnice konidy 4. stupné&
s kruhovou centrilou; 8iry Cartesiovy. Nové vlastnosti vicholnice plochy
kotilnic 4.stupné. PHpad, kdy vrcholnici jest ptimka. Zvlastnl plocha, jejiz
centrila a vrcholuice jsou kruhy soustfedné. P¥ipad plochy se stilym tGhlem
dopadu.
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