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ROČNÍK XXVI. T f t l D A II. Č Í S L O 7. 

0 čarách a plochách, jež se vytvořují při kotálení 
kruhu po čáře rovinné, jakož i o některých jiných 

plochách kruhových. 

P o d á v á M . L E R C H v B r n ě . 

Část p r v n í . 

Plochy kotálnic kruhových a inversní plochy válců i kuželů. 

S 18 obrazci v text«. 

P ř e d l o ž e n o d n e 27. č e r v n a 1016. 

1. 

V r o v i n ě O xy b u d d á n a č á r a A m, p o k t e r é n e c h t s e k o t á l í ( va l í ) 
k r u h p o l o m ě r u a, j e h o ž r o v i n a m á s t á l ý s k l o n a k r o v i n ě p e v n é č á r y A tn; 
u r č i t ý b o d P v r o v i n ě v a l e n é h o k r u h u o p i s u j e p ř i t o m č á r u , p r o s t o r o v o u 
k o t á l n i c i ( P ) . 

Je - l i C s t ř e d v a l e n é b o k n i h u , v e d m e j e h o p o l o m ě r C P M o b s a h u j í c í 
b o d op i su j í c í P. K o n c o v ý b o d Mzaujímal n a p o č á t k u k o t á l e n í p o l o h u A, 
p o j i s té d o b ě z a u j m e h y b n ý k r u h p o l o h u v r o v i n ě v e d e n é t e č n o u ř í d í c í 
č á r y A mv b o d ě tn, a b u d e se t e n t o k r u h t e č n y t é t o s á m v b o d ě m d o t ý k a t i ; 
dé lka o d v a l e n é h o o b l o u k u A tn n a čáře p e v n é b u d e r o v n a d é l c e o d v a -
l eného o b l o u k u M tn n a k r u h u h y b n é m . 

Z n a m e n e j m e s0 d é l k u o b l o u k u A tn, x0y0 p r a v o ú h l é s o u ř a d n i c e b o d u 
*n, a b u d r úhe l , k t e r ý sv í rá t e č n a p e v n é č á r y v z a t á v e s m ě r u p o h y b u 
s k l a d n ý m s m ě r e m o s y Ox, t a k ž e cosx = , sinr = . V z d á l e n o s t 

a, s 0 » s 0 

op i su j í c ího b o d u P o d s t ředu h y b n é h o k r u h u t . j . d é l k u C P z n a m e n e j m e g, 
dále b u d tp = mC M „ o d v a l e n ý ú h e l " n a h y b n é m k r u h u , a p a k ú h e l j e h o 
r o v i n y s r o v i n o u 0 xy, t a k m ě ř e n ý , ž e p o l o u r o v i n a a — 0 leží p o p r a v é 
s traně k l a d n é h o s m ě r u p o h y b u , a j e s t a k l a d n é p r o p ř í p a d , ž e k r u h lež í n a 
straně 2 > 0 r o v i n y 0 xy. 

D é l k a k o l m i c e P Q s p u š t ě n é z b o d u P n a t e č n u tn x m á h o d n o t u 
PQ = a — g cos 9, 

Ro » p r a v ý : R o t XXVI. Tf. II. č . 7. 1 
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dále j e s t 
mQ = g sin 9>. 

"Ohel p ř í m k y QP s r o v i n o u O xy j es t a , a t e d y jes t dé lka p r a v o ú h l é h o 
p r ů m ě t u j e j i d o té to r o v i n y 

Q P' = Q P. cos a = (« — g cos <p) cos a, 

k d e ž t o v ý š k a P'P = z b o d u P j es t 
z = (a — gcos qp) sin a, 

při č e m ž P' z n a č í p r a v o ú h l ý p r ů m ě t b o d u P d o O xy ( p ů d o r y s n y ) . 

S o u ř a d n i c e x a y b o d u P j s o u z á r o v e ň souřad n i ce b o d u P', a u r č í m e 
j e p r o m í t a j í c e l o m e n o u č á r u O mQ P' d o os . O b d r ž í m e t a k p r o s t a n o v e n í 
p o l o h y b o d u P s ou ř adn i c e 

x = x0 — g sin fp cos r — (a -g cos <p) cos a sin T 

{1) y = y0 — & sin <p sin r + (a — gcos q>) cos a cos r 
z = (a — g cos fp) sin a, 

p ř i č e m ž p o l o h a b o d u m (x0, y0) na p e v n é čáře s t a n o v e n a p o d m í n k o u 
<1°) « 9 = So-

V I I . 
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2. 
V e zvláštním p ř í p a d ě , k d y z á k l a d n í ( p e v n á ) čára j e k r u h p o l o m ě r u 

c, volme p ř í m k u O A za o s u O x, k l a d o u c e p o č á t e k d o s t ř e d u k r u h u , n a č e ž 
b u d e s0 = cý, j e l i ý „odválený úhel" n a k r u h u p e v n é m , a p a k o č i v i d n ě 
T = + 1 , dá le j e s t 

(m) x0 = c cos 1>, y0 = c sin i>, 

a t e d y b u d e p o l o h a b o d u P v t o m t o p ř í p a d ě d á n a r o v n i c e m i 
x = [c — (a — g cos g>) cos a ] cos ý + g sin q> sin $ 

(2) y = [c — (a — g cos q>) cos a ] sin i¡> — g sin ip cos $ 
z = (a — g cos tp) sin a ; a <p = c ý, 

které v y j a d ř u j í s o u ř a d n i c e j e h o j a k o f u n k c e p a r a m e t r u 9 , resp . ý . 
T a t o čára v y t v o ř e n á b o d e m P s lu je sférickou kotálnici (sf. e p i c y k l o i d a ) , 

a to o b y č e j n o u př i g = a, k d y t e d y b o d o p i s u j í c í P s p l ý v á s u r č u j í c í m M, 
dále p r o d l o u ž e n o u n e b z k r á c e n o u , d l e t o h o j a k g > a n e b g < a.1) 

č á r y t y t o lež í t o t i ž n a k o u l i ; n e b o ť z r o v n i c (2) v y p o č t e m e p o s t u p n ě 
x2 + y2 4- z2 = g2 sin2 <p + [c — (a - g cos q>) cos a]2 + (« — g cos q>)2 sin2 a 

= c 2 — 2 c (a — g cos <p) cos a + ( a — g cos qp)2 + g2 sin* tp 
= a2 + g2 + c2 ~2agcos<p — 2 c (a — g cos q>) cos a 

= g2 + c2 — a2 +2 (a — c cos a) (a — g cos <p), 
t . j . 
(3) * 2 + y 2 + z2 = 2 a °0S a z + c 2 - ^ - « 2 + g2-

stn a 

T a t o k o u l e o b s a h u j í c í naš i k o t á l n i c i (P) m á střed 
a — c cos a 

x = 0 = y, z = 
stn a 

a j e s t m i m o t o u r č e n a s v ý m b o d e m n a k o t á l n i c i p ř í s l u š n ý m k h o d n o t ě 
9 = 0 : 

x — c — (a — g) cos a, y = 0, z = (a — g) sin a. 

V e d m e d á l e k o u l i o s t ředu m (c cos ý, c sin ty, 0 ) , p r o c h á z e j í c í b o d e m 
P na ko tá ln i c i . J e j í r o v n i c e 
{X — c cos $)2 + ( Y — c sin tf)2 + Z2 = (* — c cos i\>)2 + (y — c sin i>)2 + z2 

se p o s t u p n ě z j e d n o d u š u j e t a k t o (na z á k l a d ě r o v n i c (2 ) ) : 
X2 + Y 2 - f Z2— 2 c X cos i> — 2 c Y sinif> + C2 = (a—g cos g>)2 + g 2 sin2 tp, 

t . j . 

(4) X2+Y2-\-Z2—2 cXcos t—2 c Y sin $ = a2 + g 2 — c 2 — 2 a g cos q>. 

*) Pro literaturu a první vlastnosti viz F. Gomes Teixeira, Traité des courbes 
spéciales remarquables planes et gauches. Coimbre 1509; dílu II. str. 348—353. 
Srov. též F. Reuleaux, Lehrbuch der Kinematik. 
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T a t o ř a d a k o u l í o b a l u j e u r č i t o u p l o c h u ; c h a r a k t e r i s t i k a h o v í r o v n i c i 
v z n i k l é d e r i v o v á n í m 

(*') X sin ty — Y cos $ = g sin <p, 

t . j . o b a l o v á p l o c h a j e s o u h r n k r u h ů T , v n i c h ž r o v i n y (4 ' ) p r o t í n a j í p ř í -
s l u š n é k o u l e (4) . 

R o v i n a (4 ' ) o b s a h u j e b o d k o t á l n i c e (2) , j a k t o d o s a z e n í h o d n o t s o u -
ř a d n i c b e z p r o s t ř e d n ě p o t v r z u j e ; t e d y c h a r a k t e r i s t i c k ý k r u h o b a l o v é p l o c h y 
p r o c h á z í b o d e m (9, if>) n a k o t á l n i c i , a p r o t í n á k o l m o r o v i n u O x y. S t ř e d 
k r u h u r j e p r ů m ě t s t ř e d u k o u l e m d o r o v i n y k r u h u , t e d y p r ů s e k p ř í m e k 

x sin i> —y cos ý = g sin <p 
x cos ý +y sin 1> = c, z = 0; 

j e h o s o u ř a d n i c e j s o u 
x = c cos ib + g sin q> sin il/, 

(stř. ) . 5 . 
y = c stn ý — g sin q> cos 1>, 

t . j . s t ř e d s p l ý v á s p r ů m ě t e m b o d u (<p, ý) n a k o t á l n i c i « = í - . 

A n i k o u l e (4), a n i r o v i n a (4 ' ) n e z á v i s í n a ú h l u a ; k r u h JT p ř í s l u š n ý 
k t é h i u ž (9), if>) p r o t í n á t e d y v e š k e r y k o t á l n i c e , j e ž v z n i k n o u p r o r ů z n é 
s k l o n y a p ř i k o t á l e n í t é h o ž k r u h u (a) p o s p o l e č n é m p e v n é m k r u h u (c). 

„ O b a l o v á p l o c h a k o u l í (4) s p l ý v á s p l o c h o u v y t v o ř e n o u k o t á l n i c e m i 
p ř í s l u š n ý m i k r ů z n ý m h o d n o t á m s k l o n u a . N a t é t o p l o š e k o t á l n i c 
v z n i k a j í t a k k r u h y F v r o v i n á c h (4 ' ) k o l m ý c h n a r o v i n u p e v n é h o k r u h u 
l e ž í c í c h , j i c h ž s t o p y m a j í s m ě r V (II O m) a v z d á l e n o s t o d b o d u 0 r o v n u 
g sing tp; s t ř e d k r u h u F j e v p r ů s e k u t e č n y m r p e v n é h o k r u h u se s t o p o u 
j e h o r o v i n y , a j e h o p o l o m ě r m á h o d n o t u a — g cos q>. 

N a t é t o p l o š e m á m e t a k d v ě ř a d y č a r ; č á r y 9) = konst. j s o u n a š e 
k r u h y r , a č á r y a = konst. j s o u k o t á l n i c e . 

R o v n i c e (2) p o d á v a j í v y j á d ř e n í s o u ř a d n i c b o d u n a p l o š e j a k o f u n k c í 
p a r a m e t r ů ao. tp. 

N a p l o š e (2) lež í č á r y a = 0 a a = j e ž v z n i k n o u k o t á l e n í m t é h o ž 
k r u h u ( « ) v r o v i n ě x y p o t é m ž p e v n é m k r u h u (c). Č á r a a = 0 j e s t h y p o -
c y k l o i d a , 1 ) a v y j a d ř u j e se v k o m p l e x n í m t v a r u r o v n i c í 

x 4 - i y = (c — a + g e- e* v, a<p = cý, 

k d e ž t o čára a = ar j e s t e p i c y k l o i d a 

x + iy = (c+a — g eli>) efy. 

1) Název podržíme i v případě a > c, kdy čára je vlastně epicykloidou. Srov. 
Teixeira, 1. c. 

V I I . 
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P r o d i f f e renc iá ly o k l o u k ů s 0 a s „ n a t ě c h t o č a r á c h n a l e z n e m e 

ds0 = 1 c ~ a I Ya* + gt — 2agcosy d q>, 
c 

ds„ = C + a V g a + g2 — 2 ag cos q> dq>, 
c 

takže v p ř i ř a d ě n ý c h b o d e c h p o m ě r 
, , c - f a 

ds„ : d?0 = c — a 

j e s t á l ý , a oblouky čar a = 0 a a = n mířené od úvratníku «p = 0 jsou 
ve stálém poměru. 

P r o l i b o v o l n ý b o d ( x , y, z) na p loše k o t á l n i c j e t e č n á r o v i n a p l o c h y 
z á r o v e ň t e č n o u r o v i n o u k o u l e (4), a m á t e d y r o v n i c i 

X x + Y y + Z z —• c cos ý (X + x) — c sin ý (Y + y) 
= « a + g2 — ca — 2 a g cos <p. 

Píšeme- l i r o v n i c i t e č n é r o v i n y v e t v a r u 
AX+BY +CZ +D = 0 , 

m á m e 

{.A = — x + c cos ty = (a — g cos tp) cos a cos i> — g sin <p sin $ 
B = — y + c sin if> = (a — g cos q>) cos a sin if> + g sin g> cos ý 
C — — z — — (a — g cos <p) sin a, 
D = c x cos ip 4 - c y siný -\-a2 + g 2 — c 2 — 2 ag cos <p 

= g2 — a2 + (2 a — c cos a) (a — g cos tp). 

P r ů s e k r o v i n y t e č n é s o s o u O z m á s o u ř a d n i c i 
D g2 — a 2 , 2 a — c cos a 
C' (a — g cos <p) sin a sin a 

V p ř í p a d ě g = a j e t o nezáv i s l é n a g>, a t u v e š k e r y t e č n é r o v i n y p l o c h y 
ko tá ln i c v b o d e c h téže k o t á l n i c e (m) p r o c h á z e j í s p o l e č n ý m b o d e m o s y 
O z; t é ž n a o p a k . 

„ K u ž e l o p s a n ý o p l o c h u o b y č e j n ý c h k o t á l n i c (g = a) z v r c h o l u 
n a ose Oz l ež íc ího d o t ý k á se p l o c h y p o d é l k o t á l n i c e . " 

V l a s t n ě ex is tu j í t a k o v é k u ž e l y d v a ; př ís lušné ú h l y j s o u u r č e n y 
rovn i c í 

z0 sin a + c cos a = 2 a, 

g r a f i c k y přesně řeš i te lnou (vede n a p růseč k r u h u a p ř í m k y ) . 
T e č n a k o t á l n i c e v n ě j a k é m b o d ě p l o c h y a s t r a n a u v a ž o v a n é h o k u ž e l e 

t v o ř í t e d y p á r s d r u ž e n ý c h s m ě r ů n a p l o š e . 
T e č n á r o v i n a p r o c h á z í p r ů s e k e m r o v i n 

z = 0, xcosý + y sin ý — c =0, 
(6) o 8 + g 2 — 2 ag cos q> 

x siný — y cos if> = — — 
gstntp 

V I I . 
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j e ž n e z á v i s e j í n a a . P r o v e š k e r y b o d y t é h o ž k r u h u T í n a j í t e č n é r o v i n y 
s p o l e č n ý b o d V v r o v i n ě Oxy, l e ž í c í n a t e č n ě tn x z á k l a d n í h o k r u h u v b o d ě 
m ; t a t o t e č n a j e vSak o s o u k r u h u t , a t e d y t e č n é r o v i n y p l o c h y k o t á l n i c 
v b o d e c h t é h o ž k r u h u Tobalují r o t a č n í k u ž e l s v r c h o l e m V, k t e r ý se p l o c h y 
p o d é l k r u h u T d o t ý k á . 

S o u ř a d n i c e b o d u V j s o u 
, + g2 — 2 ag cos <p . 

x = ccostp H — s - — sin ý, 
(6*) g $ i n i p 

v ' a 2 + g2 — 2 ag cos w 
v = c sin tfr 2 : - — cos ťf. 

g sin fp -
P a t r n ě j e s t 

+ g2 — 2 ag cos q> = tn P 2 , g sin <p = tn Q, 

dé lka tn V m á h o d n o t u 
a2 + g2 — 2 ag cos q> mt2_ mP 

g sin <p ~ mQ cos V tn P ' 

a t e d y b u d e < J w P 7 = 90°, c o ž j a s n o a pr ior i . N e b o ť p ř í m k a tn P j e n o r -
m á l a p l o c h y k o t á l n i c (j s o u c p o l o m ě r e m t e č n é k o u l e ) a t e č n á r o v i n a o p s a n é h o 
k u ž e l e , t . j . r o v i n a t e č n á p l o c h y k o t á l n i c , j e na t u t o n o r m á l u k o l m á . 

V r c h o l y V př ís lušné k r ů z n ý m k r u h ů m r n a p l ň u j í č á r u v r o v i n ě 
Oxý, k t e r o u j s e m n a z v a l vrcholnicí.1) 

• v 
* 

V e z v i . p ř í p a d ě , k d y se k o t á l í k r u h p o k r u h u s h o d n é m , t e d y c = a, 
$ = tp, z n ě j í r o v n i c e ( 6 * ) 

tf2 + ř2 — cos q> 1 + cos2 q> a2 + g2 

x = — — , y — a ^ - — cotg w. 
g sm<p • g 

V p ř í p a d ě p l o c h y k o t á l n i c o b y č e j n ý c h (g = a) se t y t o z o v n i c e z j e d n o -
d u š í n a 

x — a . y (1 — cos tp)2 . q> 
=1 — cos w, — = -i : Z-L— = (1 — cos q>) tg -sr . 

a a sin fp 2 

P r ů v o d i č z p ó l u A sv írá s o s o u A * ú h e l co = j e h o dé lka j e s t 

d á n a r o v n i c í 

, 2 sin2-?-

-L = (1 _ „ „VTT7-I- = —jř- =2 T - f )• 

t . j . p o l á r n í r o v n i c e (pó l A, o sa A rf) v r c h o l n i c e v n a š e m p ř í p a d ě zn í 
r = 2 a (sec m — cos oj) ; 

») Názvu toho užíval jsem ji i r. 1912 za sVých rozhovorů s p. kol). Pelífikem. 

V I I . 
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Čára j e p a t r n ě c i sso ida D i o k l e t o v a , j e j í ž z á k l a d n í k r u h m á p o l o m ě r a , 
s t řed * = 2 a, y = 0 , a z á k l a d n í p ř í m k a j e s t x = 3 a. 

P r o p l o c h u k o t á l n i c p r o d l o u ž e n ý c h n e b z k r á c e n ý c h n á m h o ř e j š í 
v ý r a z y p r o p o l o h u v r c h o l u d á v a j í 

a + a cos2 q> — b cos w 
(7) x = b acostp, y = ^ , 

při č e m ž 
b = _ « 2 + g 2 

V y l o u č e n í m q> v y c h á z í 
(7») [a2-(x — b)2] y 2 = [(* — b)2 + b (x — b) + a 2 ] 2 = (* — g)2 ( * — • 

O 
a2 

B o d y x = g a x = — na Ox j s o u p a t r n ě d v o j n é , t ř e t í d v o j n ý b o d s 
j es t ú b ě ž n ý b o d o s y Oy. D v o j n é b o d y na Ox o d p o v í d a j í p a r a m e t r ů m 
<p, p r o n ě ž 

a Z cos w = — . resp . cos w = — . g « 

J e d e n j e t e d y i s o l o v a n ý , j e d e n m á reá lné t e č n y ( j ež s p l ý v a j í v p ř í p a d ě 
g - a); ú b ě ž n ý b o d d v o j n ý přís luší k p a r a m e t r ů m 9 = 0 a 9 = n, 
a s y m p t o t y j s o u 

x = b — í i a x = b a. *) 

Z n a m e n á m e - l i u = x2 + y2 z a v á d ě j í c e s o u ř a d n i c e k r u h o v é , o b d r ž í m e 
j a k o r o v n i c i v r c h o l r i c e 

u [{x — b)2 - f l 2 ] + « 2 ( 3 ^ - 2 h + « 2 ) = 0 ; 
ta u k a z u j e , že b o d O j e s i n g u l á r n í m o h n i s k e m č á r y , m i m o t o z n í v y c h á z í , 
ž e p r ů m ě t y h y b n ý c h p r ů s e k ů s r ů z n ý m i k r u h y s o u s t ř e d n ý m i s b o d e m O 
t v o ř í k v a d r a t i c k o u i n v o l u c i . P r o j e j í s t ř ed n á m d á v á v o l b a u = — 3 a2 

souřadn i c i x = e, k d e 
3 , a* 

e=Tb--b: 

b2 (fi p^ 
m i m o t o h o d n o t a u — — a 2 d á v á d v o j i c i x2 — —- — a2 — — F . t a k ž e 

2 2 g2 

r o v n i c e i n v o l u c e b u d e 
-f- g4 

i^Xi — e [x1 + x2) H Yf = 0; 

j e d e n j e j í pár j e t a k é d á n s t o p a m a a s y m p t o t . 
P ř í m k y v e d e n é d v o j n ý m b o d e m G s e k o u v r c h o l n i c i j e š t ě v e d v o u 

b o d e c h , p r o j i c h ž p r ů m ě t y n a l e z n e m e v z t a h 

*) Výjimku, by činil případ zde vyloučený i 2 a, jenž -by vyžadoval 
S? + a2 = 2ag, t. j. g= a. 

V I I . 
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xl*t = 2 g («1 + * i ) ( p o č á t e k s o u ř a d n i c G,OG = g). 

I n v o l u c e t a m á j e d e n b o d d v o j n ý G, t e d y o b ě v ě t v e m a j í v t o m t o b o d ě 
o b r a t ; t e č n y s n a d n o se u r č i a s i ce m a j i r o v n i c e 

y_ _ , XZH? 
x ~ a 

v s o u ř a d n i c í c h s p o č á t k e m G. 
P ř í m k y v e d e n é d r u h ý m b o d e m d v o j n ý m 

V — - — - = m ( p o č á t e k s o u ř a d n i c 0 ) a 
x 

g 

s t a n o v í n a č á ř e i n v o l u c i k v a d r a t i c k o u , j e j í ž p r ů m ě t 
m 2 [ ( * — b)2 — a 2 ] + (* — g)2 = 0 

j e r o v n ě ž i n v o l u c i . P r o t u t o m á m e s t řed (m2 = — 1) 
b 

*=2 
a d v o j n é b o d y x = g a. x = b — g = — v o b o u d v o j n ý c h b o d e c h č á r y ; 

S 
t e d y t a k é o b ě v ě t v e v t o m t o d v o j n é m b o d ě m a j í o b r a t ; j i c h t e č n y j s o u 

y _ = ± V^d 
a2 p 

x 5 

g 
I n v o l u c e m á r o v n i c i 

x1 Xt — y (*! + x2) + a2 = 0. 

Z n a m e n e j m e to úhe l X G V (po lárn í ú h e l b o d u V p r o p ó l G). N a š e 
v ý r a z y p r o s o u ř a d n i c e b o d u V d á v a j í 

„ „ « , . . . » (g — g cos q>) (g — a cos q>) 
x—g = —(a — gcostp), y = : , 

g gsm<p 
t u d í ž 

g — acosq> a2 sin2 <p 
(a) tg co = -2 cos m = —5 ^ , 
w astntp a2 + g 2 — 2 ag cosy 
c o ž o s t a t n ě v y c h á z í p ř í m o z t r o j ú h e l n í k a OmG. Z t é h o ž t r o j ú h e l n í k a 
v y c h á z í d le s i n u s o v é v ě t y 
(/N a cos (tp — a) — g cos m. 

K o l m i c e On s p u š t ě n á z e s t ř e d u k r u h u z á k l a d n í h o n a p ř í m k u G m 
svírá s Ox úhe l a, s p ř í m k o u O m p a k ú h e l (p — a; t e d y b u d e 

On = g cos a , 

VII. 



o 

a p r ů m ě t K b o d u n d o p o l o m ě r u 0 m m á za p r ů v o d i č 
o* 

0 K = g cos m cos (® — m) = — cos2 0 a 

t . j . 
0 g _ "g2 sm2 9 « g sin3 9 

a2 + g 2 — 2 ag cos 9) 6 — 2 a cos 9 
Z n a m e n á m e - l i s o u ř a d n i c e b o d u K l i t e rami £ a 17, o b d r ž í m e — j e ž t o 

0 K svírá s Ox úhel 9 — 
t _ g2 (b — 3 a cos 9 + & cos3 9 ) 

^ a2 + g 2 — 2 flg cos 9 ' 
_ a g2 s i » 3 9 

^ a2 + g 2 — «g cos qp 
D i f e r e n c o v á n í m r o v n i c (7) dá le v y c h á z í 

tudíž 

d x d y b —-3 a cos 9 4- a cos3 q> 
-j— = a sin <p, = ~o ; 
dtp d <p sin2 tp 

/«. , ¿x , d y . 

t . j . normála vrcholnice má směr G K. 
P ř í m k a G K o b s a h u j e t a k é s t ř e d k ř i v o s t i S s t o p n í k o t á l n i c e « = » 

a k u ž e l o s e č k a m a j í c í o h n i s k a G, S, p r o c h á z e j í c í b o d e m m, o s k u l u j e v n ě m 
zák ladní k r u ž n i c i (a). 

T e n t o v ý s l e d e k j e z v l á š t n í p ř í p a d v ě t y z n a č n ě o b e c n ě j š í . 
T e č n a v r c h o l n i c e j e d á l e c h o r d á l o u o s k u l a č n í h o k r u h u P a s c a l o v y 

záv i tn i ce (a = 11) a b o d u G ( p o v a ž o v a n é h o za n u l l o v ý k r u h ) . 
B o d (K) o p i s u j e k ř i v k u 6. s t u p n ě 

b2 (x2 + y 2 ) 3 = a2 [2 x {x2 + y2 ) + g y 2 ] 2 . 
P o l á r n í r o v n i c i m o ž n o p ř e p s a t i n a t v a r 

r = + "i" cos <P — 4 a ' 2 y . , . 2 a ' 
4 a b g (1 g— cos qp) 

takže se j e v í čára ( K ) j a k o c i sso idá la d v o u k r u h ů a e l l i p s y s o h n i s k e m O, 
o s o u O x. 

• * * 

V j i n é m p ř í p a d ě , k d y se k o t á l i k r u h (a) p o k r u h u d v a k r á t e t a k v e l k é h o 
p o l o m ě r u (c =2 a, 9 = 2 ý), p o d a j í n á m r o v n i c e ( 6 * ) p r o b o d v r c h o l n i c e 

(8) X = ^ ± É L y = - J ^ Z 3 l i ; 
w 2 gcosý ' y 2 g siný' 

V I I . 



v r c h o l n i c e m á p a k r o v n i c i 

v) 
a j e t o t e d y čára kUZová.1) 

V e z v l á š t n í m p ř í p a d ě g = a s p l ý v á v r c h o l n i c e s o s o u O x. 
» * 

* 

R o v n i c e ( 6 * ) z j e d n o d u š í se p o n ě k u d p r o g = a: 

x = c cos ty + 2 a tg sin ty , 

A w 
y = c stn ty — 2 a tg cos ty; aq> = cty . 2 

D i f e r e n c o v á n í m v y c h á z í 
d x 

9 
d y 

d x . <P / <P • \ 
- j j =atgT(tgT smty + 2 - costy), 

d v <p / a> , _ fl \ 
= « < g f ( - í g f + 

N o r m á l a t é t o v r c h o l n i c e m á t e d y r o v n i c i 

a (X cos ty + Y sin ty) + c tg (X sin ty — Y cos ty) = ac sec2 , 
2 2 a 

a p r o c h á z í b o d e m 
X cos ty + Y sin ty = 0 , 

-tr • -rr 4 a X sin ty — Y cos ty = sin (p 
t . j . b o d e m 

4 a sin ty 4 a cos ty 
(N) x — — : , y = : ; a <p = cty. 

smq> smtp 

T í m j e d á n a j e d n o d u c h á k o n s t r u k c e t e č n y v r c h o l n i c e v p ř í p a d ě 
g=a. 

V r c h o l n i c e v p ř í p a d ě g = a s p l ý v á s č a r o u s t o p l o u k o t í př í s lušnou 
k p o h y b u (c, 2 a), o níž b u d e j e d n á u o v č l . 11. 

Z n a m e n e j m e 
P = X cos ty + Y sin ty, Q = — X sin ty + Y cos ty , 

v dty ' Bty ' 
r o v n i c e n o r m á l y v r c h o l n i c e z ř í 

(n) aP-^ctg-^-Q = acsec2^-. 

*) Kreuzkurve, cruciforme. Viz F. Gomes Teixeira, Traité des courbes, dli 
I., str. 277. 

» 

V I I . 
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S t ř e d k ř i v o s t i lež í n a p ř í m c e , j e j í ž r o v n i c e se o b d r ž í d e r i v o v á n í m : 

4 a* — c* seď 

S o u ř a d n i c e s t ř e d u k ř i v o s t i v r c h o l n i c e h o v í t e d y r o v n i c í m 

« = p
 ~

 c sec
 2 : 

vel i č iny P a Q j s o u r o v n ě ž p r a v o ú h l é s o u ř a d n i c e v s o u s t a v ě o t o č e n é o úhe l ý: 
P + i Q = (X + i Y) e-*v>, 

a určuj í v n í p o l o h u s t ř e d u k ř i v o s t i . K o n s t r u k c e l épe se p r o v e d e s e s t r o j e n í m 
p ř í m k y ( « ' ) , k t e r á s p o j u j e b o d y 

(Q=0,P = 2csec*%y P - ^ ) . 

a seče n o r m á l u v e s t ř e d u k ř i v o s t i . 
P ů d o r y s n á s t o p a 5 * t e č n é r o v i n y p l o c h y k o t á l n i c p r o c h á z í v r c h o l e m 

V t e č n é h o k u ž e l e r o t a č n í h o , a s t o p o u t e č n y k r u h u F , k t e r o u s e s t r o j í m e 
p o m c c í s k l o p e n í k r u h u d o p r ů m ě t n y . 

3. 
Z v ý r a z ů (5) p r o k o e f i c i e n t y A, B, C v r o v n i c i r o v i n y t e č n é v y p o č t e m e 

A2 + B2 + C 2 = a2 + g2 — 2 ag cos <p; 

a b y t e č n á r o v i n a p l o c h y se d o t ý k a l a z á r o v e ň ú b ě ž n é h o k r u h u , m u s í t e n t o 
v ý r a z v y m i z e t i ; t a k o v é r o v i n y o b a l u j í Darbouxovu rozvinutelnou plochu 
fokální, a t a se v n a š e m p ř í p a d ě d o t ý k á p l o c h y k o t á l n i c p o d é l p o m y s l n ý c h 
k r u h ů q> = k o n s t . 

a 2 + g2 
cos q> = —-—— . 

2 ag 

F o k á l n í p l o c h y j s o u t u p a t r n ě k u ž e l y r o t a č n í , j e ž t o se d o t ý k a j í p l o c h y 
p o d é l k r u h u F . 

V p ř í p a d ě g = a se t y t o k r u h y r e d u k u j í na s i n g u l á r n í b o d y k o t á l n i c , 
k teré j s o u k o n i c k ý m i b o d y p l o c h y , t a k ž e t u f o k á l n í p l o c h y se r e d u k u j í 
na n u l l o v é k o u l e s k o n i c k ý m i b o d y p l o c h y j a k o ž t o s t ř e d y . 

O m e z m e se na z v l á š t n í p ř í p a d c = a, t e d y <p = if. R o v n i c e k r u h u 
•T (4) a (4 ' ) p r o naš i z v l á š t n í h o d n o t u qp z n ě j í 

x2 + y2 + z2 + a2 —2 a x cos q> — 2 a y sin <p = 0 
x sin <p — y cos <p = g sin qp; 

n á s o b m e d r u h o u r o v n i c i 2 a tg <p a o d e č t ě m e j i o d p r v n í ; v y j d e r o v n i c e 
k o u l e , k t e r á r o v n ě ž o b s a h u j e k r u h f , 

- V I I . 
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• . a I • I 4 2 a I O S t W ' V A 

+ y* + z* + a* * + 2 ag — = O , 
1 , 1 costp * cos tp 

•Hj _ ( * a - g a ) a m _ *a + ga 

t e d y r o v n i c e k o u l e z n i : 
(f) + + + ( 3 « a - g a ) g a = 0 > 
W * - r y - r z + g a a a + g 2 

a t a t o k o u l e o b s a h u j e o b a d o t y k o v é k r u h y f o k á l n i c h p l o c h ; j e j í p o l o m ě r 
j e s t r e á l n ý 

a 2 — g2 

- a 2 + g2 

S o u ř a d n i c e v r c h o l u o p s a n é h o k u ž e l e se d l e h o ř e j š í c h v z o r c ů v y p o č t o u 
x = 0, y = a sin <p, 

p ř í s l u š n á z á k l a d n a j e p r ů s e č k o u l e ( / ) s r o v i n o u 
/ v • * 2 + g2 • . i (a2 — g2) (x — g) sin <p = b y ; srn <p = ± 2ag " * ^ 2ag 

U r č í m e r a d ě j i t e n t o k u ž e l p ř í m o j a k o o b a l o v o u p l o c h u ; r o v n i c e (5) 
d á v a j í v t o m t o p ř í p a d ě 

—g4 , («2 —g2)2 B a2 — g2 , a2 + g2 

4 = „ cos«+ ' » -7— = 0 J cos a + 4 a 2 g 4a 2 g ' s i « t p 2 a 2 a 
a 2 — g 2 . _ a 2 — g2 

C = —• — - — — s t « a , D = cos a . 

P o v r c h o v á p ř í m k a k u ž e l e h o v í r o v n i c í m 
A x + B y + C z + D = 0, A' x + B'y + C + D' = 0, 

k d e B, B' j s o u r y z e p o m y s l n é , o s t a t n í r e á l n é v e l i č i n y . P r o r e á l n ý b o d m u s í 
t e d y y = 0, t . j . r e á l n é b o d y n a f o k á l n í p l o š e t v o ř í o b a l o v o u č á r u p ř í m e k 
v r o v i n ě O x z 

A x + C z + D = 0, 
t . j . 

[{a2 + g2) cos a + a2 — g 2 ] x — 2 a g sin a z — 2 a2 g cos a = 0. 

P o m o c í p a r a m e t r u A = eta se t a t o r o v n i c e přep í še n a 

*2 [(«a + g2) x — 2 a2 g + 2 i a g z] + 2 A {a2 — g2) x + [(«a + ga) * — 2 *2 g — 2 i agz] = 0, 
a o d t u d v y c h á z í r o v n i c e o b a l o v é č á r y : 

[(«2 + g2) * — 2 a2 g]2 + ̂  *a g2 = («2 — g2)2 *2> 
j e ž p o k r á t k é r e d u k c i o b d r ž í t v a r 

« a 4 - £a 
(0) + x + a2=0,y=0. 

V I I . 
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T e d y o b ě r o z v i n u t e l n é p l o c h y f o k á l n i v n a š e m p ř í p a d ě se s e k o u 
v reálném kruhu fokdlním (9) n a 0 x z, j e h o ž p o l o m ě r j e s t 

g' 
K r u h o b s a h u j e p a t r n ě b o d x = g, z =0, a p r o t í n á k o l m o k r u h 

x2 + z* = a". 

4. 
V y š e t ř í m e n y n í č á r y n a p l o š e k o t á l n i c , v j i c h ž b o d e c h j s o u t e č n é 

r o v i n y k o l m é n a n ě k t e r o u z e t ř í p r ů m ě t e n , a k t e r é s v ý m i p r ů m ě t y u r č u j í 
t . z . o b r y s y p l o c h y . K t o m u s l ouž í v z o r c e (5) p r o k o e f f i c i e n t y r o v n i c e 
r o v i n y t e č n é 

A = (a — g cos 9) cos a cos ý — g sin 9 sin ý 
B = [a — g cos 9) cos a sin ý + g sin 9 cos ý 
C = — (a — g cos 9) sin a = — z 
D = g2 — a2 + (2 a — c cos a) (a — g cos 9). 

Roviny tečné kolmé na Oxy: C = 0 = z. 
R o v n i c i C = 0 h o v í sin a = 0 , t . j . e p i c y k l o i d a a = it v r o v i n ě 

xy -x h y p o c y k l o i d a a = 0 . D r u h é ř e š e n í a — g cos 9 = 0 j e r e á l n é p r o 
g > a; p o d á v á 9 = k o n s t . , t e d y k r u h , k t e r ý se m u s í r e d u k o v a t i n a b o d , 
j e ž t o t e č n é r o v i n y v b o d e c h t é h o ž k r u h u r o b a l u j í r o t a č n í k u ž e l ; p o l o m ě r 
k r u h u r j e s k u t e č n ě Q P = a — g cos 9 t . j . v n a š e m p ř í p a d ě = 0 . 

R o v i n a t e č n á m á t u r o v n i c i 
— g sin 9 sin ý. x + g sin 9 cos ý. y + g 2 — a2 — 0, 

a n e z á v i s í n a a . B o d y u v a ž o v a n é m a j í s o u ř a d n i c e 
x = c cos ty + g sin 9 sin ip 
y = c sin ý — g sin 9 cos ý 

a 
z — 0; cos 9 = — . 

Roviny tečné kolmé na O x z. R o v n i c e B = 0 p o d á v á 

(9) [a — g cos 9) cos a = — g sin 9 cotg ý. 

V l o ž í m e - l i t o d o r o v n i c (2) p r o s o u ř a d n i c e b o d u n a p l o š e , v y j d e 
y = c sin ý, 

x = c cos ý -f g sin 9 cotg ijt cos ý -f g sin 9 sin ý 
t . j . 

g sin 9 
(9*) X — C COS lír 4 -

r siný 
y = c sin ý. 

T y t o r o v n i c e d e f i n u j í č á r u n a p l o š e k o t á l n i c , k t e r á se p r o m í t á 
v j e j í o b r y s n á r y s n ý . 

V I I . 



Máme 

cosa = ^ S*n *— cote*, sin'a = 
a — gcosip 

t e d y 
{a — g cos 

D o s a d i m e - l i s e m h o d n o t y (obr . 1.) 

a* — 2 ag cos <p + g* = m P*, g 
stn <p 
sin ý 

m á m e ú p l n ě j š í v y j á d ř e n í č á r y př í s lušné k o b r y s u n á r y s n é m u 

(9°) x = c cos ý + d, y = c siný, z = iVtnP2—ůa. 

Obr. 2. 

D é l k u g siny ( obr . 2. ) m á m e v o b r a z c i p ř i k o n s t r u k c i b o d u P" n a ep i -
c y k l o i d ě a = x a s ice g sin q> = mQ. V e d e m e p a k Q 41| 0 A, n a ž e ž b u d e 

j q = J ± 2 - = esin(P 
* siný sin ý 

VII. 
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H l e d a n ý p r ů m ě t G* b o d u G n a č á ř e př í s lušné k n á r y a o v é m u o b r y s u 
(příslušného k e z v o l e n é m u ty, r e s p . m ) o b d r ž í m e t e d y v e d o u c e m G ' \ O A , 
m Q' = 9. T . j . p r o t n e m e p ř í m k y P" Q || 0 tn a tn G' || O.A 

V ý š k u z p a k s t a n o v í m e p r ů s e k e m H p o ř a d n i c e G' G" s k r u h e m 
o p s a n ý m z e s t ř e d u tn p o l o m ě r e m mP"; t . j . z = G' H. 

K o e f f i c i e n t y A a C m a j í t u h o d n o t y 
A = —č C — — z, 

a p o d o b n ě n a l e z n e m e 
D = a2 — 2 ag cos <p + g2 + c g sin <p cotg ty 

t- j -
D = mP2 + c9 cos ty = m P2 -f c . ¿i tn-, 

n a č e ž t e č n a n á r y s o v é h o o b r y s u m á r o v n i c i 
(5n) 8X + zZ = D. 

S m ě r n i c e t e č n y t é t o j e s t 
d ~ 

= — cotg G'm H, 

a t f d y j e tečna obrysu kolmá na přímku m H. 
K o n s t r u k c e j e d n o t l i v ý c h b o d ů o b r y s u j a k z ř e j m o n e p o s k y t u j e 

o b t í ž í , an i k o n s t r u k c e j e h o t e č e n ; n i c m é n ě k ř i v k a j e p o v a h y s l ož i t é , 
p o k u d p o m ě r c : a z ů s t á v á l i b o v o l n ý m . V e z v l á š t n í c h p ř í p a d e c h z j e d n o -
duš í se t y t o v ý s l e d k y p o d s t a t n ě . 

U v a ž u j m e n e j p r v é p ř i p a d a = c, t . j . g> = ty. Zde r o v n i c e ( 9 * ) 
b u d o u 

(101) x = a cos q> + g, y = a sin tp, 
a j e dále 3 = g, t e d y 

z = ±Va2 — 2 agcostp = ±Ya2 + 2 g2 — 2 gx, 

„ O b r y s p l o c h y k o t á l n i c v p ř í p a d ě a = c v r o v i n ě Oxz j e p a r a -
b o l a s v r c h o l e m x = g + — — n a O x, p a r a m e t r e m — g a o h n i s k e m 

* S 1 a2 

P a r a b o l a ta j e p r ů m ě t e m č á r y 4. s t u p n ě , j e j í ž p ů d o r y s j e k r u h 
p o l o m ě r u a, j e h o ž s t řed x = g l ež í n a O x. 

Cárá p r o s t o r o v á leží n a k o u l i + y 1 + z2 = 2 a* + g*. 

* * 
* 

V I I . 
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Dále uvažujme plochu e = 2 a, t e d y <p = 2 ý . T u b u d e 
d = 2 g cos ý, 

t e d y p r ů m ě t č á r y d o t y k o v é s o p s a n ý m v á l c e m s m ě r u 0 y 

(ll1) x = 2 (a +g)cosý, y = 2 a sin ý] 

j e s t e l l i p s a ; p r o v ý š k u z v y j d e 

z* = ( « + g)» — 4 g (a + g) cos*ý = (a + g ) a _ - - — L _ * » , 
"t" 6 

t a k ž e o b r y s n á r y s n ý j e s t e l l ipsa 

<"•> t + 7 * + *a = <a + 
* * 

* 

Tečné roviny kolmé na Oyz. R o v n i c e . 4 = 0 d á v á 
(a — gcostp) cos a = g sin <p tg ý, 

n a č e ž 
B=_gsin^_ 

cos ý 

2a 

_ g sin a> „ 
x — c cos ý, y = c siný — — = csmý — B, 

' * cos ý 

= a» - 2 ag cos <p + g* - ) " = 7TP* - B\ 

př i č e m ž ve l i č ina 
B = d tg ý 

j e s t e jně p ř í s t u p n a p o h o d l n é k o n s t r u k c i j a k o á . 
V e z v l á š t n í m p ř í p a d ě a = c m á m e j a k o p r ů m ě t d o t y k o v é č á r y 

x — c cos <p, y = c sin <p — gtgq>, 
c o ž lze psát i 

x — g = (c — g sec q>) cos <p, y = (c — g sec q>) sin q> ; 

z v o l í m e - l i z a p o č á t e k p o l á r n í c h s o u ř a d n i c b o d x = g, y = 0 , b u d e p o l á r n í 
ú h e l <p a r o v n i c e č á r y ! 

r — c — gsecfp. 

T a t o j e p a k k o n c h o i d a N i k o m e d o v a s ř ídíc í p ř í m k o u O y}) 
Přís lušná j í d o t y k o v á č á r a n a p l o š e j e s t 8. s t u p n ě . 
P r o p l o c h u k o t á l n i c c = 2 a, q> = 2 ý, p o d á v a j í r o v n i c e (12) 

x = 2 a cos ý, y = 2 (a — g) sin ý, 

t a k ž e p r ů m ě t d o t y k o v é č á r y s v á l c e m s m ě r u O x j e s t o b e c n ě e l l ipsa , v p ř í -
p a d ě p l o c h y o b y č e j n ý c h k o t á l n i c (g = a) j e s t y = 0 , a d o t y k o v á čára 

») Ryze geometrické odvození pro obecnéjšl plochy viz kap. 16. 

VII. 
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leží v r o v i n ě O x z; t o z n í a b s u r d n ě , a j e m o ž n é j e n t í m , že o s a Ox j e d v o j n o u 
p ř í m k o u p l o c h y ; s k u t e č n ě n á m t u v ý r a z p r o z* d á v á 

z% = 2 aa __ 2 a* cos 2 ty — 4 a" sin1 ty = 0. 

5. 
N a ploše k o t á l n i c z n á m e j e d n u ř a d u k ř i v o z n a č n ý c h č a r ; j s o u t o 

k r u h y -T, p o n ě v a d ž j e j i c h r o v i n y p r o t í n a j í p l o c h u p o d s t á l ý m ú h l e m . 
D r u h á řada kř ivoznaČek ses tává z p r a v o ú h l ý c h t r a j e k t o r i í k r u h ů T ; j s o u 
to k ř i v k y c h a r a k t e r i s o v a n é p o d m í n k o u , a b y j e j i c h t e č n a v k a ž d é m b o d ě 
P sp lýva la s p ř í m k o u P V, k t e r á p r o c h á z í v r c h o l e m V př í s lušného o p s a n é h o 
ro tačn ího kuže le . 

P r o d i f e renc iá ly dx, dy n a t é t o čáře t e d y p la t í 
, v dx dy 13 = — = du, 
v ' x — x0 y — y0 

k d e x0y0 j s o u s o u ř a d n i c e b o d u F , a u z n a č í p o m o c n o u p r o m ě n n o u , k terá 
se s v ý m d i f f e r e n c i á l e m z a v á d í . 

D le r o v n i c (2) a (6) m á m e 
' x cos ty + y sin ty = c — (a — g cos tp) cos a 

x sin ty — y cos ty = g sin <p 
x0costy -f y0 sin ty = c (14) 

a 2 + gz — 2 ag cos w x0 sinty—y0costy = b o f 
g sin g> 

c d ty = a d tp. 

D i f f e r e n c u j m e p r v n í d v ě r o v n i c e ( 1 4 ) ; o b d r ž í m e 
d * cos ty + dy sin ty = — ( a — gcosq>) dcosa — g cos a sin q> d<p 

+ (x sin ty — y cos ty) d ty 

= cos aj g sin tp dtp —• (a — g cos <p) d cos a, 

d x sin ty — dy cos ty = g cos tp dtp —• (x cos ty + y sin ty) d ty 

= {a — g cos tp) cos a — d <p. 

D o t ě c h t o r o v n i c v l o ž m e z a d x, dy h o d n o t y p l y n o u c í z (13) 
dx — (x — x0) du, dy = (y — y 0 ) du, 

a u ž i j m e d r u h ý c h r o v n i c (14) . 
O b d r ž í m e 

— ia — g cos <p) cos a du = 

= cos a) g sin tp dtp — (a — g cos tp) dcosa, 

[e Un , ~ a2 + f ~ : ; e C 0 ^ ] i« = w « - 0 ( . - , . . 
Roipravy: RoC. XXVI. Tř. II. C. 7. 2 

VII . 
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Levá strana zni 
_ (a gcosq>)* du 

g sin tp 

t e d y se d r u h á r o v n i c e m ů ž e p s á t i 

(a — g cos qp) du = cos aj g sintp d<p; 

d o s a d í m e - I i t u t o h o d n o t u d o p r v n í d i f e r e n c i á l n í r o v n i c e , o b d r ž í m e p o 
s u b s t i t u c i 

a — g cos rp = { 

a d{ _ dcosa 1+cosa ll. 
~c ~T ~~ 1 — cos2 a ' 1 — cos a = ' ' 

t u d í ž k ř i v o z n a č n é č á r y j s o u d e f i n o v á n y v z t a h e m 
2a 

K (a — g cosq>) 
cos a = ^ 5 — 2a 

K (a — g cos q>) e -f- 1 

k d e i C j e l i b o v o l n á k o n s t a n t a ; p r v n í f o r m a p o d á v á v ý s l e d e k e l e g a n t n ě j š í 
« 

06) cotĝ  =K0(l--|-COs(p)e . 
P o k u d g < a , p o d á v á p r a v á s t rana př i z v o l e n é m K 0 v ž d y u r č i t ý 

r e á l n ý úhel , a t e d y k ř i v o z n a č k a p r o t í n á v e š k e r y k r u h y I . Je- l i v š a k g > a, 
ex is tu j í n a p loše n u l l o v é k r u h y a — g cos cp = 0 , a u t ě c h k ř i v o z n a č k y 
k o n č í ; k r u h ů m P q j , p r o n ě ž g cos qp > a, o d p o v í d a j í o p ě t r eá lné k ř i v o z n a č k y 
j e p r o t í n a j í c í , a s ice t u p r a v á s t rana (15) se p ř e p í š e n a 

Kx (J^ cos qp — l) . 

Z r o v n i c e (15) v y c h á z í b e z p r o s t ř e d n ě , ž e k ř i v o z n a č k y v y t í n a j í n a k r u z í c h 
ř a d y v e s p o l e k p r o m ě t n é . 

K p o d r o b n o s t e m o k ř i v o z n a č k á c h se v r á t í m e , a ž p r o b é ř e m e o t á z k u 
p l o c h y s t ředů . 

T e č n y o b o u k ř i v o z n a č e k v l i b o v o l n é m b o d ě p l o c h y t v o ř í pár 
s d r u ž e n ý c h s m ě r ů . N a p l o c h á c h k o t á l n i c g = a z n á m e s d r u ž e n ý c h s m ě r ů 
p á r y d v a : t e č n y k ř i v o z n a č e k , t . j . t e č n u k r u h u ra p ř í m k u P V j a k o j e d e n 
p á r , d r u h ý p á r t v o ř í t e č n a k o t á l n i c e p r o c h á z e j í c í b o d e m P a s t rana k u ž e l e 
o p s a n é h o či l épe p ř í m k a , k te rá leží v r o v i n ě t e č n é a p r o t í n á o s u Oz. 

J d e - l i s e s t r o j e n í m e z e v l a s t n í h o s t í n u př i l i b o v o l n é m o s v ě t l e n í , m ů -
ž e m e n y n í ses t ro j i t i t e č n y t é t o m e z e , j a k m i l e z n á m e j e j í b o d y ; n e b o ť t e č n a 
m e z e v l a s t n í h o s t ínu t v o ř í s p a p r s k e m svě t la pár i n v o l u c e s d r u ž e n ý c h 
s m ě r ů , p r o k t e r o u ž t o i n v o l u c i z n á m e d v a p á r y . 

VII. 
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6. 

Plocha kotálnic jest obalovou plochou kouli (4) 

xt + y* + z% — 2 c x cos ty — 2 c y sin ty = a" + g" — c1 —• 2 ag cos 9 ; 

charakteristiky jsou kruhy T na rovinách (4') 
x sin ty — y cos ty = g sin 9. 

P r o o b a l o v o u Cáru k r u h ů T p l a t í j e š t ě r o v n i c e třet í , v z n i k a j í c í d e r i v o v á n í m 
dle ty: 

g c 
( f ) xcosty + y stnty = cos 9. 

Z t ě c h t o t ř í r o v n i c u r č í m e s o u ř a d n i c e charakter i s t i ckého b o d u , 
v n ě m ž se k r u h T d o t ý k á č á r y o b a l o v é ; o b d r ž í m e n e j p r v e 

cg . 
x = —— cos 9 cos ty + g sin 9 sm ty, a 

0 £ 
y = —— cos 9 sin ty — g sin 9 cos ty. 

a 

R o v n i c e t y t o j s o u t v a r u (2) o d p o v í d a j í c í h o z v l á š t n í m u p ř í p a d u 
c = a cos a; 

tu o d p a d n o u v e (2) stálé č l e n y v h r a n a t ý c h z á v o r k á c h , a m i m o t o j e s t 
c g 

g cos a = —— 
a 

takže p ů d o r y s č á r y o b a l o v é s p l ý v á s p r ů m ě t e m s fér i cké k o t á l n i c e př ís lušné 
k u v a ž o v a n é h o d n o t ě úh lu a (a cos a = c), lež íc í n a naš í p l o š e . R o v n i c e 
t a t o u r č u j e ú h l y d v a + a, a t a k é d a n é m u p r ů m ě t u o d p o v í d a j í j e n d v a 
b o d y n a p loše . T e d y se u v a ž o v a n á čára o b a l o v á k r y j e s naš í s f . e p i c y k l o i d o u . 
T a j e s t o v š e m r e á l n á p o u z e v p ř í p a d ě c < a, a v p ř í p a d ě c = a, a = 0, 
s p l y n e s b o d e m (x = g,y — 0 — z) s i n g u l á r n í m p l o c h y . — Z r o v n i c e 
a cos a =c p l y n e , že s t řed h y b n é h o k r u h u C z a u j í m á p e v n o u p o l o h u 
(0, 0, a sin a) n a O z. P ř i k o t á l e n í o b a l u j e r o v i n a h y b n é h o k r u h u r o t a č n í 
kuže l , j e h o ž v r c h o l s p l ý v á se s t ř e d e m C. 

V e z v l á š t n í m p ř í p a d ě k o t á l n i c o b y č e j n ý c h (g = a) z n ě j í r o v n i c e 
o b a l o v é č á r y k r u h ů 

x = a cos a cos 9 cos ty + <* sin 9 sin ty 
y = a cos a cos tp sin ty — a sin 9 cos ty 
z = a (1 — cos 9) sin a \ a 9 — c ty, a cos a — c. 

R o v n i c e (a) př i g ^ a m a j í p o d o b n o u s t a v b u j a k o p r v n í d v ě z t ě c h t o 
r o v n i c , t ř e t í s o u ř a d n i c i lze psát i 
(«') z — (a — g) sin a = g (1 — cos 9) s in a, 

a p o d m í n k u v l á d n o u c í m e z i ú h l y l ze psát i 
g 9 = g cos a .ty; 

2* 
VII. 
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r o v n í c e ( « ) , ( « ' ) d e f i n u j í s f é r i c k o u ko tá ln i c i , k t e r o u v y t v o ř í b o d h y b n é h o 
k r u h u p o l o m é r u g př i j e h o k o t á l e n í p o k r u h u p e v n é m p o l o m ě r u g cos a 
v r o v i n ě r o v n o b ě ž n é s p ů v o d n í z á k l a d n o u 

z = (a — g) siná; 

s t ř e d h y b n é h o k r u h u (g) z a u j í m á s t á l o u p o l o h u x = 0 = y , 

z — (a — g) sin a = g sin a, 

t . j . t u t é ž p o l o h u (0, 0 , a sin a) j a k o b o d C. Př i n o v é m v y t v o ř e n í k o t á l n i c e 
z ů s t a l o p ě r n ý k u ž e l n e z m ě n ě n , z m ě n i l a se to l iko z á k l a d n í r o v i n a (do 
r o v n o b ě ž n é p o l o h y ) , a s n í t é ž r o z m ě r v a l e n é h o k r u h u . 

O b a l o v o u č á r u k r u h ů r , k t e r o u j s m e p r á v ě s tanovi l i , n a z ý v á m e 
hřbetni čarou p l o c h y k o t á l n i c ; s e s t á v á z e d v o u zv láš tn í ch k o t á l n i c (4r o), 
z n á m ý c h p o d e j m é n e m sférické šroubovice (hél ice sphérique) . 

R o v n i c e p r ů m ě t u (a) naš i ch čar lze psáti 

x + iy = - j i ^ i r 1 ~ r~ ; 

p o r o v n á m e - l i t o s v ý r a z e m p r o e p i c y k l o i d u o b y č e j n o u 
* 

x + iy = (R + r — r e*P) e1", Ra — r (i, 

(R a r j s o u p o l o m ě r y k r u h ů p e v n é h o a h y b n é h o , a a /3 o d v a l e n é ú h l y ) , 
o b d r ž í m e 

g / q + c * — c\_ cg a—c . 
a\ 2 2 / a ' s 2 a ' 

„ P r ů m ě t Čáry h ř b e t n i j e o b y č e j n á e p i c y k l o i d a , k t e r o u o p í š e b o d 
a — c 

k r u h u p o l o m ě r u g — ~ př i j e h o k o t á l e n í p o p e v n é m k r u h u p o l o m ě r u 
J a 

c s 
— , j e h o ž s t řed j e s t O; k o t á l e n í (q> = 0 , ý = 0) z a č í n á v b o d ě 

O d v a l e n ý úhe l n a k r u h u p e v n é m o b n á š í tj> — qp, a n a k r u h u 
h y b n é m 2 qp." 

R o v n i c e (a) p o d á v a j í o b a l o v o u p l o c h u r o v i n k r u ž n í c h (r), a t a ex i -
s t u j e i k d y ž h ř b e t n i čára j e s t i m a g i n á r n í , t . j . k d y a <; c. T u n á m ident i ta 

x + iy =JL + 

u k a z u j e , ž e 
„ r o v i n y k r u h ů I o b a l u j í v á l c o v o u p l o c h u s m ě r u 0 z, j e j í ž ř íd í c í čára 
j e s t o b y č e j n á h y p o c y k l o i d a v r o v i n ě O x y , k t e r o u op íše b o d k r u h u 

VII. 
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poloměru g C • př i j e h o k o t á l e n i p o v n i t ř n í s t raně p e v n é h o k r u h u p o l o -

m č r u — a s t ředu O. 
a 
K o t á l e n i z a č n e na k o n c i p o l o m ě r u lež í c ího v 0 x, a ú h l y o d v a l e n é 

na k r u h u p e v n é m a h y b n é m j s o u resp . ty + tp, 2 tp." 

P o př ípadě k o t á l í m e k r u h r = g p o k r u h u R=g^- . 
V př ípadě a = c, tp — ty r e d u k u j e se p o s l e d n í r o v n i c e n a 

x + i y = g, 

t . j . o b a l o v ý v á l e c j e p ř í m k a r o v n o b ě ž n á s O z, k o l e m k t e r é se r o v i n a 
k r u h u o táč í . 

i* v 
* 

U v a ž o v a n o u p r á v ě h y p o c y k l o i d u n a z v e m e h y p o c y k l o i d o u ř í d í c í ; 
j e j í t e č n a m á r o v n i c i 

x sin ty — y cos ty = g sin gp. 

Z v y j á d ř e n í e p i c y k l o i d y a = it 
x + i y = (c + a) e' v — g e1^ + v) 

Q 
v y c h á z í , že v p ř í p a d ě , k d y — = m j e číslo ce l is tvé , o b d r ž í m e n a e p i c y k l o i d ě 

(Z 
oo p r a v i d e l n ý c h (m + 1) úhe ln íků , k l a d e m e - l i za ty h o d n o t y 

2 v ic 
tyy = ty + —-TT ' 

m -(- i 
n e b o ť t u n a p r a v é straně 
(•Mv) xv + i yv = (c + a) elvv — g ¿m + D1 v, 

d r u h ý č len nezáv i s í n a v, a p o l y g o n v z n i k n e z p r a v i d e l n é h o m n o h o ú h e l n í k a 
v e p s a n é h o k r u h u c + a p o š i n u t í m o v e k t o r — g ^ + ^ v . 

T e č n y ř íd í c í h y p o c y k l o i d y (A), k te ré t ě m i t o b o d y Mv p r o c h á z e j í , 
o b s a h u j í s p o l e č n ý b o d 

C®) x = g cos ta, y = g sin co, to = it + (m + 1) ty, 

ležící na k r u h u (g) p o l o m ě r u g a středu O, v ú h l o v é p o l o z e x + (m + 1) ty. 
D r u h ý průsek t e č n y (J) s k r u h e m (g) m á úhe l co' = — (tn — 1 ) ^ . 
Z r o v n i c e ( 4 ) t e č n y ř ídíc í h y p o c y k l o i d y v y c h á z í při o z n a č e n í 

= u, a za s tá lého p ř e d p o k l a d u c = m a, 
r o v n i c e 
(J*) g ( W 2 i ) _ _ i um +1 + i um~1= 0, 

která v y j a d ř u j e p o d m í n k u , a b y t e č n a p a r a m e t r u ty p r o c h á z e l a d a n ý m 
b o d e m (x, y); ř íd íc í h y p o c y k l o i d a j e t e d y čára 2 m - t é t ř í d y . P a r a m e t r y 
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k o m p l e x n í v š e c h 2 m tečen 1 ) h o v í p o d m í n k á m v o b v y k l é m o z n a č e n í s y m e -
t r i c k ý c h ú k o n ů 

f.-, = (- i)--!=ÍZ. .».„-(-1)-«*±í». f.. — i. 
k d e ž t o v š e c k a o s t a t n í f„ = 0. 

D a n á t e č n a řídící h y p o c y k l o i d y u r č u j e j e d n o z n a č n é paramétr ý , 
t a k ž e l ze rozl iš it i o b a j e j í p r ů s e k y s k r u h e m (g) a s t a n o v i t í o n e n , j e j ž 
znač i l i j s m e H ; m ů ž e m e i h n e d s t anov i t í dalších m t e č e n ř íd íc í h y p o c y k l o i d y 
j a k o ž t o p ř í m k y /S přís lušné k p a r a m e t r ů m 

2 v it 
= ^ + ~ m " + T ' 

k t e r é ž t o p ř í m k y p r o c h á z e j í t ý m ž b o d e m H. Z b ý v á j e š tě urč i t í z b ý v a j í c í c h 
m — 1 t e č e n h y p o c y k l o i d y , j d o u c í c h b o d e m H . 

P r o t e n t o b o d j e s t 
x -f i y — — g e<m + «{v = — g u0m + 

r o v n i c e ( J * ) v t o m t o př ípadě se z j e d n o d u š í n a 

(wm_l+1^) (um+1 —u»m+0= 

D r u h á z á v o r k a miz í na u r č e n ý c h mís te ch a z b ý v á t e d y řešiti r ovn i c i 

U**— 1 = ^ — G— • [JI + (M + L)V] : E— 
Min + 1 ' 

0 
j e j í ž řešení j s o u 

W . (ř = 0 , 1 , 2 , . . . w - 2 ) , 

při č e m ž a» j e p a r a m e t r b o d u H n a k r u h u (g). S t a n o v e n í t e č e n ř ídíc í h y p o -
. c y k l o i d y v y c h á z e j í c í c h z d a n é h o b o d u H k r u h u (g) p ř e v á d í se t a k t o n a d v a 
p r o b l é m y : R o z d ě l i t d a n ý úhe l © n a w + l a n a m — 1 s t e j n ý c h dí lů . 

V p ř í p a d ě m = 2 v y c h á z í t a k řešení ú l o h y tr isekce ú h l u a sice p o m o c í 
tečen z b o d u H k as t ro idě , k t e r é se p ř e v á d í na průseky p ř í m k y Ox s k o n c h o i -
d o u N i k o m é d o v o u ; ' řešení t o j e n z d á n l i v ě se liší o d k lass i ckého řešen í 

1) Je-li m liché, sníží se stupeň rovnice na polovičku m, o neznámé ua. 
Pak jde každým bodem pouze m tečen řídicí hypocykloidy, ale každá z nich 
obsahuje dva body na každé z kotálnic, jež přísluší opěrným bodům diametrálně 
protilehlým ip + «). 

Poněvadž tu « ± 1 jsou čísla sudá, ruší se v rozdílu komplexních hodnot 
(Jlfr) těmto úhlfim příslušných druhé členy a vidíme, 2e tu tečna řídicí hypo-
cykloidy vytírá na obou kotá lnicích a ~ 0 a a = « p o dvou bodech o stálé vzdále-
nosti 2 (c ± a), jich střední bod pak leží na kruhu (g). 
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N i k o m é d o v a , k t e r é se n á m z a c h o v a l o p r o s t ř e d n i c t v í m P a p p u s o v ý m (IV. 
kniha , p r o p . 32 j e h o Col lect iones) . 1 ) 

Př i t o m se n á m o b j e v í v z t a h y n e f r o i d y i p l o c h y k o t á l n i c c = 2 a 
ke z n á m ý m S t e i n e r o v ý m t r o j ú h e l n í k ů m v e p s a n ý m el l ipse . 

V p ř í p a d ě m = 3 p r o b l é m t e č e n k ř íd í c í h y p o c y k l o i d ě (S te inerové ) 
z b o d u na k r u h u (g) j e s t e l e m e n t á r n ě řeš i te lný , a n se p ř e v á d í n a dě len i 
úhlu v č t y ř i s t e jné čás t i . 

B o d y N p n a e p i c y k l o i d ě a = * n e t v o ř í o b e c n ě p r a v i d e l n ý m n o h o -
úhelník, s tane se t a k j e n v p ř í p a d ě m = 3 , k d y t y t o d v a b o d y N0, Nt 

j s o u k o n c e d é l k y s tá lé ve l ikos t i . Avšak body N'h, j e ž t ě m t o p a r a m e t r ů m 
o d p o v í d a j í n a h y p o c y k l o i d ě a = 0 

x + i y = (c — a + g ''O 

t . j . v n a š e m p ř í p a d ě 
x -\- iy = (c — a) eiy + g g—<m—' v, 

t v o ř í p r a v i d e l n ý m n o h o ú h e l n í k o (tn— 1) s t r a n á c h . 
V př ípadě tn = 3 t a k m á m e n a m o d i f i k o v a n é h y p o c y k l o i d ě 

x -f- i y = 2 a e*y 4- g e-Ziv 

řadu d v o j i c N 0 ' N ^ stá lé v z d á l e n o s t i , p ř í m k a s p o j i v á t v o ř í s O x úhel ty 
a ( sp lýva j í c s p ř í m k o u J ) o b a l u j e h y p o c y k l o i d u ř í d í c í (t. j . S t e i n e r o v u ) 

x + i y = g (2 e~**v>-{- ¿ "v) . 

Z v ý r a z u p r o ř íd í c í h y p o c y k l o i d u 

x + i y =3- ( C ~ a 4 . f j L i g - d » - ! ) ! ^ 
a \ A a / 

v y c h á z í , že d o t y k o v é b o d y A f , a N / o b o u s o u s t a v t e č e n t v o ř í p r a v i d e l n é 
p o l y g o n y o w + l a w — 1 s t r a n á c h , j e - l i tn s u d é ; p r o tn l i ché se p o č e t 
stran r e d u k u j e n a p o l o v i c i . 

P r o p o l y g o n y ty j e t u s t řed o p s a n é h o k n i h u v b o d ě 

g C2 * ¿m +1) * v; p o l o m ě r = g ° . 

P r o p o l y g o n y tyr' m á k r u h o p s a n ý 

s t řed g e-lm~^iv>, p o l o m ě r — — . 
* 

* * 

N o r m á l a e p i c y k l o i d y 
x + iy = (c + a — g e**) év 

m á r o v n i c i 
X[a sin ty —g sin (<p 4- ty)] 4- Y [a cos ty —g cos ty)] =gc siny; 

l) Srov. Teixeira, Traité des courbes, sv. I., str. 266—7. 
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pro c = tn a, <p = mý, a v z h l e d e m k t o m u , že (m + 1) ýp = & se n a -
v z á j e m l išej í p o u z e o n á s o b k y p e r i o d y 2 * , s h l e d á v á m e , ž e 

„ n o r m á l y e p i c y k l o i d y (o = n) v b o d e c h p r a v i d e l n é h o (m + 1) úhe ln íka 
A f 0 Mx.. .Mm se p r o t í n a j í v e s p o l e č n é m b o d ě 

* = m g cos (m + 1) 1>, y = mg sin (m + 1) ý. 

2 V 7t 

(c = m a, ý + m y o d v a l e n é ú h l y n a k r u h u p e v n é m ) . 

R o v n i c e n o r m á l y h y p o c y k l o i d y x + i y = (c — a - f g e-'*) e'v z n í 
X [ a sin ý + gsin (<p — ý)] — Y[acosý — g cos (<p — ý)] = cg sin ip , 

t e d y v př ípadě n a š e m c = m a 

X [a siný + g sin (m—1) V ] — Y[a cos ý—gcos (m—1) ý] = magsin mý. 

P r o b o d n o r m á l y v b o d ě ý ' 
X = r cos 9-, Y = r sin & 

m u s í t e d y b ý t i 
a r sin (ýr — &) + gr sin (tn — 1 ý' -f- d) = magsin m ý'. 

K l a d e m e - l i t u 

= TT^-r * = - ( m + m — i 

2 v it 
k d e m á t ý ž v ý z n a m ý + m ^ ^ude 

ip' — 9 = m | mýv = m ý'; m i 

b o d u v a ž o v a n ý (r, &) leží t e d y na n o r m á l e b o d u ý ' , vo l íme- l i 
r = mg, 0- = — (m + 1) Vv = — (m + 1) ý 

T í m t o b o d e m p r o c h á z e j í t e d y n o r m á l y h y p o c y k l o i d y (c, a, g) v z t ý č e n é 
v b o d e c h 

tn + 1 , 
* = 

T y t o oko lnos t i n e p ř e k v a p u j í , p o n ě v a d ž různé o b l o u k y č á r y j s o u 
o p s á n y b o d y p o h y b l i v é h o o b r a z c e stálého t v a r u a vel ikost i . V př ípadě 
nt =2 v š a k t a k é n o r m á l y h y p o c y k l o i d y — která j e t u ellipsa o p o l o u o s á c h 
a + g — příslušné k v r c h o l ů m p r a v i d e l n ý c h t ro júhe ln íků na k r u h u (c) 
a n a e p i c y k l o i d ě , sb íha j í v e s p o l e č n é m b o d ě . T e n t o z j e v ukáže se p r o ell ipsu 
spec iá ln ím, p r o m > 2 n o r m á l y h y p o c y k l o i d y v b o d e c h př ís lušných k v r c h o -
l ů m p r a v i d e l n é h o (m + 1) úhelníka (na k r u h u p e v n é m (c)) n e p r o c h á z e j í 
o b e c n ě s p o l e č n ý m b o d e m . 
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p a t y normál k h y p o c y k l o i d ě ( c — a + g ¿v v y c h á z e j í c í c h z b o d u 
(*, y ) h o v í v k o m p l e x n í m p a r a m e t r u u = e1 v r o v n i c i (c = w a ) 

mag {u*m — 1) — g (x + i y) u 1 * - 1 — a (x — i y) um +* 
+ a (x + i y) um-x - f g (x — i y) u = 0, 

která v y c h á z í b e z p r o s t ř e d n ě z r o v n i c e n o r m á l y . V p ř í p a d ě tn = 3 t u m e z i 
s y m e t r i c k ý m i ú k o n y f t v š e c h šesti p a r a m e t r ů n a c h á z í m e č ty ř i v z t a h y 

« fi = i « fs = g fa- fe = — 1. fs = 0. 

A b y č ty ř i t ě c h t o p a t přís lušely k b o d ů m ty n a p e v n é m k r u h u , j e ž 
j s o u v r c h o l y č t v e r c e , m u s í se r o v n i c e r o z p a d n o u t i t í m t o z p ů s o b e m 

(u* — u*) (m2 — ffj u + ď j = 0, 

t a k ž e symetr i cké ú k o n y j s o u 
f i = ° v f a = ff2> f a = 0 , f 4 = — « o 4 , f s = — « o 4 ° v f a = — « o 4 a i > 

hoře jš í p o d m í n k y p a k d á v a j í p o d m í n k u 
V 2 = 

j ež s tanov í tři Čtveřiny h l e d a n é v las tnos t i : 
ty = 30°, 60°, 90°, 

t e d y p o u z e p o l y g o n y o jedinělé . 
V í m e , že n o r m á l y h y p o c y k l o i d y (c, a, g) v (tn — 1) b o d e c h 

= Z—\ ( v = • • • m — 2 ) 
sbíhaj í se v b o d ě 

x i y = tn g er-ia = tn g u0~(m~1K 

V e š k e r y n o r m á l y z t o h o t o b o d u m a j í p a t y , p r o n ě ž p o s l e d n í r o v n i c e z n í 
/ o v M2™—1 um —1 

a(u*"> — l)—g ——¡- + a — a V — * + i + g «0—i « = 0 ; 
WG M0 o . 

t u t o r o v n i c i lze psát i 
(um—1 — w0m—(««" + 1 — g um — g u + a «01—m) = 0, 

č í m ž n a c h á z í m e r o v n i c i s tupně tn + 1 p r o k o m p l e x n í p a r a m e t r y da l š í ch 
tn + 1 n o r m á l . 

T u t o d r u h o u r o v n i c i lze psá t i 
(ia um — g) u Uq" 1 — [gum — a) = 0 ; 

s k u p i n y b o d ů , j e ž t a t o r o v n i c e d e f i n u j e , t v o ř í n a čáře ( r o v n ě ž n a k r u h u ) 
i n v o l u c i s t u p n ě m + 1. 

V p ř í p a d ě g — a m á t a t o v e s v ý c h s k u p i n á c h tn p r v k ů s tá lých (m" = 1) 
a p o u z e j e d e n p r v e k p r o m ě n n ý : 

1 
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H y p o c y k l o i d a o b y č e j n á g = a, c = m a j e t e d y čára t ř i d y p o u z e 
w - t é ; s k u t e č n ě v h o ř e j š í r o v n i c i p r o p a t y n o r m á l z b o d u (x, y) v e d e n ý c h 
o d š t ě p í se v t o m t o p ř í p a d ě č ini te l um — l a z b ý v á 

[ w « ( ( ř | l ) — (* + i y) u"—1 — (x — » y) u = 0 . 
Předeš lý v ý s l e d e k lze v z h l e d e m k o k o l n o s t i mg = ma = c v y j á d ř i t i 

t a k t o : 
„ O b y č e j n é h y p o c y k l o i d ě v y t v o ř e n é k o t á l e n l m k r u h u p o vn i t řn í 

s traně p e v n é h o k r u h u m - k r á t v ě t š í h o p o l o m ě r u lze vepsat i n e k o n e č n ě 
m n o h o (m — 1) úhe ln íků p r a v i d e l n ý c h ; n o r m á l y v j e j i c h v r c h o l e c h se 
p r o t í n a j í n a k r u h u p e v n é m . 

2 v % 
Jsou-l i v r c h o l y p o l y g o n u přís lušné k ú h l ů m ý -) — , j e p růsek 

m — l 
n o r m á l v b o d ě x = c cos (m — 1) ý, y = c sin (m — 1) ý a z b ý v a j í c í 
n o r m á l a o d p o v í d á o d v a l e n é m u ú h l u — (m — 1) ý , t . j . b o d u o p ě r n é m u , 
j e n ž s p r ů s e k e m n o r m á l j e s y m e t r i c k ý v ů č i o se O x. 

* 
* * 

P ř e d c h o z í v las tnos t i ř íd íc í h y p o c y k l o i d y m a j í své a p p l i k a c e u p l o c h 
c 

k o t á l n i c . P ř e d p o k l á d e j m e na př . — = w j a k o č ís lo l i c h é ; p a k n a k a ž d é t e č n ě 
ř íd í c í h y p o c y k l o i d y leží pár b o d ů , j i c h ž p a r a m e t r y ý se Uší o JT; př ís lušné 
j i m k r u h y r leží na s t e j n é r o v i n ě a t e d y se pro t ína j í . G e o m e t r i c k é m í s t o 
p r ů s e k ů t ě c h t o k r u h ů j e p a k d v o j n á čára p l o c h y ko tá ln i c . P o d l e r o v n i c 
(4) a (4') p r o k o u l i a r o v i n u r 

+ y2 + z2 — 2 cxcosý — 2 cy sin ý = a2 + g2 — c2 — 2 a g cos <p, 
x sin 4> — y cos ý = g sin q> 

n a c h á z í m e p r o p r ů s e č í k y j eš tě r o v n i c i 
a s 

x cos ý + y sin ty = —— cos g>. 
0 

D v o j n á čára t a t o lež í t e d y n a k o u l i 
x2 + y2 + z2 = o 2 + g2 — c2, 

a n a h y p o c y k l o i d n í m vá l c i 

x + i y = = l . — 1ZZ±e*'*) e-nr-*t (a<p = c 

c a 
j e h o ž z á k l a d n u v y t v o ř í k o t á l e n í k r u h u p o l o m ě r u r — g — p o k r u h u 
p e v n é m p o l o m ě r u g, p ř i č e m ž op i su j í c í b o d j e d iametrá ln í s b o d e m ř íd í c ím 
p o h y b (t. j . r á m ě m á h o d n o t u — r ) . 

H y p o c y k l o i d a t a t o j e p o d o b n a (mkrát z m e n š e n a ) h y p o c y k l o i d ě ř íd í c í 

a o t o č e n a t a k , a b y b o d , b y l j e j í v r c h o l e m . 
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Tak na př. má plocha kotálnic c = 3 a dvojnou Cáru, jež leží na kouli 
x* + y " + *• = g" — 8«1 

a n a v á l c i 
x + iy = - L g ( 2 — e-*1*, 

j e h o ž ř íd i c í č a r o u j e S t e i n e r o v á h y p o c y k l o i d a s h r o t e m x=—g, y = 0 . 
O b e c n ě m á m e p r o b o d n a d v o j n é č á ř e 

a2 e2 
* 2 + y 2 = — f - cos2 <p + g 2 s t « 2 qp , 

c 

t e d y z r o v n i c e k o u l e p l y n e 

z2 = -^^-(c2-g2cos2g>); 
O 

a b y d v o j n á č á r a t a t o b y l a r e á l n o u , m u s í b ý t i g > c. 
# * 

* 

D á l e m ů ž e m e s t a n o v i t í e l e m e n t á r n ě b o d y n a p r ů s e č n i c i p l o c h y 
k o t á l n i c s v á l c e m (g) 

* 2 + y 2 = g2 , 
p o n ě v a d ž u m í m e s t r o j i t i t e č n y ř íd í c í h y p o c y k l o i d y v y c h á z e j í c í z b o d ů 
k r u h u (g). J e d n o t l i v é t y t o t e č n y j s o u p r ů m ě t y k r u h ů r , j e ž p r o t í n a j í 
z v o l e n o u s t r a n u v á l c e a k t e r é t e d y d o v e d e m e ses tro j i t i . P l o c h a k o t á l n i c 
j e s t u p n ě 4 m . 

U p l o c h y k o t á l n i c c = 2 a (m = 2 ) o s m é h o s t u p n ě ex i s tu j í z b o d u 
® = n + 3 tl> n a k r u h u (g) t ř i t e č n y ř íd í c í a s t r o i d y ý , ý ± 120° , j e ž v e s p o l e k 
sv í ra j í ú h l y 120° , č t v r t á t e č n a o d p o v í d á ú h l u — cd. P r ů s e č í k y k o u l e (4) 
s p ř í m k o u n a v á l c i 

x — g cos 0, y = g sin m 
j s o u p a k d á n y r o v n i c í 

z2 = — 3 a {a + 2 g cos 2 +'), 

k d e t ř e b a k l á s t i p o s t u p n ě ý ' = i>, ý ± 120°, n — 3 ý . 

P r o g < ^ t e d y u v a ž o v a n á p r ů s e č n e n í r e á l n á ; p r o g > ex i s tu j 
J z 

p a r t i e s j e d n o u r e á l n o u d v o j i c í . 
2 v 

Z ve l ič in* a 2 g cos 2 if/v = tj> 4 r — , a s p o ň j e d n a j e k l a d n á , 
v 

j e ž t o s o u č e t j i c h j e 3 a > 0 ; t e d y z e č t y ř d v o j i c p r ů s e k ů a s p o ň j e d n a j e 
p o m y s l n á . 

S o u č i n u v a ž o v a n ý c h v e l i č i n 
a3 + 2 g 3 cos 6 1> 

bude záporný, je-li veličina « + 2 g cos 6 tff záporná a při tom a > g. Pák 
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z u v a ž o v a n ý c h vel ič in j s o u d v ě k l a d n é , a v ý r a z z* b u d e k l a d n ý m p r o j e d e n 
z úh lů ty¥ a p r o úhel n — 3 ty, t akže t u p l o c h a m á d v a p á r y l istů reá lných 
a d v a p á r y p o m y s l n ý c h . 

T a ž m e se, v j a k é m v z t a h u mus í b ý t i p a r a m e t r y ty, ty1 d v o u k r u h ů 
T a r v a b y se t y t o k r u h y pro t ína ly . 

R a d i k á l n í r o v i n a k o u l í z o b a l o v é ř a d y př í s lušných k naš im p a r a -
m e t r ů m jes t 

d p 
x (cos ty — cos tyj) + y (sin ty — sin tyj) = — — (cos q> — cos gpj), 

a r o v i n y k r u h ů o b o u j s o u 
x sin ty — y cos ty — g sin q> 
x sin tyj — y cos tyj = g sin <pj. 

V y l o u č e n í m x,y z t ě c h t o tř í r o v n i c o b d r ž í m e h l e d a n o u p o d m í n k u , 
a sice v e t v a r u 

(16) 

cos ty — cos Vi sin ty — sin tyj — (cos gp — cos <pj) 
c 

sin tyj — cos tyj sin <JP1 

sin ty — cos ty sin <p 

O d e č t ě m e třet í ř á d e k o d d r u h é h o , a v n o v é m de te rminantu dě lme 

- 0. 

p r v n í d v a ř á d k y n a 2 sin 

. S Í M * + . c o s » + — — srn y + ^ 
c 2 sm /J 

cos 

2 
* + * i sin 

sin ty 

# = y — ?! 

2 

2 
— cos ty 

ty=ztyJL 

2 

cos 
q> -f- sin 'V 

2 sin A 
sin <p 

= 0, 

P o d m í n k a j e m i m o t o sp lněna při sin A = 0 . 
R o z v i n e m e - l i de te rminant p o d l e p r v k ů pos l edn ího s loupce , v y j d e 

sin d fa <p + g>j ^ ty — tyj 

H 
(a . <p + 9>i ^ — i , -<P + 9>i • ^ — tfi \ 

sm <jp = ^ y— sm 2 cos + cosá 2 sm 1J; sm d 

p o d m í n k a ta j e sp lněna pro sin d = 0 p o u z e k d y ž sin <p = 0. 
P ř e d p o k l á d e j m e sin q> ^ 0, a p o l o ž m e 

J L ± ± L = ca, t e d y <p = m + č, 

sin (o -f á) 
i ' C4i sin d 

= sin co cotg d + cos m, 
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a p o d m í n k a b u d e znít i 
sin a cotg d = sin m cotg 

c c ž v y ž a d u j e b u d sin m = 0 a n e b 
cotg č = — cotg z1. 

c 

D v a k r u h y r , i"i se t e d y p r o t í n a j í , j e - l i s p l n ě n a j e d n a z t ě c h t o p o d -
m í n e k : 

1. R o z d í l ý — Vi j e c e l i s t v ý n á s o b e k úhlu 2 x ; 
2. <p a yj j s o u ce l i s tvé n á s o b k y úh lu x, s t e jné p a r i t y ; t a t o p o d m í n k a 

se k o b e c n é p o l o z e k r u h u n e v z t a h u j e . 

3 . = o, 

op, — q> a ý. — ý 
4. c o t g ^ J i L = _ c o ž g _ I _ _ . 
Pos ledn í p ř í p a d v y j á d ř í m e p ř e h l e d n ě j i , k l a d o u c e 

t e d y 

takže 4. zn í 
* tg k fr = k tg fr. 

Určí - l i se veškera řešení té to r o v n i c e , o b d r ž í m e p a k v e š k e r y k r u h y , 
jež dle 4. p r o t í n a j í k r u h r (ý ) , k l a d o u c e 

ý , = * + 2 

Příklady. N a ploše k o t á l n i c p r o a — c d o t ý k a j í se v e š k e r y k r u h y ; 
zde p o d m í n k a 1. n e p o d á v á kruh rx r ů z n ý o d r , s t e jně p o d m í n k a 2 . ; 
p o d m í n k a 3. d á v á k r u h y q> a —<p, p o d m í n k a 4 . v t o m t o p ř í p a d ě j e sp lněna 
p r o k a ž d é 

U p l o c h y k o t á l n i c c = 2 a (<p = 2 ý) r o v n i c e * z n í 
tg 2 & = 2 tg 9 

a n e m á ř e š e n í ; p o d m í n k a »1. n e d á v á n o v ý k r u h , p o d m í n k a 3. p a k d á v á 
V + ýx = x, 2 x. 

R o v i n a k r u h u -T m á r o v n i c i 
x sin ý — y cos ý = g sin 2 ý, 

pro = 2 x — ý z n í t a t o 
x siný + y cos ý = g sin2 ý, 

VII. 
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2 a — g — g cos q> 
cos a = 5 - — 

průsečnice jest přímka I 

y = 0, x = 2 gcosty, 
p r o t í n a j í c í o b a k r u h y v e s p o l e č n ý c h b o d e c h . 

P r o 1>i = x — ty z n í r o v n i c e d r u h é r o v i n y 
* sin ty + y cos ty = — g sin 2 ty; 

p r ů s e č n i c e j e x = 0 , y = — 2 g sin ty (II). 
P r o b o d y I z n í k o e f f i c i e n t y v r o v n i c i r o v i n y t e č n é 

A — (c — 2 g) cos ty, B — sin ty,C = — z; 
pro* o b é r o v i n y t e č n é př ís lušné k h o d n o t á m ty a 2 n — ty liší se v e s p o l e k 
p o u z e k o e f f i c i e n t y B ; t e n t ý ž b o d m á d v a r ů z n é p a r a m é t r y ty (ty a 2 * — 
s p o l e č n ý p a r a m é t r a: 

a — g cos y 

a d v ě r ů z n é r o v i n y t e č n é . T y t o b o d y n a p l ň u j í d v o j n o u čáru p l o c h y , k t e r á 
leží n a r o v i n ě O x z: 

x = 2 g cos ty, z2 = (a — g cos 2 ty)2 sin2 a, 

t . j . p o d o s a z e n í za cos2 a: 

z2 = (a — g cos 2 ty)2 — (a — g + a—gcos 2 ty)2, 
(a) z2 = (g — a)(3a + g — 4.gcos2ty), 

(«0 *2 = ( g _ f l ) ( 3 a + g - - í l ) ; 

s 

r o v n i c e t é t o d v o j n é č á r y z n í 
x2 z2 

O3) — + - - = 3a + g, 
g g— a 

t a k ž e j e t o ell ipsa n e b h y p e r b o l a , j a k g > a č i g < a. 
J e ž t o d le (o) 

** = «) [3 (« — g) + 4 g sin2ty] 
j e z á p o r n é př i r e á l n é m ty, j a k m i l e g < a, j e z ř e j m o , že „dvojná hyperbola 
tvoři isolovanou čáru plochy zkrácených kotálnic", př í s luše j íc k p o m y s l n ý m 
h o d n o t á m ty. N a p r o t i t o m u j e s t e l l ipsa (g > a) o b y č e j n o u d v o j n o u č a r o u . 

B o d y n a p ř í m c e II m a j í p r o k o e f f i c i e n t y v r o v n i c i t e č n é r o v i n y 
A = c cos ty, B = (c + 2 g) sin ty, 

t a k ž e r o v i n y j s o u r ů z n ý p r o p a r a m e t r y ty a x — ty; m á m e t a k d r u h o u 
d v o j n o u č á r u n a p l o š e k o t á l n i c , lež íc í n a r o v i n ě Oyz. P r o p a r a m é t r a 
n a l e z n e m e 

• 2a + 2gsin2ty 2a + g — gcos2ty 
COS CL = = 

a — g cos 2 ty a — g cos 2 ty 
VII. 
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t e d y z« = - ( « + g) (3 a — g + 4 g s i » « * ) 
čili 

g ^ <* + g 5 

Plocha tato má tedy za dvojnou čáru ellipsu v rovině Oyx, která 
jest reálnou pro g > 3 a, a sice je tu 

= (a + g ) [ 3 ( g — a) + 4 g c o s * ý ] 

k l a d n é p r o r e á l n á if>, t a k ž e č á r a j e s t s k u t e č n ě d v o j n o u . 
K t ě m t o d v ě m a k u ž e l o s e č k á m d r u ž í se e l l ipsa a =0 n a r o v i n ě z á k l a d n í 

* = («+ g)cos y = (a — g)sin 

která o v š e m n e n í s i n g u l á r n í č a r o u p l o c h y . 
U s t a n o v m e j e š t ě t e č n o u r o v i n u 5 v b o d ě n a d v o j n é k u ž e l o s e č c e 

y = o . V j e j í r o v n i c i 
AX + BY + C Z + D =0 

n á m p r o s t á l ý č l e n 
D = g2 — a2 + 2 (a — a cos o ) (a — g cos 2 ý) 

h o d n o t a 
(a — g cos 2 ý) cos a =2 (a — g cos2ý) 

d á v á 
D = g2 — a2 + 2a (a — g cos 2 ý) + 4 a (g cos2 ý — a) 

t . j. 
D = (g + a)2 —4 a2. 

R o v n i c e t e č n é r o v i n y v u v a ž o v a n ý c h b o d e c h t e d y z n í 
(5) (a — g)Xcosý + a Y siný — \ Z z + (g + g)2 —4fl2 = 0 ; 

Z A 

j e j í s t o p a p ů d o r y s n á Z = 0 o b a l u j e e l l ipsu 
x = p cos ý , y = v sin ý, 

4 a 2 — (a + g)2 4 a 2 — ( a + g)2 
f = — T r n . — z r 1 - - v = 2 (a — g) ' 2 a 

B o k o r y s n á s t o p a X = 0 r o v i n y t e č n é o b s a h u j e v e s v é r o v n i c i [ z n a č í m e 
* = ( « + g) 2 — 4 a a = (g — a) ( g - f 3 a ) ] 

2 a Y s i « ý + « = Z z 

č l e n z, p r o n ě j ž z n á m e č t v e r e c v j e d n o d u c h é m t v a r u 
2 2 = ( g — a) ( 3 a + g — 4 g coč-f). 

P o v ý š í m e t e d y o b ě s t r a n y r o v n i c e n a d r u h o n m o c n o s t a u v ý s l e d k u 
p o l o ž í m e sin ý = u; v z n i k n e t a k r o v n i c e 

[a2 Y2 + g (a — g) Z2] u2 + a « Y u + (a — g)2 Z2 + = 0 , 

VII. 
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z n i ž o b d r ž í m e r o v n i c i o b a l o v é č á r y b o k o r y s n ý c h s t o p a n u l o v á n í m diskr i -
m i n a n t u . 

V ý s l e d e k zn í p o redukc i 
«« ( « — g)« Y » + g (a — g)8 Z2 + n2g (a — g) = 0. 

J e př i rozeno , že kuže losečka t a t o j e reá lná p o u z e p r o g > a, k d y t e č n é 
r o v i n y j s o u reálné. 

T e č n é r o v i n y p l o c h y k o t á l n i c c = 2 a v b o d e c h d v o j n é e l l ipsy y = 0 
sestro jené o b a l u j í r o z v i n u t e l n o u p l o c h u 4 . t ř ídy , j e j í ž s topa b o k o r y s n á X = 0 
j es t h y p e r b o l a 

Y% Z2 . «,/ a n 

j e j í s topa n á r y s n á a p ů d o r y s n á j s o u el l ipsy, i z b ý v á určiti j e š tě č t v r t o u 
k u ž e l o s e č k u n a t é t o r ozv inute lné ploše l e ž í c í ; ta to jest úběžná k u l o ž e č k a 
p l o c h y k u ž e l o v é 

X2 ] Z 2 _ a2 Y2 

3 + 4 _ n 

A b y c h o m k r o v n i c i t é dospěl i , urč íme o b a l o v ý kužel r o v i n v e d e n ý c h 
p o č á t k e m 0 r o v n o b ě ž n ě s r o v i n a m i t e č n ý m i ; v r o v n i c i t a k o v é u v e d e m e 
č len Z z na p r a v o u stranu a u t v o ř í m e č tverce . V ý s l e d e k 

[(«—g)Xcosty+aYsinty]2 = ^Z2z2=~^ Z2 (g—a) ( 3 a + g — 4 g cos2 ty) 

d á v á k v a d r a t i c k o u r o v n i c i o n e z n á m é 
u = e2iv, 

a s ice : 
[(a — g)2X2 — a2 Y2 + g (g — a) Z2 — 2 i a (a — g) X Y ] u2 

+ 2 [(a-g)2X2 + fl2 Y 2 fe — » a ) Z2] u 

+ (a — g)2X2 — a2 Y2 + g(g-a)Z2 + 2ia(a — g)XY = 0. 

Polož í - l i se j e j í d i skr iminant na r o v e ň nulle, v y j d e h ledaná r o v n i c e 
p l o c h y k u ž e l o v é v e t v a r u 

3 ** Y 2 (g — a) (g + 3 a) X2 = ^ (g-a) (g + 3 a) Z2, 

která j e t o t o ž n á s r o v n i c í shora u v e d e n o u . 
N o r m á l y p l o c h y k o t á l n i c (c = 2 a, g > a) v b o d e c h j e j í d v o j n é 

e l l ipsy v nárysně y = 0 t v o ř í s b o r c e n o u p l o c h u , pro niž z n á m e d v ě k u ž e l o -
s e č k y : el l ipsu v n á r y s n ě a k r u h (c) v p ů d o r y s n ě . 

R o v n i c e n o r m á l y m ů ž e m e psát i 
X — 2 a cos ty _ Y — 2 a sin ty _ Z _ 
x — 2 a cos ty ~ y — 2 a sin ty ~ z — ' 

VII. 
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kde v je pomocný paramétr; dosadíme-li hodnoty 
y =0, x =2 gcosý, 

obdržíme parametrické vyjádření plochy normál 

( X = 2 [a + v (g — a)] cos ý, 
Y = 2 a (1 — v) sin ý, 

Z = vz; z2 = (g — a) ( 3 a + g — 4 gcos2ý). 
H o d n o t a a 

v = 
a — g 

d á v á p r o b o k o r y s n o u s t o p u p l o c h y n o r m á l 
Y = — 2 g v siný, Z2 = v2 ( g — a ) ( 3 a + g — 4 g cos2 ý), 

z č e h o ž v y l o u č e n í m ý v y c h á z í 
( g — a) Y* — gZ2 = Za2g 

j a k o ž t o r o v n i c e h y p e r b o l y , v n í ž r o v i n a X = 0 s e č e u v a ž o v a n o u p l o c h u 
normál . 

P ů d o r y s n o r m á l y 
a X sin ý + (g — a) Y cos ý =2 a g sin ý cos ý 

o b a l u j e č á r u 4. t ř í d y p ř í b u z n o u s a s t r o i d o u ; j e t o o b r y s o v á čára p l o c h y 
normál , k t e r á j e s t u p n ě o s m é h o . 

Č á r y v = k o n s t . n a t é t o p l o š e j s o u 4. s t u p n ě a j e v í se j a k o p r ů s e č 
e l l ip t i ckých v á l c ů 

x2 , v2 
-I : — 4 

\a + v (g — a)]2 n a2 (1 — v)2 

x2 z2 _ g + 3 a 
[a-\-v(g — a)f g (g — q ) v2 g 

S m ě r n ý k u ž e l p l o c h y n o r m á l j a k o ž t o d o p l ň k o v ý h o ř e j š í h o m á r o v n i c i 

3 x2 + 4 *» = 4- ya-
R o v n i c i p l o c h y k o t á l n i c c = 2 a p o s k y t n e n á m j e j í v y t v o ř e n í j a k o 

o b a l o v é p l o c h y k o u l í (4) 

x2 - f y2 + z2 — 4 q x cos ý — 4 a y sin ý + 3 a2 — g 2 + 2 ag cos 2 ý = 0 . 
Z a v e d e m e - l i k o m p l e x n í p a r a m e t r u = ( a z n a m e n á m e - l i 

K = x2 + y2 + z2 + 3 a2 — g2 , 
o b d r ž í m e t u t o r o v n i c i v e t v a r u 

a g (u* + 1) — 2 q (x — iy) u* — 2 a (x + i y) u + K u* = 0 ; 
d i s k r i m i n a n t j e j í j e d á n v ý r a z e m 

z / = S 3 — 2 7 T2, 
R o i p r a v y : Roi. XXVI. Tř. II. C. 7. 3 
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rovnice plochy A = 0. Tato plocha kotálnic má tedy dvojnou čáru na ploše 
5 = 0 ; pro výraz S vypočteme 

12 S = K2— 12 a2 (x2 + . y® — g2). 

P l o cha S = 0 r o z p a d á se v e d v ě p o m y s l n é k o u l e 

K = 6 a" ± 2 i az VI čil i x2 + y2 + z2 = 3 a2 + ga + 2 i az V š ; 

t y v y t í n a j í n a p loše k o t á l n i c d v ě d v o j n é č á r y ; r o v n i c e (3) d á v á p r o n ě 
1 — 2 cos a i sin a. J s o u to pa t rně o b ě s l o ž k y h ř b e t n í č á r y , j e ž 
j s o u t u d v ě p o m y s l n é kotá ln i ce (cos a = 2). P l o c h a jes t 8. s tupně , m á 3 
d v o j n é kuže losečky (udané v ý š e a kruh ú b ě ž n ý ) a d v ě d v o j n é č á r y 
s t u pn ě 6. R o v i n n é řezy j e j í m a j í t e d y a s p o ň 18 b o d ů d v o j n ý c h . S fér i cké 
č á r y této p l o c h y leží n a p l o c h á c h s tupně 6. 

* * 
• 

J a k o třet í př ík lad u v a ž u j m e př ípad c = 4 a; zde k = 4, r o v n i c e * 

tg 4 & = 4 tg & 

se při o z n a č e n í tg 9 = t, j e ž t o 
4 / ( 1 — 0 

přepíše n a 
1 — t2 = (1 — í2)2 — 4 /2 

a p r o £ — 1 — t2 zn í 

¿ 2 + 3 | — 4 = 0 ; fx = — 4, iž = 1. 

H o d n o t a | = 1 p o d á v á n e p o t ř e b n ý v ý s l e d e k t = 0 , a z b ý v a j í c í 
i = — 4 d á v á 

tg » = ± V ~ 5 . 

K r u h y ty a ty + 2 9 se p r o t í n a j í v páru p r o m ě n n ý c h b o d ů , j ež d á v a j í 
d v o j n o u čáru na ploše ko tá ln i c . Je j í p r ů m ě t j e d á n r o v n i c e m i (16) čili př i 
tyj=ty + 2»: 

P 
x = . t (sin 4tyj cos ty — cos tyj sin 4 ty), 

sm A íř 

y = — ^ (sin 4 tyj sin ty — sin tyj sm 4 ty). 

O d t u d v y p o č t e m e 

x + i y = (sin 3 & e6ia> + sin 5 & e~3i(°), a = ty + d + 
SM A 9 

ěi l i 

x + i y = (sin 3 & + sin 5 ©• e~6iw) 

V I I . 
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Porovnáme-li to s rovnicí modifikované hypocykloidy 
x + iy = {R — r + he-*e)e*°,Ra = r/3 

(R p o l o m ě r k r u h u p e v n é h o , r p o l o m ě r k r u h u h y b n é h o , a o d v a l e n ý úhel 
na k r u h u p e v n é m , /3 n a k r u h u h y b n é m , h rámě) , 

a uváž íme- l i , že v n a š e m p ř í p a d ě tg& = Vb j est sin 2 J> k ladné , sin 3 0 
a sin 5 O v š a k z á p o r n é , n a c h á z í m e , že u v a ž o v a n á čára jest h y p o c y k l o i d a 
s h o d n o t a m i 

K - f = - ť «¡» » » - - 6' »'» 5 | = 4 = 4 • ť = • 

T e d y 

R 7 3 5 • . „ . n 8 , . . . 
—-— = — , r = ~—g' sm 3 0 , R = — — g' sin 3 O. 

P ů d o r y s u v a ž o v a n é d v o j n é č á r y n a p loše k o t á l n i c c = 4 « ( q p = 4 ^ ) 
j e t e d y h y p o c y k l o i d a , j e ž v z n i k n e k o t á l e n í m k r u h u p o l o m ě r u 

5 sin 3 O _ 5 g 

p o k r u h u p e v n é m p o l o m ě r u 

T 3 g ' s í ' » 2 » 3 V 6 

„ 8 sin 3 & 8 g 
R = — i 

3 6 si» 2 O 3VČ ' 
n e b o ť op i su j í c í b o d m á o d středu h y b n é h o k r u h u stálou vzdá lenos t 
(rámě) 

. sin 5 0 5 £ 
Jt — P ._ __ y 

b sin 2 0 3 V6 

a o d v a l e n ý úhe l n a k r u h u p e v n é m p o č í t a n ý o d k l a d n é o s y O x j est 
a = 5 (ý + O) + n. 

£ 
V o b e c n é m př ípadě , p r o l i b o v o l n é k = — , o b d r ž í m e p r o d v o j n é 

CL 
b o d y zce la s t e j n ý m p o s t u p e m 

x + i y = g ^ [sin ( ¿ - 1 ) 0 + sin (¿ + 1 ) 0 e~-tiM-] e*« + *> » 

= —r ínr [sin (1 + k) O — sin (1 — k) O ciikta] ¿u-*)», 
sin A v 

k d e p o l o ž e n o to = ý + O. 

, ,Má- l i r o v n i c e 
tg A O = ktg&, tg&> O, 

řešení , p r o t í n a j í se k r u h y příslušné k p a r a m e t r ů m ý a ý + 2 O na p l o š e 
k o t á l n i c c = kax b o d e c h d v o j n é č á r y , j e j í ž p r ů m ě t d o r o v i n y p e v n é h o 
k r u h u (c) jest p r o d l o u ž e n á č i zkrácená h y p o c y k l o i d a p ř i k > 1, e p i c y k l o i d a 

3* 
V I I . 
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při k < 1. Základní kruh těchto čar má střed v bodě 0, a jeho polo-
měr jest 

R = ± T — T g , k > 1 ( h y p o c y k l o i d a ) , 

D , , 2 k sin (1 + k) 9 u^ii • i i j \ 
R = ± Y ^ r j S ¡ i n a » • k < 1 ( ep i cyk lo ida ) , 

p o l o m ě r h y b n é h o k r u h u ť j e s t 

•1+k l — k 
- j j - R , r e s P - y h t ' 

a r á m ě (vzdálenost op isu j í c ího b o d u o d s tředu h y b n é h o kruhu) m á 
h o d n o t u 

sin (1 + k) & , sin (1 —k) 9 
sin 2» ' rCSp- ± g «»2» ' 

V ý p o č e t p ř e d c h o z í o p e r u j e p o u z e r ovn i cemi (16), k teré o d p o v í d a j í 
t e č n á m l i b o v o l n é e p i c y k l o i d y n e b h y p o c y k l o i d y , p r o s t o r o v ý ž ive l zas toupen 
t o l i k o zv láš tn í h o d n o t o u uhlu 9. P o n e c h á m e - l i v p ředchoz í ch v ý p o č t e c h 
9 l i bovo lné , b u d e se b o d (x, y) j ev i t i j a k o průsek d v o u tečen e p i c y k l o i d y 
sv íra j í c í ch s tá lý úhel . Z n a m e n e j m e R, r zák ladn í p o l o m ě r y k r u h ů u e p i -
c y k l o i d y , a p ř e d p o k l á d e j m e g = a. M á m e p a k 

D A — C u R = c, r — —-— , c = k a. 
A 

O d v a l e n ý úhel na p e v n é m k r u h u jest p = ty— <p = ( 1 — k ) ty, 
př írůstku 9 ú h l u ty o d p o v í d á př írůstek á = (1 — k) 9 úhlu p. 

K o n s t a n t a k urč í se z r ovn i ce 

JL - 2 k 
r ~ l — k ' 

n a č e ž e l iminac í a z v ý r a z ů p r o R', r', a r á m ě h' o b d r ž í m e pro n o v o u ep i -
c y k l o i d u p o l o m ě r y R', r' 

R' 2k R 

(17) 

ť l—k r 

_ 2 R S m V l — k V _ R sinů 
K ~T+k : Td ' n - T sin — sm 

l—k l—k 

T e č n y e p i c y k l o i d y , j i chž p r ů s e k y u v a ž u j e m e , sv íra j í úhel 

2 ó 
k d e ž t o o p ě r n é b o d y (okamžité s tředy o táčen í ) na k r u h u p e v n é m R m a j í 
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ú h l o v o u v z d á l e n o s t 2 č ; p r ů s e k t e č e n o d p o v í d á ú h l u ý + O, t e d y po lá rn í 
úhel j e h o b o d u o p ě r n é h o (p ' ) j es t p ' = p + d. 

„ P o h y b u j e - l i se úhe l s tá lé ve l ikos t i 2 9 t a k , a b y se j e h o r a m e n a 
d o t ý k a l a e p i c y k l o i d y (R, r), o p i s u j e j e h o v r c h o l e p i c y k l o i d u p r o d l o u ž e n o u 
či z k r á c e n o u , př í s lušnou k e p i c y k l o i d ě h o m o t h e t i c k é a soustředné . 
O p ě r n é b o d y d o t y k o v ý c h b o d ů r a m e n m a j í s tá lou angulárn í v z d á l e n o s t 

2 Č = 2 (1 — k) 

a o p ě r n ý b o d v r c h o l u leží n a průvodiČi 0 / * ' , j e n ž půl í úhe l p r ů v o d i č ů 
b o d ů o p ě r n ý c h d o t y k o v ý c h b o d ů ; z á k l a d n í p r v k y n o v é e p i c y k l o i d y 
j s o u s t a n o v e n y r o v n i c e m i (17 ) . " 

Vo l íme- l i na př . kard io idu R = r, m á m e k = - i - , n a č e ž o p ě r n é b o d y 
Ó 

d o t y k o v ý c h b o d ů r a m e n h y b n é h o úhlu m a j í v z d á l e n o s t ú h e l n o u 2 ó , úhel 
t e čen j e 3 6 , a e p i c y k l o i d a v y t v o ř e n á v r c h o l e m ú h l u přísluší k p e v n é m u 
k r u h u p o l o m ě r u 

R' = L R . s i n 2 d 

2 sin 3 d ' 

a m á r á m ě 

W = = R' sec d . 
sin á a 

P o n e c h á v á m e čtenář i o d v o d i t i a n a l o g i c k o u v ě t u o h y p o c y k l o i d ě . 

8. 
P ř e d p o k l á d e j m e u r č i t o u ko tá ln i c i , t a k ž e v r o v n i c í c h (2) j s o u ve l i č iny 

a, c, a stálé. Př i s tá l ém ý, q> (a <p = c ý) a p r o m ě n n é m g p r o b í h á b o d 
loukoť, t . j . p o l o m ě r C M h y b n é h o k r u h u . S o u h r n všech p o l o h l o u k o t ě 
t v o ř í s b o r c e n o u plochu loukotí, př ís lušnou k u v a ž o v a n é kotá ln i c i . Je j í 
parametr i cké v y j á d ř e n í v n e o d v i s l ý c h parametrech ý a g p o d á v a j í 
r o v n i c e (2) 

x = (c — a cos a) cos il> + g (cos a cos <p cos ý + sin q> sin ý) 
(18) y = (c — CL cos a) sin ý + g (cos a cos qp sin ij> — sin fp cos tf>) 

z = a sin a — g sin a cos <p] a <p = c ý. 

Ř í d í c í čára g = 0 této p l o c h y jes t k r u h , s ouhrn p o l o h s tředu C h y b n é h o 
kruhu , ležící v r o v i n ě z = a sin a, j e h o střed leží n a 0 z, a p o l o m ě r j e s t 
c — a cos a. 

S m ě r n ý kuže l , j e h o ž v r c h o l V (0, 0 , a sin a) s p l ý v á se s t ř e d e m ř íd íc ího 
k r u h u (C), m á r o v n i c e 

x = g (cos a cos q> cos ý + sin q> sin ý) 
(19) y = g (cos a cos <p sin ý — siny cos i>) 

z = a sin « — g sin a cos <p, a tp = c ý; 
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p r v n í d v ě r o v n i c e lze s h m o u t i v e tvar p o m y s l n ý 

(19') x + iy = g cos2e*<v-i»>— g sťn"-^- ¿'«v + v) . 
J 2 

K o u l e g = kons t . seče t e n t o kuže l (19) v Čáře, j e j í ž p r ů m ě t (19') j e 
p r o d l o u ž e n á č i z k r á c e n á ep i cyk lo ida n e b h y p o c y k l o i d a , i na lezneme p r o 
p o l o m ě r p e v n é h o k r u h u R, h y b n é h o r 

a p r o r á m ě 

D 2 C ® B A — C i A 

* = T + 7 g c o s T ' r = T T 7 * c o s 2 T 

T • 9 a 
Jt = g Sí»2 y . 

E p i c y k l o i d o u j e čára p r o a > c, h y p o c y k l o i d o u pro « < c, a j e t o 
kruh v př ípadě a = c. V t o m t o p o s l e d n í m př ípadě u k a z u j e r o v n i c e (19 ' ) 

OL OL 
x - iy — g cos2 — g sin2 — e21 v , 

že p o l o m ě r k r u h u = g s i « 2 , a střed leží n a ose Ox,x = g cos'2 . S m ě r n ý 
A A 

kužel p l o c h y l oukot í p r o c = a o b s a h u j e t e d y h y p p o p é d u . 

"Ohiům a = 4 ^ 9 0 ° o d p o v í d a j í p l o c h y loukot í zv lášť j e d n o d u c h é h o 
v y j á d ř e n í ana ly t i ckého 

x = c cos ty + g sin qp sin ty 
y = c sin ty —- g sin <p cos ty 
z = + (a — g cos qp); 

s m ě r n ý kužel z v r c h o l u V m á za p ů d o r y s n o u s topu čáru , j e j í ž po lárn í s o u -
řadnice r a a m a j í h o d n o t y 

« CTY C ( TT \ 
r = atg<p, a>=ty-y; <p = — = - (a> + y j . 

* * 
* 

V e zv láštn ím př ípadě a = c (<p = ty) o b d r ž í r o v n i c e p ro l oukoť tvar 

x = a (1 — cos a) cos qp + g (cos a cos2 qp + sin2 qp) 
y = (1 — cos a) (a — g cos qp) sin qp 
z = (a — g cos qp) sin a. 

O d t u d e l iminac i g v y c h á z e j í r o v n i c e l oukotě 

Í y , a 

-=*gySm<p, 
* s m a cos qp + * (sin2 qp + cos o cos2 qp) = a sin a. 

Torsálni p ř í m k y n a p loše l o u k o t í ( jež se p ro t ína j í s n e k o n e č n ě b l í zkou) , 
h o v í t e d y j e d n é z r o v n i c sin qp = 0 , cos g> = 0 . V I I . 
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Pro tp = 0 a <p = ar máme přímky torsálni 
y = 0 , +x sin a + z cos a = a sin a, 

• m 

dále p r o <p = + y 

y = + z tg Y , z = a sin a, 

t . j . 

y = +2 a sin2 , z = a sin a, 
A 

torsálni p ř í m k y na r o v i n ě k r u h u (C). 
E l i m i n a c í qp z r o v n i c (20) v y c h á z í j a k o ž t o rovnice plochy loukoti 

{a = c) 

(21) * 2 — y* cotg2 y ) = (y2 cotg y + ^ « — 

která j e t e d y 4. s tupně . 
V á l e c s m ě r u 0 x 

y2 cotg + z2 cotg a — az = 0 
A 

či 

y2 co/g y + coiS a ( Z ~ Y i g a ) 2 = ~T t g * 

s tanov í n a 0 y z k u ž e l o s e č k u , která j e d v o j n o u č a r o u p l o c h y ; m i m o t o jest 

osa O x j e j í d v o j n o u p ř í m k o u . T ý ž vá l e c v y t íná n a r o v i n á c h y = + z tg 

d v ě p ř í m k y , p o d é l n i c h ž se p l o c h a t ě ch to r o v i n d o t ý k á ; j s o u t o v ý š e u v e d e n é 
torsá lni p ř í m k y n a r o v i n ě ř ídíc ího k r u h u (C). R o v i n a O xy seče p l o c h u 
ved le d v o j n é p ř í m k y j e š t ě v p ř í m k á c h i so t ropních y + i x = 0 . 

N a p loše l o u k o t í z n á m e t a k kruh , d v o j n o u kuže losečku a d v o j n o u 
p ř í m k u , k t e r ý m i ž t o e l e m e n t y j e s t g e o m e t r i c k y u r č e n a . 

P l o c h y d r u h é h o s tupně p r o c h á z e j í c í d v o j n o u p ř í m k o u a d v o j n o u 
k u ž e l o s e č k o u p l o c h y l o u k o t í p r o t í n a j í p l o c h u t u t o v Čáře 2. s tupně , j e ž 
se r o z p a d á v p ř í m k y . R o v n i c e t ě c h t o p l o c h m á t v a r 

( 2 2 ) A (y2 cotg y + z2 cotg a — azj + x (m y + n z) = 0 , 

k d e X, m, n j s o u l i b o v o l n é k o n s t a n t y . P r o A = 0 se p l o c h a r e d u k u j e n a 
r o v i n u obsahu j í c í d v o j n o u p ř í m k u O x a n a b o k o r y s n u , p r o o s ta tn í m ů -
ž e m e p ř e d p o k l á d a t i A = 1. Průseč p l o c h (21) a (22) p a k h o v í r o v n i c i 

(my + n z)2 = z2 — y2 cotg2 ~ , 
• A 

v y n e c h á m e - l i n e z a j í m a v ý f a k t o r x2; r o v n i c e t a t o o d p o v í d á d v ě m a 
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r o v i n á m s v a z k u O x, t a k ž e naše p l o c h y s t a n o v í n a p loše l o u k o t i s o u s t a v u 
d v o u p H m e k . A v š a k t a k é r o v i n y s v a z k u 0 x p r o t í n a j í p l o c h u p o u z e v p ř í m -
k á c h , j a k t o u k a z u j e subst i tuce z = ky, j e ž v e d e k r o v n i c i 

+ x^k2 — cotg3 Y = y (co/g + k* cotg a) — ka. 

Z n a m e n e j m e d á l e 

0 = y 2 cotg + z2 co/g a — «2, 

t a k ž e 

y2cotg2 — = cotg h azcotg-%- , 
" * O • 9 a " 

2 sin2 — 
Z 

a r o v n i c e (21) b u d e 

r.nta 
a 

FL>8 + X2 CO/g -jT- *2f ^ —azcotg-lf] = 0 , 

z č e h o ž řešením v y c h á z í 

• y ± x ] J t  x 2 c o í g 2í + T^T^T - 2 f j • 

Z v o l í m e - l i 

* = eV2 a sin e = +_ 1, 
A 

s tane se v ý r a z p o d o d m o c n í t k e m ú p l n ý m č t v e r c e m , a v y j d e 

a a 
z — a cos — sin — 

1 a , tt , * 2 2 
O = — x2 cotg — + —= 

2 5 2 — V 2 a 
sin — 

t . j . 2 

y2cotg y + z2cotga — az = —a2sin y cos _+ « ( a z — a 2 sin y cos . 

P r o p ř í p a d ±_ e = 1 a — 1 z n í ta to r o v n i c e 

y2 cotg + z2 cotg a — 2 a z + a2 sin a = 0, 

resp . 

y 2 cotg ^r + z2 cotg a = 0, 
t e d y : Á 

„ R o v i n y k o l m é n a d v o j n o u p ř í m k u v b o d e c h x = + V2 a sťn-^-
ů 

p r o t í n a j í p l o c h u l o u k o t í ( « = c) v kuže losečce a d v o j i c i p ř í m e k , r o v n o -
b ě ž n ý c h s a s y m p t o t a m a d v o j n é k u ž e l o s e č k y . " 
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Průmět loukotě do roviny O x t má rovnici 
(23) x sin acosq) — m (1 — cos a) cos* <p + z — a sin a = 0, 

v níž přichází cos <p ve druhém stupni; obalová čára má rovnici anulujicí 
diskriminant, t. j. 

x* sin2 a + 4 (1 — cos a) z (z — a sin a) = 0 , 
čil i 

(23a) x2 cos2 y + 2 ( 2 — y s w a ) 2 = y a 2 sin2 a. 

„ N á r y s n ý o b r y s p l o c h y l o u k o t í (a = c) j e s t ell ipsa m a j í c í v r c h o l y 

O, V ; druhá p o l o u o s a j e s t V2a sin-£- ." 
A 

A b y c h o m urči l i p ů d o r y s d o t y k o v é č á r y p l o c h y l o u k o t í s o p s a n ý m 
vá l cem s m ě r u 0 y, u v a ž m e , že p ř í m k a (23) d o t ý k á se s v o j í o b á l k y v b o d ě , 
j e n ž h o v í r o v n i c i 

Í23b) x = 2 z tg y cos <p, 

a p ř i p o j íme- l i z r o v n i c e l o u k o t ě 

y = z tg y sin <p, 

s h l e d á v á m e 

*2 4 y2 = 4 Z2 tg2 -jj- , 
A 

c o ž j es t r o v n i c e kužele 2. s tupně , k t e r ý m se d o t y k o v á č á r a ze s t ř edu 
O p r o m í t á . 

N a l e z n e m e p a k z (23) a (23b) p r o d o t y k o v ý b o d 

a sin a 
z — 

1 + (1 — cos a) cos2 <p ' 

t a k ž e p ů d o r y s č á r y d o t y k o v é j e r a c i o n á l n í k ř ivka 4. s t u p n ě : 

. 2 a costp 
x = 4 a sin2 

y = 2 a sin2 

2 1 + (1 — cos «) cos2 <p ' 

a sin <p 
2 1 + (1 — cos a) cos2 <p ' 

4 * 2 y2 + (2 — cos a) ** = 16 a 4 sin4 . 

P r o o b r y s p ů d o r y s n ý n e n í v ý s l e d e k t a k j e d n o d u c h ý ; p o z n a m e n á m e 
t o l i k o , že d o t y k o v ý b o d o b r y s u s p r ů m ě t e m l o u k o t ě leží n a p ř í m c e 

x cos 2 <p + y sin 2 q> = a cos tp, 

č í m ž jest k o n s t r u k t i v n ě určen . 
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V případě a = jest obrys plochy v půdorysu základní kruh 
A 

+ y* = a%• 
Dvě loukotě (9) a (^j) se protínají pouze za podmínky bud 1) sin 9 = 

= sin aneb 2) cos 9 = cos <pv 

A sice na lezneme , že rovina přímek (9) a (n — 9 ) obsahuje přímku 
dvojnou; dá l e j s o u p ř í m k y (9) a ( — 9 ) na spo lečné rov ině 

(23) x sin a cos 9 + z (sin2 9 + cos a cos2 9 ) = a sin a. 

V e š k e r y t y t o r o v i n y pro t ína j í p l o c h u l oukot í v kuže losečkách . D v ě 
z n ich j s o u k o l m ý na 0 x, a sice j s o u t o r o v i n y výše u v a ž o v a n é 

x = + a V2 sin . z 

R o v i n y (23) o b a l u j í vá lec e l l ipt ický, j e h o ž zák ladna jest o b r y s o v á 
čára p l o c h y . 

D a n ý m b o d e m M p l o c h y loukot í v e d m e o b ě t e čné r o v i n y opsaného 
válce e l l ipt ického směru Oy; t y sekou každá p l o chu v e d v o u p ř í m k á c h 
a v kuželosečce , a musí p r o j ednu t u t o rov inu b o d M ležeti na j edné 
z oboti p ř ímek , k d e ž t o u druhé r o v i n y leží b o d M n a kuže l o se č ce ; k a ž d ý m 
b o d e m p l o c h y procház í j e d n a p ř í m k a a j edna kuželosečka, ležící v rov ině 
k o l m é n a nárysnu. 

V o b r . 3. v y c h á z í m e z d a n ý c h b o d ů 0, A ( tedy p e v n é h o k r u h u 
kotálnice ) a úhlu a. P ř í m k y a", a'\ p rocháze j í c í b o d y A, Av p r ů s e č n ý m i 
kruhu zák ladního \m) s o s o u 0 x, a nak loněné k té to p o d úh lem a j s o u 
n á r y s y torsálních př ímek a, av které m a j í r ovn i ce 

+ - + — z r - = 1 . 
a a tg a 

p ů d o r y s y j s o u v ose 0 x. N a a" nanáš íme o d A d é l k u a, a p r o m í t á m e 
k o n c o v ý b o d do 0 xa d o 0 z, č ímž určen p o l o m ě r kruhu řídícího k (po loměr — 
= a — a cos a), a nárysná s topa j e h o r o v i n y , současně nárys k r u h u k"; 
j e j í průsek s 0 z j e n á r y s V" s tředu k r u h u k. S p ř í m k o u k" sp lývá n á r y s 
b" o b o u př ímek torsálních b, \ r o v n o b ě ž n ý c h s 0 x, j i chž p ů d o r y s y b', b^ 
j s o u t e č n y k r u h u k'. 

Je-l i d á n b o d m n a p e v n é m k r u h u (XO m = 9 ) , pro t íná t e čna j e h o 
m L o su 0 x v e s topě l o u k o t ě L, p o l o m ě r 0 m s tanov í na k' b o d C ' , k t e r ý 
j e p r ů m ě t středu C va leného k r u h u , nárys C" leží n a k". Př ímka C L j e 
l o u k o ť p, j e j í p r ů m ě t y p', p" j s o u t e d y LC', LC". 

R o v i n a 2 v e d e n á p ř í m k o u p k o l m o n a nárysnu prot íná p l o c h u 
l o u k o t í v kuže losečce a v e d v o u p ř í m k á c h , z n i chž j e d n a jest p, druhá 
s n í s ouměrná v ů č i nárysně . T y t o p ř í m k y prot ínaj í kruh k, t e d y průseky 
k r u h u t o h o t o s r o v i n o u S neleží n a průsečné kuželosečce . 
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Rovina kolmá na nárysnu vedená přímkou torsálni a či ^ dotýká se 
plochy loukotí podél celé této přímky; roviny tečné podél přímek torsálnich 
b a bj procházejí osou O x. 

Rovina 3 protíná přímky a, a^ v bodech SI, na hledané kuželosečce 

náleže j í r o v n ě ž h l e d a n é m u řezu, a j e h o t e č n y v n i c h p r o c h á z e j í b o d e m L. 
T a k m á m e p r o p ů d o r y s našeho řezu další pár b o d ů , 9 3 9 3 ' i s t e č n a m i L 93', 
L 93 V P r o p ů d o r y s kuže l osečky z n á m e t e d y č ty ř i t e č n y s b o d y d o t y k o v ý m i , 
č í m ž j e j í k o n s t r u k c e r e d u k o v á n a n a o t á z k u p l a n i m e t r i c k o u . 

P r o o b a l o v o u el l ipsu v n á r y s u z n á m e v r c h o l y 0, V", a d v ě t e č n y 
a " , a " v p r o n ě ž n e n í n e s n a d n o sestroj iti b o d y d o t y k o v é . 

9 . 

P o k u d se t ý č e k o n s t r u k c e r o v i n y t e č n é p l o c h y l ouko t í , p o d á v a j í 
d o s a v a d n í v ý s l e d k y m e t h o d y d v ě , j e d n a s p o č í v á v b ě ž n é m e t h o d ě t e č n ý c h 
h y p e r b o l o i d ů p l o c h y sborcené , d ruhá v zna los t i kuže loseček p l o c h y . T ř e t í 
k o n s t r u k c i n á m p o d á k o n s t r u k c e t e č n y č á r y g = k o n s t . , k terá j e s fér i cká 
kotá ln i ce . 
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Rovnice kotálnice g = konst. se mohou psáti 
x — g = (1 — cos a) (a — g cos q>) cos qp, 

(24) y = (1 — cos a) (a — g cos q>) sin <p, 
z = (« — g cos tp) sin a, 

takže v p o l á r n í c h souřadn i c í ch p r o p ó l G (x = g, y = 0 ) a o s u O x m á 
p ů d o r y s k o t á l n i c e g = k o n s t . r o v n i c i 

(24*) r = (1 — cos a) (a — g cos <p), r = ± V ( * — g)2 + y 2 , 

př i č e m ž <p j es t p o l á r n í ú h e l ; v ý š k a b o d u na p loše j e s t p a k 

z = r cotg — . 

Z n a m e n á m e - l i n a o k a m ž i k 

a' = a (1 — cos a), g ' = g (1 — cos a), 

píše se p o l á r n í r o v n i c e přeh ledně j i 

(24b) r = a' — g' cos 

a j e z ř e j m o , že -půdorys prodloužené ti zkrácené sférické kotálnice (c = a) 
jest Pascalova závitnice, j a k o ž t o k o n c h o i d a k r u h u 

rx= —g' cos tp 

s p r o d l u ž o v a c í k o n s t a n t o u a' (r = rx + a'), a k t e r o u m o ž n o též b r á t i j a k o 
c isso idu k r u h ů r = a' a r = g' cos <p. 

M i m o to m á m e dle (24) a (24a) 

x — g + i y = r eif - (a' — g ' cos <p) e{ v, 

a' 1 
t . j . — j e ž t o g — = — g (1 + cos «) — 

(25) * 4 - i y — y g (1 4- cos a) = ( « ' — y g ' e««•) é* , 

d le č e h o ž j e s t p ů d o r y s m o d i f i k o v a n á (prod loužená či zkrácená ) kotá ln i ce 
1 a 

kard io idn í , k terá v z n i k n e k o t á l e n í m k r u h u p o l o m ě r u * ) a' — a sin2— 
A A 

p o k r u h u s te jně v e l k é m , j e h o ž střed leží na Ox u vzdá lenost i x — 

= 4 " g (1 4 - cos a), p ř i č e m ž dé lka r a m e n e o b n á š í 4 ~ g ' = g s i n . 
A ¿ A 

Z r o v n i c e (25) 

x 4- iy = aV*>— - L g V * + i - g (1 4- cos a) 

*) Kruh pevný a hybný maji tedy poloviční rozměry kruhu ft .ia ploše loukoti. 
Kruh pevný je soustředný s kruhem Pascalovy závitnice rt = — g ' cos 9 (pól G). 
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pijme derivováním 

dtp dtp 

tedy 
d x 

= — a' sin tp + g ' sin 2 tp, 
dtp 
d y 
dtp 

= a' cos tp — g ' cos 2 tp, 

dz , . a 
= g smtp cotg , 

dtp a ^ * 2 

a r o v n i c e t e č n y k o t á l n i c e g = k o n s t . b u d o u 

(26) - Y ~ y -
— a' sin q> + g' sin 2 a> a' cos tp — g ' cos 2 tp . . , a ' 

r ^ g sin tp cotg Y 

p r o p ů d o r y s n o u s t o p u t e č n y X0, Y0 o b d r ž í m e o d t u d , j e ž t o p lat í 

z r 

, • t a g' sin tp ' 
g sin tp cotg Y 

x — g = r cos tp, y — r sin tp, 
patrně 

v / —a' sin tp + g ' sin2 tp \ 
•Xq — g = r I cos tp — ) 

V ^ g sin tp J 
V - m a' costp—g' cos 2 tp\ 
Y0 = r I sin tp —: l , 

u \ ^ g smtp J 

c o ž se z j e d n o d u š í n a 

(261) X0 = g H — sin tp, Y0 = — cos tp,r = a' — g ' cos tp. 
x ' g smtp g smtp x 

V po lárn í ch souřadn i c í ch s p ó l e m G (x = g, y = 0 ) a o s o u G x m á t e d y 
s topa t e č n y k o t á l n i c e g = k o n s t . p r ů v o d i č 

(26*) R= V-ťcostp)* 
v ' g sin tp g sin tp 

a úhe l 

(263) 
Pos ledn í r o v n i c e v y j a d ř u j e , že stopa tečny kotálnice g = k o n s t . leží 

na rovnoběžce GT s přímkou Lm (J_ O m). 
B u d i ž (obr . 4.) G ± G = g ' p r ů m ě r k r u h u , j e h o ž p o l á r n í r o v n i c i j s m e 

v ý š e uvažova l i , r = — g' cos tp; b o d P' n a p r ů m ě t u k o t á l n i c e př ís lušný 
k úhlu tp ses tro j íme t ím , že v e d e m e t ě t i v u k r u h u Q G s m ě r u tp, n a niž p a k 
nanáš íme stálou dé lku Q P' = a'. 

V I I . 
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Subnormála kruhu je GN na kolmici GN _[_G P', a bod N leží na 
kruhu. Je pak subnormála konchoidy rovna subnormále kruhu, takže hod 
N leží na normále průmětu kotálnice (P'); t. j.: P'N je normála a P' T' 
tečna ť průmětu kotálnice; průsečný bod T' přímky GN s přímkou ť je 
půdorysná stopa tečny t kotálnice g = konst. 

Obr. 4 

Obrazec ver i f iku je vz tah (262), j e ž t o 

N G — g' sin <p, r — GP', < NP'T' = 90« 

Jakmi le ř ídící kruh k p l o c h y l o u k o t í j e m a l ý c h rozměrů , b u d e za 
n o r m á l n í c h h o d n o t g také g' ve lmi m a l é , a m e t h o d y t y t o p o d á v a j í p r o p o l o h u 
t e č n y v ý s l e d k y nespolehl ivé pro n e p a t r n ý rozsah o b r a z c e ; a v š a k p r o s t o p u 
t e č n y j s o u m e t h o d y dostatečně přesné P ř í m k a L T j e s t o p o u t e čné r o v i n y 
p l o c h y l oukot í , k terá t a k t o určena v e l m i j e d n o d u š e . 

B o d L m á souřadnice xt = 
a 

j s o u XQ, Y0; p o n ě v a d ž 
cos <p 

, y , = 0 , k d e ž t o souřadnice b o d u T 

g — a gr 
cos qp g costp 

o b d r ž í m e 

X0 — x1=^r{r — bsec<p), Y0 — y1 = —^-rcotgq>, 
6 5 

a r o v n i c e s t o p y 5 1 t e čné r o v i n y zní 

X — a sec qp _ Y 
r — g sec qp —r cotg q> ' 

r = a — g cos qp. 
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Osek na ose 0 y má tedy hodnotu 
a r 

(r — g sec tp) sin q> ' 

směrn i ce p ř í m k y 5 1 j es t 
r cotg tp 

g sectp — r 

Tedy půdorysná stopa tečné roviny plochy loukoti v bodě (tp, g) jest 
určena bodem L (stopou loukotě) a svoji směrnici 

r cotg tp 
g sec tp — r 

, r — (1 — cos a) [a — g cos q>), 

při č e m ž v ý r a z y r, g sec tp — r a r cotg tp j s o u o b r a z c e m s n a d n o urč i t e lný . 
S topa r o v i n y t e č n é p l o c h y l o u k o t í m á r o v n i c i (5 1 ) , k t e r o u lze psá t i 

(X — a sec tp) (a — g cos tp) + Y (a — g cos tp — 1 í l ^ a ) tg 9 = 

t e d y (5 1 ) p r o c h á z í p r ů s e k e m p ř í m e k 
a r 

X cos tp + Y sin tp = 0, Y — cotg tp. 
& 

P r o g = 0 zní (E1) 
x cos tp + y sin tp = a, 

t . j . t e čná r o v i n a p l o c h y l o u k o t í v b o d e c h j e j í h o k r u h u k j e t e č n o u k r u h u 
z á k l a d n í h o , t akže j e t o po l oha r o v i n y h y b n é přís lušná k u v a ž o v a n é m u b o d u . 

S t o p a r o v i n y a s y m p t o t i c k é (g = oo) u p l o c h y l o u k o t í j e 

/xr \ , . . sec tp tg tp \ . 
(X — a sec tp) cos tp Y ^sm tp + ——c°sa i — 0» 

a o b s a h u j e průsek p ř í m e k 
_ - . , . . COS2 FFL 

X cos to -\-Y smtp = 0 Y = a' —.—— . 
sin tp 

R o v n i c i a s y m p t o t i c k é r o v i n y o b d r ž í m e , v y j á d ř í m e - l i , že o b s a h u j e 
l o u k o ť , t . j . p ř í m k u směru 

sin a 
cos tp, sm tp, — ; 

^ 1 —cos a 
v y j d e v e t v a r u 

x , -.r (i , sec2tptgq>\ „ cos a — sec2q> 
{Z oo) X—a sec tp + Y [tgtp + -—* 6 ) Z = — sectp =0. 
v ' ^ \ 0 ^ 1—cos a J sin a 

N á r y s n á s topa př i o z n a č e n í sectp — t m á r o v n i c i 

Z {P — t cos a) -t- (a t — X) sin a = 0; 

p o d m í n k a , a b y k u b i c k á r o v n i c e 

P + p t + q = 0 
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měla dvojný kořen, zni 
4 p + 27 q* = 0 ; 

v našem případě* 
. a sin a — Z cos a 

P= j 

X sin a 
q=- — Z 

takže r o v n i c e č á r y o b a l o v é n á r y s n ý c h s t o p a s y m p t o t i c k ý c h rov in b u d e 

(27) 4 (Z — a tg a)3 = 27 X* Z. 

T a t o k ř i v k a třet ího s tupně a t řet í t ř ídy j e n á r y s n o u s t o p o u r o z v i -
n u t e l n é p l o c h y , a s y m p t o t i c k é k u p loše l oukot í . 

10. 

V r a ť m e se j eš tě k e s t o p ě t e č n y sfér ické kotá ln ice , t. j . k r o v n i c í m 
(262) a (268), j e ž d á v a j í 

W > R = C ^ / s i « * ) ' 
v ' gcos & 

* 

o d t u d p r o X0 — g = Y0 = ij v y c h á z í 

ť * (í2 i " n2) = («' R + ť v)2, t . j . 

(28) [(g' i - a'2) (í2 + V2) - ť2 n*\2 = 4 <*'2 g'2 v2 (f2 + v2), 

j a k o ž t o r o v n i c e g e o m e t r i c k é h o mís ta s t o p tečen , t . j . r o v n i c e s t o p y p l o c h y 
t e č e n kotá ln i ce s fér ické g = kons t . (a = c), v souřadnic í ch s p o č á t k e m G. 

K ř i v k a m á č t y ř n á s o b n ý b o d G (£ = 0 = 17), d v o j n ý b o d 

. a'2 a2 (1—cos a) 
e = T = i • " = 0 -

d v o j n é b o d y v k r u h o v ý c h b o d e c h ú b ě ž n ý c h , a v ú b ě ž n é m b o d ě o s y O y ; 
c o ž d á v á p r á v ě to l ik d v o j n ý c h b o d ů , j a k o m á rac ioná ln í čára s tupně 6 : 

= 6 + 1 + 2 + 1. 

B o d G j e s t o b y č e j n é ohn i sko č á r y (28). 
Př i o z n a č e n í 

ř.'® = u 

zn í v ý r a z p r o p r ů v o d i č 

(u2—1+2 i—«y 
R = - e ' l i—L 

S 2 M (u2 + 1) 
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a redukuje se na lomenou funkci stupni 3. v případě g = ± a; v tom 
případě čitatel zní 

{u±if 

a jeden činitel u + i odštěpí se zároveň ve jmenovateli; 

p - ( « ± « ) 8 

~ g 2 «(« + »') * 

Výrazy pro souřadnice 

D «" + 1 D ««—1 
* = R—s-r—. y = R 

2 u ' J 2iu 

j s o u p a k v o b e c n é m p ř í p a d ě r a c i o n á l n í f u n k c e s t u p n ě š e s t é h o , a j e n v p ř í -
p a d e c h g — ±_ a k l e s n o u n a s t u p e ň p á t ý . 

Je - l i g'2 = a'2 j e s t r o v n i c e (28) s k u t e č n ě s p l n ě n a h o d n o t o u | = 0 
i d e n t i c k y , t a k ž e se o d š t ě p í č in i t e l { a z b ý v á r o v n i c e s t u p n ě 5. 

K r u h y m a j í c í s p o l e č n ý s t řed v b o d ě G p r o t í n a j í č á r u (28) v e s k u p i n á c h 
p o o s m i p r v c í c h (čára m á d v o j n é b o d y v k r u h o v ý c h b o d e c h ú b ě ž n ý c h ) , 
k t e r é se r o z p a d a j í v e d v ě ř a d y s t u p n ě 4, l ež í c í n a d v o u p a r a b o l á c h ( d v a 
p r ů s e k y v k a ž d é s k u p i n ě j s o u p o m y s l n é ) 

k2 

V g 
p ř i č e m ž k j e p o l o m ě r k r u h u v y t í n a j í c í h o . 

R o v n i c e t ě c h t o p a r a b o l se přep í š í n a 

z č e h o ž z ř e j m o , že m a j í s p o l e č n o u t e č n u v r c h o l o v o u a s m ě r o s y ; j e j i c h 
o h n i s k a p r o b í h a j í p a r a b o l u 

_ 4 a'2 

VO2 = ~> i0' 

p o l o m ě r k k r u h u s o u v i s í s p o l o h o u o h n i s k a v z t a h e m 

R o v n i c i (264) p i š m e 

r2 

j e ž t o 

m a m e 

R = „> a > r = a ' + s' s i n & > 
g cos fS 

d r > ™ = g cos & , 

dR a , r2 sin © _ , , _ 

75- = 2' + 7 ^ = 2' + 
Rosprtvy : Rot. XXVI. TT. II. C. 7. 
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V obr . 4. jest = 8, GT =R, T'H II GP', HK\\GT't 
tedy KP' = r + R tg 8 , j e ž t o GK = T H - — R tg 8 (v obrazc i j e 8 zá-
porné) ; přeneseme-l i délku K P' na d r u h o u stranu b o d u P ' do P' J, b u d e 

GJ = 2r + Rtg8 
délka subnormály po lárn í a přímka JT' je normála stopy rozvinutelné 
plochy tečen sférické kotálnice (a = c, g = konst . ) , t . j . stojí k o l m o na stopě 
oskulační r o v i n y této k ř i v k y . 

Polární rovnice čáry (pól G) 

R _ (a' + g'sin&)2 

g' cos 8 

ukazuje , že g'£ = (a' + g'sin 0 , a že v př ípadě | g' 1 > a' existují dva 
paprsky svazku G, určené úhly 8 z r o v n i c e 

a' -\-g'sin& = 0 , {8 =»L,»2), 

j i chž směrem se čára řídí v o k o l í b o d u G. Blíží-li se b o d p o Čáře b o d u G, 
blíží se 8 úhlu a přejde- l i 8 tuto mez , vzdaluje se b o d o d p o l o h y G, aniž 
při t o m průvod i č R mění znamení , t . j . čára m á v G úvrat, s t e č n o u 
P o d o b n ě jest t e č n o u druhého úvratu v b o d ě G, takže tento č tvernásobný 
b o d vzniká sp lynut ím d v o u b o d ů úvratních . 

V parametru 

se rovnice přepise na 

R = 

V oko l í h o d n o t y jest t b l ízké — m, £ + m = r j e malé , ve l i č iny 
m, n j s ou vespolek a o d 0 i + 1 různý , takže obdrž íme r o z v o j e tvaru 

£ =yt2 + y'r3 + . . . , i? = * r 2 + d'x* + . . . , I y . * | > 0 , 

a o d t u d el iminací e j 

1í= c1£ + c2£Vi+c3P + c i ť Y I + . . . , 

takže kř ivka se rozkládá (podle t oho j a k é m á znamení V | ) p o o p a č n ý c h 
stranách te čny & t ; p o d o b n ě se to m á v oko l í b o d u G vůč i tečně příslušné 
ke kořeni t = — n. 

V případě kř ivky stupně 5. t . j . k d y g = ± a — o m e z m e se na vr chn í 
znamení — zní v ý r a z pro R 

_ a'2 (t + 1)* r 
a p o substituci / + 1 = x o b d r ž í tvar 

R = 
a'» ta 
g' 4 — 6 t + 4 í 2 — r 3 

VII. 



51 

a současně miz í p r o v = 0 funkce cos 9, takže v y j d o u r o z v o j e t v a r u 

kde 
a'2 

El iminace r p o d á r o z v o j 

A 
(*) í 8 ij8 + ... , 
z čehož soud íme , že kř ivka procháze j í c b o d e m G d o t ý k á se k o l m i c e 
x = g = a, n e j e v í c s v ý m z e v n í m p r ů b ě h e m ž á d n é n á p a d n é s ingu lar i ty ; 
b o d G = A j e b o d t r o j n á s o b n ý , v n ě m ž s p l ý v á reálná v ě t e v se d v ě m a 
p o m y s l n ý m a , v ř e c h n y tři se vespo l ek d o t ý k a j í . P r o p o l o m ě r kř ivos t i 
na lezneme 

dri2 

takže t ý ž j e v o k o l í b o d u G n e k o n e č n ě m a l ý . 
Nás l edkem o d š t ě p e n í se p ř í m k y f = 0 v p ř í p a d ě g = a z t rác í k ř i v k a 

stupně 5. d v o j n ý b o d n a této p ř ímce v n e k o n e č n u , takže m á t a t o kř ivka 
t r o j n á s o b n ý b o d A, d v o j n ý b o d i = a' n a 0 x a d v o j n é b o d y v ú b ě ž n ý c h 
b o d e c h k r u h o v ý c h , c o ž representu je c e l k e m 3 + 1 + 2 = 6 o b y č e j n ý c h 
b o d ů d v o j n ý c h , j a k t o u rac ioná ln í č á r y s tupně 5. m u s í b ý t i . — 

V př ípadě | g | ^ a m á kř ivka v b o d ě G d v a ú v r a t y s p o m y s l n ý m i 
t e čnami , takže p r o reálné b o d y p r ů v o d i č R n e m i z í . 

U v a ž u j m e n y n í kuže l osečku s o h n i s k e m G 

a 
t = * 

1 + e cos <p 

po lárn í s topa n o r m á l y m á souřadnice 

_ JI á r _ a E sin q> 

čára v y t v o ř e n á s topami n o r m á l m á r o v n i c i 

a e cos o 
~~ (1 + ff sin co)2 ' 

Rr0 = — a2 

a (1 + s sin o»)2 

a cos ai ' 

4» 
V I I . 

= i r 
1 _2 
V1 9 -.3 „ 8 _J_ 

r o 

inversi 

p ře jde ta to čára v kř ivku 

R 
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která p r o • = X se o d naši k ř i v k y (28) liší j e n o z n a č e n í m konstant (a, g 

místo ť)> 
„ S t o p a rozv inute lné p l o c h y tečen sférické kotá ln ice a = c přechází 

k r u h o v o u invers í v čáru 4. stupně, která je mís tem po lárních s t op n o r m á l 
urč i té kuže losečky , m a j í c í ohn isko v p ó l u a středu inverse G. 

V ý s t ř e d n o s t kuže losečky t = paramétr = a', inverse Rr0 = — a'\ 

Z po lárn í r ovn i ce 
R __ [a' + g' sin O)2 

g' cos © 

v y c h á z í bezprostředně po l oha a s y m p t o t : 

« . » - 0 . { = K cos S = V + 

t e d y a s y m p t o t y j s o u 
la' + z')2 a'2 

5 6 
íT 

V př ípadě g = a o d p a d á řešení S — , a z b ý v á j e n j edna 

a s y m p t o t a 
1 = 4 a'. 

P r o p o l o m ě r křivosti Q s t o p y rozv inute lné p l o c h y tečen n á m o b e c n ý 
vzorec 

_ (R2 + R'4 Jr =£E_ R" -- d*R 

9 ~ R2 + 2 R'2 — RR" ' d&' d®2 

p o d á 
3 

{R2 + R'2)2 

( 3 ° ) 6 r ( i g ' - r ) ' 

a lze je j konstrukt ivně využit i , a n y dé lky 

(i?2 + i?'2)2, R' — r 

se v obrazc i v y s k y t u j í . 

11. 

Souřadnice půdorysné s t opy loukotě v o k a m ž i k u p o h y b u příslušném 
k parametrům tp, ý obdrž íme z rovn i c (2) pro a — g cos(p = 0 ; zněj í 

x = c cos ý + a tg <p sin ý 
' ' y = csinif) — a tg y cos f , a<p=cý; 

t y t o b o d y v y t v o ř u j í čáru s top l oukot í , která m á z a j í m a v é v lastnost i a v y -
s k y t u j e se t a k é v j i n ý c h prob lémech geometr ie . 

V i l . 
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Máme patrně 
x + i y = (c — i a tg <p) ¿v , 

x — i y = (c i atgip) e-*v; 

pro kruhové směry jest jeden z těchto výrazů 0, druhý ao ; to nenastane pro 
konečné ¿v od nully různé. 

P r o 0 m á m e v z h l e d e m k p o d m í n c e g> = — ty 

— itgycv — 1, 

t e d y p r o a ^ c o b ě z á v o r k y o d n u l l y r ů z n é a k o n e č n é , 
č á r a t e d y o b s a h u j e k r u h o v é b o d y úběžné . 1 ) 
D i f f e r e n c o v á n í m v y c h á z í 

d (x + i y) = (c — i a tg (p) i eixr d ty — i a scc2 <p év d<p 

t . j . 

(32) dx + i dy = (a — i ctg (p) tg <p elv d ty . 

O d t u d o b d r ž í m e d i f í e r e n c i á l o b l o u k u 

(32i) ds = — V a2 + c2 tg2 <p . tg (p d <p . 

0 

Píše- l i se v e t v a r u 

a v i r s i s t t t t í — d cos <p ds = V c2 — (c2 — a2) cos2 (p 
c " ' ' cos2 tp ' 

v n u c u j e se s u b s t i t u c e — o v š e m j e n v p ř í p a d ě c > a — 

(322) V c2 — a2 cos <p = c cos & , 

t a k ž e v y j d e 

j a r sin2 ® J ** 
ds — — V c2 — a 2 5 -— d 0 

c cos2 © 

a o b l o u k n a čáře s t o p l o u k o t í t e d y se v y j á d ř í v z o r c e m 2 ) 

(323) s = — V c2 — a2 (<tg ® — &) 
0 

= — V a2 + c2 tg2 <p — — v ^ ^ i 
C C V C ' A 

!) V př ípadě c = 2 a m á čára t a t o jednoduché v y j á d ř e n í 

cos® ip sins i/> 
x = 2 a , y = —2 a 

cos 2 ip cos2 ty 

•) V př ípadě a > c k l a d e m e V a a — c2 cos tp = c a», načež se oblouk v y j á d ř i 

v z o r c e m 

= — Va* — c* log tg + . 
c L s i « » \ 4 2 / J 
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Úhel, jejž tečna této čáry svírá s osou O x, má hodnotu 

(33) r = i> — arctg tgg>) = — a r c t g t g . 

Patrně 
d r a ac 
dtp c (a2 — c2) cos* tp + c2 c csin2® 

t. j . 

(33 ' ) d v — — cotg2 ® d tp . 
O 

A v š a k 
j • sin a> , c2 — a2 sin 0 sin w , 
as = a sin 0 =— a tp = a 5 0 ^ a q>, 

cos2tp * c2 cos2® v 

t e d y p o l o m ě r křivost i naší č á r y b u d e 

_ ds c2 —• a2 siny 
R = -j— = tg3 ® , 

dx c cos® 0 

a n e b k o n e č n ě 

(34) ' R = -VŠ=rčtgytg>® = + tgy, 

j e l i k o ž 

g Yc2—a2 

d r u h ý t v a r v ý r a z u R j e nezáv is lý n a p o d m í n c e c > a. 
Čára m á ú v r a t n í k y (R = 0 ) v b o d e c h tp = 0 , + n, + 2 a r , . . . j ež j s o u 

z á r o v e ň ú v r a t n í k y e p i c y k l o i d y (a = n, g = a), a j i chž souřadnice j s o u 

a v it 
x = c cosf, y = c sin ip; ý = , (v = 0, + 1, + 2 , . . . ) 

c 

P r o tgtp = 0 0 j e b o d čáry v nekonečnu , a t e d y čára n e m á b o d ů 
o b r a t n ý c h (R = oc). 

P o l o m ě r kř ivost i m i m o o k o l í ú v r a t n í k ů m á b r z y značné h o d n o t y , 
takže kř ivka a ž na sousedstv í t ě chto b o d ů m í v á p r ů b ě h takměř p ř í m o č a r ý . 

P o n ě v a d ž 

x + iy = (c — i a tgtp) — sec tp + é^e—v) , 

m á m e 
x + i y = (x0 + i y0) sec tp, 

značí - l i (x0, y0) b o d K na ep icyklo idě , která j e p r ů m ě t e m hřbetn í čáry na 
p loše ko tá ln i c (g = a), a n e b (při a < c) na h y p o c y k l o i d ě , která j e s t o p o u 
o b a l o v é h o vá l ce k r u h ů T . T e n t o b o d leží se s t o p o u l o u k o t ě L na spo lečném 
p a p r s k u s v a z k u O. 

V i l . 



05 

Plan imetr i cký smys l v ý s l e d k u je t en , že p ř í m k a K M vedená z bodu 
o b y č e j n é e p i c y k l o i d y k o l m o na t e č n u k r u h u m L o b a l u j e e p i c y k l o i d u neb 
h y p o c y k l o i d u , a d o t y k o v ý b o d je j í K s p ř í m k o u K M leží n a p ř í m c e O L, 
č í m ž d á n o p o h o d l n é j e h o určení . 

Ko tá l íme - l i k r u h p o l o m ě r u p o t é m ž k r u h u p e v n é m (e), přísluší 
a 

po loze m opěrného b o d u o d v a l e n ý úhel m Cx Mx ( obr . 5) = 2 tp, l o u k o ť našeho 

p o h y b u (c, a) t . j . p ř í m k a C M svírá s mC úhel p o l o v i č n í <p a procház í b o d e m 
Mlt i jest k o l m á n a m Mv t . j . s t o p a l o u k o t ě * ) L j e b o d n a vrcho ln i c i 

o b y č e j n é h o p o h y b u ( c , • 

T o v y c h á z í os tatně p ř í m o z r o v n i c (6 *) p r o g = a, j e ž d á v a j í 

x + i y = ( c — 2iatg^c*v, 

w 
a n o z d e 2 a . y = c f . 

R o v n i c e t e č n y v b o d ě x, y zní 

(Y—y) =tgz(X — x), 

s h o d n o t a m i (31) a (33) . P o n ě v a d ž t u 

tg V 
ts*= 

1 + —tgytgty 

') Loukoť pohybu (c, a) splývá ss stranou opsaného kužele rotačního pro 

pohyb 

Vil . 
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obdrží rovnice tečny tvar 
(36) X (c tg tp cos ty—a sin ty) + Y[ctgtpsinty + a cos ty) = (c1— a") tgtp. 

T e č n a k čáře s t op l oukot í t e d y o b s a h u j e b o d p r ů s e č n ý př ímek 

c* _ a i 
^ x cos ty + y stn ty = — , 

x sin ty — y cos ty =0, 
z n i ch ž druhá j e př ímka O m , a p r v n í j e př ímka n a n i k o l m á , m a j í c í 
o d p o č á t k u 0 vzdá lenost 

d — c ; 
c 

t ento b o d T leží t e d y n a O w u vzdálenost i OT = d, která se měří ve směru 
O m j a k o k ladná , v o p a č n é m směru j a k o záporná . B o d T prob íhá t e d y 
k r u h (d) p o l o m ě r u d. 

Tečnu obdrž íme , spoj íme-l i průsek T k r u h u (d) a p ř í m k y O m s b o d e m 
L na čáře. 

J e z ře jmo , j a k obdrž íme a s y m p t o t y , k teré o d p o v í d a j í h o d n o t á m 
tgtp = oo ; j s o u patrně t e čnami k r u h u (d). 

Rovnice normály č á r y s top l oukot í zn í 

(36) X (a cos ty + c tgtp sin ty) + Y (a sin ty — c tgtp cos ty) = a c sec? tp; 

procház í patrně průsekem př ímek 

x sin ty — y cos ty =0, 
^ x cos ty + y sin ty = c sec2 tp. 

P r v n í z n ich j e př ímka O m, druhá j e po lára k r u h u 

x* + y2 = (c sec tp)2 

p r o b o d m (c cos ty, c sin ty). 
Souřadnice b o d u (N' ) zněj í 

c c 
IN') x = 5— cos ty , y = s— stn ty, 
v ' cos2 tp cos2 q> 

a po lární rovnice geometr i ckého místa b o d u N' p ro pó l O a osu 0 x zn í : 

c r = 
2 C * COS2 

a 

Inverse r r 0 = c2 p o d á 
c c 

rQ = c cos2 tp = -s- + -s- cos 2 tp, 

takže iversní čára (N) jest koncho ida růžice. V př ípadě a = 2 c, t.j.ty =2 tp 
o b d r ž í m e 

rn e" 
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t. j. bod N v tomto případě opisuje kardioidu se středem pevného kruhu 
c c 

x = -£> y = 0; poloměry kruhů pevného a hybného jsou — , rámě 
c 

čára stop loukoti v případě a = 2 c jest cissoida Diokletova, o k o l n o s t , 
k t e r o u m o ž n o d o k á z a t i e l ementárně p l a n i m e t r i c k o u cestou . 

B u d (obr . *)OA=c = ± , A B = 2c = a. Ohe l m' v t ro júhe ln íku 

O m' A j est j a k o o b v o d o v ý úhel př ís lušný k u s t ř e d o v é m u úhlu i> = 2 q> 
roven <p, a p o n ě v a d ž mm' — a, seče p ř í m k a m' A t e č n u m Lv b o d ě 
L, s t o p ě l oukotě . 

T r o j ú h e l n í k y p r a v o ú h l é Lmm' a A B n j s ou s h o d n ý , ma j í c e s t e j n o u 

Odeč teme- l i o d t ě c h t o dé lek s te jné d é l k y m' A, A S, o b d r ž í m e t e d y 
s te jné z b y t k y A L = S n, t . j . b o d L op i su je D i o k l e t o v u cissoidu. 

V p ř í p a d ě a > c, k d y čára h ř b e t n í j e r e á l n á , j e v í se čára s t o p l o u k o t í 
j a k o c ent rá ln í p r ů m ě t této s fér i cké š r o u b o v i c e ze s tředu ( 0 , 0 , V a 2 — c 2 ) . 

J a k b y l o v ý š e p o z n a m e n á n o (obr . 5. ) , s p l ý v a j í l oukotě { C L ) p o h y b u 
(c, a) s p o v r c h o v ý m i p ř í m k a m i (C Mt) r o t a č n í c h k u ž e l ů o p s a n ý c h o p l o c h u 

k o t á l n i c ^ c , , v n íž p o l o m ě r h y b n é h o k r u h u m á h o d n o t u p o l o v i č n í . 

T o t é ž p l a t í v p ř í p a d ě o b e c n é m , k d y k o t á l e n í se d ě j e p o j a k é k o l i 
kř ivce . 

T u d í ž 

„ l o u k o t ě p o h y b u (c, a) j s o u t e č n a m i p l o c h y k o t á l n i c ^c, , k t e r é p r o -

t í n a j í j e j í v r c h o l n i c i . " 
L o u k o t ě řadí se v r o t a č n í kuže le s v r c h o l y na té to p o s l e d n í čáře , 

k t e r á j e p r o k o n g r u e n c i l o u k o t í č a r o u o h n i s e k ( f oká lou ) . 
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U v a ž u j m e kř ivoznačnou Cáru (nikoli k r u h o v o u ) na ploše kotálnic 

( c > y » g = ; j a k o ž t o o r thogoná ln í tra jektor ie k r u h ů r této p l o c h y 

d o t ý k á se Čára ta j e d n é s trany opsaného kužele , t . j . t e čny kř ivoznačné 

č á r y na ploše ^ c , p r o t í n a j í j e j í vrcholnic i a j s o u tedy loukotěmi 

p o h y b u ( c , « ) . Nás ledovně 

„ rozv inute lné p l o c h y tvořené loukotěmi p o h y b u (c, a) j s ou j ednak 

ro tačn í kužele opsané o p l o c h u kotá ln ic o b y č e j n ý c h (^c, > a j ednak 

j sou to p l o c h y tvořené t e čnami kř ivoznačných čar na této p l o š e " . 
Foká ln í ú tvary kongruence l oukot í p o h y b u (c, a) j s o u j e d n a k čára 

s t op l oukot í a j e d n a k p locha ko tá ln i c o b y č e j n ý c h ^ c , . 

Mimo to existují ještě p l o c h y kuže lové tvořené loukotěmi příslušnými 
k úhlům « , p r o něž a cos a = c, t . j . p l o c h y kuželové, k terými se promíta j í 
sférické čáry š r o u b o v é ze s v ý c h středů. 

12. 

Vraťme se k r o v n i c í m pro b o d y na ploše kotálnic 

x = [c — (a — g cos tp) cos «] cos ip + g sin tp sin tf 
(2) y = [c — (a — g cos tp) cos a] sin ip — g sin tp cos ^ 

z — (« — g cos q>) sin a; a tp = c if>. 

Normála p l o c h y kotá ln ic v b o d ě x, y, z m á p a k rovn i ce 

X — p = Y — g = Z_ 
x — p y — q z ' 

k d e 
P — c cos tf>, q = c sin ij> 

j s o u souřadnice opěrného b o d u m. 
N a kř ivoznačné čáře jest p r o 

£ = a — g cos tp 

platna dif ferenciální r ovn i ce 

a d Í _ da 
c | sin a ' 

t . j . p lat í 
da a g sin cc sin tp a g sin a sin tp 

(a) —j— = = s • 
w dtp c a — g cos tp c g 

i 

R o v n i c e n o r m á l y p išme 

X + , Y = q + Z '> 

Vil. 
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v sousedním bodu na křivoznačce normála plochy „protíná" tuto přímku 
a platí tedy rovnice 

+ =0, + = 0; 
z z 

X — <b y — q 
n á s o b m e j e — , — a s e č t ě m e v ý s l e d k y ; v y j d e 

Z z 

( - sin ty + cos ty) C d ty + i- Z d = o 
a p o d o s a z e n í h o d n o t p a t r n ě 

,., 1 7 J g a cos2 a + g 2 sin2 y a g s i « qp 
(0) -7T Z d M . a — = —i-:—— d qp . 

2 ¿a st»2« f sw o 
J e p a k 

. É2 cos2 a + g2 sin2 qp . , da 
d fc2 • 2 — = — 2 co/g a . a S2 sin2 a ° sin2 a 

. n g2 sin2 cp r , g sin a> , . "1 
+ 2 p s i n / a [cotg qp d qp — dtp—cotgada\ . 

P o d o s a z e n í h o d n o t y ( « ) z a d a h r a n a t á z á v o r k a o b d r ž í t v a r 

c (a cos q> — g) + ag cos a sin2 w . 
f—= d qp, 

c £ sin qp x 

r o v n i c e (6) t e d y z n í 

„ í ag sin qp cos a g2 sin qp r . 1 
¿ s r n 2 « + c é » s t J « [ ^ ( ^ ^ q p - g ) + a g c o s « s m a q p ] | 

_ ag sin 9 
£ s m a ' 

či l i p o r e d u k c i 

a c i2 sin a 
Z = 

c g (acostp —g) - f a (g2 sin2 qp + i2) cos a 

a p o d o s a z e n í h o d n o t y z a £: 

Z -
a c sin a (a — g cos <p)2 

a (a2 + g2 — 2 ag cos <p) cos a — c g (g — a cos qp) ' 

j a k o ž t o v ý š k a h l a v n í h o s t ř e d u k ř i v o s t i p l o c h y k o t á l n i c . 
Z n a m e n e j m e 

Z 

t a k ž e m á m e r o v n i c e n o r m á l y v e t v a r u 

/ x X — p Y — q Z (» f = 7 ~ = v > 

* — p y — q z 
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a středu hlavní křivosti přísluší paramétr 
oč (a — g cos q>) (37) v = 

a ( a > + g 2 — 2 ag cos q>) cos a —cg (g—a cos g>) 

D r u h ý hlavní střed křivosti j e b o d tn, j e m u ž přísluší p o l o m ě r kř ivost i 
R0 = P m, t e d y 

Ro* = (* — P)2 + (y — qf + z* = <*a + g2 — 2agcos<p. 

A b y c h o m určili d r u h ý hlavní po loměr křivost i R p l o c h y kotálnic , 
přepíšeme rovnice ( « ) na tvar 

X — x Y — y Z —z 
~7~ = — = = V 1 , 

X p y — q z 
a b u d e 

R 2 = ( X — x)2 + (Y — y)2 + ( Z — zf =(v — 1)* R> 
t- j-

(38) R = ( l—v) R0, R0 = V a2 + g2— 2 ag cos <p. 

P r o b o d na hřbetní čáře m á m e a cos a = c, a tu rovn i ce (37) podá 
v = 1, t . j . 

„ n a hřbetní čáře p l o c h y kotálnic jest j eden h lavní po loměr křivosti 
r o v e n „ n u l l e . " 

Z (37) v y p o č t e m e 
+ g2 — 2 ag cos <p v — 1 = (c — a cos a) 

a (a2 + g2 — 2 ag cos <p) cos a — cg (g — a cos qp) 

Poměr ten b u d e nezávis lý na g> pouze pro p lochu kotálnic o b y č e j n ý c h 
(g = + a) a sice j e t u 

/on\ c i o c — a cos a 
(39) v - , 1 — v = 2 : 

2 a cos a — c c — 2 a cos a 
„ N a ploše kotálnic o b y č e j n ý c h (g = _+ a) jest v b o d e c h téže kotálnice 
p o m ě r hlavních křivost í s t á l ý " . 

N a b o d e c h ep i cyk lo idy a = j r j e s t 1 — b o d y t y j s o u zře jmě 
elliptické, a t e d y plat í r o v n i c e (38) i c o do znamení . 

V b o d e c h ell iptických jest 1 — v > 0, u hyperbo l i ckých jest 1 — v < 0. 
V případě a< c t edy pro elliptické b o d y jest 

2 a cos a < c ; 

b o d y el l ipt ické j sou o d h y p e r b o l i c k ý c h o d d ě l e n y čarami b o d ů parabo l i ckých 

c 
cos a = 

2a ' 

t . j . dvěma kotálnicema, po l oženýma souměrně vůč i zák ladní rov ině . 
V případě a > c mění 1 — v znamení m i m o na kotálnic ích b o d ů 

parabo l i ckých 2 a cos a =c ještě na čáře hřbetní a cos a = c; veškery t y t o 
č á r y dělí p lochu v oblast i b o d ů el l iptických a hyperbo l i ckých . — 
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Udělíme-li parametru v v rovnicích normály 
X=fi + v(x— p), Y = q + v{y — q), Z = vz, 

P = c cos ty, q = c sin ty, aq> = cty, 

h o d n o t u záv i s l ou p o u z e n a a, o b d r ž í m e př i p r o m ě n n ý c h <p, a j a k o ž t o souhrn 
b o d ů u r č i t o u p l o c h u ; j e j í p a r a m e t r i c k é v y j á d ř e n í 

X = [c — v cos a {a — g cos y)] cos ty -f- g v sin qp sin ty, 
(40) Y = [c — v cos a (a — g cos g>)] sin ty — g v siny cos ty, 

Z = (a — g cos tp) v sin a 

u k a z u j e s v ý m t v a r e m , že č á r y a = k o n s t . n a t é t o p loše j s o u s fér i cké ep i -
c y k l o i d y ; z á k l a d n í ve l i č iny j e j i c h r o v n i c c', a', g', a' j s o u s k u t e č n ě 

a' = a, g' =gv, 

a p r v n í d v ě se urč í z r o v n i c 
, , á a 

c — a cos a = c — a v cos a , —= — , 
c c 

j e ž d á v a j í 
,.„„. , c — a v vos a . c — avcosa (40a) a = a , c' = c 

c — a cos a c — a cos a 

a p o l o h a zák ladn í r o v i n y ( p e v n é h o k r u h u ) p r o t u t o ko tá ln i c i j e s t 

(400) Z = ac(v-l)sina 
x ' c — a cos a 

V ý j i m e č n ý jes t p ř í p a d c — a cos a, k t e r ý o d p o v í d á čáře h ř b e t n í n a 
p loše ko tá ln i c , a j e m u ž přís lušná čára (40) n e n í ko tá ln i c i , a n a t u p o d m í n k a 
ď & 
— — — se s o s t a t n í m i nesnáš í , p o k u d v ^ 1. M á m e t u 
c c 

c' — a' cos a = a (1 — v) cos a 
o d n u l l y r ů z n é ( j e d i n ý m o ž n ý ještě p ř e d p o k l a d cos a = 0 b y d a l c ' = 0) , 
t a k ž e p o d m í n k a k o t á l e n í a' q> — c' ty t u splnite lná nen í . 

Př i t é př í lež i tost i v n u c u j e se o t á z k a p o v ý z n a m u r o v n i c (2) v př ípadě , 
že b y j e d n a n e b o b ě ve l i č iny a, c b y l y z á p o r n é ; r o v n i c e 

x + i y = [c — (a — g costp) cos a — i g sin qp] e* v 

t u u k a z u j e , že 

1 ° . při c < 0, a < 0 r o v n i c i č á r y lze psát i 

x + i y = — lC0 — (a0 + S cos qp) cos « + i g sin qp] ¿v, 

k d e a0 = — a, c0 = — c j s o u k ladné , a p lat í p o d m í n k a a0 qp = c0 ty; t řet í 
s o u ř a d n i c e j e s t 

z = — (a0 + g cos qp) sin a , 

a t a k jest čára kotá ln i c i o k o n s t a n t á c h c0,aQ,—g,—o, o t o č e n o u o 180° 
k o l e m O z. 
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2°. Jel i c > O, a = — a 0 < O, po lož íme <p = — t p 0 , takže opě t 
a0 9>0 = c n a č e ž v ý r a z y 

* + » y = [c + («0 + g « » 9>o) cos * + ig sin qp0] év, 

z = — (a0 + g cos <p9) sin a | 
ukazuj í , že čára j e sférická kotálnice s kons tantami c, aQ,— g, a + x. 

3°. Při c = — c0 < 0 , a > 0 k lademe q> = — g>0, načež 

x + i y = — [c0 + (a — g cos <p0) cos a —ig sin qp0] ¿ 'v , 

z = (a — g cos <p0) sin a, a y>0 = c ý; 

čára j e kotá ln ice s kons tantami c0 , a, g, n — a, o točená o 180° k o l e m O z. 
Plocha středů kř ivost i (pl. centrální) naší p l o c h y kotálnic sestává 

z kružnice základní (c) a z p l o c h y , j e j í ž vy jádřen í podáva j í rovnice (40) 
s h o d n o t o u parametru v (37). 

V e zv láštn ím případě p l o c h y kotálnic o b y č e j n ý c h g = a (a též 
g = — a) j e t e n t o paramétr závis lý to l iko na a (39), p locha středů p a k 
obsahu je j akož to č á r y a = kons t . sférické kotálnice . 

„ H l a v n í s t ředy křivost i p l o c h y o b y č e j n ý c h kotálnic s fér ických 
na normálách vycháze j í c í ch z b o d ů téže kotálnice tvoří opět s férickou 
ko tá ln i c i . " 

O d p o v í d á p a r a m e t r ů m c', a', gf, a, u r č e n ý m vzorc i (39) a (40*); t u 
jest n e j p r v é 

c — a v cos a _ c 
[C — a cos a c — 2 a cos a 

t e d y 
f -
g' = a v = — a', a' = —• a v, c' = — c v, v = 

= —v, 

2 a cos a —c 

a rov ina p e v n é h o k r u h u sloužícího k v y t v o ř e n í té to kotálnice má rovnic i 
2 a c sin a 

z - — =2 a v sin a. 
2 a cos a — c 

Vložíme- l i s e m za a paramétr čáry' hřbetní a cos a = c, obdrž íme 

c' = — c, a' = — a, g' = a, 

c o ž b y dalo kotálnic i pocháze j í c í o d kotá lení kruhu (a) po kruhu (c) 
v rov ině 

z —2 a sin a, 

při čemž kotá lení poča lo o 180° pozdě j i , a úhel sk lonu jest — a . Ta to 
křivka splývá s čarou h ř b e t n í ; v z d o r t o m u , že substituce užitá není 
dovo lena , j e t a t o část v ý s l e d k u s p r á v n á . 

J e ž t o k o n s t a n t y kotá lnice n a ploše centrální (a', c', g', a) znějí b u d 
(—a v, — cv,av, a), aneb p o o točen í o 180° (av,cv,—a v,—a), není 
b o d <p = 0, p o č á t e k kotálení , b o d e m úvratním, epicykloida a = » má 
v n ě m d o k o n c e svů j vrcho l . tJvrátník o d p o v í d á po loze <p = x při t é to 

V I I . 
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kotálnici, a tedy na ploše středů má sférická kotálnice úvratniky <p = v %, 
v = ± 1» ± 3» ± 5, . . . a odpovídají jim jako geometrická místa čáry 

(2 cos a cos (— v x ) 

a \ \ c / — vx) 4 - a c , 
c / c — 2 a cos a 

( . 2 cos asin (— v x ) 

a \ \ c J 
— vn \ 4-ac , 

c J c — 2 a cos a 
2 ac sin a . , , „ , _ 

c o ž v z h l e d e m k nás leduj í c ím v ý s l e d k ů m lze v y j á d ř i t i t a k t o : 
, , Ú v r a t n i k y kotá ln i c n a p loše centrá ln í příslušné k u ploše o b y -

če jných kotálnic g = a nap lňu j í kuže l o sečky v r o v i n á c h k o l m ý c h na 
rov inu základní , k teré ma j í své v r c h o l y ve středech kř ivost i v r c h o l ů 
základní ep i cyk lo idy a h y p o c y k l o i d y . " Středy kř ivost i úvratn íků na ploše 
j s o u b o d y o b y č e j n é . 

Vložíme- l i d o r o v n i c (40) p r o př ípad g = a h o d n o t u (39) 

v = 
C — 2 a cos a ' 

o b d r ž í m e parametr ické v y j á d ř e n í p l o c h y centrální 

(1 — cos tp) cos a cos ty — sin tp sin ty 
x = c cos ty + o, c c — 2 a cos a 

(1 — cos w) cos a sin ty 4- sin w cos ty 
(41) y = csm ty + a c — ^ ! — 
\ ' c — 2 a cos a 

(1 — cos tp) sin a 
z = — a c 

c — 2 a cos a 

Z p r v n í c h d v o u r o v n i c v y l u č m e cos a a p o l o ž m e na o k a m ž i k 

x — c cos ty + a sin tp sin ty = f , 
y — c sin ty — a sin (p cos ty = ij," 

i v y j d e 

[c (1 — cos<p) cos ty—2 asintp sinty] i] = [c (1 —cos q>) sin ty + 2 a sin tp cos ty] 

čili v p ů v o d n í c h souřadnic í ch 

[c (1 — cos tp) sin ty + 2 a sin tp cos ty] x 
^ ' — [c (1 — cos tp) cos ty — 2 a sin (p sin ty]y = ac sin <p (1 + cos q>). 

Je t o r ovn i ce r o v i n y k o l m é n a r o v i n u zák ladn í O x y , ta to r o v i n a 
seče r o tačn í kužel n o r m á l s v r c h o l e m m v kuže losečce n a ploše centrální , 
g e o m e t r i c k é m t o místě středů h l a v n í kř ivost i př ís lušných k b o d ů m k r u h u r . 

V př ípadě a = c zn í r o v n i c e (42) 

(x — a) sin 9 (1 + cos g>) + y (1 — cos <p) (1 + 2 cos q>) = 0 , 

V I I . 



takže 
„u plochy kotálnic 4. stupně a = c = g procházejí roviny kuželoseček 
na ploše centrální stálou přímkou A z. 

Dále v případě c = 3 a se zjednoduší (42) na 
x = a cos f (1 + cos g>) = c cos8 

takže 
„ u p l o c h y kotá ln i c c = 2 a, g = a j s o u r o v i n y kuželoseček centrální 

p l o c h y k o l m ý na O x. 

R o v i n a (42) jest plně určena svo j í s topou, a ta jest g e o m e t r i c k y určena 
j a k o spo j ivá př ímka středů křivosti b o d ů Mn a M0 na ep icyklo idě a = rt 
a na h y p o c y k l o i d ě a = 0 ; p ro t y t o b o d y m á m e j e n d o d u c h o u k o n s t r u k c i ; 
na př . střed křivosti b o d u M„ leží na normále M„ m a j e s b o d e m M„ vůč i 
základní kružnic i h a r m o n i c k y sdružený. P o d o b n ě střed kř ivost i b o d u M0. 

M i m o t o p i jme z hořejš ích rovn i c , že stopa r o v i n y středů (42) o b s a -
hu je b o d y 

(42a) x + i y = (c + i a sin <p) ¿v, 

a 

(42b) x + iy = y ( l + cos q>) e'v> ] 

p r v n í ' z nich ( í = 0, ij = 0) j e průmět středu křivosti b o d u « = 4 r » 

znamene jme jej H'. Leží na tečně mQ na opačné straně s b o d e m Q a ve 
stejné vzdálenost i , takže m j e střed dé lky Q H'. Kons t rukce b o d u (42b) 
j e z rovn i ce z ř e j m á ; dále dvo j i ce právě uvažované , t . j . s tředy kř ivost i 
b o d ů « = 0 a « = * , a b o d y (42a) (42b) dělí se harmon i cky . 

Z r ovn i c (41) vycház í , že kuželosečky na ploše centrální příslušné 
ke ploše kotá ln ic g = a j s o u ellipsy pro c > 2 a, parabo ly pro c = 2 a, 
h y p e r b o l y pro c < 2 a, n e b o ť úběžné j i ch b o d y o d p o v í d a j í h o d n o t á m a 

u r č e n ý m rovn i c í 
c = 2 a cos a. 

T o h o lze užiti ke s tanovení směru s t opy r o v i n y (42). 
Dř íve však si vš imněme, že rovnic i (42) lze psáti 

^2 a cos i> + c tg^  si n ^  x  

+ ^2« sin — c tg y cos ý) y =2 a c cos 2 ; 

srovnáme-l i s rovnic í (36) p ro normálu čáry s top loukot í příslušné k p o h y b u 

^ c , 2 a; $ , y ) , kterážto čára j e vrcholnice naší p l o c h y kotálnic (c, a = g), 

m á m e výs l edek : 

, ,Stopa r o v i n y kuželosečky na centrální ploše příslušné k u ploše 
o b y č e j n ý c h kotá ln i c (c, a = g) j est r o v n o b ě ž n á s n o r m á l o u vrcholnice . 

V I I . 



65 

Přimka z bodu 0 kolmo na stopu (42) spuStěná svírá s O x úhel 

• i). 
a m á d é l k u 

d = c cosa -^r cos — 0 ) . 

y 
L i m i t a p o m ě r u — p r o c = 2 a cos a j e s t 

x 

2 a <p 
tg ty + -cotg^-

% ( • + • ) = - 2 a " 9 
"T *g * c  b 2 

k d e 

w = arc/g co/g 

j e s t ú h e l m e z i p ř í m k o u O m a s t o p o u r o v i n y c e n t r á l n í (42 ) . 
S m ě r a s y m p t o t y leží d á l e v r o v i n ě 

_£ tg a _ V 4 a a — c a 

*  _ 1 — tg ty tg a ' ~~ ~ 2 a 

U b ě ž n é b o d y k u ž e l o s e č k y s t ř e d ů k ř i v o s t i r o p ř í s l u š n ý c h k b o d ů m 
k r u h u r (tp = k o n s t . ) l e ž í n a n o r m á l á c h p l o c h y k o t á l n i c v b o d e c h e p i -
c y k l o i d y b o d ů p a r a b o l i c k ý c h (c = 2 a cos a); t y t o d v a b o d y k r u h u r se 
u r č í b e z p r o s t ř e d n ě , a t a k d á n a k o n s t r u k c e a s y m p t o t i c k ý c h s m ě r ů p ř í m á . 

V o b r . 7. d á n a p l o c h a k o t á l n i c o b y č e j n ý c h p e v n ý m k r u h e m O A (c) 
a p o l o m ě r e m h y b n é h o k r u h u mC = a. L i b o v o l n é p o l o z e o p ě r n é h o b o d u 
m o d p o v í d a j í b o d y M0 a M„ n a h y p o c y k l o i d ě a = 0 (neznačen ) a e p i c y k l o i d ě 
a = n, n a p ř í m c e k o l m é n a t e č n u m Q. K r u h L t ě m i t o b o d y u r č e n ý s k l o p e n 
d o p ů d o r y s n y ( ! " ) k o l s v é h o p r ů m ě r u . 

Q 
N a (I") u r č e n p o l o m ě r Q (U), j e n ž sv í rá s Q M0 ú h e l a , c o s a = — — ; 

z a 

b o d U n a k r u h u . T u r č u j e n o r m á l u m U, j e j í ž centrá ln í b o d j e v n e k o n e č n u . 
J e j í p ů d o r y s tn U' j e r o v n o b ě ž n ý s r o v i n o u A k u ž e l o s e č k y n a p l o še c e n t r á l n í ; 
p o t ř e b u j e m e ses tro j i t i p r o j e j í s t o p u A1 p o u z e j e d e n b o d H', j e n ž j e s t 
d á n (42.) 

x-\-iy = (c-\-ia sin g>) , 
t e d y Q m = m H'. 

U v a ž o v a n á k u ž e l o s e č k a j e p a k řez k u ž e l e n o r m á l ( z á k l a d n a T , v r c h o l 
m) s r o v i n o u A. 

V r c h o l y k u ž e l o s e č k y r e á l n é j s o u p r ů s e k y s p ř í m k a m a m M „ , m M ^ 
(t. j . j s o u t o s t ř e d y k ř i v o s t i b o d ů M„ a M0), č í m ž z á r o v e ň d á n s t ř e d j e j í . 
Z n á m e t e d y o b a v r c h o l y a o b ě a s y m p t o t y k u ž e l o s e č k y . V o b r a z c i s e t a k é 

Rocpravy : Rofi. XXVI. THda II. ČI*. 7. 5 
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doporučuje bod a = y - na kruhu -T, jehož půdorys j eQ; normála jím určená 

tn H protíná rovinu A v bodě H, jehož půdorys je náš bod H' a nárys má 
výšku Q M„. Tečná rovina kužele normál podél přímky mH má svoji 

p ů d o r y s n o u s topu k o l m o u n a tn Q, t . j . sp lývá s p ř í m k o u 0 tn. P r ů s e k 0 m 
a A1 leží t e d y n a t e č n ě k u ž e l o s e č k y v b o d ě H. — 

Je- l i kuže losečka el l ipsou (c > 2 a), jest b o d ( U ) p o m y s l n ý a naše 
k o n s t r u k c e s m ě r u s t o p y A1 se s tává il lusorní. V e skutečnost i v š a k není 
t ř e b a o p e r o v a t i p r ů s e k y p ř í m e k s k r u h e m , konstrukce p ř í m k y ( U ) U' v e 
s k l o p e n é m obrazc i jest určena t ím , že kruh (v) s p ř í m k o u v v' tvoř í obrazec 
p o d o b n ý s o b r a z c e m s l o ž e n ý m z kruhu (P) a p ř í m k y (U) U', při č emž 
s třed p o d o b n o s t i jest Q. (Q v = 2 a, Q v' = c.) 

Je- l i t e d y 2 a < c, t akže k r u h (v) p o l o m ě r u 2 a a p ř í m k a v'p' J_Q v' se 
neprot ína j í , v e d e m e l i b o v o l n o u př í čku Q p p' (obr . 8 ) ; ta s tanov í b o d 
p' na v' p', v e d e m e p a k b o d e m X (kruhu r) Xp II X' p', č ímž o b d r ž í m e 
b o d p. P ř í m k a p V || p' v' p a k s tanov í h l edaný b o d U', j enž s tanov í 
p ř í m k o u m U' s m ě r s t o p y A1 r o v i n y řezu. 

V i l . 
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U m í m e p a k sestroj it i p r o el l ipsu 
b e z p r o s t ř e d n ě d v a v r c h o l y s t e č n a m i a 
d v a b o d y s t e č n a m i . 

D á l e d l u ž n o p o z n a m e n a t i p r o p ř í -
p a d a > c, že r o v i n a centrální h y p e r b o l y 
procház í b o d e m á na čáře hřbetn í . 

V obr . 9. naznačeno s tanoven í stře-
d u h lavn í kř ivos t i 5 p l o c h y ko tá ln i c 
a = c = g, je-l i d á n l i b o v o l n ý b o d M 
s v ý m b o d e m o p ě r n ý m m a p ů d o r y s e m 
p ř í m k y (normály) w M': V e d e m e t e č n u 
k r u h u m Q, načež A Q J_m Q j est p o l o -
m ě r k r u h u r , na A Q p a k leží M'. N a -
neseme Q m = H' na tečně , n a č e ž 
A H' = A1 j e p ů d o r y s r o v i n y h y p e r b o l y 
středů kř ivost i , a je j í průsek S' s p ř í m -
k o u M' m j e p ů d o r y s s tředu kř ivost i S b o d u M. 

P o d o b n ě j e d n o d u c h á j e k o n s t r u k c e s tředu h l a v n í kř ivost i u p l o c h y 

ko tá ln i c g = a = c; b u d (obr. 10) O A = c p o l o m ě r p e v n é h o k r u h u , 

m o p ě r n ý b o d , a b u d dán b o d p l o c h y p r ů m ě t e m m M' p ř í m k y m M. 

Obr. 8. 

Obr. 9 M 

V e d e m e mm" J_0 x, m" Q\\Om, n a č e ž jest Q m" p o l o m ě r k r u h u 
r , a M' určen j a k o b o d n a př ímce m" Q. P r o d l o u ž í m e QmáomH'o s t e j n o u 
dé lku , n a č e ž s topa A1 j e k o l m i c e n a O x v e d e n á b o d e m H'. Je j í p růsek 
S ' s p ř í m k o u mM' j e p ů d o r y s s tředu kř ivos t i S př ís lušného k b o d u M. 

x = Po, y = o. 
Vil. 
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Středy křivosti příslušné k bodům kruhu rnaplňují parabolu mající 
osu v A1; její vrchol je na přímce m M„. 

Ježto dva vrcholy kuželosečky jsou středy křivosti bodů M„ a Mn 

rovinných kotálnic a = % a a = 0, máme obecnou větu: 

,, Geometr i cké mís to d v o u ř a d v r c h o l ů kuže loseček n a p loše centrální 
j s o u e v o l u t y e p i c y k l o i d y a = » a h y p o c y k l o i d y a = 0 . 

* * 
* 

U k á ž e m e n y n í , že r o v i n a určená o s o u O z a h l a v n í m s t ředem kř ivost i 
p ro t íná l ouko ť C P v b o d ě Pv k t e r ý j e s b o d e m P v j e d n o d u c h é m v z t a h u , 
z č ehož p a k v y p i j m e p ř í m á k o n s t r u k c e s tředu kř ivost i . Souřadn i ce s tředu 
h l a v n í kř ivost i p l o c h y ko tá ln i c o b e c n ý c h z n a m e n e j m e X0, Y 0 , Z0, takže 

(a) X0 — p=v0(x — p), Y0 — q = vQ (y — q), Z0 = v0z, 

k d e x, y, z j s o u souřadnice b o d u P n a p loše ko tá ln i c a 

(&) p = c cos V , q = c sin ty 

z n a č í souřadnice b o d u o p ě r n é h o m. 

Střed h y b n é h o k r u h u C m á p r v n í d v ě souřadnice 

(e) px = (c — a cos a) cos ty , qx — (c — a cos a) s in ty . 

Paramétr v0 s tředu kř ivost i S m á h o d n o t u 

a c (a—g cos <p) 
"0= ň . 

N = a (a2 + g2 — 2 a g cos q>) cos a — c g (g — acostp) . 

L i b o v o l n ý b o d ( X , Y, Z) l o u k o t ě p a k lze v y j á d ř i t ! p a r a m e t r e m u 
v e t v a r u 

(d) X — p, =u{x — p j , Y — qx=u{y — qj, 

VII. 
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při č e m ž p o m n í m e v ý r a z p r o souřadnic i třeti . R o v i n a SOx s v a z k u O g 
p ro cháze j í c í s t ř edem h l a v n í kř ivos t i S m á r o v n i c i 

XY0—YX0 = 0; 

u v a ž u j m e zv láš ť j e j í p růsek Px (X, Y, Z) s l o u k o t í . P a r a m é t r j e h o u 
o b d r ž í m e d o s a z e n í m h o d n o t (d) d o pos lední r o v n i c e , t . j . v y c h á z í 

M X 0 q l - Y 0 p 1 = u [ Y0 (» - px)-X0 ( y - qx)] 

čili 

(e*) A u = B, 

A = Ya(x — px)—X0{y — qx), 

B = X0qx — Y0px. 

P o m o c í v ý r a z ů (b), (c) a r o v n i c (2), j e ž d á v a j í 
x — Pi = g (cos o cos q> cos i/r + sin q> sin ý) , 
y — qx = g (cos a cos <p sin ty — sin tp cos ý) , 
x — p = — (a — g cos tp) cos a cos 1> + g sin g> sin if>, 
y — q = — (a — gcostp) cos a sin ý — g sin tp cos V , 

v y p o č t e m e : 

P = pqx — qp1 + v0[qx{x — p)—px(y — q)]=v0g{c — a cos a) s in tp, 

dále j e s t 

x — px x — p 

y — qx y — q 
A =q{x — pj— p(y — qj +v0 

a d e t e r m i n a n t 

x — px x — p 

y — qi y — q 
cos a cos g> cos if> - f sin tp sin rf>, — (a — g cos y) cos a cos ý + g sin tp sin ý 

cos a cos <p sin if> — sin tp cos if>, — (a — g cos tp) cos a siný — g sin <p cos tfr 

se r o z k l a d e m s l o u p c ů p ř e v e d e n a součet d e t e r m i n a n t ů t y p u 

(1 , 1) + (1 , 2 ) + (2 , 1 ) + (2 , 2), 

z n i c h ž p r v n í a pos l edn í j s o u nu l ly , t a k ž e v y j d e d e t e r m i n a n t v e t v a r u 

= g 

X — PI x — p 

y — qx y — q 

m i m o t o m á m e 

t a k ž e v y c h á z í 

= — g2 cos a sin tp cos q> — g sin tp (a — g cos tp) cos a 

= — a g sin tp cos a; 

q(x — pi) — p(y — 9i) = gc sing>, 

A = g sintp (c — a v0 cos o). 

Vil. 
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Sem je třeba dosaditi hodnotu i>0 výše udanou; poněvadž přímý 
výpočet dává 

cN — «• c cos a (a — gcostp) = — c g (c — a cos a) (g — a cos <p), 

obdržíme 
. _ c g 2 sin tp (c — a cos a) (g — a cos tp)  

A ~ Ň ' 

a j e l i k o ž m á m e 

„ , . . ac g (c — a cos a) sin tp (a — g cos tp) 
B =v0g(c — a cos a) sin tp = — ^ 7 y v 2 ^ , 

o b d r ž í m e dle (e*) 
(4) u = B = _ a { a - g c o s < p ) ^ 

' A g (g — a cosfp) 

T e n t o p a r a m é t r b o d u P t m á v ý z n a m p o m ě r u dé lek a lgebra i cky 
p o j a t ý c h C Px : C P, t a k ž e z n a m e n á m e - l i j e 

CP1=g', CP = g, 
m á m e 

ť =B«. 
a p o s l e d n í r o v n i c e d á v á 

_ a (a — g cos qp)  
g g — a cos qp ' 

čil i v e t v a r u s o u m ě r n é m 

( A » ) g g ' — acosip (g + g ') + a2 = 0. 

T e n t o v z t a h v l á d n e mez i r a m e n e m k o t á l n i c n a u v a ž o v a n é p loše 
g = C P a vzdá lenos t í g ' =CPX b o d u Pv v e k t e r é m r o v i n a v e d e n á o s o u 
O z a s t ř e d e m h l a v n í kř ivos t i S p r o t í n á l o u k o ť C P. 

U v a ž u j m e n y n í v e š k e r y p l o c h y k o t á l n i c př ís lušné k r ů z n ý m 
h o d n o t á m g ; t y v y t v o ř í n a t éže l o u k o t i (tp, ty, a) r a d u b o d ů P, a m a j í s t ředy 
h l a v n í kř ivos t i S, k t e r é se z o s y O z p r o m í t a j í d o l o u k o t ě v řadu b o d ů Px\ 
t y t o d v ě ř a d y P, Px j s o u d le (A *) i n v o l u t o r n í , a sice j e s t i n v o l u c e ta závis lá 
t o l i k o n a p o l o z e o p ě r n é h o b o d u m, n iko l i na sk lonu h y b n é r o v i n y o . 

S třed i n v o l u c e {A *) m á p a r a m é t r 

g = a cos tp, 

z n a m e n e j m e j e j J ; j e t o pa t rně p a t a k o l m i c e m J spuš těné z o p ě r n é h o b o d u 
m n a l oukoť . R o v n i c e i n v o l u c e p a k z n í 

JP.JP1=—a2 sin2 tp, 

a p o n ě v a d ž m J — a sin tp, m á m e 

" . - ¿ A = _ 1 =tgfmP .tgfmPx, 
tn J m j 
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takže jest mP_L*nPv t. j. 
„involuce bodů P, Pt na loukoti promítá se z opěrného bodu m v involuci 
ramen pravých úhlů". 

Hlavní střed křivosti S plochy kotálnic (a, c, g) tedy sestrojíme 
následovně: 

, ,V b o d ě o p ě r n é m m v z t ý č e n á k o l m i c e mP1 n a n o r m á l u m P, 
v r o v i n ě h y b n é h o k r u h u , p r o t n e l o u k o ť v b o d ě Plt n a č e ž r o v i n a PxO z 
s tanov í na n o r m á l e střed h l a v n í kř ivos t i S . " 

V e z v l á š t n í m p ř í p a d ě a = 0 a a = x, k d y běž í o s t řed kř ivos t i 
ko tá ln i c r o v i n n ý c h , sp lývá t a t o k o n s t r u k c e s Eu le rovou , 1 ) k terá t a k 
n a n o v o d o k á z á n a . 

Opisuje- l i b o d P k r u h r na ploše ko tá ln i c , op i su j e b o d Px o č i v i d n ě 
r o v n ě ž kruh v r o v i n ě r o v n o b ě ž n é s k r u h e m r, n a r o t a č n í m kužel i l ouko t í . 
J e h o p ů d o r y s r{ se s tro j í b e z o b t í ž í ; p r ů m ě t P\ b o d u Pt leží p a k na s p o j c e 
P' L se s t o p o u l ouko tě , n a č e ž j e s t P\0 s t o p o u r o v i n y PxO z, a p ů d o r y s 
středu h l a v n í kř ivos t i p l o c h y ko tá ln i c v b o d ě P j es t p růsek P\ O s p ů d o -
r y s e m n o r m á l y P ' m. 

Třeba ješ tě s tanov i t í směrný kužel p l o c h y centrá ln í p r o p l o c h u 
o b y č e j n ý c h ko tá ln i c (g = a); kuže l t en t v o ř í s m ě r y n o r m á l podé l s fér ické 
ko tá ln i ce p a r a b o l i c k ý c h b o d ů , j e ž o d p o v í d á r o v n i c i c = 2 a cos a. S m ě r n é 
k c e f f i c i e n t y t é to n o r m á l y j s o u ú m ě r n ý v e l i č i n á m 

c 
x — r í?os if> = — (1 — cos <p) cos tl> + a sin <p sin ý, 

A 

C 
y — c sin ý = — (1 — »-os <p) sin if> — a sin tp cos ifr, 

Á 

z = a sin o (1 — cos (p), 

a parametr i cké v y j á d ř e n í s m ě r n é h o kuže le t e d y zn í 
c + 2aicotgf 

————- —- — e{ v. 
C Via2 — c2 

U s t a n o v í m e řez kuže le s r o v i n o u 

X = — V'4 a2—c\ 

k d e o d m o c n i n a m ů ž e b ý t i k l a d n á n e b z á p o r n á — existu j í d v a ú h l y a 
o p a č n é h o z n a m e n í , j e ž h o v í p r o b l é m u . 

R e z kuže le s t o u t o r o v i n o u m á v y j á d ř e n í 

(«) ť + = (•- + 2 »aco/g; 
1) L. Eulor, Novi Comment. Àcad. Petrop. 11 (1765), p. 207, Supplementum: 

De figura dentium rotarum. 
Další údaje H. v. Mangoldt, Encyklop. d. Math. Wiss. III D. 1, 2. 

V i l . 



72 

položme 

<p = % + <pv i> = - + ^ = ysřc«+ 1>V 

i v y j d e 

ifi) i + itl = e^~Ut"(c-2 iatg?f)e^,2a = c1>v 

„ S t o p u s m ě r n é h o kuže l e c e n t r á l n í p l o c h y u p l c c h y I c t á l r i c g = a 
na r o v i n ě t = — V 4 a2 — c2, o b d r ž í m e p o š i n u t í m v r c h o l n i c e v e s m ě r u 

o s y O É d o r o v i n y řezu , a j e j í o t o č e n í m k o l e m té to o s y o úhel ' -^- sec . a . " 
* Z 

S m ě r n ý k u ž e l r o z p a d á se v e d v a různé , j ež m a j í n a d v o u r o v i n á c h 
r o v n o b ě ž n ý c h a o d z á k l a d n y s te jně v z d á l e n ý c h s t o p y s h o d n é . V př ípadě 
a = c j s o u t o c i s s o i d y D i o k l e t o v y , t a k ž e p l o c h a centrá ln í j e t u s tupně 
šes tého . 

13. 

V r a ť m e se k r o v n i c í m (40), j e ž př i s t á l ý c h a, tp a p r o m ě n n é m v 
o d p o v í d a j í n o r m á l e p l o c h y k o t á l n i c . N e j p r v e v y j d e — p í šeme m a l é l i t e ry 
p r o souřadn i ce 

x2 + y 2 + zz = c2 — 2 cv cos a (a — g cos <p) + v2 (a2 + g2 — 2 a g cos <p). 

Koule základní, m a j í c í p e v n ý k r u h za ne jvě t š í , 

x2 + y 2 + z2 = c2 

p r o t í n á n o r m á l u v b o d ě o p ě r n é m m, j e m u ž o d p o v í d á řešení v = 0 ; p r o d r u h ý 
p r ů s e k n n o r m á l y s t o u t o k o u l í m á m e v = v' d á n o r o v n i c í 

(43) {a2 + g2 — 2 ag cos tp) v' =2 c cos a (a — g cos <p). 

B o d M (x, y, z) n a p loše k o t á l n i c a N (X, Y, Z) n a n o r m á l e souv is í 
s b o d e m o p ě r n ý m m {p, q, 0) r o v n i c e m i 

X — p=v{x — p),... 
t . j . 

X = (1 — v) p v x ,... 

a v y j á d ř í se t e n t o v z t a h barycentricky t a k t o 

(44) N = (1 — v) m + v M. 

V e zv láš tn ím př ípadě , k d y N j e s topa n o r m á l y n na koul i zák ladn í , 
t e d y 

(43*) n = (1— v')tn + v'M, 

při č e m ž v' j e řešení r o v n i c e (43 ) ; e l iminac í M v y c h á z í v y j á d ř e n í p o l o h y 
b o d u N n a n o r m á l e , př ís lušného k p a r a m e t r u v, 

(45) v'N = (v' — v) m + vn 

n a z á k l a d ě b o d u o p ě r n é h o tn a s t o p y n na k o u l i zák ladn í . 
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Jednoduché vztahy vyskytují se opět v případě ploch kotálnic 
obyčejných a = g, na něž se chceme omeziti. Tu podá rovnice (43) para-
métr stopy normály na základní kouli 
, . o t , , c , , ccosa—a 
(43 *) v = — cos a, v — 1 = 

a a 

n e z á v i s l ý n a <p. T u d í ž j s o u č á r y , j e ž op i su j í s t o p y n o r m á l p o d é l k o t á l n i c 
a = k o n s t . na z á k l a d n í k o u l i (c), o p ě t s fér i cké k o t á l n i c e ; a s ice přísluší 
k e k o n s t a n t á m c', a', g', a', p r o něž v ý š e n a l e z e n o 

, , , , c — a v' cos a 
a — a, g' — av — c cos a, a — a , 

c — a cos a 
t . j . 

,JoM , a c sin 2 a , c 2 sin 2 a , 
(43b) a - , c = , g = c cos u, a' = a, 

' c — a cos a c — a cos a ° 

a p o l o h a r o v i n y p e v n é h o k r u h u : z = c °  C° S " — sin a. 
c — a cos a 

V e z v l á š t n í m př ípadě a = c j s o u t y t o v e l i č i n y 

a' = 2 a cos 2 = c', g' — a cos a, 
A 

z á k l a d n í r o v i n a z = — a sin a. 

it 
V př ípadě o = + " í t se ta to ko tá ln i ce r e d u k u j e n a k r u h p e v n ý (a), 

j a k též g e o m e t r i c k y z ř e j m o , a n y t u n o r m á l y leží v t e č n ý c h r o v i n á c h př í -
m é h o v á l c e ( « ) . 

P r o v = 1 p o d á v á barycentr i cká r o v n i c e (45) b o d M na p loše k o t á l n i c ; 
v z h l e d e m k r o v n i c i ( 43* ) j es t 

/4n^ *r ccosa — a , a 
(46) M = m n, 
v ' c cos a c cos a 
t a k ž e 

„ t ě t i v y z á k l a d n í k o u l e (c) ležící na n o r m á l á c h p l o c h y ko tá ln i c o b y č e j n ý c h 
(g = a) , a s ice p o d é l t éže k o t á l n i c e « = k o n s t . , j s o u d ě l e n y p l o c h o u 
k o t á l n i c v e s t á l é m p o m ě r u . 

R o v n i c e (39) u r č u j e paramétr středu h l a v n í kř ivost i S , r ů z n é h o o d 
b o d u o p ě r n é h o ; p o dosazen í h o d n o t 

c . c (a + c cos a—-2 a cos 2 a) 
V -- , V V = —i -. s r -

2 a cos a — c a (c — 2 a cos a) 

d o r o v n i c e (45) o b d r ž í m e p a k b a r y c e n t r i c k é v y j á d ř e n í středu h l a v n í kř i -
v o s t i S 

S — a ccos tt — ^ a cos2 u m a n 

* ' ~ (c — 2 a cos a) cos a (c—2 a cos a) cos a 
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A b y b o d y m, n, M, S leže ly h a r m o n i c k y , n u t n o , b y p lat i la r o v n i c e 

c cos g — a _ a + c rosa — 2 a cos2 a 
a ~~ a ' 

t . j . cos" « = 1 : 

„ S t ř e d y h l a v n í kř ivost i p l c c h y k o t á l n i c o b y č e j n ý c h g — a děl í 
t ě t i v y s t a n o v e n é n o r m á l a m i na z á k l a d n í kou l i v p o m ě r u s tá lém p r o t u t é ž 
k o t á l n i c i a = k o n s t " ; 

a v š a k h a r m o n i c k o u j e č t v e ř i n a m, n, M, S p o u z e u ko tá ln i c r o v i n n ý c h 
a = 0 a a = a. 

D v o j p o m ě r 

/ * a c cos a — 2 a cos2 a 
(m, n, M, S) — 

a — c cos a 

se v p ř í p a d ě a = c z j e d n o d u š í na 1 + 2 cos a, a j e t u p ř í p a d a = 0 v y l o u č e n 
z o b e c n é h o p r a v i d l a ; h y p o c y k l o i d a a — 0 tu skutečně neex i s tu je . 

D v o j p o m ě r v y m i z í , k d y ž ko tá ln i ce na ploše centrální (S) leží na kou l i 
z á k l a d n í . T a k o v é k o t á l n i c e j s o u č tyř i , příslušné ke d v ě m a h o d n o t á m cos a 
z r o v n i c e 

2 a cos2 a — c cos a — a = 0; 

p o u z e v p ř í p a d ě a = c se d v ě řešení z t ráce j í . 
Spust íme- l i z b o d u O n a n o r m á l y p l o c h y ko tá ln i c (g = a) r o v i n y 

k o l m é , s e k o u j e v b o d e c h k, j i c h ž s ouhrn tvoř í p l o c h u , k t e r o u n a z v e m e 
úpatnicí normál; j e j í a n a l y t i c k é v y j á d ř e n í [je d á n o r o v n i c e m i (40) p r o 

c 
v = —— cos a . 

2 a 

Z g e o m e t r i c k é h o n á z o r u v y c h á z í b e z p r o s t ř e d n ě , že b o d k leží u p r o s t ř e d 
m e z i b o d y m a n, t akže p l a t í b a r y c e n t r i c k á r o v n i c e 

2 k= m + n; 

s o u ř a d n i c e b o d u k se o b d r ž í z p o l o v i č n í c h souřadn i c b o d u n, p ř i č t o u - l i s e 
k n i m h o d n o t y 

1 1 
— c cos if>, — c sin ty , 0 . 
Z jí 

N a úpatn i c i n o r m á l j s o u t e d y č á r y o = k o n s t . ko tá ln i ce , a č á r y 
qp = k o n s t . j s o u úpatn i ce k u ž e l ů r o t a č n í c h ( r m ) \ v z n i k n o u t é ž j a k o 
p r ů s e č s k o u l í n a d p r ů m ě r e m O m. M á m e t a k p r ů s e č kou le s r o t a č n í m 
k u ž e l e m , j e h o ž v r c h o l lež í n a k o u l i a j e h o osa se t é t o d o t ý k á ; t a k o v á Cárá 
j e s t hyppopéda E u d o x e K n i d s k é h o , a lež í na r o t a č n í m válc i r o v n o b ě ž n é m 
s o s o u r o t a č n í h o kužele , v j e h o ž v r c h o l u se vá lec d o t ý k á kou le . Cáry 
tp = k o n s t . j s o u t e d y h y p p o p é d y . 

P a t y n o r m á l n n a koul i zák ladní , př í s lušných k b o d ů m t é h o ž k r u h u 
r , leží n a t é m ž kuže l i s v r c h o l e m m u d v o j n á s o b n é vzdá lenos t i o d v r c h o l u : 
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„Paty normál — příslušné k témuž kruhu r — n a základní kouli 
tvoří hyppopédu Eudoxovu." 

Půdorysy těchto čar v naší poloze rovin jsou paraboly 
v 

(.x sin ty — y cos ty)9 + c cos8 (x cos ty + y sin ty — c) = 0, 

j i c h ž o s y j s o u O m, a ohn iska o p i s u j í č á r u s po lá rn í r o v n i c í 

1 2 V c , r = c — — c cos2 -j- , tp = — ty, 

po lárn í úhel j e ty; j e t o k o n c h o i d a růžice , j a k t o u k a z u j e v ý r a z 

' = t c - T c m ( T * ) -
* * 

* 

N o r m á l y p l o c h y ko tá ln i c , k teré p r o t í n a j í d a n o u p ř í m k u , t v o ř í u r č i t o u 
p l o c h u ; z v o l í m e b o d m na z á k l a d n í m k r u h u dle l ibost i a p r o t n e m e ro tačn í 
kuže l n o r m á l t í m t o b o d e m m j d o u c í c h d a n o u p ř í m k o u ; d v ě t a k u r č e n é 
p o v r c h o v é p ř í m k y kuže le t v o ř í p ř í m k y naš í p l o c h y . 

Má-l i d a n á p ř í m k a r o v n i c e 

X = m0 Z + p0, Y =n0 Z + q0, 

v y j a d ř u j e se j e j í r ů z n o b ě ž n o s t s n o r m á l o u b o d u (x, y, z) n a p l o š e r o v n i c í 

x — *n0z — pQ y — n0z — qQ 

c cos ty — p0 c sin ijf — q0 

která r e p r o d u k u j e pos l edn í výs l edek , a z á r o v e ň p o d á v á p o d o s a z e n í h o d n o t 
(2) za souřadnice v z t a h mez i p a r a m e t r y <p a a. V e v ý s l e d n í m v z t a h u ne -
v y s k y t n e se sin a, je - l i m0 —0, n0 = 0 , t a k ž e r o v n i c e b u d e 

3o {x — c cos ty) — p0 (y — c sin ij>) = c (x sin if> — y cos i}>) 

c o ž p o d o s a z e n í h o d n o t (2) z n í 

(a — g cos <p) cos a (q0 cos ty — p0 sin ty) — 

(p0 cos ty + q0 sin ty) + c g sin tp = 0. 

(48) - 0 , 

m { (a~g 
[ — g sin qp T e n t o v t a h se p o d s t a t n ě z j e d n o d u š í , p ř e d p o k l á d á m e - l i d a n o u p ř í m k u 

v r o v i n ě 0 x z, t a k ž e qa = 0: 
Cp 

(48b) sin qp = (a — gcos tp) cos a sin ty + g sin <p cos ty, 
Po 

r o v n i c e č á r y n a p loše k o t á l n i c , p o d é l k t e r é v e d e n é n o r m á l y p l o c h y s e k o u 
p ř í m k u 

x = Po, y = o. 
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Jednoduchý výsledek dává případ c — a. Píšeme-li h = 
Po 

a—gcostp ' 
h — gcostp 

cos a = 5 

n a č e ž 
x = (a — h) cos tp + g, y = (a — h) sin tp: 

„ č á r a n a p l o š e k o t á l n i c a — c, urču j í c í n o r m á l y pro t ína j í c í d a n o u 
p ř í m k u r o v i n y O x z k o l m o u na O x, leží n a k r u h o v é m vá l c i s m ě r u O z, 
j e h o ž osa j e v G z " , 

při č e m ž G z n a č í b o d (g, 0 , 0 ) . 
č á r a leží m i m o t o na k o u l i 

x3 + y 2 + z2 = g2 + 2«2 — 2 a h . 
* * 

* 
J e d n o d u c h é řešení p o d á v á t a k é p r o b l é m v p ř í p a d ě p ř í m k y v n á r y s n ě 

p r o c h á z e j í c í p o č á t k e m 

x = m0 z, y =0, 

t e d y « „ = = q0 = 0 . R o v n i c e (48) t u zn í 

(x —• m0z)"sin ijf — y cosi]) =0, 
t . j . 
(48») z = _ g _ s i n y _ 

m0 sin ty 

T e d y zv láš tě p r o a = c: 

„ N o r m á l y p l o c h y k o t á l n i c a = c v e d e n é p o d é l řezu z = k o n s t . 
p r o t í n a j í u r č i t o u p ř í m k u s v a z k u O v r o v i n ě O x z." 

^ a n i i u u v u u i n vV n 7 

p ř í m k y Gz a r o v i n y řezu. 

P ř í m k a ta p r o c h á z í p a t r n ě b o d e m x = g, z = , t . j . p r ů s e k e m 

* * 

P a r a m e t r i c k é v y j á d ř e n í p l o c h y k o t á l n i c a = c z n í 

x — g = r cos <p, y = r sin <p, z — (a — g cos tp) sin a, 

k d e p s á n o 
r = (1 —• cos a) (a — g cos <p), 

takže j e z á r o v e ň po lárn í r o v n i c e p r ů m ě t u k o t á l n i c e p r o p ó l G. 
R e z p l o c h y s r o v i n o u z = k o n s t o d p o v í d á r o v n i c i 

(a — g cos <p) cos a =V(a — g cos g>)2 — z%, 

t a k ž e j e h o p o l á r n í r o v n i c e z n í 

(4;9a) r = a — gcostp —V (a — g cos tp)2 — z2 

č i l i 

(49b) r2 + z2 = 2 r (a — g cos tp). 

VII. 
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V t o m o b s a ž e n a z á r o v e ň e l iminace p a r a m e t r ů z r o v n i c p l o c h y ; 
p o s l e d n í r o v n i c i lze t o t i ž psát i 

(* — g)2 + yJ
 + z2 + 2g{x — g) = 2 ar, 

z č e h o ž k o n e č n ě v y c h á z í 

(49) (x2 + y 2 + ** — g2)2 = 4 a2 [ ( * — g)2 + y 2 ] , 

j a k o ž t o r o v n i c e p l o c h y ko tá ln i c a = c v p r a v o ú h l é sous tavě s o u ř a d n i c 
s p o č á t k e m OS) 

Znač ' ' -^ r , tp po lárn í souřadnice v r o v i n ě z á k l a d n í s p ó l e m G a o s o u 
G x, zn í r o v n i c e p l o c h y k o t á l n i c a = c (49b) 

r 2 + z2 + 2 g r cos tp =2 ar. 

Di f f e renc iá ln í r o v n i c e v r s t e v n i c z = k o n s t . t e d y b u d e 

(r + g cos 9> — a) r' — gr sin q>, r' • 
¿9> ' 

di ferenc iá lní r o v n i c e o r t h o g o n á l n í c h tra jektor i í s o u s t a v y t v o ř e n é p ů d o r y s y 
t ě c h t o v r s t e v n i c v z n i k á o d t u d v ý m ě n o u r' za 

r' ' 
a z n i 

(a) gr' sin <p + g r cos (p + r2 — a r = 0. 

T y l o t ra jektor ie j s o u z á r o v e ň p ů d o r y s y spádnic , o r t h o g o n á l n í c h 
to t ra jektor i í v r s t e v n i c z = kons t . n a p loše . 

R o v n i c i (a) p řep i šme na . 

g D (r sin tp) + r2 — ar = 0 , 

a p o l o ž m e s í — , takže m á m e r o v n i c i l ineární 
r r sin tp 

ds , a s 1 
P : : o 

dtp sm tp sin2 tp 

O b v y k l á m e t h o d a s = uv, 

/ • a u 

gu' + = 0 
° sin tp 

d á v á při o z n a č e n í 

w *=f 
x) Rychle jš í odvození rovnice (49) v y c h á z í z rovnice opsaných koulí (4) 

[pro a — c, 9 = 1 ; ) ] , zavede-li se paramétr u = eiv a položí diskriminant rovnice 
na roveů nulle. Sr. Rozpr. 3fl, rofi. X X I I . , , 0 dvou plochách stupně č tvr tého" , 
str. 26—6. 

VII . 
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w r—J-c + J-j^-i-c + i - í a + ^ ^ i ^ i . 
P o k u d t e d y k j e různo o d 1, b u d e 

1 r 1 ÍJlzL . 

a v př ípadě Jfe = 1 se smyslu prázdný č len nahradí log t. 

P r ů v o d i č r j e t e d y určen rovnic i 

1 1 r = : = ; 
s sm q> uv sin q> 

t. j . 

r~ . (r , í*-1 g
 2 ' 

čili ' 

a v e v ý j i m e č n é m př ípadě p l o c h y kotá ln i c o b y č e j n ý c h (g — a, k — 1) 

1 + fi r — a 
C+logt + Y * 

R o v n i c e (5 ) j e po lární rovn i ce p ů d o r y s u č á r y s p á d o v é ; v p r a v o -
úh lých souřadnic í ch s p o č á t k e m G m á m e je j í parametr ické v y j á d ř e n í 

_ i"-1 (1 — P) _ 2 gi" 

(51) * ~ g r , tk~l , ik + 1 ' y ~ r , i , tk + 1 ' 
+ T + T ° + 

K ř i v k y t y j s o u algebraické a rac ionální v př ípadě, k d y p o m ě r k = a : g 
j e číslo rac ionální o d j e d n o t k y různé, j i n a k transcendentní . J e d n a z nich 
(C = 0 ) j e však s v ý j i m k o u př ípadu k = 1 kuže losečkou s ohniskem G 

! + < • g = g ( * 2 ~ 1) 
1 . 2 V • 9 <P k + COS (p 

T=T + T+T c o s * s 2 
k — l + k + 1 

VII. 
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t. j . 

•0-5) 
r = ~g • 

1 + cos <p 

v p r a v o ú h l ý c h souřadn i c í ch 

*«(*• + ?•) = (* — h)\ h=g(k* — 1), 
eui 

k*y* + (k* — 1) (* + g)2 = ( ¿ a — 1) a 2 ; 

střed O, f o k á l n í p o l o u o s a a, takže v r c h o l o v á kružn i ce s p l ý v á se z á k l a d n í m 
k r u h e m (a). 

N a p ř í m k á c h s v a z k u (G) s tanov í č á r y ( 5 ) ř a d y perspekt ivn í , p o n ě v a d ž 
čára C = oo se r e d u k u j e na b o d G ; t ř e b a t e d y znát i p o u z e j e d n u dalš í č á r u 
(pro C o d nu l ly různé) , a b y se další k ř i v k y ( 5 ) d a l y stro j i t i e l e m e n t á r n í 
ces tou . 

J e d n o d u c h é v ý s l e d k y d á v á př ípad k = 2 ( g = a) : 

l ¿3 ¿2 

(£2) x = 3 g 3C + > y = 6 g 3 c + 3 t , 
k d y t r a j e k t o r i e j s o u rac i oná ln í č á r y 3. s tupně . A b y c h o m urč i l i d v o j n ý 
b o d , u v a ž u j m e p r ů s e k y s p ř í m k o u 

2l* + 93y + 3(£g =0; 
p a r a m e t r y p r ů s e č n ý c h b o d ů j s o u k o ř e n y r o v n i c e 

91 {t — t*) + 2 58 P + <S (3 C + 3 t + /») = 0 
čil i 

(C — 21) t3 + 2 93 /2 + (3 © + 91) t + 3 C (S = 0; 
s y m e t r i c k é ú k o n y zák ladn í f „ p a r a m e t r ů b o d ů p r ů s e č n ý c h t, ť, t" h o v í 
charakter i s t i cké r o v n i c i 

i+f2+4̂ =<>. 
Píšeme-l i p a k ga = ť + ť , g2 = ť ť , t e d y fa = g2 + gx t, f 3 = g21, 

p ř e j d e ta to r o v n i c e na 

1 +9a + (g1 +4c")ť=0: 

j sou- l i ť, t" p a r a m e t r y d v d j n é h o b o d u , zůs tává t n e u r č e n o , a mus í 

1 + 0 2 = 0. + 

t. j . V, t" j s o u k o ř e n y r o v n i c e 

3 C w p - 4 ř t - i = o , 

VII. 
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která tedy stanoví polohu bodu dvojného. Pro reálná C je diskriminant 
kladný a tečny v bodě dvojném jsou reálné a různé; polární úhel tp dvoj-
ného bodu je dán rovnici 

3 ^ 
= — - j C -

R o v n i c i g e o m e t r i c k é h o m í s t a d v o j n ý c h b o d ů t ra jektor i í (58 ) o b -
d r ž í m e d o s a z e n í m h o d n o t y C z (d) 

• — 4 t 

d o r o v n i c (5*): 

„ / ( l — i2) 3 g . n 

y = -6g(i+iy=—řsm2*-
3 3 

D v o j n é b o d y t ra j ek to r i í (52 ) lež í t e d y n a k r u h u p o l o m ě r u y g = — a , 

3 
j e h o ž s třed m á v souřadn i c í ch s p o č á t k e m G p o l o h u x = — a, y = 0 . 

' # * 

* 
Píšeme- l i r o v n i c i p l o c h y v e t v a r u F =0, m á m e 

\ ^ = S x - 2 a 2 ( x - g ) , 

1 3 T< 
- — = S y - 2 a 2 y , 

S =x2 + y2 + z2 — g2-, 

r o v n i c e n o r m á l y z n ě j í t e d y 

X — x Y —y Z —z 
Sx — 2a2(x — g) S y — 2 a2 y Sz ' 

O d t u d s n a d n o v y c h á z í , ž e p l o c h a n o r m á l p o d é l řezu z = k o n s t . j es t 
o s m é h o s t u p n ě . 

U v a ž u j m e j e š tě p l o c h u n o r m á l k o l m ý c h n a O y, t e d y v b o d e c h 
o b r y s o v é č á r y n á r y s n é ; p r o č á r u t u p la t í 

(a — g cos <p) cos a + g cos tp = 0, 

a j e p růseč í k o u l e 
x2 + y 2 + z 2 = 2 a2 + g2 

s v á l c e m 

(x — g)2 + y 2 = a 2 . 

V I I . 
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R o v n i c e n o r m á l y 

X — a cos tp _ Y—a sin g> _ Z _ 
x — a cos q> ~ 0 ~ z ~~ 

z n ě j í 

(») X = a cos <p + g v, Y = a sin <9, Z = v V a2— 2 ag cos q>, 

c o ž j e z á r o v e ň v y j á d ř e n í s b o r c e n é p l o c h y n o r m á l k o l m ý c h n a O y. V y p o č t e m e 

{X — gw) a + Y 2 = a2, Z2 = v2(a2 — 2 gX) + 2g2v>; 

t u d í ž j s o u č á r y v = k o n s t . p r ů s e č e k r u h o v ý c h v á l c ů s m ě r u 0 z ( v e s p o l e k 
s h o d n ý c h ) s k o u l e m i 

X2 + Y2 + Z2 = a2 (1 + v2) + g2 v2 (2 v — 1) + 2 gv (1 — v) X. 

O b a l o v á p l o c h a t ě c h t o k o u l í j e r o t a č n í a m á z a c h a r a k t e r i s t i k y k r u h y 
v r o v i n á c h k o l m ý c h n a 0 x 

g (1 — 2 v) X + a2 v + g 2 v (3 v — 1) = 0. 

J e d n o d u š š í ú t v a r y se v y s k y t u j í v p ř í p a d ě g = + . 
Á 

P ř e d p o k l á d e j m e a = 2 g, a z n a m e n e j m e <p = 2 © ; p a k z n í p a r a m e -
t r i c k é v y j á d ř e n í p l o c h y s b o r c e n é 
(50) x — 2 g cos 2 ca - f g v, y — 2 g sin 2 co, z = 2 gvV 2 sin co, 

t a k ž e č á r y v = k o n s t . j s o u h y p p o p é d y n a s h o d n ý c h v á l c í c h , a u v a ž o v a n á 
p l o c h a n o r m á l m á j e d n o d u c h é k o n s t r u k t i v n í v las tnos t i . O r t h o g o n á l n í 
t r a j e k t o r i e p o v r c h o v ý c h p ř í m e k n o r m á l p l o c h y k o t á l n i c j s o u a l g e b r a i c k é 
č á r y — v ě c p ř i r o z e n á , a n y leží n a p l o c h á c h a l g e b r a i c k ý c h , j e ž t o ^paralelní 
p l o c h y z d e j s o u a l g e b r a i c k é — u r č e n é p a r a m e t r e m 

k o n s t . 
v — 1 = , = . 

V 5 — 4 cos 2 oo 

R o v n i c i n á r y s u p o v r c h o v é p ř í m k y m o ž n o p s á t i 

z 
x sin a? = 2 g cos 2 oo sin co + 

2 V 2 ' 

p ř í m k a t a o b a l u j e č á r u 3 . t ř í d y . D e r i v u j í c e d le ca, n a c h á z í m e p r o b o d 
n a o b á l c e 

(a) x = 2 g (1 — 6 sin2 co), 

n a č e ž d r u h á s o u ř a d n i c e se v y p o č t e v z o r c e m 

(fl) z = — 1 6 V 2 g sin3 co; 

b o d t e n j e z á r o v e ň p r ů m ě t b o d u n a s t r ikčn í č á ř e p l o c h y u v a ž o v a n ý c h 
n o r m á l ; t a t o č á r a t e d y j e s t d á n a r o v n i c e m i (a) , (fi) a r o v n i c í 

(y) y = 2 g sin 2 co. 
R o t p r a f y : Roí. XXVI Tř. II. C. 7. 6 

VII . 
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Souřadnice b o d u n a p ů d o r y s u str ikčni č á r y lze psáti 

x-{-2a=3acosq>, y = a sin q>, 

a j e z ř e j m o , že 

„ p ů d o r y s str ikčni č á r y p l o c h y sborcené , t v o ř e n é n o r m á l a m i p l o c h y 
k o t á l n i c a = c = 2 g r o v n o b ě ž n ý m i s n á r y s n o u , jest e l l i p s a " . 

V lož íme- l i d o r o v n i c e r o v i n y Ax + By+Cz+D=0 h o d n o t y (50), 
o b d r ž í m e p o subst ituci h o d n o t y v, z této r o v n i c e v y c h á z e j í c í , souřadnice 
b o d u na řezu p l o c h y n o r m á l s r o v i n o u j a k o ž t o f u n k c e parametru g>, a j e j i c h 
t v a r ukazu je , že řezy j s o u rac ionální čáry s t u p n ě 6. 

P r o v á d ě j í c e e l iminaci v a m z r ovn i c (50), n a c h á z í m e p o ř a d e m 

v — , y = a sin 2 co, cos 2 a> =\ 1 — , 

2 V 2 siná * ' "a 

Vtf^J* = * , 

z č e h o ž k o n e č n ě v y c h á z í r ovn i ce sborcené p l o c h y v e t v a r u 

(51) (a2 — y2)(x + y+ a)2 (x—y + a)2 = [ ( 2 x +a) (y2—a2) +-^-z2—a x2J. 

R e z p l o c h y s r o v i n o u zák ladn í z = 0 sestává z d v o j n á s o b vza tého 
k r u h u zák ladn ího , k t e r ý j e d v o j n á čára p l o c h y , a z d v o j n á s o b č í tané 
p ř í m k y O x. T a t o j e p ř í m k a p o v r c h o v á © = 0 a ra = t e d y d v o j n á 
p ř í m k a p o v r c h o v á . 

Z t v a r u r o v n i c e v y c h á z í bezpros t ředně , že sborcená p locha d o t ý k á se 
r o v i n y y = + a p o d é l n e k o n e č n ě v z d á l e n é p ř í m k y (která j e t e d y torsální) , 
t a k ž e r o v i n y y = +. a j sou k u ploše a s y m p t o t i c k é . 

S m ě r n ý kužel sborcené p l o c h y m á r o v n i c i 

y2 (:%2 + y2)2 = 0, 

a p l o c h a se d o t ý k á úběžné r o v i n y podé l ú b ě ž n ý c h př ímek r o v i n x + i y =0. 

Z r o v n i c e (51) s n a d n o v y c h á z í , že řezy s r o v i n a m i y = kons t . sestávaj í 
z e č t y ř p ř í m e k a z p ř í m k y úběžné , která j e d v o j n o u p ř í m k o u p l o c h y . 

A s y m p t o t i c k é r o v i n y y = + a d o t ý k a j í se p l o c h y m i m o t o v e d v o u 
p ř í m k á c h torsá ln ích v k o n e č n ě vzdá lenos t i z = 2 x a z — — 2 x. 

R o v i n a z = +2 x seče p l o chu s b o r c e n o u v e d v o u p ř í m k á c h torsálních 
y = a a y = — a, a v čáře s t u p n ě 4. 

(52) (* + y + a)2 (x — y + «)* + ( 2x + a)2 (y2 — a2) = 0, 
jejíž p r ů m ě t se d o t ý k á úběžné p ř í m k y v b o d e c h k r u h o v ý c h . 

VII. 
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Plocha (01) má dále dvě dvojné čáry rovinné stupně třetího 

y = * + a , y 8 — « y 2 + - f - = 0 , 
(53) l 

— y = x + a , y 3 + ay a — z 2 = 0 . 
o 

N á r y s p r v é z t ě c h t o čar m á r o v n i c i 

(x + a) 3 — a (x + a) 2 + = 0 

8 
a p o m o c í p a r a m e t r u 

t = —7— = 4 sin (to T ) , (2 © = qp), 
x + a \ 4 / x ' 

se v y j a d ř u j e r o v n i c e m i 

*= — z=|a/(8 —*2). 
* * 

* 
A b y p ř í m k a 

x = tn z p, y — q 

prot ína la p ř í m k u (aneb s n í b y l a r o v n o b ě ž n á ) 

x = m 1 z + pv y = qv 

m u s í 

(? — {tn—m1)= 0. 

U v a ž o v a n é n o r m á l y o d p o v í d a j í h o d n o t á m 

tn = ——r=t , q = a sin 2 to , p — a cos 2 © 
2 V 2 sin oo 

a t e d y se d v ě p ř í m k y ta, ©x naš í p l o c h y p r o t í n a j í , p lat í - l i j e d n a z p o d m í n e k 
7t 3 n 

©j = to n , ©j = — -—• © , — co, cOj — jc — © . 
Z z 

P ř í m k y © a © + jt se p r o t í n a j í n a d v o j n é m k r u h u (a ) ; p ř í m k y 
7C 

© leží v r o v i n ě k o l n 
Z 

n ý c h , p růsek j i c h m á v ý š k u . 

7C 
© a © leží v r o v i n ě k o l m é na O y a v y c h á z e j í z r ů z n ý c h b o d ů o p ě r -

Z 

P-Pi 
tn— Wj 

t . j . p o dosazen í 
i \/rr cos 2 oo sin © cos to 

2=4 a» 2 : ; 
sin to — cos to 

dále j e s t p r o průsek o b o u p ř í m e k 

2 x = (tn + Wj) z + p + px, 

V H . 
6* 
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A , „ Jx sin a + cos m z tedy v naSem případě x = sin a> cos m '4 Y2 ' 

_ sin © 4- cos <0 
x = a cos 2 a —: , 

stn © — cos m 

x + a — — 2 a sin © cos © = — y, 
X 

t . j . p ř í m k y © a — © se pro t ína j í na d v o j n ě čáře v r o v i n ě x+y + a= 0. 
ů 

N a d v o j n é č á ř e ^ / j v r o v i n ě x - f a = y se p r o t í n a j í p ř í m k y © a — © , 
J 

k o n e č n ě p ř í m k y o a s — © j s o u spo lu r o v n o b ě ž n é , t . j . p r o t í n a j í se n a 
d v o j n é p ř í m c e úběžné . 

Otáčí - l i se r o v i n a k o l p o v r c h o v é p ř í m k y , z ů s t á v á z j e j í pě t i b o d ů 
p r ů s e č n ý c h s d o p l ň u j í c í k ř i v k o u s tupně 5. č t v e r o stá lých, v n i chž o n a p ř í m k a 
p r o t í n á d v o j n ý k n i h , d v o j n é č á r y A x a a b o d ú b ě ž n ý ; p o u z e p á t ý b o d , 
v n ě m ž se p a k r o v i n a d o t ý k á p l o c h y sborcené , se m ě n í s p o l o h o u r o v i n y . 

T ě m t o č t y ř e m ř a d á m pro t ína j í c í ch se p ř í m e k o d p o v í d a j í č tyř i p á r y 
p ř í m e k torsá ln í ch a sice 

1. n a čáře m a j í k u s p i d á l n í b o d p ř í m k y torsá ln í 

' 7t Ut 
© = — a © = 5 — (y — a , z = 2 x a z = — 2 x); 

2 . n a čáře m a j í k u s p i d á l n í b o d p ř í m k y 

3 7 
a = — x a — j í ; (y — — a, z = ±2 x); 

3. n a čáře d v o j n é v n e k o n e č n u m a j í b o d y kusp idá ln í p ř í m k y torsá ln í 

x 3 x 
© = —— a © = 

2 2 " 

z 
y = 0," x + a = + 

2 V 2 " 

4. N a k r u h u d v o j n é m (a) j s o u kusp idá ln í b o d y p ř í m k y torsální © = 0 , 
j e ž sp lývá s p ř í m k o u © = x: 

y = 0, Z = 0, 

•což j es t osa Ox\ o b a p láště p l o c h y s b o r c e n é , j e ž se p o d é l Ox p ros tupu j í , 
m a j í t u t o p ř í m k u za torsá ln í , s k u s p i d á l n í m b o d e m A: — 

P o d m í n k a , a b y r o v i n a Ax-j-By-j-Cz + D =0 d o t ý k a l a se p l o c h y 
s b o r c e n é , j e r o v n o m o c n á s p o d m í n k o u , a b y o b s a h o v a l a n ě k t e r o u j e j í p o -
v r c h o v o u př ímku. U naší p l o c h y n o r m á l (50) p o d m í n k a ta s p o č í v á v r o v -
n i c í ch (2 © = q>) 

(54) A + 2 Y2 C sin © = 0 , A cos 2 © + B sin 2 © + — = 0. 

V i l . 
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V y l o u č e n í m m v y c h á z í tangenc iá ln í r o v n i c e p l o c h y 

( 5 4 * ) A2B2(8Ca — A2) = (iAC2 — A* + - j & d J . 

O m e z m e se n a p ř í p a d D = 0 ; t u se r o v n i c e z j e d n o d u š í n a 

(55) B2 (8 C 2 — A2) = (4 C a — A2)2, 

c o ž j es t tangenc iá ln í r o v n i c e kuže le o p s a n é h o o p l o c h u s b o r c e n o u z v r c h o l u 
O. O b y č e j n o u j e j í r o v n i c i o b d r ž í m e t a k t o : r o v n i c e (54) d á v a j í p r o D = 0 

B C 

h o d n o t y — a , a r o v n i c e t e č n é r o v i n y p a k z n í 

(5) x sin 2 co — y cos 2 co = —\= z cos o : 
V2 

n a o b a l o v é m kuže l i j e sp lněna ještě r o v n i c e charakter is t iky 

x cos 2 ca + y sin 2 co — ^7= z sin co , 

2 v 2 a z o b o u r o v n i c v y c h á z í řešením z 
x = — t - t = ( 2 s i n 2 a cos co — cos 2 co s i n co) 

2V2 
^ 

y = — ( 2 cos 2 co cos m + sin 2 at sin co), 
2 V 2 

parametr i cké v y j á d ř e n í o p s a n é h o kuže le . 

R o v n i c e t y lze psát i v i m a g i n á r n í m t v a r u 

(55* ) x + iy = (3 + e 2 ^ ) eim, 

a o d t u d p l y n e další v las tnos t p l o c h y , že 

„ ř e z kuže l e o p s a n é h o z v r c h o l u O o p l o c h u n o r m á l p l o c h y k o t á l n i c 
a = c = 2 g r o v n o b ě ž n ý c h s r o v i n o u O x z, v z a t ý n a r o v i n ě z = 2 a Y2, 
jest^ n e í r o i d a H u y g e n s o v a , čili e p i c y k l o i d a v y t v o ř e n á k o t á l e n í m k r u h u 

p o l o m ě r u p o k r u h u p o l o m ě r u a, a le o t o č e n á o 90° v e s m ě r u z á p o r -
ná 

n é m , př i č e m ž r á m ě j e s t — . 

Př i t o m o d v a l e n ý úhel n a k r u h u p e v n é m = co j e s t p o l o v i c e o d v a l e n é h o 
úhlu (p př i k o t á l e n í v p r o s t o r u . 

Z n a m e n e j m e T b o d ne ť ro idy , p j e h o b o d o p ě r n ý n a k r u h u (a) v r o -
v ině řezu, B b o d k r u h u t o h o t o , o d n ě h o ž k o t á l e n í p o č í n á , t a k ž e o b l . 
B (t = o b l . ft * , p a k j e T d iametrá ln í p r o t ě j š e k b o d u * n a h y b n é m kruhu . 

K o n s t r u k t i v n ě j s o u t y t o v ý s l e d k y m á l o u ž i t e č n é p r o pří l iš m a l é 
r o z m ě r y o b r a z c e . V í m e v š a k , že — m l u v m e v ý h r a d n ě o p ů d o r y s u , j e n ž 

Vil. 



86 

j e s h o d n ý s o r i g i n á l e m — ^B'O p' = to — ~ , t akže j es t O p' J_At m> 
i 

j e - l i tn o p ě r n ý b o d přís luSný k b o d u P na ploše ko tá ln i c , z n ě h o ž v y c h á z í 
n o r m á l a » ( obr . 11.) a znač í - l i A1 b o d ( — a , 0, 0 ) . 

M i m o t o j es t d le h o ř e j š í r o v n i c e (5) s topa t e č n é r o v i n y na r o v i n ě 
řezu T 5 řa j e j í p ů d o r y s T' 5 ) r o v n o b ě ž n á s p ř í m k o u O m || G P'. J e ž t o p a k 
z = 2aV2, j e s t dle (5) v z d á l e n o s t p ř í m k y T' 5 o d p o č á t k u O r o v n a 
2 a cos 0 = Aím. 

V e d e m e t e d y k o l m i c i O p' na Ax tn, j e j í m p r ů s e k e m p' s k r u h e m (a) 
k o l m i c i na G P' (|| O m) a p r o t n e m e j i v b o d ě T' p ř í m k o u n a ni k o l m o u 

u vzdá lenos t i Ax m o d O v e d e n o u . Je p a k T' p ů d o r y s b o d u n a o p s a n é m 
kužel i (v r o v i n ě z = 2 a V2), 1' 5 p ů d o r y s t e č n y j e h o řezu. 

P o n ě v a d ž n o r m á l a n lež í v r o v i n ě 5 , a j e j í p ů d o r y s m P' ( || O x) j e 
přesně z n á m , n a c h á z í m e t a k spo lehl ivě jš í určen í nárysu n o r m á l y n"; n e b o ť 
s t opa n o r m á l y n na r o v i n ě řezu m á p ů d o r y s v průseku př ímek T ' 5 a tnP', 
n á r y s j e v n á r y s n é s topě řezu . 

V obrazc i 11. z n á z o r n ě n y b o d y P a P t n a ploše ko tá ln i c a = c = 2 g 
( j i ch p ů d o r y s y leží na k r u h u p o l o m ě r u a, středu G), k teré m a j í n o r m á l y 
n, « j v e spo lečné rov ině k o l m é n a Oy, a prot ína j í se na rov ině J (y = x + a), 
j e j í ž s t o p a 11 p rocház í b o d e m Ax a sv írá s O x úhel 45°. V t é t o rov ině leží 
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čára dvojná (J^, jejíž jeden bod D — průsek normál n, «, — v obrazci 
znázorněn. 

T a k é kuže ly o p s a n é z l i b o v o l n é h o v r c h o l u n a p ř í m c e O x j s o u 
č t v r t é t ř ídy . R o v i n a určená v r c h o l e m S 0 (x0, 0 , 0) a p ř í m k o u n m á r o v n i c i 

/ • s o í O *o \ Z COS M 
[x — x0) sin 2 ca — y ycos2 co } - — — , 

charakterist ika — př ímka n a o b a l o v é m kuže l i — leží p a k na r o v i n ě 

z sin co 
(x — *0) cos 2 to + y sin 2 co — -T—-; 

2 V 2 

j e j í stopa n a r o v i n ě z = 2 a V2 m á p ů d o r y s k o l m ý n a O m, a v z d á l e n o s t 
j e j í o d b o d u 5 0 r o v n á se vzdá lenos t i p ř í m k y p' T o d b o d u O, k terá j e s t 
— a sin co = d, t e d y r o v n a vzdá lenos t i b o d u O o d p ř í m k y Ax m. 

P r o m í t n e m e t e d y p ř í m k u n n a p loše n o r m á l d o r o v i n y z = 2 a V 2 
ze středu S0, n a č e ž p ů d o r y s s t o p y kužele o p s a n é h o o b s a h u j e b o d , v e k t e r é m 
p ů d o r y s centrá ln ího p r ů m ě t u n* pro t íná t e č n u k r u h u (ď) opsaného p o l o -
m ě r e m ó ze středu S a , k o l m o u na směr O m. U r č i t ě j i v y j á d ř e n o , j e t a t o 
t e č n a v e d e n a na k o n c i p o l o m ě r u přís lušného k směru 2 < D + s r = g > + j r . 

* * 
* 

V r a ť m e se k o b e c n é m u př ípadu p l o c h y ko tá ln i c a = c, a b y c h o m 

určil i n o r m á l y j e j í p rocháze j í c í d a n ý m b o d e m (x0 y0 z0) v p r o s t o r u . 

P r o b l é m se v y j a d ř u j e r o v n i c e m i 

x — p y — q z 
í— - — — = — — u , p — a cos w, q — a sin q>, 

x0—p y0 — g 
čili p o dosazení h o d n o t , 

— g cos2 — (a — g cos qp) cos a cos fp — u (x0 — a cos g>) — g 

— g sin (p cos qp — ( a — g cos <p) cos a sin fp = u (y0 — -a sin fp), 

(a — g cos fp) sin a = z0u, 

k t e r ý m i ž t o r o v n i c e m i j s o u n e z n á m é fp, a, u u r č e n y . 

T u o b d r ž í m e z p r v n í c h d v o u 

(a) g sin fp — u (Xq sin qp — y 0 cos fp) , 

m i m o t o dáva j í p r v n í d v ě r o v n i c e 

(a — g cos tp) cos a = — u (xQ cos fp -(- y0 sin q> — a); 

sečtou- l i se p a k č t v e r c e třet í r o v n i c e s o u s t a v y a r o v n i c e pos lední , v y j d e 

(Z3) (« — g cos fp)2 = u2 [ (*„ cos <p + y0 sin fp — a)2 + z02]» 

načež dě len ím r o v n i c ( « ) a (¡3) v y c h á z í r o v n i c e p r o n e z n á m o u q>: 

(a— g cos <p)2 (*0 sin qp — y 0 cos qp)2 = g2sin2qp[(*„ cos tp + y 0 sin <p—a)2 + z0*], 

k terá m á šest řešení, j e ž t o se některé č l e n y ruší . 
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Geometrické provedení zdá se nejvýhodnějším takto: 

V rovnicích («) a (/J) znamenáme ~~ = r > považujíce r za průvodič; 

pak se obdrží hodnoty qp jako úhly příslušné k průsekům čar *) 
I. r=x0 — y0coigy, 

II. ra (a — g cos y)2 = ga [(*„ cos y + y0 sin y — a)2 + z0*]. 

K o n s t r u k c e p r v n í č á r y , k te rá j e s t u p n ě 4. , j e bezpros t ředn í . 2 ) D r u h á 
č á r a j e s ice s t u p n ě 8., a le j e j í k o n s t r u k c e n e p o s k y t u j e o b t í ž í , j e ž t o ve l i č ina 
a — g cos 9 j e s t p o l o m ě r k r u h u r, a v e l i č i n a x0 cos y + y9 sin y — a j e v z d á -
l enos t b o d u x0 y0 o d t e č n y k r u h u z á k l a d n í h o v b o d ě m (qp). T a k é t e č n y o b o u 
čar s t ro j í se b e z o b t í ž í n a zák ladě p o l á r n í c h s u b n o r m á l . 

* 
* * 

O b r a ť m e se n y n í k p loše k o t á l n i c 4. s t u p n ě o b y č e j n é (g = a), a b y c h o m 
s t a n o v i l i p l o c h u j e j í n o r m á l p o d é l l i b o v o l n é k o t á l n i c e a = k o n s t . 

R o v n i c e n o r m á l y z n ě j í 
„ , „ * — a cos (p „ y — a siny 
X = a cos y + Z — , Y = a sin y + Z — , 

z z 

při č e m ž s o u ř a d n i c e b o d u n a p loše x, y, z m a j í h o d n o t y 

x = a + Oj (1 — cos qp) cos tp 

y = aí( 1 — cos qp) sin tp, 

z = a2 (1 — c o s qp), 

«j = a (1 — cos a), Og = a sin a, 
t a k ž e b u d e 

rx — a cos qp a + a^ cos qp y — a sin qp _ — a — cos gp 

z a2 ' z a2(l — cos y) 

a r o v n i c e n o r m á l y b u d e lze psát i 

X = (—Z + a)cos(p + — Z, 
\ flg / a „ 

y = a <h. + i<h — a) Z — (« «2 + «1 Z) cos gp s i n 

a2 (1 — cos qp) 

E l i m i n a c í y v y c h á z í o d t u d r o v n i c e p l o c h y n o r m á l ; p o n ě v a d ž 

sin2 qp _ 1 + cos qp 

(1 — cos y)2 ~ 1 — cos qp ' 

sin y 

* = 

i) Průvodič průsečíku určuje hodnotu u = - y , a pro bod na ploše jest pak 

r 
») Jej i rovnice zni (*» + y») y* = (*, y — y , *)*. 

VII. 
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dá se Y* vyjádřiti racionálně pomocí cos <p a tedy též pomocí X: 

ya _ r g g, + — a) Z — (g a% + ax Z) cos tp 1 a 1 + cos tp 
L «a J 1 — cos tp ' 

a*X —a Z 
cos q> = -

a #2 + ai Z 

ya _ r aa2+(a1—a)Z + aZ — a2X y a2(a+X) + (a1—a)Z 
L g2 J a2(a—X)+(al+a)Z 

t . j . r o v n i c e p l o c h y n o r m á l p o d é l k o t á l n i c e a z n í 

«22 [(« + "i) Z — a2 X + g gj Y2 

= [(gj — g) Z + g 2 X + a a j ( í í j Z — ažX + g g 2 ) 2 = 0 . 

P l o c h a ta m á d v o j n o u p ř í m k u 

(J) Y = 0, Z = ^ (X — a) = (X — a) cotg 

otáč í - l i se r o v i n a k o l e m d v o j n é p ř í m k y A , p r o t í n á p l o c h u v p ř í m c e ležíc í 
n a r o v i n ě o b s a h u j í c í p ř í m k u 

(a + g j Z — g 2 X + g g 2 = 0 , 

r o v n o b ě ž n o u s O y . Ostatně z r o v n i c e n á r y s u n o r m á l y 

Z - Z + a) cos w + —Z 
\a2 J a2 

v y c h á z í b e z p r o s t ř e d n ě , že nárysy normál tvoří svazek s v r c h o l e m 

g2 _ a 02 

čili 

(n0) x0= —— , z0 — — a cotg . 
2 sin2 — 

A 

Ř í d í c í ú t v a r y s b o r c e n é p l o c h y n o r m á l p l o c h y k o t á l n i c c = a = g 
p o d é l k o t á l n i c e a j s o u t e d y z á k l a d n í k r u h p l o c h y a p ř í m k y (d ) , (n 0 ) , 
z n i chž p r v n í j e d v o j n á čára p l o c h y . 

R ů z n ý m k o t á l n i c í m přís lušné p ř í m k y (m0) t v o ř í v á l e c p a r a b o l i c k ý 

z\ -t- 2 g x9 + g 2 = 0. 

V o b e c n é m p ř í p a d ě l i b o v o l n é p l o c h y k o t á l n i c m á n á r y s n o r m á l y 
r o v n i c i 

„ f g ztn w sin ty 1 
X — c cos ri> = Z \ — cotg acosty -{- — r—: 1 , 

r L 6 (g — g cos tp) s%n a J 
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a může tvořiti svazek paprsků jen v případě, kdy 
g sin qp sin ty 
a — g cos qp 

j e l ineární f u n k c e cos ty. T o nas tane při g = a, <p = ty a t éž při q> = 2 ty, 
k d y t e n t o v ý r a z m á h o d n o t u cos ty, tak že z d e n á r y s y normál p r o c h á z e j í 
b o d e m 

X = 0 , Z = —ccoty , 

a j e d e n z ř íd íc ích ú t v a r ů p l o c h y n o r m á l j es t o p ě t p ř í m k a s m ě r u O y. 
R e z y Z = k o n s t . p l o c h y n o r m á l (56) j s o u c i rkulární č á r y 3. s tupně , 

m a j í c í d v o j n é b o d y n a p ř í m c e Z — (X — a) cotg — v r o v i n ě Y = 0 , t . j . 
ů 

d v o j n ý b o d jest 

X=a+Ztg-^r, Y = 0. ¿i 

A b y c h o m urči l i t e č n y d v o j n é h o b o d u , p išme r o v n i c i (56) v e t v a r u 

A Y2 — B H2 = 0, A =a22[(a + a1)Z — a2X + aaJ 

B = (^ — a) Z + a2 X + a a2, H = a^ Z — a2 X + a a^. 

R o v n i c e t e č e n v b o d ě d v o j n é m p a k se v e t v a r u d i f f e renc iá ln ím píše 

Ad Y2— BdH2 =0, 

k d e za A, B se k l a d o u h o d n o t y t ě c h t o v ý r a z ů v b o d ě d v o j n é m : 

A = «x «a2 Z, B = (2 Oj — a) Z + 2 a a2, 

a m i m o t o j es t d H — — a ^ d X ) r o v n i c e t e č e n t e d y zn í 

( rfyy _ 2 Oj — a 2 a a, 
dX J Oj Oj Z 

T e č n y j s o u symetr i cké v ů č i nárysně , a sv íra j í úhel záv is lý na v ý š c e 
řezu Z\ sto j í n a sobě k o l m o , je- l i pos l edn í v ý r a z r o v e n tg 45° = 1, t . j . p r o 

v 2 a a2 n * 
Z — — — 2 ate a , 

a — íij ° 
takže 

„ r o v i n a Z = 2atga p r o t í n á s b o r c e n o u p l o c h u n o r m á l p o d é l k o t á l n i c e a 
(56) v e s t r o f o i d ě " ; 

j e j í a s y m p t o t a j e r o v n o b ě ž n á s O y . 
P r o l i b o v o l n é Z p o l o ž m e 

£ = X — ^-Z — a, = y, 
«2 

t . j . p ř e l o ž m e p o č á t e k souřadnic d o p r ů m ě t u d v o j n é h o b o d u ř e z u ; r o v n i c e 
řezu Z = k o n s t . se p a k o b j e v í v e t v a r u 

at£(£2 + ii2) + l(2a1 — a)Z + 2aaJ£2 — aZii2=0. 

VII. 
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V po lárn ích souřadnic í ch r, m 

i = r cos m, i} = r sin m, 

z n í r o v n i c e k ř i v k y 

(57) r = s a c a> — 2 ( *** ̂  + a) cos co, 
«2 \ a i / 

takže se j e v í řez Z = k o n s t . j a k o c issoidála p ř í m k y a kruhu , z p ó l u n a t o m t o 
l ež í c ího . 

Z e j m é n a seče r o v i n a 
z = 2 a a2 

a — 2 Oj 

p l o c h u n o r m á l (56) v c i sso idě D i o k l e t o v ě . 

S o u ř a d n i c e ú v r a t n í k u j s o u 

, a 2 a sin a 
y = 0, x = a + zig — , z = 

2 ' 2 cos a — 1 
t e d y 

4 a sin2 

x = a + 2707̂ T' 
a p o r e d u k c i 

a 2 a sin a 
x = — — , z = 

2 cos a — 1 ' 2 cos o — 1 ' 

z č e h o ž e l iminac í p i j m e 

z2 + (* + a)2 = 4x2, y = 0 

j a k o ž t o r o v n i c e g e o m e t r i c k é h o místa ú v r a t n í k u c isso id D i o k l e t o v ý c h 
z — k o n s t . n a p l o c h á c h n o r m á l p o d é l r ů z n ý c h ko tá ln i c . č á r a ta j es t h y p e r -
b o l a 

P o n ě v a d ž souřadn i ce d v o j n é h o b o d u řezu z = k o n s t . j s o u 

y = 0, x = a + z tg y , 

v y c h á z í p r o c isso idály (57) j a k o ž t o g e o m e t r i c k é m í s t o s t ředů ř íd í c í ch k r u h ů 
p ř í m k a v r o v i n ě 0 x z 

x =2a + 2ztg-^-, 

a ř íd íc í p ř í m k y t ě c h t o c i sso idál m a j í v r o v i n ě 0 x z s t o p y n a p ř í m c e , a + <h 
x = a A — z. 

a% V I I . 



92 

V r a ť m e se k r o v n i c í m ( 4 0 ) ; s n a d n o sh ledáme, ž e čára a = k o n s t . , 
v = k o n s t . j i m i s t a n o v e n á leží n a k o u l i 

(5) + y" + z« = 2 v  a ~ c c o s a
 2 + c* + * (g*—a>) . 

stn a / 

Zv láš tě m á m e v p ř í p a d ě g = a = c, a 

1 v = 
2 cos a — 1 ' 

t . j . k d y čára (40) z n a č í ko tá ln i c i na p loše centrální , př ís lušnou ke kotá ln i c i 
« , r o v n i c i k o u l e 

x2 + y2 + 22 = 2 a * ~ C ° S " z + a » ; 
2 cos a — 1 

t a t o p r o c h á z í pa t rně z á k l a d n í m k r u h e m . P r o n i k t é t o kou le s p l o c h o u 
n o r m á l (56) sestává z t o h o t o k r u h u a z č á r y s tupně 4. , naš í k o t á l n i c e n a 
p loše centrá ln í . 

14. 
V r a ť m e se k p loše k o t á l n i c s tupně č t v r t é h o a = c, j e j í ž r o v n i c e zn í 

(49) (*" + + z 2 - g2)2 = 4 « " [ (* — g)2 + ý*\, 

a v e v y j á d ř e n í p a r a m e t r i c k é m 

x — g = r cos <p, y =r sin <p , z = (a —• g cos <p) sin a 

př i o z n a č e n í 
r = (1 — cos a) (a — g cos <p). 

V o l m e b o d G (g, 0 , 0 ) za p ó l s o u s t a v y souřadnic po lárn ích v p r o s t o r u 
Q, a, k l a d o u c e 

x — g = q sin & cos at 

y = Q sin & sin co 

z — q cos 0; 
j e p a k (49b) 

t . j . 

t e d y 

t a k ž e 

= r 2 + z 2 = 2 r {a — g cos tp) 

p 2 = 2 (1 — cos a) (a — g cos g>)2, 

q = 2 sin (a — g cos <p), 
jLi 

„ z a . _ 
cos 9 — — = cos — , r = Q stn & , to = q>, 

9 ^ 

t f d y p l o c h a k o t á l n i c 4. s tupně m á po lárn í r o v n i c i 

(58) 9 = 2 (a — g cos co) sin 8 , 

a 
př i č e m ž 0 = — , to = tp . 

z 

Vil . 
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Transformací reciprokých průvodičů (inversí) s pólem G, vyjádřenou 
rovnicí Q Q0 = e9, přechází plocha v následující: 

(59) 2 sin 8 (a — g cos ©) = cĚ, 

aneb vrátíme-li se k souřadnicím pravoúhlým, 

2aV{x — g)* + y* — 2g(x — g) = c« ; 

p l o c h a t a t o j e v á l c o v á k o l m á n a z á k l a d n í r o v i n u Oxy, a j e j í čára ř íd í c í 
m á r o v n i c i 

(59 •) (a" — g2) (* — g)2 + a 2 y 2 = - L t* + c2 g ( * — g) . 

Naše p l o c h a k o t á l n i c 4. s tupně t e d y v z n i k á p r o s t o u invers í z p l o c h y 
v á l c o v é 2. s tupně , k te rá jest p a r a b o l i c k o u v p ř í p a d ě g = + a, e l l ip t i ckou 
p r o | g | < a, h y p e r b o l i c k o u p r o | g | > a. P o n ě v a d ž invers í se č á r y k ř i v o -
z n a č n é p ř e v á d ě j í o p ě t v k ř i v o z n a č k y , v y c h á z e j í t a k zv láštn í p ř í p a d y h o ř e j -
ších v ý s l e d k ů ; k r u h y n a p loše k o t á l n i c o d p o v í d a j í p o v r c h o v ý m p ř í m k á m 
vá l ce , a p ř í m é j e h o ř e z y j s o u č á r y inversn í k ř i v o z n a č e k p l o c h y ko tá ln i c , 
t a k ž e 

„ k ř i v o z n a č k y p l o c h y ko tá ln i c 4. s tupně (a = c) j s o u n a p loše v y ť a t y 
kou lemi , k t e r é se v b o d ě G d o t ý k a j í z á k l a d n í r o v i n y Oxy." 

K o u l e (x — g)2 + y 2 + =2 hz v y t í n á na p loše (49) k ř i v o z n a č k u ; 
s p o j e n í m o b o u r o v n i c v y c h á z í 

(G) ig(x — g)+h z]2 = a 2 [ ( * — g)2 + y 2 ] 

j a k o r o v n i c e kuže le s v r c h o l e m G, n a n ě m ž u v a ž o v a n á k ř i v o z n a č k a se n a -
cház í . P ř e t v o ř e n í m p r a v é s t rany na zák ladě r o v n i c e kou le v y c h á z í r o v n i c e 
e l l ipt i ckého v á l c e 

[g(% — g) +hz]* = a*z(2h — z)\ 

z á r o v e ň nárysu k ř i v k y . T a t o ellipsa d o t ý k á se o s y O x y b o d ě G, j e j í p r ů m ě r 
t í m t o b o d e m procháze j í c í m á r o v n i c i 

x — g _ 
— h g ' 

a s třed m á v ý š k u z = h, t . j . leží se s t ř e d e m k o u l e na r o v n o b ě ž c e s 0 x. 

P r ů m ě r sdružený se s m ě r e m O z 

g h (x — g) + (a2 + h2) z = a2 h 

a2 

o b s a h u j e b o d z = 0 , * = g + — . 

D r u h ý průsek el l ipsy s p ř í m k o u G z m á souřadnic i 

2 a2h 
z =asm2y , h=ďtgy. 

V I I . 
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Ellipsa d o t ý k á se o b r y s o v é p a r a b o l y p l o c h y k o t á l n i c (10*) Čl. 4. 

v b o d e c h z = h ±_ V Ji2 — «*, r e á l n ý c h p r o | h | ^ a . 

K u ž e l (G) lze p o v a ž o v a t i za o b a l o v o u p l o c h u r o v i n 

a £ cos <p + a y sin <p = g£ + h z; 

r o v i n y t e č n é k u b ě ž n é m u k r u h u o d p o v í d a j í p o d m í n c e 

a* + g2 + h2 • ¿ V ( a 2 + g2 + /j2)2 — 4 a 2 g 2 

a p r o t í n a j í se v p ř í m c e f o k á l n í 

y = 0 , (a2 h2 — g2)£ = 2 ghz; £ = x — g. 

D r u h á f o k á l a kuže le přísluší p a r a m e t r ů m cos qp = oo a s p l ý v á s p ř í m -
k o u G z. 

P r o p ů d o r y s k ř i v o z n a č n é č á r y n a l e z n e m e r o v n i c i 

[(a2 + g 2 + A2) Č2 + (a2 + A2) y 2 + 2 g h2£]2 = 4 a2 (I2 + y2) (g f + A2)2; 

přehledně jš í j e v š a k r o v n i c e smíšená (r2 = f 2 + y2 ) 

í ( g í + A2 — a r ) 2 + A 2 r 2 = h * . 

D v o j n ý b o d G k ř i v o z n a č k y j e p ř i r ozeně d v o j n ý m b o d e m p r ů m ě t u , 
y y ai a2 

a j e h o t e č n y j s o u - y = +_ — ; d r u h é d v a b o d y d v o j n é p ů d o r y s u 

m a j í s ouřadn i ce 

£ = h2 , h21 / g2 — a2 — A2 

g " - g T <*2 + h2 • 

č á r a se d o t ý k á k r u h u r2 = h2 v j e h o průsec í ch s k u ž e l o s e č k o u 

ar = g£ + h2. 

B o d y , v n i chž t e č n y j sou r o v n o b ě ž n ý s O y, se urč í z p o d m í n k y 

dr 
v = oo 

d£ 1 

j e ž z d e d á v á 

K o t á l n i c í m a = k o n s t . příslušejí č á r y 0 = k o n s t . , p r o n ě ž r o v n i c e 
(59) d á v á v e s p o j e n í s r o v n i c í z = Q0 COS & 

(S0) aztg&-g(x — g) = yC2, 

VII. 
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t . j . inversí kotálnicim odpovídají na válci fezy 5 rovinami obsahujícími 
určitou přímku roviny základní, r o v n o b ě ž n o u s O y. Z v o l í m e - l i c" = 2 g2, 
b u d e t a t o p ř í m k a s p l ý v a t i s o s o u O y . 

K o t á l n i c e a leží n a k o u l i (S) (a = c, v = 1) 

x® + y» + í» = 2 « * í g ý + g« 

k t e r o u s k u t e č n ě naše inverse p ř e v á d í v r o v i n u (S 0 ) ; t a t o j e r o v n o b ě ž n á 
s t e č n o u r o v i n o u kou le v p ó l u G, a t a k p o d á v á inverse naše z á r o v e ň s t e r e o -
g r a f i c k ý p r ů m ě t k o t á l n i c e z p ó l u G. 

N e v á ž e m e - l i se n a t o , a b y p r ů m ě t n a t o h o t o p r o m í t á n í m ě l a u s t á l e n o u 
v z d á l e n o s t o d s tředu p r o m í t á n í , o b d r ž í m e t a k s t e r e o g r a f i c k é p r ů m ě t y 
všech k o t á l n i c p l o c h y , r o z l o ž e n y p o vá l c i 2. s tupně j a k o ž t o j e h o ř e z y s u r č i -
t ý m s v a z k e m r o v i n . 

U v a ž u j m e n y n í p ř í p a d g < a, k d y i n v e r s n í vá lec (59*) j es t e l l ip t i cký . 
R o v n i c i j e h o lze psát i 

/ 1 c2 \ 2 C* a 2  

R e z t o h o t o v á l c e s r o v i n o u r o v n o b ě ž n o u s o s o u Ox j e s t ellipsa, j e j í ž 
p o l o u o s a v e s m ě r u Ox m á h o d n o t u 

1 a c 2 
a = — 

2 a2 — g2 ' 
a druhá Ď m á h o d n o t u 

c2 

í> = —, . sec y, 
2 V a2 — g2 

je - l i y ú h e l s e v ř e n ý t o u t o r o v i n o u a r o v i n o u z á k l a d n í Oxy. 
R e z b u d e k r u h o v ý př i a = 6, t . j . je - l i úhel y u r č e n z p o d m í n k y 

a2 coz2 y = a2 —g2, a sin y = g. 

Z p ě t n o u t r a n s f o r m a c í o b d r ž í m e n a ploše k o t á l n i c d v ě ř a d y k r u h ů , 
a c h c e m e t y t o b l í že seznat i . 

R o v i n a k r u h o v é h o řezu n a v á l c i b u d 1 ) 

y sin y + z cos y = p, 

při č e m ž p j e zce la l i b o v o l n á v e l i č i n a ; s t řed k r u h u , v n ě m ž t a t o r o v i n a 
seče v á l e c , m á s o u ř a d n i c e 

* — g = Y S fl2_g2 ' y = o , z = p sec y , 

a p o l o m ě r k r u h u j es t 

J_ a c 2 

2 a2 — g2 ' 

*) V případě a < g jsou tyto kruhy pomyslné; mimo to mají naše plochy 
ve všech případech (a ^ g) jeátě jednu řadu pomyslných kruhů. 

Vil . 



t a k ž e n á l k r u h leži n a k o u l í c h 
/ 1 c" c4 a2 

+ 2 X {p — y siny — z cos y) = 0, 
při l i b o v o l n é m A. 

T u t o k o n s t a n t u X u r č í m e t a k , a b y kou le o b s a h o v a l a b o d G; t o p o d á 

2Xp = ~ / — p2 sec2 y , 
r 4 a2 — g2 

a r o v n i c i k o u l e l ze u s p o ř á d a t i t a k t o : 

p2 (y sin y — z cos y) sec2y + / > [ ( * — g)2 + y 2 + z 2 — g (* — g ) ] 

1 c4 

-T a2 g2 + zcosy) = 
invers í v z n i k n e o d t u d r o v i n a , k terá p r o t í n á p l o c h u k o t á l n i c v e d v o u kruz í ch . 
J e j í r o v n i c e 

c2P 
p2 (y sin y — z cos y) sec2 y ——- (gx — a2) 

a g 
' 1 c4 

~ T a2 — g 2 Cv sin V+ 2C0S y) = 0 

b u d e z b a v e n a v l i v u p o m o c n é v e l i č i n y c, zavede - l i se paramétr 

P 

R o v i n y sekouc í p l o c h u k o t á l n i c 4. s tupně v e d v o u kruz í ch m a j í t e d y 
r o v n i c e 

COS^ v 
H2 (y sin y — z cos y) — p — (gx — a2) 

a 5 

1 cos2 y , , . 
a2 — g2 (y smY + z cos Y) = ° 

čili l épe 

( a2 \ 1 
x — -—J — (y sin y + z cos y) = 0 , 

k d e úhel y p o d r o b e n h o ř e j š í m r o v n i c í m . 
O b a l o v á p l o c h a t ě c h t o r o v i n j e r o t a č n í kužel 

,2 £t2 
(60*) 

g' ť 
72 \ 

j e h o ž v r c h o l H , 0 , 0 j , osa r o v n o b ě ž n á s O z, a j e h o ž s t rany svíra j í 
g 

s o s o u ú h e l y . 

V I T . 
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„ T e č n é r o v i n y kužele (60*; p r o t í n a j í p l o c h u k o t á l n i c 4 . s t u p n ě r e 
d v o u k r u z í c h " . 

H o ř e j š í r o v i n a 
y siny + z cos y = p, p = , 

přecház í invers í v k o u l i 
( 6 1 ) y siny + zcosy = p S, S = (x — g ) a + y " + 
k t e r á ž t o kou le v y t í n á n a r o v i n ě (60) j e d n u z p o v r c h o v ý c h k r u ž n i c u v a ž o -
v a n ý c h . Dosad íme - l i h o d n o t u (61) d o r o v n i c e (60), a krát íme- l i fi, v y j d e 
r o v n i c e 
( 6 1 a ) S + 4 g — — ) = 4 « a fi ( y sin y — zcosy). 

R o v n i c e (61) a (61") o d p o v í d a j í dvěma, k o u l í m , k t e r é se p r o t í n a j í 
v k r u h u n a p loše k o t á l n i c . 

Z á r o v e ň v i d í m e , ž e t a t o plocha je vytvořena jako souhrn kruhů, v nichž 
se protínají dva promětné svazky kouli ( 6 1 ) a (61* ) . 

V ý s l e d e k t e n se os tatně v e r i f i k u j e p ř í m o e l iminac í p z o b o u r o v n i c . 
R o v n i c i d ruhé kou le (61") lze psát i p ř e h l e d n ě j i 

( 6 1 a ) (x + g ) a + y a + z* = 4 a* + 4 a 2 / » ( y sin y—zcosy). 

K o u l e (61) z n a m e n e j m e St, kou le (61*) p a k v s o u h r n u (St) resp. (5^) . 
K o u l e ft t v o ř í svazek o s p o l e č n é m k r u h u k v r o v i n ě 

(k) y sin y + z cos y =0, 

j e h o ž střed j est G a p o l o m ě r nulla . K o u l e Stj t v o ř í s v a z e k o s p o l e č n é m k r u h u 
k^ v r o v i n ě 

y sin y — z cos y =0, 

j e h o ž s třed j e Gx ( — g , 0 , 0 ) a p o l o m ě r 2 a. 
P ů d o r y s y s tředů K Kx t ě c h t o k o u l i leží n a r o v n o b ě ž k á c h G y, r e s p . 

G j s o s o u y , a p o ř a d n i c e y , yx s t ředů p ř i ř a d ě n ý c h k o u l í h o v í r o v n i c i 

y yi = s2-

Spoj íme- l i t e d y p ů d o r y s y s t ředů p r o m ě t n ě si 'př í s lušných k o u l i í t 
a oba lu j í s p o j i v é p ř í m k y k r u h 

*2 + y2 = g2. 

V p r o s t o r u t v o ř í spo j k y středů př í s lušných si k o u l í r o t a č n í h y p e r b o l o i d 
s o s o u O z, j e h o ž p ř í m k y sv íra j í s o s o u úhel y. T a t o p ř í m k a [K't Kx p r o t í n á 
k o l m o r o v i n u k r u h u {St, Sta) v j e h o středu, a j e ž t o r o v i n y t y o b s a h u j i s t á l ý 
b o d H — v r c h o l kuže le (60 *) — j e v í se s t řed k r u h u n a p l o š e k o t á l n i c j a k o 
p a t a k o l m i c e spuštěné z p ó l u H n a p o v r c h o v o u p ř í m k u h y p e r b o l o i d u . 

Parametr i cké v y j á d ř e n í p ř í m k y n a t o m t o h y p e r b o l o i d u z n í 
x - f » y = (g — i v sin y) e * z = v cos y, 

Ro p r a v ý : Rot XXVI. Tf. II. Cit. 7. 7 
VII. 
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k d e m j e s t úhe l pHslušný k o b l o u k u G p, př i č e m ž p j e d o t y k o v ý b o d p ř í m k y 
Kj K' s k r u h e m (g), t . j . b o d v = 0 n a př ímce . V r e á l n é m t v a r u z n ě j í t y t o 
r o v n i c e 

x = gcosm -f v siny sin m, 

(62) y = g sin m — v sin f cos a, 

z = v cos y; 
v j e dé lka p o v r c h o v é p ř í m k y mez i b o d e m h y p e r b o l o i d u (x, y, z) a k r u h e m 
(g) v r o v i n ě * y . 

R o v i n a v e d e n á b o d e m H , 0, k o l m o n a t u t o p ř í m k u m á 
rovn i c i 

a8 

( 6 3 ) X siny sin o — Y sin y cos co + Z cosy = — sin ¡' sin m, 
& 

a p růsek j e j í s p ř í m k o u p o v r c h o v o u o d p o v í d á p a r a m e t i u *) 
«« . 

v — — stn y sin m = a sin m, g 

c o ž j e t e d y paramétr s tředu p o v r c h o v é k n i ž n i c e , ležíc í v r o v i n ě k o l m é n a 
p o v r c h o v p u p ř í m k u m n a h y p e r b o l o i d u . Souřadn i ce s t ředu t é t o k r u ž n i c e 
z n ě j í p a k 

x — g = g (1 — cos m) cos m 

(64) y = g (1 — cos m) sin m 

z = V a% — g 2 sin co — a cos y sin a 

a v y c h á z í t a k z e j m é n a , ž e 
„ s t ř e d y k r u ž n i c n a p loše k o t á l n i c 4. s t u p n ě nap lňu j í d v ě č á r y r a c i o n á l n í 
4 . s t u p n ě ležící n a r o t a č n í m h y p e r b o l o i d u j e d n o p l o c h é m a n a vá l c i s m ě r u 
O z, j e h o ž ř ídíc í č a r o u j e k a r d i o i d a , úpatn i ce k r u h u (g) z pó lu G. 

O b l o u k n a z á k l a d n ě m ě ř e n ý o d b o d u G j es t 

s = 4 g ( l — cos y ) = 4 g + <r; 

p o r o z b a l e n í v á l c e v r o v i n u p ř e j d e čára r o v n ě ž v k ř i v k u 4. s tupně , j e j í ž 
r o v n i c e z n í 

— g*)<č{Ug2 — «*) =6 4g*z* 
či l i 

/ o 8 \ 4 z2 

4 g 8 \ 4 g 2 / a 8 — g2 ' 

k d e tf j e s t o b l o u k m ě ř e n ý n a kard io idě o d v r c h o l u a = x. 

. l ) Rovina tato jest identická s (90), a parametry jsou vázány rovnici 
1 , • 

VII. 
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V o b i . 12. d á n y k r u h y (a), (g) o s t ředu O a p o l o m ě r e c h O A, OG; 
k o l m i c e G J n a O A X s t a n o v ! n a k r u h u (a) b o d J, n a č e ž O J sv í rá s o s o u 
O z úhe l f , a k o l m i c e J H n a OJ s t a n o v ! n a O x v r c h o l H kuže le r o t a č n í h o 
s n á r y s e m (J H Jx) ( 6 0 * ) , j e h o ž se d o t ý k a j í r o v i n y i ? s e k o u c í p l o c h u k o t á l n i c 
v kruz í ch . 

P ř i z v o l e n é r o v i n ě t a k o v é R v e d e m e n a j e j í p ů d o r y s n o u s t o p u Rl 

k o l m o u t e č n u k r u h u (g), k t e r á p a k n a p ř í m k á c h G y a Gx y u r č u j e p ů d o r y s y 
K', K\ s t ředů k o u l í St a jř l f a j e s a m a p ů d o r y s e m p o v r c h o v é p ř í m k y n a 
r o t a č n í m h y p e r b o l o i d u ; p r o určen i n á r y s u lež í p r o s t ř e d k y n a snadě . Z e j m é n a 
v íme , ž e n á r y s n á s t opa kou le St p r o t í n á R11 v b o d ě n á r y s n é s t o p y p l o c h y 

kotá ln i c , k te rá j e s t k r u h středu Ax a p o l o m ě r u Ax G. P r o k r u h St11 z n á m e 
t e d y průsek p ř í m k y R11 s t í m t o n á r y s n ý m k r u h e m p l o c h y , a v í m e , že se t e n t o 
k r u h Jf11 d o t ý k á o s y O x v b o d ě G; o sa s y m e t r i c e t ě c h t o d v o u b o d ů t e d y 
urču je b o d K" n a G z . 

P r ů s e k y n á r y s n é h o k r u h u s R11 j s o u o v š e m d v a , d r u h ý o d p o v í d á 
k r u h ů m s o u s t a v y c h a r a k t e r i s o v a n é ú h l e m % — y, a p ř í s l u š n ý m k d r u h é řadě 
p ř í m e k n a h y p e r b o l o i d u . 

O s t a t n ě j e s n a d n o o p e r o v a t i se s t o p a m i k o u l i St a p r o n ě ž z n á m e 
s t ředy a p r ů s e k y s o s o u O x (x = g, resp . — g + 2 a). 

K o l m i c e GS' J_K' K\ u r č u j e p ů d o r y s s t ř e d u 5 k r u h o v é h o řezu n a 
r o v i n ě R. D á l e j s o u p r ů s e č í k y E, Ex s t o p Sř1 a Rl n a e p i c y k l o i d é a = x, 
která t v o ř i s t opu p l o c h y k o t á l n i c , a p růsek F p ř í m k y Rl s t e č n o u K' K\ 
j e s t ř edem dé lky E Ex; j e b o d e m n a úpatn i c i k r u h u (g) z p ó l u H. 

7* 
vil . 
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P r o b l é m průseč íků e p i c y k l o i d y u = % s p ř í m k a m i s v a z k u (H) r o z p a d á 
se t e d y v p r o b l é m y kvadrat i cké . 

P o d o b n ě r o z p a d á se v e d v a p r o b l é m y k v a d r a t i c k é o t á z k a p o p r ů -
secích p l o c h y k o t á l n i c s p ř í m k a m i , j e ž se d o t ý k a j í k u ž e l o v é p l o c h y (60*) JHJV 

K r u h n a p l o š e j e řez r o v i n y (60) a k o u l e (61), t . j . v z h l e d e m k h o d n o t ě 
1 <d 

afi=YcoigT, 

r o v i n y (63) a k o u l e 

(65) (x — g)a + y* + ** = 2 a tg y (y sin y +z cos y). 

V z d á l e n o s t s tředu k o u l e o d r o v i n y o b n á š í 
gi ff8 Q) g| 

č srna + a tg—• sm2 y cos o — a tg — costy 
a A i 

t . j . 

(65*) d =asinm— atgy , 

p o l o m ě f k o u l e m á h o d n o t u 

( 6 5 b ) R=atgy, 

t a k ž e p a k p r o h o d n o t u p o l o m ě r u k r u h u q v y p o č t e m e 

p2 =R* — 8* = 4 a 2 sin* ~ , 
A 

a t e d y j e s t p o l o m ě r k r u h u 

(66) q = 2 a sin2 , 
A 

c o ž se r o v n á dé lce p r ů v o d i č e k a r d i o i d y , úpatn ice k r u h u ( « ) z p ó l u A, 
k o l m é h o n a tečnu^řT ' K\. 

Nej větš í k r u h přísluší p o l o z e » = x , k d y r o v i n a p r o c h á z í o s o u O x 
m a j í c r o v n i c i 

y siny + zcosy = 0; 

t u pro t íná r o v i n a p l o c h u k o t á l n i c v j e d n o m k r u h u p o l o m ě r u 2 a a v j e d n o m 
k r u h u p o l o m ě r u nul la . 

R o v n i c e (63) se nezmění , obrát íme- l i z n a m e n í cos y a z v ě t š í m e - l i 
s o u č a s n ě úhe l • o * ; tak o b d r ž í m e d r u h ý k r u h s p o l e č n ý r o v i n ě a p loše k o -
t á l n i c . 1 ) T e d y poloměry kruhů, v nichí naše roviny sekou plochu kotálnic, 

Při tom se tedy mění znamení odmocniny V ««—g* = a cos y v rovnici (64). 
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maji stálý součet 2 a y = 2 a sin* y + 2 a cos" ý j , mimo to leží středy 

o b o u k r u h ů n a p ř í m c e r o v n o b ě ž n é s O xy. 
O d t u d p l y n e , ž e c h o r d á l a o b o u k r u h ů n a r o v i n ě R j e k o l m á n a p ů d o -

r y s n o u s t o p u Rl, m i m o t o o b s a h u j e b o d H. 
Pos ledn í v ě c v y c h á z í z nás leduj í c í ú v a h y : D r u h ý k r u h n a r o v i n ě R 

h o v í r o v n i c i k o u l e ( » - f * — y) (65) 

(x — g)2 + y 2 + z2 = — 2 a cotg (y sin y — z cos y); 
J 

rad iká ln í r o v i n a o b o u k o u l í m á t e d y r o v n i c i , j e ž p o k r á t k é t r a n s f o r m a c i zn í 
y sin y = z cos y .cos a; 

« 

řez t é to r o v i n y s r o v i n o u R (63) j e c h o r d á l a naš ich k r u h ů ; h o v í p a t r n ě 
r o v n i c i v z n i k l é e l iminac í y 

x sin y - f z cos y sin m = a; 

a2 

a b ě r o v n i c e j s o u s p l n ě n y p r o y = z = 0 , x — — , t . j . c h o r d á l a o b s a h u j e 
& 

b o d H. Z o b o u p o s l e d n í c h r o v n i c v y c h á z í 

• a 

x cos cd -f- v sin a = —: , 
sin y 

c o ž jest r o v n i c e r o v i n y k o l m é na R1 a o b s a h u j í c í b o d H. A v š a k p ř í m k a 
r o v i n y R k o l m á n a s t o p u R1 j est p r á v ě strana r o t a č n í h o kuže le , p o d é l k t e r é 
se h o r o v i n a t a d o t ý k á : 

„ S p o l e č n é b o d y o b o u k r u h ů p l o c h y k o t á l n i c n a r o v i n ě R l ež í 
na straně r o t a č n í h o k u ž e l e . " 

V t ě c h t o b o d e c h se r o v i n a R p l o c h y k o t á l n i c d o t ý k á , a d o t ý k á se j í 
v n i c h t a k é p l o c h a k u ž e l o v á ; t . j . r o t a č n í k u ž e l j e s t kuže l z v r c h o l u H 
© p l o c h u k o t á l n i c o p s a n ý , j í ž se d o t ý k á p o d é l urč i t é č á r y 4. s t u p n ě . 

V y š e t ř m e j e h o p r o n i k s p l o c h o u . R o v n i c e ( 60* ) d á v á 
a2 f a2 — e2 \ # + y2 + = ^2 + 2 g x — a2 — g2 + g2 ) , 

(* — g)2 + y2= ' V ' (z2 + 2gx — a2— g2), 
a t e d y r o v n i c e p l o c h y k o t á l n i c 

{x2 + y 2 + z* — g2)2 — 4a2 [(x — g)2 + y 2 ] = 0 
p o d á p r o p rů s eč s u v a ž o v a n ý m k u ž e l e m 

( 2 * + 2 g * - a 2 - g 2 - g 2 g 2 ~ g ' ) S = 0 , 

V I I . 



441 

t . j . k u ž e l se d o t ý k á p l o c h y p o d é l č á r y ležic i n a p a r a b o l o i d u 

(67) * « + 2 g * = a« + 2 g > — -

T a t o čára j e souhrn b o d ů , v n i chž se k r u h o v é ř ezy na s p o l e č n ý c h 
r o v i n á c h pro t ína j í . 

Z r o v n i c ( 60* ) a (67) o b d r ž í m e t é ž 

(68) + + = 
t a k ž e čára naše j e prů s eč kuže le ( 60* ) s k o u l í ( 6 8 ) ; j e j í p ů d o r y s j e kruh 
se s t ř e d e m G 

2 (x-g)2 + yi = (^-T^-) 
* • 

* 

K o u l e (68) přecház í v s a m u sebe při invers i z p ó l u H v ů č i koul i p o l o -
a2 

m ě r u H G = g; t u t é ž v lastnost mus í m í t i j e j í průsečnice s r o t a č n í m 
& 

k u ž e l e m , a t e d y j e s t čára d o t y k o v á kužele ( H ) s p l o c h o u anallagmatická 
T a k é p l o c h a k o t á l n i c j e s t a n a l l a g m a t i c k o u v ů č i p ó l u H, a téže koul i z á -
k l a d n í ( H , H G), a o v š e m t o p lat í t é ž p r o g > a. A b y c h o m t o ver i f ikova l i , 

a2 

p ř e p i š m e r o v n i c i p l o c h } ' subst i tuc í x = f H , a z n a m e n e j m e 
a2 — g2 

— = c. 
g 

R o v n i c e zn í 

[í2 +y2 + *2 + 2 + = M + c>2 + .v2]; 
z a v e d e m e - l i po lárn í souřadnice r, 8, a subst i tuc í 

(69 ft) { = r sin 0 cos m, y = r sin 8 sin a, z = r cos 8, 

o b d r ž í m e r o v n i c i p l o c h y v e t v a r u 

r* 4 a2 r* . r 4 a2 , a2 4- e21 r2 

^ + — 3 sin8cos <o + a2cos2<a — g") sin28 + 2 l - y 
(* gc cr L g2C2 g c J c 2 

( 6 a ) 4 Íj2 r 
H sin 0 cos m + 1 = 0. 

gc c 

P o n ě v a d ž ta j e r e c i p r o k á , j e t í m a n a l l a g m a t i c k á v las tnost p l o c h y 
p r o p ó l H a k o u l i p o l o m ě r u BG d o k á z á n a . 

Subst i tuc í 

c r 
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o b d r ž í m e k v a d r a t i c k o u r o v n i c i , j e j í ž řešení j e s t 
2 a" . 25-ty 

t = sin 9 cos m +—Vg1 — a*co&9, 
gc — c 

n a č e ž j e s t 
'==:<(! ± i v ^ ) . 

K o ř e n y m o h o u s p l y n o u t i j e n j d v a a d v a , a t o nas tane p r o 
a 2 cos2 9 = g2, 

c o ž j e s t p r á v ě r o v n i c e o p s a n é h o kuže le ( 6 0 * ) . 
P r o po lárn i r o v n i c i d o t y k o v é č á r y o b d r ž í m e p o dosazení h o d n o t y 

m cos 9 = g 
a2 

r2 + 2 — rsin9cosa + č = 0, 
S 

a t o př i p r o m ě n n é m 9 j e s t r o v n i c e k o u l e (68). 
K o m b i n a c í r o v n i c (60 *) a (68) v y c h á z í p r o d o t y k o v o u č á r u r o v n i c e 

c. j . Čára leží n a k r u h o v é m vá lc i , j e h o ž osa j e s t G z , a j e h o ž z á k l a d n a n ú 
e3 

p o l o m ě r a —GH sin y. P ů d o r y s d o t y k o v é č á r y .¿ /s o p s a n ý m k u ž e l e m 
(H) j e t e d y k r u h , k t e r ý m á s t řed G a d o t ý k á se p ř í m k y H J ( s k l o p e n é d o 
p ů d o r y s u . ) T e n t o k r u h v y c h á z í invers í z k r u h u z á k l a d n í h o ( a ) ; i b u d o u se 
h o d o t ý k a t i s t o p y k o u l i £ , k t e r é v z n i k a j í invers í z p o l o h r o v i n y h y b n é h o 
k r u h u , a s ice v b o d e c h m 0 v z n i k a j í c í c h invers í z p ř í s lušných b o d ů m . 

P o n ě v a d ž s t o p a £ ) j e k r u h p r o c h á z e j í c í b o d e m H, lež í j e h o s t řed s # 
n a p ř í m c e «*s 0 _L m 0 H, k t e rá půl í v z d á l e n o s t Hma ( obr . 1 3 ) ; b o d n — střed 
d é l k y H tn0 — o p i s u j e k r u h ( « ) h o m o t h e t i c k ý s k r u h y (a) , ď, se s t ř e d e m 

G + H ' ~ 

p o l o v i č n í c h r o z m ě r ů k r u h u ď . 
P ř í m k a n su o b a l u j e p ro t iupatn i c i k r u h u ( « ) , t . j . j e t e č n o u k u ž e l o s e č k y 

v b o d ě s0, k t e r o u t e n t o b o d op i su je , a k t e r á m á ohn i ska G, H\ k r u h ( » ) 
jes t j e j í v r c h o l o v o u kružn ic í . 

A b y c h o m t o dokáza l i , z v o l m e Hz a pó l , H G za o s u p o l á r n í c h souřadnie 
v r o v i n ě z á k l a d n í O xy; p r o t i ú p a t n i c e k n i h u (n) se d o t ý k á p ř í m k y » s , 
v b o d ě p , p r o n ě j ž n p se r o v n á po lárn í s u b n o r m á l e k r u h u ( n ) ; t a t o s u b -
n o r m á l a Hr j es t u r č e n a p r ů s e k e m r p ř í m k y Hr || n s 0 s p o l o m ě r e m n r 
k r u h u (n). T r o j ú h e l n í k m a j í c í za v r c h o l y s třed k r u h u ( » ) a b o d y H, n j e 
p o d o b n ý (a p o l o v i č n í c h r o z m ě r ů ) s t r o j ú h e l n í k e m GHm0, z č e h o ž v y c h á z í 
r o v n o s t ú h l ů Hm0s0, Hnr; v p r a v o ú h l ý c h t ro júhe ln í c í ch n m a s 0 a Hnr 
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jaou d v ě s t r a n y H n , m 9 n a př i lehaj í c í ú h l y s t e j n é ; t u d í ž j es t H r = * s » 
t . j . >% = P j e h l e d a n ý b o d pro t iúpatn i ce . 

Otáč í - l i se h y b n á r o v i n a k o l e m s v o j í s t o p y , t v o ř í svazek r o v i n k o l m ý c h 
n a k r u h I p l o c h y k o t á l n i c ; i n v e r s n ě j í příslušej íc í kou le £ v y t v o ř u j í svazek 
o s p o l e č n é s t o p ě £ l , a k o u l e t y p r o t í n a j í o r t h o g o n á l n ě k r u h r 0 n a p l o š e 
k o t á l n i c , i n v e r s n ě př ís lušný k r u h u T ; p o l o m ě r y t ě c h t o kou l í v b o d e c h n a 

Obr. 13. 

k r u h u r 0 j s o u t u d í ž t e č n a m i k r u h u r o a m a j í své p ů d o r y s y v j e h o p r ů m ě t u , 
takže s 0 j a k o p r ů m ě t s t ředů leží n a p r ů m ě t u k r u h u r 0 , j i n ý m i s l o v y 

„ k r u h r 0 i n v e r s n í s k r u h e m T leží v r o v i n ě (JL 0 x y) u r č e n é s t o p o u 
G Wj V 

N a t é t o s t o p ě leží t e d y t é ž b o d M0 př ís lušný s topě M k r u h u i", t . j . 
b o d u e p i c y k l o i d y « = * , a k t e r ý j e s t o p o u k r u h u -T,. 

* * 
* 

Invers í z p ó l u > o ) v ů č i k o u l i p o l o m ě r u \H G n e m ě n í se 
p l o c h a k o t á l n i c a n i k o u l e v y t í n a j í c í k ř i v o z n a č k u 

(* — g)* + y^+z* = 2hz, 
t u d í ž j s o u s e č n y t é t o č á r y p r o c h á z e j í c í b o d e m H b i s e k a n t a m i j e j í m i a kužel 
j i m i v y t v o ř e n ý j e d r u h é h o s tupně . A b y c h o m t e n b l íže seznali , p ře l ož me 
p o č á t e k s o u ř a d n i c d o b o d u H 

t . a* « = i + T . 

a z a v e d m e o z n a č e n í j a k o v ý š e 

j a k o ž i po lá rn í s ou řadn i c e (6£ a ) ; při z n a č e n í 
r 
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z n i p a k r o v n i c e k o u l e k ř i v o z n a č k y 

(« ) p + = 2 (Jy cos 9 — sin 0 cos taj, 

k d e ž t o r o v n i c e p l o c h y k o t á l n i c (69) se přep íše n a 

(b) 
P * / gC V Q 

4 a2 n% 4 - o* 
(a2cos2m — g2) s t n 2 © + 2 J / = 0 . 

g' c* gc 

O b ě s t r a n y r o v n i c e (a) z m o c n í m e d v ě m a a d o s a d í m e h o d n o t y d o (6 ) ; 
t í m v y j d e 

(J^ sos 9 — sin 9 cos + s*n ® cos a cos 8 — sin m cos 

+ - t t ( a 2 c o s 2 a — g2) sin29 + -L = 0 , 
gc c 

p o l á r n í r o v n i c e h l e d a n é h o k u ž e l e . 
V r á t í m e - l i se k p r a v o ú h l ý m s o u ř a d n i c í m a p r o v e d e m e - l i r e d u k c e , 

o b d r ž í t a t o r o v n i c e t v a r 

(A) g2y2 = (a2 — g2 + h2)z2 + 2gh£z; 

t o ť r o v n i c e kuže le , k t e r ý m se k ř i v o z n a č k a p l o c h y k o t á l n i c 4 . s t u p n ě p r o m í t á 
ze s t ředu a n a l l a g m a t i e H. 

K o n s t r u k t i v n í m o m e n t y , k t e r é n á m d á v a j í p a r a b o l y n a r o v i n á c h 
z = k o n s t . a h y p e r b o l y n a r o v i n á c h y = k o n s t . se v y č t o u z r o v n i c e (A) 
b e z p r o s t ř e d n ě , i p ř e j d e m e k u r č e n í f o k á l n í c h p ř í m e k t o h o t o k u ž e l e . 

K u ž e l (A) j e s t o b a l o v á p l o c h a k v a d r a t i c k é ř a d y r o v i n 

A2 z — 2 A g y + ( a 2 — g 2 + h2)z + 2gh£ = 0 , 

a s ice j e v ý z n a m p a r a m e t r u d á n r o v n i c í 
A z = g y ; 

r o v i n y t é t o ř a d y , k t e r é se z á r o v e ň d o t ý k a j í ú b ě ž n é h o k r u h u , se u r č í z p o d -
m í n k y 

- i g2h9- + 4 g 2 A 2 + (a2 — g2 + h2 + A 2 ) 2 = 0 ; 

ta j e k v a d r a t i c k o u r o v n i c í o n e z n á m é a2 —• g2 + h2 + A2 a j e j í řešení 
X2 + a2 — g2 + h2= — 2 g ( g + « a ) , « = + 1 , 

v e d e n a h o d n o t y 
X = + i\h2 + (g + u ) ! . 

H l e d a n é r o v i n y t e č n é t e d y m a j í r o v n i c e 
/* £ — (g + « « ) * = ± i y Y h t J c [ g + * * ř . 
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jmu p o d v o u s d r u ž e n y a p r o c h á z e j í r e á l n ý m i přímkami fokilnimi 
( B ) ht = (g + > • ) « . y = 0 , ( « = ± 1 ) . 

R o v n i c e (A) z ů s t á v á r o v n i c i p r o m í t a j í c í h o k u ž e l e k ř i v o z n a č k y i v p ř í -
p a d ě d o s u d v y l o u č e n é m g = a; v t o m t o p ř í p a d ě p l o c h y k o t á l n i c o b y č e j n ý c h 

j e s t j e d n a p ř í m k a í o k á l n í k u ž e l e (A) s t á l o u (A z), d r u h á y = 0 , z = ——£ 
se m ě n í s k ř i v o z n a č k o u . 

Ř í d í c í r o v i n y , t . j . p o l á r n í r o v i n y f o k á l 

b , = 0 ' j h - = T 
se o b d r ž í v e t v a r u 

(BO ght + (ť + h*±ag)z = 0. 

K u ž e l e (.A) o b a l u j í k u ž e l r o t a č n í 
a2 — p2 

p + y2 - S xt 

k t e r ý j e r e á l n ý p ř i g < a . 
* * * 

P o l o h a h y b n é r o v i n y v p ř í p a d ě o b e c n é k o t á l n i c e s f é r i c k é m á r o v n i c i 
X cos ty + y sin ty + Z cotg a = c', 

v n a š e m p ř í p a d ě a = c, <p = ty l ze j i p s á t i 

(a 2 \ a 

x ) cos tp + y sin <p + * cotg « — — (g — a cos <p), 
& ^ 

t a k ž e j e j í i n v e r s n í ú t v a r m á r o v n i c i 
(*—t)" + y* +z2 =2(*•--f-) (x~jV) + 2 + 2 -

o 5 5 

z 0 = coíg a . 
Z d e y 0 j s o u s o u ř a d n i c e s t ř e d u s 0 k r u h u S1, r a q> j e h o p o l á r n í s o u -

ř a d n i c e v s o u s t a v ě (H, Hx), z č e h o ž z e j m é n a v y c h á z í , ž e p ř í m k y H s„ a O w 
j s o u r o v n o b ě ž n ý , m a j í c e s m ě r g>. 

K u ž e l o s e č k a s t ř e d ů s 0 k r u h ů 271 m á p o l á r n í r o v n i c i 

(*2~g2)2- 1 
2 ag* ' a 

° 1 cos © 
g 

t e d y j e s t h y p e r b o l a př i g < a, el l ipsa p ř i g > « ; v r c h o l y j e j í 9 = 0 a q> = x 
m a j í s o u ř a d n i c e 

a% a 2 — gs , , . a 2 a» — g 2 , 
* = —— (a + g) , x = 5—— (a — g), 

g 'Aga v g 2 ga K 51 
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t a k ž e s t řed 
_ ^ « • — g ' = o ^ c_ 

f 2 g g a 
leží u p r o s t ř e d m e z i G a f f . a t e d y b o d y G, H j s o u o h n i s k a . 

Ú h e l qp0 p ř í s lušný k e k r u h u r0 j e d á n s m ě r e m G s0, t a k ž e 

a* — g* a* — g2 (a2 — g 2 ) 1 cos <p 
x0 — g = r0 cos y H — = 2—h V — 7 — ~ 

0 6 g g 2ag(g—a cos?) 
t . j . 

* _ — g 8 g*) cos y . 
0 ® 2 ag g — a cos y ' 

i b u d e t e d y h l e d a n ý v z t a h m e z i s m ě r y y a y0 

tr\ ion _ (a2 —ga) siny 
(io) tg9o~ 2 ag—(a* + g»)cos<p ' 

* 

V r a ť m e se n a o k a m ž i k k h y p e r b o l o i d u (62) a r o v i n ě (63) , k t e r á leží 
k o l m o n a p o v r c h o v é j e h o p ř í m c e a seče j i v e s t ř e d u k r u h u n a p l o š e k o t á l n i c . 
P o l o m ě r k r u h u m á h o d n o t u 9 = a ( 1 — c o s a), a p o t ř e b u j e m e z a v ě s t i 
j e š tě p r a v o ú h l é s o u ř a d n i c e u , w n a z m í n ě n é r o v i n ě , a b y c h o m o b d r ž e l i 
p a r a m e t r i c k é v y j á d ř e n í k r u ž n i c a t í m z á r o v e ň n o v é p a r a m e t r i c k é v y j á d ř e n í 
p l o c h y k o t á l n i c s a m o t n é . 

V e k t o r k o l m ý n a p o v r c h o v o u p ř í m k u h y p e r b o l o i d u (62) m á s l o ž k y 
( = u cos a — w cos y sin a 
H —14, sin o + w cos y cos ta 
l =w siny, 

p ř i č e m ž n e o d v i s l é v e l i č i n y u, wlze b r á t i j a k o p r a v o ú h l é s l o ž k y t é h o ž v e k t o r u 
n a r o v i n ě k r u h u . Z n a m e n á m e - l i x0y0z0 s o u ř a d n i c e s t ř e d u (64) n a š e h o 
k r u h u , b u d e l i b o v o l n ý b o d r o v i n y k r u h u v y j á d ř i t e l n ý t v a r e m 

x = x0 + { , y = y0 + n, z = z0 + Z> 

př i č e m ž u , w j s o u p r a v o ú h l é s o u ř a d n i c e b o d u n a r o v i n ě k r u h u , j i chž p o č á t e k 
j e s t řed k r u h u . 

Z a v e d e n í m da l š ího p a r a m e t r u 8 l ze t e d y b o d y k r u h u v y j á d ř i t i 
r o v n i c e m i 

u = 9 cos 8, w = q sin 8, 9 = a (1 — cos 0); 

v l o ž e n í m t ě c h t o h o d n o t d o n a š i c h v z o r c ů v y c h á z í 
x — g = (1 — cos a) [g cos a + a cos 8 cos o — a cos y sin 8 sin ®] 

(70 ) • y = (1 — cos w) [g sin m -f- a cos 8 s i n • + a cos y sin 8 cos m] 
z = a cos y sin a + a sin y (1 — cos •>) sin 8, a sin y = g. 
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T y t o r o v n i c e př i s tá l ém •>, p r o m ě n n é m 9 d á v a j í k r u h y v r o v i n á c h 
t e č n ý c h k u ž e l e (H), p ř i n e o d v i s l ý c h 9, m d á v a j i n o v é v y j á d ř e n í parametr i cké 
p r o b o d y n a ploSe k o t á l n i c 4 . s t u p n ě . 

A b y c h o m p o z n a l i p o v a h u k ř i v e k 9 = k o n s t . , p ř e p i š m e r o v n i c e 
p ů d o r y s u n a t v a r k o m p l e x n í 

x + i y — g = (1 — cos a) (g + a cos 9 + i a cos y sin 9) ; 

o d t u d v y c h á z í , že p ů d o r y s č á r y 9 = k o n s t . j e s t kard i o ida m a j í c í ú v r a t -
n í k G a s t řed 

xl + i yx = — a cos 9 — i a cos y sin 9, 

která j es t ú p a t n i c í k r u h u , j e h o ž střed j e (xv yj a j e h o ž p o l o m ě r m á 
h o d n o t u 

Y(g + a cos Sf + a 2 cos2 y sin2 9 = a + gcos9; 

s o u h r n s t ředů t v o ř í ell ipsu se s t ředem O. 
K o t á l n i c e a = k o n s t . lež í n a k o u l i 

v 
x2 + y2 + z2 — 2hz = g2, h=atg-j'. 

invers í v z n i k n e o p ě t kou le , j e ž p a k seče p l o c h u k o t á l n i c v inversn í č á ř e ; 
r o v n i c e i n v e r s n í k o u l e z n í 

x2 + y- + z2 = 2 p x + 2 qz — Q, 

2 a2 g, _ a2 — g 2 3 a 2 — g 2 2 
<*2 + g 2 ' q ~ + h ' V - aZ+g2 g> 

a j e j í p r ů s e č s p l o c h o u k o t á l n i c lež í n a kužel i s v r c h o l e m G 

[2 a2 g (x — g) + (a2 — g2 ) h z]2 = a2 (a2 + g 2 ) 2 [(x — g)2 + y 2 ] , 
k t e r ý j e sice 2 . s tupně , ale n e n í r o t a č n í , t a k ž e t r a n s f o r m o v a n á čára n e n í 
k o t á l n i c í . 

K o n s t r u k t i v n ě j e t e n t o kuže l s n a d n o p ř í s t u p n ý , p o n ě v a d ž j e h o ř e z y 
s r o v i n a m i r o v n o b ě ž n ý m i s r o v i n o u 

x z 
— + = 0 

c o ^ ° 
2 a cotg — 

mi 

se p r o m í t a j í v k r u h y . 

15. 
P o h y b u j e - l i se b o d P p l o c h y k o t á l n i c p o k ř i v o z n a č c e (nekruhové ) 

v y t v á ř í j e h o n o r m á l a p l o c h u r o z v i n u t e l n o u : d v ě sousední n o r m á l y p r o -
t í n a j í z á k l a d n í k r u h v sousedn í ch b o d e c h , a t e d y o b s a h u j e t e č n á r o v i n a 
p l o c h y n o r m á l t e č n u tnt z á k l a d n í h o k r u h u , která j e t e d y j e j í s t c p o u . 
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P o n ě v a d ž t o u t o t e č n o u p r o c h á z í t a k é příslušná p o l o h a h y b n é r o v i n y , 
v y c h á z í v ě t a , že 

„ t e č n á r o v i n a rozv inute lné p l o c h y n o r m á l u l i b o v o l n é p l o c h y k o t á l n i c 
sp lývá s o k a m ž i t o u p o l o h o u r o v i n y h y b n é h o k r u h u . " 

Opisuje- l i t e d y b o d P p l o c h y k o t á l n i c k ř i v o z n a č k u , o b a l u j í příslušné 
p o l o h y h y b n é r o v i n y ( P m t) r o z v i n u t e l n o u p l o c h u n o r m á l . 

Máme-l i řadu r o v i n o parametrech tp, a 

procháze j í c í ch n o r m á l o u p l o c h y kotá ln i c , b u d e o b a l o v á j e j i ch p locha o b s a -
h o v a t i úvratnic i rozv inute lné p l o c h y normál , j akmi l e mez i a a tp z a v e d e m e 
vz tah p l a t n ý p r o k ř i v o z n a č k y 

+ g sin tp (A sin ty — B cos ty) + C (a — g cos tp) sin a = 0; 

t í m m e z i d v ě m a p o m ě r y vel ič in A, B, C z a v e d e n p o u z e j e d e n vz tah , a m á m e 
n a v id i zavést i l i b o v o l n o u další h o m o g e n n í p o d m í n k u , a b y p r o b l é m se stal 
u r č i t ý m . Z v o l í m e j a k o př ík lady d v a j e d n o d u c h é v z t a h y o p ě t l ineárn í ; 

ž í m e n a r o v e ň nulle část nezáv is lou n a a, Čímž v z n i k n o u v z t a h y 
(ia — g cos tp) (A cos ty -\-B sin ty) +_ g sin tp (A sin ty— Bcosty) = 0. 

P ř í p a d hoře j š ího z n a m e n í p o d á v á r o v i n u procháze j í c í b o d e m n a ep i -
c y k l o i d ě a = %, k t e r ý z n a m e n e j m e M m , kdež to p ř í p a d spodn ího z n a m e n í 
o d p o v í d á r o v i n ě obsahu j í c í b o d M0 n a kotá ln ic i tc = 0 . 

P o v y l o u č e n í k o e f f i c i e n t ů A, B, C n a c h á z í m e n e j p r v é r ovn i ce 

A x + By + C z + D = 0, 

v l o ž í m e h o d n o t y cos a — 2 cos2 1 a cos a — 1 — 2 sin2 , a p o l o 

x — c cos ty y — c sin ty 

(PmM„) — cotg — cos ty — cotg sin ty 

z 

(a-gcosip) cos ty + gsintpsinty, (a-g cos tp) sinty-g sin <pcosty, 0 

x — c cos ty y — c sin ty z 

{ P m M 0 ) cos ty stn ty cotg-^ = o . 

(a-g cos tp) cos ty-g sin tp sin ty, ( a - g cos tp) sin ty + g sin tp cos ty, 0 

V I I . 



čil i p o r o z v i n u t i d e t e r m i n a n t ů 
(I) x [(« — g cos f) siný — g sin ycosý 

— y [ ( a — g cos <p) cos+ + g sin tp sin tfr] 

— g z cotg y sin qt gcsintp = 0, 

( I I ) x [ (a — g cos <p) sin ý + g sin g> cos ý] 
— [3' (a — g cos tp) cos i> — g sin tp sin tí>] 

— gztg-TT sm 9 — g o sin q> =0. 
z 

J a k o a p p l i k a c i v o l m e ( I I ) p r o a = c , t e d y 
J 0 K 
tg-z- = 

2 , g 1 — cos w a 
& Z 

(a) a (X — g) sin <p + (g — acosw) Y—K • — sin tp = 0; ' a — g ros tp 

t a t o r o v i n a , p r o c h á z e j í c p e v n ý m b o d e m G, o b a l u j e kuže l s v r c h o l e m G, 
p r o n é j ž t ř e b a z n á t i j e n Čáru ř íd íc í v r o v i n ě z = k o n s t . U v a ž u j m e k u ž e l o -
s e č k u ' 

Q 
x — g = r cos q>, y = r sin tp , r = - ; 

0 a — g cos tp 
v z o r c e 

dx = ^JiH^—dw, dv = - Q(S-^costpl 
(a — g cos tp)* x ' (a — gcos tp)a 

u k a z u j í , ž e lze (a) psát i 
(X-g)dx + Ydy=-KQaz 
v 0 ' 16 (a — gcos y)3 

p r a v á s t rana 
Kaz . Q2 Kaz, „ 

d í = d . r2 
2 Q {a — g cos tp)2 2 Q 

b u d e s p l ý v a t i s rdr = {x — g) dx + y dy, b y l o - l i z v o l e n o 
Q = Kaz; 

v t o m p ř í p a d ě j e s t ( « ) r o v n i c e n o r m á l y k u ž e l o s e č k y v r o v i n ě z = k o n s t . 
R o v i n a u r č e n á n o r m á l o u a b o d e m G o b a l u j e kuže l , j e h o ž s t o p a z = k o n s t . 
j e s t e v o l u t a naš í k u ž e l o s e č k y , a t e d y v ě t a : 

„ O v r a t n í čára r o z v i n u t e l n é p l o c h y n o r m á l p l o c h y k o t á l n i c a = c, 
p o d é l j e j í k ř i v o z n a č k y 

, a K 
igT = : — ~ g — 

1 — cos tp « 
V I I . 
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v e d e n ý c h , se s v r c h o l u G p r o m í t á k u ž e l e m 0. s t u p n ě a 4. t ř í d y , j e h o ž 
s t o p a n a r o v i n ě t = k o n s t . m á za p ů d o r y s e v o l u t u k u ž e l o s e č k y s o h n i s -
k e m G, o s o u G x, d a n é p o l á r n í r o v n i c í 

Kaz r — 
a — g cos q> 

Je- l i k ř i v o z n a č k a v y ť a t a k o u l í 

(* — g)" + yl + =2 hz, 
m á m e p r o s ou ř adn i c e n a p loše 

2 (1 — cos a) (a — g cos q>) = 2 h sin a , 
t e d y 

takže r o v n i c e k u ž e l o s e č k y b u d e 
a 

hz 
r = 

a — g cos tp 

T e n t o v ý s l e d e k m o ž n o o d v o d i t i t é ž g e o m e t r i c k y , a sice j a k o z v l á š t n í 
p ř í p a d o b e c n ě j š í v las tnos t i cy l indr id . o č e m ž b u d e j e d n á n o p o z d ě j i . 

O b r a ť m e se n y n í k r o v n i c i ( I ) v p ř í p a d ě a = c, k terá ná lež í r o v i n ě 
(P m M„), a z n í p r o k ř i v o z n a č k u cotg y = K j cos tp) 

x ( a sin <p — g sin 2 tp) — y (a cos tp — g cos 2 tp) 
( B ) / a \ 

—g K z sin 2 g>J + a g sin tp = 0; 

2 a 
r o v n i c e ta j e sp lněna h o d n o t a m i x = g, y = 0 , z = -g- • 

V t o m t o p ř í p a d ě k o n s t a n t a K j e s t r e c iproká h o d n o t a pos ledně t o u t o 
l i terou z n a č e n é v e l i č i n y , a p o l o m ě r k o u l e k ř i v o z n a č k u s tanov í c í j es t 

' a """" 
h = , t a k ž e náš pos l edn í p e v n ý b o d V j e p r o n i k kou le k ř i v o z n a č n é č á r y 

I A 
s p ř í m k o u G V || 0 z. 

R o v i n a (/}) t e d y o b a l u j e k u ž e l s v r c h o l e m V ^g, 0 , a s t o p a 

p ů d o r y s n á j e s t o b a l o v á čára p ř í m e k m M „ , k teré j s o u n o r m á l y e p i c y k l ó i d y 
m = sr. 

„TJvratnice r ozv inute lné p l o c h y n o r m á l p l o c h y ko tá ln i c a = c 
p o d é l k ř i v o z n a č k y n a koul i 

(x — g)*-\-y* + * = 2hz 

p r o m í t á se s v r c h o l u V (g, 0 , 2h) kuže l em, j e h o ž s t opa na r o v i n ě z = 0» 
j e s t e v o l u t a e p i c y k l ó i d y a — 
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P r o úvra tn i c i n a r o z v i n u t e l n é p l o š e n o r m á l p l o c h y k o t á l n i c 4. s t u p n ě 
z n á m e t a k d v a k u ž e l y (s v r c h o l y G a V), č í m ž j e s t g e o m e t r i c k y s t a n o v e n a . 
V e z v l á š t n í m p ř í p a d ě g = a j s o u t y t o v ý s l e d k y a n a l y t i c k y přeh ledně j š í , 
p o n ě v a d ž z á k l a d n í č á r y t ě c h t o k u ž e l ů j s o u k ř i v k y k las i cké , s e m i k u b i c k á 
p a r a b o l a j a k o ž t o e v o l u t a p a r a b o l y , a kard i o ida j a k o ž t o e v o l u t a k a r d i o i d y . 

* * 
* 

U v a ž u j m e v r o v i n ě Gxy l i b o v o l n o u čáru Udici d a p e v n ý b o d G; 
p r ů v o d i č e G M v še ch b o d ů č á r y ř ídíc í v o l m e za p r ů m ě r y k r u h ů r v r o v i n á c h 
k o l m ý c h n a r o v i n u z á k l a d n í G x y . S o u h r n t ě c h t o k r u h ů r — k t e r é se 

v d a n é m b o d ě G d o t ý k a j í d a n é p ř í m k y 
G z a ( obr . 14*) p r o t í n a j í d a n o u č á r u d — 
t v o ř í j i s t o u p l o c h u , j i ž n a z v e m e cylin-
dridou. 

Z v o l í m e - l i G za s t řed inverse v ů č i 
j i n a k l i b o v o l n é koul i , t u invers í p ř e c h á -
ze j í k r u h y r v p ř í m k y r a k o l m é na Gxy 
a p r o t í n a j í c í u r č i t o u č á r u r o v i n y z á k l a d n í 
d0, v z n i k l o u invers í z č á r y d] p l o c h a 
k r u h ů r p ř e c h á z í t a k i n v e r s í v p l o c h u 
v á l c o v o u k o l m o u n a ' r o v i n u zák ladn í , 
m a j í c í k ř i v k u d0 za č á r u ř ídíc í . O d t u d 
n á z e v cy l indr ida . 1 ) 

Z á r o v e ň p l y n e o d t u d b e z p r o s t ř e d n ě , že k ř i v o z n a č n é č á r y c y l i n d r i d y 
j s o u j e d n a k k r u h y J 1 a j e d n a k řezy c y l i n d r i d y s k o u l e m i m a j í c í m i s v é s t ř e d y 
n a p ř í m c e G z, j e ž se d o t ý k a j í z á k l a d n í r o v i n y v b o d ě G ; n e b o t t y t o k o u l e 
p ř e c h á z e j í invers í v r o v i n y r o v n o b ě ž n é s r o v i n o u z á k l a d n í vá l ce . 

S t ř e d y Q k r u h ů r n a p l ň u j í č á r u (Q) h o m o t h e t i c k o u — př i s t ředu 
p o d o b n o s t i G — s č a r o u ř íd íc í d a p o l o v i č n í c h r o z m ě r ů . 

K r u h f j e k ř i v o z n a č k o u p r o c y l i n d r i d u i p r o s v o j i r o v i n u ; t y t o p l o c h y 
se t e d y p r o t í n a j í p o d s t á l ý m ú h l e m , t a k ž e n o r m á l y c y l i n d r i d y p o d é l k r u h u 
r t v o ř í r o t a č n í kuže l , j e h o ž v r c h o l m p a t r n ě leží v r o v i n ě z á k l a d n í . S o u h r n 
t ě c h t o v r c h o l ů t v o ř í č á r u (c) centrální, k terá j e z á r o v e ň — p o v a ž o v á n a za 
n e k o n e č n ě t e n k o u p l o c h u — část í centrá ln í p l o c h y c y l i n d r i d y . J s o u t y t o 
b o d y s t ř e d y j e d n é z h l a v n í c h kř ivos t í p l o c h y u v a ž o v a n é . 

K o n s t r u k c e (obr . 14*) b o d u m leží na s n a d ě ; j e d n a k se t e n t o b o d 
n a c h á z í n a n o r m á l e č á r y i v b o d ě M, k terá j e s t j e d n a s trana kužele 
n o r m á l s p a d a j í c í v r o v i n u z á k l a d n í , j e d n a k u k a z u j e r o v n o s t stran kužele 
G m = M m, že Q m s t o j í k o l m o n a GQM. B o d m j e s t t e d y s t ř e d e m 
k r u h u k t e r ý p r o c h á z e j e b o d e m G d o t ý k á se č á r y ř íd í c í v b o d ě M ; 
j e t o s t o p a a h l a v n í k r u h n a kou l i 27, k terá m á střed m a p o l o m ě r G tn, 
a d o t ý k á se c y l i n d r i d y p o d é l k r u h u r. 

') Tyto plochy uvatoval G- Humbert (Cours d'Analyse, T. II, p. 449). 

Obr. 14a. 
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Je s n a d n o nah lédnout i , že p ř í m k a Q m j e t e č n o u č á r y c en t rá ln í (c) . 
A b y c h o m t o e l ementárně ukáza l i , h l e d e j m e pro t iúpatn i c i č á r y (Q), t . j . č á r u 
m a j í c í za t e č n y p ř í m k y m Q, t a k ž e p a k (Q) j e s t j e j í úpatn i ce z p ó l u G. V p o -
lárních souřadnic í ch s p ó l e m G j es t G Q = r p r ů v o d i č , a p ř i l i b o v o l n ě z v o l e n é 

iIr 
po lárn í ose j es t p a k p r o b o d m ' na pro t iúpatn i c i Q m ' = r ' = — r o v n o 
po lární s u b n o r m á l e G n č á r y (Q). N á s l e d k e m h o m o t h e t i e o b r a z c ů j e vSak 
n o r m á l a Qn č á r y r o v n o b ě ž n á s n o r m á l o u Mm č á r y d, t r o j ú h e l n í k y 
QMm, GQn m a j í r o v n o b ě ž n é s t rany , z n i c h ž d v ě s t e j n é ; j s o u s h o d n ý 
a b u d e G n = Q m, t . j . Q m' = Q tn, t a k ž e b o d m ' s p l ý v á s b o d e m m. 

T í m jes t cy l indr ida k o n s t r u k t i v n ě o v l á d n u t a . Je-l i dán p ó l G a ř íd í c í 
Čára d, v e d e m e čáru (Q) p o l o v i č n í c h p r ů v o d i č ů = j G Af) a ses t ro -
j í m e j e j í p ro t iúpatn i c i ( c ) ; n o r m á l a č á r y d v e s t o p ě M k r u h u -T v e d e n á 
s t a n o v í n a (c) b o d m, j í m ž p r o c h á z e j í n o r m á l y v š e c h b o d ů h a k r u h u I". 
T í m d á n a k o n s t r u k c e r o v i n y t e č n é v l i b o v o l n é m b o d ě p l o c h y . 

* * * 

Cyl indr ida zůs tává př i k a ž d é invers i , j e j í ž s t řed leží n a p ř í m c e G z 
k o l m é na r o v i n u zák ladní , j e j í ž k o u l e z á k l a d n í p r o c h á z í b o d e m G, n e z m ě -
něna , j es t a n a l l a g m a t i c k o u v ů č i v š e m k o u l í m , k teré se z á k l a d n í r o v i n y 
v b o d ě G d o t ý k a j í . 

U v a ž u j m e t a k o v o u t o kou l i (R) 
p o l o m ě r u R = 2 h ( obr . 1 4 b ) ; ta p r o -
t í r á veškery k r u h y T j a k o G P M 
o r t h o g o n á l n ě a t e d y inverse v ů č i kou l i 
(R) t y t o k r u h y nemění , n e m ě n í t e d y 
t a k é cy l indr idu . 

U v a ž u j m e kou l i K o s tředu z—h; 
o b s a h u j í c p ó l inverse z = 2 h t rans -
f o r m u j e se t a t o k o u l e v r o v i n u , v n a š e m 
př ípadě v r o v i n u základní . U k a z u j e t o 
os ta tně p ř í m o o b r a z e c 14b. K o u l e K o b r . 146. 
v y t í n á n a c y l i n d r i d ě k ř i v o z n a č k u ; j e j í 
b o d P p r o m í t á se z e středu inverse 2 h d o b o d u M n a čáře ř íd íc í , t a k ž e 

, , s tereogra f i cký p r ů m ě t k ř i v o z n a č k y n a cy l indr idě (z p ó l u 2 h n a Gz 
d o r o v i n y z = 0 ) s p l ý v á s č a r o u ř íd íc í d." 

B u d P b o d k ř i v o z n a č k y , dá le M, m m ě j t e d o s a v a d n í v ý z n a m p r o 
k r u h r v e d e n ý b o d e m P ; u v a ž u j m e r o v i n u MmP, k t e rá o b s a h u j e n o r m á l u 
c y l i n d r i d y v b o d ě P . Př i poš inut í b o d u P d o p o l o h y n e k o n e č n ě b l í z k é P , n a 
k ř i v o z n a č c e z a u j m e t a t o r o v i n a p o l o h u M1m1Pv p r ú s e č n i c e o b o u r o v i n 
b u d e o b s a h o v a t i p růseč ík n e k o n e č n ě b l í z k ý c h n o r m á l P m , P 1 m l , ± . j . 
b o d n a úvratn i c i r o z v i n u t e l n é p l o c h y n o r m á l . 

R o i p r i v i : Roi. XXVI. Th II. Cb. 7. g 
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Průsečn i ce t a j e p o v r c h o v á p ř í m k a n a r o z v i n u t e l n é p loše , k t e r o u o b a -
lu j i r o v i n y J í m P ; p o n ě v a d ž t y t o r o v i n y p r o c h á z e j í p e v n ý m b o d e m * = 2 h, 
k t e r ý j e p ó l inverse , j e t a t o p l o c h a k u ž e l e m ; j e h o ř íd íc í čára v r o v i n ě zák ladn í 
* = 0 j e s t o b á l k o u p ř í m e k M m , t . j . o b á l k o u n o r m á l č á r y ř ídíc í . 

P o v r c h o v á p ř í m k a q o b a l o v é p l o c h y k u ž e l o v é j e s t určena s t ř e d e m 
kř ivos t i č á r y ř íd íc í d a v r c h o l e m x = 2h) p r o t í n á n o r m á l u Pm v b o d ě S 
n a úvrátn i c i p l o c h y n o r m á l , t . j . v e s t ředu d r u h é h l a v n í kř ivos t i n a c y l i n -
dr idě . V y s l o v í m e v ý s l e d e k t en p ř e h l e d n ě v ě t o u , že 

, , t ) v r á t n i c e n a r o z v i n u t e l n é p loše n o r m á l c y l i n d r i d y leží n a p loše 
k u ž e l o v é , j e j í ž ř íd í c í čára v r o v i n ě z á k l a d n í jest e v o l u t a ř ídíc í č á r y d c y -
l i n d r i d y ; v r c h o l kuže le j e p r o n i k k o u l e k ř i v o z n a č k y s p ř í m k o u G z . " 

P l o c h a k o t á l n i c a = c j e zv láš tn í p ř í p a d c y l i n d r i d y , u níž c ent rá ln í 
čára j e k n i h (a). V ý š e d o k á z a n á v ě t a j e v t é t o o b s a ž e n a j a k o zvi . p ř ípad . 

V r a ť m e se n y n í o p ě t k invers i p r o p ó l G; t o u se čára centrá ln í c p řevád í 
v k ř i v k u c 0 ( obr . 14*), j e j í t e č n a m Q t r a n s f o r m u j e se v kružn i c i k o b s a h u j í c í 
b o d G, a d o t ý k a j í c í se v m0 č á r y c0. 

P ř í m k a G Q p řecház í o p ě t v p ř í m k u 
GQa, j e ž j s o u c k o l m á n a k r u h k p r o c h á z í 
j e h o s t ř e d e m ; b o d M p ře cház í v M0, př i 

O1 č e m ž G M0 = 4 ~ G Q0, v d ů s l e d k u r e c i p r o -
2 | 

k ý c h h o d n o t p r ů v o d i č ů ; t e d y M0 j e s t ř edem 
k r u h u k. V o b r a z c i m á m e j i ž p o z o r o v a n ý 
z j e v , že b o d M 0 op i su je pro t iúpatn i c i č á r y 

c 0 (i) p o l o v i č n í c h p r ů v o d i č ů Gi = — Gm0, t a k 
° b r - 1 4 c - že i M0 j e { t e čnou č á r y ( M 0 ) =d0, v e k t e r o u 

přešla invers í čára d: 
„ I n v e r s e p r o p ó l G p ř e v á d í c y l i n d r i d u v e vá lec , j e h o ž ř ídic í čára 

d0 j e p r o t i ú p a t n i c e č á r y (i) , h o m o t h e t i c k é a p o l o v i č n í c h r o z m ě r ů s inversn í 
k ř i v k o u č á r y c e n t r á l n í . " 

R o v i n a « u r č e n á b o d e m P n a k ř i v o z n a č c e c y l i n d r i d y a t e č n o u mQ c e n -
t r á l y (c) o b a l u j e r o z v i n u t e l n o u p l o c h u n o r m á l ; ta to r o v i n a přecház í invers í 
v k o u l i A u r č e n o u k r u h e m k a b o d e m P0 n a k ř i v o z n a č c e p l o c h y v á l c o v é ; 
k r u h k = SI1 j e p ů d o r y s n á s t o p a kou le . B o d P 0 leží na r o v i n ě ¿1 r o v n o -
b ě ž n é se z á k l a d n o u , a k o u l e St, p r o t í n a j í c o r t h o g o n á l n ě p o v r c h o v o u p ř í m k u 
v á l c e v b o d ě P 0 ( n e b o ť r o v i n a sr p r o t í n á o r t h o g o n á l n ě kruh I") d o t ý k á se 
r o v i n y A v b o d ě P 0 . Pře j de- l i * d o n e k o n e č n ě b l í zké p o l o h y x „ přej de kou le 
A v n e k o n e č n ě b l í z k o u k o u l i Slt, o b ě k o u l e se p r o t í n a j í v kružnic i , p r o niž 
z n á m e b o d y G a w , ( obě k o u l e d o t ý k a j í se č á r y c0), m i m o t o m a j í s p o l e č n ý 
b o d P 0 , j e ž t o se d o t ý k a j í č á r y na r o v i n ě A. K o u l e SI o b a l u j í p l o c h u inversní 
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p l o c h y n o r m á l , a charakter is t ika leží na r o v i n ě G tn0 P 0 . S topa t é t o r o v i n y 
n a r o v i n ě A j e r o v n o b ě ž n á s p ů d o r y s n o u j e j í s t o p o u G m 0 a p r o m í t á se 
v n o r m á l u M0 « „ č á r y d0, t . j . s t o p a r o v i n y G m0 P0 n a r o v i n ě A j es t normála. 
PQ n řezu v á l c e s r o v i n o u A. 

O b a l o v á p l o c h a k o u l í ¿2 jest souhrn charakter ist ik , j e ž j s o u k r u h y 
inversn í n o r m á l . D v ě sousední p o l o h y r o v i n y G m0 P 0 o b s a h u j í d v a sousední 
t ě c h t o k r u h ů , a p rů s eč o b o u r o v i n o b s a h u j e průseč ík sousedních k r u h ů , 
j e n ž j es t inversn í s p r ů s e č í k e m sousedních n o r m á l , t . j . s b o d e m na ú v r a t n i c i 
p l o c h y n o r m á l . Průsečnitfe sousedních p o l o h r o v i n y Gm9P9 o b s a h u j e 
b o d G, a n a r o v i n ě A o b s a h u j e průsek sousedn í ch n o r m á l P 0 n ř ezu n a vá l c i , 
t . j . u v a ž o v a n á p ř í m k a s p o j u j e b o d G se s t ř e d e m kř ivos t i S0 řezu A v b o d ě 
P 0 . Průsek C 0 d v o u n e k o n e č n ě b l í z k ý c h k r u h ů leží t e d y n a p ř í m c e G S 0 ; 
j e h o inversn í b o d leží na úvratn ic i p l o c h y n o r m á l , a p o n ě v a d ž leží též 
n a p ř í m c e G Sb, k t e r á se invers í p ř e v á d í v s a m u sebe , m á m e v ě t u : 

„ U v r a t n i c e n a rozv inute lné p loše n o r m á l c y l i n d r i d y p r o m í t á se 
z p ó l u G k u ž e l e m , j e h o ž ř ídíc í čára j e s t e v o l u t a k ř i v o z n a č k y n a inversn í 
p loše v á l c o v é . " 

V p ř í p a d ě p l o c h y ko tá ln i c a = c j e s t k ř i v o z n a č k a p l o c h y v á l c o v é 
z n á m á kuže l o sečka , č í m ž v y c h á z í vě ta v ý š e a n a l y t i c k y v e r i f i k o v a n á . 

Je-li j e d n a z r o z v i n u t e l n ý c h p l o c h n o r m á l c y l i n d r i d y kužel n e b v á l e c , 
m u s í d le*toho se r e d u k o v a t i e v o l u t a řezu (A ) n a p loše inversn í n a b o d , t . j . 
inversn í p l o c h a v á l c o v á j e p ř í m ý vá l e c k r u h o v ý , n a č e ž j s o u v e š k e r y r o z v i -
n u t e l n é p l o c h y n o r m á l kužel i , a sice r o t a č n í m i , p o n ě v a d ž k ř i v o z n a č k y j s o u 
k r u h y . T y t o p l o c h y j s o u zv láštn í t y p y D u p i n o v y c y k l i d y . 

* » 
* 

C h c e m e n y n í v ý p o č t e m určit i kuže l , k t e r ý m se ú v r a t n i c e r o z v i n u t e l n é 
p l o c h y n o r m á l p l o c h y k o t á l n i c a = c p r o m í t á z v r c h o l u H , 0 , 0 ^ . K t o m u 
cíl i u v a ž u j e m e r o v i n u HmP u r č e n o u p ó l s m H a n o r m á l o u tnP b o d u n a 
k ř i v o z n a č c e ; j e j í s t o p a H n i m á r o v n i c i 

X g sin tp + Y (a — g cos tp) = a2 sin tp 

( a r o v n i c e r o v i n y s a m é b u d e t e d y 
(a) X g sin q) + Y (a — g cos <p) + C Z = a 2 sin 9 , 
k d e C se ur č í z p o d m í n k y , a b y na r o v i n ě ležel b o d p l o c h y 

x = g + (1 — cos a) (a — g cos q>) cos tp, 

y = (1 — cos a) (a — g cos tp) sin tp, -

z = (a — g cos tp) sin a; 

d o s a z e n í h o d n o t p o d á v á 
a 2 — e 2 

C sin a + a (1 — cos c) sin tp = 2 sin tp, 
v ' a — g ros tp 

8 * 
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t . j . 
C — — CL stu tp tg «5—|- -7-i 6 / , 7— . 

^ & 2 (a — gcos <p) s m a 
P o d m í n k a , a b y b o d P náleže l k ř i v o z n a č c e , se v y j a d ř u j e r o v n i c í 

cotg Y = K (i — \ cos tp) , 

k d e K j e k o n s t a n t a ; p o m o c í t é t o h o d n o t y m á m e z (a°) 

(«• - g * ) ( i + cotg*jLy 

C = 
_ stn tp 

2 cotg j 

— 2a + 
a — g cos q> 

a a — e 2 
C = —^—— K sin <p 2 a 

a a2 + g 2 — 2 ag cos q> . 
— - sin tp, 2K (a — g cos tp)2 

R o v i n a (a) o b a l u j e kuže l s v r c h o l e m H, a n a n ě m leží úvratn ice r o z -
v i n u t e l n é p l o c h y n o r m á l v d ů s l e d k u ú v a h y , j a k é ž p o d o b n é b y l y v p ř e d -
c h á z e j í c í m p o d r o b n ě v y l o ž e n y . D o s a z e n í m m á m e p r o o b a l e n o u r o v i n u 
r o v n i c i ' 

(4) ex+ —r»9 
w b sin tp \ 2 a 

K-
_a_ a2+ g2—2agcostp\ 
2K (a — gcostp)2 

P o l o ž m e 
g sin tp 

n a l e z n e m e 
a — g cos tp 

g 2 + g?' — 2 ag cos tp 

— A, 

= 1 f A 2 , (a — g cos tp)2 

a r o v n i c e (6) n a b u d e t v a r u 

(ib•) 
k d e p o l o ž e n o 

a 2 — g 2 „ 
wí = — - — — K 

a 
a 2K ' 

D e r i v o v á n í m v y c h á z í (pro p o v r c h o v o u p ř í m k u kužele ) 

a t e d y r o v n i c e kuže le , k t e r ý m se z b o d u H p r o m í t á úvra tn i ce r o z v i n u t e l n é 
p l o c h y n o r m á l , zn í 

(g X - a« + *» Zf = Y 2 Z. 
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f 
Z a v e d e m e - l i o p ě t t řet í s o u ř a d n i c i h s t ředu k o u l e o b s a h u j í c í k ř i v o -

s n a č k u , t e d y 
K - fl - — 

T ' m O ' 
z n í r o v n i c e kuže le 

<71 ) (gX — a» + mZ)3 = Žj-g*hY*Z. 

N a t o m t o kužel i leží ú v r a t n i c e p l o c h y n o r m á l v e d e n ý c h k u p l o š e 
k o t á l n i c a = c podé l k ř i v o z n a č k y , j i ž n a ni v y t í n á k o u l e 

(x — g)2 + y* + *=2hx, 
p ř i l i b o v o l n é m h. 

R e z y Z = k o n s t . n a t o m t o kuže l i j s o u s e m i k u b i c k é p a r a b o l y ; j e h o 
o s t r á (úvratní ) hrana j e 

Y = 0, gX — a% + mZ =0. 
• « 

* 

U r č í m e j eš tě k ř i v o z n a č k y n a p l o š e k o t á l n i c o b y č e j n ý c h (g = a) 
v p ř í p a d ě c — 2 a. O b e c n é r o v n i c e p a r a m e t r i c k é h o v y j á d ř e n í d á v a j í v t o m t o 
p ř í p a d ě 

y = 2 a (1 — cos a) sin3 ty, z = 2 a sin2 ty sin a, 

k ř i v o z n a č k a j e d á n a r o v n i c í m e z i p a r a m e t r y 

p o s l e d n í v ý r a z y d á v a j í 

* cotg Ť 
y stn ty 

t . j . k ř i v o z n a č k a t é to p l o c h y j e r o v i n n ý řez 
z = Ky. 

Osa O y j e d v o j n á čára p l o c h y u v a ž o v a n é , a t e d y m á m e v ý s l e d e k : 
„ K ř i v o z n a č n é č á r y n a p loše k o t á l n i c o b y č e j n ý c h a = g, e = 2 a, 

j s o u ř ezy s r o v i n a m i v e d e n ý m i d v o j n o u p ř í m k o u p l o c h y , " 
k t e r ý ž t o v ý s l e d e k v y c h á z í t a k é p ř í m o z hoře j š í ch v ý s l e d k ů o f o k á l n í p loše 
k o n g r u e n c e loukot í . 1 ) 

') Věta jest obsažena v obecnější o plochách obalových koulí, které se 
-dotýkají stálé roviny {x z) podél pevné přímky (O x): řezy s rovinami touto 
přímkou vedenými tvoří druhou řadu křivoznaček. Ješté obecnéjěí případ je 
4»nto: Řada koulí orthogonálních k dané kouli se dotýká jiné pevné koale 
podél kruhu; veškery koule tímto kruhem vedené vytínají na obalové plole 
lady druhou sérii křivoznaček. 

V I I . 



H y b n á r o v i n a 

x cos ty + y sinty + z cotg a = c 

přisluSná k b o d u k ř i v o z n a č k y cotg = K sin ty m á r o v n i c i 
A 

(c) x sin 2 ty + 2 y sin2 ty + z (k sin1 ty — = 4 a sin ty, 

j e j í o b a l o v á p l o c h a j e s t p l o c h a n o r m á l ; p r o j e j í ú v r a t n i c i m á m e j e š tě 
r o v n i c e , v z n i k a j í c í d v o j í m d e r i v o v á n í m : 

( O x cos 2 ty + ( y + i - K z) sin 2 ty = 2 a cos ty , 

(c") — * sin 2 ty + ̂ y + -i- K z^j cos 2 ty = — a sin ty . 

W 

Z p o s l e d n í c h d v o u r o v n i c se v y p o č t e 
* = a cos ty + a cos ty cos 2 ty = 2 a cos3 ty, 

y-j--^-Kz = a sin ty -f~ acostysin2ty = a (1 -\-2coszty) sin ty, 
A 

č e h o ž v l o ž e n í m d o r o v n i c e (c) v y c h á z í 
(ď) z = — 2 a K sin3 ty. 

T y t o r o v n i c e (á) , ( ď ) p o d á v a j í p a r a m e t r i c k é v y j á d ř e n í ú v r a t n i c e 
n a r o z v i n u t e l n é p l o š e n o r m á l , př ís lušné k e k ř i v o z n a č c e n a r o v i n ě z = K y. 

N á r y s y ú v r a t n i c 
x = c cos 3 ty, z = — K c sin3 ý 

p ř í s l u š n ý c h k r ů z n ý m k ř i v o z n a č k á m j s o u v a f f i n i t ě s a s t r o i d o u , j e j í ž 
r o v n i c e v z n i k a j í p r o K = 1 ; t a t o a s t r o i d a s k l o p e n á d o p ů d o r y s n y s p l ý v á 
se z á k l a d n o u o b a l o v é h o v á l c e r o v i n k r u h ů J ; j e j í v y j á d ř e n í j a k o k o t á l -
n i c e z n í 

x + iy c + ^c e-*y ; 

j e t o o b a l o v á č á r a h y b n é p ř í m k y , v n íž lež í dé lka stálé ve l ikos t i c , j e j í ž 
k o n c e s e p o h y b u j í p o o s á c h O x, O y. 

D á l e p l y n e z r o v n i c (d), ž e úvratnice leii na válci smhru 

x=0, y+ z =0, 

Jeví-li se nSkterá plocha jako obalová plocha koulí majících své středy na 
rovině xy a dotýkajících se pevného kruhu {k) v této rovině, leží křivoznačky 
druhé soustavy na koulích vedených kruhem (A). Kdyby jeStě jeden kruh (k') 
tvořil součást stopy naSí plochy, jevily by se křivoznačky druhé soustavy jako 
průsečnice dvou koulí, t. j. byly by obě řady křivoznaček kruhy a plocha by 
byla Dupinovon cyklidou. 
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j e h o ž základna v rovině z = 0 n e z á v i s í n a v o l b ě k ř i v o z n a č k y a m á v y -
j á d ř e n í 

* + * y = ("T a + T a
 ' 

t . j . j e t o nefroida vytvořená kotálenim kruhu polomím ^r po kruhu polo-

méru a, u n í ž r á m ě = , t . j . č á r a m á v r c h o l v b o d ě + = 0 , a ú v r a t 
z 

v b o d ě ty = ~ . 
A 

P o n ě v a d ž v n a š e m p ř í p a d ě k ř i v o z n a č k a j e r o v i n n á , sv í ra j í n o r m á l y 
p l o c h y s r o v i n o u řezu s t á l ý úhe l p r o n ě j ž b y c h o m nalez l i tg i = K; 
úvratnice je Čára Šroubová n a v á l c i s t o j í c í m k o l m o n a r o v i n ě k ř i v o z n a č k y . 

16. 

Z r o v i n n ý c h řezů c y l i n d r i d y u v a ž u j m e n e j p r v é ř e z y s r o v i n a m i 
z = k o n s t . B u d A r o v i n a r o v n o b ě ž n á s r o v i n o u z á k l a d n í , c c e n t r á l n í 
čára c y l i n d r i d y , G z s p o l e č n á t e č n a j e j í k r u h ů r (obr . 15 . ) . N a t e č n u m Q 

č á r y e ( v b o d ě m) spuš těná k o l m i c e G Q d á v á p o l o m ě r k r u h u T, k t e r ý 
p o s k l o p e n í d o p ů d o r y s n y z a u j í m á p o l o h u ( J ) . 

R o v i n a A p r o t í n á p ř í m k u G z v b o d ě D, dé lka G D p o s k l o p e n í 
z a u j í m á p o l o h u G (D) J _ G Q, a j e s t G (D) = G D = z v ý š k a r o v i n y 

VII. 
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O p í š e m e k o l e m G j a k o s t ř e d u k o u l i (G) p o l o m ě r u G D — z, j e j í s t o p a j e 
n e j vě t š í k r u h (D) T. 

S t o p a r o v i n y A n a r o v i n ě k r u h u j e p ř í m k a D M Mx\\ G Q, j e ž p o 
s k l o p e n í z a u j m e p o l o h u D ( A f ) {MJ a d o t ý k á se k r u h u ( D ) T D". T e č n a 
t o h o t o k r u h u v b o d ě ( D ) s t a n o v í t e d y n a k r u h u (T) d v a b o d y (Af) a { M x ) , 
j e ž j s o u s k l o p e n é p r ů s e k y r o v i n y J s k r u h e m .Ta t e d y d á v a j í b e z p r o s t ř e d n ě 
d v a b o d y A T , M\ p r o p r ů m ě t řezu . — V e d m e t e č n u Q T k r u h u (D) T, 
t a k ž e Q T JL G T. Z r o v n o s t i p o l o m ě r ů Q G a Q (A f ) k r u h u (T) a z r o v n o s t i 
d é l e k GT = G (D) =QP v y c h á z í s h o d n o s t p r a v o ú h l ý c h t r o j ú h e l n í k ů 
GTQ a QP(M) a t e d y r o v n o s t s tran P (Af ) = QT = Q A f ' = Q Mx, 
t a k ž e 

„ b o d y M', M\ j s o u p r ů s e k y p ř í m k y G Q s k r u h e m , k t e r ý m á s t řed 
Q a p r o t í n á o r t h o g o n á l n ě p e v n ý k r u h (G, z), j e h o ž s t ř e d j e G a p o l o m ě r 
GD = z ( v ý š k a r o v i n y ř e z u ) . " 

N o r m á l y c y l i n d r i d y m M , m M x j s o u p r o s t o r o v é n o r m á l y ř e z u 
a p r o m í t a j í se d o r o v i n y řezu j a k o n o r m á l y t o h o t o ; , t u d í ž j s o u p ř í m k y 
m M'a m M'x n o r m á l y p r ů m ě t u řezu , a k r u ž n i c e o p s a n á ze s t ředu m p o l o -
m ě r e m m A f ' = m M ' x d o t ý k á se v b o d e c h M ' , M ' x u v a ž o v a n é h o p r ů -
m ě t u . M o c n o s t b o d ů G p r o t e n t o k r u h j e s t GM'. GM'X = (D) (A f ) . 
(D) (Mx) = G (D)* = z*, t . j . t a k é t e n t o k r u h p r o t í n á o r t h o g o n á l n ě p e v n ý 
k r u h (G, 'z ) , j e h o ž s t ř e d j e G a p o l o m ě r z. 

„ P ů d o r y s ř ezu z = k o n s t . r o v n o b ě ž n é h o s r o v i n o u z á k l a d n í n a 
c y l i n d r i d ě , j e s t o b á l k o u k r u ž n i c , k t e r é m a j í s v é s t ř e d y n a čáře c e n t r á l n í 
c a p r o t í n a j í o r t h o g o n á l n ě p e v n ý k r u h (G, z)." 

J e t o t e d y — j a k o ž i č á r a s a m a — k ř i v k a a n a l l a g m a t i c k á , 1 ) s ř í d í c í m 
k r u h e m a n a l l a g m a t i e (G,z) a d e f e r e n t o u c. 

D á l e j s o u t é ž s h o d n ý t r o j ú h e l n í k y Q T G S L Q P { M x ) , z č e h o ž p l y n e , 
ž e s o u č e t ú h l ů (Mx) Q P a G Q T j e s t 90« či l i ž e b o d y T Q ( . M J j s o u n a 
p ř í m c e . T e d y p ř í m k a Q ( J f j ) a s y m e t r i c k á s n í Q (Af ) j s o u t e č n y k r u h u 
(G, z); p ř é n e s e n d o p r o s t o r u , v y j a d ř u j e se t e n t o v ý s l e d e k v ě t o u : 

„ P o l o m ě r y k r u h ů JTpřís lušné k b o d ů m řezu z = k o n s t . n a c y l i n -
d r i d ě d o t ý k a j í se p e v n é k o u l e (G, z)." 

* m * 

U p l o c h y k o t á l n i c 4 . s t u p n ě j e d e f e r e n t o u k r u h (a) ; č á r y s k r u h o v o u 
d e f e r e n t o u j s o u s ice z n á m y , a le z m e t h o d i c k ý c h d ů v o d ů o d v o d í m e j i c h 
z á k l a d n í v l a s t n o s t z d e p ř í m o . 

P r o k r u h o v o u d e f e r e n t u m á m e s o u ř a d n i c e b o d u p = a cos <p, 
q = a sin tp, k t e r ý j e s t ř e d e m o b a l e n é h o k r u h u 

x* + y* — 2px — 2qy + n= 0 . 

x) Pro historii i výklad těchto pojmů viz G. Darboux, Sur une classe remar-
quable de courbes et de surfaces algébriques, dále též G. Koenigs, Leçons de l'Agré-
0rtion classique (18B2). 

V I I . 
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T e n t o k r u h m á p r o t í n a t i o r t h o g o n á l n ě ř íd i c í k r u h s t ř e d u H (h, 0 ) 
a p o l o m ě r u c) d é l k a t e č n y z b o d u H k o b a l e n é m u k r u h u m á č t v e r e c 

c « = A « — 2 £ A + « , 

a t e d y j e s o u s t a v a o b a l e n ý c h k r u h ů 

+ y a — 2 p (x — A) — 2 q y + c 2 — A2 = 0 . 

P o m o c í p a r a m e t r u u = er>* m á m e v y j á d ř e n í 
u2 + 1 _ . «» — 1 

2 p = a , 2 q = — t a u ' a u 

a r o v n i c e k r u h u se p í še 

(x* + y 2 + — A2) u = a (x — A — » y ) u2 + a ( * — A + i y). 

O b a l o v á č á r a k r u h ů t ě c h t o m á t e d y r o v n i c i 

( I ) (.x2 + y 2 + c 2 — A2)2 = 4 a2 [ ( * — A)2 + y*], 

a j e z ř e j m o , že j i o b d r ž í m e z r o v n i c e p l o c h y k o t á l n i c p r o A = g, z = c. 
B u d n y n í r p r ů v o d i č b o d u n a čáře z p ó l u H, a rr p r ů v o d i č t é h o ž 

b o d u z p ó l u K (k, 0 ) , k l i b o v o l n é ; 
r2 = (x — A)a + y2 , r2 = {x — k)2 + y 2 . 

Z r o v n i c e ( I ) p l y n e 

x2 + y 2 = 2 a r + h2 — c2, 

a t a k v y c h á z í z p o s l e d n í c h r o v n i c 

r12 = 2 a r + A2 + A2 — c 2 — 2 A * , r 2 = 2 a r + 2 A 2 — c 2 — 2 A * . 

a v y l o u č e n í m * p l y n e o d t u d 

hrj2 = kr2 + 2 a (h — k) r + A , 

A = (h2 + A2 — c2) A — (2 h2 — c2) A . 

V e l i č i n u k z v o l í m e n y n í t a k , a b y se v ý r a z p r o rf d a l o d m o c n i t i ; 
k t o m u m á m e d i s k r i m i n a n t 

a2 (A — k)2 —• A k = 0 , 

c o ž d á v á p r o n e z n á m o u A r o v n i c i s t u p n ě 3. 

h & — (2 h2 — e") k* + A (A2 — c2) k — a*(k — A)2 = 0 . 

R o v n i c i t é h o v í p a t r n ě h o d n o t a k = A, a z b ý v á r o v n i c e s t u p n ě 2 , 

( I I ) h k2 — (a2 + A2 — c2) A - r A = 0 . 

VII. 
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Zvolíme-li za k kořen této rovnice,1) podá 'nám hořejší vztah 
mezi r a r, po odmocnění 

( I I I ) Y l ^ r + a ( r = ± H~~M, r , = ± T C M ) , 

k t e r á ž t o v l a s t n o s t c h a r a k t e r i s u j e C a r t e s i o v y o v á l y s o h n i s k y H, K. 
B o d K z a s t u p u j e b o d y d v a u r č e n é r o v n i c í ( I I ) , a t a k n a c h á z í m e v š e c k a 
tř i o h n i s k a o v á l u ( I ) . 

P r o c = 0 j e č á r a P a s c a l o v o u z á v i t n i c í , a r o v n i c e ( I I ) m á řešen í 
a2 

k = h, A = — , t a k ž e d v ě o h n i s k a s p l ý v a j í v b o d ě H. 
N á z e v o h n i s k a t u d l u ž n o b r á t i v e s t a r š í m s m y s l u — n i k o l i P l ů c k e -

r o v s k é m — a j s o u t y t o b o d y v l a s t n ě s t ř e d y ř í d í c í c h k r u h ů d v o u d a l š í c h 
a n a l l a g m a t i í , j e ž se u t ě c h t o k ř i v e k v y s k y t u j í . D e f e r e n t a př í s lušná k e 
k r u h u ř í d í c í m u (K, Cj) j e k r u h 

Jfl + y* = a* + h2 — c 2 — h k = a 2 , 

j a k s n a d n o v y c h á z í d l e z n á m ý c h r o v n i c , 1 ) c o ž o s t a t n ě j e v s o u h l a s e 
s r o v n i c í ( I I I ) . 

U . p l o c h y k o t á l n i c m á m e p r o řez z — c, h — g, r o v n i c e ( I I ) z n í 
g k2 — (a2 + g a — z2) k + a2 g = 0, 

d e f e r e n t n í k r u h y v r o v i n ě z = k o n s t . h o v í r o v n i c i 
** + y* + z2 = a" + g* — g k; 

v y l o u č í m e - l i z p o s l e d n í c h r o v n i c l i t e ru k, o b d r ž í m e p ř i o z n a č e n í 

S = x2 + y 2 + z* — a* — g* 
r o v n i c i p l o c h y 

S2 + (a2 + g2 — z*) S + a* g* = 0 , 

k t e r á j e s o u h r n e m d e f e r e n t n í c h k r u h ů p r o ř e z y z = k o n s t . n a p l o š e k o -
t á l n i c , p ř í s l u š n ý c h k a n a l l a g m a t i í m s p ó l y K ( r ů z n ý m i o d p ó l u z á k l a d -
n í h o G). J e t o p a t r n ě p l o c h a r o t a č n í s o s o u O z. 

i ) Kořeny k této rovnice urči se jako úsečky x průsečných bodů osy Ox s kruhem 
- , , a* + h*—c* , , . ** + y* —r x + a* = 0, n 

který protíná kolmo kruh deferentní (a), knih řídící (H, e) a osu Ox. 
Nový kruh řídící (K, cj je rovněž kolmý na kruh {H, c) — veškery tfi kruhy 

řídíci a osa Ox se protínají orthogonálnS. 
Tudíž je mocnost kruhu (H, c) v bodě (A, 0) 

c* = [k — A)1 — c1. 
*) Na př. G. Koenigs, 1. o. str. 154 a násl. 

VII. 
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R o v n i c i j e j í lze z j e d n o d u š i t i n a 

(*" + y* + * — a« — g") (*« + y«) + a» g» = 0 , 
po lá rn í r o v n i c e m e r i d i a n u (¿61 0 , o s a O z) z n í 

- - < o g 
sm q>]= 6 rVfl ï + g1 — r » " 

P ó l y a n a l l a g m a t i i K o p i s u j i Cáru 3. s t u p n ě v n á r y s n ě 

g (*« + «•) — ( « M - ga — za) * = 0, {x = h). 

D i s k r i m i n a n t r o v n i c e p r o & 
(«2 + g2 _ , « ) , _ _ 4 a 2 g a = [ ( a + g)2 _ . [(a — g)2 _ 22] 

v y m i z í p r o + z = a — g a p r o + z = a + g, j e k l a d n ý m p o u z e p r o 

ř ezů r e á l n ý c h . R e á l n é ř e z y z = k o n s t . p l o c h y k o t á l n i c 4. s t u p n ě m a j , 
t e d y v š e c k y t ř í p ó l y G, K, K' r e á l n é p o u z e v p ř í p a d ě 

M < l « - g | . 
P r o z = + (a — g) se r o v i n a řezu p l o c h y d o t ý k á , ř e z y t y j s o u P a -

s c a l o v y záv i tn i ce . 1 ) 
A n a l l a g m a t i c k é č á r y , j i c h ž de ferenta j e k u ž e l o s e č k a , j s o u t . zv^ 

č á r y c y k l i c k é (cycl iques)*) . O b e c n ě (má c y k l i k a č t v e r o a n a l l a g m a t i i » 
j i c h ž v z á j e m n á s o u v i s l o s t j e v y j á d ř e n a v ě t a m i : 3 ) 

1° Ř í d í c í k r u h y r ů z n ý c h a n a l l a g m a t i i s e p r o t í n a j í o r t h o g o n á l n ě . 
2 ° J e j i c h d e f e r e n t y j s o u k u ž e l o s e č k y o s p o l e č n ý c h o h n i s c í c h . 
3 ° D i a g o n á l n í b o d y č t y ř h r a n u p r ů s e k ů ř í d í c í h o k r u h u s p ř í s l u š n o u 

d e f e r e n t o u ( v r c h o l y s p o l e č n é h o a u t o p o l á r n f h o t r o j ú h e l n í k a ) t v o ř í 
s t ř e d y ř íd í c í ch k r u h ů o s t a t n í c h t ř í a n a l l a g m a t i i . 
U o v á l u C a r t e s i o v a j e d e n s t řed p a d á d o n e k o n e č n a , k r u h ř í d í c í 

p ř e c h á z í v o s u č á r y , a n a l l a g m a t i e n a h r a ž e n a s o u m ě r n o s t í . S v a z e k kruhů , 
u r č e n ý k r u h e m ř í d í c í m a d e f e r e n t n í m o b s a h u j e d v a k r u h y n u l l o v ý c h 
p o l o m ě r ů , j i c h ž s t ř e d y j s o u p ó l y z b ý v a j í c í c h d v o u a n a l l a g m a t i i (sestroj t 
se j a k o p r ů s e k y s k r u h e m o r t h o g o n á l n í m k o b ě m a k r u h ů m z á k l a d n í m ) a 

U řezu z = k o n s t . n a p l o š e k o t á l n i c 4. s t u p n ě m á m e ř íd i c í k r u h 

(* —g)a + y2 —z2 = o, 
n o y ý k r u h ř íd íc í m á s t řed K (k, 0 ) a j e k o l m ý k t o m u t o k r u h u ; č t v e r e c 
j e h o p o l o m ě r u r o v n á se m o c n o s t í b o d u K 

{k-g)*-z\ 

Vychází tu k = a, tedy h — h — a —g — ;fcc, takže skuteta* <H — 0. 
•) Darboux, 1. c. 
•) Pro výklad srovnej Koenigs, 1. c. str. 154. 

TIL 
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a r o v n i c e ř í d i c í h o k r u h u se s t ř e d e m K (k, 0 , z) j es t 
(* — k)* + y* = (k — g)« — 2«, 

t . j . 
*» + y« + z« — g* = 2k{x — g ) . 

V l o ž í m e - l i h o d n o t u k o d t u d v y c h á z e j í c í d o r o v n i c e p r o k, o b d r ž í m e 

g ( * 1 + y , + * í — g 2 ) 2 + 2 (z2 — — ga) (*a + y 8 + — g2) ( * — g ) 
+ 4 a 2 g (* — g)2 = 0 

j a k o ž t o r o v n i c i p l o c h y , k te rá j e s o u h r n e m ř íd í c í ch k r u h ů ( n o v ý c h ) d v o u 
a n a l l a g m a t i í , a k t e r á j e t e d y s t u p n ě 5. 

* * 
* 

B u d n y n í R l i b o v o l n á r o v i n a r ů z n o b ě ž n á s p ř í m k o u O z, s t a n o v m e 
j e j í řez s c y l i n d r i d o u u r č e n o u c e n t r á l n í č a r o u c a p ó l e m G; p ř í m k a G z 
p r o t í n á r o v i n u R v b o d ě G0 , t e n z v o l m e za s t řed k o u l e £ 0 , k t e rá se d o t ý k á 
z á k l a d n í r o v i n y v b o d ě G. I n v e r s e o ř íd í c í kou l i 270 n e m ě n í p l o c h u , a t a k é 
n e m ě n í r o v i n u , t e d y řez r o v i n y R s c y l i n d r i d o u j e čára a ň a l l a g m a t i c k á 
s p ó l e m G0, j e j í ž ř íd í c í k r u h k0 j e p r ů s e č k o u l e £ 0 s r o v i n o u R. 

B u d t e ž M, Mx p r ů s e č í k y r o v i n y R s l i b o v o l n ý m k r u h e m i"*na c y l i n -
d r i d ě , @ j e h o s t ř e d a m př í s l u š n ý b o d n a čáře c e n t r á l n í ; s y m e t r á l n í r o v n a 
IJ b o d ů M , M x s t o j í k o l m o n a r o v i n ě k r u h u r a o b s a h u j e b o d Q, p r o c h á z í 
t e d y p ř í m k o u Q m . V e d e m e - l i z b o d u tn p ř í m k u n s tá l ého s m ě r u k o l m é h o 
n a r o v i n u R, b u d e r o v i n a II t o t o ž n á s r o v i n o u Q mn\ r o v i n a t a t o v š a k 
o b a l u j e v á l e c s m ě r u n, j e h o ž ř í d í c í č a r o u j e č á r a c, a t e n t o v á l e c p r o t í n á 
r o v i n u R v č á ř e , j e j í ž t e č n a j e p r ů s e č r o v i n RII; t a t o p r ů s e č j e v š a k o s o u 
s y m e t r i e b o d ů M, Míf a t e d y j e p r ů s e č u v a ž o v a n é h o v á l c e s r o v i n o u R 
d e f e r e n t o u ř e z u ; o d t u d v ě t a : 

„ R e z l i b o v o l n é r o v i n y R s c y l i n d r i d o u (c, G) j e č á r a a ň a l l a g -
m a t i c k á , k t e r á m á za d e f e r e n t u p r a v o ú h l ý p r ů m ě t č á r y centrá ln í c 
d o r o v i n y ř e z u , a z a ř íd í c í k r u h p r ů s e č r o v i n y s k o u l í , k te rá m á s t řed 
v p r ů s e k u r o v i n y R s p ř í m k o u G z a d o t ý k á se z á k l a d n í r o v i n y 
v b o d ě G." 

P ř e c h o d e m l i m i t n í m s e z n á m e , že v ě t a p l a t í t a k é p r o r o v i n y o b s a -
h u j í c í p ó l G; z d e j e d e n z b o d ů d v o j i c e s p l y n e s b o d e m G, t a k ž e u v a -
ž u j e m e r o v i n u s o u m ě r n o s t i TI b o d ů G, M\ v ý s l e d e k j e t ý ž , p o k u d se t ý č e 
d e f e r e n t y . B o d y č á r y p r ů s e č n é M stro j í m e p a k t í m , že na t e č n y d e f e r e n t y 
s p o u š t í m e z b o d u G k o l m i c e a p r o d l u ž u j e m e j e n a d v o j n á s o b n o u dé lku . 
Z v ě t š í m e - l i n a d v o j n á s o b n é r o z m ě r y o b r a z c e v r o v i n ě řezu , n e c h á v a j í c e 
b o d G j a k o s t ř e d p o d o b n o s t i s t á l ý m , jeví se řez jako úpatnice čáry podobné 
deferenté, a dvojnásobných rozměrů. 

ftezy s r o v n o b ě ž n ý m i r o v i n a m i m a j í s h o d n é d e f e r e n t y , s t ř e d y G% 

ř í d í c í c h k r u h ů š i n o u se p o p ř í m c e G z, p o l o m ě r y j e j i c h G G0 r o s t o u ú m ě r n ě 
s e v z d á l e n o s t í r o v i n y o d b o d u G. U p l o c h y k o t á l n i c 4. s t u p n ě j s o u d e f e -
r e n t y r o v i n n ý c h ř e z ů e l l ipsy , p r o p ó l y lež íc í n a Gz, ř e z y j s o u t e d y č á r y 
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c y k l i c k é . R e z s r o v i n o u teCnou m á d v o j n ý b o d , j e n ž s p l ý v á s j e d n í m 
z n o v ý c h p ó l ů (v las tně s p l ý v a j í v n ě m p ó l y d v a ) a č á r a j e s t ú p a t n i c í 
e l l ipsy . 

P a d n e - l i s t ř ed d e f e r e n t y d o b o d u G0 — s t ř e d u a n a l l a g m a t i e — j e 
řez p l o c h y k o t á l n i c d v o j n á s o b s y m e t r i c k á c y k l i k a , m a j í c í d v o j í a n a l l a g -
m a t i i se s t ř e d e m G0, o p a č n ý c h m o c n o s t í , t a k ž e j e č á r a t a t o d r u h e m 
P e r s e o v ý c h spir ik . 

U v a ž o v a n á o k o l n o s t n a s t a n e p r o r o v i n y jR v e d e n é r ů z n ý m i b o d y 
G 0 p ř í m k y G z k o l m o n a p a p r s k y 0 G0; r o v i n y t y o b a l u j í t e d y p a r a b o l i c k ý 
v á l e c s m ě r u O y, j e h o ž n á r y s n á s t o p a j e s t p r o t i ú p a t n i c í p ř í m k y G z, 
p r o p ó l O . — 

J a k o dalš í p ř í k l a d u v a ž u j m e c y l i n d r i d u , p r o n i ž čára s t ředů (c) j e s t 
el l ipsa s v e l k o u p o l o u o s o u OA=a, m a l o u OB =b, a p r o n i ž p ó l G j e 
v o h n i s k u e l l i p s y ; n a G z u r č í m e N b o d G0, j e h o ž v z d á l e n o s t O G0 o d s t ř e d u 
e l l ipsy = a, a v e d e m e r o v i n u R k o l m o u n a O G 0 . D o t é t o r o v i n y p r o m í t á 
se el l ipsa v k r u h u p o l o m ě r u b o s t ředu G0, k t e r ý ž t o k r u h j e z á r o v e ň řez 
r o v i n y R s k o u l í (G0, G0 G). P r o řez p l o c h y u v a ž o v a n é s r o v i n o u R s p l y n e 
d e f e r e n t a s k r u h e m ř í d í c í m a čára se r e d u k u j e n a k r u h ř íd í c í d v a k r á t 
v z a t ý : R o v i n a R d o t ý k á se p l o c h y p o d é l ř í d í c í h o k r u h u a n a l l a g m a t i e 
( - o , 

R o v n i c e p l o c h y z n í t u 
(x2 + y2 + z2 — g2)2 = 4 a2 {x — g)2 + 4 b2 y2; g2 = a2 — b2 

* * 
* 

C y l i n d r i d y j s o u k r a j n í p ř í p a d p l o c h , k t e r é s e s t á v a j í z ř a d y k r u h ů 
r p r o c h á z e j í c í c h d v ě m a p e v n ý m a b o d y H, H\ k t e r é n a z v e m e p ó l y . 
Invers í z p ó l u H p ř e v á d í se t a k o v á p l o c h a v p l o c h u k u ž e l o v o u , a p r o t o 
n a z v e m e t y t o p l o c h y konidami. P o v r c h o v é k r u h y P j s o u k ř i v o z n a č n ý m i 
č a r a m i k o n i d y ; r o v i n a s o u m ě r n o s t i b o d ů H, H' ( j d o u c í s t ř e d e m G d é l k y 
H H' k o l m o n a t u t o ) seče k o n i d u v k ř i v o z n a č n é č á ř e d r u h é s o u s t a v y , 
k t e r o u ž t o č á r u d n a z v e m e čarou řiclicí, r o v i n u s a m u p a k základní, b e r o u c e 
j i za r o v i n u x y. 

Z á k l a d n í r o v i n a o b s a h u j e s t ř e d y k r u h ů JH v e s m ě s n a n i k o l m ý c h ; 
k r u h y r j i s e k o u v e d v o u b o d e c h na p a p r s c í c h s v a z k u G ; j s o u - l i t y t o b o d y 
M a Mv p l a t í 
{A) GM. G Mí = — c2, 

znač í - l i c d é l k u G H ( r eá lnou n e b r y z e p o m y s l n o u ) . 
Je - l i d á n a ř íd í c í čára d, b u d e j í p ř i ř a d ě n a t í m t o z p ů s o b e m j a k o 

d o p l n ě k čára d^, o b s a h u j í c í d r u h é s t o p y k r u h ů T , a o b ě č á r y v e s p o l e k 
souv i s í invers í (A), j e j í ž ř íd í c í k r u h j e r e á l n ý , j s o u - l i b o d y H, H' p o m y s l n é , 
a n a o p a k . 

Je - l i čára d a n a l l a g m a t i c k á p r o p ó l G a m o c n o s t — <ř, p a k s p l ý v a j í 
č á r y d, dí, a s t o p a p l o c h y k o n i d y n a z á k l a d n í r o v i n ě s e s t á v á z j e d i n é 
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k ř i v k y ; v o p a č n é m p ř í p a d ě se t a t o s t o p a r o z p a d á v k ř i v k y r ů z n é i a ix. 
N o r m á l y k o n i d y p o d é l k r u h u I t v o ř í r o t a č n í k u ž e l , j e h o ž v r c h o l m leží 
n a r o v i n ě z á k l a d n i a j e p r ů s e k e m n o r m á l č a r d a dx v b o d e c h M a Mx; 
g e o m e t r i c k é m í s t o b o d ů m j e čára centrální (c). T e č n a č á r y c e n t r á l n í 
v b o d ě m j e p ř í m k a m Q, o s a s y m e t r i e b o d ů M a Mv a č á r y d, dl 

d o h r o m a d y se j e v í j a k o o b á l k a k r u h ů o s t ř e d e c h m a p o l o m ě r e c h 
mM = =mMx; t . j . č á r a s t ř e d ů (c) j e d e í e r e n t a a n a l l a g m a t i c k é č á r y d dx. 

P o l o ž m e p o č á t e k s o u ř a d n i c d o b o d u G; k o u l e St, k t e r á m á střed 
n a C ; a p r o t í n á k o u l i n a d p r ů m ě r e m H H' 

x2 + y* + z* —c* = 0 

o r t h o g o n á l n ě , m á r o v n i c i 
{St) x2 + y a + z2 — 2 k z + c2 = 0 ; 

t a t o k o u l e p r o t í n á o r t h o g o n á l n ě v e š k e r y k r u h y F a s t a n o v í n a p l o š e k o n i d ě 
kfivoznačku. S t ř e d k o u l e Jř (0, 0 , k) z n a m e n e j m e K, p r ů s e k y k o u l e s o s o u 
G z j s o u Kx, Kt 

z — k ±_ Yk2 —• c-, X = y = 0 ; 

z v o l m e j e d e n z n i c h n a p ř . Kx za p ó l i n v e r s e n a k o u l i ( R ) , k t e r á p r o t í n á 
o r t h o g o n á l n ě k o u l i n a d p r ů m ě r e m H H'. T o u t o i n v e r s í p ř e c h á z í k o u l e St 
v r o v i n u , k ř i v o z n a č k a v k ř i v o z n a č n o u č á r u r o v i n n o u , t . j . r o v i n a t a j e 
r o v i n a z á k l a d n í , a k ř i v o z n a č k a se t r a n s f o r m u j e v e s t o p u p l o c h y d dx. 

P o l o m ě r k o u l e R s k u t e č n ě h o v í r o v n i c i 
R* = [k —c2)2 —c2, 

a v z t a h 
Kx K2. KxG = R2 

z n í 
2 Yk2 — c2 {k + Vk2 — c 2 ) = R2, 

a j e s t o č i v i d n ě s p r á v n ý m ; r o v i n a z á k l a d n í G x y j e t e d y s k u t e č n ě i n v e r s n ě 
př ís lušná k e k o u l i St.1) « 

x) Předpbkládejme body H, H' pomyslné, kdy tedy veličina c* = —a2 je 
záporná; obalené koule budou pak charakterisovány podmínkou, že jejich stopní 
kruhy protínají orthogonálně řídící kruh anallagmatie [G, a) 
(£) x% + y* = a\ z = 0. 

Koule St obsahující kiávoznačky 
x* + y2 + z* — 2kz —a* = 0 

pak procházejí tímto pevným kruhem Z. 
Okolnost tu lze ještě jinak vysvětliti. Volme na kruhu I!libovolný bod P 

a proveďme inverBi (s libovolným poloměrem) se středem P ; tou přejde kruh £ 
v přímku (5), anallagmatie ze změní v souměrnost vůči ose s, kruhy r přejdou 
v kruhy I* protínající orthogonálně základní rovinu ve dvou bodech souměrně vůč 
s ležících, t. j konida přechází naší inversí v plochu rotační (kolem osy s). Jejíkřivo 
značky (meridiany) leží na rovinách svazku s a ty zpětnou inversí přecházejí v koule 
vedené řídícím kruhem X. Koule svazku £ tedy vytínají na konidě křivoznačka. 
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V o b e c n é m p ř í p a d ě , k d y s e s t o p a k o n i d y i d^ r o z p a d á , r o z p a d a j í * 
se t e d y t a k é j e j í k ř i v o z n a č k y , n e b o ť se r o z p a d a j í k u ž e l e , j i m i ž se t y t o č á r y 
z b o d ů Kx a K% p r o m í t a j í . 

V ě t e v k ř i v o z n a č k y , k t e r á se z b o d u Kx p r o m í t á v e v ě t e v d [dj), 
p r o m í t á se z b o d u K% v e v ě t e v dx (d). 

B u d n y n í P b o d n a k ř i v o z n a č c e , m v r c h o l k u ž e l e n o r m á l p o d é l j e h o 
k r u h u r , M b o d n a s t o p ě p l o c h y ; p a k r o v i n a MmP o b s a h u j e j e d e n 
z p e v n ý c h b o d ů Kx, K2, n a př . Kx, r o v i n a t a o b s a h u j e n o r m á l u k o n i d y 
m P. Š ine- l i se b o d P d o p o l o h y n e k o n e č n ě b l í z k é n a k ř i v o z n a č c e , 
o t á č í se p ř í m k a Mm — n o r m á l a č á r y d — k o l e m j e j í s t ř e d u k ř i v o s t i s, 
t e d y r o v i n a MmP se o t á č í k o l e m p ř í m k y s Kx; n a t é t o p ř í m c e j a k o p r ů -
s e č n i c i n e k o n e č n ě b l í z k ý c h p o l o h r o v i n y MmP n a c h á z í se p r ů s e k n e -
k o n e č n ě b l í z k ý c h p o l o h n o r m á l y mP, t . j . s t ř e d h l a v n í k ř i v o s t i S k o n i d y , 
b o d na ú v r a t n i c i r o z v i n u t e l n é p l o c h y n o r m á l . 

, , R o z v i n u t e l n á p l o c h a n o r m á l p o d é l k ř i v o z n a č k y u r č e n é k o u l í 
St m á t e d y ú v r a t n i c i , k te rá se z b o d u Kx (K^j p r o m í t á v e v o l u t u č á r y 
d (¿i) [ p o p ř í p a d ě v o p a č n é m p o ř á d k u dx (á)]. 

B u ď t e s, Sj s t ř e d y k ř i v o s t i v l i b o v o l n é m p á r u M Mx s d r u ž e n ý c h 
b o d ů n a s t o p ě k o n i d y ; b o d y Kx Ktssx u r č u j í ú p l n ý č t y ř h r a n , j e h o ž 
j e d e n d i a g o n á l n í b o d j e G,1) a d r u h é d v a d i a g o n á l n í b o d y j s o u s t ř e d y 
h l a v n í k ř i v o s t i v b o d e c h P a Px na k ř i v o z n a č c e p ř í s l u š n ý c h k b o d ů m 
M a Mx. 

P o d r ž m e k r u h F u r č e n ý s t o p a m a M Mx j a k o p e v n ý , b u d P j e h o 
l i b o v o l n ý b o d ; j e m u p a k o d p o v í d á d v o j i c e b o d ů KxKt n a G z, j a k o p r ů -
s e č í k y s k o ú l í , n a n í ž leží k ř i v o z n a č k a p r o c h á z e j í c í b o d e m P. 

P ř í m k y Kx sx, K2 s s p o j u j í c í Kx, K2 se s t ř e d y k ř i v o s t i s t o p y k o n i d y 
se p r o t í n a j í v e s t ředu h l a v n í k ř i v o s t i S n a n o r m á l e b o d u P . 

B o d 5 leží t e d y na r o v i n ě o b s a h u j í c í p ř í m k u G z a o b a b o d y s, Sjí 
„ C e n t r á l n í p l o c h a k o n i d y o b s a h u j e ř a d u k u ž e l o s e č e k , v e k t e -

r ý c h u r č i t é r o v i n y s v a z k u G z p r o t í n a j í p ř í s lušné r o t a č n i k u ž e l e 
n o r m á l . " 

B o d ů m n a d a n é m k r u h u r př ís lušné n o r m á l y t v o ř í r o t a č n í k u ž e l , 
a s t ř e d y k ř i v o s t i lež í n a r o v i n ě G z s sx, k t e rá j e n a s t r a n á c h k u ž e l e v y t í n á . 

U v a ž u j m e n y n í zv láš tn í p ř í p a d : 
Jsou - l i čáry d dL k r u h y (resp. k r u h a p ř í m k a ) — p ř í p a d cyklidy 

Dupinovy — j s o u b o d y s a s 1 s tá lé j e j i c h s t ř e d y (resp. b o d ú b ě ž n ý n a n o r -
m á l e p ř í m k y ) , b o d m j e průsek p o l o m ě r ů s M a. sx Mx, b o d y S a Sx j s o u 
s tá lé , k ř i v o z n a č k a se r o z p a d á v e d v a k r u h y na k o u l i St — leží z d ů v o d u 
s y m e t r i e na r o v i n á c h k o l m ý c h n a n á r y s n u Gxz, j a k m i l e s, sx lež í n a G x, 
c o ž m o ž n o zař íd i t i — a b o d y 5 , Sx j s o u v r c h o l y r o t a č n í c h k u ž e l ů n o r m á l 

») Středy křivosti čáry půvcdni a čáry inversní leží vždy na přimce pro 
cházejici pólem invexse. 
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p o d é l t ě c h t o k r u h ů ; j s o u t o p r ů s e k y p ř í m e k v r o v i n ě G x x: (Kx s, Kt Sj), 
(K^.KtS). 

P á r y Kx Kt p r o b í h a j í i n v o l u c i s d r u ž e n ý c h b o d ů v ů č i k o u l i n a d p r ů -
m ě r e m H H' (G Kv G Kt = c " ) ; i n v o l u c e t a se p r o m í t á ze s t ř e d ů s, s1 ( 
č í m ž se v y t v o ř u j e č á r a c e n t r á l n í v r o v i n ě n á r y s u . 

Centrá ln í čára v p ů d o r y s u m á t e č n u m Q, k t e r á pů l í ú h l y p r ů v o d i č ů 
m s , w s j j j e t o k u ž e l o s e č k a s o h n i s k y s, s j . 

J e j í v r c h o l y j s o u s t ř e d y k r u h ů v r o v i n ě G x z ( nárysné s t o p y p l o c h y ) . 
N a o p a k m á centrá ln í čára v n á r y s u za o h n i s k a s t ředy k r u h ů n á r y s n ý c h 
a v r c h o l y v e s t ředech k r u h ů p ů d o r y s n ý c h s, j a k se o t o m s n a d n o j e 
přesvědč i t i . O b ě k u ž e l o s e č k y j s o u si n a v z á j e m f o k á l a m i . — 

* * 
* 

P o v a h u r o v i n n ý c h řezů l i b o v o l n é k o n i d y m o ž n o s te jně j e d n o d u š e 
v y s t i h n o u t i , j a k o j s m e v idě l i u c y l i n d r i d y . Průsek G 0 r o v i n y řezu s o s o u 
Gz j e s t ř e d e m a n a l l a g m a t i e , j e j í ž ř ídíc í k r u h leží n a k o u l i sous t ředné , 
p r o t í n a j í c í o r t h o g o n á l n ě k r u h y r ; d e f e r e n t o u (c') řezu j e p r a v o ú h l ý p r ů -
m ě t centrá ln í Čáry (c) d o j e h o r o v i n y . 

Procház í - l i r o v i n a j e d n í m ze z á k l a d n í c h b o d ů (pólů) H , H ' , j e v í 
se řez j a ^ o ú p a t n i c e č á r y p o d o b n é s č a r o u (c ') a d v o j n á s o b n ý c h r o z m ě r ů . 

S t ř e d y k ř i v o s t i r o v i n n ý c h ř e z ů n a c y l i n d r i d ě n e b k o n i d ě m o ž n o 
sestro j it i n a z á k l a d ě t e č n ý c h r o v i n p l o c h y n o r m á l . P r ů m ě t p l o c h y n o r m á l 
( obrys ) d o r o v i n y řezu j e s t j e h o e v o l u t a ; r o v i n a v e d e n á p o v r c h o v o u 
p ř í m k o u p l o c h y n o r m á l k o l m o n a r o v i n u řezu d o t ý k á se p l o c h y n o r m á l 
v b o d ě , j e h o ž p r ů m ě t j e s t řed kř ivos t i řezu. 

N a p l o š e n o r m á l z n á m e c e n t r á l u (c) a řez r o v i n y s p l o c h o u (cy l in -
d r i d o u n e b k o n i d o u ) , k o b ě m a u m í m e sestroj iti t e č n u ; známe- l i j e š tě 
j e d n u č á r u n a p loše n o r m á l , k n í ž d o v e d e m e vést i t e č n u , m ů ž e m e řešiti 
p ř e d l o ž e n ý p r o b l é m p o m o c í t e č n é h o h y p e r b o l o i d u . 

V p ř í p a d ě řezu z = k o n s t . n a ploše ko tá ln i c a = c v í m e , že n o r m á l y 
p r o t í n a j í p e v n o u p ř í m k u (O G0); z d e řešení j e p o m ě r n ě j e d n o d u c h é . 

P r i n c i p t é t o m e t h o d y p lat í t a k é o l i b o v o l n é p loše ko tá ln i c s f é r i ckých , 
p o n ě v a d ž k j e j í ř e z ů m z n á m e k o n s t r u k c i n o r m á l . 

* * 
* 

K o n i d a j e o b a l o v á p l o c h a kou l í ( počá tek souřadn i c G) 

(H) x* + y* + z* — 2 * 0 * — 2y0y — c* = 0 , 

k d e x0, y0 j e b o d na c e n t r á l e ; p o v r c h o v é k r u h y I 1 j s o u průseče t é to kou le 
s r o v i n o u 
(T) xdx0 + y dy0 = 0 , 

j e ž z ř e j m ě s t o j í k o l m o n a t e č n ě č á r y centrá ln í . O b ě r o v n i c e ( Z ) a (I*) 
d o h r o m a d y d á v a j í t e d y e l iminac í p a r a m e t r u n a centrále r o v n i c i k o n i d y 
(která přecház í v c y l i n d r i d u p r o c = 0 ) . 

VII. 
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B u d 5 l i b o v o l n á kou le 
(S) *» + ya + ** — 2 kx — 2 í y — 2 m * + w = 0 ; 
j e j í p r o n i k s k o n i d o u h o v í r o v n i c í m 
(77 ) 2kx -\-2ly -\-2mz — n — ( 2 * + 2 y 0 y + c a ) = 0 

a r o v n i c i (T ) , z č e h o ž v y c h á z í , že průsečnice k o n i d y s k o u l í 5 leží n a r o z v i -
nute lné p loše , k te rou oba lu j e r o v i n a J I ; p ř í m k a t é t o p l o c h y j e průsečn i ce 
s r o v i n o u r, takže p r o t í n á osu G z, a sice v e s tá l ém b o d ě V 

_ c2 + n 
Z ~ 2 m ' 

R o v i n a JI j e patrně radikáln í (chordální ) r o v i n a k o u l i S a 2 7 . 
Dá le pro t íná radikáln í r o v i n a k o u l í S a 

x2 + y2 + z2 — c 2 = 0 
osu G z v e z m í n ě n é m p r á v ě b o d ě V. 

T e d y m ů ž e m e v y š l o v it i v ě t u : 
, ,Průseč koule S s k o n i d o u , která j es t o b á l k a k o u l í 27, leží n a p l o š e 

k u ž e l o v é s v r c h o l e m F n a G z ; ta to p l o c h a k u ž e l o v á j e s t o b á l k o u r a d i -
kálních r o v i n (5, 27) kou l í S a 27, a j e j í p ř í m k y j s o u průsečn ice t ě c h t o 
r o v i n s přís lušnými r o v i n a m i ( f 1 ) . 

P r o koul i 5 = $ v y t ínaj íc í k ř i v o z n a č k u n a k o n i d ě 
( 8 ) .v2 + y 2 + — 2 k z + c2 = 0 

m á m e p r o souřadnice b o d u V ( o , 0, takže v p ř í p a d ě c y l i n d r i d y (c = 0 ) 
leží v r c h o l kužele v b o d ě G. 

R o v i n y radikální ( ¿ ,27) p r o t í n a j í kou l i S v kruz í ch (A), j e ž náše čára 
o b a l u j e ; s fér ické s t ředy t ě ch to k r u h ů leží na p r ů m ě r u k o u l e S, j e n ž procház í 
s t ř edem m koule 27, t akže 

„ p r ů s e č kou le S s k o n i d o u j e s fér ická ana l lagmat ika , j e j í ž de ferenta 
leží na kužel i , k t e r ý m se centrá la (c) p r o m í t á z e středu k o u l e S. Ř í d i c í 
kruh anal lagmat ie leží na po lá rn í r o v i n ě b o d u V. 

U p l o c h y k o t á l n i c 4. s tupně (počátek souřadnic O) 
(*» + y 2 + # _ g2)2 = 4 a 2 _ g )2 + V2] 

a p r o koul i 5 
x2 + y2 +z2 — 2 k{x — g) — 2 ly — 2 tn z + n = Q 

zní r o v n i c e kužele 

[ k ( x - g ) + l y + m (z - ) ] 2 = a2 [ ( * - g)2 + y2] . 

K o i p n v y i Tř. II. Rof. XXVI. Ch. 7. • 
VII. 
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R e z y z = konst . na t o m t o kuželi j s o u kuže l osečky s ohn i skem na ose 
G z, ř idiči p ř í m k a leží na radikální r o v i n ě koul í 5 a 

x2 + y2 + z2 = g2 • 

U k o n i d (a cy l indr id ) s k r u h o v o u cent rá l ou (c), k teré t e d y j s o u 
zv láštní D a r b o u x o v y c y k l i d y , b u d o u mít i de ferentu s loženou ze 
d v o u k r u h ů čáry na koul ích S, j i chž s tředy leží se s t ředem kruhu (c) na 
r o v n o b ě ž c e s G z, n e b o ť se tu sférická de ferenta j e v í j a k o průsek koule S 
s kuže lem r o t a č n í m ; sférická čára pak r o v n ě ž leží na kuželi r o t a č n í m 
s v r c h o l e m V , k te rýž to kužel jest re c iproký předeš lého . 

U p l o c h y kotá ln i c m á m e koul i 5 (počátek O) 
x2 + y2 + 22 — 2 k z + n = 0, 

a rovnice kužele (F) zní 
(2 k z — n — g2)2 = 4 [(* — g)2 + y2l 

Leží-li b o d G na kouli S, j e průseč kotá lnic í a = konst . 
B u d O střed centrální čáry k r u h o v é (c) v r o v i n ě x y ; koule maj í c í 

s t ředy na. O z a procháze j í c í j e d n í m z b o d ů H, H' (g, 0, + c) sekou kon idu 
v čáře na r o t a č n í m kuželi , j e h o ž vrchol leží na k o u l i ; průseč ta j e t e d y 
s fér ická, kotá ln ice 4. stupně. 

Na k o n i d ě s k r u h o v o u centrálou m á m e t e d y d v ě řady s fér ických 
kotá ln ic , j i c h ž d v o j n é b o d y j sou spo lečný H, resp. H'; u cy l indr idy t y t o 
d v ě řady sp lýva j í . 

V ý j i m k u v předcházej íc ích úvahách t v o ř í koule S, j i chž středy leží 
na rov ině z á k l a d n í ; p r o ně j sou radikální r o v i n y (£, S) k o l m é na rov inu 
G xy a o b a l u j í vá lec k o l m ý na tuto r o v i n u ; zde t e d y b o d V zapadá d o n e k o -
nečna . 

U p l o c h y kotá ln ic m á m e pro kouli S 
x2 + y2 + — 2 p (x — g) — 2 q y + n = 0 

rovn i c i válce 
[2 p {x — g) + 2 q y — n — g2p = ^ [(* — g)2 + y2}. 

Prochází - l i kou le b o d e m G, r ozpadá se vá lec ve d v ě r o v i n y , řez ve dva 
k r u h y P ; n e b o ť v t o m př ípadě n + g2 = 0. J inak j e z á k l a d n o u válce kuže lo -
sečka s ohn i skem G, j e j í ž řídící př ímka j e s topa radikální r o v i n y koul í 

S a *« + >-2 + 22 = g2 , 
výs t řednost 

t _ v y + f 
a 

P o n ě v a d ž s tro j íme h n e d j e j í t e č n y [ s t o p y rad iká ln í ch r o v i n {S,£)], 
o b d r ž í m e v r c h o l o v o u kružnici j a k o úpatnic i z pó lu G. 

v i l . 
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Ú v a h y t y t o lze přenésti 11a l i b o v o l n o u p l o c h u k o t á l n i c ; t a t o jest 
o b a l o v á p lo cha koul í 
{£) x2 + y 2 + z2— 2 cx cos ty — 2 cy sin ty = a2 + g 2 — c 2 — 2 a gcos tp, 

j e j í průseč s koul í 
5 ) x2 + y 2 + z2 — 2 k x — 2 / y — 2 m z + n = 0 

j e pak na o b a l o v é ploše r o v i n 
2kx-\-2ly-sr2mz — n — 2 c x cos ty — 2 c y sin ty 

= a2 + g2 — c2 —2 a g cos (p, (a q> = c ty), 

t . j . 
„ p r o n i k p l o c h y kotá ln ic (a, c, g) s koul í S leží na rozv inute lné ploše , k terou 
oba lu j í radikální r o v i n y koul í S a 27; p o v r c h o v é p ř í m k y leží na r o v i -
nách k r u h ů r." 

Veškery úvratnice těchto p loch r ozv inute lných m a j í s p o l e č n ý p ů d o -
rys , z n á m o u n á m o b a l o v o u čáru s t op r o v i n k r u h ů r . 

Kotá ln i ce a = konst . leží n a kouli (3) 

* 2 + v 2 + z2 = 2 " — C C 0 S " z + C2 _ a2 + g2; 
sm a 

leží t e d y na o b a l o v é ploše rov in (a tp = c ty) 

(II) — .' ' °S U z — c x cos ty — c v sin ty + c2 — a2 + ag cos q> = 0. 
sin a 

T a j e v př ípadě c = 2 a, <p = 2 ty t ř ídy 4. , t e d y ú tvar p o m ě r n ě j e d n o -
d u c h ý . 

A v š a k v ý z n a m n á v lastnost v š e m t ě m t o p l o c h á m spo lečná j e , že 
o b a l e n é r o v i n y svíraj í stálý úhel y s r o v i n o u zák ladní , 

c sin a 
tgr = a — c cos « 

J e j i c h úvratn ice j s o u t e d y č á r y š r o u b o v é . 
V ý j i m k u t v o ř í kotá ln ice , p r o něž a = c cos a; p r o t y se r eduku je r o z -

v inute lná p l o c h a na vá l e c k o l m ý na r o v i n u základní . — R o v i n a JI j e k o l m á 
na r o v i n u k r u h u r , t . j . rozv inute lná p l o c h a naše p r o t í n á o r thogoná lně 
r o v i n y k r u h ů r p o d é l s v ý c h př ímek . Z r o v n i c e (II) m á m e d e r i v o v á n í m 
p o s t u p n ě 

c x sin ty — c y cos ty — cg sin tp = 0 
c2 

c x cos ty + c y sin ty — g cos <p = 0 , 

pos lední r o v n i c e spo lu s (JI) d á v á 
a — c cos a c2 — a2 n 

z + c2 — a2 g cos <p = 0, 
sin a a 

9 » 
V I I . 
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t . j . p r o b o d na úvratnici p lat í 

dále 

c2 — a2 sin a . z = (a — g cos ®) . a a — ccos a ' 

c 

x = — g cos q> cos ty + g sin <p sin ty, 

c 
y — — g cos (p sin ty — g sin q> cos ty . & 

T a t o čára š r o u b o v á leží na r o t a č n í ploše 2. s tupně 

* ^ y C 2 _ f l 2 v - H ) 

, a — c cos a 
h — st» a 

která jest p r o a j e d n o p l o c h ý h y p e r b o l o i d a pro c < a sploště lý ell ipsoid. 
H l a v n í k r u h y t é to p l o c h y leží na válc i x2 + y2 = g2.1) 

T e d y kotá ln i ce sférická j e v í se v př ípadě c ^ a j a k o průseč koule 
s p l o c h o u t e č e n určité š roubov i ce na r o t a č n í ploše 2. s tupně . 

T a t o š roubov i ce s tane se s fér ickou pouze v p ř í p a d ě 
h2 = a2 — c2, 

t . j . p r o c = a cos a, k d y t a k é kotá ln i ce sama j e š r o u b o v i c í , a sice v t o m t o 
př ípadě o b ě č á r y sp lýva j í . 

Průsečnici r o v i n JI a (P ) nazveme © ; r o v n i c e t é to p ř í m k y j s o u t e d y 
a — c cos a , 

: z = c x cos ty + c y sin ty + a- — c- — a g cos ro , sin a 
x sin ty — y cos ty — g sin tp, a <p — r ty . 

l) Výpočet neplatí pro případ h = 01. j. a = c cos a, kdy rozvinutelná'plocha 
je válcová. 

Fokálnt kruh na rotační ploše příslušné ke kotálnici a leží na rovině 
a- — cl 

z = 

a má poloměr 
c — a cos u r = g a — c cos a 

veškery fokální kruhy tvoří rotační plochu 2. stupně, jejíž meridian má parametrické 
vyjádření 

c — a cos a a* — c2 

a • 
a pro niž se nalezne rovnice 

x = e , z sin a, a — c cos a a — c cos « 

*2 + y 3 = j 

g- a- — c-
V I I . 
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S o u h r n p ř í m e k A p ř í s l u š n ý c h k p a r a m e t r u a = k o n s t . t v o ř í r o z v i n u -
t e l n o u p l o c h u (A a ) p r o t í n a j í c í p l o c h u k o t á l n i c p o d é l k o t á l n i c e « = k o n s t . , 
k t e r á ž t o r o z v i n u t e l n á p l o c h a p r o t í n á o r t h o g o n á l n ě v e š k e r y r o v i n y k r u h ů 
(I1) p o d é l s v ý c h p o v r c h o v ý c h p ř í m e k . 

R ů z n ý m k o t á l n i c í m přís lušej í r ů z n é p l o c h y (A«), k teré v š a k m a j í 
s p o l e č n o u s t o p u / n a r o v i n ě z á k l a d n í z = 0 . 

P ř í m k y A př ís lušné k t é m u ž q> t v o ř í s v a z e k v r o v i n ě k r u h u r 9 , j e h o ž 
s t ř e d e m j e b o d n a čáře / . V e š k e r y p ř í m k y A př i n e o d v i s l ý c h « a 9 t v o ř í k o n -
g r u e n c i ; l i b o v o l n á p ř í m k a j e j í seče d v ě sousedn í p ř í m k y t é t o k o n g r u e n c e : 
j e d n a s n í leží n a r o v i n ě (rv), d r u h á s n í s t a n o v í t e č n o u r o v i n u p l o c h y r o z -
v i n u t e l n é ( A „ ) ; t a t o r o v i n a a r o v i n a (J^) j s o u f o k á l n í r o v i n y k o n g r u e n c e 
p r o p ř í m k u A (a, 9 ) ; p o n ě v a d ž z d e f o k á l n í r o v i n y s to j í n a s o b ě k o l m o , 
t v o ř í p ř í m k y A s o u s t a v u n o r m á l j i s té p l o c h y , č i v l a s t n ě n e k o n e č n é h o m n o ž -
s tv í p l o c h r o v n o b ě ž n ý c h (r) . 

M á m e t a k tř i s o u s t a v y p l o c h n a v z á j e m o r t h o g o n á l n í c h : r o v i n y (P), 
p l o c h y r o z v i n u t e l n é (A0 ) a p l o c h y (*). 

R e z p l o c h y x s r o v i n o u (.T) j e s t j e j í k ř i v o z n a č n á čára , s třed kř ivos t i 
j e b o d n a čáře / ; čára j e t e d y kruž n i c í se s t ř e d e m / . D r u h o u ř a d u k ř i v o -
z n a č e k p l o c h y x t v o ř í ř e z y s r o z v i n u t e l n ý m i p o c h a m i ( A ) ; j e j i c h ú v r a t n i c e 
d á v a j í p l o c h u centrá ln í p l o c h y x, t . j . j e d n u j e j í část . D r u h á s ložka p l o c h y 
c e n t r á l n í z v r h á se v k ř i v k u / , k t e r o u n a z v e m e centrální čarou p l o c h y r . 

A b y b y l a p l o c h a x u r č e n a , s tač í z n á t i n a j e d n é z p l o c h (AB) p r a v o -
ú h l o u t ra j ek tor i i A p ř í m e k A ; p l o c h a j e p a k s o u h r n k r u h ů <Z>, k teré m a j í 
své s t ř e d y n a čáře / , leží v r o v i n á c h (JH) n o r m á l n í c h n a / , a p r o t í n a j í čáru A . 

Z v o l í m e - l i zv láště a z r o v n i c e 
a — cc osm = 0, 

b u d e p l o c h a ( o a ) vá lec k o l m ý n a r o v i n u zák ladn í , j e h o ž ř íd íc í čarou j e k ř i v k a 
c e n t r á l n í / : 

( c 2*— a2 a g \ 
x = I 1 — cos tp I cos ty + g sin <p sin ty 

V c c ' 

/ c2 — a2 a g \ . 
y = I 1 cos a 1 sm ty — g sin ® cos ty 

V c c J 

a n e b v e t v a r u i m a g i n á r n í m 
& & \ j 1 

-| — cos (p — i g siny] e v ; 
0 c * 

čára A n a vá l c i se z á k l a d n o u / j e p a k j e h o řez s r o v i n o u z = h, z v o l e n o u 
l i b o v o l n ě . K r u h y <Ř m a j í t e d y p o l o m ě r s tá lý h, a plochy (T) jsou rourové 
plochy o společné centrále f. 

R o v n i c e p ř í m k y A lze psát i 
nLtt\ , • / — f l 2 , aS 1 a—ccosa . . \ tv 
(&*) x + 7 y = I cos w H : z — tgsmw )ew , 

\ c c csma 

V I I . 
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a n e b též 
(4 ) x x ° — -v - o - z 
' ' cos ty sin ty tg y ' 

kde x0y0 j e b o d na čáře / , a kde j a k o výše 
c sin a 

V — 

a — c cos a ' 

takže p ř í m k a ffi m á cosinusy směrné 
cos y cos ty, cos y sin ty, sin y; 

j e j í úhel s r o v i n o u základní j es t p r á v ě y, a j e stá lý současně s a. 
K a ž d é kotá ln ic i na ploše kotá ln i c o d p o v í d á na ploše r o u r o v é určitá 

čára y = k o n s t . ; normály p l o c h y r o u r o v é podé l t é to čáry tvoř í r ozv inute lnou 
p l o c h u (fl>„), j e ž obsahuje kotálnic i . 

čára f je průmět kotálnice příslušné k p o d m í n c e a = c cos a, j a k 
z r o v n i c (2) bezprostředně v y c h á z í ; p o n ě v a d ž j e p r a v o ú h l o u trajektori í 
s t op r o v i n { ! ) , j e s t j e j í evo luta z n á m á h y p o c y k l o i d a , obá lka těchto s top . 

Dé lka o b l o u k u č á r y / j e vy jádř i t e lná e l ementárně ; m á m e předevš ím 
/ c2 a2 c2 a l \ 

dx + i dy = i e' v ^ » ——— cos q>J d ty 

— i e"1' (a — g cos tp) -—j— d <p , 
c 

t e d y p r o dif ferenciál o b l o u k u 
c2 a2 

ds — — | a — g cos tp | d <p . 

N a o b l o u k u , v n ě m ž a — g cos tp nemění znamení , j e t e d y abso lutně 
c2 a2 

s = [a (tp — tp0)—g ( s i n tp — sňi q p 0 ) ] . 
c 

Centrální p locha r o u r o v é p l o c h y j e souhrn úvratn i c p loch (ó5a); pro 
t y t o j s m e nalezli výše vy jádřen í parametr ické , j e ž shrnujeme n y n í t a k t o : 

a 

x + i y = — (c cos tp — i a sin tp) év , 

c2 — a2 
2 = ——tgy (« — g cos tp); 

j a k b y l o j iž v z p o m e n u t o , leží veškery t y t o čáry na válc i směru O z, k t e r ý 
oba lu j e r o v i n y (F) , a k te rý t e d y o b s a h u j e také evo lutu čáry / . T e n t o vá lec 
t v o ř í spo lu s čarou / centrální p l o c h u p l o c h y r o u r o v é . 

Přep išme ještě některé vzorce , a b y vyn ik la v nich role úhlu y: R o v n i c e 
kou le obsahu j í c í kotálnic i jest 

x* + y2 + z2 = 2c cotg y. z + c2 — a2 + g2, 

VII . 
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rovnice roviny Tádikální {£, 5 ) p a k 

^ , • c2 — a2 + ag cos tp 
z cotg y — x cos ty + y sin ty 2 — , 

c 
a rovn i ce p ř í m k y © 

. . / c2 — a2 , J , a g \ 
x + i y = ^ h 2 cotg y -\ -p- cos 9> — i g sm 

ro tačn í p locha 2. s tupně obsahu j í c í úvratnic i p l o c h y (fi„) m á p a k r o v n i c i 

V př ípadě r > a je t o h y p e r b o l o i d , j e h o ž nejužší kruh leží na r o v i n ě 
c2 — a2 . ^ a2 — c2 

tg y = f = Sin « 
c a—ccosa 

a má p o l o m ě r g, střed na O z ; p ř í m k o v ý rez y — g m á ' s m ě r n i c e 
, V̂ rr̂ r _ c 
-—í = + V — 

takže na hyperbo lo idu leží p ř í m k y 
z 

y g. £ i. yC2_a2 = i, 
procháze j í c í d v ě m a p e v n ý m a b o d y r o v i n y Oxy. 

Stopa na r o v i n ě zák ladní j e v š e m h y p e r b o l o i d ů m společná 
X2 yt — C 2 _ a 2 + g2f 

t. j . j e t o spo lečná stopa koul í obsahu j í c í ch různé kotá ln i ce dané p l o c h y 
kotá ln i c . 

D a n é h o d n o t ě cotg y o d p o v í d a j í d v a úhly a, j i m ž přísluší t á ž kou le 
a táž rozv inute lná p locha ( S 0 ) ; p r o n i k t ě ch to d v o u p l o c h t e d y o b s a h u j e 
o b ě t y t o kotá ln ice . T ě t i v y , j ež n a p ř í m k á c h ÓD téže r ozv inute lné p l o c h y 
s t a n o v í kou le o b o u kotá ln i c , j s o u š t ěpeny zák ladní r o v i n o u v e stá lém p o -
m ě r u sin : sin a2, kde ax « 2 j s o u o b a úh ly a příslušné k úhlu y. N e b o ť 
r o v n i c e p ř í m k y & 

x = x0 + z cotg y cos ty, y = y 0 + z cotg y sin ty 

d á v a j í v e spo j en í s rovn i c í k o u l e r ovn i c i 2. s t u p n ě p r o n e z n á m o u z ; j e j í 
k o ř e n y j s o u 

zy = (a — g cos <p) sin , z2 — (a — g cos y) sin a.2, 

t e d y 
z1: z2 = sin ax : sin a2. 

N a k o n e c t é to o t á z k y j eš tě něko l ik s l o v o čáře / . Je j í o b l o u k o b s a ž e n ý 
mez i b o d y ip a ar — q> nezávis í na g, p o k u d g ^a, 0 < qp ̂  V p ř í p a d ě 
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e = 2 a m á čára / t v a r , j e n ž př ipomíná ellipsu, p o k u d g < a; evo lu ta j e 
astroida, j e ž v z n i k á š inut ím stálé dé lky 2 g p o o s á c h ; je - l i g = a, m á Čára 
v b o d e c h ty = 0 (j4) a ty = * n e k o n e č n o u kř ivos t . 

N a z v e m e střední r o v i n o u rozv inute lné p l o c h y (ěm ) r o v i n u h l a v n í h o 
kruhu n a ro tačn í p loše 2. s tupně , která obsahu je j e j í ú v r a t n i c i ; j e j í r o v n i c e 
jest 

aa —c2 a2— ca . 
z stn a = tg y. 

a — c cos a c 

Stopa p ř í m k y A na té to r o v i n ě j e v y j á d ř e n a v k o m p l e x n í m t v a r u 

x + i y = ^ cos g) — i g sin ipj e * , 

takže j e j í p ů d o r y s nezávis í na a; rovnic i t u lze psáti 
. g / c + a c — a \ — 

x + i y = T \ ~ — e )e ' 

a v y c h á z í tak v ě t a : 
„ R e z y rozv inute lných p loch (c5a) s j e j i ch středními r o v i n a m i leží 

na spo lečném válc i k o l m é m na zák ladní rov inu , j e h o ž p ř í m ý řez j e o b y -
C I D čejná kotálnice vzniklá ko tá l en ím kruhu p o l o m ě r u + g — p o p e v n é m 

ů c 
kruhu (O, g), a sice d ě j e se kotá lení p o vnitřní straně p e v n é h o kruhu , 
je- l i c > a, v o p a č n é m př ípadě p o straně v n ě j š í . " 

* * 
* 

U v a ž u j m e j a k o př ík lad k o n i d y p lochu , j e j í ž centrála j e kruh p o l o m ě r u 
a, středu 0 , a j e j í ž k r u h y r procháze j í d v ě m a p o m y s l n ý m a b o d y o s y G z 
(x = g, y = 0, z = + i c), takže pro t ína j í o r thogoná lně koul i (c) 

{x — g)2 + y2 +z2 = c2. 

Plocha ta jes t o b a l o v o u p l o c h o u k o u l í (počátek O) 

{£) x2-\-y2 + z2 —2 a {x — g)cos(p —2 ay sin tp + c2 — g2 = 0 , 

které m a j í své s t ředy m na centrále (a) a pro t ína j í o r thogoná lně koul i (c). 
R o v n i c e p l o c h y t é zní 
(P) (x2 + y2 + + c2 — g2)2 = 4 a2 [{x — gf + y2] , 

a přechází v p l o c h u ko tá ln i c pro c = 0 ; j e j í s topa na r o v i n ě základní j e 
Descartesův ovál.1 ) 

l) Rovnici plochy lze psáti ve tvaru 
St 5, = 4 a* oř. 

načež se obdrží středy dalSích dvou anallagmatii jako středy podobnosti kouli Sv= 0, 
Sa » 0. Kužele opsané ze středů těchto anallagmatii jsou rotační, s osami směru Oz, 
a tečné roviny kuželů těch sekou plochu v kruzích. 
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K o u l e 
+ y% + = 2 k z — n 

p r o t í n á tu to k o n i d u v čáře n a r o t a č n í m kuže l i 
, >g , a & ( n + g a — V 

j e h o ž v r cho l leží n a G z, a j e v ž d y m i m o koul i , p o k u d j e reá lná , a p o k u d 
c > 0. 

V p ř í p a d ě n = c2— g2 o b s a h u j e k o u l e b o d y (g, + ť c , 0) , takže j e j í 
s t o p a pro t íná o r t h og on á l n ě s t o p u kou le (c) a m á s třed O ; v t o m t o p ř í p a d č 
v r c h o l kužele j e v b o d ě G. T y t o p r o n i k y koul í s ro tačn ími kužel i , s v r c h o -
l e m G a o s o u G z, přecháze j í v kotá ln ice , j akmi l e c = 0 . 

P l o c h a u v a ž o v a n á j e j e d n í m z e zv láštních t y p ů D a r b o u x o v ý c h 
cykl id . 

« * 

B u d n y n í dána v rov ině základní p ř í m k a G l, a h lede jme čáru ( M ) 
n a naší ploše, p o d é l které se t a t o d o t ý k á opsaného v á l c e směru Gl (obr . 16 . ) . 

N o r m á l y p l o c h y v b o -
dech M t é t o č á r y j s o u k o l m é 
na směr vá l ce Gl, a j e j i ch p ů d o -
r y s y m M ' (m znač í b o d na 
centrále , k t e r o u j e z d e k r u h 
středu O, p o l o m ě r u a) b u d o u 
k o l m ý na t e n t o s m ě r . 

P ů d o r y s k r u h u r přís luš-
n é h o k b o d u tn j e p ř í m k a 
G L M' r o v n o b ě ž n á s p o l o m ě -
r e m O m, a p r o t í n á p ř í m k u 
mM' (±Gl) v b o d ě M', k t e r ý 
j e p ů d o r y s b o d u M u v a ž o v a n é 
v lastnost i . 

V e d m e p ř í m k u O L 1 G l , 
p a k j e s t o b r a z e c O m M' L 
r o v n o b ě ž n í k , L M' — Om — a, 
a půdorys (M') dotykové čáry 
je konchoida Nikomedova s ř ídíc í p ř í m k o u 0 L, k o n s t a n t o u « . 

Jae - l i o o b r y s n á r y s n ý p l o c h y , j e t e č n ý v á l e c r o v n o b ě ž n ý s o s o u Gy; 
p ř í m k a O Z, t u b u d e sp lývat i s o s o u O x, t . j . o b s a h u j e b o d G, d é l k y G L 
v y m i z e j í a p ů d o r y s (M') č á r y (M) p ř e j d e v k r u h s tředu G, p o l o m ě r u a. 

T e d y d o t y k o v á čára p l o c h y s o p s a n ý m v á l c e m s m ě r u O y leží n a k r u -
h o v é m válc i 

{x — g)* + y2 = a2. 

Obr. 16. 
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Vlož íme- l i tu to h o d n o t u d o r o v n i c e p l o c h y , v y j d e p ro b o d y na 
d o t y k o v é čáře 

x> + y* + z* + c' — g2 = ± 2 a2 . 
S p o d n í m u znamení příslušná koule prot íná válec r o v n ě ž v čáře na 

u v a ž o v a n é k o n i d č , ale n o r m á l y p l o c h y v j e j í b o d e c h ne j sou r o v n o b ě ž n ý 
s nárysnou . O t o m lze se přesvědč i l i , derivuje- l i se rovnice p l o c h y dle y ; 
o b d r ž í se pro d o t y k o v o u čáru j e d n a k řešení y = 0, j ež dává kruhy v nárysně, 
a , j a k o druhá část řešení, r o v n i c e : • 

.r- y; - f z2 -h c- — g"- = 2 a2. 

U v a ž o v a n á čára j e pronik této koule s naš ím k r u h o v ý m válcem, 
o b o u rovn i c v y c h á z í r ovn i ce nárysu čáry 

k teráž to parabo la j e t e d y část o b r y s u p l o c h y v nárysně G x z. 
Obecně , j c - l i centrála k o n i d y (cylindritly) dána rovnic í / (x0, y0) = 0, 

j e p ů d o r y s d o t y k o v é čáry o p s a n é h o válce směru G y dán rovnicemi 

y = r 0 . x -i- y = 0 (počátek G); ' ax 0 

promíta j í c í vá lec u r č e n ý touto čarou pro t íná p l o chu v e kř ivce ( M ) , j e j í ž 
nárys d á v á o b r y s p l o c h y , p o př ípadě ve spo jen í s k r u h y F v nárysně ležícími. 

Je-li na pr. centrála p a r a b o l o u (počátek G) 
y 2 o = 2 p {x0 — h) , 

v y j d e j a k o p r ů m ě t d o t y k o v é čáry p ř í m k a 
x — —- p. 

Válec o p s a n ý ve směru G y d o t ý k á se t e d y p l o c h y podé l řezu s r o v i n o u 
k o l m o u na G x, c o ž j e m o ž n é j e n t ím, že tento řez j e př ímka , a sice ko lmá 
na r o v i n u Gxz; r o v i n y tečné k o l m é na Gxz t vo ř í svazek v t o m t o případě.1 ) 

Je-l i centrála kuže losečka (u cyk l id ) 
>'o2 = n x02 + 2 p x0 + q , 

b u d e p ů d o r y s d o t y k o v é čáry o p s a n é h o v á l c e směru G y dán rovn i cemi 
y = )'o> x — — n xa — P > 

*) Rovnice plochy tu zní 
S x + py* = 0, 5 = x3 + y2 + z2 — 2/» x — c2; 

rovina x = — p seče plochu ve dvou přímkách v konečnu 
= + A2 — (p + h)\ 

Stopa plochy (z = 0)"jest anallagmatická čára stupné 3. (r, rt = —c*J 
(*» + y'- — 2h x — c*) x + p ys = 0, 

racionální v případě c — 0, řez z = c je cissoida kruhu a přímky. 
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t e d y o p ě t kuže losečka 
»y2 = {x + py — 2p(x + p) + nq. 

17. 
P ř i s t u p m e n y n í k o t á z k á m o s v ě t l e n í , h l a v n ě p o k u d se t ý č e p l o c h y 

ko tá ln i c 4. s tupně , a př i o s v ě t l n í r o v n o b ě ž n é m . S m ě r svět la m ě j cos i -
n u s y s m ě r n é ú m ě r n é v e l i č i n á m k,l,m\ s m ě r n i c e n o r m á l y p l o c h y k o t á l n i c 
v b o d ě M (x, y, z) j s o u 

na mezi vlastního stínu j e n o r m á l a p l o c h y k o l m á na s m ě r svě t la , t e d y 

č<íhož d o s a z e n í m d o p o s l e d n í r o v n i c e o b d r ž í m e p r o m e z v las tn ího s t ínu 
p o d m í n k u 
(-4) (k x + l y + m z)2 [{x — g)2 - ř y 2 ] = a2 (kx + ly — k g)2. 

J e t o r o v n i c e p l o c h y 4. s t u p n ě , k te rá p r o t í n á p l o c h u k o t á l n i c v mezi 
v lastn ího st ínu při o s v ě t l e n í v e s m ě r u (k, l, m). 

R o v n i c e , psaná v p ů v o d n í m t v a r u 

A — x — a cos q>, B = y — a sin tp, C = z ; 

Ak + Bl+C in = 0; 

p o dosazen í h o d n o t v y c h á z í o d t u d 
kx + ly-{-mz = a(k cos q> + l sin . 

J e p a k 

x + l y + m z)2 = a2 

u k a z u j e , že tato plocha je konoid, jehož přímky m a j í r o v n i c e 

x—s 

t . i . protínají přímku Gz a jsou rovnoběžný s rovinou řídící 

(S) kx + ly + mz — 0, 

k o l m o u na s m ě r svět la . 
P r ů s e č k o n o i d u s v á l c e m 

(* — g)2 + y 2 = a 2 

r o z p a d á se v e d v ě k ř i v k y v r o v i n á c h 
kx + ly + mz = ±(kx + ly — fc g), 
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t e d y v k r u h na r o v i n ě 

a v ell ipsu na r o v i n ě 
m z + k g = 0 

(Ba) kx + ly + \ mz = ]r kg. 2 

M> 
P l o c h a sborcená m á d v o j n o u p ř í m k u 

kx + ly + mz = 0, k {x — g) + / y = 0, 

která j e průseěnice r o v i n y řídící s r o v i n o u obsahu j í c í osu G z , j e j í ž s topa 
j e r o v n o b ě ž n á se s t o p o u r o v i n y řídící . R o v i n y (B^j a obsahu j í t u t o 
př ímku . 

K a ž d á r o v i n a procháze j í c í d v o j n o u p ř í m k o u seče náš k o n o i d v ellipse, 
která se promí tá v kruh se s tředem G a n a o p a k . U v a ž u j m e k r u h o v ý vá lec 

a t e d y se skládá ze d v o u ellips na k r u h o v é m válc i a na r o v i n á c h j d o u c í c h 
d v o j n o u p ř í m k o u . 

Je-l i dána rov ina t o h o t o svazku, b u d x0 j e j í průsek s osou O x; p a k 
b u d e p o l o m ě r kruhu na válc i 

U v a ž u j m e n y n í l i b o v o l n o u k o n i d u n e b cy l indr idu , j e j í ž zák ladní 
r o v i n a a př ímka j s o u G x y a G z, a centrální čára (c). R o v i n u S k o l m o u 
na směr svět la m ů ž e m e v ž d y předpok ládat i k o l m o u na nárysnu Gxz, j i nak 
b y c h o m otoč i l i soustavu k o l e m G z. 

Je třeba vésti normálu n vycháze j í c í z daného b o d u m na centrále , 
r o v n o b ě ž n o u s r o v i n o u S ; j e j í pata náleží p a k mezi v lastního stínu. Je j í 
nárys n " j e př ímka vedená b o d e m m " r o v n o b ě ž n ě s nárysnou s t opou r o -
v i n y S. P ř í m k o u n v e d m e rov inu II S (ko lmou na směr s v ě t l a ) ; j e j í n á -
rysná s topa j est Wl=n". R o v i n a pro tne r o v i n u kruhu F v j isté př ímce p; 
j e j í s topa P m á p r ů m ě t y P , m"; p ř ímka p pro t íná kruh r v b o d ě N, v němž 
normála p l o c h y m á s topu m a leží v r o v i n ě t . j . j e || 5 . T . j . b o d ¿V j e pata 
h ledané n o r m á l y n a náleží t e d y mez i v las tn ího st ínu. P r ů m ě t y (obr. 17) 
p ř í m k y p j s o u KPL a Si11. 

Měníme-l i m, o b d r ž í m e spo j i t ou ř a d u př ímek p, j e ž t v o ř í urč i tou 
p l o c h u sborcenou . P ř í m k y t y j s o u r o v n o b ě ž n ý s p e v n o u r o v i n o u 5 
a p r o t í n a j í p ř í m k u G z ; t v o ř í t e d y k o n o i d . T e n t o prot íná k o n i d u v mezi 
v lastního s t ínu (aspoň p o k u d béřeme v ú v a h u p ř í m k y p a k r u h y F p ř i ř a d ě n é 
t é m u ž b o d u m). 

H l e d á m e ješ tě j e d n u čáru n a k o n o i d u ; v e d m e za t í m úče l em r o v i n u ¿1 
r o v n o b ě ž n o u se zák ladnou , b u d G0 j e j í průsek s p ř í m k o u Gz. B o d e m 

(* — g)2 + y2 = 
j e h o pron ik s k o n o i d e m h o v í r o v n i c í m 

h (k x + l y + fit z) = a (k x + ly — kg) 
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G0 v e d m e p ř í m k y q r o v n o b ě ž n é s p ř í m k a m i P; j i c h s o u h r n t v o ř i r o v i n u 
( ¿ o K" K) II 5 . N a z v e m e D p růsek p ř í m k y p s r o v i n o u p ř í m k a q m á 
s t o p u K a p r o t í n á A v b o d ě G0. Z r o v n o b ě ž n í k a PKG0D p i j m e 
KP = G0D= GD'. 

Z n á m e - l i Cáru (P ) v y t v o ř e n o u b o d e m P — t . j . s t o p u p l o c h y {p) — 
o b d r ž í m e Cáru (Dr), p ů d o r y s řezu J s p l o c h o u (/>), n a n á š e n í m dé lek 

GD' = KP; p o n ě v a d ž b o d K se p o h y b u j e p o p e v n é p ř í m c e K K", je čára 
(D') cissoidou Čáry ( P ) a přímky (K) pro pól G. 

N a o p a k o b d r ž í m e č á r u (P) j a k o s o u č t o v o u c i sso idu č á r y (Z)') a p ř í m k y 
[K), j e ž t o G P = G K + G D'. 

Cáru (P ) v š a k z n á m e z p r o b l é m u n o r m á l k o l m ý c h n a p ř í m k u G X; 
n e b o ť mm" P j e p ů d o r y s t a k o v é n o r m á l y . 

„ č á r a (P ) j e p ů d o r y s č á r y n a k o n i d ě , p o d é l n í ž n o r m á l y p l o c h y j s o u 
, k o l m é n a G x , p ů d o r y s ř ezu A s k o n o i d e m (p) j e čára (£>'), c i sso ida 

č á r y (P) a p ř í m k y ( i £ ) . " 
Je-l i c e n t r á l a (c) k r u h s t ř edu O a p o l o m ě r u a, u č í n á s o b r . 17., že 

( P I = a) č á r a (P ) j e k o n c h o i d o u p ř í m k y O O". V e d m e O" Ga* II S " , a pře -
l o ž m e r o v i n u A d o p o l o h y J*. a b y o b s a h o v a l a b o d G0*; p a k p ř í m k a ( K ) 
p ř e j d e v 00", a b u d e G D'* = K* P = LP = a, t . j . řez. r o v i n y A* 

0 

L 

Obr. 17. 
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s p l o chou (p) j e kruh p o l o m ě r u 0 se středem G 0 * , j a k b y l o v ý š e a n a l y -
t i c k y z j i š těno . 

Přeložíme-l i b o d G0 d o Ga*, a r o v i n u základní d o r o v i n y J — c o ž 
poslední úvaha připouští — shledáme, že 

„ ř e z y k o n o i d u (P) příslušného k ploše kotá ln ic 4. s tupně (aneb k l ibovo lné 
k o n i d ě s centrá ln ím kruhem) na r o v i n á c h r o v n o b ě ž n ý c h s r o v i n o u 
základní j s o u k o n c h o i d y N i k o m e d o v y , j i chž pó ly leží na G : a řídící 
p ř í m k y j s o u na rov ině vedené středem centrálního kruhu k o l m o na směr 
osvět lení . Stálá délka a j e všem řezům spo lečná a r o v n á se po loměru 
kruhu c e n t r á l n í h o . " 

T o t é ž v y c h á z í o v š e m , p o k u d se p l o c h y kotá ln i c týče , z rovn i ce ( / l ) . 
* * 

* 

V r o v i n ě kruhu T leží dva kruhy p l o c h y kotá ln ic , takže dáva j í 4 prů-
seky př ímky p s p l o c h o u ; na mezi vlastního stínu však leží j en průseky 
s k r u h e m př ís lušným k témuž o p ě r n é m u b o d u m j a k o př ímka p. 

Spoj íme- l i rovnic i p l o c h y ko tá ln i c 

(*• + >'2 + — S !)a = 4 a2 [ (* — g)a + y 2 ] 
s r o v n i c j {A), obdrž íme p o o d m o c n ě n í 

(k x + l y + m z) (x2 + y2 + z2 — g2) = ± 2 a2 (k x + / y — k g), 

takže průseč o b o u p loch se rozpadá v e d v ě č á r y o s m é h o s t u p n ě ; z těch 
p o u z e j edna tvoř í mez v lastn ího s t í n u ; n e b o ť p o dosazení h o d n o t y 

x2 + y2 + z2 —• g2 = 2 a (1 — cos a) (a — g cos y ) 
a h o d n o t za x — g, y, přechází pos lední rovn i ce na 

k x -ly-\-m z — +.a(k cos tp + / sin <p) , 

čehož p lyne , že na mezi v lastního st ínu p l o c h y kotá ln ic leží to l iko ona čára, 
j e ž přísluší v r c h n í m u znamení , a j e ž se t e d y nachází na ploše s tupně 3. 
(C) (k x + l y + m z) (x2 + y2 + z2 — g2) = 2 a2 {k x + l y — k g), 

která j e k u b i c k o u cyk l idou a o b s a h u j e d v o j n o u p ř í m k u našeho k o n o i d u 
(p) j a k o př ímku j e d n o d u c h o u ; vedle t o h o obsahu je úběžnou př ímku ro -
v i n y S, která j e d v o j n o u p ro p l o c h u (j>). 

R o v i n y r o v n o b ě ž n é s r o v i n o u S 
kx + ly-\-mz = X 

sekou tu to p l o c h u v kruzích , ležících na koul ích 

X2 + y2 + Z 2 _ g 2 = I ^ L { k x + l y _ k g ) i 

j ež t voř í svazek p r o m ě t n ý s řadou sečných rov in . 

VII. 



143 

D r u h o u ř a d u k r u h ů n a p l o š e (C) t v o ř í řezy k o u l i s o u s t ř e d n ý c h 
x* 4 y2

 1 22
 g1 2 X a2 

a r o v i n a m i 
A (k x + ly -f m z) k (A — g) 4 - ly, 

j ež t v o ř í o p ě t s v a z e k s n imi p r o m č t n ý . D v a k r u h y r ů z n ý c h řad lze s p o j i t 
koul í , k t e r á se d o t ý k á p l o c h y v e d v o u b o d e c h , s y m e t r i c k y p o l o ž e n ý c h 
v ů č i r o v i n ě v e d e n é s m ě r e m svě t la a p ř í m k o u G z a m á s t řed n a t é t o r o v i n ě . 

S t ř e d y k r u h ů p r v n í řady n a p l ň u j í r o v n o s t r a n n o u h y p e r b o l u , u d r u h é 
ř a d y k r u h ů j e m í s t e m s tředů p a t r n é kruh . 

* * 
* 

P r o k o n i d u 4. s t u p n ě v ý š e u v a ž o v a n o u 

I . S* ------ 4 a 2 V, S = * 2 + y* 4 ^ 4 <2 — g2, V = {x — g)* + y2 

leží m e z v l a s t n í h o st ínu na téže p loše s b o r c e n é (p), 
I I . L? V = a 2 Li2, 

k d e 
L=kx-\-ly-\-mz, Lx — k{x — g) 4 - ly; 

n á s l e d k e m t o h o leží u v a ž o v a n á čára také n a p l o c h á c h 
I I I . L S ----- 2 a 2 L\, 

I V . LXS — 2 LV] 

t y t o d v ě j sou t ře t ího s tupně a m a j í s p o l e č n o u p ř í m k u L = 0, L j = 0 , 
i p r o t í n a j í se ještě v čáře 8. s tupně , k te rá j e m e z v l a s t n í h o s t ínu . 

P o v r c h o v é p ř í m k y k o n o i d u (p), které p r o c h á z e j í b o d e m G, o d p o v í d a j í 
b o d ů m tn n a centrá le (a), v nichž j i seče p ř í m k a v e d e n á b o d e m G r o v n o b ě ž n ě 
se s t o p o u r o v i n y S; t a t o pos l edn í p a k seče k r u h (G, a) v b o d e c h , j i chž p o l o -
m ě r y j s o u t e č n a m i k o n c h o i d y v p ů d o r y s u , a sice v j e j í b o d ě d v o j n é m G. 

U p l o c h y k o t á l n i c p r o c h á z í m e z v l a s t n í h o st ínu b o d e m G; e x i s t u j í 
d v a s m ě r y g>0, j i m i ž p ů d o r y s čáry. o d b o d u G se v z d a l u j e . 

Z n a m e n e j rre 
z — g — r cos <p, y = r sin q>, 

p a k j s o u s m ě r y tp0 řešením r o v n i c e 
k g 

k cos q>a-\-l sin <p0 = ——. 

V o k o l í b o d u G p a k p la t í p r o čáru d v a p á r y r o z v o j ů t v a r u 

<p — 9>0 = Ax z 4 - A2 Z2 + r = B2z2 -J- Bgz3 + . . . , 

přís lušné k o b ě m a v ě t v í m k ř i v k y . 
K o n s t r u k c i p ř í m k y p u k o n o i d u přís lušné k d a n é m u b o d u m n a 

centrá le o b d r ž í m e v e sklopení t a k t o : V e d e m e l i b o v o l n o u r o v i n u S k o l m o u 
na směr s v ě t l a a u r č í m e je j í p r ů s e č q š r o v i n o u k r u h u r ; p o s k l o p e n í 

v i l . 
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z a u j m e p o l o h u (9). V e d e m e p a k tnP\\ Sl, a urč íme j e j í průsek P na 
p ř í m c e I ' ; r o v n o b ě ž k a P (N) s p ř í m k o u (g) j e p ř í m k a (p). T a t o p a k 
p r o t n e s k l o p e n ý kruh ( F ) v b o d ě (N), sk lopené po l oze b o d u na mezi stínu. 

T e č n o u r o v i n u k o n o i d u {j>) d o v e d e m e sestroj iti, známe- l i konstrukc i 
t e č n y j e h o s t o p y , t . j . z n á m e - l i na př . konstrukc i t e č n y p ů d o r y s u č á r y na 
k o n i d ě , která urču je n o r m á l y , j i c h ž . p ů d o r y s y j s o u r o v n o b ě ž n ý s p ř í m k o u 
S 1 . U p l o c h s centrální čarou k r u h o v o u j s o u řezy z = konst . k o n c h o i d y 
z n á m ý c h př ímek a k o n s t r u k c e s t o p y tečné r o v i n y k o n o i d u (/>) j e dost i j e d n o -
d u c h á . 

Na místě k o n c h o i d y z = kons t m o ž n o užiti ellipsy na k r u h o v é m válc i 
s o s o u G z ; j e j í t e č n a pro t íná př ímku d v o j n o u / i a s n a d n o se určí . 

* * 

Vlastnost i k o n o i d u našeho studuj í se p o h o d l n ě v soustavě souřadnic , 
j i c h ž p o č á t k e m j e b o d G0, v n ě m ž d v o j n á př ímka prot íná př ímku řídící . 
P o š i n e m e t e d y p o č á t e k d o G0 a m i m o t o sous tavu souřadnic o t o č í m e ko l 
o s y Ga z tak , a b y r o v i n a G0£ z b y l a k o l m á na d v o j n o u p ř ímku k o n o i d u , 
takže t a t o leží v n o v é ose G0ij. P ř e c h o d k n o v ý m souřadnic ím £, 1j, £ 
se d ě j e r o v n i c e m i 

'k (x — g) + ly = £ sin y (k2 + l2 = 1 — m2 = sin2 y) 

— l{x — g)+ky = n siny 

m 

r o v n i c e k o n o i d u b u d e 
(I siny + S cos y)2 (£2 + i?2) = a2 sin2 y. £2. 

V y h o v í m e j í substitucí 
(p) £ = r cos tp, n =r sintp, l = (a — r) tg y cos tp , 

c o ž d á v á parametr i cké v y j á d ř e n í p l o c h y . P o č á t e k souřadnic j e singulární 
b o d Ga, d v o j n á př ímka j e G0ij. 

P ř í m k y k o n o i d u o d p o v í d a j í parametrům tp = konst . , čáry r = konst . 
j s o u ell ipsy n a r o v i n á c h svazku s o s o u G0rj. R o v i n a ta m á rovn i c i 

a — r J . 

JT 1t 
Směr světla j e dán ú h l y s osami y, — , y. 

Ji z 

R o v i n a s t ímto s m ě r e m r o v n o b ě ž n á 
x cos y — z siny + By + D = 0 

b u d e o b s a h o v a t i p ř ímku p, platí- l i 
S[n2 y 

r cos y cos cp — (a —• r) cos ® + B r sin <p + D = 0 
§ T / C0$ y 

VII. 



p r o v š e c h n a r, t . j . je - l i 
r\ sin2 y _ D = a —cosw, B — —sec y cotg <p. cosy 

R o v n i c e r o v i n y , k t e r o u se p ř í m k a f d o r o v i n y S ( b o d e m G0 k o l m o 
n a s m ě r s v ě t l a v e d e n é ) p r o m í t á , zn í t e d y (píšeme x,y,'z m í s t o i.y.t) 

sttfi v 
(77) x cosy — z sin y — y sec y cotg 9 + a g0$y cos 9» = 0 ; 
t a t o r o v i n a o b a l u j e v á l e c , j e h o d o t y k o v á čára s k o n o i d e m j e strikčni čára 
t o h o t o . P r o charakter i s t iku ( p o v r c h o v o u p ř í m k u vá l ce ) p lat í r o v n i c e 
vzn ikš í d e r i v o v á n í m d le 9 
(Sj) y = a sin2 y sin* 9, 
a d o s a z e n í m t o h o v y c h á z í 

& sin2 y (s,) x cos y — z sin y = — cos3 9 . ' ' cosy 

D o s a z e n í m h o d n o t y za y = ij = r sin 9 m á m e 
( s 3 ) r = a sin2 y sin2 9 

j a k o p o l á r n í r o v n i c i p ů d o r y s u s t r ikčn i č á r y , k t e r ý t e d y j e s t d v o j o v á l a . 
N á r y s t é t o č á r y j e r a c i o n á l n í k ř i v k a 3. s t u p n ě . 

R o v i n a S m á r o v n i c i 
(S) x sin y z cos y = 0 ; 

v lož íme - l i z =—x tg y d o (s2), v y j d e 
x0 = — a sin2 y cos19, 

4 y0 = a sin2 y sin3 9, 

j a k o p a r a m e t r i c k é v y j á d ř e n í p ů d o r y s u č á r y , k t e r á j e ř e z e m v á l c e s r o -
v i n o u S. 

Str ikčn i čára t e d y leží n a v á l c i r o v n o b ě ž n é m se s m ě r e m svě t la , j e h o ž 
k o l m ý řez m á z a p ů d o r y s astroidu ( s j . 

Souč in i t e l é v r o v n i c i r o v i n y t e č n é 
( 5 ) A{X — x)+B(Y — y)+C(Z—z)= 0 

j s o u d e t e r m i n a n t y ze s chématu 
cos 9 sin 9 — tg y cos 9 

— r sin 9 r cos 9 — (a — r) tg y sin 9 
a m a j í h o d n o t y 
(5°) A = tgy (r — a sin2 9) , B = atgy sin 9 cos 9, C = r. 

P o n ě v a d ž při n e o d v i s l ý c h r, 9 
d2 x = — 2 sin 9 dr d 9 — r cos q> dtp2 

d2y — 2 cos 9 dr d 9 — r sin tpdtp2 

d2z = 2 tg y sin v dr d (p — (a — r) y cos 9 d 9*, 
R o i p r a v y : RoC. XXVI. Tř. II. Cis. 7. 10 

VII. 
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b u d e di f ferenciální r o v n i c e a s y m p t o t i c k ý c h čar 
Ad2x + Bd2y + Cd2z=Q 

znít i 
2 siny dr — r cosy d y = 0; 

j e j í integrál j es t 
r2 = K sin tp , 

k d e K j es t U b o v o l n á stálá. T o ť po lární r o v n i c e p r ů m ě t ů a s y m p t o t i c k ý c h 
čar našeho k o n o i d u ; j s o u t o patrně č á r y h o m o t h e t i c k é , s tupně 6. , r ovn i ce 
j e j i ch v soustavě (G0> £, ij) zn í 

(x2 + y2) 3 = K2 y2. 

Rovinné řezy k o n o i d u . Vlož íme- l i h o d n o t y (p) d o rovn i ce r o v i n y 
Ax + By +C z + D = 0 , 

o b d r ž í m e j a k o po lárn í r o v n i c i p r ů m ě t u řezu 
_ C a tgy cos y + D 

(C tgy — A) cos y — B sin y 

T u m ů ž e m e p ř e d p o k l á d a t i 
C tgy — A = cos x, B = sin x , 

takže z n a m e n á m e - l i 
C a tgy = b, D = c, A — — cosx, 

zní r ovn i ce p r ů m ě t u řezu 
. . _ bcosy + c 
W r ~ cos {y + x) ' 

při č e m ž sekouc í r o v i n a m á rovnic i 

(P) — (x sin y + z cos y) = sin y (xcosx—y sin x — c). 

R o v i n a řezu b u d e r o v n o b ě ž n á s d v o j n o u p ř í m k o u G 0 i j při sin x = 0 ; 
průmět řezu s r o v i n o u 

b 
a sin y 

m á rovnic i 
c 

(x sin y ~h z cos y) = x — c 

r = b + 
cos y 

t. j . 
„ r o v i n y r o v n o b ě ž n é s p ř í m k o u d v o j n o u pro t ína j í p l o c h u k o n o i d u (p) 
v čarách , j i c h ž p r ů m ě t y na r o v i n ě k r u h o v é h o řezu j s o u k o n c h o i d y N i k o -
m é d o v y s p ó l e m G0) ř ídící p ř ímka j e p r ů m ě t průsečnice r o v i n y řezu 
s r o v i n o u 5 . " 
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P r o r o v i n y j d o u c i s i n g u l á r n í m b o d e m G9]ec = 0 , řez s takovou rovinou 
m á z a p r ů m ě t č á r u 4. s t u p n ě 

_ b cos 9 
~~ cos (9> -f n) ' 

j i ž u v a ž o v a l Sluše. 1 ) J e j í k o n s t r u k c e v e l m i j e d n o d u c h á v y p l ý v á z této r o v -
n i c e : K o l m i c e s p u š t ě n á z e s t á l é h o b o d u B (r = b, tp = 0) n a p r ů v o d i č 
Ga 9 p r o t í n á p e v n o u p ř í m k u 9 = — * v u r č i t é m b o d ě ; d é l k a j e h o p r ů v o d i č e 
j e r a p ř e n á š í se d o p o l o h y G0 9 . 

P o d l e Sluše v y t v o ř í t u t o č á r u v r c h o l h y b n é h o ú h l u s t á l é v e l i k o s t i 
(*) , j e h o ž j e d n o r a m e n o p r o c h á z í p e v n ý m b o d e m (G0 ) , a p ř i t o m u r č i t ý 
b o d d r u h é h o r a m e n e ( v z d á l e n ý o d é l k u [b o d v r c h o l u ) o p i s u j e p e v n o u 
p ř í m k u j d o u c í b o d e m G0 ( k o l m o u n a 9 = — * ) . 

S m a l o u m o d i f i k a c í se t a t o v l a s t n o s t p ř e n á š í n a č á r y 

b cos ( 9 — x) + c 
r = — . 

cos 9 

R a m e n o h y b n é h o úh lu p r o c h á z í b o d e m G0, b o d d r u h é h o r a m e n e 
( v z d á l e n ý o b o d v r c h o l u ) o p i s u j e p ř í m k u ( k o l m o u n a 9 = 0 ) , j e j í ž v z d á l e -
n o s t o d b o d u G0 o b n á š í c. 

T y t o č á r y se s n a š i m i p r ů m ě t y r o v i n n ý c h ř e z ů k r y j í p o o t o č e n í o ú h e l « . 
Z r o v n i c e (/J) v y c h á z í , ž e 

1. č á r y (a) l iš íc í se v e s p o l e k j e n o m k o n s t a n t a m i c p o c h á z e j í o d ř e z ů 
r o v n o b ě ž n ý c h ; 

2 . č á r y (a) o s p o l e č n ý c h c a x p o c h á z e j í o d ř e z ů s r o v i n a m i s v a z k u , j e h o ž 
o s a leží n a r o v i n ě S ; 

3. r o v i n y , j i c h ž ř e z y m a j í z a p r ů m ě t y č á r y (a) o s p o l e č n ý c h b c, 
o b a l u j í k u ž e l 

¿2 / a c \2 
x2 + y2 = , . ( x sin y + z cos y H — r — sin y ) . 

a2sm2y \ b / 

* . * * 

R o v i n a A x B y + C z + Z) = 0 b u d e t e č n o u r o v i n o u k o n o i d u , 
o b s a h u j e - l i n ě k t e r o u j e h o p ř í m k u ; k t o m u m á m e r o v n i c e 

(y) (A — C tg y) cos 9 + B sin 9 = 0, C a tg y cos 9 + D = 0 , 

či l i v n a š e m z n a č e n í 

( / ) cos (9 + * ) = 0 , b cos 9 + c = 0 . 

E x i s t u j e - l i t e d y h o d n o t a 9, p r o n i ž s e v ý r a z ( « ) p r o p r ů v o d i č p r ů m ě t u 
j e v í v e t v a r u n e u r č i t é m p o d á v á ( « ) r o v n i c i p ů d o r y s u ř e z u p l o c h y s t e č -
n o u r o v i n o u , t a k ž e t u č á r a j e s t u p n ě 3. 

l) Srov. Teixeira, Traité des courbes, I., str. 276. 

VII. 
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P o n ě v a d ž t u p a k q> = — * ± y , nastává t a t o o k o l n o s t p r o 

c = + b sin x; 

ta to r o v n i c e j e v lastně tangenciá lní r ovn i c í naší p l o c h y ; v koe f f i c i en tech 
r o v n i c e r o v i n y t e č n é se přepíše na 
(*) D2[B2 + {A—Cigy)2] = B2 C2 a2 tg2 y. 

Klademe- l i c = b sin u, m á příslušný k u b i c k ý řez r o v n i c i 
(x cos x — y sin * — 2 b sin x) (x2 + y2) = b2 (x cos x - f y sin x ) ; 

d v o j n ý b o d p r ů m ě t u leží na G 0 y 
x = 0 , (y + 2 Z>) y a + b2 y = 0 , y = — b. 

Přeložíme-l i p o č á t e k d o d v o j n é h o b o d u (x — 0 , y = — b), p ře jde 
r o v n i c e té to čáry v 

(x cosx — y sin x — b sin x ) (x2 + y 2 ) = 2 by (x cos x — y sin x ) 

a j e j í po lární r o v n i c e b u d e 
b sin x . sin (2 q> + x) 

r = —;—r +2 b sin tp = b . 
cos (tp + x) r cos (tp + x) 

Čára ta to j e strofoida, j e j í ž ohnisko jest G0 a př ímka střední j e 
k o l m á na směr q> = — x. 

R o v i n a sekouc í (/S) m á v z h l e d e m k h o d n o t ě c = b sin x r o v n i c i ( p o -
čátek G0) 

r — (x sin y + z cos y) = x cos x — y sin x — b sin x; 
a siny v ' ' 

při s tá lém % a p r o m ě n n é m b p r o b í h á t a t o r ov ina svazek , j e h o ž osa 
x cos x — y sin x = 0 , x sin y -f- z cos y + a sin y sin x = 0 

mus í sp lývat i s p o v r c h o v o u p ř í m k o u k o n o i d u ; a sice j e t o p ř í m k a (ft) př í -
slušná k par am et ru <p0 — ^ x . 

„Otáč í - l i se r o v i n a k o l e m p ř í m k y tp0 n a k o n o i d u , z a u j m o u p ů d o -
r y s y j e j í h o řezu s k o n o i d e m p o l o h y různých s t ro fo id p o d o b n ý c h , o s p o -
l e čném sing. ohnisku G 0 a s př ímkami s tředními r o v n o b ě ž n ý m i s p r ů -
m ě t e m p ř í m k y g>0na k o n o i d u ; d v o j n é b o d y stro fo id leží na př ímce G01]." 

K a ž d o u s tro fo idu r o v i n y G0 £ ij, j e j í ž sing. ohnisko j e G0, a d v o j n ý 
b o d na Ga ij, m o ž n o p o v a ž o v a t i za p ů d o r y s r o v i n n é h o řezu k o n o i d u . 

T e č n é r o v i n y procháze j í c í p e v n ý m b o d e m (0, — b, 0) p ř í m k y G0y 
d á v a j í p o d n ě t k s tro fo i d á m o r ů z n ý c h h o d n o t á c h úhlu x ; o b a l u j í k u ž e l 
druhého s tupně (počátek souřadn i c G0) 

x2+(y + b)2 = ( - Í - J J (x sin y+ z cos y)2. 

V I I . 
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P r o p o v r c h o v o u p ř í m k u k u ž e l e p l a t í r o v n i c e 
x sin x + (y + 6) cos x = 0 , 

t . j . p o v r c h o v é p ř í m k y k o n o i d u a kuže l e m a j í p ů d o r y s y n a s o b ě k o l m é . 
P r o d o t y k o v o u č á r u k u ž e l e a k o n o i d u n a l e z n e m e p a r a m e t r i c k é v y j á d ř e n í 

x = — b sin xcosx, y = — b cos2 x, 
\ 

t . j . t a t o č á r a lež í n a k r u h o v é m v á l c i 
x2 + y2 + b y = 0. 

Př i t é t o ú v a z e v y s k y t l a se t a k é o d p o v ě d k o t á z c e , j a k se u r č í d o t y -
k o v ý b o d p l o c h y s r o v i n o u R p r o l o ž e n o u l i b o v o l n ě p ř í m k o u f: R o v i n a R 
p r o t n e d v o j n o u p ř í m k u d v u r č i t é m b o d ě D; j e h o p ů d o r y s e m D' v e d e m e 
p ř í m k u D' M' k o l m o n a p ů d o r y s j>' p ř í m k y />; t a u r č u j e p ů d o r y s M' d o -
t y k o v é h o b o d u M r o v i n y R s k o n o i d e m . 

L z e e l e m e n t á r n ě p l a n i m e t r i c k y u k á z a t i , ž e s t r o f o i d a n á l e ž í k u k a t e -
gor i i k ř i v e k v y t v o ř e n ý c h v ý š e p o p s a n ý m p o h y b e m ú h l u s t á l é v e l i k o s t i . 
B u d d b o d d v o j n ý , G s ing . o h n i s k o s t r o f o i d y , A N j e j í p ř í m k a s t ř e d n í ; 
l i b o v o l n ý p a p r s e k GQM s v a z k u G p r o t n e s t ř e d n í p ř í m k u v b o d ě Q, r o v n o s t 
Qd = Q M u r č u j e p o l o h u b o d u Mna s t r o ť o i d ě . B u d N b o d p ř í m k y s t ř e d n í 
v p r o d l o u ž e n í d é l k y J Q, p r o n ě j ž Q N = Q G \ t r o j ú h e l n í k y 4 GQ&MNQ 
m a j í r o v n é s t r a n y Q ¿1 a Q M, Q G a Q N, a s e v ř e n é ú h l y ; z j i c h s h o d n o s t i 
v y c h á z í 

GMN = GAQ = k o n s t . , MN = GA= k o n s t . ; 
t u d í ž h y b n ý ú h e l G M N m á s t á l o u v e l i k o s t , j e h o r a m e n o GM p r o c h á z í 
p e v n ý m b o d e m G a u r č i t ý b o d N d r u h é h o r a m e n e (MN = b) o p i s u j e p e v n o u 
p ř í m k u d N . 

Z v l á š t n o s t t o h o t o p ř í p a d u v y z n a č e n a t í m , že v z d á l e n o s t p e v n é h o 
b o d u o d p e v n é p ř í m k y j e d á n a v ý r a z e m bsinx. 

18. 

U v e d e m e j e š t ě da lš í z o b e c n ě n í p l o c h k o t á l n i c , o m e z í c e se p ř i t o m 
n a z á k l a d n í v l a s t n o s t i . V r o v i n ě 0 xy b u d d á n a č á r a ř íd í c í A s u r č i t ý m 
k l a d n ý m s m ě r e m o b ě h u . V l i - v 
b o v o l n é m j e j í m b o d ě m v ě d -
m ě t e č n u , a n a n i v e s m ě r u 
z á p o r n é m m Q n a n e s m e d é l k u 
( o b r . 18) mQ = p, o p i š m e p a k 
k r u h . T v r o v i n ě k o l m é n a m Q, 
j e h o ž s t ř e d j e b o d Q a j e h o ž 
p o l o m ě r z n a m e n e j m e q. 

J s o u - l i v e l i č i n y j>, q z n á -
m é f u n k c e p o l o h y b o d u m, 
t v o ř í s o u h r n k r u h ů F u r č i t o u 
p l o c h u . 

0 

Obr. 18. 
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K l a d n ý s m ě r t e č n y č á r y A n e c h ť sv í rá s O x úhe l x; z n a m e n á m e - l i 
x 0 y 0 s o u ř a d n i c e b o d u m n a čáře řídící , d a p r v e k j e h o o b l o u k u , b u d e 

d x 0 = do cos x, 

d y0 = d o sin x, 

* (*o + ' >'o) = d o Lít . 

P o l o h u b o d u P n a k r u h u r u r č u j e m e p o m o c í úhlu a mez i r o v i n o u 
z á k l a d n í a p o l o m ě r e m Q P, a sice tak , že j d o u c e p o d é l t e č n y Qmv k l a d n é m 
s m ě r u m á m e p o l o v i č n í r o v i n u a = 0 p o p r a v é straně, a k l a d n é ostré úh ly 
a o d p o v í d a j í b o d ů m n a d r o v i n o u zák ladní . 

S o u ř a d n i c e x, y, z b o d u P na k r u h u r b u d o u v y j á d ř e n y r o v n i c e m i 
(A) x + i y = x0 + i y0 — (p — iq cos «) eir, z — q sin tt. 

S t o p y k r u h u F j s o u b o d y M0 a M„ př ís lušné k h o d n o t á m « = 0 a a = n, 
a v y t v o ř í n a r o v i n ě zák ladn í d v ě čáry ( M 0 ) a (M„), j e ž d o h r o m a d y d á v a j í 
s t o p u p l o c h y k r u h ů r . 

Funkce p, q omezíme podmínkou, aby normála čáry (M0) procházela 
bodem m na čáře řídící. 

V e k t o r m M0 o d p o v í d á k o m p l e x n í ve l ič ině 
{x + iy) — (xQ + i v,,) = • (p iq) 

s m ě r t e č n y č á r y (M 0 ) se p a k v y j a d ř u j e s m ě r e m v e k t o r u 
d (x + i y) = d<t cix — eťT [{p i + q) d x + d p — i d q\; 

a b y t y t o v e k t o r y b y l y na s o b ě k o l m é , mus í p o m ě r k o m p l e x n í c h ve l i č in 
b ý t i r y z e p o m y s l n ý , t . j . b u d e p r o j isté reálné A 

— d o + [Í p + q) d x + dp —- i d q = A i (p — iq); 

o d d ě l e n í m část í reá lné a p o m y s l n é a v y l o u č e n í m X v y c h á z í h ledaná p o d -
m í n k a 

— d<s-{-qdx-\-dp _ pdx — dq 
q ~ p 

čil i 
(B) pd<S=pdp + qdq. 

Z a t é t o p o d m í n k y p r o c h á z e j í n o r m á l y o b o u čar ( M J a (M„) b o d e m 
m , a p r o c h á z e j í j í m t a k é n o r m á l y p l o c h y (-T) v e všech b o d e c h t é h o ž kruhu , 
t , j . n o r m á l y t y t v o ř í r o t a č n í kuže l s v r c h o l e m m. A b y c h o m to dokáza l i , 
u v a ž u j m e k o u l i 
(K) {x — *0)2+(y — yo)2+z2 = r2, r2=£2 + ?2, 
k t e r á m á s t řed m a o b s a h u j e k r u h r . T y t o kou le př ís lušné k řadě b o d u m 
n a čáře A o b a l u j í ur č i t ou p l o c h u ; j e j í charakter i s t ika h o v í r o v n i c i 

— xdxtí—ydyb + (xndx^ + y 0 d-y0) =rdr, 

V I I . 
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která se vzhledem k podmínce (B) přepíše na 

(K') xcost + y sin t = —p+x0cos t + y 0 sin t; 

o b a l o v á p l o c h a k o u l í (K) j e s o u h r n k r u h ů u r č e n ý c h r o v n i c e m i {K), {K'); 
t y t o k r u h y j s o u v š a k n a š e k r u h y T , p o n ě v a d ž n á š k r u h F p ř í s l u š n ý k p o l o z e 
b o d u m ( * 0 y o ) lež í z ř e j m ě n a r o v i n ě (K'). 

U v a ž o v a n á p l o c h a k r u h ů F j e t e d y o b á l k a k o u l í K\ k r u h y I 1 j s o u j e j í 
k ř i v o z n a č n é č á r y . D r u h o u ř a d u k ř i v o z n a č e k u r č í m e b e z o b t í ž í j a k o p r a v o -
úh lé t r a j e k t o r i e t ě c h t o k r u h ů . 

T e č n é r o v i n y p l o c h y p o d é l k r u h u r t v o ř í r o t a č n í k u ž e l ; j e h o v r c h o l V 
j e p r ů s e k o s y mQ s p ř í m k o u M„ V k o l m o u n a mM„, a j e h o v z d á l e n o s t 
o d b o d u m o b n á š í 

o2 r2 

t a k ž e a í f i x b o d u V b u d e 
ri 

xi + i :vi = xo + * r 0 — T e*T • 
P 

T e č n a k ř i v o z n a č k y v j e j í b o d ě P (x, y) s p l ý v á s p ř í m k o u VP, j e j í 
p r ů m ě t d o r o v i n y z á k l a d n í m á s m ě r v e k t o r u 

r2 

(x + i v) — (*1 + i v , ) =(* + »' v) — (.*„ + i v0) + — eix 

P 
— — (p Ť— i q cos cir = {q + i p cos a) c*T, 

a j e t o z á r o v e ň t e č n a p r ů m ě t u k ř i v o z n a č k y , k t e r á m á s m ě r v e k t o r u 

d x + i d y , 

znač í - l i x, y b ě ž n é s o u ř a d n i c e b o d u n a k ř i v o z n a č c e . 
T a t o č á r a u r č u j e f u n k c i o n á l n í v z t a h m e z i p a r a m e t r y b o d u na p l o š e 

r a a ; p r o t e n t o v z t a h b u d e p o m ě r t o h o t o v e k t o r u 

dx + idy = doeÍT — [(ip + qcosu) dx + dp—idq. cosa — iqdcosu\e£* 

s v e k t o r e m p ř e d c h o z í m č ís lo r eá lné , t . j . p o m ě r 

—• d o + (i p + q cos a) d r + dp —idq. cos a — i q d cos a 

q + ' P cos a 

j e r e á l n ý , z Čehož v y c h á z í 

— do + q cos adx-{-dp _ pdx — d q .cos a — q d cos a 
q ~ p cos a 

Čili 

(dp d q d 9 \ sin2 a , q d cos a . 

—— H -Z 1 d x + -2- = 0 . 
q p q J ros o p cosa 

VII. 
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Uzávorkovaný výraz mizí následkem podmínky (B), a tak vychází 
differenciální rovnice křivoznačných Car ve tvaru 

d cos a _ pdt 
1 — cos% a ~ q ' 

t . j . k ř i v o z n a č n é č á r y n a š í p l o c h y k r u h ů (J1) j s o u d á n y r o v n i c í m e z i p a r a -
m e t r y a a * : 

(C) /ogV?+C°SC = f . 
° » 1 — cos a j q 

R o v n i c e r o t a č n í h o k u ž e l e s o s o u tn Q, v r c h o l e m tn a z á k l a d n o u I z n í 
F=k(x-t)*+(y — ti)* + z*--^[(x — t)cosT + {y--ii) sin x]2=0, 

k d e n y n í y z n a č í s o u ř a d n i c e h o d u m . T o ť r o v n i c e k u ž e l e n o r m á l . P r o 
p r ů s e č s k u ž e l e m n o r m á l n e k o n e č n ě b l í z k ý m plat í p a k r o v n i c e d F = 0 , 
k t e r o u lze p s á t i 

— f)2 + 2«12 (x — g) (y — v)+a22(y — v)2 

+ 2 0 , 3 (x — f ) +2a23(y — rj) = 0 , 
_ p2d<s — r2dp 0 2 

pí 

(F') 

LJ M- V • f U f 
Oxx — — — — 2 cos2 x — — sin 2 x d x, 

p 2 d e — r 2 d p . r 2 _ , 
an — — — — sin 2 x -f — cos 2 x d x , 

p2da — r 2 d p e t . . r2 
«22 = — — — 2 sm2 x + — sin 2 x d x , 

Ť ? • i a19 — cosx do , a 23 = — sm x d « . 

D i s k r i m i n a n t £ j f % a w a 3 , j e s t r o v e n n u l l e , f u n k c e F' r o z p a d á se 
v e d v a l i n e á r n í č in i te le , z n i c h ž j e d e n př ís luší j i s t é r o v i n ě j d o u c í b o d e m tn 
a d r u h ý s t a n o v í r o v i n u ( k o l m o u n a r o v i n u z á k l a d n í ) , k t e r á n a p ř í m k á c h 
k u ž e l e n o r m á l s t a n o v í h l a v n í s t ř e d y k ř i v o s t i n a š í p l o c h y : 

„ S t ř e d y h l a v n í k ř i v o s t i n a n o r m á l á c h v e d e n ý c h p o d é l t é h o ž k r u h u 
r t v o ř í k u ž e l o s e č k u v r o v i n ě k o l m é n a r o v i n u z á k l a d n í . " 

P o n ě v a d ž z n á m e d v a b o d y n a r o v i n ě t é t o k u ž o l e s e č k y — - j s o u t o 
s t ř e d y k ř i v o s t i s t o p n í c h č a r ( M ^ a ( M „ ) — j e t o u t o v ě t o u o t á z k a p o 
s t ř e d e c h k ř i v o s t i n a š í p l o c h y p l n ě ř ešena . 

P l o c h a s t ř e d ů h l a v n í k ř i v o s t i o b s a h u j e s p o j i t o u ř a d u k u ž e l o s e č e k , 
p r á v ě u r č e n ý c h . 

P ř í p a d P = 0 ( p l o c h y p o t r u b n í ) j e t u o č i v i d n ě v y l o u č e n . 
Z v l á š t n í m p ř í p a d e m t ě c h t o p l o c h j s o u c y l i n d r i d y a k o n i d y , r o v n ě ž 

p l o c h y k o t á l n i c v z n i k l ý c h v a l e n í m k r u h u s t á l é h o p o l o m ě r u p o l i b o v o l n é 
č á ř e A . 

J a k o j i n ý p ř í k l a d b y c h o m v y t k l i p l o c h u p o t r u b n í p = 0 , q = k o n s t . 

VII. 
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Ta sestává z kruhů shodných, jichž roviny protínají orthogonálně 
geometrické místo jich středů. Křivoznačky jsou tu kruhy a řezy x = konst. 

Druhý zvláštní typ ploch vzniká ze supposice stálého q > 0; pak 
rovnice (B) dává 

dp = da, 

t . j . střed Q kruhu I opisuje evolventu Hry A, p ů d o r y s y k r u h ů F s e j í v b o d e c h 
Q d o t ý k a j í . 

V r c h o l V o p s a n é h o r o t a č n í h o k u ž e l e ( p o d é l k r u h u r) j e d á n r o v n i c í 
r2 

x + i y = x0 + i y0 — eÍT, r2 = p2 + q2; 
P 

p r o s m ě r t e č n y v r c h o l n i c e v n a š e m p ř í p a d ě q = k o n s t . o b d r ž í m e 

k d e 
d o 

R = d x 
j e p o l o m ě r k ř i v o s t i č á r y A . 

T u j e p a k 

= tg2(V^M0), 4 = 
r r 

t a k ž e k o n s t r u k c e v e k t o r u u d á v a j í c í h o s m ě r t e č n y v r c h o l n i c e j e s t j e d n o -
d u c h á : v e s m ě r u m V n a n e s e m e d é l k u 

mK = -75- R , 
Pa 

n a k o n c i v e s m ě r u k l a d n é r o t a c e p o s t a v í m e n a n i k o l m i c i K L = m V ; 
p ř í m k a m L u d á v á s m ě r t e č n y v r c h o l n i c e . 

M ů ž e m e p ř i d e f i n i c i t ě c h t o p l o c h v y c h á z e t i z d a n é č á r y (Q); p l o c h a 
j e p a k s o u h r n k r u h ů s h o d n ý c h r , k t e r é m a j í s v é s t ř e d y Q n a t é t o č á ř e v r o -
v i n á c h k o l m ý c h n a r o v i n ě č á r y (Q), k t e r é o b s a h u j í j e j í t e č n u . 

K r u h y F j s o u k ř i v o z n a č n é č á r y , b o d y m j s o u s t ř e d y k ř i v o s t i č á r y (Q), 
p j e p o l o m ě r k ř i v o s t i . U h e l x se liší o d s m ě r u t e č n y č á r y (Q) o 90°, t e d y 
v r o v n i c i (C) m á m e r o v n i c i k ř i v o z n a č e k naš í p l o c h y , p ř i č e m ž x z n a č í s m ě r 
t e č n y č á r y (Q) a 

j e j í p o l o m ě r k ř i v o s t i ; k ř i v o z n a č k y m a j í z d e t e d y p a r a m e t r i c k o u r o v n i c i 
v e l m i j e d n o d u c h o u 

1 

cotg J = Ke1, 

k d e s z n a č í o b l o u k n a č á ř e s t ř e d ů (Q) a K l i b o v o l n o u s t á l o u . 
VII. 



Je-li čára (Q) ellipsa 
xx = a cos tp, yx = b sin ip, 

o b d r ž í m e p a r a m e t r i c k é v y j á d ř e n í b o d u n a p l o š e ( F ) 
a v sin q> . . b v cos q> 

x=acos<p -r- . f , y = bsintp + , y — i/ <ť -p . y ^^ . 

a2 s in 2 <p + 6a cos2<p V a 2 srn2 tp + 6a cos2 

u = q cos a, z = q sin a. 
M o ž n o t é ž — r o v n ě ž j a k o v o b e c n é m p ř í p a d ě — z a v ě s t i n a m í s t ě a 

p r o m ě n n o u v, n a č e ž z = V q% — v2. 
Z n a m e n á m e - l i 

x'2 v2 

7 + = *• 
v y p o č t e m e z p ř e d c h o z í c h r o v n i c p ř í m o 

„2 
E = 

a2 sin2 9 + b2 cos2 tp ' 

a m á m e t e d y př i o z n a č e n í a 2 — b2 = c2 

11/ 2 v2 1 \Fr 
costp=-\¡a2~ — , stntp=-\í— 62 

c » E 

t a k ž e p r o r o v n i c i p l o c h y n a c h á z í m e 

a o d t u d k o n e č n ě p o d o s a z e n í v2 — q2 — z2: 

[ib2 E'2 + ( - í ^ - - a2) E — (£ - 1) (q2 - z2)]' 

+ 4 E {a2 E + z2 — (ó2 E + z2 —q2) = 0. 

N a š e p l o c h a k r u h ů o p ř e n ý c h o e l l i p t i c k ý v á l e c j e t e d y o s m é h o s t u p n ě . 
P r v n í č l e n lze p s á t i p ř e h l e d n ě j i 

[E{x2 + y2 + z2 — a2 — b2 — q2) + q2 — z f , 
a j e z t o h o z ř e j m o , ž e ú b ě ž n ý k r u h j e d v o j n o u č a r o u , m i m o t o m á p l o c h a 
v n e k o n e č n u d v ě d v o j n é p ř í m k y n a r o v i n á c h s t o j í c í c h k o l m o n a r o v i n ě 
e l l ipsy v j e j í c h a s y m p t o t á c h . K ř i v k a E = 0 , z = s e s t á v a j í c í ze 
d v o u el l ips n a v á l c i , j e h ř b e t n í č a r o u . P l o c h a d o t ý k á se r o t a č n í c h e l l i p s o i d ů 

x2 + z2 + -^-y2 =a2 + q2, 

y2 + z2+ ^ x 2 = b2 + q .2 
a 

p o d é l j i c h p r ů s e č í s p ř í s l u š n ý m i k o u l e m i 
x2 + y2 + z2 = b2 + q2, r e s p . = a 2 + q2\ 

VII. 
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oba ellipsoidy procházejí hřbetni čarou; zmíněné průseCe sestávají z dvojic 
kruhů na rovinách y = jf b, resp. * = +.«, jsou to kruhy F mající středy 
ve vrcholech ellipsy. Což se ostatně snadno přímo verifikuje na základě 
kužele normál. 

Souřadnice středu křivosti u ellipsy jsou 

C * 3 • 3 
x0 = — cos3 y , y 0 = sin3 tp, 

n o r m á l a p l o c h y m á s m ě r n i c e ú m ě r n é s v e l i č i n a m i 
x — x0, y — y 0 , z. 

P r o n o r m á l y k o l m é n a 0 y j e t e d y y = y 0 , t . j . 

b v cos <p = — (jb sin <p -j- - y - sin3 V a2 sin2 g> + b2 cos2 q> 

sin — 
v cóstp = & ^ • (a2 sin2 <p + b2 ros2 tp) 2 , v2 - f z2 = £2 , 

t a k ž e 
r , a sin2 <P , » • •> , w 2 \ a (a sin2 9 + &c0s2 V)2 

* = « cos <p + -75 2 1 (a2 sin2 © + o2 cos2 a>) = — i r -— 1 — , 
b2 cos <p ^ ' b2 cos q> 

c2 
v = r - sin3 w . 

b y 

T y t o d v ě r o v n i c e u r č u j í p ů d o r y s č á r y n a p l o š e , j e j í ž n á r y s t v o ř í o b r y s 
p l o c h y ; p ů d o r y s j e t e d y r a c i o n á l n í č á r a s t u p n ě o s m é h o . J e j í k o n s t r u k c e 
p l y n e však ' j i ř í m o g e o m e t r i c k y z j e j í d e f i n i c e . 

Z v l á š t n í v z t a h y k ú b ě ž n ý m b o d ů m k r u h o v ý m m a j í ř e z y s r o v i n a m i 
v z 4 - + — = k o n s t . 
b ~ c 

P r o v r c h o l n i c i n a l e z n e m e v y j á d ř e n í 

i a b f u x = a cos q> -\ 3JJ2 b cos q>, 

CL t) ^ 
y = b sin g> + a sin tp , = a2 sin2 tp + b2 cos2 <p. 

D r u h é č l e n y j s o u s l o ž k y v e k t o r u Q F . j e n ž m á s m ě r n o r m á l y a d é l k u 
q2 _ a b q2 

T ~ ) 

j e ž t o p o l o m ě r k ř i v o s t i u e l l ipsy m á h o d n o t u 

P = = 

ab 

V r c h o l n i c e j e t e d y r a c i o n á l n í č á r a s t u p n ě 10. 
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10. O stopě rozvinutelné plochy tečen kotálnice a = c. Kruhy se spo-
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11. čára stop loukotí; oblouk a křivost. Konstrukce tečny a normály. 
Její totožnost s určitou vrcholnicí. Fokální útvary kongruence loukotí. 52 

12. Středy křivosti, centrální plocha. Její kuželosečky a stopa na zá-
kladní rovině. Konstrukce středu křivosti analogická s konstrukcí 
Eulerovou. Směrný kužel plochy centrální. 58 

13. Vlastnosti normál. Stopa normály na kouli základní; dělicí poměr 
tětiv; úpatnice. Normály sekoucí danou přímku. Normály rovno-
běžné s nárysnou tvoří plochu stupně 6. Konstrukce normál z daného 
bodu mimo plochu. Normály plochy kotálnic 4. stupně (a = c = g), 
podél kotálnice vedené, naplňují plochu stupně třetího. 72 

14. O ploše-kotálnic 4. stupně; její rovnice polární, inversní plocha je 
válec 2. stupně. Geometrické určení křivoznaček; promítající kužel 
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z vrcholů G a H. Stereografické průměty kotálnic; dvě ř a d y k r u h ů 
na ploSe kotálnic zkrácených. Analiagmatická vlastnost. P o l o h a 
kruhu To vzniklého inversí z kruhu J1 vůči pólu H. Nové para-
metrické vyjádření plochy kotálnic a =* c. 92 

15. Ú vrat nice rozvinutelné plochy normál plochy kotálnic; rozvinutelné 
plochy obsahující tuto ůvratnici. Provedení v případě a « e kdy 
tyto plochy jsou kuželi. RozSíření vět na plochy obecnější (cylin-
dridy). Křivoznačné čáry a úvratnice plochy normál v případě 
c = 2 a, g = a. 108 

10. Rovinné řezy cylindrid vůbec, a plochy kotálnic a = c zvláátř. 
Konidy; cyklida Dupinova. Sférické čáry na konidách a cylindri-
dácb. Sférické řezy na plochách kotálnic jako proniky s rozvinu-
telnými plochami; souvislost kotálnic s jistou potrubní plochou. 
Zvláštní konida 4. Btupně. Geometrické vyšetřeni opsaných válců, 
jichž směr náleží základní rovině; zobecnění na jiné konidy a cy-
lindridy. 119 

17. Osvětlení plochy kotálnic 4. stupně. Mez vlastního stínu leží na 
konoidu 4. stupně; týž obsahuje řadu ellips, jichž půdorysy jsou 
kruhy soustředné. Jeho řezy t = konst jsou konchoidy Nikome-
dovy; odvození geometrické a zobecnění na konidy libovolné. Další 
vlastnosti konoidu: planimetrické vlastnosti půdorysu rovinného 
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roviny řezů se společným bodem dvojným obalují opsaný kužel 
2. stupně, jeho dotyková čára s konoidem se promítá v kruh. Po-
známka o kinematickém vytvoření strofoidy. 139 

18. Další zobecnění ploch kotálnic. Plochy stejných kruhů opřených 
o plochu válcovou; případ válce elliptického. 149 
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