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ROCNIK XXVI. TRIDA 1II. ¢isLo 1.

O ¢ardch a plochdch, jeZ se vytvofuji pfi kotdleni
kruhu po Cafe rovinné, jakoZ i o nékterych jinych
plochdch kruhovych.

Podivi M. LERCH v Brné.

Céast prvnl.
Plochy kotalnic kruhovych a inversni plochy vélct i kuZeld.

S 18 obrazcl v textu.

PftedloZeno dne 27. &ervna 1916.

1

V roviné O x y bud dana ¢ira A m, po které necht se kotali (valf)
kruh poloméru 4, jehoZ rovina ma staly sklon « k roviné pevné &iry A m;
urcity bod P v roviné valeného kruhu opisuje pfi tom ¢aru, prostorovou
kotalnici (P).

Je-1i C stfed valenébo kruhu, vedme jeho polomér C P M obsahujici
bod opisujici P. Koncovy bod M zaujimal na po¢itku kotilen{ polohu 4,
po jisté dobé zaujme hybny kruh polohu v roviné vedené te&nou Fidici
¢ary A m v bodé& m, a bude se tento kruh teény této saim v bod&m dotykati;
délka odvaleného oblouku A m na Cife pevné bude rovna délce odva-
leného oblouku M m na kruhu hybném.

Znamenejme s, délku oblouku A4 m, x, y, pravoihlé soufadnice bodu
m, a bud = Ghel, ktery svird te¢na pevné &iry vzati ve sméru pohybu
s kladnym smérem osy O #, takZe cost = % , Sine= % . Vzdilenost

0 0
opisujiciho bodu P od stfedu hybného kruhu t.j. délku C P znamenejme g,
dile bud ¢ = m C M ,,0dvaleny fthel* na hybném kruhu, « pak thel jeho
roviny s rovinou O x y, tak méfeny, Ze polourovina « = 0 le#i po pravé
stran€ kladného sm&ru pohybu, a jest « kladné pro ptipad, Ze kruh leZi na
stran€ z > 0 roviny O x .
Délka kolmice P Q spusténé z bodu P na tetnu ms mid hodnotu

PQ=a—gcose,

Rospravy: Rof XXVI. TE II &. 7. 1
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déle jest
mQ =g sin@.
Uhel pHimky Q P s rovinou O x y jest &, a tedy jest délka pravotihlého
prumétu jejl do této roviny
QP =QP.cosa = (a—gcos ) cos &,
kde#to vyska P' P = z bodu P jest
2= (a—gcosp sine,
pti femZ P’ zna¥f pravothly primét bodu P do O xy (padorysny).

Obr. 1.

Soutadnice x a ¥ bodu P jsou zirovei soufadnice bodu P’, a uré&ime
je promitajice lomenou ¢aru O m @ P’ do os. ObdrZime tak pro stanoveni
polohy bodu P soufadnice

X=X —gsingpcost— (@ —gcosqp)cosasint
(1) Y = 9yg—py Sin@sinzt + (@ — g cos @) cos @ cos
z2=(@a—gcosp) sina,

pti CemZ poloha bodu m (x,, ¥9) na pevné Cafe stanovena podminkou
(19 ap =s,.
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Ve zvlaétnim piipad&, kdy zékladni (pevnd) fira je kruh poloméru
¢, volme ptHmku O 4 za osu O x, kladouce polatek do stfedu krubu, nae?
bude s, = ¢ ¥, jeli ¢ ,,0dvaleny tihel" na kruhu pevném, a pak otividné

r = —;- + ¢, dile jest

(m) Xg=CCOSY, Yo =cCSinyg,
a tedy bude poloha bodu P v tomto ptipadé dina rovnicemi

x=[c—(a—gcos@)cosa)cos®y + gsingsind
@) y =[c— (@a—gcos @) cos a] sinyp—g sin @ cos P
2= (@a—gcosp)sina; ap=cy,
které vyjadiuji soufadnice jeho jako funkce parametru @, resp. ¢.
Tato &ira vytvotena bodem P sluje sférickou kotdinici (sf. epicykloida),
a to oby&ejnou pfi g = 4, kdy tedy bod opisujic{ P splyva s uréujicim M,
dale prodlouZenou neb zkricenou, dle toho jak g > a neb g < a.l)
Cary tyto lexf totiz na kouli; nebot z rovnic (2) vypo&teme postupné

24y 2 =gsintp+[c— (@ —gcosg)cosal® + (@ —gcos p)sinta
=ct—2c(@a—gcosp)cosa 4 (a—gcosp)® +g2sin® g
=a4- g2+ 2 —~2agcosp—2c(a—gcosg) cosa
=g +c2—a?+42(@a@a—ccosa) (a—gcos o).

—Cccos @

(3) 2y =22 g fTE—@+ g

Tato koule obsahujfcf nadi kotilnici (P) ma stied

a—ccosu

x=0=y, z= :
y sinea

»

a jest mimo to urdena svym bodem na kotélnici ptislu¥nym k hodnoté&
=0 .

¢ x:c-—(a——g)cosd, y=0, z=(@a—g)sinc.

Vedme dale kouli o sttedu m (c cos 9, ¢ sin ¢, 0), prochazejici bodem
P na kotéilnici. Jeji rovnice
(X —ccos )2 + (Y —csin9)? 4 22 = (x — ¢ cos ¢)? + (y—c sin §)2 + 2%
se¢ postupné zjednodusuje takto (na zédkladé& rovmic (2)):
X2 Y2 22— 2cXcosp—2¢c Y sing +c® = (a—g cos g)? +g2 sin® g,
t. j.

4) X24Y24+22—2cXcosp—2¢cY siny=a? +g*—c*—2 a g cos g.

1) Pro literaturu a prvni vlastnosti viz F. Gomes Teixeira, Traité des courbes
Spéciales remarquables planes et gauches. Coimbre 1909; dilu II. str. 348—353.
Srov. téz F. Reuleaux, Lehrbuch der Kinematik.
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Tato fada kouli obaluje uréitou plochu; charakteristika hovi rovnici
vzniklé derivovinim

(4") Xsiny—Ycosy =g sine,

t.j. obalové plocha je souhrn kruhii I, v nich% roviny (4) protfnaj{ pti-
sluné koule (4).

Rovina (4') obsahuje bod kotilnice (2), jak to dosazenf hodnot sou-
tadnic bezprosttedn& potvrzuje ; tedy charakteristicky kruh obalové plochy
prochizi bodem (g, ¢) na kotilnici, a protind kolmo rovinu O x y. Stfed
kruhu I' je praumét sttedu koule m do roviny kruhu, tedy priasek ptimek

xXSinp—ycosp =gsing
xcosp +ysimp=c, z=0;
jeho soufadnice jsou

X =ccosy +gsinesinp,

(stt.) y=cSsimyp—gsin@cosy,

t. j. stfed splyvd s prumétem bodu (g, ¢) na kotidlnici a = %— .

Ani koule (4), ani rovina (4') nezavisi na Ghlu ; kruh I ptisluiny
k tému? (¢, ¢) protind tedy velkery kotilnice, jeZ vzniknou pro rizné
sklony « pii kotileni téhoZ kruhu (a) po spoletném pevném krubu (c).

,,Obalova plocha kouli (4) splyva s plochou vytvofenou kotalnicemi
pfisluSnymi k riznym hodnotim sklonu «. Na této plode kotélnic
vznikaji tak kruhy I'" v rovinich (4’) kolmych na rovinu pevného kruhu
leZicich, jichZ stopy majf smér ¢ (Il O m) a vzdalenost od bodu O rovnu
g sing @; stted kruhu I' je v priseku te¢ny m z pevného kruhu se stopou
jeho roviny, a jeho polomér ma hodnotu a — g cos ¢.

Na této ploSe mime tak dvé& fady &ar; ¢ary ¢ = komst. jsou naSe
kruhy I, a ¢iry e = komst. jsou kotélnice.

Rovnice (2) podavaji vyjidfeni soufadnic bodu na plose jako funke
parametra aa ¢.

Na ploge (2) les{ ary ¢ = 0 a @ = =, jez vzniknou kotilenim téhoz
kruhu (a) v rovin& x y po tém? pevném kruhu (¢). Cira e = 0 jest hypo-
cykloida,!) a vyjadiuje se v komplexnim tvaru rovnic{

x4iy=(c—at+gelredy, agp=cy,
kdeito ¢ira ¢« = = jest epicykloida
x+1iy=(c+a—ge? v

1) N4zev podrzime i v ptipadd a > ¢, kdy &ra je vlastn& epicykloidou. Srov.
Teixeira, 1. c.
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Pro differencidly okloukt s, a s, na t&chto farich nalezneme

dsy =|c—:—-a—|Va’ +g#—2agcospdep,

s, = 2 -i-a Yas 1 g2 —2agcosopde,
takZe v pfifadénych bodech pomér
dsp s deg = <14
c—a

je staly, a oblouky far ¢ =0 a a = méfené od tvrainiku @ = 0 fsou

ve stdlém poméru.
Pro libovolny bod (x, . 2) na plo¥e kotélnic je tetna rovina plochy
ziroveii teénou rovinou koule (4), a mi tedy rovnici

Xx+Yy+Zz—ccosy (X +x)—csing (Y +9)
=a% 4-g8—c®* —2agcos .

Piseme-li rovnici tedné roviny ve tvaru
AX+BY +CZ +D =0,

mame
A=—x+tccosp= (@a—gcosgp)cosacosp —gsinesiny
(5) {B=—y dcsinp = (a—gcose)cosasiny + gsingcosP
C=—z=—(a—gcoso)sina,

D=cxcosyp +cysiny +a2 +g2—c2—2agcoseg
=g*—a? 4 (2a—ccosa) (@a—gcos ¢).

Prusek roviny tedné s osou O z mi soufadnici

D g2 — a? 2a—ccosa

WET T T la—gcosp) sina sin @

V ptipadé g = aje to nezivislé na ¢, a tu veskery tedné roviny plochy
kotilnic v bodech téZe kotilnice () prochizeji spoletnym bodem osy
O z; té% naopak.

»KuZel opsany o plochu obydejnych kotilnic (g = @) z vrcholu
na ose Oz leziciho dotyka se plochy podél kotalnice.

Vlastn& existuji takové kuZely dva; piislu¥né dhly jsou uréeny

rovnic{
Zysina 4-ccose =2 a,

graficky pfesné feditelnou (vede na pruset kruhu a pHmky).

Tena kotélnice v né¢jakém bod& plochy a strana uvaZovaného kuZele
tvofi tedy par sdruZenych sméri na plo3e.

Tedn4 rovina prochizi priusekem rovin

2=0,xcosp+ysiny—c=0,
a4 g2 —2agcosg
gsing

(6)

xXsin—ycosyp =

VII.



jez nezivisejf na a. Pro veSkery body téhoZ kruhu I’maji tetné roviny
spoletny bod V v rovin& Oxy, leXici na teén& m ¢ zikladntho kruhu v bod#
m; tato tefna je vBak osou kruhu I, a tedy te¢né roviny plochy kotélnic
v bodech téhoZ kruhu I’obaluji rota&ni kuZel s vrcholem V, ktery se plochy
podél kruhu I dotyka.

Soutadnice bodu ¥V jsou

2 g8__9
X =ccosy + ate - g’y

(6%) gsing
a® + g2 —2agcos g

gsine

sin P,

y=csiny — _cos 9.

Patrné jest
at - g2— 2agcosp =mP? gsing =mQ,
délka m ¥V mi hodnotu

a2+g2——-2agcos¢p mr? . m P
gsing T mQ  cosVmpP '’

a tedy bude L m P V' = 909, coz jasno a priori. Nebot ptimka m P je nor-
méila plochy kotélnic (jsouc polom&rem te¢né koulce) a te€na rovina opsaného
kuzele, t. j. rovina teéna plochy kotilnic, je na tuto normalu kolma.

Vrcholy V ptislu$né k riznym kruhtm I' napliiuji ¢aru v roviné
O x 9, kterou jsem nazval vrcholnici.l)

* P
* .

Ve zvl. ptipadé, kdy se kotdli kruh po kruhu shodném, tedy ¢ = a,
¥ = @, znéji rovnice (6%*)
2 2 __ 2 2 2
xza—}—g agcoscp'y:_ 14 cos®e _a+g cotg .
g S11 P . g

V ptipadé plochy kotdlnic oby&ejnych (g = a) se tyto zovnice zjedno-
dusdi na

_ . - 2
xX—a —1—cos g, v _ (1 .cosqn) —a
a a Sin @

— c0s @) tg% .

Pruvodi¢ z pélu A svird s osou 4 x Ghel @ = -‘g-, jeho délka jest
didna rovnici
2 sm2
4 ¢
— = (1 —cos @) 1+;82T=. _2(500———005—)
4 oS —-

t. j. polarni rovnice (p6l 4, osa 4 #) vrcholnice v nasem pripadé zni

r—2a(secm——cosm)

) Nézvu toho uilva.l jsem jxl r. 1912 za Sﬁrych rozhovorﬁ s p. koll. PeliSkem.
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gara je patrnd cissoida Diokletova, jejf2 zdkladn{ kruh mé polomér g,
stted # = 2 @, ¥ = 0, a zdkladn{ ptimka jest x = 3 a.

Pro plochu kotélnic prodlouZenych neb zkréicenych ndm hotejsf
vyrazy pro polohu vrcholu divaji

a+acosip—bcose

(7) x=b—acosep, y= sin g )
pii ¢emi
b _ a2 + gz
g
Vylougenim ¢ vychazi
_ 2\ 2
(1) [0 (B 9 = [(=— b + b (D) + @ = (r—)* (3 —

2
Body x =ga x = —:— na Ox jsou patrné dvojné, tfeti dvojny bod
jest db&iny bod osy Oy. Dvojné body na Ox odpovidaji parametrim
@, pro néz

cos __(l Ics cos _g
(P—g: P q)—‘a‘

Jedenje tedy isolovany, jeden md realné tecny (jeZ splyvaji v piipadé
g = a); 4b&ny bod dvojny piislusi k parametrim ¢ =0 a ¢ ==,
asymptoty jsou

x=b—aax=04a%

Znamendme-Ji » = x? 4 y? zavidéjice soutadnice kruhové, obdrzime

jako rovnmici vrcholnice
ulx—0b2—a*) +a23x2—2bx +a% =0;

ta ukazuje, Ze bod O je singulirnim ohniskem ¢4ry, mimo to z ni vychazi,
Ze pruméty hybnych priasektt s riznymi kruhy soustfednymi s bodem O
tvoii kvadratickou involuci. Pro jeji stfed nim dava volba » = — 3 42
soufadnici x = ¢, kde

2
e = % b— —‘;— ;
mimo to hodnota # = — 4% dava dvojici % = % = 2+ g , takze
rovnice involuce bude d
Hy Xy — (% + x5) + a“z:f‘ = 0‘:

Jeden jeji par je také din stopama asymptot
Pi{mky vedené dvojnym bodem G sekou vrcholnici jesté ve dvou
bodech, pro jich# pruméty nalezneme vztah

1) Vyjimku_by &inil pfipad -zde vylou¢eny b = 2 a, ‘jenz by vytadoval
@ +a*=2ag t.j g=a.

VII.
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%y %y = d 3 gg' (%, + %) (politek soutadnic G, 0G = g).

Involuce ta mé jeden bod dvojny G, tedy ob® vétve maji v tomto bodg
obrat; teny snadno se ur{ a sice majf rovnice

g1 — gt
r_y Y=
x a
v soufadnicich s po¥itkem G.
Piimky vedené druhym bodem dvojnym

Y =M (potatek soutadnic O)
X — —

g

stanovi na &ite involuci kvadratickou, jejiZ prumét

m?[(x — ) —a?] + (x —g)* =0

je rovnéz involuci. Pro tuto mame stfed (m? = —1)
—
=3,

2
advojnébodyx =g a x=b-—g=_a_.

v obou dvojnych bodech ¢&iry;
tedy také ob& vétve v tomto dvojném bodé maji obrat; jich teny jsou

y L Ye—¢
a? g '
X — ——

g
Involuce mi rowvnici

b
xlx,—-?(xl+x2) + a2 =0.

Znamenejme o tthel X GV (polirni dhel bodu ¥V pro pél G). Nase
vyrazy pro soufadnice bodu ¥V divaji

x—g=%(a——gcoscp), y = (a — g cos @) (g — a cos @)

gsing !
tudiz
— a2s‘ 2
() tgm:%, cost @ = 4

a4+ gt—2agcosp’

coZ ostatné vychdzi pfimo z trojGhelnika OmG. Z téhoz trojihelnika
vychdzf dle sinusové véty

1)

acos(p—w) =gcosm.

Kolmice On spuiténi ze sttedu kruhu zidkladnfho na ptHimku G m
svird s O x Ghel o, s pftimkou O m pak tthel ¢ —; tedy bude

On=gcosm,

VII.



a pramét K bodu # do poloméru O m mi za prilivodid
OK =gcosacos (p — m) =—5100s’n

t. j.

() OK =

agsinte _ agsinle
a*+gt—2agcosp b—2acose

Znamename-li soufadnice bodu K literami ¢ a %, obdrzime — jeZto
O K svird s O x Ghel ¢ —
g2 (b—3 acosg 4 acos® p)
a® - gt—2agcosg

E—eg=—

agdsindo
a2+ g2 —Z2agcoseg

Diferencovinim rovnic (7) dile vychazi

ﬂ:

dx dy _b—3acosptacose

W:asmtp, de Sin @ ’

tudiz
ax dy
¢—8 7 + 775 =0

t. j. normdla vrcholnice md smér G K.

Ptimka G K obsahuje také stted kfivosti S stopni kotdlnice a« = =
a kuZelosetka majici ohniska G, S, prochazejici bodem m, oskuluje v ném
zdkladni kruznici (a).

Tento vysledek je zvlastni pfipad v&ty znaéné obecné&jii.

Tetna vrcholnice je dile chordilou oskulaéniho kruhu Pascalovy
zivitnice (@ = x) a bodu G (povaZovaného za nullovy kruh).

Bod (K) opisuje kiivku 6. stupné
b2 (22 + 4% = a?[2 % (+* 4 »°) + g "%
Polarni rovnici moZno ptepsati na tvar

3 2 2___ p2)a
T e
4abg(1-——b—cos¢p)

takZe se jevi ¢ara (K) jako cissoiddla dvou kruhi a ellipsy s ohniskem O,

osou O x.

* *
*

Vjiném piipadé, kdy se kot4li kruh (@) po kruhu dvakréte tak velkého
poloméru (¢ = 2 4, 9 =2 ¢), podaji nim rovnice (6*) pro bod vrcholnice

®) LY _ la—egr.

~2gcosw’ 7T 2gsind’

VILI



vrcholnice m4 pak rovnici

' (6 +gt , (a—p¥
(8 ) x’ + y’g
a je to tedy &dra kfifovd.d)

Ve zvlastnim ptipadé g = a splyva vrcholnice s osou O x.

L *
»

=4g’,

Rovnice (6*) zjednodudf se pon&kud pro g = a:

x =ccos¢ +2atg—§-sin1p,
P

y=csiny—2alg 2

cosY, ap =co.
Diferencovanim vychazi

dx «p( @ . a
d_q’._a;:g7 tg?smtp—l—2—ccos¢).

dvy

Normadla této vrcholnice mi tedy rovnici

4

a(Xcosy + Ysinyg) 4 —;-clg% (Xsinyp— Y cosp) = acseczg—,
a prochizi bodem
Xcosp+Ysingyp =0,

. 4a
Xsiny—Ycosy = Sng’
t. j. bodem
_4dasiny _ 4acosty _
(v) x = sing y = ing 6 =cvy.

Tim je dina jednoducha konstrukce tedny vrcholnice v piipadé
g =a.
Vrcholnice v pifpadé g = a splyva s &arou stop loukoti piisluinou
k pohybu (¢, 24), o niZ bude jedniuo v ¢l 11.

Znamenejme
P=Xcosp+Ysiny, Q=—Xsinyp+ Ycosy,
_ 9P . 90
Q =3¢’ P = — 3y
rovnice normily vrcholnice zri
I . e 2
(m) aPpP —2—ctg 9 0 —acssc 3 -

) Kreuzkurve, cruciforme. Viz F. Gomes Teixeira, Traité des courbes, dil
I., str. 277. ’ ' '
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Stred ktivosti le{ na ptimce, jeji2 rovnice se obdri{ derivovinim:

4dat — N ser T
2 c, @ P
(n) 4a

—lg— P =2 l P
Q+2tg2P ol tg 5 sect 5.
Soufadnice stfedu kfivosti vrcholnice hovi tedy rovnicim

4a’—c?+ c’tg’%’

2ac? ® L 4 ) .
Q= Yy —- tg 7 sec? — 7 P = ¢ sec® — ) Y p— ;

veli¢iny P a Q jsourovnéZ pravoihlé soufadnice v soustavé ototené o tthel ¢:
P+iQ=X+iY)e v,

a uréuji v ni polohustiedu kfivosti. Konstrukce lépe se provede sestrojenim
primky (n’), kterd spojuje body

2
(Q=0,P=2csecz-§’-) a (Q=—4atg%, P = Ba )

c

a sete normilu ve stfedu kfivosti.

Padorysna stopa 6! te¢né roviny plochy kotalnic prochizi vrcholem
V tetrého kuZele rotadnfho, a stopou teény kruhu I, kterou sestrojime
pomcci sklopeni kruhu do pramétny.

3.
Zvyrazi (5) pro koeficienty A4, B, C vrovniciroviny tené vypo&teme
A2+ B*+C*=a%2+g2—2agcosg;
aby teina rovina plochy se dotykala zaroveil 4b&zného kruhu, musi tento
vyraz vymizeti; takové roviny obaluji Darbouxovu rozvinutelnow plochu
fokéini, a ta se v naSem piipadé dotyka plochy kotdlnic podél pomyslnych
kruht ¢ = konst,
a2 + g2
2ag

cosp =

Fokalni plochy jsou tu patrné kuZely rotaéni, jezto se dotykaji plochy
podél kruhu I,

V ptipadé g = a se tyto kruhy redukuji na singuldrni body kotalnic,
které jsou konickymi body plochy, takZe tu fokilni plochy se redukuji
na nullové koule s konickymi body plochy jakozto sitedy.

Omezme se na zvlastni piipad ¢ = a, tedy ¢ = ¢. Rovnice kruhu
T (4) a (4’) pro na¥i zvlastni hodnotu ¢ zné&ji

xz+yz_|_zz+a2—2axcos¢—2aysmtp—0
XSInQ—ycosQp =gsing;

nasobme druhou rovnici 2afg¢ a odettéme ji od prvni vyjde rovmce
koule, ktera rovnéZ obsahuje kruh T,

VIL
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2 ] ] 9__ sint @ —
Aty tata cos¢x+2a cos ’
] as — p?)2 a2 2
sm’«p=——(ﬁ, cos¢p=%gg,
tedy rovnice koule znf:
datgx | (Bat—glg
2 2 > S —
(f) x+y +Z a2+g2+ aa_l_ga _0'

a tato koule obsahuje oba dotykové kruhy fokalnich ploch; jejf polom&r
jest redlny
at — g2
SCEY LS
Soufadnice vrcholu opsaného kuZele se dle hotej$ich vzorct vypoétou
x=0, y=asing,
prisluSnd zikladna je pruse¢ koule (f) s rovinou

2ag

A el )
2ag

(x—g) sing = y; sing =%

[ 4

Uréime radgéji tento kuZel ptimo jako obalovou plochu; rovnice ()
davaji v tomto piipadé

_ a‘__g‘ (aZ___g2)2 B . a2___g2 a2+g2
4 = datg cos & + 4ag ' sing = 2a cose@ -+ —g
az__.gz . az__gz
C =— g5 — Sine, D=— 5 cos «.

Povrchovi piimka kuZele hovi rovnicim
Ax+By+Cz2+D=0,A'x+By+Cz + D" =0,
kde B, B’ jsou ryze pomyslné, ostatniredlné veli¢iny. Pro realny bod musi
tedy y =0, t. j. redlné body na fokalni ploSe tvofi obalovou ¢aru piimek
v roviné O x z
Ax+Cz+4 D =0,
t. j.
[(@®+ g®) cosa +a?—g¥lx—2agsinaz—2a%gcosa =0.
Pomoci parametru 4 = ¢! se tato rovnice piepife na
Al{a2+gt)x—2a%g+21ag2] +24(82—g)x
+ [(@®* + g x—2a*g—21iagz] =0,
a odtud vychazi rovnice obalové &iry:
jez po kratké redukci obdrzf tvar
4

(@) P JERpL . x+a2=0,y=0.

VII.
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Tedy ob¥ rozvinutelné plochy fokdlni v nasem piipadé se sekou
v realném kruhu fokdinim (®) na O x z, jehoZ polomér jest
a’ — g’
4
Kruh obsahuje patrn& bod x =g, 2 =0, a protind kolmo kruh
2+ 2= al.
4,
Vysettime nyni iry na ploSe kotilnic, v jich bodech jsou tefné

roviny kolmé na nékterou ze ti{ prméten, a které svymi priméty uruji
t. z. obrysy plochy. K tomu slou#f vzorce (6) pro koefficienty rovnice

roviny tefné
A =(a—gcos@p)cos acostp —gsingsiny
B=(a—gcosp)cosasiny + gsinegcosy
C=—@—gcosp)sina =—z
D=gt—a*4 (2a—ccosa) (a—gcos ).

Roviny tetné kolmé ma Oxy: C =0 = z.

Rovnici € =0 hovi sina =0, t. j. epicykloida &« =z v roviné
xy 1 hypocykloida « = 0. Druhé feSeni ¢ — g cos ¢ = 0 je redlné pro
g > a; podiva @ = konst., tedy kruh, ktery se musf redukovati na bod,
jeito teEné roviny v bodech téhoz kruhu I'obalujf rota¢ni kuZel ; polomér
kruhu I' je skuteiné QP =a—gcose t. j. v naSem piipadé = 0.

Rovina tetnd ma tu rovnici
—gsimpsing. x+gsinpcosy.y +g2—a? =0,
a nezdvisi na . Body uvaZované maji soutadnice
xX=ccosY+gsinesiny
y=csinp —gsinegcosy

a
z2=0; cosp = — .
4

Roviny tetné kolmé na O x z. Rovnice B = 0 poddva
(9) (@ — g cos @) cos @« = — g sin @ colg ¢.

VioZime-li to do rovnic (2) pro soutadnice bodu na ploge, vyjde
Yy =csing,

X=ccosYfgsinpcolgpcosy +gsinesiny

t. j.
B gsin g
(9%) X =ccosy +_—sin¢ ,

y =csin.

. _Tyto rovnice definujf &iru na plofe kotilnic, kterd se promita
Vv Jeji obrys narysny.

VIL.
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J M)'
cosa —__gsing colgy, sinta = a— tepcorp e L
T a—gcosg gy, sin'a = —= (@ — g cos @)?
tedy
s _ 2 s (ESin®
23 = 2agcosp + ¢ Tsin v

Dosadime-li sem hodnoty (obr. 1.)
sin @
sing

=4

a3 —2agcosgp + g2 =mPr, g

’

mime Gpln&jsi vyjidfenf &iry pHisluSné k obrysu nirysnému

(99 x=ccosv+8, y=csing, 2 =+VmDr—ae,

zl

G"

Obr. 2.

Délku g sin @ (obr. 2.) mame v obrazci pii konstrukci bodu P* na epi-
cykloidé & = x a sice gsing =m Q. Vedeme pak Q 4|0 A, nateZ bude

__mQ _ gsing _
4Q= siny ~ siny =4

VII.
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Hledany pramét G’ bodu G na &ife piislulné k nirysovému cbrysu
(pHisluiného ke zvolenému ¢, resp. m) obdrZfme tedy vedouce m G'|0 A4,
m G’ = 8. T.j. protneme pHmky P* Q|OmamG'|0.4

Vysku z pak stanovime prisekem H pofadnice G’ G’ s kruhem
opsanym ze sttedu m polomérem m P~; t. j. 2z = G' H.

Koefficienty 4 a C maji tu hodnoty
A=—8 C=—¢g
a podobné nalezneme
D =a*—2agcosep 4 gt + cgsingcolgy
t. j. L
D=mP24+cdcosy =mP2-tc.dm.,
na&e? tetna narysového obrysu mi rovnici
(6H) dX +2Z =D.
Smérnice tedny této jest

—-% = — colg G'm H,

a tedy je tetna obrysu kolmd na primku m H.

Konstrukce jednotlivych bodu obrysu jak zfejmo neposkytuje
obtizi, ani konstrukce jeho tefen; nicméné& kiivka je povahy sloZité,
pokud pomér ¢ : @ zistiva libovolnym. Ve zvlastnich ptipadech zjedno-
dusi se tyto vysledky podstatné.

Uvazujme nejprvé piipad @ =¢, t. j. ¢ =+¥. Zde rovnice (9%)
budou
(10%) x=acosqp+g y=asneg,

a je dile ¢ =g, tedy

z=4+Va® " 2agcosp =+Va 122 _2gz2,

_ a+2g,
(102) zz———2g(x—-—2g—).

,,Obrys plochy kotilnic v pfipadé @ = ¢ v rovin& Oxz je para-
2

bola s vrcholem x =g 4 Tag— na Ox, parametrem — g a ohniskem

Parabola ta je prumitem &tary 4. stupng, jejiz padorys je kruh
poloméru @, jehoZ stied x = g lezf na O x.

Cara prostorova lef na kouli #? -+ y*+ 22 =2a% 4 g

* %
»
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Dile uvaZujme plochu ¢ = 2 @, tedy ¢ = 2 ¢. Tu bude

d=2¢gcosy,
tedy pramét &4ry dotykové s opsanym vélcem sméru O y
(11y) x=2(@+g)cosy, y =2 asin,

jest ellipsa; pro vySku z vyjde

B=@+e—dgG ooty =(+g—_L_=

takZe obrys nirysny jest ellipsa

(11%) aig B4 =(a+ g

* ]
*

Teiné roviny kolmé na Oyz. Rovnice A =0 dava
(@a—gcosp) cose =gsingigy,

nadeZ
gsing _
. ~ cosy ' %
x=ccos¢, y =csin¢—:%- =csiny —B,
(12)

8 — gsine \'_—2, o

z a 2agcosq>+g cosvp m P2 — B2,
pii CemZ veli¢ina

B=dgy
je stejn& pHstupna pohodlné konstrukci jako 4.
Ve zvlastnim piipadé a = ¢ mime jako pramé&t dotykové tary
X=ccosp, y=csing—gigo,

coZ lze psiti

x—g=(c—gsecp)cosp, y = (c—gsece)sing;
zvolime-li za politek polarnich soutadnic bod x = g, ¥ = 0, bude polarn{

Ghel ¢ a rovnice &ary
r =c—gseceq.

Tato je pak konchoida Nikomedova s fdici ptimkou O y3)
Ptisluna ji dotykova &ira na plo3e jest 8. stupné.
Pro plochu kotilnic ¢ =2 a, ¢ = 2 ¢, podavaji rovnice (12)

x=2acosy, y=2(@—g) siny,

takZe primét dotykové &iry s vilcem sméru O # jest obecné ellipsa, v ptH-
padé plochy obyéejnych kotilnic (g = a) jest y =0, a dotykova &ira

1) Ryze geometrické odvozeni pro obecngjsi plochy viz kap. 16.
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le#{ v rovin& O % z; to znf absurdné, a je moZné jen tim, Ze osa O x je dvojnou
ptimkou plochy; skutetné nam tu vyraz pro z* diva

B$=92a2—2a%cos3 P —4alsin?yp = 0.

b.

Na ploge kotilnic znidme jednu fadu kfivoznaénych &ar; jsou to
kruhy I', ponévad? jejich roviny protinaji plochu pod stilym dhlem.
Druha tada kfivoznadek sestiva z pravothlych trajektorii kruha I'; jsou
to kiivky charakterisované podminkou, aby jejich tena v kazdém bod&
P splyvala s ptimkou P V¥, kterd prochézi vrcholem V¥ ptisluSného opsaného
rotaéniho kuzele.

Pro diferencidly dx, dy na této fare tedy plati

dx _  dy
x—X%o Y—19%o
kde x,y, jsou soufadnice bodu V¥, a % znaé&i pomocnou proménnou, ktera

se svym differencidlem zavadi.
Dle rovnic (2) a (6) mame

(13) = du,

xcosp +ysinp=c—(@a—gcosp)cosa
XSinY—ycosyY =gsing

(14) %oCosY -+ yosinp = ¢
oo _at+g2—2agcosp
XoSInY —y,c08 P = TSn g ,
cdy =adg.
Differencujme prvni dvé rovnice (14); obdrZime
drcosy +dysiny = — (a—gcosp)dcose —gcosasingdg

+ (xsindg —ycosyp)d
= (—Z—-—cosa)gsinq,dcp——(a—gcosqa)dcos a,
dxsiny—dycosy=gcospde— (xcosyp +ysinyg)dy
a
= (a —gcosp) (T cosa—l)dqx.

Do téchto rovnic vloZme za d x, dy hodnoty plynouci z (13)
dx = (x — %) du, dy = (y — y,) du,

a uZijme druhych rovnic (14).
Obdrzime

— (@ —gcos @) cosa du =

a .
=(T_cosa)gsmqad(p—(a—gcosqp)dcosa,

. a® 4 g2 — 2 agcos a
[gsmq;— TS g ]du=(7cosa—l)(a—gcos<p)d¢.

Rozpravy: Rot. XXVI. Tt I1. &. 7. 2
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Leva strana znf
_ (a —gcoso)? d
g sin
tedy se druhd rovnice mtiZe psiti

%,

a .
(a—gcosnp)du:(]—? cosa)gsmcpdq);

dosadime-li tuto hodnotu do prvnf diferencidlni rovnice, obdriime po
substituci

a—gcosep =§
d¢  dcosa 1 +cose 2a
E - 1T —costa’ 1—cosa —K&°

a
c

tudiZ ktivoznatné &iry jsou definoviny vztahem

K(@—gcoso) ¢ —1
2a ’

K(@a—gcosep) © 41
kde K je libovoln4 konstanta; prvni forma podiva vysledek elegantnéjii

oS @ =

(16) cotg_%:Ko(l—%cosnp)c.

Pokud g < a, podidva prava strana pfi zvoleném K, vidy uréity
realny dhel, a tedy kiivoznalka protind veskery kruhy I. Je-li viak g > aq,
existuji na plofe nullové kruhy a—gcosp =0, a u téch kfivoznatky
konti; kruhtim I' g, pro néZ g cos ¢ > a, odpovidaji op&t realné kiivoznatky
je protinajici, a sice tu prava strana (15) se piepiie na

Kl(%cosqa——]) .

Z rovnice (15) vychazi bezprosttedng, Ze kiivoznalky vytinaji na kruzich
fady vespolek prométné.

K podrobnostem o kfivoznatkich se vratime, aZ probéfeme otdzku
plochy stfedi. '

Tedny obou ktivoznadek v libovolném bodé plochy tvofi par
sdruZenych sméri. Na plochich kotilnic g = 4 znime sdruZenych smérii
pary dva: te€ny kfivoznalek, t. j. te€nu kruhu I'a pfimku P ¥ jako jeden
par, druhy pér tvoii teéna kotélnice prochazejici bodem P a strana kuZele
opsaného &i lépe ptimka, kterd lezi v roviné te¢né a protind osu Oz.

Jde-li sestrojeni meze vlastnfho stinu pti libovolném osvétleni, mu-
Zeme nynf sestrojiti te€ny této meze, jakmile znidme jeji body ; nebot tetna
meze vlastniho stinu tvoH s paprskem svétla par involuce sdruZenych
smérd, pro kterouZto involuci zndme dva piry.
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6.
Plocha kot4lnic jest obalovou plochou koulf (4)
R P P —2cxcosp—2cysiny = @+ g*—?—2agcosg;

charakteristiky jsou kruhy I’ na rovinich (4')
(I Xsing—ycosy =g sineg,
Pro obalovou &ru kruhd I' plati je¥t& rovnice tfeti, vznikajicf derivovinim
dle ¢:
() x003¢'+y$i"¢=%cas¢.

Z téchto tiH rovnic uréime soufadnice charakteristického bodu,
v némz se kruh I" dotykéd &ary obalové; obdriime nejprve

cg

x=—r cospcosy + gsingsin,
() cg . .
y =—a—cosq>smtp—~gsmcpcos¢.

Rovnice tyto jsou tvaru (2) odpovidajicibo zvlaitnimu ptipadu
c=acosa;
tu odpadnou ve (2) stilé ¢leny v hranatych zivorkich, a mimo to jest

c€
a H

geosa =

takZe pudorys ¢ary obalové splyva s prameétem sférické kotalnice ptisludné
k uvazované hodnoté thlu « (a cos « = ¢), lezici na na%i ploSe. Rovnice
tato urluje dhly dva =+ @, a také danému primétu odpovidaji jen dva
body na ploge. Tedy se uvazovana &4ra obalova kryje s nasi sf. epicykloidou.
Ta jest oviem re4lnd pouze v piipadé ¢ < @¢,a v ptipadé ¢ =g, =0,
splyne s bodem (¥ =g,y =0.=2) singularnim plochy. — Z rovnice
acosa = c¢ plyne, Ze stted hybného kruhu C zaujima pevnou polohu
(0,0, a sin @) na O z. Pri kotaleni obaluje rovina hybného kruhu rota¢ni
kuzel, jehoZ vrchol splyva se sttedem C.

Ve zvlastnim ptipad€ kotilnic obylejnych (g = a) zné&ji rovnice
obalové &ry kruhi

X =acosacosQcosy + asing siny
Yy = acosacosQ sinY —a Sin @ cos P
2=a(l —cosg)sina;ap =cyY,acosa =c.
Rovnice (&) pti g = @ maji podobnou stavbu jako prvni dvé z t&hto
rovnic, tteti soufadnici lze pséti
(') z—(a—g)sinae =g (1l —cos 9) sina,
a podmfnku vlidnouci mezi thly lze psati

E®P =gcosa .Y,
2¢
VIIL.
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rovnice (a), (¢") definuji sférickou kotilnici, kterou vytvoH bod hybného
kruhu poloméru g pti jeho kotileni po kruhu pevném poloméru g cos
v roviné rovnob&Zné s pivodni zikladnou

2= (a—g) sinea;
stted hybného kruhu (g) zaujima stilou polohux =0 =y,
z—(@a—g)sina =gsina,
t. j. tutéZ polohu (0, 0, a sin a) jako bod C. P¥i novém vytvoteni kotalnice
zustal opérny kuZel nezménén, zménila se toliko zdkladni rovina (do
rovnob&Zné polohy), a s ni té% rozmér valeného kruhu.

Obalovou &iru kruhd I, kterou jsme pravé stanovili, nazyvime
h#betnt arou plochy kotilnic; sestiva ze dvou zvlastnich kotilnic (+ a),
znamych pode jménem sférické Sroubovice (hélice sphérique).

Rovnice prumétu (e) naSich &ar lze psati

x-{-iy:.%(a—zi-c — a;C e“?’)e‘(vl—w);

porovname-li to s vyrazem pro epicykloidu obydejnou
’ x+1y=(R+r—réf)de, Ra=7rf,
(R a 7 jsou poloméry kruhii pevného a hybného, a« a # odvalené Ghly),
obdrzime
g(fa+c a—c¢ cg a—c .

= —_— =——,7=g

a 2 a 2a '

a

Ra=28p—g)=¢g(p——29)=g 2" 29 =18.

,,Prumé&t &ary hibetni je obycejnd epicykloida, kterou opile bod

a—c¢
2a

kruhu poloméru g pii jeho kotaleni po pevném kruhu poloméru

°€ jehoz stfed jest O; kotilenf (¢ =0, ¢ = 0) zaind v bodé

a »

x=7,y=0.

Odvaleny tdhel na kruhu pevném obnisf ¢ — ¢, a na kruhu
hybném 2 ¢.”

Rovnice (&) podivaji obalovou plochu rovin kruZnich (I'), a ta exi-

stuje i kdyZ hibetni ¢ara jest imagindrni, t. j. kdy @ < ¢. Tu ndm identita

rir = (St ) e

ukazuje, Ze
,roviny kruhi I obaluji vilcovou plochu sméru O z, jejiZ Hdici ¢ira
jest oby&ejnd hypocykloida v rovin&€ O xy, kterou opife bod kruhu

VII.
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poloméru ¢ c ;—aa pHi jeho kotéleni po vnitin{ strané pevného kruhu polo-

méru ia-g- a sttedu O.

Kotslenf za&ne na konci polomeéru leziciho v O x, a dhly odvalené
na kruhu pevaém a hybném jsou resp. ¢ + o, 2 .

c—a c
Po pripadé kotdlime kruh 7 =g —; - pokruhu R =¢ —.
V ptipadé a =¢, ¢ = ¢ redukuje se posledni rovnice na
x+1y =g,

t. j. obalovy vélec je piimka rovnobéZni s O z, kolem které se rovina
kruhu otéd¢i.
* x®
™

UvaZovanou priavé hypocykloidu nazveme hypocykloidou Fidici;
jeji te¢na mi rovnici
(a) xXSinYp—7ycosy = gsing.

Z vyjadieni epicykloidy ¢ ==

x+1iy =(c+a) g"P_.ge‘&P""I')

vychdzi, Ze v ptipadé, kdy % = m je Cislo celistvé, obdrzime na epicykloidé
w pravidelnych (# + 1) Ghelnikd, klademe-li za ¢ hodnoty
29m

b =v + i
nebof tu na pravé strand
(M,) %, +1y,=(c+a)edv —gem+iv,
druhy ¢len nezévisi na v, a polygon vznikne z pravidelného mnohotihelnika
vepsaného kruhu ¢ + & po$inutim o vektor — g etm +1év,

Teény fidici hypocykloidy (), které témito body M, prochizeji,
obsahuji spole¢ny bod '

(H) x=gcosm, y=gsine, @ =z + (m + 1) ¢,
leZici na kruhu (g) poloméru g a sttedu O, v thlové poloze = 4 (m 1 1) 9.
Druhy prusek teiny (o) s kruhem (g) ma Ghel @ = — (m—1) 9.

Z rovnice (d4) te¢ny tidici hypocykloidy vychazi pti oznaeni

e¥ = u, a za stilého ptedpokladu ¢ = m a,
rovnice

(a*) g™ —1) —(x —iy) um+1 4+ (x +iy) um—1=0,

kterd vyjadiuje podminku, aby tefna parametru ¢ prochizela’ dangm
bodem (x, y); Fidici hypocykloida je tedy &ira 2 m-té ttidy. Parametry
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komplexn{ viech 2 m teten?) hovi podminkim v obvyklém oznaten{ syme-
trickych dkont

oz = (— 1 22

y 1 = (_1)-+1x+iy
4

’ f’!l=_1;

kdeZto vSecka ostatni f, = 0.

Dand tetna tdici hypocykloidy urtuje jednoznaln& paramétr ¢,
takZe lze rozliSiti oba jeji pruseky s kruhem (g) a stanoviti onen, jejz
znatili jsme H; miZeme ihned stanoviti dalsich m teen Fidic hypocykloidy
jakoZto ptimky 4 ptislu¥né k parametrim

2vm
'Pv - 'p + m + 1 ’
kteréZto ptimky prochézej{ tym2 bodem H. Zbyva jest& uriiti zbyvajicich
m — 1 te€en hypocykloidy, jdoucich bodem H.
Pro tento bod jest

x4y :-ge(’”"'l)“l# =—gum+i,
iy =— i w= v,
Yo

rovnice (4%*) v tomto piipadé se zjednodu3i na

1 .
(w24 ww1) (e —ugn+1) =o.

Druhi zivorka mizi na uréenych mistech o, a zbyva tedy fediti rovnici

ym—1 — __;_-:il-l- = eg~tlr+m+)y] — g—‘w'
L)
jejiZz fedeni jsou
(N,) ¢L=%, r=01,2,...m—2),

pfi ¢emZ o je parametr bodu H na kruhu (g). Stanoveni te¢en ¥{dici hypo-

.cykloidy vychézejicich z daného bodu H kruhu (g) ptevidi se takto na dva
problémy: Rozdélit dany Ghel @ na m -+ 1 a na m — 1 stejnych dild.

V ptipad& m = 2 vychézi tak fefeni dlohy trisekce Ghlu a sice pomocf

teten z bodu H k astroidg, které se pfevidi na priseky ptimky Ox s konchoi-

dou Nikomédovou; ‘fedeni to jen zdanlivé se lisf od klassického feSeni

1) Je-li m liché, sniH se stupefi rovnice na polovitku m, o neznimé u?.
Pak jde kazdym bodem pouze m tefen Fidici hypocykloidy, ale kaida z nich
obsahuje dva body na kaidé z kotilnic, jez pHisluSi opé&rnym bodim diametrdlnd
protilehlym (¢, ¥ 4+ =).

Pon&vad2 tu m + 1 jsou &isla sud4, ru${ se v rozdilu komplexnich hodnot
(M,) témto Ghlém ptisludnych druhé &leny a vidime, Ze tu tefna Hdici hypo-
cykloidy vytind na obou kotélnicich @ = 0 a @ = = po dvou bodech o stdlé vzdile-
nosti 2 (¢ * a), jich stfedni bod pak lez{ na kruhu (g).
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Nikomédova, které se ndm zachovalo prosttednictvim Pappusovym (IV.
kniha, prop. 33 jeho Collectiones).}) . .
Pt tom se nim objevi vztahy nefroidy i plochy kotélnic ¢ =24

ke znimym Steinerovym trojthelnfkdm vepsanym ellipse.
V ptipadé m = 3 problém teen k Hdicf hypocykloidé (Steinerove)
z bodu na kruhu (g) jest elementdrn& feSitelny, an se pteviddi na dileni

dhlu v &tyti stejné &Césti.
Body N, na epicykloidé ¢ = = netvoti obecn& pravidelny mnoho-

tihelnik, stane se tak jen v ptipadé m =3, kdy tyto dva body N, N,
jsou konce délky stilé velikosti. Aviak body N, jei t¥mto parametrim
¢, odpovidajf na hypocykloidé « = 0
x+iy=(c—atgeiv)ev
t. j. v nalem ptipadé
x+iy=(c—a)ev } ge-m—liy

tvoti pravidelny mnohothelnik o (m — 1) stranéich.
V ptipadé m =3 tak mime na modifikované hypocykloid&

x+1y=2aév 4 ge2iv

fadu dvojic N,' N,’ stalé vzdilenosti, ptimka spojivd tvoti s O x thel ¢
a (splyvajic s piimkou o) obaluje hypocykloidu #dicf (t. j. Steinerovu)

x+1y =g (2e vy ctiv),
Z vyrazu pro fdici hypocykloidu

xFiy= _5_ ( c—2-a em+1) iy | c _; ag—(m—m.p)
vychazi, Ze dotykové body M, a N, obou soustav teten tvoH pravidelné
polygony o m 41 a m — 1 strandch, je-li m sudé; pro m liché se poget
stran redukuje na polovici.

Pro polygony ¥ je tu stted opsaného kruhu v bod#

c+a
2a °

c—a
2a

6(”' +1)‘|p; polomér =g

g

Pro polygony #,” ma kruh opsany

c+ a
2a

c—a

stfed g o

e~ m=léy polomér g

. *
* *

Norméila epicykloidy

) ) x+i1y=(c+a—ge?) dv
ma rovnici

—X [asiny —gsin(p + ¢)] + Y [a cos  — g cos (p+ ¥)] =gc sing;
1) Srov. Teixeira, Traité des courbes, sv. I., str. 265—7.
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proc=ms, g =my, a vzhledem k tomu, Ze (m + 1) ¢, = & se na-
vzéjem liSej{ pouze o nasobky periody 2 =, shleddvime, Ze

»normély epicykloidy (¢ = =) v bodech pravidelného (m 4 1) Ghelnfka
M\ M,...M, se protinaji ve spole¢ném bodé

x=mgcos(m4 1)y, y =mgsin(m- 1) ¢.
2vx
m+ 1

Rovnice normély hypocykloidy x +1y = (c—a 4 ge—*4%) v zni

(c=ma, ¢+

odvalené Ghly na kruhu pevném).

X[asiny f-gsin(p—9)] —Y[acosy —gcos(p— )] =cgsinep,
tedy v ptipadé nasem ¢ =ma
X[asiny 4 gsin (m—1) p]— Y [acos y —gcos (im—1)¢] = magsin m.
Pro bod normily v bod¢ o’
X=rcos® Y =7rsind
musi tedy byti
arsin(p —0) fgrsin(m—19¢' + 8) =magsinmy'
_Klademe-li tu
m -1

1"'=m—-1

'I’w 8=—(m+1)¢‘h
29 ¢
m -+ 1

m+ 1
m—1

kde ¢, ma tyZ vyznam ¢ 4 jako vy3e, bude

1])'—9: m1p,=m¢’;

bod uvaZovany (r, #) lezi tedy na normale bodu ¢’, volime-li
r=mg, d=—m+N)p=—m+1)¢
Timto bodem prochézeji tedy normaly hypocykloidy (c, a, g) vztyéené
v bodech

, _ m+1
b =T L%

Tyto okolnosti nepfekvapuji, ponévadZ rizné oblouky &iry jsou
opsiny body pohyblivého obrazce stdlého tvaru a velikosti. V pripadé
m = 2 viak také normily hypocykloidy — kter4 je tu ellipsa o polouosich
a + g — ptisluiné k vrcholim pravidelnych trojthelnfkdt na kruhu (c)
a na epicykloidg, sbihaji ve spoleéném bode. Tento zjev ukéZe se pro ellipsu
specidlnim, pro m > 2 normily hypocykloidy v bodech ptislu$nych k vrcho-
lam pravidelného (m + 1) Ghelnfka (na kruhu pevném (c)) neprochazeji
obecn& spoleénym bodem.
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Paty normél k hypocykloidé (c—a - ¢ Cadd ) e".l' vychézejicich z bodu
(x,y) hovi v komplexnim parametru % = ¢! ¥ rovnici (¢ = ma)
mag(™—1)—gx+iy)ut*—l—a(x—iy)u+l
+axr+iy)um—ltglx—iy)u=0,
ktera vychazf bezprostfedng z rovnice normdly. V ptipadé m = 3 tu mezi
symetrickymi dkony f; f,. ... viech Sesti parametrii nachizime &tyti vztahy

shh=¢f afi=¢gfh fo=—1 f;=0.
Aby &yti té&chto pat piisludely k bodim ¢ na pevném kruhu, jei
jsou vrcholy ¢tverce, musi se rovnice rozpadnouti timto zptsobem
(t—ugt) (W2 —o,u + a;) =0,
takZe symetrické tkony jsou
=0, fa=02 Fs=0 fa=—ud s = —ute, fs =—uto,;
hotejsi podminky pak divaji podminku
U2 =1,
jez stanovi tii &tvefiny hledané vlastnosti:
¥ = 309, 609, 909,
tedy pouze polygony ojedinélé.
Vime, Ze normily hypocykloidy (c, 4, g) v (m— 1) bodech

o+2vx

@ =0,1, ... m—2)

¥, =
sbihaji se v bodé
X+i1y=mgete =mgu/~"—1,
Veskery normély z tohoto bodu maji paty, pro n&% poslednirovnice zn{

a(r—1) —g g +a —autumr 4 gumlu =0;
G

m—1
uo e

tuto rovnici lze psati
(um—l S uoﬂl—l) (a uﬂl+ 1__ g uol—ﬂl ym — g u + a uol—”l) — 0’

¢imZ nachazime rovnici stupné m - 1 pro komplexni parametry dalsich
m + 1 normal. '
Tuto druhou rovnici lze psati

(@um —g) uu*—1— (gum—a) =0,

skupiny bodd, jeZ tato rovnice definuje, tvofi na &afe (rovné# na kruhu)
involuci stupné m + 1. |

V ptipadé g = a m4 tato ve svych skupindch m prvka stalych (w™ = 1)
a pouze jeden prvek proménny:

1

m—1 °
Ug

U =
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Hypocykloida obylejnd g =4, ¢ = ma je tedy &ira ttidy pouze
m-té; skutetn& v hotejif rovnici pro paty norm4l z bodu (x, ¥) vedenych
odstépf se v tomto pfipadé Einitel ™ —1 a zbyv4

maw*+1)—(x+1y)um—1—(x—iy)u=0.
Predesly vysledek lze vzhledem k okolnosti m g = ma = ¢ vyjadtiti
takto:

,,Obylejné hypocykloidé vytvotené kotilenim kruhu po vnitinf
strané pevného kruhu m-krit vétSfho polom&ru lze vepsati nekone&né
mnoho (m — 1) thelnikt pravidelnych; normaly v jejich vrcholech se
protinaji na kruhu pevném.

Jsou-li vrcholy polygonu ptislu¥né k dhlum ¢ +

Jve je prusek
po J€Pp

—1
normil v bodé ¥ =ccos(m—1)¢, y =csin(m—1)9 a zbyvajici
norméla odpovidd odvalenému thlu — (m —1) ¢, t. j. bodu op&rnému,
jenz s prusekem normail je symetricky vidi ose O x.

*
x %

Ptedchozi vlastnosti Fidici hypocykloidy maji své applikace u ploch
kot4lnic. Pfedpoklidejme na pt. % = mjako &islo liché ; pak na kaZdé tené

tidic hypocykloidy lezi par bodi, jichZ parametry ¢ se lidi o z; pislusné
jim kruhy I'lezi na stejné roviné a tedy se protinaji. Geometrické misto
prusekti téchto kruht je pak dvojnd &ara plochy kotilnic. Podle rovnic
(4) a (4') pro kouli a rovinu I

B4yt 2—2cxcosp—2cysiny =at 4 g2 —c2—2agcoso,
XSinp—ycosp =gsineg

nachizime pro prusediky jesté rovnici

xcos:p—}—ysintp:icicosqa.

Dvojna &ara tato lezi tedy na kouli
24yt =a gt
a na hypocykloidnim vilci

iy = % (c -; 2 - c-;-a e’“") e te=v, (ap=c9),
jeho? z4kladnu vytvot kotileni kruhu poloméru r = g = ;ca po kruhu

pevném poloméru g, pti &em? opisujici bod je diametrilni s bodem fidicim
pohyb (t. j. rdim& m4 hodnotu — 7).
Hypocykloida tato je podobna (mkrit zmensena) hypocykloidé fidici

a otoena tak, aby bod (-i- , 0) byl jeji vrcholem.
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Tak na pt. m4 plocha kotélnic ¢ = 3 a dvojnou &4ru, jez le2{ na kouli
APt =g—8a
a na vélci
iy = bea—em ey

jehot Hdici &arou je Steinerova hypocykloida s hrotem x =—g, y =0.
Obecné mime pro bod na dvojné Cate

2 2
24yt = aczg costp + glsinl g,
tedy z rovnice koule plyne
2 __. 2
2=2 2 ; (B—g?cost @);

aby dvojn4 &ira tato byla realnou, musi byti g > c.

* *x
*

Déile muZeme stanoviti elementirné body na prisednici plochy
kotalnic s valcem (g)
: 24y =g,
ponévadZ umime strojiti teny fidici hypocykloidy vychizejici z boda
kruhu (g). Jednotlivé tyto teény jsou pruméty kruhu I, jeZ protinaji
zvolenou stranu vilce a které tedy dovedeme sestrojiti. Plocha kotélnic
je stupné 4 m.
U plochy kotidlnic ¢ = 2 @ (m = 2) osmého stupné existuji z bodu
o = x 4 3 ¢ na kruhu (g) tfi teény tidici astroidy ¢, ¢ + 1209, jeZ vespolek
sviraji dhly 1209, &tvrtd tena odpovidd fthlu — . Prusetiky koule (4)
s pfimkou na valci
X =gcosmw, y=gSsinam
jsou pak diny rovmici
2=—3a(a+2gcos29¢),
kde tfeba klisti postupn& ¢’ = ¢, ¢ + 120%, x — 3 ¢.
Pro g < % tedy uvaZovani priise¢ neni realnd ; pro g > -g- existuj
partie s jednou realnou dvojici.

Zvelitin'a +2gcos2 ¢, ¥, =9 +

“T" , aspoii jedna je kladnd,

jefto souet jich je 8a>>0; tedy ze &yt dvojic priseki aspoii jedna je
pomyslna.
Soudin uvaZovanych veli¢in

a4+ 2g3cosb ¢
bude zdporny, je-li velitina @ + 2 g cos 6 ¢ z4porn4 a pti tom @ > g. Pak
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z uvatovanych velifin jsou dv& kladné, a vyraz 22 bude kladnym pro jeden
z Ghlt ¢, a pro thel & — 3 ¢, take tu plocha m4 dva pary listd realnych

a dva piry pomyslnych.
1.
TaZime se, v jakém vztahu musi byti parametry ¢, ¢, dvou kruhi
I’ a I, aby se tyto kruhy protinaly.
Radikalnf rovina kouli z obalové fady ptislu$nych k na3im para-
metrim jest

x(cosp—cos) +y(simp—sing) = % (cos @ — cos @,),

a roviny kruhii obou jsou

XsinYy —ycosy =gsing

XSt P, —y cos ¥, = g Sin @,.
Vylou¢enim %,y z téchto tfi rovnic obdrZime hledanou podminku,
a sice ve tvaru

(16)

cosp—cosy, Sinp—sintg, —‘:- (cos @ — cos ;)

) =0.
sin P, —cos ¢, sin @,
. sin ¢ —cos ¢ sin @
Odett&me tteti ¥idek od druhého, a v novém determinantu délme
prvni dva tidky na 2 sin ”b—;& :
e %+ ¢ Y+  a . +o snd
sin —5—- , cos TE, o sin 7 P
v+ A ?+o sind =0,
cos 5 , Sin—g— , c0S ) <in 4
sin P —cos P sin @
_P— % _¥—
Jd = 3 , 4 = 3 .

Podminka je mimo to splnéna pifi sindg = 0.
Rozvineme-li determinant podle prvka posledniho sloupce, vyjde

sind (a . @+ Y — Y -9+ . 11’—'1’1).

sing \ 5 "3 cos 3 + cos, 5 sm 3 ;

podminka ta je spln&éna pro sind = 0 pouze kdyZ sin ¢ = 0.
Ptredpoklidejme sin ¢ = 0, a polozme

L;_(pl_zm’ tedyw:m-'—d,

sin (o + J)

ind = st @ colg & + cos w,
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a podminka bude znfti
. a .
sinmcotg & = - sin o colg 4,

coz vysaduje bud sin @ = 0 aneb
cotg & = % cotg 4.

Dva kruhy I, I se tedy protinaji, je-li splnéna jedna z t&chto pod-
minek: .
1. Rozdil ¥ — ¢, je celistvy ndsobek dhlu 2 =;

2. @ a @, jsou celistvé nisobky thlu =, stejné parity ; tato podminka
se k obecné poloze kruhu nevztahuje.

3. sin ¢+ P =0,
2
% —® _ a4 2 S 4
4. colg 3 = - colg 9 .
Posledni ptipad vyjadiime piehledné&ji, kladouce
""1— ¢ _ __c_ _
—g =% — =k
tedy
Pr—9P _
g = ke,

takZe 4. zni
* ghd =Fkigd.

Urdi-li se veSskera feSeni této rovnice, obdrzime pak veskery kruhy,
jez dle 4. protinaji kruh I (¢), kladouce

V=9 + 2
P#iklady. Na plofe kotalnic pro a = ¢ dotykaji se vefkery kruhy;
zde podminka 1. nepodiva kruh I rizny od I, stejné podminka 2.;
podminka 3. diva kruhy ¢ a — ¢, podminka 4. v tomto pfipadé je splnéna
pro kazdé @.

U plochy kotidlnic ¢ =2 a (p = 2 ¢) rovnice * zni
g29=21gd
a nemd fefeni; podminka-l. neddvad novy kruh, podminka 3. pak dava
¢ + ¢1 = ,:) 2 .

Rovina kruhu I' mi rovnici
Xstmyp—ycosyp =gsin,
pro ¢, = 2z — ¢ zni tato
xsimy +ycosp =gsin2 ¢,
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prisetnice jest ptimka I
y=0,x=2gcos,
protinajfcf oba kruhy ve spoleinych bodech.
Pro ¢, = x — ¢ zn{ rovnice druhé roviny
xsiny +ycosy =—gsin2¢;
prisednice je x =0,y =—2¢gsinyg (II).
Pro body I zni koefficienty v rovnici roviny tetné
A=(c—2gcosv, B=siny,C=—z;
pro ob& roviny teiné ptislu¥né k hodnotim ¢ a 2 = — ¢ li8 se vespolek
pouze koefficienty B; tentyZ bod ma dva rizné paramétry ¢ (¥a 2 # — 9),
spoledny paramétr a:
2a—g—gcoso
a—gcosq

cosa =

a dvé ruzné roviny tetné. Tyto body napliiujf dvojnou &ru plochy, ktera
lezf na rovin& O x z: '

x=2gcosy, 22=(a—gcos2 y)sinta,
t. ]’ . po dosazeni za cos? e:

2=(@a—gcos29p) —(@a—g+a—gcos2¥)?

(@) 2= (g—a)(3a+g—4agcosty),
2 — (g — _*).
(@) 2=—a(3a+¢—2);
rovnice této dvojné &ary zni
22 22
— =3a g
(8) e T e—a + g

takie je to ellipsa neb hyperbola, jak g >a ¢i g < a.
Jeito dle (@)
2= (g—a)[3(@a—g) +4gsiny)
je zaporné pti redlném ¢, jakmile g < a4, je zfejmo, Ze ,,dvojnd hyperbola
trofi isolovanow Edru plochy zkrdcemych kotdinic'‘, prislulejic k pomyslnym
hodnotim 4. Naproti tomu jest ellipsa (g > a) oby&ejnou dvojnou &arou.
Body na pfimce II maji pro koefficienty v rovnici tené roviny

A =ccosy, B=(c+2g)sind,

takZe roviny jsou rizny pro parametry ¢ a = —¢; mame tak druhou
dvojnou ¢4ru na plofe kotilnic, leici na roviné O ¥ z. Pro paramétr a
nalezneme

. 2 -
cos @ = 2a+2gsin?y _ 2a+g—gcos2y

a—gcos2¢ a—gcos2y¢
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tedy A=—(@+g (Ba—g+ 4gsin®y)
¢ili . 2

2 =g—3a.

g + a+g ¢ ¢

Plocha tato m4 tedy za dvojnou &iru ellipsu v roving Oy s, kterd
jest realnou pro g > 34, a sice je tu
A=(a+g[3(g—a)+4geosty]
kladné pro realni y, takle téra jest skuten& dvojnou.
K témto dvéma kuZelosetkam dru{se ellipsa @ = 0 na rovin& z4kladni
x= (@t g cosy,y=(a—¢g) sing,

kterd oviem neni singuldrni ¢arou plochy.
Ustanovme jeité te¢nou rovinu 6 v bod€ na dvojné kuZelosedce
y = 0. V jeji rovnici

AX4+BY+CZ+D=0
nam pro stily &len

D=g*—a*+2(@—acosa)(@a—gcos2 )

hodrota
(@—gcos2¢) cosa =2 (a — g cos* 9)
dava
D = g2_.a2 +2a (a-—-gcosz,p) + 4a(gcos*¢—a)
t. j.

D= (g + a)—4a?
Rovnice te¢né roviny v uvaZovanych bodech tedy zni
(@ +g2—4a
2

(®) (a—g)Xcos¢+aYsintp——%Zz+ =0,

Jeji stopa pudorysnd Z = 0 obaluje ellipsu

X=pcose , y = v sinp,
_4@—@+gr | _ 4 —(etgP
T 2(@—g S 2a

Bokorysn4 stopa X = 0 roviny te¢né obsahuje ve své rovnici [zna&ime
n=(@a+g*—4a= (g—a)(g+3a)
2aYsiny+n=2z
€len z, pro né&j% zname &tverec v jednoduchém tvaru
2= (g—a)(3a+g—4gcosty).
Povysime tedy obé strany rovnice na druhon mocnost a u vysledku
polozime sin ¢ = % vznikne tak rovnice

[a2Y: 4 ga—g) 22 ut+an Yu+%(a'—g)223+”T’=0,
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z ni% obdrZfme rovnici obalové &4ry bokorysnych stop anulovinim diskri-
minantu.
Vysledek zni po redukci

a'(@e—gtY'+g6—gP2'+ngla—g =0
Je pfirozeno, Ze kuZelosetka tato je realnd pouze pro g > a, kdy tefné
roviny jsou realné.

Te¢né roviny plochy kotalnic ¢ = 2 @ v bodech dvojné ellipsy y =0
sestrojené obaluji rozvinutelnou plochu 4. tiidy, jejiZ stopa bokorysna X =0
jest hyperbola

2
e v ¢Yyg—a' g—a’
jeji stopa nirysna a pudorysni jsou ellipsy, i zbyva urditi jesté &tvrtou
kuZelosetku na této rozvinutelné plose leZici; tato jest ib&Zna kuloZelka
plochy kuZelové

X2 pA a2 Y?
3+4_ n

Abychom k rovnici té dospéli, ur¢ime obalovy kuZel rovin vedenych
potitkem O rovnob&Zn€ s rovinami te€nymi; v rovnici takové uvedeme
&len Z z na pravou stranu a utvofime ¢tverce. Vysledek

[(@—g)Xcosp +-aY sing]? = -%Z”z2 =% Z:(g—a)(3atg—4gcosy)

diva kvadratickou rovnici o neznimé
u = e2tv,
a sice;

[(@—g2X:—a2Y24g(g—a)2®—2ia(a—g) X Y]u
+2((@—gP X+ @YV + (g —a) (—30) 22 u

+ (@ —grXt—at Y2t g(g—a)2:+2ia(a—g XY =0.

PoloZi-li se jeji diskriminant na roven nulle, vyjde hledani rovnice

plochy kuZelové ve tvaru

3aY?— (g —a) g+ 3a) X2 = % €—a) (g +3a) 2

ktera je totoZna s rovnici shora uvedenou.

Normily plochy kotilnic (¢ =2a,g > 4) v bodech jeji dvojné
ellipsy v narysné y = 0 tvofi sborcenou plochu, pro niz znime dvé kuZelo-
setky: ellipsu v narysné a kruh (¢) v pudorysné.

Rovnice normaly muZeme psiti

X—2acosy Y —2asing _£_
x—2acosv y—2asiny 2

='U.
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kde v je pomocny paramétr; dosadime-li hodnoty
y=0, x=2gcos vy,
obdrzime parametrické vyjidfen{ plochy normal
X =2[a+v(g—a)cosw,

(n) Y=2a(l —v)siny,
Z=vz, 2=(@g—a)(3a+ g—4gcosy).
Hodnota
a
vV =
a—g

d4ava pro bokorysnou stopu plochy normél
Y=—2gvsiny, Z2=v2(g—a)(3a+g—4gcos?y),
z tehoz vylouenim ¢ vychazi
(g—a) Y*—gZ% =3 a%g

jakozto rovnice hyperboly, v niZ rovina X =0 se&e uvaZovanou plochu
normal.

Pudorys normaily

aXsinp+(g—a)Ycoso =2agsinycosd

obaluje ¢éru 4. ttidy ptibuznou s astroidou; je to obrysova &ira plochy
normal, kterd je stupné osmého. .

Cary v = konst. na této ploge jsou 4. stupné a jevi se jako prased

elliptickych valca
x2 ;V2

Grvg—aF T @a—op _*
: x2 n 22 _g+3a
[ +v(@E—a)) " gg—a)r g

Smérny kuZel plochy normil jakoZto doplitkovy hotejitho ma rovnici
3x2+4z2=%y“.
Rovnici plochy kotélnic ¢ = 2 & poskytne ndm jeji vytvoreni jako
obalové plochy kouli (4)
#+ 9yt 2 —4daxcosy—4aysing +3a2—g2-2agcos2 P =0.
Zavedeme-li komplexni parametr # = ¢/v , a znamename-li
K=ux*+4 y2+ 22 4 3 a2 — g2,
obdrzime tuto rovnici ve tvaru
agut+1)—2a(x—iy)w*—2ax+sy)u+Kurt=0;
diskriminant jeji je din vyi‘azem

4 = S3— 2773,

Rozpravy: Rot, XXVI, Tt. II. C. 7. 3
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rovnice plochy 4 = 0. Tato plocha kotdlnic m4 tedy dvojnou &iru na ploSe
S = 0; pro vyraz S vypotteme

12S=K?— 12 a? (a? + y?— o).
Plocha S = 0 rozpada se ve dv& pomyslné koule
K=6a=+2iazV3&liat+y2+22=3a2+g2+2azV3;

ty vytinaji na plo%e kotilnic dv& dvojné &iry; rovaice (3) divd pro né&
1—2cosa =+ iV3sina. Jsou to patrn& ob& slotky htbetni &iry, jez
jsou tu dvé& pomyslné kotilnice (cos @ = 2). Plocha jest 8. stupn&, mi 3
dvojné kuZelosetky (udané vyse a kruh dbéiny) a dv€ dvojné Cary
stupné 6. Rovinné fezy jeji maji tedy aspoii 18 boda dvojnych. Sférické
¢ary této plochy lezi na plochach stupné 6.

*x L]
%*

Jako tfeti ptiklad uvazujme piipad ¢ = 4 a; zde & = 4, rovnice *

g4o =41gd
se pfi oznaleni tg & =¢, jeito
At —n
‘ 4% =T _—mr—ip
prepi3e na

1 —2=(1—f2—42
a pro § =1—1¢ zni

£243E—4=0; §{, =—4¢=1.

Hodnota § =1 poddva nepotiebny vysledek £ =0, a zbyvajici
§ =—4 diva
tg9 =+ V5.

Kruhy ¢ a ¢ + 2 & se protinaji v piru proménnych bodd, jez davaji
dvojnou &ru na plose kotalnic. Jeji pramét je dan rovnicemi (16) &ili pii
Y, =9+ 29

= _—g— ) —— 1

x “in g (stm 41, cos P — cos P, sin 4 1),
g . . . :

y = “in 20 (sin 4 ¥, sin ¢ — sin ¢, sin 4 P).

Odtud vypoc¢teme

a = U—g ] 6w ] o =
x4y Sin 3D (sin3 & e +sinbde 3 0o=9+8+m=x
&ili

3 ————g , Y 8lw fw
x+'¢y—sm20 (stm3® 4 sin b & ¢ 8iw) i,
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Porovname-li to s rovnict modifikované hypocykloidy
x4+ 1,y = (R—-r+he—‘ﬂ) 6‘“,R¢ =fp

(R polomér kruhu pevného, r polomér kruhu hybného,  odvaleny Ghel
na kruhu pevném, # na kruhu hybném, A rdmé),
a uvaime-li, ¥e v natem ptipadé tg® =V jest sin 2 & kladné, sin 3 ¢
a sin b & viak zédporné, nachidzime, Ze uvaZovand &ira jest hypocykloida
s hodnotami

=—g'si ——g'si 8 _8_R . __8
R—r7r= g sm30,h— g sm5&, p —?—- pall g —W.
Tedy
R—r 3 B, . 8,
- —F,r_—?gsmM},R— ngm30.

Pidorys uvazované dvojné &ary na plode kotilnicc =4a (p =4 ¢)
je tedy hypocykloida, jez vznikne kotdlenim kruhu poloméru

5 sm3® _ bg

TET 3 w2 3Ve

po kruhu pevném poloméru

R=——8 sim3d 8¢

38Smeo _ 3ve '

nebof opisujici bod md od stfedu hybného kruhu stilou vzdalenost
(réme)
sin b 9 he

— =1’,

W=t mze ~ 3ve

a odvaleny thel na kruhu pevném pocitany od kladné osy O x jest
@ =5y +9) + =
V obecném ptipadé, pro libovolné % = %, cbdrzime pro dvojné

body zcela stejnym postupem

y — _g— ) -— ! ) 2ikw] L4l + A o
Xty < 3 [sin (B—1)& +sin(k+1)9e 1éu+h
—_g__ ;. — 5y - 2ikw] il =—R)w

T 98 [sin (1 + &) & —sin (1 — &) & 2éFe] ¢ ,

kde polozeno @ =9 4 9.

,,Ma-li rovnice
igho =Fkig®, tgd>0,

feseni, protinaji se kruhy ptislu¥né k parametram ¢ a ¢ 4 2 & na plose
kotalnic ¢ = k a v bodech dvojné ¢tary, jejiZ prumét do roviny pevného
kruhu (¢) jest prodlouZena Ci zkracend hypocykloida pii & > 1, epicykloida
3e
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phH % < 1. Zikladn{ kruh téchto &ar mi stfed v bod& O, a jeho polo-
mér jest
2k sin (k—1)
F—1 8 snzo
2k sin (1l + k) #
1+ 4 § sin2d

R =+ ®  k>1 (hypocykloida),

R =+ , & <1 (epicykloida),

polom&r hybného kruhu ¢’ jest

"1+ k& 1—*%

T R’, resp.—zk—R,

a rdmé (vzdédlenost opisujictho bodu od stiedu hybného kruhu) ma
hodnotu
sin (1 + k)&

sin (1—Ek) &
=8 sin2 9 )

, Tesp. g sin2 o

Vypotet predchozi operuje pouze rovnicemi (16), které odpovidaji
te¢ndm libovolné epicykloidy neb hypocykloidy, prostorovy Zivel zastoupen
toliko zvlastni hodnotou dhlu &. Ponechime-li v pfedchozich vypoctech
& libovolné, bude se bod (x, y) jeviti jako prisek dvou teten epicykloidy
svirajicich stily dhel. Znamenejme R, 7 zikladni poloméry kruha u epi-
cykloidy, a ptedpoklidejme g = a. Mame pak

Odvaleny thel na pevném kruhu jest p=9—¢ = (1 —k) ¢,
pfirtstku & dhlu ¢ odpovida piirastek ¢ = (1 — k) & Ghlu p.
Konstanta k& uréi se z rovnice
R _ 2k
r 1—Fk’
nadeZ eliminaci a z vyrazi pro R’, 7', a tam¢& A’ obdrZime pro novou epi-
cykloidu poloméry R’, 7’

(R __2k _ R
Y 1l—k 7’
) 14+k% )
(17) +R’— 2R sm(l—k" h'—R sin &
T 14k sin 24 T T R o 40
1—% ST "%

Te¢ny epicykloidy, jichz pruseky uvaZujeme, sviraji dhel
2a

1—k&’

29 =

kdezto opérné body (okamfZité sttedy otdéeni) na kruhu pevném R maji
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Ghlovou vzdalenost 2 @; prisek teten odpovidd Ghlu ¢ 4- &, tedy polarni
thel jeho bodu opérného (u') jest p’ = p 4 0.

,, Pohybuje-li se thel stilé velikosti 2 & tak, aby se jeho ramena
dotykala epicykloidy (R, 7), opisuje jeho vrchol epicykloidu prodlouZenou
& zkricenou, piisludnou k epicykloidé homothetické a sousttedné.
Opérné body dotykovych bodd ramen maji stdlou angulirni vzdilenost

20 =23(1—%S9,

a opérny bod vrcholu leii na pruvoditi O p', jenZ puli Ghel pravodita
bodi opérnych dotykovych bodu; zdkladni prvky nové epicykloidy
jsou stanoveny rovnicemi (17).*

Volime-li na pf. kardioidu R =7, mime k2 = % , nateZ opérné body

dotykovych bodii ramen hybného hlu maji vzdalenost Ghelnou 2 4, Ghel
teten je 34, a epicykloida vytvofend vrcholem dhlu pfishu$i k pevnému
kruhu poloméru

;3 o, sim2d
R —?Rsmw'
a ma rime
, sind
W =3R sin 39 = R’'secd .

Ponechivime &tendfi odvoditi analogickou vétu o hypocykloidé.

8.

Predpoklidejme ur&itou kotalnici, takZe v rovnicich (2) jsou veli¢iny
a,c, e stilé. Pri stilém ¢, ¢ (6@ =c9) a proménném g probiha bod
loukot, t. j. polomér C M hybného kruhu. Souhrn viech poloh loukoté
tvoiil sborcenou plochu loukoti, ptfislusnou k uvaZované kotdlnici. Jeji
parametrické vyjddfeni v neodvisljch parametrech ¢ a g podavaji
rovnice (2) .

x=(—acosa)cosd + g (cosa cos g cos P + sin @ sinP)
(18) y = (c—acosa)sint + g (cos & cos @ sin p — sin @ cos P)
z=asima—gsinacosg;aqp =cy.

Ridici ¢4ra g = 0 této plochy jest kruh, souhrn poloh sttedu C hybného
kruhu, lezici vroviné z = a sin @, jeho stied leZi na O z, a polomér jest
¢c—a cos a.

Smérny kuZel, jehoZ vrchol ¥ (0, 0, a sin ) splyva se stfedem Fidiciho
kruhu (C), ma rovnmice

x = g (cos a cos @ cos P + sin @ sin P)
(19) y = g (cos & cos ¢ sin ¢ — sin @ cos ¢)
Z=GSina—gsmaecose,ap =cy;
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prvni dvé& rovnice 1ze shrnouti ve tvar pomyslny

(19" x4y =gcos'% dlv—9 —g sin’_;_el(w{-w).

Koule g = konst. sele tento kuZel (19) v ¥ife, jejiz pramét (19') je
prodlouZena &i zkrdcend epicykloida neb hypocykloida, i nalezneme pro
polomé&r pevného kruhu R, hybného »

2¢ « a—c¢ o
= g & — 2 %
R a+cgcosz,r a+cgcosz
a pro ramé
n? %
h =gsin g -

Epicykloidou je &ira pro a > ¢, hypocykloidou pro a2 < ¢, a je to
kruh v ptipadé a = ¢. V tomto poslednim ptipadé ukazuje rovnice (19°)

x+iy=g0052%—gsin2%e2‘¢,

% , a stted lezi na ose 0 %, x = g cos? % .Smérny

kuZel plochy loukoti pro ¢ = a obsahuje tedy hyppopédu.
Uhlim e = + 90° odpovidaji plochy loukoti zvladf jednoduchého
vyjadfeni analytického
x=ccosy + gsinegsinp
y=cSiny —gsinecosy
2=+ (@a—gcosep);

Ze polomér kruhu = g sin?

smérny kuZel z vicholu ¥ md za padorysnou stopu &aru, jejiz polarni sou-
fadnice  a @ maji hodnoty

b4 c c T
r=angy o=9—5; p="L =2 (ot 7).
*

%
%

Ve zvlastnim piipadé a = ¢ (p = ¢) obdrZi rovnice pro loukotf tvar

x = a{l —cos a) cos ¢ + g (cos a cos® ¢ + sin? )
y = (1 —cos a) (a — g cos ) sin g
z = (@ — g cos @) sin a.

Odtud eliminacf g vychéizeji rovnice loukoté

y & ,
(20) { g e
xsinacos@ + z (sin? @ + cos a cos?p) = a sin a.

Torsdini ptimky na ploSe loukoti (jeZ se protinaji s nekone¢n& blizkou),
hovi tedy jedné z rovnic singp =0, cos@ = 0.

VII.



Pro ¢ =0 a ¢ =z midme pHmky torsiln{
y=0, +txsina+zco0sa =asinae,

dile pro ¢ = i%

o

7 Z2=asina,

y=+z4g
t. j.

. a .
y=+2asm?-, z=asina,

S

torsalni ptimky na rovin& kruhu (C). .
Eliminaci @ z rovnic (20) vychidzf jakoZto rovmice plochy loukott
(@ =¢)

(21) x? (22 — v2 cotg? %) = (y2 cotg % + 22 cotg &« — az)z,
kterd je tedy 4. stupné.
Vilec sméru O x
y2 cotg% + 22colga —az =0
¢
2
yzcotg—;- + colg a (z—?a tga)2 = —1—tg o

stanovi na O y z kuZelosecku, ktera je dvojnou &arou plochy ; mimo to jest
osa O x jeji dvojnou pitimkou. TyZz vilec vytind na rovindch y= + z#g %

dvé piimky, podél nichZ se plocha t&chto rovin dotyka ; jsou to vyse uvedené
torsdlni ptimky na roviné fidicitho kruhu (C). Rovina O x y se€e plochu
vedle dvojné piimky jesté v piimkach isotropnich y +4x = 0.

Na ploge loukoti zndme tak kruh, dvojnou kuZelosetku a dvojnou
pfimku, kterymiZto elementy jest geometricky urdena.

Plochy druhébo stupné prochazejici dvojnou pfimkou a dvojnou
kuZeloseCkou plochy loukoti protinaji plochu tuto v ¢tire 2. stupné&, jez
se rozpadd v piimky. Rovnice téchto ploch mi tvar

(22) A(yzcotg%—l-z%otga—az +x(my +nz) =0,

kde 4, m, n jsou libovolné konstanty. Pro 4 = 0 se plocha redukuje na

rovinu obsahujici dvojnou pfimku O x a na bokorysnu, pro ostatni mu-

Zzeme piedpokladati 4 = 1. Pruse¢ ploch (21) a (22) pak hovi rovnici
(my + 1 2)2 = 22— y2 colg? % ,

vynechime-li nezajimavy faktor a3; Tovnice tato odpovidi dvéma
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rovinim svazku O x, takZe nase plochy stanovi na plose loukot{ soustavu
dvou pHmek. Avak také roviny svazku O # protinaji plochu pouze v ptim-
kéich, jak to ukazuje substituce z = ky, je% vede k rovnici

v « «
+ x YR — cotg’7 = y(cotg? + k2 cotg a) — ka.

Znamenejme dile

D =2 cotg% + 22 cotg @ — az,

takZe

Scote? = g2 = s _ d
y2cotg 3 2: = @ colg 3 + a z cotg 3

.. &
2 sin 3

a rovnice (21) bude

2
D24+ 220 coztg%—x2 _za_ —azcotg% =0,
2sin2?

z &ehoZ feSenim vychazi

1 ad 1 o 1 32 [/
Q___’_x2cotg_ + x 2 2
2 9 \/_4 x° colg 5 —}——2( pe —2 azcotg—z).

s
Sin? —
2

Zvolime-li

x:sV?asin%, e=+1,

stane se vyraz pod odmocnitkem dplnym &tvercem, a vyjde

a . «
22— a4 CcosS SN ——

1 2 2
¢=——xzcotgij—_ il
2 2 &) .o
) sim —-
t. j. 2
Yootg L 2 cotga—az = —asin - cos = + ¢ (az — a* sin = 2)
y2colg 3 + z2cotgoe—az @SN 5 €0S 5 & | az— @ sin - cos o ).

Pro piipad + 8 =1 a —1 zni tato rovnice

y”cotg% + z2colga —2az+ atsinae =0,
resp.

2 cot, i—l—zzcot a =0,
tedy: VR g d

,,Roviny kolmé na dvojnou ptimku v bodech x =+ V2a sin%

protinaji plochu loukoti (@ = ¢) v kuZelosedce a dvojici ptimek, rovno-
bé&inych s asymptotama dvojné kuZelosecky.*
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Primé&t loukot do roviny O x ¥ m4 rovnici
(23) xsinacosqp—3g(l—cosa)costp+ z—asina =0,
v niZ ptichdzf cos ¢ ve druhém stupni; obalova &ira mé rovnici anulujfcf
diskriminant, t. j.
Bsinta+4(1 —cosa)z(z—asina) =0,
eili
R 2 e & 8 a_ 1 9.9
(23%) %% cos® +2(z 3 sma) g &' sinta.

,»Narysny obrys plochy loukoti (@ = ¢) jest ellipsa majici vrcholy

0, V; druba polouosa jest V2a sin% .

Abychom uréili pidorys dotykové &iry plochy loukoti s opsanym
valcem sméru O y, uvaZme, Ze pfimka (23) dotyka se svoji obalky v bodé,
jen% hovi rovnici

(23Y) x=2ztg % cos @,
a pripojime-li z rovnice loukot&

a .
Yy =zlg—sing,
2
shleddvame
24492 = 4z2tg2%,
coZ jest rovnice kuZele 2. stupn&, kterym se dotykovid &ira ze stfedu

O promita.
Nalezneme pak z (23) a (23p) pro dotykovy bod

asimae
1+ (1 —cosa)cos’ep ’

2 =

takZe pudorys ¢ary dotykové je raciondlni kfivka 4. stupné:
cos @

z 14 (L —cosa)cos’ep ’
Sin @

2 14+ (1 —cose)costp ’

x =4a sin—

y = 2asin?
4x2y2+ (2.__cosa)x‘=16a43'in‘?

Pro obrys padorysny neni vysledek tak jednoduchy; poznamendme
toliko, Ze dotykovy bod obrysu s prumétem loukot& lezf na ptimce
%xcos2@ +ysin2¢ =acosp,

&imZ jest konstruktivné urden.
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V ptipadé ¢ = + % jest obrys plochy v ptidorysu zikladni kruh

8+ 4y =al.

Dvé loukoté (@) a (g,) se protfnaji pouze za podminky bud 1) sin ¢ =
= sin @, aneb 2) cos ¢ = cos @,.

A sice nalezneme, Ze rovina p#imek (p) a (w — @) obsahuje primku
dvoinou; dile jsou ptimky (@) a (— ¢) na spoleéné roviné

(23) T xsinacosg + z (sin?@ + cos a cos® @) = a sin a.

Vegkery tyto roviny protinaji plochu loukoti v kuZelosetkich. Dvé
z nich jsou kolmy na O x, a sice jsou to roviny vy3e uvaZzované

«
-

xr=+aV2sin 5

Roviny (23) obaluji vilec ellipticky, jehoZz zikladna jest obrysova
Cara plochy.

Danym bodem M plochy loukoti vedme obé te¢né roviny opsaného
valce elliptického sméru Oy; ty sekou kaZda plochu ve dvou piimkich
a v kuZelosetce, a musi pro jednu tuto rovinu bod M leZeti na jedné
z oboli pfimek, kdeZto u druhé roviny lezi bod M na kuZelosedce ; kazdym
bodem plochy prochizi jedna ptimka a jedna kuZelosecka, leZici v roviné
kolmé na nirysnu.

V obr. 3. vychizime z danych bodu O, A (tedy pevného kruhu
kotilnice) a dhlu «. Pfimky ', a”’, prochizejici body 4, 4, prise¢nymi
kruhu zdkladntho (m) s osou O x, a naklonéné k této pod dhlem « jsou
narysy torsilnfch ptimek «, a;, které maji rovnice

"% z

+2 4 =1,

—a alga

pudorysy jsou v ose O x. Na a’’ nandsime od 4 délku @, a promitime
koncovy bod do 0 xa do O z, ¢imZ ur&en polomér kruhu fidiciho & (polomér =
= a —a cos @), 2 narysna stopa jeho roviny, souasné narys kruhu %”;
jeji prasek s O z je narys V' sttedu kruhu k. S ptimkou &’ splyva narys
b” obou piimek torsilnich b, b, rovnob&Znych s O %, jichz pudorysy &’, b,’
jsou te¢ny kruhu %’

Je-li d4n bod m na pevném kruhu (X O m = @), protind teéna jeho
m L osu O x ve stopé loukoté L, polomér O m stanovi na &’ bod C’, ktery
je pramét stfedu C valeného kruhu, nirys C” lezi na k. Piimka C L je
loukof #, jeji pruméty p’, p’ jsou tedy LC’, LC".

Rovina € vedena pfimkou p kolmo na nirysnu protini plochu
loukotf v kuZeloseéce a ve dvou piimkach, z nichZ jedna jest p, druha
s nf soumémd vudi nirysné. Tyto pfimky protinajikruh %, tedy pruseky
kruhu tohoto s rovinou € neleZi na prusetné kuZeloseéce.
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Rovina kolm4 na narysnu vedend ptimkou torsilnf a &i a; dotyka se
plochy loukotf podél celé této ptmky ; roviny te¢né podél ptimek torsdlnich
b a b, prochézejf osou O x.

Rovina € protina ptimky a, @, v bodech ¥, %, na hledané kuZelose&ce
a jeji tedny v téchto bodech jsou kolmé na nérysnu; tim ziskiny vrcholy

al/
K’ ; b//
iv” cl/ )

U\lﬂ’A L X

bl

gl

Obr. 3.

A’, A’y pro pidorys kuZelosetky, s tednami kolmymi na O x. Priseky
B, B, (v obrazci psin pouze prvni) pirimek torsilnich b, b s rovinou €
naleZeji rovn&Z hledanému fezu, a jeho tedny v nich prochéizeji bodem L.
Tak méme pro puidorys naseho fezu daldi par bodu, B’, B’; s te€nami L B’,
L 8’;. Pro pldorys kuZeloset¢ky zndme tedy &tyti tedny s body dotykovymi,
¢im2 jeji konstrukce redukovina na otidzku planimetrickou.

Pro obalovou ellipsu v nirysu zname vrcholy O, V", a dv& tetny
a"’, a";, pro néZ neni nesnadno sestrojiti body dotykové.

9.

Pokud se tyée konstrukce roviny te¢né plochy loukotf, podavaji
dosavadni vysledky methody dvé, jedna spodiva v b&Zné methodé te¢nych
hyperboloidi plochy sborcené, druhd v znalosti kuZelosetek plochy. Treti
konstrukci ndm poda konstrukce te¢ny &ary g = konst., ktera je sféricka
kotalnice.

VII.



44

Rovnice kotdlnice g = konst. se mohou psati
x—g = (1 — cos &) (@ — g cos @) cos g,
(24) y = (1 — cos a) (@ — g cos @) sin @,
z=(a—gcosp)sina,
takie v polarnich soufadnicich pro p6l G(x =g, y =0) a osu Ox mi
pudorys kotilnice g = konst. rovnici

(24%) r=01—cosa)(a—gcosg), r=+VY(x—g)?+)8
pfi ¢emzZ ¢ jest polarni Ghel; vyika bodu na ploSe jest pak

«
z=rcotg7.

Znamename-li na okamzik

’

a =a(l—cosa), g =g(l—cosa),
pife se polirni rovnice ptehlednéji
(24b) r=a —g' cos o,

a je ziejmo, Ze pudorys prodloniené & zkrdcené sférické kotdlmice (¢ = a)
jest Pascalova zdvitnice, jakoZto konchoida kruhu

. rn= —g cosp
s prodluZovaci konstantou &’ (» = r; + 4'), a kterou moZno té% briti jako
cissoidu kruhti 7 = @’ a » = g’ cos ¢.
Mimo to mame dle (24) a (242)

Xx—g+iy=re? = (a"—g cosp)e?,

’

€

t. j. — jeito g——2—:%g(1 + cos &) —

. 1 ., 1, ..\
(25) x+1y-—7g(1+cosa)—(a—7ge¢’)cw,

dle &eho% jest pudorys modifikovana (prodlouZena ¢&i zkriceni) kotélnice
o
2
po kruhu stejné velkém, jehoZ stfed leZi na Ox u vzdalenosti x =

kardioidni, kterd vznikne kotidlenim kruhu polomé&ru#*) %a’ = a sin?

= % g (1 + cosa), pti &emZ délka ramene obndsf —;— g =g sin2% .

Z rovnice (25)

x4y =a'6“”—-;—g’e“'"+%g(1 + cos a)

*) Kruh pevny a hybny maji tedy poloviénf rozméry kruhu & aa ploSe loukoti.
Kruh pevny je soustfedny s kruhem Pascalovy zivitnice v, = — g’ cos @ (pél G).
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plyne derivovinim

dx .dy ., ' a

iy + 14 ip =1 (a' 9 —g' ealo),
tedy

%x—=—-a’sincp+g'sin2q:,

dy __ , ,

W—a cosp — g’ cos 2 @,

ﬂ— ’ sin g colg —

a rovnice teény kotidlnice g = konst. budou

(26) X —x _ Y —y _ Z—z
—a'sing+gsin2¢9  a'cosp—gcos2¢

, . a’
g sim @ colg )
pro pudorysnou stopu teény X,, Y, obdrzime odtud, jeZto plati

2 . 4
g sing

’

;o a
g sin @ colg -

X—g=7rcosp,y=rung,

patrné
P _ —a'sing+g'sin2e
X, g-r(cos«p 7 sing
Y0=r(sin(p—a cosqa’——'g cos 2 @ ’
g sing

coZ se zjednodusf na
261 X 7 Y Y r ’ ’
(267) o—g+msmtp. o———mcosq),r—a—gcoscp.

V polarnich soufadnicich s pélem G (¥ =g, y =0) a osou G x ma tedy
stopa tedny kotdlnice g = konst. privodi¢

(269 R=W_gosgl 7
g sineg g sing
a thel
x
(263) 6 = [ 1 '—'? .

Posledni rovnice vyjadituje, Ze slopa telmy kotdlnice g = konst. leZi
na rovnobéice GT s primkou Lm (L O m).

BudiZ (obr. 4.) G, G = g’ pramér kruhu, jehoZ polirni rovnici jsme
vySe uvazovali, r =—g'cos@; bod P’ na priamétu kotdlnice ptisluiny
k dhlu @ sestrojime tim, Ze vedeme tétivu kruhu Q G sméru ¢, na ni¥ pak
nanasime stilou délku Q P’ = a’. T
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Subnormila kruhu je G N na kolmici GN L G P’, a bod N le#f na
kruhu. Je pak subnormaila konchoidy rovna subnormaile kruhu, takZe bod
N le# na norméle primétu kotilnice (P’); t. j.: P’ N je norméla a P' T’
tedna # prumétu kotdlnice; priseiny bod T' ptimky G N s ptimkou 7 je
pudorysnd stopa te¢ny ¢ kotdlnice g = konst.

Obr. 4.

Obrazec verifikuje vztah (262), jeito
NG=g'sing, r=GP', NPT =909,

Jakmile #idici kruh % plochy loukoti je malych rozmérd, bude za
normalnich hodnot g také g’ velmi malé, a methody tyto podavaji pro polohu
teény vysledky nespolehlivé pro nepatrny rozsah obrazce ; aviak pro stopu
tedny jsou methody dostateiné& ptesné Piimka L T je stopou te&né roviny
plochy loukoti, kterd takto uréena velmi jednodusSe.

Bod L m4 soufadnice x, =

, ¥ = 0, kdeZto soufadnice bodu T

cos @
jsou X,, Y,; ponévadz
s 8T
€ Tosg  goosgp '
obcrZime
r 72
Xo—m =? (r—eosecq), Yo—n = e cotg @,

a rovnice stopy &! teiné roviny zni

@) X—asecp _ Y ,
r—ygseco —rcotg @

r =a' —g’ cos @.
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Osek na ose 0y ma tedy hodnotu

ar
(r—gseco)sing '

smérnice pfimky &' jest
__rcolgeg
gseco—r
Tedy pudorysnd stopa teéné roviny plochy loukott v bodé (p, g) jest
uréena bodem L (stopou loukot&) a svoji smérnici

7 colg @

gsec_(p_—-_r’ Y = (].—'COS“) (a—-gcosq;),

pii &emZ vyrazy 7, g secp — 7 a r colg g jsou obrazcem snadno urditelny.
Stopa roviny te&né plochy loukotf mi rovnici (6!), kterou lze psati

sec
(X — a secp) (a—gcos p) + Y(a—-gcosq:—-l;‘—__j}s’;a-)typ =0,

tedy (6') prochazi priisekem piimek
Xcosp+Ysing=0,Y =__fg_7’ cotg .

Pro g =0 zni (€?)
xcosp -+ ysinp =a,

t. j. te¢na rovina plochy loukoti v bodech jejiho kruhu % je te¢nou kruhu
zdkladnfho, takZe je to poloha roviny hybné pfisludnd k uvaZovanému bodu.

Stopa roviny asymptotické (g = @) u plochy loukoti je

. i secpligo )
(X — a sec ) cos @ }—Y(sm<p+ —cosa )=

a obsahuje prisek pfimek
cos®

Xcoso +Ysing =0 Y =2 sing

Rovnici asymptotické roviny obdrzime, vyjadiime-li, Ze obsahuje
loukot, t. j. pfimku sméru

. sin a
cos @, Sin @, T——ws—a_ ’
vyjde ve tvaru
sect@ lg o cos & — sec? @ .
{Ce) X——asecq:+Y(tg +—0Ea— Z ina secp =0.

Narysna stopa pfi oznadeni sec ¢ = ¢ ma rovnici
Z(B—tcosa) + (at—X)sina =0;
podminka, aby kubicka rovnice
B+pt+q=0
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méla dvojny kofen, zni
4+ 2370 =0;
v naSem pHpadé-
asine—Zcosa

p= - ,
___Xsina
q = Z ’
takZe rovnice ¢iry obalové nirysnych stop asymptotickfch rovin bude
. s _ sinfa .,
a7 4(Z—atga)p =27 5 X2Z.

Tato kfivka ttetiho stupné a tfeti ttidy je narysnou stopou rozvi-
nutelné plochy, asymptotické ku plofe loukoti.

10.

Vratme se je$t& ke stope te¢ny sférické kotilnice, t. j. k rovnicim
(26%) a (26%), jez davaji
(@' + g’ sin )2
g cos ® ’

(264) R=

[ 4

odtud pro X,—g =§, Y, = 5 vychazi
gEE+79) =@ R+ g9t .
(28) (g6 —a™) (& +n) —g? 1 =44a"g"n* (£ + 97,
jakozto rovnice geometrického mista stop teden, t. j. rovnice stopy plochy

teden kotilnice sférické g = konst. (@ = ¢), v soufadnicich s po&itkem G.
Kiivka ma &tyfnasobny bod G (§ = 0 = 9), dvojny bod
a'’? a? (1 —cos a)

= 4 = H =0’
$= g 7

dvojné body v kruhovych bodech dbéinych, a v Gbéiném bod&€ osy O y;

coz dava privé tolik dvojnych bodf, jako ma raciondlni &ara stupné 6:
5.4
2

Bod G jest obydejné ohnisko &ary (28).
Pri oznadeni

=6+4+1+2+1.

A48 =u

. a4 2
2—1+4+21—
(u + zgu)
2u (u?+1) !

zni vyraz pro priavodi¢

R=—g
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a redukuje se na lomenou funkci stupné 3. v pHpadé g =+ a; v tom
pHipade titatel znf
(s )
a jeden &initel # + 1 odStépf se zdrovei ve jmenovateli;
IR (e o)\
Ro=—¢ TuTs)
Vyrazy pro soufadnice
_p W+l o, ut—1
*=R 2u ¥y =R 21 u

jsou pak v obecném ptipadé€ raciondlni funkce stupné Sestého, a jen v pii-
padech g = + a4 klesnou na stupeii pity.

Je-li g’ = a'? jest rovnice (28) skuten& splnéna hodnotou § =0
identicky, takZe se odStépi Cinitel § a zbyva rovnice stupné 5.

Kruhy majici spole¢ny stied v bodé G protinaji ¢aru (28) ve skupinach
po osmi prvcich (¢ira ma dvojné body v kruhovych bodech db&inych),
které se rozpadajf ve dv& fady stupné 4, leZici na dvou parabolich (dva
pruseky v kazdé skupiné jsou pomyslné)

a2
p(e—5)—gr=t2dhn,
pii ¢emz k je polomér kruhu vytinajiciho.

Rovnice t&chto parabol se ptepidi na

(29) R Ly

z CehoZ zfejmo, Ze maji spole¢nou tetnu vrcholovou a smér osy; jejich
ohniska probihaji parabolu

4a
,202 = g/ EO:
polomér % kruhu souvisi s polohou ohniska vztahem
kR=T7F % Mo
Rovnici (264) pidme
72 .
_W yr=a +¢g sind,
je7to
mame
iR r2sin @
W =27+m =27+ Rtg@.
Rotpravy: Rot, XXVI. T¢, 11, L. 7. 4
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Vobr. 4. jest XXGT' =0, GT'=R, THIGP', HKIGT,
tedy KP' =r+ Rig®, jeitoGK =T H == — R g 6 (v obrazci je @ z4-
porné); pteneseme-li délku K P’ na druhou stranu bodu P’ do P’ J, bude

GJ=2r+R{g®
délka subnormily polirni a p#imka JT' je normdla stopy rozvinutelné
plochy teten sférické kotdinice (@ = ¢, g = konst.), t. j. stoji kolmo na stopé
oskula¢n{ roviny této kiivky.

Polarni rovnice &ary (pél G)

(@' + g’ sin @)2

R= g cos ®

ukazuje, Ze g'€ = (a’' +g'sin 8)2> 0, a Ze v piipade | g’'| > a’ existuji dva
paprsky svazku G, uréené dhly @ z rovnice

a +¢gsin6 =0, (®=29,9,),
jichZ smérem se &ara fidi v okoli bodu G. BliZi-li se bod po &ife bodu G,
blizi se ® ihlu &,, a prejde-li ® tuto mez, vzdaluje se bod od polohy G, aniZ
pii tom priivodi¢ R méni znameni, t. j. &4ra mid v G 4orat, s teCnou 9,.
Podobné jest &, te¢nou druhého tivratu v bodé G, takZe tento ¢tvernisobny

bod vznika splynutim dvou bodu tvratnich.

V parametru

(0]

se rovnice pfepiSe na
R = a? (t4+m)(t4 n)?
g 1—z#
V okoli hodnoty &, jest ¢ blizké — m, £ + m = ¢ je malé, veliiny
m, n jsou vespolek a od 0i + 1 riizny, takZe obdrZime rozvoje tvaru
E=ye2t+ 9P +...,9=082+dv*+...,|7.8|>0,
a odtud eliminaci z,

1=t gEVE+ 8 +c E2VEF...,

take kfivka se rozklida (podle toho jaké mi znameni V'E) po opa&nych
stranich te¢ny #,; podobné se to mi v okol bodu G vidi tedné &y, prisluiné
ke koteni ¢t = —mn.

V piipadé ktivky stupné 5. t. j. kdy g = + @ — omezme se na vrchni
znameni — zni vyraz pro R

, (t+m)(t+n)=ﬂ+2—ga—’,-t+1.

_a (¢4 1)
R=% T—=#
a po substituci # + 1 = ¢ obdrZi tvar
a'i d

R =

g 4—6rtdri—o
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a soutasn& mizi pro £ = 0 funkce cos @, takZe vyjdou rozvoje tvaru

e=rt‘+?lts+°l0) ﬂ=_y's+y'lt‘+ so0 0y
kde
a'?
Yy = gl'
Eliminace ¢ podd rozvoj
_1 4 s
(*) E=y ’n® +d9° + ...,

z &ehoZz soudime, Ze kfivka prochizejic bodem G dotykid se kolmice
x = g = a, nejevic svym zevnim prib&hem Zidné nidpadné singularity;
bod G= A4 je bod trojndsobny, v némZ splyvi realnd vétev se dvéma
pomyslnyma, viechny tii se vespolek dotykaji. Pro polomér kfivosti

nalezneme
EASH
_[1+(d;zg,)]2 IFEE

a n?

tak?e tyZ je v okoli bodu G nekonetné& maly.

Nasledkem od§tépeni se ptimky § = 0 v ptipad€ g = @ ztraci kiivka
stupné 5, dvojny bod na této pfimce v nekonefnu, takZe mé tato kiivka
trojndsobny bod A4, dvojny bod § = 4’ na O x a dvojné body v Gb&inych
bodech kruhovych, coZ representuje celkem 3 -1 - 2 = 6 obycejnych
bodi dvojnych, jak to u raciondlni &ary stupné b. musi byti. —

V ptipadé: | g | € @ ma kiivka v bodé G dva dvraty s pomysinymi
tetnami, takZe pro realné body pravodi¢ R nemizi.

Uvazujme nyni kuZelosetku s ohniskem G

r = 2 ;
1+4+scosep ’
polarni stopa normdily ma soufadnice
dr _ assing

I
PP T Ty T A tecosgr’

tara vytvofend stopami normil ma rovnici

aecosm
(1 +&sina)t’

7o =
inversi
R 1’0 = — a’
ptejde tato &ira v kiivku
Y 2
R=2 (1 + & sin m) .

8 cos @

4
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kterd pro ¢ = -% se od na¥{ kfivky (28) li¥f jen ozna¥enim konstant (a, g

misto 4’, ¢’).

,,Stopa rozvinutelné plochy teten sférické kotdlnice a = ¢ prechdzi
lcru!xovou inversi v &ru 4. stupné, kter4 je mfstem poldrnich stop normal
urtité kuZelosetky, majici ohnisko v pélu a sttedu inverse G.

Vysttednost kuZelosetky s = %, paramétr = a’, inverse R7, = —a'%,
Z polarni rovnice
R = (@' + g’ sin @)2
g cos ®

vychdzi bezprostfedné poloha asymptot:

(@' + g’ sin @)%

cos® =0, §=Rcos® = s

tedy asymptoty jsou

(@’ +g')? a’? /
= 5 =" _ 4+ g+2a
¢ g g g+

V pitipadé g = a odpadi ifeSeni ® = ——%, a zbyvd jen jedna
asympteta
E=4a.
Pro polomér ktivosti ¢ stopy rozvinutelné plochy teden nim obecny

VZorec
8

_ (Rz—l-R'z)? R = dR R" = a2 R
T RBR4+2R2?2—RR"’ "’ S de '’ T de?
poda
3
_ (R2+R'2)?
(30) TGy (R—1)

a lze jej konstruktivné vyuziti, any délky

1

(R2 4+ R2)%2, R —7r

se v obrazci vyskytuji.

11.

Soutadnice pidorysné stopy loukoté v okamZiku pohybu pfisluiném

k parametram @, ¢ obdriime z rovnic (2) pro @ —gcosg = 0; znéji
31 Xx=ccosy +atgpsiny
(1) y=csingy—atgpcosy, ap =c;

tyto body vytvofuji &aru stop loukotf, kterd ma zajimavé vlastnosti a vy-
skytuje se také v jinych problémech geometrie.
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Méme patrné
x+iy=(c—iatgyp) dv,
x—iy=(ct+iatgp)eiv;

pro kruhové sméry jest jeden z téchto vyrazi 0, druhy e ; to nenastane pro
koneéné ¢v od nully rtizné.

Pro ¢/¥ ~» 0 midme vzhledem k podmince ¢ = 76- v

—ilgpoo—1,

tedy pro @ == c obé& zavorky od nully rizné a kone¢né.
Cara tedy obsahuje kruhové body b&iné.l)
Differencovinim vychazi

dx+ty)=(c—iatgp)ievdd—iasetpdvdy
t. j.

(32) dx+i1dy =(@—ziclgp)tgpevdy.
Odtud obdrzime differenciil oblouku

(321) ds = % Vot Cigg . tgpdg.

Pise-li se ve tvaru

dcos @
cost @

’

ds = —% Ve — (c2—a?) cos® g

vnucuje se substituce — oviem jen v piipadé ¢ > a —
(322%) V2 —acosp =ccos@®,
takze vyjde

ds——V — smgd@

a oblouk na &afe stop loukoti tedy se vyjadfi vzorcem?)

(323) s=%ch—a2(tg@—@)

@ \vy5————— @ a4+ 2 gto
=2 Y 2102 —— Y 2— g2 .
p a4+ chigt g pal a* arctg pp—

1) V pHpadé ¢ = 2 a ma &ira tato jednoduché vyjddfeni

cos® P sin® v
a y=—2a =

x = , .
cos 2 cos2 v

)) V ptipad¥ a > ¢ klademe Var—ctcosg=c g o, nadeZ se oblouk vyjddH

vzorcem
1 log 1 (1: m)]
sinw £ € 4 T 2 )

VII.
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Uhel, jej# tetna této &iry svir4 s osou O », m4 hodnotu

(33) v=¢ — arclg (i tg (p) =29 _ aretg (-5- tgq)) .
a ¢ a
Patrné
dr _a ac _ 6 _a
de ¢ (@ —c%cosp +c2 ¢ csint@®
t. j.
(33" dt=—%cotg2@dcp.
Aviak
. sin @ 2 —a® sin@®sing
ds = a sme_cosch dp =a = 052 @ P,

tedy polomé&r ktivosti nasdi ¢ary bude

ds c—a? sing
R_dt T T ¢ cose 89

aneb kone&né

3
2 2 452 o) 2
39 © R=—Vi—adggipe=2TBD 0
jelikoz
Vet gy
Va_—g '’
druhy tvar vyrazu R je nezdvisly na podmince ¢ > «.
Cara ma tvratniky (R =0) vbodechp =0, + =, + 2 =,... je jsou
zaroven tvratniky epicykloidy (¢ ==, g = a), a jichZ soufadnice jsou

g® =

arm

xX=ccosp, y=csiny, p = ,(v=0,+1,+2,.,.)

Pro {gp = je bod &ry v nekonednu, a tedy &ira nemi bodii
obratnych (R = ).

Polom¥r kfivosti mimo okoli dvratniki ma brzy znaéné hodnoty,
takZe Idfivka aZ na sousedstvi t&chto boda miva prabeh takmét ptimotary.

Ponévadz
x+ty=(c—ialgp)evy = seC(p( c—;-a + c;“ Lz‘.p) slv—9
mame

x4 1y = (x5 + 1Y) SeCco,
znadi-li (%, ¥,) bod K na epicykloidé, kterd je prumétem hibetni &iry na
plose kotilnic (g = a), aneb (pfi @ < ¢) na hypocykloidé, kterd je stopou
obalového vélce kruhti I Tento bod le2f se stopou loukot& L na spole¢ném
paprsku svazku O.
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Planimetricky smysl vysledku je ten, Ze ptimka K M vedeni z bodu
obyZejné epicykloidy kolmo na tefnu kruhu m L obaluje epicykloidu neb
hypocykloidu, a dotykovy bod jejf K s ptfmkou K M leZf na ptimce O L,
¢mz dano pohodlné jeho uréeni.

Kotélime-li kruh poloméru -;— po témZ kruhu pevném (¢), ptslusi
poloze m opérného bodu odvaleny tGhel m C; M, (obr. 5) = 2 ¢, loukot naseho

o A\

Obr. 5.

pohybu (¢, a) t.j. ptimka C M svira s mC Ghel poloviéni ¢ a prochizf bodem
M,, i jest kolmi na m M,, t. j. stopa loukoté*) L je bod na vrcholnici
obycejného pohybu (c, -;—) .
To vychizi ostatné ptimo z rovnic (6*) pro g = a, jez davaji
x+1y= (c—Ziatg %)c"",

ano zde 2a.-‘2£-=c¢.

Rovnice te¢ny v bodé x, y zni
(Y—y) =g (X—2),
s hodnotami (31) a (33). Pon&vadZ tu
c
gY— %9

tgr = p ’
1+ —oigd

1) Loukot pohybu (¢, a) splyvd sz stranou opsaného kuzele rotainiho pro
pohyb (c, i) .
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obdrZf rovnice tefny tvar
(38) X (ctgpcosp—asing)+ Y (ctgop sing + acosy) = (3—at) igg.
Telna k ite stop loukoti tedy obsahuje bod priuseny ptimek

2 — gt

(T) xcos$ +ysin¢g = ,

c
xsinyp—ycosyp =0,

z nich? druhd je ptimka Om, a prvni je ptimka na ni kolmi, majici
od potatku O vzdilenost
d=c —-a—z ;
c

tento bod T leZi tedy na O m u vzdélenosti O T =d, kterd se méfi ve sméru
O m jako kladnd, v opainém sméru jako zdporni. Bod T probihd tedy
kruh (d) poloméru 4.

Te&nu obdrzime, spojime-li prusek T kruhu (d) a pfimky O m s bodem
L na Zafte.

Je zfejmo, jak obdrzime asymptoty, které odpovidaji hodnotim
lg p = @ ; jsou patrné te&nami kruhu (d).

Rovnice normdly &ary stop loukoti zni

(36) X (acosp +ctgpsing) +Y (asingp —cigpcosy) =acsecg;
prochédzi patrné prusekem pfimek

xsimp—ycos¢g =0,
xcosp +ysiny = csee.

Prvni z nich je ptimka O m, druhi je polira kruhu
2+ y? = (c sec @)?

(N')

pro bod m (c cosy, ¢ siny).
Soutadnice bodu (N’) znéji

siny,

7 — ¢ —
(N") x = ot g cosp, y =

cos® g
a polarni rovnice geometrického mista bodu N’ pro pél O a osu O x zni:
¢

Yy —
2 CY
COS” e
a

Inverse » 7, = ¢ poda

2 c c
7o = € COS (p=?+?cos2(p,

takZe iversni &ira (N) jest konchoida riZice. V ptipadéa = 2¢, t.].¢ =2 ¢
obdrzime

c c c
nev=g+ (g3 rge)e
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t. j. bod N v tomto ptipadé opisuje kardioidu se sttedem pevného kruhu
x

% , ¥ =0; polom&ry krubi pevného a hybného jsou -{- , TAmé&

I

E=—"7%

Cédra stop loukots v p#ipadé a = 2 ¢ jest cissoida Diokletova, okolnost,
kterou moZno dokazati elementirn& planimetrickou cestou.

Bud (obr.6) 04 = ¢ = % , A B = 2¢ = a. Uhel m’ v trojthelnfku

Om’' A jest jako obvodovy uhel pisluiny ku stfedovému dhlu ¢ =2 @

roven @, a ponévad: mm' = a, sefe ptfmka m' A tenu m Lv bodé
L, stopé loukoté.

Trojahelniky pravodhlé L m m' a A B » jsou shodny, majice stejnou
odvésnu mm' = A B a ptilehajici dhly m' a A; tedy m'L = A n.

!

m

Obr. 6.

Odecteme-li od téchto délek stejné délky m' A, A S, obdrZime tedy
stejné zbytky A L = S#, t. j. bod L opisuje Diokletovu cissoidu.

V ptipadé a > ¢, kdy &ira hibetni je realni, jevi se &ira stop loukoti
jako centrilni priimét této sférické Zroubovice ze stiedu (0,0,Va?— o).

Jak bylo vy%e poznamendno (obr. 5.), splyvaji loukot& (C L) pohybu
(¢, @) s povrchovymi pfimkami (C M,) rotaénich kuZelu opsanych o plochu

kotilnic (c , —;—) , v niZ polomér hybného kruhu ma hodnotu polovi¢ni.
Totéz plati v ptipadé obecném, kdy kotileni se d&e po jakékoli

ktivce.
Tudiz
,,Joukot& pohybu (c, @) jsou tenami plochy kotilnic (c, —;—) , které pro-
tinaj{ jejf vrcholnici.”
Loukoté tadi se v rota&ni kuZele s vrcholy na této posledni afe,
kterd je pro kongruenci loukoti arou ohnisek (fokalou).
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Uvazujme kfivozna¥nou ¥iru (nikoli kruhovou) na plo¥e kot4lnic

( c, -g- , 8 = %) ; jakoZto orthogonéln{i trajektorie kruha I této plochy

dotyk4 se &ira ta jedné strany opsaného kuZele, t. j. tetny kiivoznaéné

tary na plose (c , _a_) protinaji jeji vrcholnici a jsou tedy loukot&mi
pohybu (c, ). Nasledovné

»rozvinutelné plochy tvofené loukotémi pohybu (¢, a) jsou jednak

rota&ni kuZele opsané o plochu kotélnic oby&ejnych ( c, %) , ajednak

jsou to plochy tvotené te¢nami kiivozna&nych &ar na této plose‘’.
Fokilni Gtvary kongruence loukoti pohybu (c, @) jsou jednak &ira

stop loukoti a jednak plocha kotélnic obytejnych (c , %) .

Mimo to existujf jet& plochy kuZelové tvofené loukotémi ptislusnymi
k dblum «, pro n&Z g cos ¢ = ¢, t. j. plochy kuZelové, kterymi se promitaji
sférické ¢iry Zroubové ze svych stfedu.

12.
Vratme se k rovnicim pro body na plofe kotilnic
x=[c—(@—gcos@)cosa]cosyp +gsingsind

(2) y =[c— (68— gcosp)cosa] sintp —gsingcosy
z= (@a—gcosp)sina,aqp =cy.

Normala plochy kotalnic v bodé #, y, z ma pak rovnice
X—p _Y—q _ Z
x—p y—4q z '

kde
p=ccosp,q=csiny

jsou soufadnice op&rného bodu m.
Na kfivoznalné &ife jest pro

E=a—gcoso
platna differencialni rovnice

a d§  da
¢ &~ sina’
t. j. plati
da ag sinasing ag sinesing
(a) de ¢ a—gcosg - T ¢ [ )

Rovnice normély pidme

X=p+2 x—z?,Y=q+Z—y—;q;

V11.



v sousednim bodu na ktivozna&ce norméla plochy ,,protind‘‘ tuto pHmku
a plati tedy rovnice

dp+za2=L =0 ag+za 24 =o;

z
nasobme je x-:p ;2 :q a settéme vysledky; vyjde
x—p . y—4q - 1 —2P0+ (y—1q)?* _
(—-Tsmtp+ p cosw)cbd¢+?2d o =0
a po dosazeni hodnot patrng
. 1 Ecosla |- glsin*p  agsing
() 2 Zad Bsinta T tsinea d
Je pak
E2costa + g2sint o
d E2sin e =—2cotge sin?a
2 oy 2 ;.
+ 2 %:z—(z- [cotg pdp— gs;ﬂ dq)—-cotgada] .

Po dosazeni hodnoty (a) za d @ hranatd zivorka obdrZ{ tvar

c (acosp—g) + ag cos & sin® @

ctsing dg,
rovnice (b) tedy zni
ag singcosa gsing . s
Z{ ¢c ¢Esinta cBsinca [c(acos @ —g) + ag cos « sin |p]}
_agsineg
T Esina ’

¢ili po redukci

acfsina '
cgacosp—g)+a(g2sintp + &) cosa
a po dosazeni hodnoty za §:

acsine(@—gcos@?
a(a+gt—2agcosp)cosa—cg(g— acose) '

jakoZto vy¥ka hlavniho sttedu ktivosti plochy kotalnic.
Znamenejme

_=v,

z
takZe médme rovnice normily ve tvaru

X—p Y—q

) x—p  y—q

=v’

z
T
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a sttedu hlavnf kiivosti pHsludi paramétr

37) v — ac (@ — g cos @)
a(a*+g8—2agcos@p)cosa —cg(g—acosp)

Druhy hlavnf stted ktivosti je bod m, jemuZ pHslu¥{ polomér ktivosti
Ry = P m, tedy

R =(x—p)2+ (y—q)?+ 22 = a® 4 gt — 2 ag cos ¢.

Abychom urtili druhy hlavni polom&r kfivosti R plochy kotélnic,
piepiSeme rovnice (#) na tvar

X—x Y—y Z—z

i—p  y—q¢ = 'V
a bude
R=X—2p+(Y—yP+(Z—2=@v—1PRS}
t. .
(38) R=(1—v) Ry, Ry= Va? + g=—2agcose.

Pro bod na hibetni ¢afe madme a cose = ¢,a tu rovnice (37) poda
v=1,t. j.
»na hibetni &ife plochy kotilnic jest jeden hlavni polomér kfivosti
roven_ nulle.*
Z (37) vypoiteme
a*+g2—2agcoso

v—1 =(c—acosu) a(a2+g2—-2agGOS(p)COSG—Cg(g—aCOS'P) '

Pomér ten bude nezavisly na ¢ pouze pro plochu kotélnic oby&ejnych
(g = * a) a sice je tu
¢ c—acosa
(39) = Zawsa—c’ TV T Zscsa

,»Na plo$e kotilnic oby&ejnych (g = + a) jest v bodech téie kotélnice
pomér hlavnich kfivosti staly‘‘.
Na bodech epicykloidy & = =z jest 1 — v > 0; body ty jsou ziejmé
elliptické, a tedy plati rovnice (38) i co do znameni.
V bodech elliptickych jest 1 — v >> 0, uhyperbolickych jest 1 — v < 0.
V piipadé a < ¢ tedy pro elliptické body jest

2acosa<c;

body elliptické jsou od hyperbolickych oddéleny &arami bodu parabolickych

¢
cose =—5—,
t. j. dvéma kotdlnicema, polozenyma soumérné vidi zdkladni roviné.
V piipad® 4 >c¢ méni 1 —v znameni mimo na kotédlnicich bodu
parabolickych 2 a cos @ = ¢ jesté na Eafe hibetni a cos @ = ¢; veSkery tyto
¢ary d&li plochu v oblasti bodu elliptickych a hyperbolickych. —
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Udélime-li parametru v v rovnicfch normily
X=p+v(x—p), Y=qg+v(y—4q), Z=v2,
p=ccosY, g=csiny, ap =c,

hodnotu zdvislou pouze na &, obdrime pfi proménnych ¢, & jakoZto souhrn
bodd urlitou plochu; jeji parametrické vyjidfeni

X =[c—vcosa(a—gcosqp)) cos +gvsingsiny,
(40) Y=[c—vcosa(a—gcosp)] sin—gvsingcosy,

Z=(@a—gcosep)vsina
ukazuje svym tvarem, Ze &iry @ = konst. na této ploSe jsou sférické epi-
cykloidy ; zdkladni veliiny jejich rovnic ¢’, a’, g’, &’ jsou skuteéné

¢ =a, g’ =¢guv,

a prvni dvé se uréi z rovnic

’

’ ’ _ a a
¢'—a'cosea =c—avcosa, — =—,
c c
jez davaji
c—avvose c—avcosa
(40°) @' =a e =c :
c—acosa c—acosa

a poloha zikladni roviny (pevného kruhu) pro tuto kotalnici jest

ac(v—1)sina

{40%) Z=
cC—acosa

Vyjimeény jest pfipad ¢ = a cos &, ktery odpovidd &ife hibetni na
plo3e kotilnic, a jemuZ pfislu¥ni ¢4ra (40) neni kotalnici, ana tu podminka

4

a

a ’ . s w? A
—- = — se s ostatnimi nesna%i, pokud v = 1. Mame tu
c c

¢’—a cose =a (l—v)cosa
od nully riizné (jediny moZny jesté ptedpoklad cos @ =0 by dal ¢’ =0),
takze podminka kotileni a’@ = ¢’ ¢ tu splnitelna neni.
Pii té piilezitosti vnucuje se otdzka po vyznamu rovnic (2) v ptipadg,
Ze by jedna neb obé velitiny a, ¢ byly zaporné; rovnice
x +iy=[c—(a—gcosp)cosa—igsing)ev
tu ukazuje, Ze
1°. pfi ¢ < 0, a < 0 rovnici ¢ary lze psati
x+iy=—1lcg— (@ap+ gcosp)cosa + 1 g sing] v,
kde @y = — a, ¢, = — cjsou kladné, a plati podminka ag@ = ¢y ¢; tleti
soutadnice jest
z=—1(ag+gcosp) sine,
a tak jest &ara kotdlnici o konstantich ¢, @), — g, — @, otocenou o 180°
kolem O z.
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20, Jeli ¢>0,4a=—a,<0, poloime @ =—gq, take opét
@y @9 = ¢ ¢, nalei vyrazy
41y =[c+ (ag+ gcos ) cosa + i g sinp,] v,
z2=—(ag+ gcosp,) sina’

ukazujf, Ze &4ra je sféricki kotilnice s konstantami ¢, aj, —g, @ + =.
3% PH ¢ = —¢y < 0,a>0 klademe ¢ = — ¢,, nalez

%+ iy =—[co+ (68— g cos py) cos @ —i g sin pg] &1,
z=(a—gcosqy) sine, apy,=c;

¢ara je kotalnice s konstantami ¢, 4, g, * — a, otoena o 180° kolem Oz.
Plocha sttedu ktivosti (pl. centrilni) nadi plochy kotilnic sestiva
z kruZnice zdkladni (c) a z plochy, jejiz vyjadieni podivaji rovnice (40)
s hodnotou parametru v (37).
Ve zvlaStnim ptfipadé¢ plochy kotilnic obviejnych g =a (a téZ
g = — a) je tento paramétr zavisly toliko na « (39), plocha sttedii pak
obsahuje jakoZto &iry e = konst. sférické kotilnice."

,,Hlavni stfedy kfivosti plochy oby&ejnych kotalnic sférickych
na normilach vychazejicich z bodu téze kotalnice tvoii opét sférickou
kotalnici.*

Odpovida parametrum c¢’, @', g’, @, uréenym vzorci (39) a (40%); tu
jest nejprvé

c—avcosa c
= =—'U,
(c—acosa c—2acosa
tedy B
'I_ R ’ r __ r ___ - - c
g =av=—a'a' =—av,c' =—cv,v = ,

2acosa—c

a rovina pevného kruhu slouZiciho k vytvofeni této kotdlnice ma rovnici
2acsinea

T 2acosa—c
VloZime-li sem za & paramétr &dry' hibetni a cos @ = ¢, obdriime

=2avsina.

¢ =—c,a =—a,g =a,
coz by dalo kotilnici pochizejici od kotileni kruhu (4) po kruhu (c)
v roviné
z2=2asin e,
pii ¢emZ kotileni podalo o 180° pozdé&ji, a dhel sklonu jest —a. Tato
kiivka splyvi s &arou hibetni; vzdor tomu, Ze substituce uZiti neni
dovolena, je tato &ist vysledku sprivna.

JeZto konstanty kotdlnice na plode centralni (a’, ¢, g', &) znéji bud
(—av,—cv,av,a), aneb po otoeni o 180° (av,cv,—av,—e), neni
bod ¢ =0, potitek kotileni, bodem dvratnim, epicykloida & =z mai
v ném dokonce sviij vrchol. Uvratnik odpovidd poloze ¢ = = pii této
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kotalnici, a tedy na plo3e sttedd m4 sférick4 kotdlnice Gvratniky ¢ = v =,
v=+1,+3, +5,... a odpovidajif jim jako geometrickd mista &iry

a .
2cosacos(?vn:)

x—ccos(a wr) +ac
c c—32acosca

. a
2cos asin (Twr)

y=csin(—‘:vu)+ac

2acsina
c—2acosa

c—2acose

2 =— , v=1+1,+3,45,...),
coz vzhledem k nasledujicim vysledkum lze vyjadfiti takto:

,,Uvratniky kotalnic na ploSe centralni piislu$né ku ploe oby-
¢ejnych kotdlnic g = 4 napliuji kuZelose¢ky v rovinich kolmych na
rovinu zékladni, které maji své vrcholy ve stiedech kfivosti vrcholi
zakladni epicykloidy a hypocykloidy.* Stfedy ktivosti tvratniki na plose
jsou body obydejné.

Vlozime-li do rovnic (40) pro piipad g = @ hodnotu (39)
c
¢c—2acosa ’

V= —

obdrzime parametrické vyjaddfeni plochy centradlni

(1 — cos @) cos acos p — sin @ sin ¢
c—2acos

(1 —cosp) cosa sin ¢ + sin @ cos P
c—2acosa

x=ccosyp +ac

(41) =csin fac

(1 —cos @) sin &
c—2acosa

z2=—ac

Z prvnich dvou rovnic vyluéme cos @ a poloZme na okamzik
x—ccosp +asinpsiny =§,
y—csingp —asimepcosyp =19,°
i vyjde
[c(l—cos@)cosp—2asinpsiny] = [c(l —cos p)sind +2asinpcosd]§,
¢ili v puvodnich soutadnicich
[c(1—cosp)sin +2asinegcosy]x
—[e(l —cosp)cosy —2asinpsingly =acsing (1 4+ cos p).

Je to rovnice roviny kolmé na rovinu zikladni O x y; tato rovina
sete rota¢ni kuZel normél s vrcholem m v kuZelosedce I na plo3e centrilni,
geometrickém to misté stfed hlavni ktivosti pfisludnych k bodiim kruhu I'.

V ptipad€ a = ¢ zni rovnice (42)
(x—a)sinp(l +cosp) +y (1 —cosp) (1 +2cosgp) =0,

(42)
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takie
»u plochy kotélnic 4. stupné @ = ¢ = g proch4zejf roviny kuZelosetek
na plo3e centraln{ stilou ptimkou 4 2.

Déle v pHpadé ¢ = 2 a se zjednodusf (42) na

x=acos¢ (1 + cosp) = ccos3,
takze
»u plochy kotilnic ¢ =24, g = a jsou roviny kuleloselek centrédlni
plochy kolmy na O x.

Rovina (42) jest pIn& uréena svoji stopou, a ta jest geometricky ur¢ena
jako spojiva ptimka stfedu kfivosti bodi Mx a M, na epicykloidé a = =
a na hypocykloidé¢ @« = 0; pro tyto body mame jendoduchou konstrukei;
na pf. stfed kfivosti bodu M, lezi na normile M, m a je s bodem M, vuédi
zdkladni kruZnici harmonicky sdruzeny. Podobné& stied kiivosti bodu M,.

Mimo to plyne z hotejsich rovnic, Ze stopa roviny stfedu (42) obsa-
huje body

(42%) x+1y=(+iasing)ev,
a
(42Y) £+1y = (1 +cosg)ev;

prvni-z nich (§ =0,% = 0) je pramét stifedu kiivosti bodu a = ; ,
znamenejme jej H'. Leii na te¢n& m Q na opa¢né strané s bodem Q a ve
stejné vzddlenosti, takZe m je stfed délky Q H’'. Konstrukce bodu (42°)
je z rovnice zfejma; dile dvojice privé uvazované, t. j. stfedy kiivosti
bodi « =0 a @ ==x, a body (42*) (42Y) déli se harmonicky.

Z rovnic (41) vychazi, %e kuzelosetky na plo3e centrdlni prisluiné
ke plose kotilnic g = a jsou ellipsy pro ¢ > 24, paraboly pro ¢ =2 g,
hyperboly pro ¢ < 2 a, nebof Gbé&iné jich body odpovidaji hodnotim «
uréenym rovnici

c =2acosa.
Toho lze uZiti ke stanoveni sméru stopy roviny (42).
Diive v3ak si vSimnéme, Ze rovnici (42) lze psiti

(2acos¢+ctg%sinw)x
(42%) ;

+ (2 asinw—ctg% cosrp) y=2a 00052%; ;
srovndme-li s rovnici (36) pro normalu &ary stop loukoti pfisluiné k pohybu
(c, 2a;¢ —122-) kteraZto ¢ara je vrcholnice nasi plochy kotilnic (¢c,a = g),
mame vysledek:

,,Stopa roviny kuZelosetky na centrilni plo3e piislu¥né ku plose
obytejnych kotilnic (¢, @ = g) jest rovnobéZna s normilou vrcholnice.
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Ptimka z bodu O kolmo na stopu (42) spu¥téni svird s O x Ghel

—y— L &
0=y arctg(zatgz),
a mi délku

d=ccos’%cos(¢—8).

y

Limita poméru = Pproc¢= 2 a cos & jest

2
gy + Ta cotg%

g (¢ + o) = ,
1 ——%cotg%— g d

kde
o = arclg (%a_ cotg %)

jest Ghel mezi ptimkou O m a stopou roviny centralni (42).
Smér asymptoty lezi dile v roviné

z lga ; Via:—c

x 1l —geige’ — 2a

Ubézné body kuZelosetky stteda kfivosti Iy ptisluinych k bodim
kruhu I (p = konst.) leZ{ na normalidch plochy kotilnic v bodech epi-
cykloidy bodd parabolickych (¢ =2 a cos a); tyto dva body kruhu I se
uréf bezprostfedné, a tak dina konstrukce asymptotickych smérii pt{maA.

V obr. 7. dana plocha kotéilnic oby&ejnych pevnym kruhem O A (c)
a polomérem hybného kruhu m C = a. Libovolné poloze opémého bodu
m odpovidaji body M, a M. na hypocykloidé & = 0 (neznaden) a epicykloidé
« = &, na pfimce kolmé na tenu m Q. Kruh L t&€mito body uréeny sklopen
do ptdorysny (I") kol svého priméru.

Na (I') uréen polomér Q (U), jenz svird s Q M, thel a, cos & = Tca— ;
bod U na kruhu I'uréuje normélu m U, jejiZ centriln{ bod je v nekone&nu.
Jeji piidorys m U’ je rovnob&Zny s rovinou 4 kuZelose¢ky na plo3e centrélni ;
potfebujeme sestrojiti pro jeji stopu 4' pouze jeden bod H’, jen% jest
din (42,)

x+iy=(ct+iasing)dv,
tedy Qm =m H'.

UvaZovand kuZelosetka je pak fez kuZele normil (zikladna T, vrchol
m) s rovinou 4.

Vrcholy kuZelosetky realné jsou pruseky s ptimkama m M,, m M,
(t.j.jsou to stiedy kiivosti boda M, a M,), &imZ ziroveil din stfed jeji.
Zname tedy oba vrcholy a ob& asymptoty kuZelosetky. V obrazci se také

Rogpravy: Rol. XXVI, THda I1. Cis. 7. 5
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2
m H protini rovinu 4 v bodé H, jehoZ pudorys je na$ bod H’ a nirys mi
vysku Q M.. Telnd rovina kuZele normil podél ptimky m H ma svoji

doporutuje bod @ = —-na kruhu I, jehoZ pidorys je Q ; norm4la jim uréens

)
X
/ (T’
Y Q
m M
H' @.
C
AI
Obr. 7.

pudorysnou stopu kolmou na m Q, t. j. splyva s pfimkou O m. Prusek O m
a A' lezi tedy na tetné kuZelosetky v bodé¢ H. —

Je-li kuzelosecka ellipsou (¢ > 2 a), jest bod (U) pomyslny a nase
konstrukce sméru stopy 4! se stiva illusorni. Ve skutecnosti viak neni
tteba operovati pruseky piimek s kruhem, konstrukce ptimky (U) U’ ve
sklopeném obrazci jest uréena tim, %e kruh (v) s ptfimkou » " tvofi obrazec
podobny s obrazcem sloZenym z kruhu (I') a ptimky (U) U’, pii femz
stted podobnosti jest Q. (Qv=2a, Qv =c.)

Je-li tedy 2a < c, takZe kruh (v) poloméru 2 a a pfimka »' g’ | Q v’ se
neprotinaji, vedeme libovolnou pficku Q pp' (obr. 8); ta stanovi bod
# nav @, vedeme pak bodem 4 (kruhu I') Ag || A’ @, &m2 obdrifme
bod u. PHmka p U’ || p'v' pak stanovi hledany bod U’, jenz stanovi
pHmkou m U’ smér stopy 4' roviny fezu.
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Umime pak sestrojiti pro ellipsu
bezprostfedné dva vrcholy s teCnami a
dva body s te¢nami.

Dale dluZno poznamenati pro pfi-
pad a > ¢, Ze rovina centralni hyperboly
prochdzi bodem 4 na tife hibetni.

V obr. 9. naznadeno stanoveni stie-
du hlavni ktivosti S plochy kotalnic
a = ¢ = g, je-li dan libovolny bod M
svym bodem opérnym m a pudorysem
ptimky (normaly) m M': Vedeme teCnu
kruhu m Q, nacez A Q I m Q jest polo-
mér kruhu I, na 4 Q pak lezi M’'. Na-
neseme @ m = H' na te€n& naceZ
A H = A' je pudorys roviny hyperboly
stfedd kfivosti, a jeji prisek S’ s piim-

kou M’ m je pudorys stfedu kfivosti S bodu M.

Obr. 8.

Podobné jednoducha je konstrukce stiedu hlavni ktivosti u plochy

kotdlnic g = a = 1 ¢; bud (obr. 10) O A = ¢ polomér pevného kruhu,

2

m opérny bod, a bud din bod plochy pramétem sm M’ ptimky m M.

Vedeme mm” | Ox, m"” Q| Om, natez jest Q m’’ polom&r kruhu _
I',a M’ urlen jako bod na pfimce m’ Q. Prodlouzime Q m do m H' o stejnou
délku, nalez stopa A' je kolmice na O x vedend bodem H'. Jeji prusek
S’ s ptimkou m M’ je pudorys stfedu ktivosti S ptisluiného k bodu M.

Vil1.
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Sttedy ktivosti pfisludné k bodium kruhu I' napliiuji parabolu majici
osu v 4'; jejf vrchol je na ptimce m M,.

Je#to dva vrcholy kuZelosetky jsou stfedy kfivosti bodi M,a M,
rovinnych kotilnic @ =z a « =0, midme obecnou vétu:

Obr. 10.

, »Geometrické misto dvou fad vrchola kuZelosedek na ploe centralni
jsou evoluty epicykloidy @« == a hypocykloidy « = 0.

* *
*

Ukézeme nyni, Ze rovina uréend osou O z a hlavnim stfedem kfivosti
protina loukof C P v bodé P,, ktery je s bodem P v jednoduchém vztahu,
z &ehoZ pak vyplyne piimd konstrukce sticdu kfivosti. Soufadnice stfedu
hlavni kiivosti plochy kotilnic obecnych znamenejme X,, Y,, Z,, takze

(2) Xo—p =9 (x—9), Yo—q:"”o(y__Q): Zy =12,
kde x, ¥, z jsou soufadnice bodu P na plo3e kotilnic a
(d) p=ccosy, g=csiny

znadi soufadnice bodu opérného m.
Stfed hybného kruhu C ma prvni dvé soufadnice

(c) Pr=(—acosa)cosy, ¢ =(c—acosa)siny.
Paramétr v, sttedu kfivosti S ma hodnotu

ac(a—gcos )
'vo = N »

N=a(@+g—2agcosp)cosa—cg(g—acosey).

Libovolny bod (X, Y, Z) loukoté pak lze vyjadfiti parametrem u
ve tvaru

() X—p=u@x—2p), Y—qg=uly—q)
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pti emZ pomf ime vyraz pro soufadnici tieti. Rovina SO x svazku Oz
prochédzejici sttedem hlavni ktivosti S mé rovnici

XYO—YX°=0;

uvazujme zvli3t jeji prasek P, (X, Y,Z) s loukotf, Paramétr jeho u
obdrZfme dosazenim hodnot (d) do posledni rovnice, t. j. vychézi

(e) Xoqi — Yoy =u[Yy(x—p) — X, (y — )]
&ili
(e*) A u = B,
A=Yy(x—p)— X,y — @) N

B=Xyq,—Yotn
Pomoci vyraza (b), (¢) a rovnic (2), jez davaji
x—p, =g (cosacospcosy 4+ sinpsiny),
y—q, =g (cosacosp siny —singpcosy) ,

x—p=—(@—gcosp)cosacosy + gsinpsiny,
y—qg=—(@a—gcosp)cosasinty —gsingpcosy,

vypolteme:

P=pg—qbtr+vlax—2p)—bn(y—q] =vog(c—acosa) sing,
dale jest

x—p x—p

A=qx—p)—2P(OV—q) + 7
Yy—¢ y—4q

a determinant
r—p x—P|_
Y—¢ Y—¢
cosacos@cosy + Ssin@sintg ,— (a—gcos) cosa cosy + g sin @ siny
COS@COSQP SIN Y —SIN P COSY ,— (@—- ECOSP) COS & Sinth— g SInQ cos ¢

se rozkladem sloupcti pfevede na soufet determinanti typu
1,1)+@1,2)+@,1)+(2,2),

z nichZ prvni a posledni jsou nully, takZe vyjde determinant ve tvaru

x—p x—9p

y—qa Y—1¢

=—glcosasinpcosp—gsingp (@a—gcosq)cosa

=-—agsim@cosa;
mimo to mame
gx—p)—pP(y—q) =gecsing,
takZe vychézi

A =g sing (c—av,cosa).

V11.



70

Sem je tteba dosaditi hodnotu v, vySe udanou; pon&vadi ptimy
vypolet divi

cN—atccosa(a—gcosp) =—cg(c—acosea) (g—acos @),
obdrzime

cgising (c—acosa) (g—acosyp)

A = e— N »

a jelikoz mame

B =vyg(c—acosa)sing = acg(‘:_“cos"‘);\;ﬂtp (a— g cos @) ’

obdrZime dle (¢*)

(A) “ = B a (@ — g cos )

A~ glg—acosg)

Tento paramétr bodu P, mid vyznam poméru délek algebraicky
pojatych C P, : C P, takZe znamenime-li je

CpP,=¢, CP=g,

mame
. g =gu
a posledni rovnice dava
r_ 4 (a—gcosg)
§ = T T _acose

¢ili ve tvaru soumérném

(4*) gg' —acosg(g+g)+a=0.

Tento vztah vlidne mezi ramenem kotilnic na uvaZované plo3e
g = C P a vzdalenosti g’ = C P, bodu P,, ve kterém rovina vedena osou
O z a stfedem hlavni ktivosti S protind loukot C P.

Uvazujme nyni veSkery plochy kotilnic piislusné k raznym
hodnotam g; ty vytvofina téze loukoti (@, ¢, «) fadu bodl P, a maji stiedy
hlavni ktfivosti S, které se z osy O z promitaji do loukoté v fadu bodu P, ;
tyto dvé fady P, P, jsou dle (4 *) involutorni, a sice jest involuce ta zdvisla
toliko na poloze opérného bodu #, nikoli na sklonu hybné roviny e.

Stfed involuce (4 *) ma paramétr
g = acos e,

znamenejme jej J ; je to patrné pata kolmice m J spudténé z opérného bodu
m na loukof. Rovnice involuce pak zni

JP.JP, =—a?sinte,
a ponévadZ mJ = asin ¢, mime
JP JP
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takze jest m P | m P, t. j.
,,involuce bodi1 P, P, na loukoti promita se z opérného bodu m v involuci
ramen pravych thla‘.

Hlavni stfed kfivosti S plochy kotélnic (a ¢, g) tedy sestrojime
nasledovné:

,»V bodé opérném m vztytenid kolmice m P; na normilu m P,
v roviné hybného kruhu, protne loukof v bodé P,, naleZ rovina P, O z
stanovi na normaéle stted hlavni ktivosti S.*

Ve zvladtnim ptipadé « =0 a « ==, kdy béZi o stied kfivosti
kotdlnic rovinnych, splyvd tato konstrukce s Eulerovou?!) ktera tak
nanovo dokazina.

Opisuje-li bod P kruh I' na plo%e kotdlnic, opisuje bod P, o¢ividné
rovnéz kruh I', v roviné rovnobézné s kruhem I, na rota&nim kuZeli loukoti.
Jeho pudorys I'y se stroji bez obtiZi; primét P’, bodu P, lezi pak na spojce
P’ L se stopou loukoté, nadez jest P’; O stopou roviny P; O 2, a pudorys
stfedu hlavni kfivosti plochy kotdlnic v bodé P jest prisek P’; O s pudo-
rysem normaly P’ m

Tieba jesté stanoviti smérny kuZel plochy centridlni pro plochu
oby€ejnych kotilnic (g = a); kuZel ten tvoti sméry normal podélsférické
kotilnice parabolickych bodi, jez odpovida rovnici ¢ = 2 a cos a. Smérné
kcefficienty této normaly jsou imérny veli¢inam

(%

X—ivosY =—?(1—cosq>) cos v + a sin @ sin 9,
y—cSsiny :—%(l—cosq)) Sin ¢ —a sin @ cos P,
z=asina(l —cosg),

a parametrické vyjadieni smérného kuzZele tedy zni

c+2aicotg%

E+im _ G
§ Vi g2 —c2
Ustanovime fez kuZele s rovinou
€= — Vaig_—¢t

kde odmocnina muzZe byti kladna neb ziporni — existuji dva tdhly «
opa¢ného znameni, jeZ hovi problému.

Rez kuZele s touto rovinou méa vyjadfeni
() £+iq=(.:+2iacotg%)e‘w;

1) L. Euler, Novi Comment. Acad. Petrop. 11 (1765), p. 207, Supplementum
De figura dentium rotarum.
Dalsi ddaje H. v. Mangoldt, Encyklop. d. Ma.th Wiss, III D. 1, 2.
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polozme
P=xto,b="Zty=1scaty,
¢ vyjde
. _ ima s 2
(8) ¢+ig=c? (c—2zatg?1)e‘%,2a71=c¢1.

»otopu smérného kuZele centralni plochy u plcchy kotilnic g = a
naroving { = — V 4 a2 — ¢3, obdrzime poSinutim vrcholnice ve sméru

h |

osy O { do roviny tezu, a jeji otodenim kolem této osy o ﬁhel:-g— sec. .

Smérny kuZel rozpada se ve dva rtzné, jez maji na dvou rovinich
rovnobéinych a od zdkladny stejné vzdilenych stopy shodné. V piipads
a = ¢ jsou to cissoidy Diokletovy, takie plocha centrdlni je tu stupné
gestého. '

13.

Vratme se k rovmicim (40), jez pfi stilych e, ¢ a proménném v
odpovidaji norméle plochy kotélnic. Nejprve vyjde — piSeme malé litery
pro soufadnice

2492+ 22=¢c2—2cvcosa(a—gcosp) + v?(a® 4 g2—2 a g cos ).
Koule zikladni, majici pevny kruh za nejvétsi,
2% 4 92 4 22 =2
protind normélu v bodé€ opérném m, jemuz odpovida feSenf v = 0; pro druhy
prusek # normily s touto kouli mame v = v’ ddno rovnici

(43) (a% + g2 — 2 ag cos @) v’ =2 ¢ cos a (@ — g cos ).

Bod M (x, y, z) na plose kotilnic a N (X, Y, Z) na norméile souvisi
s bodem opérnym m (p, ¢, 0) rovnicemi

X—p=v(Ex—29p),...
t. j.

X=01—v)p+ovx,...
a vyjadii se tento vztah barycentricky takto
(44) N=(1—v)m+ oM.

Ve zvlastnim pfipadé, kdy N je stopa normily » na kouli zdkladni,
tedy

(439 n=(1—v)m+4v' M,

pti em2 v’ je FeSeni rovnice (43); eliminaci M vychézi vyjadieni polohy
bodu N na normile, pfisluEného k parametru o,

(45) VN=@w—v)m+on
na zékladé bodu op&rného m a stopy # na kouli zdkladni.
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Jednoduché vztahy vyskytuji se op&t v pifpadé ploch kotélnic
obytejnych @ = g, na né% se chceme omeziti. Tu pod4 rovnice-(43) para-
métr stopy normély na zdkladni kouli

ccosa—a

(43%) v =< cos a vV—1 =
a a

nezivisly na . TudfZ jsou Cary, jeZ opisuji stopy normal podél kotadlnic
a = konst. na zékladn{ kouli (c), opét sférické kotédlnice; a sice pi'islu§i
ke konstantam ¢’, @', g’, &, pro néZ vyse nalezeno

’ , , ' c—av cose
¢ =a, g =av' =ccose, a' =a

2

c—acosa
t. j.
acsinta ctsin?a
4%%) ad=——, =————,¢g =ccosa,a =g,
c—acosa c—acosa
: ccosa—a .
a poloha roviny pevného kruhu: z =¢ —acosa "%

Ve zvlastnim ptipadé a = ¢ jsou tyto velidiny
’r ___ 2 o« _— ’ r __
a' =2acos 5 =¢, § =acosa,
zakladni rovina z = —a sin a.

V ptipadé a = + 12‘— se tato kotilnice redukuje na kruh pevny (a),
jak téZ geometricky zfejmo, any tu normaily leZi v te€nych rovinich pi-
mého vilce (a).

Pro v = 1 podéava barycentricka rovnice (45) bod M na plo3e kotalnic;
vzhledem k rovnici (43 %) jest

(46) M= ccosa——am+ a

ceos ccos a

takze
,,t&tivy zikladni koule (c) lezici na normaléch plochy kotalnic oby&ejnych
(g = a), a sice podél téze kotilnice a« = konst., jsou déleny plochou
kotélnic ve stilém poméru.
Rovnice (39) ur&uje paramétr stiedu hlavni kiivosti S, rizného od
bodu opérného; po dosazeni hodnot
¢

’
v = P —py =
2acosa—c '

¢ (@ + ccos a—2 acos? a)
a{c—2acose

do rovnice (45) obdrzime pak barycentrické vyjadfeni stiedu hlavni kfi-
vosti S
@) S — a-+ccosae—2acostea a

m— - n
(c—2acosa)cosa (c—2acosa)cosa
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Aby body m,n, M, S lefely harmonicky, nutno, by platila rovnice

ccosa—a a+ccose—33acosta

a a

t. j. costa =1:
»Sttedy hlavni kfivosti plcchy kotilnic obyéejnych g =a déli

tétivy stanovené normalami na zdkladn{ kouli v poméru stalém pro tuté%
kotilnici @« = konst*‘;

aviak harmonickou je &tvefina m, #, M, S pouze u kotdlnic rovinnych
a=0aag=m=m.
Dvojpomér

(m, n, M, S) =

atccosa—2acos?a
a—ceosa

se v pfipadé e = czjednodudinal + 2 cos e, aje tu ptipad &« = 0 vylouden
z obecného pravidla ; hypocykloida a = 0 tu skute¢né neexistuje.
Dvojpomér vymizi, kdyz kotalnice na plo3e centralni (S) lezi na kouli
zakladni. Takové kotdlnice jsou &tyfi, prislusné ke dvéma hodnotam cos «
Z rovnice
2aco082a—cicosae—a =0;

pouze v pfipadé @ = ¢ se dvé feSeni ztriceji.

Spustime-li z bodu O na normaly plochy kotilnic (g = @) roviny
kolmé, sekou je v bodech £, jichZ souhrn tvoii plochu, kterou nazveme
dpatnici normdl; jeji analytické vyjadieni ;je didno rovnicemi (40) pro

v=——cosa,
2a

Z geometrického ndzoru vychazi bezprostiedné, Ze bod klezi uprostfed
mezi body m a », takie plati barycentrickd rovnice

2k=m + n;

soufadnice bodu % se obdrZi z polovi¢nich soufadnic bodu #, pti¢tou-lise
k nim hodnoty
% ccos P, —;—csintp, 0.

Na dpatnici normal jsou tedy &ary e = konst. kotalnice, a ¢ary
@ = konst. jsou tdpatnice kuZeld rotaénich (I, m); vzniknou téz jako
pruse¢ s kouli nad prumérem O m. Mime tak prise¢ koule s rotainim
kuZelem, jehoZ vrchol lezf na kouli a jeho osa se této dotyka ; takova (ara
jest hyppopéda Eudoxe Knidského, a leZi na rotadnim vélci rovnobéZném
s osou rotaéniho kuZele, v jehoZ vrcholu se valec dotyka koule. Cary
¢ = konst. jsou tedy hyppopédy.

Paty normdl # na kouli zdkladni, ptisluSnych k bodiim téhoZ kruhu
T, leZi na témz kuZeli s vrcholem m u dvojnisobné vzdélenosti od vrcholu:
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,,Paty normél — pHsluiné k tému2 kruhu I'—na zdkladn{ kouli
tvoii hyppopédu Eudoxovu.*

Pidorysy téchto &ar v na3f poloze rovin jsou paraboly

(xsinw—ycosw)”+ccos’-%(xcoscp +ysinp—c) =0,

jichZ osy jsou O m, a ohniska opisuji &aru s polarni rovnici

1 @ c
= ¢ —— 2 7 = =
r=c¢ g0 5, @ atb.

polarni dhel je ¢ ; je to konchoida riiZice, jak to ukazuje vyraz

=ge—go(g9)
r—8c 8.,os—a—1p.

* *
%

Normaly plochy kotalnic, které protinaji danou ptimku, tvoii urcitou
plochu; zvolime bod # na zikladnim kruhu dle libosti a protnemerota¢ni
kuZel normal timto bodem m jdoucich danou piimkou; dvé tak uréené
povrchové piimky kuZele tvofi pfimky na$i plochy.

Mi-li dand pfimka rovnice

X=myZ+ po, Y =002+ gq,
vyjadiuje se jeji ruznobé&Znost s normalou bodu (x, ¥, 2) na ploSe rovnici
(48) X — Mgz — Py Y—mZ— 9% | _,
ccos — P, csin P — g, ’

ktera reprodukuje posledni vysledek, a ziroveni podiva po dosazeni hodnot
(2) za soufadnice vztah mezi parametry @ a a. Ve vyslednim vztahu ne-
vyskytne se sin «, je-li my =0, n, =0, takZe rovnice bude

go (x —ccosp) —po (y —csin ) = c (x sin o — y cos ¢)
coZ po dosazeni hodnot (2) zni
(489) { (@ — g cos @) cos & (gy cos ¥ — po sin ¥) —
—gsing (pocosv + gosind) +cgsine =0.

Tento vtah se podstatné zjednodudi, pfedpokladime-li danou pfimku
v roviné O x 2, takZe g, = O:

(48%) c—gsinip=(a—gcosnp)cosasintp+gsinq>cos¢,

o

rovnice &iry na ploSe kotilnic, podél které vedené normily plochy sekou
primku

x=Po, y=0.
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Jednoduchy vysledek ddvéa ptipad ¢ = a. PiSeme-li & = % , mime

cosa = L —Eo5®
a—gcoso

nacez
x=(@a—h)cosp+g y=(a—h)sing:

,,Cdra na ploge kotilnic @ = ¢, urujicf normaly protinajici danou
ptimku roviny O x z kolmou na O #, lezi na kruhovém valci sméru O z,
jehoZ osa je v Gz,

pfi ¢em% G znad&f bod (g, 0, 0).
Cira lezi mimo to na kouli
B2+ y2 4 2=pg24 2a2—2ah.

x 0
*

Jednoduché teSeni podava také problém v piipadé ptimky v nirysné
prochazejici potatkem
x=myz, y =0,
tedy ny = po = ¢op = 0. Rovnice (48) tu zni

(x —mg2)°sinyy —ycosp =0,

t.j.
g sineg

(48°) 2= — — .
my SInY

Tedy zvlasté pro a = c:
» Normily plochy kotilnic ¢ = ¢ vedené podél fezu z = konst.
protinaji urcitou pfimku svazku O v roviné O x 2.

Primka ta prochizi patrné€ bodem x =g, z = %—

, t. j. prasekem

piimky Gz a roviny fezu.
* *
*

Parametrické vyjadfeni plochy kotilnic a = ¢ zni
xX—g=vrcosep, y=rsing, 2= (@—gcosp) sin a,

kde psiano
r=(1—cosa)(@a—gcos ),

takZe je zdroveii polarni rovnice prumétu kotalnice pro pdl G.
Rez plochy s rovinou z = konst odpovida rovnici

(@—gcosp)cosa =V (a —gcosp)2—23

takZe jeho polarnf rovnice zni

(494 r=a—gcosp—VY (@a—gcos p)?— 22,
¢ili
(49%) 4+ 22=27(a—gcos ).
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V tom obsaZena ziroveil eliminace parametrii z rovnic plochy;
posledni rovnici lze totiZ psiti

—e+y*+22+2¢(x—g) =2ar,

z ¢ehoZ konefné vychazf
(49) (#® +y? + 22— gf)? = 4 a?[(x — )" + »"],
jakoZto rovnice plochy kotédlnic @ = ¢ v pravoihlé soustavé soufadnic
s potitkem 0.1)

Znad-Yi r, @ polarnf soufadnice v roviné zikladni s p6lem G a osou
G x, znf rovnice plochy kotilnic a = ¢ (49P)

4+ 22+4+2grcosp =2ar.
Differencidlni rovnice vrstevnic z = konst. tedy bude

cedr

(r+-gcosp—a)r =grsing, 7 2‘79—;

diferencidlni rovnice orthogonélnich trajektorif soustavy tvofené puidorysy
téchto vrstevnic vznikd odtud vyménou 7’ za

2
——r

a zni

(@) gr'sing +grcosep +72—ar =0.

Tyto trajektorie jsou zaroveir pidorysy spadnic, orthogonalnich
to trajektorii vrstevnic z = konst. na plo3e.
Rovnici (a) ptepiSme na .

gD (rsineg) +72—ar =0,

a poloime s = — .1 , takZe mame rovnici lineirni
7 Sin @
ds as 1
gdcp + sing  sinfe@ 0
Obvykld methoda s = u v,
[; L _
gu + sing
dava pfi oznadeni
a
k=—
(8) 7

1) Rychlej$f odvozeni rovnice (49) vychdzi z rovnice opsanych koul (4)
[pro a = ¢, p = 4}, zavede-li se paramétr u = ¢/? a polozi diskriminant rovnice
na roveit nulle. Sr. Rozpr. 86, ro¢. XXII. ,,O dvou plochich stupn& &tvrtého*,
str. 26—86. '
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— d9 _ -
log u = kSsin = klogtg g %= (tg 3)

—C + - | h—2 — 4o ®
) +Susm‘ 2 C 25(1 F) er=1a, ¢ tg2 )

Pokud tedy % je riazno od 1, bude

tb—l t"+1

ev=5C+3(= )

a v ptHpad® ¥ =1 se smyslu prizdny &len nahradi Jog ¢.
Pravodi¢ 7 je tedy ur&en rovnici

_ 1 . 1
T ssing  uvsing
t. .
2¢gth P
r= ;=1 ES ,t=1g7,
sm«p(C—i— +k+1_
gili °
t‘—1+th+1
(6) r=g =1 r+1 (t—tg. y 0= g)'
Ct+—T+7F1

a ve vyjimetném piipadé plochy kotilnic obylejnych (g =a, % =1)
1+
C + logt + % b

Rovnice () je polarni rovnice ptudorysu ¢&ary spiddové; v pravo-
thlych soufadnicich s pofitkem G mame jeji parametrické vyjadieni

P=1(1 —p) 2g
(@) *x =g =1 w1 Y = F—1 L
Ct+g—7t+t711 C+ o7tz

Kfivky ty jsou algebraické a racionalni v pfipadé, kdy pomér & = a : g
je &islo raciondlni od jednotky rizné, jinak transcendentni. Jedna z nich
(C =0) je viak s vyjimkou pfipadu %2 =1 kuZelosetkou s ohniskem G

g LB g g (B—1)

1 £ 2 P ., 9 ktcoso
xR N ]

=1 TR

VIIL



79

t. j.

.(-8)

14+ % cos @
v pravothlych soufadnicich
R2(x+ %) = (x— AP, h=g(#—1),
¢ili
Ry®+ (B —1) (x +g)* = (B —1) a;
stfed O, fokalni polouosa a, takZe vrcholova kruZnice splyva se zikladnim
kruhem (a).
Na ptimkach svazku (G) stanovi &ary (6) fady perspektivni, ponévadz
gara C = o se redukuje na bod G; tteba tedy zniti pouze jednu dalsi &aru

(pro C od nully riazné), aby se dalsi kfivky (6) daly strojiti elementarni
cestou.

Jednoduché vysledky dava ptipad & =2 (g =—;-a) :

t—1B e

7 2 — _
(@) *=3¢3rr3rip Y " %83CcT3iA

kdy trajektorie jsou raciondlni ¢ary 3. stupné. Abychom uréili dvojny
bod, uvazujme priseky s primkou
Ax+By+3€Cg=0;
parametry prusenych boda jsou kofeny rovnmice
At—B)+2824+C(3C+3t48) =0
&ili
€C—ApP+282+@BC+At+3CE=0;
symefrické tkony zakladni f, parametra bodu pruse¢nych 2, ¢, ¢’ hovi
charakteristické rovnici '

14h+ 50 =0

Piteme-li pak ¢, =¢ 41", g =11t", tedyfa =8+ &t fs = @2 ¢,
prejde tato rovnice na

1+ g+ (0 + 52 )t =0;

jsou-li ¢, ¢’ parametry dvdjného bodu, zstiva ¢ neurfeno, a musi

4
14+ ¢, =0. 91+'§%=0:

t. j. ¢, ¢’ jsou kofeny rovnice
4
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kterd tedy stanovi polohu bodu dvojného. Pro realna C je diskriminant
‘kladny a tefny v bodé dvojném jsou realné a riizné; polarni Ghel ¢ dvoj-
ného bodu je din rovnici

3

Rovnici geometrického mista dvojnych bodu trajektorii (%) ob-
drzime dosazenim hodnoty C z (d)

LA
3¢ =15
do rovmic (63%):
r=—3g(15%) =—E a+as29)
¥ =-—6gL(§1—__'_—ﬂL; =—3—2gsin2q>.
Dvojné body trajektorii (5%) lei tedy na kruhu poloméru % g= % a,
jehoZ stted ma v soufadnicich s pofitkem G polohu % =——% a, y=0
4 %* * *

Piseme-li rovnici plochy ve tvaru F =0, mame

1 aF

—_——— —_— 2 —_—

1 9% Sx—2at(x —g),

1 9F

= 7= —9 a2

Z 9y Sy aty,

1 9F

—_—— — x2 2 ¢ —
T 32 Sz, S=2+y*+22—¢g?;

rovnice normaly znéji tedy

X—x Y—y  Z—z
Sx—2a(x—g)  Sy—2ay Sz

Odtud snadno vychazi, Ze plocha normal podél fezu z = konst. jest
osmého stupné.

UvaZujme jest& plochu normil kolmych na Oy, tedy v bodech
obrysové &ary narysné; pro &iru tu plati
(@ —gcosp)cosa - gecosp =0,
a je pruse&f koule
R+t =244 g
s valcem
(— g+ 97 =an
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Rovnice normily

X—acosp Y—asing -Z_,
x—acosqp 0 Tz

zné&jf

(n) X=acosp+gyv, Y=asing, Z=vVYa*—2agcoseg,
coje zdroveii vyjadien{ sborcené plochy normail kolmych na 0 y. Vypo&teme
(X—guvP+Y2t=a% Z2=12(a2—2¢X) 4+ 2 g213;

tudi jsou ¢ary v = konst. prise¢e kruhovych vélct sméru O z (vespolek
shodnych) s koulemi

X2+ VP4 Z22=a2(1 +¥)+g2*rQ2v—1)+2gv (1 —v)X.

Obalova plocha téchto kouli je rotaénf a ma za charakteristiky kruhy
v rovinich kolmych na O %

g(l1—2vX 4+av+g2v(3v—1)=0.
Jednodu8¥i Gtvary se vyskytuji v ptipadé g = + % .

Piedpoklidejme @ = 2 g, a znamenejme ¢ = 2 w; pak zni parame-
trické vyjadteni plochy sborcené

(50) x=2gcoslw+4guv,y=2¢gsin2m z2=2gvV2sinon,

takie ¢ary v = konst. jsou hyppopédy na shodnych vélcich, a uvazovana
plocha normil m4 jednoduché konstruktivni vlastnosti. OrthogonAlni
trajektorie povrchovych ptimek normail plochy kotilnic jsou algebraické
gary — véc plirozend, any leZi na plochédch algebraickych, jezto paralelni
plochy zde jsou algebraické — urcené parametrem

konst.
V5 __—4cos2a@

Rovnici narysu povrchové piimky mozno psati

v—1 =

z .
2va’
piimka ta obaluje &iru 3. tfidy. Derivujice dle o, nachizime pre bod
na obélce

xsim®w=2gcos2msineo -+

(e) x=2g(1 —6sin*m),
nace? druhd soufadnice se vypo&te vzorcem
(8) z2=—16V2gsintm;

bod ten je zaroveii pramét bodu na strikéni ¢ite plochy uvaZovanych
normil; tato ira tedy jest dina rovnicemi (&), () a rovnici
(¥) y=2gsin2 .
Rozpravy: Rod. XXVI. Tt. IL. C. 7. (]
VII.
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Soutadnice bodu na pudorysu striken{ &iry lze psiti

Xx+2a=3acosp, y=asing,
a je zfejmo, Ze
,,pudorys strikénf &iry plochy sborcené, tvofené norméilami plochy
kotdlnic @ = ¢ = 2 g rovnob&inymi s narysnou, jest ellipsa‘.

Vlozime-li do rovnice roviny 4 x4 B y 4 C 2+ D =0 hodnoty (50),
obdriime po substituci hodnoty v, z této rovnice vychdzejici, soufadnice
bodu na fezu plochy normal s rovinou jakoZto funkce parametru @, a jejich
tvar ukazuje, Ze fezy jsou racionilni &ary stupné 6.

Provadéjice eliminaci v a @ z rovnic (50), nachdzime pofadem

12
v =——_—z.——, y =asin2 o, cosZm:Vl—-’—z-,
2V2 sin m a

x—Va2—y2= 2

y2
R

z ¢ehoz koneéné& vychdzi rovnice sborcené plochy ve tvaru

L4

61) @y +y+afli—y+ap=[@r+a) br—a) +5r—an].

Rez plochy s rovinou zékladni z = 0 sestdvid z dvojnasob vzatého
kruhu zakladniho, ktery je dvojna &ira plochy, a z dvojnésob &itané
ptimky O ». Tato je ptimka povrchovi @ =0 a o ==, tedy dvojnd
piimka povrchova.

Z tvaru rovnice vychizi bezprostfedné, Ze sborcena plocha dotyka se
roviny y = + a podél nekone&né vzdalené pfimky (ktera je tedy torsilni),
takZe roviny y = + & jsou ku plose asymptotické.

Smérny kuZel sborcené plochy ma rovnici

y (2 + 94 =0,
a plocha se dotyka abéznéroviny podél Gbéznych piimekrovin ¥ + iy = 0.

Zrovnice (b1) snadno vychézi, Ze fezy srovinami y = konst. sestavaji
ze &tyt ptimek a z piimky dbéiné, ktera je dvojnou ptimkou plochy.

Asymptotické roviny y = + a dotykaji se plochy mimo to ve dvou

pfimkach torsilnich v kone¢né vzdédlenosti z =2x a 2z =—2x.
Rovina z = + 2 x se¢e plochu sborcenou ve dvou pfimkach torsilnich
=a a y =-—a, a v fafe stupné 4.

(62) x+y+aP(x—y+aP+@x+a?(y?—a?) =0,
jejiZ prumét se dotykd @béiné ptimky v bodech kruhovych.

V1I.



Plocha (61) m4 dale dv& dvojné &iry rovinné stupné tfetiho

y=x-+a, y"—ay’+%z‘=0._
(63)

—y=x+ta, y°+ay’—%z’=0.
Narys prvé z téchto &ar (4,) ma rovnici
x4+ aB—a(x+ a2+ %z“ =0

a pomoci parametru

xia = 4 sin (m—%), Co=g),

se vyjadfuje rovnicemi

i =

1 1
—- = e
x = 8at’,z 8at(8 ) .
* *
*

Aby ptimka
x=mz+p, y=g
protinala pfimku (aneb s ni byla rovnobéZna)
’ X=mzZ+ b, Y =q
mus{
(g—q) (m—my) =0.
Uvazované normily odpovidaji hodnotam

1 .
Mm——————,g=asinl e, =acos2 e
2V3sinw 7 P
a tedy se dvé€ pfimky o, @, nasi plochy protinaji, plati-li jedna z podminek
4 3=
0o =0+, o=@, 56, O=T—a0.

Piimky @ a @ 4 = se protinaji na dvojném kruhu (a); ptimky
®a —g — @ lezi vroviné kolmé na Oy a vychdazeji z riznych bodd opér-
nych, prisek jich ma vysku.

Pt
”m— 1
t. j. po dosazeni
s—4aVT c0s2 @ Sin ® cos @

’

Sin @ — COS @
déle jest pro prusek obou primek
2x=(m+m)z+p+p,

VIl.
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Sineo + coso z

tedy v naSem pifpadé x = snacsw " 4V3 '

sin o -+ cos @
sinw—coso '

Xx=acos2mo

*xt+a=—2asinowcoso =—y,

t.j. ptimky o a.—; — o se protinajina dvojné ¢ate 44 vrovinéx +y +a =0.

Na dvojné tite 4, vroviné x 4 a =y se protinaji ptimky ma 3—2"——07,

konetn& ptimky @ a ® — @ jsou spolu rovnobé&Zné, t.j. protinaji se na
dvojné ptimce Gb&Zné.

Otaii-li se rovina kol povrchové piimky, zustivd z jeji péti bodn
priseinych s doplitujici kiivkou stupné 5. ctvero stalych, vnichZ ona ptimka
protind dvojny kruh, dvojné tary 4, a 4,, a bod béZny; pouze pity bod,
v ném# se pak rovina dotyki plochy sborcené, se ménf s polohou roviny.

Témto &tyfem faddm protinajicich se ptimek odpovidaji &tyfi pary
ptimek torsilnich a sice

1. na &ate 4, maji kuspidilni bod ptimky torsilni
m=% a m=5i‘;—(y =a, z=2x az =—2%);
2. na &fe 4, maji kuspidalni bod piimky
3

7
®=-TTa (y=—a, 2= +212);

3. na &ate dvojné v nekone¢nu maji body kuspidalni ptimky torsalni

% 3x
a0 =—:

2 2

_ r4
=0, x+a=+ — .
y + RV

4. Na kruhu dvojném (a) jsou kuspidalni body pifimky torsilni @ =0,
jeZz splyvd s ptimkou @ = =:

y=0, 2=0,
<oz jest osa Ox; oba plasté plochy sborcené, jez se podél Ox prostupuji,
maji tuto pfimku za torsilni, s kuspidalnim bodem A4: —

Podminka, aby rovina 4 ¥ + By 4 C z + D = 0 dotykala se plochy
sborcené, jerovnomocna s podminkou, aby obsahovala nékterou jeji po-
vrchovou ptimku. U nai plochy normil (50) podminka ta spocivd v rov-
nicich (2 @ = @)

(549 A+2V2Csinm=0, Acos2m+Bsin2m+%=O.

V1I.



Vylou¢enim @ vychézf tangenciilni rovnice plochy
(54%) AaBa(sm—Aﬂ)=(4Aca-As+%CﬂD)’.
Omezme se na ptipad D = 0; tu se rovnice zjednodu$f na
(65) B2 (8C?— A% = (4 C? — A2)3,

coZ jest tangencidlni rovnice kuZele opsaného o plochu sborcenou z vrcholu
0. Obytejnou jeji rovnici obdrZime takto: rovnice (64) davaji pro D =0

hodnoty '; a -% , a rovnice te¢né roviny pak zni

. 1
6 xSin2mm—ycos2m=—=2zcosm;
(6) y Vs
na obalovém kuZeli je splnéna je$té rovnice charakteristiky
. 1 .
xcos2@+ysin2o=— — Z2S51n 0,
Y 2V3
a z obou rovnic vychazi feSenim
z . .
x=———=2sm2mcos®—cos2 msinw
2Va ( )
—2 . .
=——(2cos2w0cosm + sin 2 o sin o),
Y= 3v3 ( )

parametrické vyjadieni opsaného kuzele.
Rovnice ty lze psiti v imaginarnim tvaru
—12
V2
a odtud plyne daldi vlastnost plochy, Ze

(65%) xt+1y=

(3 + 62400) e‘w’

,,fez kuZele opsaného z vrcholu O o plochu normil plochy kotélnic
a = ¢ = 2 g rovnobéZnych s rovinou O x z, vzaty na rovin€ z =2 aV3,
jest: nefroida Huygensova, ¢&ili epicykloida vytvofena kotilenim kruhu

poloméru % po kruhu poloméru a, ale otolend o 90° ve sméru zipor-
ném, pfi ¢emZ rameé jest — ;— .
Ptitom odvaleny tihel na kruhu pevném = @ jest polovice odvaleného

uhlu ¢ pfi kotdleni v prostoru.

Znamenejme T bod nefroidy, p jeho bod op&rny na kruhu (@) vro-
viné fezu, B bod kruhu tohoto, od néhoZ kotédleni po¢ind, takZe obl.
By = obl. u =, pak je T diametrilni protéjsek bodu # na hybném kruhu.

Konstruktivng jsou tyto vysledky malo uZite¢né pro pfili§ malé
rozméry obrazce. Vime v3ak, ¢ — mluvme vyhradn¥ o ptdorysu, jen2

Vi1l.



% , takZe jest O p’ | A, ™
je-li m op&rny bod pifsluSny k bodu P na plo3e kotélnic, z n&hoZ vychazi
norméila » (obr. 11.) a znaci-li 4, bod (—a, 0, 0).

Mimo to jest dle hotejsf rovnice (6) stopa tené roviny na roviné
fezu T G (a jejf pudorys T' 6) rovnobéina s piimkou O m || G P'. Jeito pak
z=2aVY2, jest dle (6) vzdilenost ptimky T'% od podatku O rovna
2acos@ = A;m.

Vedeme tedy kolmici O g’ na A4, m, jejim priusekem u’ s kruhem (a)
kolmici na G P’ (|| O m) a protneme ji v bodé T” ptimkou na ni kolmou

je shodny s originilem — X B'0Op' = o0 =

Obr. 11.

u vzdalenosti 4, m od O vedenou. Je pak T' pudorys bodu na opsaném
kuzeli (v roving z = 2 aV'2), 1’ & padorys te¢ny jeho fezu.

PonévadZ normiéla # lezi v roviné 6, a jeji pudorys m P’ (|| O x) je
piesné& znim, nachazime tak spolehlivéjsi uréeni narysu normily »’’; nebot
stopa normaly # na roviné fezu ma pudorys v praseku ptimek T G a m P’,
narys je v nirysné stopé fezu.

V obrazci 11. znizornény body P a P, na plo3e kotédlnica =c = 2g
(jich pudorysy leZ na kruhu poloméru a4, stfedu G), které maji normaly
n, n, ve spolené rovin& kolmé na Oy, a protinajf se naroviné 4 (y = x + a),
jejiz stopa 4" prochdzi bodem 4, a svird s O x thel 45° V této roviné lez

V11.
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tara dvojna (d,), jejiz jeden bod D — priusek normil #, #, — v ebrazci
znazornén,

Také kuZely opsané z libovolného vrcholu na piimce Oz jsou
&tvrté tiidy. Rovina uréena vrcholem S, (%, 0, 0) a pfimkou # ma rovnici

- . . _ﬁ)zzcosa)
(X—2x) sin2 o y(cos2m p ~5

charakteristika — ptfmka na obalovém kuZelt — leZ{ pak na rovin&

. Zsino
X — X,y €05 2 @ sm2ow =————7—;

jeji stopa na roviné z = 22 V2 mi pidorys kolmy na O m, a vzdéilenost
jeji od bodu S, rovna se vzdilenosti piimky p’ T’ od bodu O, ktera jest
—a sin® = 0, tedy rovna vzdalenosti bodu O od ptimky A4, m.
Promitneme tedy pfimku # na ploge normal do roviny z =2aV 2
ze sttedu S,, natez pudorys stopy kuZele opsaného obsahuje bod, ve kterém
pudorys -centralniho prumétu #* protind teénu kruhu (d) opsaného polo-
mérem ¢ ze stiedu S,, kolmou na smér O m. Urtitéji vyjaddieno, je tato
te¢na vedena na konci polomeéru pfisluSného k sméru2e 47 =@ + x.

*x *
*

Vrafme se k obecnému piipadu plochy kotilnic @ =¢, abychom
urcili normaly jeji prochazejici danym bodem (x, y, %) v prostoru.
Problém se vyjadiuje rovnicemi

x—p _y—4q L a— p=acosp, g =asing,

Xo— P Yo— ¢ 2y

¢ili po dosazeni hodnot,

—gcostp— (a—gcos @) cosacos @ = u (xg—acosep) —g
—gSIMPCosp—(@a-—gcosp)cosasing =u(yy—asing),
(@a—gcos@) sina = zyu,
kterymiZto rovnicemi jsou neznimé ¢, @, % urdeny.
Tu obdriime z prvnich dvou
(@) g Sin @ = u (X, Sin @ — y, cos @) ,

mimo to divaji prvni dv€ rovnice

(@a—gcosp)cose =—u (xgcosp + yosinep —a);
sectou-li se pak &tverce tfeti rovnice soustavy arovnice posledni, vyjde
) (@ — g cos @) = u? [(x, cos @ + yo sin ¢ — a)* + 27,

nadeZ délenim rovnic (a) a (8) vychazi rovnice pro neznamou g:
(a— ECoS )2 (%o sin @ — yq cos ) = gisin? p(x,cos P + o sinPp—aP + 2],
kterd ma 3est feSeni, jeito se n&které ¢leny rudi.

VII.



Geometrické provedenf zd4 se nejvyhodnéj¥im takto:

V rovnicich () a (8) znamendme ?g =7, povaZujfce r za privodi¢;

pak se obdrzi hodnoty ¢ jako Ghly ptislu$né k prisekaim &ar?)

I. r=xy—y,cotgep,

IL 7 (a— g cos g)* = g2 [(% cos @ + ¥p st @ — )} + 2],

Konstrukce prvnf &ary, ktera je stupné 4., je bezprostfedni.?) Druha

¢ara je sice stupné 8., ale jeji konstrukce neposkytuje obtizi, jeZto veli¢ina
a — g cos pjest polomér kruhu I',a veli¢ina x, cos ¢ + ¥, sin ¢ — a je vzda-
lenost bodu %, y, od te¥ny kruhu zdkladnfho v bodé m (). Také teZny obou
&ar strojf se bez obtiZf na zdkladé polarnich subnormal.

L
* *

Obratme se nyni k plo$e kotalnic 4. stupn& obycejné (g = a), abychom
stanovili plochu jeji normil podél libovolné kotdlnice & = konst.
Rovnice normaly zné&ji

)

X:acos(p_l_z.x__—‘:LS(p_' Y_—_as"q,q)-i-zw

pH &mZ soufadnice bodu na plofe x, ¥, 2 maji hodnoty
x=a-+a (1 —cosg)cose
y =a, (1 —cos @) sin g,
z = a, (1 —cos @),
a =a(l —cosa), a, =asine,

takZe bude
'x—acosp _a+tacosp y—asineg _ 4 —a—ac059 sin @
P o a, ’ z a, (1 — cos )

a rovnice normily bude lze psiti

X=(%Z+a)cosq)+%2,

y— 4% + (@, —0)Z —(aa,F+a1Z)cos @ sin .
a, (1 — cos @)
Eliminaci ¢ vychézi odtud rovnice plochy normaél; ponévadz

sinfp 14 coso
(1—cos@)2  1—cosop’

1) Privodi¢ prisediku uréuje hodnotu » = % , & pro bod na plofe jest pak

g%
it

1) Jeji rovnice znd (5* + %) * = (#¥ — Yo 7).

8 =
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d4 se Y? vyjadfiti raciondln& pomocf cos ¢ a tedy téZ pomocf X:
Y,:__[aa,+(a1-—-a)Z-—-(aa,+aIZ) cosq;_]’ 1+ coso

ay l1—cosop '
9= aayg+a,Z’
ye — [aaz-f- @—a)Z +aZ—a, X ]2? ay(@a+X)+ (@g,—a)Z
ay 6y (@ —X)+ ( +4a) 2
t. j. rovnice plochy normail podél kotilnice « zni
(56) al’((@+a)Z—a,X +aa,) Y?

=[a,—a)Z+a,X+aa) (8, Z —a, X + aa2)2 = 0.
Plocha ta mi dvojnou ptH{mku

(d) Y=O,Z=%(X—a)=(x—a)cotg%,

1

oti¥f-li se rovina kolem dvojné piimky 4, protind plochu v ptimce leZici
na roviné obsahujici ptimku

@+a)Z—a, X +aa,=0,
(@—a)Z +a, X +aa,=0,

rovnobéZnou s O y. Ostatn€ z rovnice narysu normaily
X = (ﬁZ—l— a)coup—}—iz
az az-

vychézi bezprostiedng, Ze ndrysy normdl tvo#f svazek s vrcholem

2
xo_—.;a_’ zo=_ aa2
& a
¢éili
(no) xo=—L,zo=—acotg%.
281:11:2?

Ridici Gtvary sborcené plochy normal plochy kotilnic c =4 =g
podél kotilnice « jsou tedy zdkladni kruh plochy a ptimky (d4), (%),
z nichZ prvni je dvojnéd &ira plochy.

Riznym kotalnicim piisluSné ptimky (n,) tvoif vélec parabolicky

2%+ 2axy+a®=0.

V obecném ptipadé libovolné plochy kotdlnic m4 narys normély
rovnici

gan@sing
(@a—gcosp)sina

1

X—ccosy =Z[—cotgacos¢+

VII.
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a miZe tvotiti svazek paprski jen v ptipadé, kdy

gsingsing
a—gecosQ

je linedrni funkce cos ¢. To nastane pti g =a,p = a téZ pfi p =2 ¢,
kdy tento vyraz ma hodnotu cos ¢, tak Ze zde narysy normdl prochdzeji
bodem

X =0, Z=—ccot-;—,

a jeden z Fidicich dtvaria plochy normail jest opét pfimka sméru O y.
Rezy Z = konst. plochy normal (56) jsou cirkularni &ary 3. stupné,

majici dvojné body na pfimce Z = (X — a) colg % v roviné Y =0, t.j.
dvojny bod jest
X:a+Ztg%, Y =0.

Abychom urdili te¢ny dvojného bodu, piSme rovnici (56) ve tvaru
AY)—BH*=0, A=a%[(@a+a)Z—a,X + aa,]
B=@—a)Z+aX+aay, H=aZ—a, X +aa,

Rovnice teten v bodé dvojném pak se ve tvaru differencidlnim pide
AdY*—BdH? =0,
kde za 4, B se kladou hodnoty téchto vyrazii v bodé dvojném:
A=aqa’Z, B=Q2a—a)Z +2aa,,

a mimo to jest d H = —a,d X ; rovnice tecen tedy zni
(dY 2_2a1—a+2aa2
dxX/) = q oz

Teény jsou symetrické vici nirysné, a sviraji dhel zavisly na vysce
fezu Z ; stoji na sobé kolmo, je-li posledni vyraz roven #g 45° = 1, t. j. pro
2aa,
@a—a

=2alga,

takze

,Tovina Z =2atge protind sborcenou plochu normal podél kotalnice a
(66) ve strofoid&‘‘;

jeji asymptota je rovnobéZna s O y.
Pro libovolné Z polozme

EZX—&Z—a: = »
a n=y

t. j. preloZme potitek soufadnic do prumétu dvojného bodu fezu; rovnice
tezu Z = konst. se pak objevi ve tvaru

abtE+ 7 +[2ay—aZ+2aa)E—aZn=0.

VIL.
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V polérnich soufadnicich 7, @

E=rcosow, n=rsinm,
zni rovnice ktivky

(57) y =22

Gy

secw—2(%‘£+ a) coS @ ,

takZe se jevifez Z = konst. jako cissoidala pfimky a kruhu, z p6lu na tomto
leziciho. '
Zejména sele rovina
_ 2aa,
a—2a
plochu normal (56) v cissoidé Diokletové.
Soutadnice tvratniku jsou

« 2asina
y=0 F=atikg f= Toosa—1
tedy
4 a sin® —
map T
2¢0s0—1 "'
a po redukci
_ a _ 2asinea
2¢cosea—1 '~ 2¢cosa—1 ’

z CehoZ eliminaci plyne
A4 tar=_4sy=0

jakoZto rovmice geometrického mista Gvratnikd cissoid Diokletovych
z = konst. na plochich normal podél raznych kotalnic. Cara ta jest hyper-

bola
’ a \? 4
4 Y e _ T 2
3(x 3) 2 3a.

Ponévadz soutadnice dvojného bodu fezu z = konst. jsou
[+4
y =0, x=a—|—ztg?,
vychézi pro cissoidaly (57) jakoZto geometrické misto stfedd fidicich kruhua
piimka v roviné O x z
x=2%a+220g,

a Hdici ptimky téchto cissoiddl maji v rovin& O x z stopy na piimce

a-—+a
X =a - 2.
+ ay
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Vratme se k rovnicim (40); snadno shledime, e &ira & = konst.,
v = konst. jimi stanovend le#f na kouli

_ a4 —c cos a . s 3
S) x‘+y’+z’_2v——-si”¢ z+ct+4 v®(g?—a?).
Zv145t& mame v pipadé g =a =¢, a
. 1
- 2cosa—1 "'

t.j. kdy ¢éra (40) znalf kotilnici na plose centralni, ptislu¥nou ke kotalnici

a, rovnici koule
Byt 2=2a l—cosa

2cos5a—1

tato prochdzi patrné zdkladnim kruhem. Pronik této koule s plochou
normil (66) sestiva z tohoto kruhu a z &iry stupné 4., nasf kotilnice na
ploe centrilnf.

z + a3;

14.
Vratme se k ploSe kotilnic stupné& &tvrtého a = ¢, jejiZ rovnice zni
(49) (W + 92 + 22— g = 4 a? [(x —g)* + 7,
a ve vgrjédi'eni parametrickém
X—g=7rcosQ,y=rsing, z=(a—gcosQ) sina
Pii oznaleni
r = (1 —cos a) (a — g cos ).

Volme bod G (g, 0, 0) za p6l soustavy soufadnic polirnich v prostoru
0, ©, @, kladouce
x—g=0sn0cosm
y=e@esmO@sinae

z2=0c0s0;
je (49°)
pak ?=7r+22=27(a—gcosop)
t. j.
e2=2(1 —cosa) (a —gcos @)?,
tedy
1 =2sin% (@ —gcos @),
takze
cos @ =% =cos%, r=e¢sn®, o =g,
tedy plocha kotdlnic 4. stupné mi polarni rovnici
(58) e=2(@—gcosm)sin®,

ph éemi8=%, 0=g.
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Transformacf reciprokych prtivodi¢t (inversf) s pélem G, vyjidfenou
rovnicf ¢ o = ¢%, ptechdzi plocha v nésledujic:

(59) 2 ¢, 511 O (a — g cos ®) = cB,
aneb vratime-li se k soufadnicim pravothlym,

2aV{e—gf +y*—2g(x—g) =o*;

plocha tato je vilcovd kolma na zdkladni rovinu O x y, a jeji ¢ara Fidici
ma rovnici

(59%) (@ —gY) (v —gf +atyr= ot g (v —).

NaSe plocha kotélnic 4. stupné tedy vznika prostou inversi z plochy
vélcové 2. stupné, kterd jest parabolickou v ptipadé g = + a, elliptickou
pro | g| < a, hyperbolickou pro|g| > a. Poné&vad# inversi se &iry ktivo-
zna&né pievadéji opét v kiivoznacky, vychédzeji tak zvlastni pHpady hotej-
sich vysledki; kruhy na ploSe kotalnic odpovidaji povrchovym ptimkam
vélce, a ptimé jeho fezy jsou ¢ary inversni kfivozna&ek plochy kotilnic,
takze

,,kfivoznatky plochy kotdlnic 4. stupné (@ =c¢) jsou na plode vyfaty
koulemi, které se v bodé G dotykaji zikladni roviny O x y.*
Koule (¥ —g)? + ¥2 + 22 = 2 h z vytina na ploSe (49) kiivoznacku;
spojenim obou rovnic vychézi

6) [g (x—g) + h 2]t = a®[(x — g)* + 57]

jako rovnice kuZele s vrcholem G, na némzZ uvaZovana kiivoznacka se na-
chézi. Ptetvofenim pravé strany na zikladé€ rovnice koule vychazi rovnice
elliptického valce

[sx—g)+hzl2=a22(2h—2),
zérovei narysu kiivky. Tato ellipsa dotyka se osy O x v bodé G, jeji pramér
timto bodem prochézejici ma rovnici

x—g _ z

.._.h_g’

a stied ma vy¥ku z = &, t.j. leii se sttedem koule na rovnobéice s O x.
Pramér sdruZeny se smérem O z

gh(ix—g) + (a2 + k%) z=a%h

2
obsahuje bod z =0, x =g + % .
Druhy prusek ellipsy s ptimkou G z ma soufadnici

2ah

t=amiE

=asin2y, h=aligy.
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Ellipsa dotyka se obrysové paraboly plochy kotélnic (10%) &l. 4.
a3
2 —_——— ) =
A4 2¢g (x E—3 2 0
v bodech z = h + Yk —a?, realnych pro |k |>a.
KuZel (G) lze povaZovati za obalovou plochu rovin
atiospt+aysing =g+ hz;
roviny tetné k db&Znému kruhu odpovidaji podmince
at + g? + K3 iV(a2+g2+k2)2—4a2g2
2ag 2ag

coSQp = , Sing =

»

a protinaji se v ptimce fok4ln{
y=0, (@+r—g)E=2¢ghz; E=x—¢g.
Druhi fokala kuZele pifisludi parametriim cos ¢ = o a splyva s piim-

kou G z.
Pro pudorys kfivoznatné tary nalezneme rovnici

[(@ + g8+ ) 8 + (@ + 1) 32 + 2 g 26 = 40* (8 + 99 (g € + A%
pfehlednéjsi je vSak rovmice smiSend (72 = £ + »?)
(gé+h—ar?+ hr=H.
Dvojny bod G ktivoznacky je ptirozen& dvojnym bodem pramétu,

a jeho te¢ny jsou % = + Xu ; druhé dva body dvojné pldorysu
maji soufadnice
2
f=— y= 2 VESEEE
Cara se dotyki kruhu 72 = 42 v jeho prisecich s kuZelosetkou
ar =g §E + k2.
Body, v nichZ te¢ny jsou rovnobéiny s O v, se uréi z podminky
A
at ’

jeZ zde dava
i 2 2
—a?—|—1 =~F ’
2

¢ili » = a sin p, nacez § =a?tgy(secy—tgy).

Kotélnicim & = konst. ptisluleji ¢iry ® = konst., pro néZ rovnice
(59) dava ve spojeni s rovnici z = @, cos @

1
(So) aztg® —g(x—g) =5,

VII.
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t. j. snversi kotdinicim odpovidaji na vdici ¥#ezy s rovinams obsahujicimi
urbitou pHmku roviny zdkladni, rovnob&inou s 0 y. Zvolime-li ¢® = 2 g3,
bude tato ptimka splyvati s osou O y.

Kotéalnice « leZi na kouli (S) (a =¢, v =1)

x’+y’+z’=2aztg—g—+g’,

kterou skute¢né nale inverse pfevadi v rovinu (S;); tato je rovnobéZna
s te¢nou rovinou koule v pélu G, a tak podiva inverse nase zarovet stereo-
graficky pramét kotdlnice z polu G.

Nevéazeme-li sena to, aby primeétna tohoto promitani méla ustilenou
vzdilenost od stfedu promitini, obdrZime tak stereografické pruméty
vech kotilnic plochy, rozloZeny po vilci 2. stupné jakozto jeho fezy s uréi-
tym svazkem rovin.

Uvazujme nyni ptipad g < &, kdy inversni valec (59 *) jest ellipticky.
Rovnici jeho lze psati

2 2 3 2
@—g)(s—g—5 &) +ar =" -

Rez tohoto vilce s rovinou rovnob&znou s osou Ox jest ellipsa, jejiz

pelouosa ve sméru Ox mi hodnotu

4= _1_ ac?
2 at—pg’
a druhia b ma hodnotu
b ¢
= secy,
2Va:— g2 4

je-li y dhel sevieny touto rovinou a rovinou zikladni Oxy.
Rez bude kruhovy pfi @ = b, t. j. je-li tihel  uréen z podminky

atcoy =a?—g?, asiny =g.

Zpétnou transformaci obdrZime na ploSe kotalnic dvé& fady kruhd,
a chceme tyto bliZe seznati. '
Rovina kruhového fezu na vilci bud?)

ysiny + 2¢05y =9,

pii ¢emz $ je zcela libovolnd veli€ina; stfed kruhu, v némZ tato rovina
sefe vilec, ma soufadnice

1 c? 0
x—g—?gm.y=.2=;‘>swr,
a polomér kruhu jest
1l ad .
2 a?—g?’

1) V ptipad& a < g jsou tyto kruhy pomys'né; mimo to maji nade plochy
ve viech ptipadech (s = g) je$t& jednu fadu pomyslnych kruha.
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takZe na¥ kruh le#{ na koulfch

ct ad

4 (a*—g?

(x—g—%g—a,c_’g,)'+y’+ (3—p st y)—

+2A(p—ysiny—zcosy) =0,
pti libovolném 4.

Tuto konstantu 4 uréfme tak, aby koule obsahovala bod G; to poda
1 ct

8ap=—

o plgecd
P Y psecty,

a rovnici koule lze uspofadati takto:

2
P? (y sim y — zcos p) secty +p[(x—-g)2 +y2—|—z’—gaﬁch2 (x—g)]
1 ct . )
—7 a’Tg“‘ (ysiny + zcosy) =0;

inversf vznikne odtud rovina, ktera protina plochu kotélnic ve dvou kruzich.
Jeji rovnice

. czp
% (y sim y — z cos p) sect y — pr— (g x —a?)
: —i—f‘—(ysin + zcosy) =0
4 a2 —g? 4 =
bude zbavena vlivu pomocné veli¢iny ¢, zavede-li se paramétr
b=ty

Roviny sekouci plochu kotilnic 4. stupné ve dvou kruzich maji tedy
rovnice

. cos® y
pE(ysiny —zcosy)—p pp— (g x — a?)
1 cos?y .
—-‘Z ‘lzng-(yS‘l«n}'-l—ZCOS?):O

¢ili 1épe
2
(60) a*p® (ysiny —zcosy) —gu (x — %)—% (y sin y + z cos y) =0,

kde thel y podroben hotejsim rovnicim.
Obalova plocha téchto rovin je rotaéni kuzel

(60%) (rc—a_a)2 IOV S il

8!
jehoZ vrchol H (ig , 0, 0) , osa rovnobézna s O z, a jehoZ strany sviraji

x
s osou Ghel —- —
-t
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,,Tetné roviny kufele (60®) protinaji plochu kotdlnic 4. stupn¥ ve
dvou kruzfch*.

Hotej&i rovina

ysiny +zcosy =p, p=cp,
ptechazi inversf v kouli

(61) ysiny +zcosy =pS, S=@x—gt+ "+ 2,

kterazto koule vytind na roviné (60) jednu z povrchovych kruZnic uvazo-
vanych. Dosadime-li hodnotu (61) do rovnice (60), a kratime-li p, vyjde
Tovnice

2
(612) S+4g(x——ag—)=4a’y(ysiny—zcosy).

Rovnice (61) a (61°) odpovidaji dvéma koulim, které se protinaji
v kruhu na plofe kotilnic.

Zaroveil vidime, Ze tato plocha je vylvoFena jako souhrn kruhsk, v nichk
se protinaji dva proméiné svazky koulf (61) a (61°%).

Vysledek ten se ostatnd verifikuje ptimo eliminaci g z obou rovnic.

Rovnici druhé koule (61°) lze psati pfehledné&ji

(61%) x+g2+92+22=4a+4a2p(ysiny —zcosyp).

Koule (61) znamenejme &, koule (61*) pak ®,, v souhrnu (&) resp. (®;).

Koule & tvoi svazek o spoletném kruhu £ v roviné
(%) ysiny +zcosy =0,
jehozstfedjest G a polomér nulla. Koule &, tvofi svazek o spoletném kruhu
&k, v roviné
(k) ysiny—zcosy =0,
jehoz stted je G; (—g, 0, 0) a polomér 2 a.

Pudorysy stiedi K K, téhto kouli leZi na rovnobétkich Gy, resp.
G,y s osouy, a poradnice y, y; stiedu ptifadénych kouli hovi rovnici

yn =g .

Spojime-li tedy pudorysy sttedi promé&tné si "ptislu¥nych kouli #

a &, obaluji spojivé ptimky kruh
x2 + yz = gz.

V prostoru tvoti spojky stteda prislusnych si kouli rotaéni hyperboloid
s osou O z, jehoZ ptimky sviraji s osou @hel y. Tato pitimka 'K' K, protind
kolmo rovinu kruhu (&, &) v jeho stiedu, a jeZto roviny ty obsahuji stily
bod H — vrchol kuZele (60*) — jevi se stted kruhu na plose kotilnic jako
pata kolmice spusténé z pélu H na povrchovou ptimku hyperboloidu.

Parametrické vyjidfeni ptimky na tomto hyperboloidu znf

x+1y=(g—ivsiny)et® z =vcos Yy,

Ro pravy: Rod XXVI Tt II. Cis 7. 7
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kde » jest Ghel pHsluiny k oblouku G p, pti tem p je dotykovy bod pHmky
K, K’ s kruhem (g), t. j. bod v = 0 na ptHimce. V realném tvaru zné&ji tyto
rovnice

x=gcoso +vsinysine,
(62) Yy =gSinw—vsinycose,

Z2=uvcosy;

v je délka povrchové ptHimky mezi bodem hyperboloidu (¥, ¥, z) a kruhem
(g) v roviné x y.

2
Rovina vedenid bodem H (a? , 0, 0) kolmo na tuto pifimku m4

rovnici

2
63) Xssmysino— Y sinycoso + Zcosy = —:— siny sin @,
a prisek jeji s ptimkou povrchovou odpovidi parametiu?)

2
a . . .
‘U=? SInNysine® —asino,

cof je tedy paramétr stiedu povrchové kruinice, lezfici v roviné kolmé na
povrchovpu ptimku @ na hyperboloidu. Soufadnice sttedu této kruznice
znéjf pak
) x—g=¢g(l —cosm)cosm
(64) y=g(l—cosm)sine
2=V @@ _—gtsino =acosysine,

a vychizi tak zejména, Ze

,,sttedy kruZnic na ploSe kotélnic 4. stupné napliluji dvé ¢ary racionilnf

4, stupné leZici na rotadnim hyperboloidu jednoplochém a na vélci sméru

O z, jehoZ Hdici &arou je kardioida, dpatnice kruhu (g) z pélu G.
Oblouk na zikladné méfeny od bodu G jest

s=4g(l—cosi2n~) =4g+o0;

po rozbalenf vilce v rovinu pfejde ¢ira rovnéZ v kiivku 4. stupnég, jejiz
roynice zni
(a®*—g?) 0% (16 g2—o?%) =64 g* 22
&ili
( 4 4 22
4 gi 4 g2 as — g! ’

kde & jest oblouk méfeny na kardioidé od vrcholu @ = =.

. 1). Rovina tato jest identicki s (60), a parametry jsou vAzdny rovnict

1
ap=§cotg

©| e
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V ob1. 13. diny kruhy (a), (g) o stiedu O a polomérech 0 4, 0G;
kolmice G J na O A X stanovi na kruhu (4) bod J, natez O J svird s ogou
O z tihel 9, a kolmice J H na O J stanovi na O x vrchol H kuZele rotaéniho
s nirysem (J H J;) (60*), jehoZ se dotykaji roviny Rsekoucf plochu kotélnic
v kruzich.

Pti zvolené roviné takové R vedeme na jeji pidorysnou stopu R!
kolmou te¢nu kruhu (g), kter4 pak na pHmkéch G y a G, y urfuje pidorysy
K’, K sttedii koulf ® a &, a je sama plidorysem povrchové pHmky na
rotatnim hyperboloidu ; pro uréeni nirysu le2f prostfedky na snadé. Zejména
vime, Ze nirysna stopa koule £ protini R v bodé& nirysné stopy plochy

~

n. (z)

‘I

1 /:\ ,'
w8 /) : X
N A N/
v ; £
§
Kl
F
ﬂl
\ E
|
al
Obr. 12.

kotalnic, kter4 jest kruh sttedu 4, a poloméru 4; G. Pro kruh R znime

tedy prusek pHimky RU s timto narysnym kruhem plochy, a vime, Ze se tento
kruh 1! dotykid osy O x v bod¢ G; osa symetrice téchto dvou bodu tedy

urcuje bod K'’ na Gz.

Priseky narysného kruhu s RM jsou oviem dva, druhy odpovid4
kruhtim soustavy charakterisované thlem x — », a ptislu¥nym k druhé tadé
primek na hyperboloidu.

Ostatné je snadno operovati se stopami kouli & a ®,, pro n&? znime
sttedy a pruseky s osou Ox (x =g, resp. —g+ 2 a).

Kolmice ¢ S’ | K’ K’, uréuje pidorys sttedu S kruhového fezu na
roviné R. Déle jsou prisetiky E, E, stop 8! a R! na epicykloidé « ==,
ktera tvoii stopu plochy kotélnic, a prusek F ptimky R! s tetnou K’ K’y
je sttedem délky E E,; je bodem na tpatnici kruhu (g) z pélu H.

T
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Problém prisetikh epicykloidy & = =%8 piHimkami svazku (H) rozpadd
se tedy v problémy kvadratické.

Podobné& rozpada se ve dva problémy kvadratické otizka po pri-
secich plochy kotélnic s pfimkami, jez se dotykaji kuZelové plochy (60*)
JHI,

Kruh na plo3e je fez roviny (60) a koule (61), t.j. vzhledem k hodnoté

L o ®
ap=-gcolg5,
roviny (63) a koule
(65) (x—g)’+y’+z'—2atg (ysiny +zcosp).

Vzdélenost sttedu koule od roviny obnasi

3 __ o2
F R | sinm+atg£sin*ycoso—atg£cos’r
a 2 2
t. j.
. o
(656°%) d=asmm-—atg?,
polomér koule m4 hodnotu
(65*) R=atgs,
takZe pak pro hodnotu poloméru kruhu ¢ vypotteme
¢ =R— & —datsint 2,
a tedy jest polomér kruhu

(66) [ =2asin2% ,

coZ se rovnd délce privodite kardioidy, dpatnice kruhu (a) z pélu 4,
kolmého na teénu-X’ K',.
Nejvétsi kruh piisludi poloze @ = =, kdy rovina prochazi osouO x
majic rovnici
ysiny 4+ zcosy =0;
tu protiné rovina plochu kotélnic v ]ednom kruhu poloméru2aa v ]ednom
kruhu poloméru nulla,

Rovnice (63) se nezm&ni, obritime-li znameni cosy a zvétSime-li
soutasné thel @ o = ; tak obdrZime druhy kruh spole¢ny roviné a ploge ko-
tilnicl) Tedy poloméry kruh®, v nich% nase roviny sekow plochu koldinic,

1) PH tom se tedy méni znamen{ odmocaniny Va—g = a cos y vrovnici (64).

VII
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maji stdly soutet 2 a (= 2 a sin® —} + 2 a cos? %) , mimo to leX{ stfedy

obou kruhti na ptimce rovnob&iné s O x y.

Odtud plyne, Ze chordéla obou kruhii na roving R je kolm4 na pédo-
rysnou stopu R!, mimo to obsahuje bod H.

Posledni véc vych4zi z néisledujici dvahy: Druhy kruh na roviné R
hovi rovnici koule (o + =, x —y) (65)

x—gl2+yr+22=—2 acotg% (ysiny — zcosy);
radikidlni rovina obou kouli ma tedyrovnici, jeZ po kratké transformaci zn{

YSInYy =2C05Sy .cOS®;

fez této roviny s rovinou R (63) je chordéla nagich kruhd; hovi patrn¥
rovnici vzniklé eliminaci y

xsiny fzcosysineo =a;
2 .
eébé rovnice jsou splnény proy =z=0, x = %- , t.j. chordila obsahuje
bod H. Z obou poslednich rovnic vychazi

xcos@m -+ vsinm = —
+ siny '

coz jest rovnice roviny kolmé na R! a obsahujicf bod H. Avsak ptimka
roviny R kolmi na stopu R!jest praveé strana rotatnfho kuZele, podél které
se ho rovina ta dotyka:

»Spoletné body obou kruhu plochy kotilnic na roviné R lezi
na strané rotaéniho kuzele.*

V téchto bodech se rovina R plochy kotalnic dotyka, a dotyké se ji
v nich také plocha kuZelova; t. j. rotaéni kuZel jest kuZel z vrcholu H
o plochu kotilnic opsany, jiz se dotyka podél urtité &iry 4. stupné.

Vysetime jeho pronik s plochou. Rovnice (60*) diva

a? . az_.gz
2ty 42— =?(zz+2g_x—a’—s’+ &

az -—_ g2
(k—e)P+yt=—— (@ +2gxr—a—gl),
a tedy rovnice plochy kotéilnic

\ (7 + 92+ 22— g2 — dat[(r—g)? + %] = 0
podd pro pruse¢ s uvaZovanym kuiZelem

2 ___ p2 2
(Z*+2gx—a’—g’—g’ - azg ) =0,
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t. j. kulel se dotyké plochy podél Ziry lezicf na paraboloidu
(67) z’+2gx=a'+2g‘—-§—:.

Tato &ira je souhrn bodd, v nichZ se kruhové fezy na spole¢nych
rovinich protinaji.
Z rovnic (60*) a (67) obdrifme téz

(68) x4yt 422 =2a%—gt,
takle ¢ira naSe je prised kuZele (60*) s koulf (68); jeji pudorys je kruh

se Sti'edem G
. y — 2 gz 2
(x._.g)ﬂ_'_y‘ ._(__) .

* L
*

Koule (68) pfechazi v samu sebe pfiinversi z pélu H vucikouli polo-
2
méru HG = % — g; tutéZ vlastnost musi miti jeji prusecnice s rota¢nim

kuzelem, a tedy jest ira dotykova kuzele (H) s plochou anallagmatickd

Také plocha kotélnic jest anallagmatickou viiti pélu H, a téZe kouli zi-

kladni (H, H G), a oviem to plati téZ pro g > a. Abychom to verifikovali,
2

piepidme rovnici plochy substituci x = ¢ 4 % , @ zZnamenejme

a® — 22

=c.

Rovnice zni

a? 4 gt
4

zavedeme-li polirni soufadnice 7, , @ substituci

[€z+y+z2+o_£+ ] —442[(£+G)2+;V2];

(69*) E=7rsin@cosm, y=rsin®@sinm, z=rcos 8,

obdrZime rovnici plochy ve tvaru

2 2
%+%§sm8cosm+[ 22(c12¢:0.9211.1—g2)smze+2 atg —;
o
(69) .
+4a Lsin®@cosw+1=0.
ge ¢

Ponévadz ta je reciprokd, je tim anallagmatickd vlastnost plochy
pro pél H a kouli poloméru H G dokizina.

Substituci

7 ¢
= — 32
c+r
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obdrifme kvadratickou rovnici, jejiZ feSenf jest

s - 2
: sinOcosoi-%—'Vg’—a’cos'O,

t=—

nade? jest

r=¢ %i%_v F—4) .

Koieny mohou splynouti jenfdva a dva, a to nastane pro
alcost @ = g3,
coZ jest pravé€ rovnice opsaného kuZele (60*).

Pro polarni rovnici dotykové &iry obdrifme po dosazeni hodnety
oSO =g

2
r’+2%rsinecoso+c’=0,

a to pii proménném @ jest rovnice koule (68).
Kombinacf rovnic (60*) a (68) vychizi pro dotykovou &iru rovnice

% — g2 \?
a ) !

) —er+yr=(

t. j. ¢ara leZi na kruhovém vilci, jehoZ osa jest G z, a jehoZ zikladna ma
2 .

polomér a — -%- = G H sin p. Pudorys dotykové tiry 4's opsanym kuZelem

(H) je tedy kruh, ktery ma stted G a dotyké se ptimky H J (sklopené do
pudorysu.) Tento kruh vychazi inversi z kruhu zikladntho (@); i budou se
ho dotykati stopy kouli Z, které vznikaji inversi z poloh roviny hybného
kruhu, a sice v bodech mg vznikajicich inversi z ptisludnych bodd m.
Poné&vadz stopa 2! je kruh prochazejici bodem H, le jeho stfed s,
na ptimce #’s, _| m, H, kterd pali vzdilenost H m, (obr. 13); bod n — stied
délky H m, — opisuje kruh (n) homotheticky s kruhy (@), &', se sttedem
G+ H -

2 »

o
Tien

polovi¢nich rozméra kruhu 4'.

Piimka n s, obaluje protitipatnici kruhu (), t. j. je te€nou kuZelosecky
v bod¢ s, kterou tento bod opisuje, a kterd mi ohniska G, H; kruh ()
jest jeji vrcholovou kruZnici.

Abychom to dokazali, zvolme H za p6l, H G za osu polirnich soufadnie
v roviné zékladni O x y; protitipatnice kruhu (n) se dotykd pHmky 5 s,
v bod& p, pro né&jZ »n p se rovna polarni subnormaéle kruhu (»); tato sub-
norméila H 7 jest uréena prisekem » ptimky Hr |l ns, s polomérem n 7
kruhu (). Trojihelnik majici za vrcholy stfed kruhu (s) a body H, # je
podobny (a polovi¢nich rozméri) s trojihelnikem G H m,, z ¢ehoZ vychizi
rovnoest Ghli H my s,, Hn7; v pravoihlych trojihelnicich s myso a Hny
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jsou dv& strany H n, my» a plilehajici dhly stejné; tudit jest Hy =n s,
t. j. s4=29 je hledany bod protidpatnice.

Ot4e-li se hybn4 rovina kolem svoji stopy, tvoH svazek rovin kolmych
na kruh I plochy kotélnic ; inversné j{ ptsluSejici koule Z vytvotujf svazek
o spoletné stop& Z', a koule ty protinajf orthogoniln& kruh I'y na plo%e
kotélnic, inversné& ptisluiny kruhu I'; poloméry téchto koulf v bodech na

Obr. 13.

kruhu I jsou tudiZ te¢nami kruhu I'y a maji své ptidorysy v jeho pramétu,
takze s, jako priumét stfedd leX{ na pramétu kruhu I, jingmi slovy
,kruh Iy inversni s kruhem T leZi v roviné€ (L. O xy) ur&ené stopou
G my s,."
Na této stopé lezi tedy téZ bod M, ptisluSny stopé€ M kruhu T, t. j.
bodu epicykloidy @« = =, a ktery je stopou kruhu I,

* *
*

Inversf z polu H (a?z , 0, 0) vidi kouli poloméru [H G nemé&ni se
plocha kotilnic ani koule vytinajici kfivoznatku
' (x—grP+s*+22=2hz,
tudiZ jsou seény této Eary prochazejici bodem H bisekantami jejimi a kuZel

jimi vytvofeny je druhého stupné. Abychom ten bliZe seznali, pfeloZme
potatek soufadnic do bodu H

a’
x = —,
£+ g
a zavedme oznaleni jako vyse
2__pt
a—g _ .
4

jakoz i polarni soutadnice (65*); pti znaleni
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znf pak rovnice koule kfivoznatky
(a) o%%:ﬂ(%cose—sinecosm),
kde#to rovnice plochy kotilnic (69) se ptepffe na
(p’ + —017) + 4“: sinOcos.(o + %)

g
4 a? . a? + gt
2 cos? @ — o3) sin? s _
—}—g262 (@®cos?m — g3) sin2 @ 4 2 T =0
Obé strany rovnice (4) zmocnime dvéma a dosadfme hodnoty do (b);
tim vyjde

(®)

2 a?
ge

h ; 2 . .
(—c— s0S @ — sin @ cos m) + $in® cos o (% cos 8 — sin o cos m)

+

gict (a%cos?@m —g3) sin2 © + % =0,

polarni rovnice hledaného kuZele.

Vritime-li se k pravothlym soufadnicim a provedeme-li redukce,
obdr#i tato rovnice tvar

(4) gy = (@—g+ M2+ 2ghkz;
totrovnice kuZele, kterym se kiivoznatka plochy kotélnic 4. stupné& promita

ze stfedu anallagmatie H.

Konstruktivni momenty, které ndm divaji paraboly na rovinich
z = konst. a hyperboly na rovinich y = konst. se vyétou z rovnice (A4)
bezprostfedné, i prejdeme k uréeni fokdlnich pfimek tohoto kuZele.

Kuzel (4) jest obalova plocha kvadratické fady rovin
ARz—2igy+(a®—g2+M)z+2¢ghE=0,
a sice je vyznam parametru din rovnici
Az=gy;
roviny této fady, které se zaroven dotykaji dbéZného kruhu, se uréf z pod-
minky
12k + 4g2A2 4 (a2—g2+ A2+ 282 =0;
ta je kvadratickou rovnici o neznamé a* — g2 + h? 4 2% a jeji fedeni
Mta2—g2 4+ i2=—2g(@gt+ea),e==1,
vede na hodnoty

A=+iVR 4+ (g +ea).

Hledané roviny te¢né¢ tedy maji rovnice

héE—(g+ea)z=xiyVh + (g +sap2,
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jseu po dvou sdrufeny a prochdzeji redlnymi pFéimhami fohdinimi
(B) ht=(gt+ea)s, y=0 (e=+1)

Rovnice (4) zlstdva rovnici promitajicfho kuiele kfivoznaky i v pHi-
padé dosud vylouteném g = a; v tomto ptipadé plochy kotélnic oby&ejnych
jest jedna pHmka fokalnf kulele (4) stélou (4 z), druhs y =0, z = &
se m&nf s kfivoznalkou.

Ridici roviny, t. j. polarni roviny fokal

¢ z

b=o, gta h

se obdri ve tvaru
(B) ghé+ (@ +htag)z=0.
KuZele (A4) obaluji kuZel rota¢ni

at — p?
g ",

&+ =
ktery je redlny pii g <a.

. *
.
Poloha hybné roviny v piipadé obecné kotilnice sférické ma rovnici
Xcosv+Ysing +Zcolga =c;

v naSem piipadé a = ¢, ¢ = ¥ Ize ji psiti
( a’) . a
x——? cosq)—}—ysmtp+zcotg¢=?(g—acos¢p),
takZe jeji inversni titvar mai rovnici
ad\?2 a2 at
@ (—Z)+r+a=a(n—") (+—5) + 25y +2az,

_i?—r 0s = 7y Sin 7o = a2 — g
%o . = 0COSP, Yo =TSN @, 7o = 2ag (g — a cos @)

(s0)
Zg =rgcotg @ .

Zde x,, ¥, jsou soufadnice stiedu s, kruhu X1, » a @ jeho polarni sou-
fadnice v soustavé (H, Hx), z &ehoZ zejména vychazi, e pfimky H s, a O m
jsou rovnobéZny, majice smér ¢.

KuzZelosetka sttedi sy kruhtt £ ma polarni rovnici
_ (@—g. 1
~ 2agr

a
1——vos
g ®

tedy jest byperbola pfi g < a, ellipsa pfi g > a; vrcholy jejip =0a¢p ==
majf soufadnice
a’ a’ —_— g2 a2 a’ N gz

g T T Taga (a+g),x——g—=— 2ga

(@—g),
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takie stfed
g 2 g 12
le2f uprostted mezi G a H, a tedy body G, H jsou ohniska.
Uhel ¢, pHslu¥ny ke kruhu Iy je d4n smérem G s,, takZe
Yo
x—g'’
at— g at — g2

Xg— g = 74 €0S =
0o— & 0c0sp + g > +2

lgp, =

(a* —gY*cos @
ag (g—acosg)

t. j.

@ —g tag— (@4 gYcosy

8= T9ay g—acosg

1 bude tedy hledany vztah mezi sméry ¢ a @,
(¢ —¢g?) sin @
2ag— (a*+gYcosgp °

- *®
L

Vrafme se na okamZik k hyperboloidu (62) a roving (63), ktera leZi
kolmo na povrchové jeho piimce a seée ji ve stiedu kruhu na plo3e kotilnic.
Polomér kruhu mai hodnotu ¢ =4 (1 —cosw), a potiebujeme zavésti
jesté pravodhlé soufadnice %, w na zminéné roviné, abychom obdrZeli
parametrické vyjadfenikruZnic a tim zdroveii nové parametrické vyjidieni
plochy kotélnic samotné.

Vektor kolmy na povrchovou ptimku hyperboloidu (62) mi slozky

E=ucoso—wcosysino
N =usinw -+ wcosycos@
{=wsiny,

(I%) g Po =
4

Pficemz neodvislé velitiny %, wlze bratijako pravoihlé slozky téhoZ vektoru
na roviné kruhu. Znamendme-li x,y,z, soufadnice stfedu (64) naSeho
kruhu, bude libovolny bod roviny kruhu vyjadfitelny tvarem

x=%+E y=%+1,2=2%+§,

pii ¢emZ u, w jsou pravoihlé soufadnice bodu na roviné kruhu, jichZ potitek
je stted kruhu.
Zavedenim dal$fho parametru @ lze tedy body kruhu vyjadriti
rovnicemi )
%=0cos®, w=9sin@®, g =a(l —cosm);

vloZenim téchto hodnot do naSich vzorcu vychézi

%x—g = (1—cos @) [gcos @ + acos O cos @— a cos y sin O sin @]
(70) y = (1 —cos 0) [gsin® + acos O sin @ -+ acos y sin O cos @]
z=acosysinm+asiny(l—coso)sin®, asiny =g.
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Tyto rovnice pti stilém o, prom&énném @ divaji kruhy v rovinich
te&nych kuZele (H), pti neodvislych @, @ divaji nové vyjidteni parametrické
pro body na ploSe kotdlnic 4. stupné.

Abychom poznali povahu kfivek @ = konst., pfepiSme rovnice
pudorysu na tvar komplexn{

x+ty—g=(1—cosw) (g +acos® 4 iacosysinB) >,

odtud vychazi, Ze pidorys &iry ® = konst. jest kardioida majicf dvrat-
nik G a stfed

% +iy, =—acos®—iacosysin®,

kteri jest dpatnici kruhu, jeho stied je (x;, y,) a jehoZ polomé&r ma
hodnotu

Vg +acos®)? 1+ acos’y sin?® = a 4 gcosO;
souhrn stfedd tvoii ellipsu se stftedem O.

Kotalnice & = konst. lezi na kouli
v

R4yt 4+ 22—2hz=g%, h:atg%;

invers{ vznikne opé&t koule, jez pak sefe plochu kotalnic v inversni &afe;
rovnice inversni koule zni

B4y +22=2px+4+2qgqz2—0Q,
i 2a2g' . a2__g2 _ 3a2_g2
pV_ a2+gz y 9= a2+gz h, Q—Wgz.
a jeji priiset s plochou kotalnic leZi na kuZeli s vrcholem G

[2a%g (x—g) + (@ —g°) b 2]* = a® (a® + g [(x —g)* + 7],
ktery je sice 2. stupné, ale neni rota¢ni, takZe transformovani &ira neni
kotélnici.

Konstruktivné je tento kuZel snadno pfistupny, ponévadZ jeho fezy
s rovinami rovnobé&inymi s rovinou

X z
—+———=0
2 a cotg —-
se promitaji v kruhy.
15.

Pohybuje:li se bod P plochy kotilnic po kfivoznaéce (nekruhové)S
vytviti jeho normila plochu rozvinutelnou: dvé sousedni normély pro-
tinaji zdkladni kruh v sousedrich bodech, a tedy obsahuje teind rovina
plochy normdl tetnu m ¢ zdkladniho kruhu, kterd je tedy jeji stcpou.
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Pondvad? touto tefnou prochézi také ptisluini poloha hybné roviny,
vychdz{ véta, Ze

»tedn4 rovina rozvinutelné plochy normil u libovolné plochy kotélnic
splyv4 s okamZitou polohou roviny hybného kruhu.*
Opisuje-li tedy bod P plochy kotélnic kiivoznatku, obaluji pfisluéné
polohy hybné roviny (P m t) rozvinutelnou plochu normal.
Mame-li fadu rovin o parametrech ¢, «
Ax+By+Cz+4+ D =0,

prochézejicicn normélou plochy kotélnic, bude obalovi jejich plocha obsa-
hovati dvratnici rozvinutelné plochy norma4l, jakmile mezi @ a ¢ zavedeme
vztah platny pro kfivoznagky

colg 7 =K (1 cos «p)_
Rovnici roviny lze psati
A —ccosy) +By—csinp) +Cz=0;
aby obsahovala normalu, musi ji hovéti hodnoty (2)
— (@ — g cos @) cos « (A cos p + B sin ¢)

()
+gsingp(Asinp—Bceosp)+Ca—gcosg)sinag =0;

tim mezi dvéma poméry velitin 4, B, C zaveden pouze jeden vztah, a mame
na viili zavésti libovolnou dalsi homogenni podminku, aby problém se stal
uréitym. Zvolime jako pfiklady dva jednoduché vztahy opét linearni ;

vlozime hodnoty cos & = 2 cos? -2‘— —lacsa=1-—2 sm2 , a polo-

Zime na roveil nulle &ist nezavislou na e, ¢imZ vzniknou vztahy
(@ —gcos @) (Acos+ Bsing) +g sing (Asiny— Bcos )=

Ptipad hotejitho znamenf podiv4 rovinu prochizejicf bodem na epi-
cykloidé @ = =, ktery znamenejme M,, kdeZto ptipad spodnfho znameni
odpovida roviné obsahujicf bod M, na kotélnici &« = 0.

Po vylou&eni koefficienti1 4, B, C nachdzime nejprvé rovnice

X—ccosy y—vsing z

{(PmM,) — colg -g— cos ¢ — cotg % sin ¢ 1|—o,
(a-gcos@)cos+gsingsin, (a-gcos @) siny-gsingcosy, 0
x—ccosy y—ecsing z

{PmM,) cos ¢ sin ¢ cotg -i; =0,

(a-gcosp)cosp-gsingpsing, (a-gcosp)sinp+gsingcosy, 0
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tili po rozvinuti determinantt

(I x[(@a—gcosp) sinp —gsingcose
—y [(8— g cos @) cos ¥ + g sin @ sin ¥]
—gzcotg-!-sin¢+gcsimp =0,

2
(11) % [(@a — g cos @) sin ® + g sin @ cos 9]
— [y (@ — g cos @) cos ¥ — g sin @ sin ¢]

-—gztg-;singp—gcsincp=0.

Jako applikaci volme (II) pro a = ¢, tedy

—g)si — _K—8%2 o -—o:
() a(X—g)singp+(g—acosg) Y Ka_gmsq,smqp—o,

tato rovina, prochédzejic pevnym bodem G, obaluje kuZel s vrcholem G,
pro né&jZ tfeba zniti jen ¢aru fidici v roviné z = konst. UvaZujme kuZelo-
setku °

Q

X—g=7rco0SQ, Yy =7rsing, r=a——_gchT;

vzorce
r=—_° Qsing
- (@ — g cos @)
“ukazuji, Ze lze (&) psati

. _ gsingpdep
X —g dx +Ydy = KQaz(a—gcosqa)‘”

Qg—acse)

dg, dy = — (@ — g cos @)?

prava strana
__Kaz i Q? _Kaz
~ 20 “T@a—goser 20
bude splyvati s rdr = (x —g) dx 4+ y dy, bylo-li zvoleno
Q=Kaz;
v tom piipadé jest (&) rovnice normily kuZelose¢ky v roviné z = konst.

Rovina uré&end normilou a bodem G obaluje kuZel, jehoZ stopa z = konst.
jest evoluta na¥f kuZelosetky, a tedy véta:

,,Ovratni &ira rozvinutelné plochy normil plochy kotéilnic ¢ = ¢,
podél jeji kiivoznatky

d.r

tg%= K

1-—-—5—ooscp
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vedenych, se s vrcholu G promité ku¥elem 6. stupné a 4. ttdy, jeho?
stopa na roviné £ =konst. mi za pidorys evolutu kuZelosetky s ohnis-
kem G, osou G x, dané polérni rovnici

Kaz
a—gcosep

Je-li kfivoznatka vytata kouli
(x—gP+y:422=2hz,

mame pro soufadnice na plo3e

2(1 —cosa) (a—gcosgp) =2hsina,

tedy
k=2,
a
takZe rovnice kuZelosetky bude
_ hz
T a—goosy

Tento vysledek moZno odvoditi téZ geometricky, a sice jako zvlaStnf
piinad obecné&jii vlastnosti cylindrid, o &emZ bude jednédno pozdéji.
Obratme se nyni k rovnici (I) v pipadé a = ¢, kter4 ndle}f rovin&

’
(PmM,), a zni pro kfivoznatku cotg—;—'- =K (l ——s— cos lp)

x(asinp-—gsin2@)—y(acosp—gcos2 )
g

Za

(B)

—ng(simp—— sin2(p)+agsinq>=0;

. . ] 2
rovnice ta je splnéna hodnotami x =g,y =0,z = -—Ig- :

V tomto pHpadé konstanta K jest reciprokid hodnota posledné& touto
literou znadené veliCiny, a polomér koule kfivoznatku stanovici jest
h'=l 7;- , tak¥e n4¥ posledni pevny bod V je pronik koule k¥ivozna&né &iry
s pHimkou GV || Oz

Rovina (f) tedy obaluje kuzel s vrcholem V (g, 0, Ef-) a jeho stopa

pudorysné jest obalova ¢ara piimek m M,, které jsou normaly epicykloidy
€« =mx.
,,Ovratnice rozvinutelné plochy normal plochy kotilnic @ = ¢
podél kfivoznacky na kouli

(x—gp+v+22=2hz2
promitd se s vrcholu V¥ (g, 0, 2h) kuZelem, jehoZ stopa na roviné z = O
jest evoluta epicykloidy « = =.*.
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Pro tvratnici na rozvinutelné plose normal plochy kot4lnic 4. stupné
zndme tak dva kuZely (s vrcholy G a V), &im% jest geometricky stanovena.
Ve zvlditnim pHpad& g = a jsou tyto vysledky analyticky pfehlednéji,
ponévadZ zdkladnf t4ry téchto kuZeli jsou kiivky klasické, semikubicka
parabola jakoZto evoluta paraboly, a kardioida jakoZto evoluta kardioidy.

L ®
.

UvaZujme v roviné G x y libovolnou &dru #dict d a pevny bod G;
pravodite G M vSech bodu ¢ary Fidici volme za priméry kruhii I'v rovinich
kolmych na rovinu zikladni G xy. Souhrn t&chto kruhiu I’ — které se
v daném bodé G dotykaji dané piimky
G z a (obr. 14%) protinaji danou &iru d —
tvoti jistou plochu, ji{ nazveme c¢ylin-
dridou.

Zvolime-li G za stied inverse vuti
jinak libovolné kouli, tu inversi ptecha-
zeji kruhy I' v piimky Iy kolmé na G x y
a protinajici uréitou ¢aru roviny zikladni
dy, vzniklou inversi z &iry d; plocha
kruhii I' pfechazi tak inversi v plochu
vilcovou kolmou na ‘rovinu zikladni,
majici kiivku dy za &aru fidici. Odtud
nazev cylindrida.l)

Zaroveii plyne odtud bezprostfedné, Ze ktivoznané &iry cylindndy
jsou jednak kruhy I'a jednak fezy cylindridy s koulemi majicimi své stfedy
na piimce G z, jeZ se dotykaji zikladni roviny v bod& G; nebot tyto koule
pfechizeji inversi v roviny rovnob&zné s rovinou zékladni valce.

Sttedy Q kruhii I' napliiuji &iru (Q) homothetickou — pti stfedu
podobnosti G — s &arou Fidici @ a polovi¢nich rozméru.

Kruh I'je kiivoznatkou pro cylindridu i pro svojirovinu; tyto plochy
se tedy protinaji pod stilym tdhlem, takZe normaly cylindridy podél kruhu
I'tvotirotatni kuZel, jehoZ vrchol m patrné leZi v roviné zdkladni. Souhrn
té&chto vrchola tvoii &aru (¢) centrdlnf, kterd je zarovein — povaZovana za
nekonetné tenkou plochu — &asti centrilni plochy cylindridy. Jsou tyto
body stfedy jedné z hlavnich kfivosti plochy uvaZované.

Konstrukce (obr. 14%) bodu m lezi na snadé; jednak se tento bod
nachizi na normile try @ v bodé M, kterd jest jedna strana kuele
normél spadajici v rovinu zdkladni, jednak ukazuje rovnost stran kuZele
Gm =Mm, %e Q m stoji kolmo na G QM. Bod m jest tedy sttedem
kruhu Z*, ktery prochizeje bodem G dotyka se &ary tidici v bodd M;
je to stopa a hlavnf kruh na kouli X, kterd mi stted m a polomér G m,
a dotykd se cylindridy podél kruhu I

Obr. 14a.

1) Tyto plochy uvatoval G. Humbert (Cours d’Analyse, T. II, p. 449).
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Je snadno nahlédnouti, 2e ptimka Q m je tefnou &iry centrélnf (c).
Abychom to element4rn& uk4zali, hledejme protitipatnici ¢ry (@), t. j. ¢dru
majici za te¢ny ptimky m Q, tak2e pak (Q) jest jeji Gpatnice z pélu G. V po-
larnich soutadnicich s pélem G jest G ¢ = r priivodi¢, a pti libovolné zvolené

polarni ose jest pak pro bod m’ na protiGpatnici Q m’ =7 = % rovno

polarni subnorméle G n &ary (Q). Nasledkem homothetie obrazch je viak
normila Q # &ry (Q) rovnob&Zna s normilou M m &iry d, trojGhelniky
Q M m, G Q n maji rovnob&%né strany, z nichZ dv¥ stejné; jsou shodny
abude Gn = Qm,t.j. Q m’ = Q m, takie bod m’ splyva s bodem m.
Tim jest cylindrida konstruktivné ovlddnuta. Je-li d4n pél G a Fidicf

tara d, vedeme &iru (Q) polovi¢nich privodi¢a (Q G = -%- GM ) a sestro-

jime jeji protidpatnici (¢}; norméla &ry d ve stopé M kruhu I' vedend
stanovi na (c) bod , jimZ proch4zeji normaly viech boda ha kruhu I
Tim d4na konstrukce roviny teZné v libovolném bod& plochy.

x *
[ ]

Cylindrida ztstava pti ka2dé inversi, jejiz stied leZi na ptimce Gz
kolmé na rovinu zikladni, jeji% koule zdkladni prochdzi bodem G, nezmé-
néna, jest anallagmatickou vudi viem koulim, které se zikladni roviny

v bodé G dotykaji. 2h
UvaZujme takovouto kouli (R) —
poloméru R = 2 A (obr. 14%); ta pro- K -
tind vetkery kruhy I’ jako G P M z (R
orthogondlné a tedy inverse vadi kouli h! P

(R) tyto kruhy neméni, neméni tedy

také cylindridu. ,//
UvaZujme kouli K o stiedu z=h; \ .

obsahujic pél inverse z = 2 A trans- 6 M
formuje se tato koule vrovinu, v nafem
pfipadé v rovinu zdkladni. Ukazuje to

ostatné pfimo obrazec 14P. Koule K Obr. 145.
vytina na cylindridé kiivoznatku; jeji
bod P promitd se ze stfedu inverse 24 do bodu M na &4te idicf, takze

,,stereograficky primét kiivoznatky na cylindridé (z p6lu 24 na Gz
do roviny z = 0) splyvd s &arou Fidici 4.

Bud P bod kfivoznatky, dile M, m méjte dosavadni vyznam pro
kruh I"'vedeny bodem P ; uvaZzujme rovinu M m P, kter4 obsahuje normélu
.cylindridy v bodé& P. Pti poSinuti bodu P do polohy nekone&n blizké P, na
kiivoznadce zaujme tato rovina polohu M, m, P,, priseZnice obou rovin
bude obsahovati priisetik nekonetn& blizkych normil P m, P, m,, t.j.

bod na dvratnici rozvinutelné plochy normal.

Rosprava: Rol XXVI, Tt. II. Ch. 7. 8
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Priselnice ta je povrchovi ptimka na rozvinutelné plose, kterou oba-
lujiroviny M m P ; pon&vadZ tyto roviny proch4zeji pevnym bodem s = 2 4,
ktery je pdlinverse, je tato plocha kuZelem ; jeho ffdicf ¢dra vrovin& zdkladni
1 = 0 jest obédlkou pHmek M m, t. j. obdlkou normél &ry Fdicf.

Povrchovd pHmka ¢ obalové plochy kuZelové jest urfena stiedem
ktivosti tary tidicf 4 a vrcholem z = 2 4; protind norméilu P m v bod¢ S
na tvratnici plochy normail, t. j. ve sttedu druhé hlavni k¥ivosti na cylin-
dridé. Vyslovime vysledek ten ptehledn& vétou, Ze

,» Ovratnice na rozvinutelné plode normil cylindridy le#i na plose
kuZelové, jejiZ Hdicf &4ra v roviné zdkladni jest evoluta Hdicf ¢ary d cy-
lindridy ; vrchol kuZele je pronik koule kfivoznatky s ptimkou G 2.*

Plocha kotilnic @ = ¢ je zvlastni ptipad cylindridy, u nf% centrilni
¢éra je kruh (a). VySe dokdzana véta je v této obsaZena jako zvl. ptipad.

. L
L

Vratme se nynf opét k inversi pro pél G ; tou se ¢ira centralni ¢ prevadf
v kfivku ¢, (obr. 149), jeji te¢na sm Q transformuje se v kruZnici % obsahujici
bod G, a dotykajici se v m, &iry c,.

Ptimka G Q ptechdzi opét v primku
GQ,, jez jsouc kolma na kruh % prochazi
jeho stfedem; bod M ptechizi v M, pii

Q7 emi GM, = —‘l)— GQy Vv dusledku recipro-
“ {

kych hodnot pruvoditu; tedy M, je sttedem
uo kruhu % V obrazci mame jiZ pozorovany
zjev, Ze bod M, opisuje protiupatnici ¢ary

co (i) polovitnich privodich G i = = Gmy, tak

Obr. 14c. Ze 1 M je ltetnou &ary (M) =d,, ve kterou
presla inversi ¢ara d:
,»Inverse pro pdl G pifevadi cylindridu ve valec, jehoZ fidici ¢ara
d,je protidpatnice &iry (z), homothetické a polovi¢nich rozmérii s inversni
ktivkou &iry centrdlni.*

Rovina z uréend bodem P na kiivoznaéce cylindridy a tednoums Q cen-
trily (c) obaluje rozvinutelnou plochu normal; tato rovina pfechizi inversf
v kouli® urlenou kruhem % a bodem P, na kiivoznadce plochy vilcové;
kruh k = ! je pudorysnd stopa koule. Bod P, leZi na roviné 4 rovno-
bé&zné se zakladnou, a koule &, protinajic orthogonélné povrchovou ptimku
valce v bodé P, (nebot rovina « protind orthogonalné kruh I') dotykd se
roviny 4 v bodé P,. Ptejde-li ® do nekone¢n& blizké polohy =,, ptejde koule
£ v nekoneéné blizkou kouli &, obé& koule se protinaji v kruZnici, pro niZ
znidme body G a m, (ob& koule dotykaji se ¢ary ¢,), mimo to maji spole¢ny
bod P,, jezto se dotykaji iry naroviné 4. Koule  obaluji plochu inversni
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plochy normédl, a charakteristika lezf na rovin¢ G m, P,. Stopa této roviny
na roving 4 je rovnob&#na s ptidorysnou jeji stopou G m, a promitd se
v normélu M, n, tiry d,, t. j. stopa roviny G my Pyna roving 4 jest norméla
Py n tezu vilce s rovinou 4.

Obalov4 plocha koulf & jest souhrn charakteristik, je% jsou kruhy
inversni normil. Dvé sousedni polohy roviny G m, P, obsahuj{ dva sousedn{
téchto kruhti, a priise¢ obou rovin obsahuje priisetdk sousednich kruhd,
jenz jest inversni s prusedikem sousednich normadl, t. j. s bodem na Gvratnici
plochy normil. Prise¢nice sousednich poloh roviny G m,P, obsahuje
bod G, a na rovin& 4 obsahuje priisek sousednfch normél P, n tezu na vilci,
t. j. uvaZovand ptimka spojuje bod G se sttedem ktivosti S, fezu 4 v bod¢
P,. Prisek C, dvou nekone&n& blizkych kruht lef tedy na ptimce G S,;
jeho inversni- bod leZi na dvratnici plochy normdl, a ponévadZ leZi té%
na ptimce G S, ktera se inversi pfevidi v samu sebe, mame vétu:

,,Ovratnice na rozvinutelné ploSe normail cylindridy promiti se
z p6lu G kuZelem, jehoz Fidici ¢dra jest evoluta kfivoznatky na inversni
plo%e valcové.”

V ptipad€ plochy kotédlnic @ = ¢ jest kfivoznaltka plochy vélcové
zrama kuZclosetka, &imZ vychazi véta vySe analyticky verifikovana.

Je-li jedna z rozvinutelnych ploch normél cylindridy kuZel neb vilec,
musi dlejtoho se redukovati evoluta fezu (4) na ploZe inversni na bod, t.j.
inversnf plocha vélcové je ptimy vilec kruhovy, nateZ jsou vedkery rozvi-
nutelné plochy normail kuZeli, a sice rota¥aimi, pon&vad? kfivoznatky jsou
kruhy. Tyto plochy jsou zvlastni typy Dupinovy cyklidy.

L] ]
L

Chceme nyni vypottem urditi kuZel, kterym se dvratnice rozvinutelné
2
plochy normél plochy kotélnic @ = ¢ promita z vicholu H (% ,0, 0) . K tomu

cili uvazujeme rovinu H m P urcenou pélem H a normilou m P bodu na
kiivoznalce; jeji stopa H # mi rovnici

Xgsing 4 Y (a—gcosp) =asing
.a rovnice roviny sam¢ bude tedy
(@) Xgsing+Y(a—geosp) +CZ =asing,
kde C se ur¢i z podminky, aby na roviné lezel bod plochy

x=g+ (I —cosa) (a—gcosp)cos @,

y=(1—cosa) (a—gcosg)sing, -
z=(a—gcos)sinea;
dosazeni hodnot podiva )
a2 _— g2

Csina +a(l —'COS.) Si"¢= a_—gno—s7$i”¢;
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t. j.
. d .,  (@—gYsing
(a*) C=—asmpigg + (a—gcosp)sina °

Podminka, aby bod P néleZel ktivoznacce, se vyjadfuje rovnici
cotg— K (1 — £ cos |p)

kde K je konstanta; pomoci této hodnoty mime z (a9)
«
(a% — g% (l + cotg? 7)

C='—s‘_@; —2a+ a—gcos
200tg? -
2 _ o2 2 —9
a g . a a*®-+ gt ag cos @ sing.

1 = o —
(@) ¢C=—33 Ksing 2K (a — g cos )2

Rovina (@) obaluje kuZel s vrcholem H, a na ném leZi dvratnice roz-
vinutelné plochy normél v dusledku uvahy, jakéZ podobné byly v pied-
chizejicim podrobné vyloZeny. Dosazenim mime pro obalenou rovinu

rovnici -

a—gcosQ ?—g .,  a u*+g-—..agcoscp) 2
6) g X+ Stn Y+ 2a K 2K (a—gcos g)? Z=d
PoloZme
gsing
a—geosep '
nalezneme

a®+g?—2agcosep | .,
@—gosgr Tt

a rovnice (b) nabude tvaru
g
* —at &
(b*) g X z+AY+(m AK)Z 0,
kde poloZeno

_ at—g? a
m=—gg K—3x-

Derivovinfm vyché4z{ (pro povrchovou piHmku kuZele)
( gKY %
aZ !

g Y+—Z_0 A=

a tedy rovnice kuZele, kterym se z bodu H promita 1vratnice rozvinutelné
plochy normaél, znf
27 agt
— gt s -2
(X —a+m2) s ® VZ.
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Zavedeme-li opét ttet{ soutadnici 4 stfedu koule obsahujici ktivo-
snacku, tedy
K @ A —gr—p
SFMmT TR

zni rovnice kuZele
0.
(1) (gX—-a'+mZ)"=%g’hY‘Z.

Na tomto kuZeli le#i dvratnice plochy norm4l vedenych ku ploge
kotilnic @ = ¢ podél kfivoznatky, jiZ na nf vytin4 koule
(x—gp+r+22=2hz,
pfi libovolném A. .
Rezy Z =konst. na tomto kuzeli jsou semikubické paraboly; jehe
ostrd (Gvratni) hrana ie

Y=0¢gX—a'+mZ=0.

L ]
 J

Urlime jeite kfivoznatky na ploZe kotdlnic oby&ejnych (g = q)
vpiipadé¢ = 2 a. Obecné rovnice parametrického vyjddteni divaji v tomto

pripadé
y=2a(l —cosa)sindyp, z=2asin’P sina,
kfivoznatka je ddna rovnici mezi parametry
[ ]

posledni vyrazy divaji

a
z colg - B
y  sinyp '
t. j. kfivoznacka této plochy je rovinny fez
2=Ky. '

Osa Oy je dvojna &4ra plochy uvaZované, a tedy mime vysledek:
,,Kfivoznaéné &iry na plode kotilnic obyZejnych a =g, ¢ =24,
jsou fezy s rovinami vedenymi dvojnou pfimkou plochy,
kteryito vysledek vychizi také pfimo z hotejsich vysledka o fokilni plose
kongruence loukoti.)

1) V&ta jest obsaZena v obecn&j${ o plochich obalovych koulf, které se
dotykaj{ stdlé roviny (x #) podél pevné piimky (O #): Fezy s rovinami touto
pHmkou vedenymi tvoH druhou fadu kfivoznalek. Jedtd obecn¥j#i pHpad je
tento: Rada koull orthogonilnich k dané kouli se dotyk4 jiné pevné koule
podél kruhu; vedkery koule timto kruhem vedené vytinaji na obalové plode
Jady druhou serii klivozna&ek.
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Hyﬁnd rovina
xcosy +ysing +zcolga =¢

ptislubnd k bodu ktivoznalky colg % = K sin ¢ m4 rovnici

(e) xsin2¢+2ysin’¢+z(Ksin’ﬁ—?l-)=4asin¢,

jejt obalov4 plocha jest plocha normal; pro jeji Gvratnici méme jeste
rovnice, vznikajicf dvojim derivovinim:

(¢) xcos2¢+(y+7;-Kz)sin2¢=2ac0s¢,

(¢") ;-xsin2¢+(y+%Kz cos2¢ =—asing.

Z poslednich dvou rovnic se vypoite
X =acosyP +acospcos2¢ =2acos®¢,
d
@) y+2lK_z=asimp+acos¢sin2¢=a(l +2cost¢p) siny,

¢eho% vloZenim do rovmice (¢} vychdzi
(d’) 2=—2aKsin’y.

Tyto rovnice (d), (d') podivajf parametrické vyjadfeni dvratnice
na rozvinutelné plo3e normil, ptislu¥né ke kiivozna&ce na rovinéz = K y.

N4rysy tdvratnic '

x=ccos®p, z=—Kecsindy¢

pHsluSnych k riznym kfivoznatkim jsou v affinité s astroidou, jejiz
rovnice vznikajf pro K =1 ; tato astroida sklopend do pudorysny splyva
se zikladnou obalového vilce rovin kruhd I'; jejf vyjadieni jako kotal-
nice zni

x-]-iy:(%c—[—%ce“’l’)e‘“v;

je to obalova &ira hybné piimky, v ni% leZi délka stalé velikosti ¢, jeji%
konce se pohybuji po osich Oz, Oy.
Dile plyne z rovnic (d), Ze sivrainice leXf na vdlci sméru

x~—_—0, y+-—;-Kz=0.

Jevi-li se nékterd plocha jako obalovad plocha koulf majfcich své stfedy na
rovin& ¥y a dotykajicich se pevného kruhu (k) v této rovin&, le#{ ktivoznalky
druhé soustavy na koulich vedenych kruhem (k). Kdyby jedt¥ jeden kruh (A')
tvokil sou¥4st stopy na¥f plochy, jevily by se klivoznatky druhé soustavy jako
prisetnice dvou koulf, t. j. byly by ob& tady kFivoznalek kruhy a plocha by
byla Dupinovou cyklidou. '
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jeho zdhkladna v roviné z = 0 nezdvisf na volb® ktivoznalky a m4 vy-
jédten{ . '

x+£y=(-g—a+-;-ae"v')e"r,

t.j. je to nefroida vytvotend kotdienim kruhu poloméru % po kruhu polo-

mérw a, u niz ramé = —% , t.j. ara m4 vrchol vbod& ¢ = 0, a Gvrat
X
v bodé L ——2—-.

Ponévad% v naSem pifpadé kfivoznadka je rovinnd, sviraji normily
plochy s rovinou fezu st4ly thel ®, pro n&j# bychom nalezli /g ® = K;
tivratnice je Edra Sroubovd na vilci stojfcim kolmo na roviné kfivoznacky.

16.

Z rovinnych ftezu cylindridy uvaZujme nejprvé fezy s rovinami
z = konst. Bud 4 rovina rovnob&ini s rovinou z4kladni, ¢ centrilni
¢ara cylindridy, G z spolednd tefna jeji kruhu I' (obr. 15.). Na tenu m Q

S]]
| -~
¢ W -
s AN
mN -0
\‘ o h )

e

Obr, 185.

Lary ¢ (v bod& m) spulténd kolmice G Q divd polomér kruhu I, ktery
po sklopenf do pudorysny zaujimi polohu (I).

Rovina 4 protind pHmku G 2 v bod¢ D, délka GD po sklopenf
zaujfmi polohu G (D) | G Q, ajest G (D) = G D = z vy¥ka roviny 4.
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Opfieme kolem G jako sttedu kouli (G) poloméru G D = z, jeji stopa je
nejvétsf kruh (D) T.

Stopa roviny 4 na rovin& kruhu je ptimka D M M, (| G Q, jez po
sklopenf zaujme polohu D (M) (M,) a dotyk4 se kruhu (D) T D". Te¢na
tohoto kruhu v bodé (D) stanovi tedy na kruhu (I') dva body (M) a (M,),
jeZ jsou sklopené priiseky roviny 4 s kruhem I'a tedy da vaj{ bezprostfedr.&
dva body M’, M’, pro prumét fezu. — Vedme te¢nu Q T kruhu (D) T,
takZe QT L. GT. Zrovnosti poloméra Q G a Q (M) kruhu (I') a z rovnosti
délek GT = G (D) = @ P vychdzf shodnost pravoihlych trojthelnika
GTQ a QP (M) a tedy rovnost stran P(M) = QT = QM’' = Q M/,
takze "

,body M’, M’ jsou priseky ptimky G Q s kruhem, ktery ma stied
Q a protina orthogonilné pevny kruh (G, z), jehoZ stted je G a polomér
G D = z (vy5ka roviny fezu).”

Normély cylindridy m M, m M, jsou prostorové normily tezu
a promitaji se do roviny fezu jako normily tohoto; tudiZ jsou ptimky
m M’ a m M’'; normily pramétu fezu, a kruZnice opsané ze sttedu m polo-
mérem m M' = m M’, dotykd se v bodech M’, M’, uvaZovanébo pri-
métu. Mocnost bodu G pro tento kruh jest G M'. G M'; = (D) (M).
D) (M,) = G (D)® = 23, t. j. také tento kruh protin orthogoniln& pevny
kruh (G, z), jehoz stted je G a polomér z.

,» Pidorys fezu z = konst. rovnobézného s rovinou zikladnfi na
cylindridg, jest obdlkou kruZnic, které maji své sttedy na &ife centralni
¢ a protinaji orthogonilné pevny kruh (G, z).“

Jeto tedy —jakoZ i &ira sama —kiivka anallagmatick4 ?) s fidicim
kruhem anallagmatie (G,2) a deferentou c.

Dale jsou téZ shodny trojihelniky @ T Ga Q P (M,), z &ehoZ plyne,
Ze soudet Ghla (M;) Q Pa G QT jest 909, ¢ili Ze body T Q (M,) jsou na
ptimce. Tedy piimka @ (M,) a symetrickd s ni Q (M) jsou teiny kruhu
(G, z); ptenesen do prostoru, vyjadiuje se tento vysledek vétou:

,,Poloméry kruhti I" ptisludné k bodim fezu z = konst. na cylin-
dridé dotykajf se pevné koule (G, z).*

L *
*

U plochy kotélnic 4. stupné je deferentou kruh (a) ; ¢ary s kruhovou
deferentou jsou sice znidmy, ale z methodickych divodu odvodime jich
zdkladni vlastnost zde pfimo.

Pro kruhovou deferentu mime soufadnice bodu $ = a cos @,
q = a sin @, ktery je sttedem obaleného kruhu

B2+ —2px—2qy+4+n=0.

}) Pro historii i vyklad téchto pojmi viz G. Darboux, Sur une classe remar-
quable de courbes et de surfaces algébriques, dile té2 G. Koenigs, Legons de 1’Agré-
. gation classique (1892).
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Tento kruh m4 protinati orthogondln& Hdic{ kruh sttedu H (h, 0)
a poloméru ¢; délka tetny z bodu H k obalenému kruhu mi <tverec
=h—2ph+4+n,
a tedy je soustava obalenych kruhi
B4y —2p(x—h)—2gqy+c2—hr =0,

Pomocf parametru ¥ = e mime vyjadfeni

ut 41 u—1

29 =a - ,2qg=—1%a “ ’

a rovnice kruhu se piSe
B+t —u=a@x—h—iy)utt+a(x—h+1y).
Obalovi &ira kruhu téchto m4i tedy rovnici

(D (2 + E— By = 4 @[5 — B + 5,

a je ziejmo, %e ji obdrZime z rovnice plochy kotdlnic pro b =g, z =c.
Bud nyni 7 pravodi¢ bodu na &éfe z pélu H, a privodi¢ téhoz
bodu z pélu K (k, 0), k libovolné;

P=(r— R = e — R
Z rovnice (I) plyne
x24-9y2=2ar+4 h*—¢3
a tak vychazi z poslednich rovnic
r2=2ar+ M+ B —3—2kx, r=2ar+2—c—2hzx,
a vylou¢enim x plyne odtud

hrg =kr*+2ah—k)r+ 4,
A=W+ rR—)h— 2R —c3k.

Velitinu % zvolfme nyni tak, aby se vyraz pro 7% dal odmocniti;
k tomu mime diskriminant

at(h—k2E—Ak =0,
co7 divd pro neznimou R rovnici stupné 3.
hBB—2RBR—NRBR+h(B—)k—a(k—h)?=0.
Rovnici té hovi patrn& hodnota 2 = 4, a zbyvd rovnice stupné 2,
(11) hit— @+ R —c)k+ath =0,
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Zvolime-li za A koten této rovnicel) podd ndm hotejdf vztah
mezi 7 a 7, po odmoenéni

(I11) V%rl=r+a "‘kf" r=+HM r,—+ KM,

kterdito vlastnost charakterisuje Cartesiovy ovily s ohmisky H, K.
Bod K zastupuje body dva uréené rovnici (II), a tak nachizime vSecka
tH ohniska ovilu (I).

Pro ¢ = 0 je &ira Pascalovou zédvitnici, a rovnice (II) ma felenf
3
k =h, k=, takle dv& ohniska splyvaji v bods H.

Nézev ohniska tu dluZno briti ve star$fm smyslu — nikoli Pliicke-
rovském — a jsou tyto body vlastné sttedy fidicich kruhd dvou dalsich
anallagmatif, jeZ se u téchto kiivek vyskytuji. Deferenta pislu¥na ke
kruhu fidicimu (K, ¢,) je kruh

h

x’+y’=a’+h’—-c’—hk_=_a’—k-,

jak smadno vychizi dle znimych rovnic3) coZ ostatné je v souhlase
s rovnicf (III).

U plochy kotilnic mime pro fez z =¢, h = g, rovnice (II) zni
grRE— (a®+ g2 —z)k +a%2g =0,
deferentnf kruhy v roviné z = konst. hovi rovnici
B+ 2=a' g —gk;
vyloudime-li z poslednfch rovnic literu %, obdrZfme pfi oznadeni
S=x249y2f2—at—g?

rovnici plochy
S+ (@ +g—2) S +a'g?=0,
kterd je souhrnem deferentnfch kruhii pro fezy z = konst. na plo3e ko-

tilnic, ptsluSnych k anallagmatiim s p6ly K (riznymi od p6lu zdklad-
nfho G). Je to patrné plocha rota&nf s osou O z.

1) Kofeny & této rovnice uréf sejako dsetky x prissenych bodt osy Ox skruhem
a + kt—o?
h
ktery protini kolmo kruh deferentn{ (a), krah Hdid (H, ¢) a osu Ox.

Novy kruh Hdld (K, ¢,)jerovné2 kolmy na kruh (H, ¢) — veSkery tii kruhy
Hdici a osa Ox se protinaj{ orthogondlng&.

Tudi je ¢* mocnost kruhu (H, ¢) v bodd (&, 0)

6t = (k— Byt —ot.

Aty x +at=0,

%) Na pf. G. Koenigs, 1. q. str. 1564 a nisl.
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Rovnici jeji lze zjednodusiti na

(0 + 3+ At — g (* + 9N + a¥g =0,
polarni rovnice meridianu (p61 O, osa O z) znf
ag .
r¥a* 4+ gt—nt
Pély anallagmatif K opisujf ¢aru 3. stupné v narysné
g +a)—(@+g— =0 (x=h).
Diskriminant rovmice pro &

(@ +g*— 20—t a2 gd = (@ + ) — ). [(a — g)* —
vymizi pro + 2 = a—ga pro + z = a + g, je kladnym pouze pro

121 <|a—¢gl,

fezl realnych. Realné fezy z = konst. plochy kotilnic 4. stupné maj
tedy viecky tii pély G, K, K’ realné pouze v piipadé

2l <]a—gl.

Pro z = + (@ — g) se rovina fezu plochy dotyk4, fezy ty jsou Pa-
scalovy zivitnicel)

Anallagmatické &4ry, jich% deferenta je kuZelosetka, jsou t. zv.
dary cyklické (cycliques)’). Obecné [ma cyklika &tvero anallagmatii,
jichZz vzdjemna souvislost je vyjidfena v&tami:3)

1° Ridici kruhy raznych anallagmatii se protinaji orthogonélné.

29 Jejich deferenty jsou kuZelosetky o spolenych ohniscich.

3% Diagonilni body &tythranu pruseku Hdiciho kruhu s pHsluSnou
deferentou (vrcholy spole¢ného autopoldrniho trojthelnfka) tvofi
sttedy tidicich kruhti ostatnich tifi anallagmatii.

U ovilu Cartesiova jeden stfed padi do nekoneina, kruh Ffidici
ptechizf v osu &iry, anallagmatie nahraZena soumé&rnosti. Svazek kruhi
uréeny kruhem #Hdicim a deferentnim obsahuje dva kruhy nullovych
poloméry, jich stfedy jsou pély zbywvajicich dvou anallagmatif (sestrojt
se jako priseky s kruhem orthogondlnim k ob&ma kruhtim zikladnim).

U fezu z = konst. na plo¥e kotilnic 4. stupné mime Hdici kruh

(r—gP +y—2 =0,

noyy kruh fidici ma stted K (%, 0) a je kolmy k tomuto kruhu; &tverec
jeho poloméru rovni se mocnosti bodu K

(k —g)*—2*,

sin@=

1) Vychéz tu k = a, tedy k—h = a —g = ¢, takie skutelnd ¢ = 0.
" Darboux, 1. c.
%) Pro vyklad srovnej Koenigs, 1. c. str. 154.
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a rovnice Hdicfho kruhu se sttedem K (%, 0, 2) jest
(F— B 9t = (h—gr — 2,

A+ P+ —gr =2k (x—pg).
Vlozime-li hodnotu & odtud vychéazejici do rovnice pro &, obdrZime

R+ +2—g)f+2(—a—g) 2+ + 22— g (x—g)
datglx—eg)=
jakoZto rovnici plochy, ktera je souhrnem fidicich kruhd (novych) dvou
anallagmatii, a kterd je tedy stupné 5.

Bud nyni R libovolna rovina rtznobé&Znd s ptimkou O z, stanovme
jeji fez s cylindridou ur&enou centrilni ¢arou ¢ a pélem G; ptimka G z
protina rovinu R v bodé¢ G,, ten zvolme za stted koule Z,, kter4 se dotyka
zdkladniroviny v bodé G. Inverse o fidici kouli Z, neméni plochu, a také
neméni rovinu, tedy fez roviny R s cylindridou je ¢ira anallagmaticka
s pélem G,, jejiZ fidici kruh %, je pruse¢ koule X, s rovinou R.

Budtez M, M, pruseliky roviny R s libovolnym kruhem I'na cylin-
drid¢, Qjeho stied a m ptisluiny bod na &afe centralni; symetralni rovna
IT bodu M, M, stoji kolmo na roviné kruhu I'a obsahuje bod Q, prochézi
tedy pfimkou Q m. Vedeme-li z bodu m ptimku # stilého sméru kolmého
na rovinu R, bude rovina IT totoZnd s rovinou Q m n; rovina tato viak
obaluje vilec sméru #», jehoz fidici Carou je &ira ¢, a tento vilec protina
rovinu R v ¢ife, jejiZ teCna je prised rovin R IT; tato prused je v8ak osou
symetrie bodi M, M,, a tedy je prase¢ uvazovaného vilce s rovinou R
deferentou fezu; odtud véta:

,»Rez libovolné roviny R s cylindridou (¢, G) je &ira anallag-
maticka, kterd ma za deferentu pravouhly prumét &ary centrilni ¢
do roviny fezu, a za fidici kruh pruse€ roviny s kouli, ktera ma stfed
v priuseku roviny R s pfimkou G z a dotykd se ziakladni roviny
v bodé G.“

Pfechodem limjtnim seznime, Ze véta plati také pro roviny obsa-
hujici pdl G; zde jeden z bodu dvojice splyne s bodem G, takZe uva-
Zujeme rovinu soumérnosti I bodu G, M ; vysledek je tyZ, pokud se tyce
deferenty. Body &iry pruseéné M strojime pak tim, Ze na tedny deferenty
spoustime z bodu G kolmice a prodluzujeme je na dvojnasobnou délku.
Zvétdime-li na dvojnisobné rozméry obrazce v roviné tezu, nechavajice
bod G jako stfed podobnosti stalym, jevi se Fez jako ipainice Edry podobné
deferenté, a dvojndsobnych rozméri.

Rezy s rovnobé#nymi rovinami maji shodné deferenty, sttedy G,
Hdicich kruhi Sinou se po ptimce G z, poloméry jejich G Gy rostou imérné
se vzdilenostf roviny od bodu G. U plochy kotilnic 4. stupné jsou defe-
renty rovinnych fezi ellipsy, pro pély leZicf na Gz, fezy jsou tedy &iry

t. j.
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cyklické. Rez s rovinou tefnou mé dvojny bod, jent splyvd s jednim
z novych péll (vlastné splyvaji v ném pély dva) a &hra jest dpatnict
ellipsy.

Padne-li stfed deferenty do bodu G, — sttedu anallagmatie — je
fez plochy kotdlnic dvojnédsob symetrickd cyklika, majic{ dvojf anallag-
matii se stfedem G, opa’nych mocnosti, takfe je &ira tato druhem
Perseovych spirik.

UvaZovana okolnost nastane pro roviny R vedené riznymi body
G, ptimky G z kolmo na paprsky O G,; roviny ty obaluji tedy parabolicky
védlec sméru Oy, jehoZ nirysni stopa jest protidpatnici phmky G z,
pro pél 0. —

Jako dalsf ptiklad uvazujme cylindridu, pro ni# &ira stfedd (c) jest
ellipsa s velkou polouosou 04 =&, malou OB =b, a pro niz pél G je
v ohnisku ellipsy ; na G z ur¢ime bod G,, jehoZ vzdalenost O G, od sttedu
ellipsy = a, a vedeme rovinu R kolmou na O G, Do této roviny promita
se ellipsa v kruhu poloméru b o stiedu G,, kteryzto kruh je zdroveii fez
roviny R s kouli (G, G, G). Pro fez plochy uvaZované s rovinou R splyne
deferenta s kruhem tidicim a ¢ara se redukuje na kruh Fidfci dvakrat
vzaty: Rovina R dotyka se plochy rodél tidiciho kruhu anallagmatie
(7o, ).

Rovnice plochy zni tu

(2 - v2 + 22— g2 =4 @® (x — g)2 + 4 b%y2; g® = a® — P2,

% %
%

Cylindridy jsou krajni ptipad ploch, které sestivaji z fady kruha
I’ prochizejicich dvéma pevnyma body H, H’, které nazveme pély.
Inversi z pélu H ptevadi se takova plocha v plochu kuZelovou, a proto
nazveme tyto plochy konidami. Povrchové kruhy I"jsou kfivoznaénymi
¢arami konidy ; rovina soumérnosti boda H, H' (jdouci sttedem G délky
H H’ kolmo na tuto) see konidu v kfivozna&né &ife druhé soustavy,
kterouzto &iru d nazveme &Earou #Hdict, rovinu samu pak zdkladni, berouce
J1 za rovinu % y.

Zikladni rovina obsahuje stiedy kruhu I" vesmés na ni kolmych ;
kruhy I ji sekou ve dvou bodech na paprscich svazku G; jsou-li tyto body
M a M,, plati

(4) GM.GM, = —a,

znali-li ¢ délku G H (realnou neb ryze pomysinou).

Je-li dana #fdici ¢ira 4, bude ji ptifadéna timto zpusobem jako
dopln&k &ira d4;, obsahujici druhé stopy kruhu I', a ob& &iry vespolek
souvisi inversi (4), jejiZ Fidici kruh je realny, jsou-li body H, H’ pomyslné,
a naopak.

Je-li ¢4ra d anallagmatickd pro pél G a mocnost — ¢, pak splyvaijf
tary d, d,, a stopa plochy konidy na zékladni rovin& sestivd z jediné
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ktivky ; v opatném piHpadé se tato stopa rozpada v ktivky rizné d a 4.
Normély konidy podél kruhu I tvolf rotainf kuel, jehoz vrchol m le{
na roviné zdkladn{ a je prisekem normil &ar d a d, v bodech M a M,;
geometrické misto bodh m je édra cemirdint (c). Tefna &4ry centralnf
v bodé m je pHimka m Q, osa symetrie boda M a M,, a tary d,d,
dohromady se jevi jako obdlka kruht o sttedechm a polomérech
mM ==mM,; t.j. &ira stfedu (c) je deferenta anallagmatické &iry d d,.

PoloZme poditek soutadnic do bodu G; koule R, kterd mi stied
na Gz a protind kouli nad prumérem H H’

x2+yﬁ+z’—c’ :O

orthogonélné, md rovnici
(®) B4+ 22—2kz2+c2=0;
tato koule protina orthogonalné veskery kruhy I’a stanovi na plo3e konidé&
k#ivoznalku. Stted koule ® (0, 0, ) znamenejme K, priseky koule s osou
G z jsou K,, K,

1=k+VEE_2 x=y=0;
zvolme jeden z nich na pf. K, za pél inverse na kouli (R), ktera protina
orthogonaln& kouli nad prumérem H H'. Touto inversi ptech4zf koule &
v rovinu, kfivoznatka v kfivoznaénou ¢iru rovinnou, t. j. rovina ta je

rovina zdkladnf, a kfivoznatka se transformuje ve stopu plochy d d,.
Polomér koule R skuteéné hovi rovnici

R = (k +V7,mz—_'?)2_cz’
a vztah
K K, K,G=R?
zni
2VEE—t (k4 VE ) = Re,

a jest olividné spravnym ; rovina zikladni G x y je tedy skute&né inversné
ptislu$nd ke kouli 1)

1) Piedpvklidejme body H, H’ pomyslné, kdy tedy velidina = —a? je
zéporna; obalené koule budou pak charakterisoviny podminkou, Ze jejich stopni
kruhy protinajf orthogonalng i{dicf kruh anallagmatie (G, a)

(&) N+yr=a% 2=0,
Koule & obsa.hujfci kiivoznacky
2t+y2+2—2hz—at=0

pak prochizeji timto pevnym kruhem Z.

Okolnost tu lze jeité jinak vysvétliti. Volme na kruhu Zlibovolny bod P
a provedme inversi (s libovolnym polomérem) se sttedem P; tou piejde kruh X
v pfimku (s), anallagmatie ze zméni v soumé&rnost viéi ose s, kruhy I’ ptejdou
v kruhy I” protinajici orthogoniln& zikladnf rovinu ve dvou bodech soum&mé vaé
slezicich, t. j konida pfechaz{ nasfinversi v plochu rota&nf (kolem osys). Jeji kfivo
znalky (meridiany) lez{ na rovinich svazku s a ty zpétnou invers{ pfechazejf v koule
vedené Hdicim kruhem XB. Koule svazku Z tedy vytinaji na konidé& kfivoznalky.
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V obecném ptipadé, kdy se stopa konidy d d, rozpad4, rozpadaji
se tedy také jejf kfivoznatky, nebot se rozpadajf kuZele, jimiZ se tyto &iry
z bodt K, a K, promitaji.

Vétev kiivoznalky, kterd se z bodu K, promiti ve vétev d (d,),
promita se z bodu K, ve vitev d; (@).

Bud nyni P bod na ktivozna&ce, m vrchol kuZele normil podél jeho
kruhu I, M bod na stop& plochy; pak rovina M m P obsahuje jeden
z pevnych bodi K, K,, na pt. K;; rovina ta obsahuje normilu konidy
mP. Sine-li se bod P do polohy nekone&n¥ blizké na ktivozna&ce,
otdli se ptimka M m — normaéla &iry @ — kolem jeji sttedu ktivosti s,
tedy rovina M m P se ota¥{ kolem ptimky s K, ; na této pfimce jako pri-
seCnici nekoneéné& blizkych poloh roviny M m P nachizi se prasek ne-
kone¢né blizkych poloh normaly m P, t. j. stted hlavni kfivosti S konidy,
bod na dvratnici rozvinutelné plochy norm4l.

»Rozvinutelnd plocha normél podél kfivoznalky uréené kouli
& mi tedy uvratnici, kterd se z bodu K, (K,) promiti v evolutu &iry
d (d,) [po ptipadé v opatném pofadku d, (d)].

Budte s, s, stfedy kfivosti v libovolném piru M M, sdruZenych
bodu na stopé konidy; body K; K,ss, urduji dplny &tythran, jeho
jeden diagondlni bod je G}) a druhé dva diagonilni body jsou stiedy
nlavni kfivosti v bodech P a P, na kfivozna&ce ptislu¥nych k bodim
M a M,

_ Podrzme kruh I’ uréeny stopama M M, jako pevny, bud P jeho
libovolny bod ; jemu pak odpovidi dvojice boda K, K na G z, jako pri-
setiky's kouli, na niZ lezi kfivoznatka prochizejici bodem P.

Primky K, s,, K, s spojujici K, K, se stfedy kfivosti stopy konidy
se protinaji ve stfedu hlavni kfivosti S na normile bodu P.

Bod S leii tedy na roviné obsahujici pfimku G z a oba body s, s;:

»Centrdlni plocha konidy obsahuje fadu kuZelosecek, ve kte-
rych urdité roviny svazku G z protinaji pfisludné rotatni kuZele
normil.

Bodim na daném kruhu I' ptisluiné normély tvofi rotatni kuZel,
a stfedy kfivosti leZi na rovin& G z s s;, ktera je na stranach kuZele vytina.

UvaZujme nyni zvlastni ptipad:

Jsou-li &ry dd, kruhy (resp. kruh a piimka) — ptipad cyklidy
Dupinovy —jsou body s a s, stilé jejich stfedy (resp. bod dbéZny na nor-
méle ptimky), bod  je prisek poloméri s M a s; M;, body S a S, jsou
stalé, ktivoznatka se rozpada ve dva kruhy na kouli & — leZi z davodu
symetrie na rovinich kolmych na nirysnu Gxz, jakmile s, s, leZi na G x,
coZ moZno zatiditi — a body S, S, jsou vrcholy rotaénich kuZelt normaél

1) Stredy kfivcsti Eary pivedni a &ary inversnf letf vidy na piimce pro-
chazejici pélem inverse.
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podél té&chto kruhfi; jsou to priiseky pfimek vroviné G x 1: (K, s, K, 8y),
(K, 81, Ky 8).

Piry K, K, probfhaji involuci sdruZenych bodil vadi kouli nad pra-
mérem H H' (G K,. G K, = ¢%; involuce ta se promitd ze stfedd s, s,,
¢im2 se vytvofuje &ira centrdlnf v rovin€ nérysu.

Centriln{ &ira v piidorysu ma tetnu m Q, kterd pilf dhly privodita
ms, ms,; je to kuZelosetka s ohnisky s, s,.

Jeji vrcholy jsou stfedy kruhui vroviné & x z (nirysné stopy plochy).
Naopak m4i centrilnf ¢dra v narysu za ohniska stfedy kruhd nirysnych
a vrcholy ve sttedech kruhii pudorysnych s, s, jak se o tom snadno je
presvédiiti. Ob& kuZelosetky jsou si navzdjem fokdlami. —

» L
»

Povahu rovinnych fezu libovolné konidy moZno stejné jednoduse
vystihnouti, jako jsme vidéli u cylindridy. Prisek G, roviny fezu s osou
G z je sttedem anallagmatie, jejiZ Fidici kruh lezi na kouli soustfedné,
protinajici orthogonilné kruhy I'; deferentou (¢’) fezu je pravothly pri-
mé&t centrdlni &ary (¢) do jeho roviny.

Prochizi-li rovina jednim ze zdkladnich bodu (pélu) H, H', jevi
se fez jako Gpatnice &ary podobné s ¢arou (¢') a dvojnasobnych rozméru.

Stfedy kfivosti rovinnych fezl na cylindridé neb konid¢ moZno
sestrojiti na zakladé€ te¢nych rovin plochy normél. Primét plochy normail
(obrys) do roviny fezu jest jeho evoluta; rovina vedenid povrchovou
ptimkou plochy norméil kolmo na rovinu fezu dotyka se plochy normil
v bodé, jehoZ prumét je stfed kfivosti fezu.

Na plose normil znime centralu (c) a fez roviny s plochou (cylin-
dridou neb konidou), k obéma umime sestrojiti te¢nu; znime-li jesté&
jednu &ru na plo¥e normail, k niZ dovedeme vésti tednu, miZeme Feiiti
ptedloZeny problém pomoci teéného hyperboloidu.

V ptipadé fezu z = konst. na plo3e kotdlnic a = ¢ vime, Ze normaly
protinaji pevnou pfimku (0 G,); zde feSeni je pomérné jednoduché.

Princip této methody plati také o libovolné plo3e kotilnic sférickych,
ponévadz k jeji fezim znime konstrukci normal.

L ] L
%

Konida je obalovd plocha kouli (potiatek souradnic G)
(&) Bty 22 —2x,x—2y,y—c2=0,

kde %4, ¥, je bod na centrile; povrchové kruhy I' jsou prisede této koule
s rovinou

(T) xdxg+ydy, =0,
jez zfejmé stojf kolmo na tetné& iry centrilni. Obé& rovnice (Z) a (I

dohromady d4ivaji tedy eliminaci{ parametru na centrile rovnici konidy
(kter4 plechizi v cylindridu pro ¢ =0).
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Bud S libovolnd koule
(S) B4+ 2 —-2kx—2ly—2mz2+4+n=0;
jeji pronik s konidou hovi rovnicim
(I 2Rx+2ly4+2mz—n—(2xx+2y,y +¢c) =0

a rovnici (I'), z &ehoZ vychdzi, Ze prisecnice konidy s kouli S le2{ na rozvi-
nutelné ploZe, kterou obaluje rovina II; ptimka této plochy je priseénice
s rovinou I, takZe protina osu G z, a sice ve stilém bod& V
_+mn
 2m
Rovina I7 je patrné radikalni (chordilnf) rovina kouli Sa X.
Dile protina radikilni rovina kouli S a

x2+y2+z2_.62=0

osu Gz ve zminéném pravé bodé V.
Tedy muZeme vysloviti vétu:

,, Prised koule S s konidou, kter4 jest obdlka kouli Z, le£i na plose
kuZelové s vrcholem ¥ na G z; tato plocha kuZelova jest obilkou radi-
kalnich rovin (S, Z) kouli S a X, a jeji pHimky jsou prusednice t&chto
rovin s ptislu$nymi rovinami (I).

Pro kouli S= & vytinajici kfivoznatku na konidg&

(®) 4yt 22—2kz+4+c2=0

mame pro souiadnice bodu V (O, 0, -Z—), takZe v piipadé cylindridy (¢ =0)

lezi vrchol kuZele v bodé G.

Roviny radikélni (S, X) protinaji kouli S v kruzich (%), je% na%e &ira
obaluje ; sférické stfedy t&chto kruhi leZi na priiméru koule S, jen% prochézi
sttedem m koule X, takie

,,pruseé koule S s konidou je sférickd anallagmatika, jejiz deferenta
le# na kuZeli, kterym se centrila (c) promita ze stfedu koule S. Ridic§
kruh anallagmatie leZi na polarni roviné bodu V.

U plochy kotalnic 4. stupné (potitek soutradnic O)

(@ + 3+ A— g = 4@ [l — ) + 1]
a pro kouli S

B+ +2—2hx—g)—2ly—2mz+n=0

zni rovnice kuZele

2m

Rozpravys TE II. Rok XXVI. Cts. 7. ]
VII.
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Rezy z = konst. na tomto kuZeli jsou kuZelosetky s ohniskem na ose
G z, tidfcf ptimka le#f na radikdlni roving kouli S a

224y 4 22 = g2,
U konid (a cylindrid) s kruhovou centrilou (¢), které tedy jsou
zvlddtnf Darbouxovy cyklidy, budou miti deferentu sloZenou ze
dvou kruhti &ry na koulich S, jich% stfedy le#i se sttedem kruhu (¢) na
rovnobéZce s G z, nebot se tu sférickid deferenta jevi jako priisek koule S
s kuZelem rota¢nim; sféricki €ira pak rovnéZz leZi na kuZeli rota¢nim
s vrcholem V, kteryito kuel jest reciproky predelého.
U plochy kotilnic mame kouli S (pocatek 0)

R4y 42 —2k24 =0,
a rovnice kuZele (V) zni
CQhz—n—g)2 =4a2((x —g)? + 2]

Le#i-li bod G na kouli S, je pruse¢ kotdlnici ¢ = konst.

Bud O stied centrilni &ary kruhové (¢) v roviné x y; koule majici
stiedy na O z a prochazejici jednim z bodu H, H' (g, 0, + ¢) sekou konidu
v ¢ate na rota¢nim kuzeli, jehoz vrchol lezi na kouli; pruse¢ ta je tedy
sféricka. kotédlnice 4. stupné.

Na konidé s kruhovou centrilou mime tedy dvé fady sférickych
kotalnic, jichz dvojné body jsou spolecny H, resp. H'; u cylindridy tyto
dvé fady splyvaji.

Vyjimku v ptedchdzejicich Gvahich tvofi koule S, jichZ sttedy lexi
na roviné zdkladni; pro né jsou radikilni roviny (Z, S) kolmé na rovinu
G x y a obaluji vilec kolmy na tuto rovinu; zde tedy bod V zapada do neko-
necna.

U plochy kotilnic madme pro kouli S

2+y2 422 —2p(x—g) —2gy+n=0
rovnici valce
2p(x—e) +29y—n—gP=12a[(x — g + 7
Prochazi-li koule bodem G, rozpada se vilec ve dvé roviny, fcz ve dva
kruhy I'; nebot v tom piipadé n + g2 = 0. Jinak je zikladnou vilce kuZelo-

rv v/

setka s ohniskem G, jejiz fidici pfimka je stopa radikilni roviny kouli
Saxt+yr422=¢g,
vystfednost
_Vr+e
= -——a—-—- . .
Ponévadz strojime hned jeji te¢ny [stopy radikalnich rovin (S, Z)],
obdrzime vrcholovou kruZnici jako tpatnici z pélu G.
x L x
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Uvahy tyto lze pienésti na libovolnou plochu kotdlnic; tato jest
obalova plocha kouli

(&) B+ y:42—2cxcosp—2cysingy =a+g2—c?—2agcose,
jeji pruse¢ s kouli
S) R+ +22—2kx—2ly—2mz4+n=0
je pak na obalové plo¥e rovin
2kx+2ly4+2mz—n—2cxcosp—2cysiny
=a+gt—ct—2agcosep,(ap =c),

t. ).
,,pronik plochy kotalnic (g, ¢, g) s kouli S leZi na rozvinutelné plo3e, kterou
obaluji radikdlni roviny kouli S a Z; povrchové ptimky leZi na rovi-
nich kruhua I“

Veskery uvratnice téchto ploch rozvinutelnych maji spole€ny pudo-

rys, zndmou nam obalovou ¢&iru stop rovin kruhia I.
Kotilnice & = konst. lezi na kouli (3)

a—ccosa

x4yt 422 =2 .
sin a

z+c2—a®+ g%
lezi tedy na obalové plose rovin (a @ = ¢ 9)

()

a—evosa

e z—cxcosp—cyvsiny +ct—at+agcosep =0.

Ta je v piipadé ¢ = 2 a, p = 2 ¢ tiidy 4., tedy utvar pomérné jedno-
duchy.

AvSak vyznamni vlastnost viem témto plochim spoletna je, Ze
obalené roviny sviraji staly dhel ¢ s rovinou zdkladni,

csina

t = —
§¥ a—ccecos

Jejich idvratnice jsou tedy &ary Sroubové.

Vyjimku tvoii kotalnice, pro né% a = ¢ cos a; pro ty se redukuje roz-
vinutelnd plocha na vilec kolmy na rovinu zikladni. — Rovina II je kolméa
na rovinu kruhu I t. j. rozvinutelnd plocha naSe protini orthogonilné
roviny kruht I podél svych ptimek. Z rovnice (II) mame derivovinim
postupné

cxsiny—cycosp—cgsing =0

2
cxXcosy +cysin¢—-—‘;— geosp =0,
posledni rovnice spolu s (IT) diva

a—ccosa ct—a?
—_—z 4 —a—————pgcosep =0
sina + a g 4 -

9
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t. j. pro bod na ivratnici platf

y = c2—a' sina (@ cos )
a a—ccosa g P,

dile
x=%gcos<pcos¢+gsinq>sinw,

Y =%gcos<psinw—gsin(pcos1p.

Tato &ira 3roubova leii na rotadni plose 2. stupn&
2 c2 — a2 )2
@ o " ., T ) _ 2
YA c2—a? ( ‘ h N
a—--ccos«
Sin @

h =

ktera jest pro ¢ > ajednoplochy hyperboloid a pro ¢ < a splostély ellipsoid.
Hlavni kruhy této plochy leZi na vilci 2 + y2 = g21)
Tedy kotilnice sféricka jevi se v pripadé ¢ = a jako priise¢ koule
s plochou telen uréité Sroubovice na rota¢ni plose 2. stupné.
Tato Eroubovice stane se sférickou pouze v pripadd
B = a2 — ¢,

t. j. pro ¢ = a cos @, kdy také kotilnice sama je Sroubovici, a sice v tomto
ptipadé€ ob& &ary splyvaji.

Pruseénici rovin ITa (I') nazveme ®; rovnice této piimky jsou tedy

a—ccosa

(®) sin &
xSsinp—ycosyp =gsing, ap =@,

z=cxcos¢p +cysintp +a*—c*—agcoso,

}) Vypodet neplatf pro pitipad 4 = 0t. j. a = ¢ cos a, kdy rozvinutelnd plocha
je valcova.
FokAln{ kruh na rota&ni plo3e pfislusné ke kotdlnici « lez{ na roviné
al— ¢
P

Z =

a méi polomér
c—acosa
a—ccose’

vedkery fokaln{ kruhy tvofi rotatn{ plochu 2. stupng, jejiz meridian md parametrické
vyjaddient

Yy =g

c—acosa a:— ¢t .
=g—, = —————Sin «,
a—ccosa a—ccosa

a pro ni% se nalezne rovnice
x2 + y: 22 ~1
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Souhrn pHmek ® ptisluSnych k parametru &« = konst. tvol{ rogzvinu-
telnou plochu (#4) protinajici plochu kotilnic podél kotélnice & = konst.,
kterdZto rozvinutelni plocha protind orthogoniln& veskery roviny kruhd
(I') podél svych povrchovych ptimek.

Riznym kotdlnicim pifsludejf riizné plochy (8,), které viak majf
spole¢nou stopu f na roviné zdkladni z = 0.

Ptimky & ptisludné k témuZ @ tvoH svazek v roviné kruhu I, jehoz
sttedem je bod na &4Ye /. Ve¥kery ptimky & pti neodvislych & a ¢ tvoif kon-
gruenci; libovolna ptimka jeji sete dvé sousedni ptimky této kongruence:
jedna s ni leZi na roviné (I3), druhd s ni stanovi te¢nou rovinu plochy roz-
vinutelné (@,); tato rovina a rovina (I;) jsou fokilni roviny kongruence
pro ptimku & (a, ¢); ponévadZ zde fokalnf roviny stoji na sob& kolmo,
tvoti pfimky & soustavu normadl jisté plochy, &i vlastn& nekoneéného mnoz-
stvi ploch rovnobéZnych (z).

Mame tak tfi soustavy ploch navzdjem orthogonélnich: roviny (I'),
plochy rozvinutelné (&,) a plochy (s).

Rez plochy = s rovinou (I') jest jeji ktivoznadn4 &ra, stfed kiivosti
je bod na &ife f; ¢ara je tedy kruinici se sttedem f. Druhou fadu ktivo-
znatek plochy t tvoii tezy s rozvinutelnymi pochami (8); jejich Gvratnice
davaji plochu centrdlni plochy «, t. j. jednu jeji &st. Druha slozka plochy
centrdlnf zvrha se v kiivku f, kterou nazveme centrdlni farou plochy ¥.

Aby byla plocha z urdena, sta&i zniti na jedné z ploch (&) pravo-
tthlou trajektorii 4 pfimek &; plocha je pak souhrn kruhi @, které maji
své stiedy na &ite f, lezi v rovinach (I') normalnich na f, a protinaji ¢aru 4.

Zvolime-li zvlasté & z rovnice

a—ccosa =0,
bude plocha (&,) vilec kolmy na rovinu zikladni, jehoZ tdici €arou je ktivka
centrilni f:

2 2 :
x:(c - 4 + acg cosqa)cos¢+gsinq>sin¢

(7)

2__ g2
y:(c . 4 + acg cosqa)srinap—gsin(pcosw

aneb ve tvaru imaginirnim
2 — a? ag

) x+iy=( +

c

cos«p—igsin(p) A

dara 4 na valci se zdkladnou f je pak jeho iez s rovinou z = A, zvolenou
libovoln&. Kruhy @ maji tedy polomér stily h, a plochy (3) jsou rourové
plochy o spoletné centrdle f.

Rovnice ptimky & lze psiti

c

a—ccosa

. . ty
- z2—1gsin )e
csina ESnep). !

(B%) x+17y=( -I-achOStp+
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aneb té&
X—2% _ V-—Y¥ 2
#) cosy  siny  lgy’
kde x4y, je bod na &afe £, a kde jako vy3e
try = csina
Y= ccosa

takZe ptimka @ ma cosinusy smérné
CoOSycosy, cosysing, siny;

jejf dhel s rovinou zdkladni jest pravé p, a je staly soudasné s a.

Kazdé kotalnici na plo3e kotalnic odpovidd na ploSe rourové urcita
¢ara y = konst. ; normaly plochy rourové podél této ¢ary tvori rozvinutelnou
plochu (@), jez obsahuje kotélnici.

Céra f je prumét kotdlnice ptislu¥né k podmince a = ccos e, jak
z rovnic (2) bezprostfedné vychazi; ponévadZ je pravouhlou trajektorii
stop rovin (I), jest jeji evoluta znima hypocykloida, obdlka téchto stop.

Délka oblouku &iry fje vyjadtitelnd elementirné; mame pfedevsim

2 a2 2_ 2
,dx—l-id_v:ie"*’(u—g a— cosq:)d#v

c ) ac

o l'vr C'l_a2

=1ic ' (@a—gcose) = do,

tedy pro differencial oblouku

2 __ g2
ds = c—czila—gcoscpld(p.
Na oblouku, v némz a — g cos @ neméni znameni, je tedy absolutné
c2—a? . )
s=———[a(@—g) —g(sing— s p)].

Centrédlni plocha rourové plochy je souhrn dvratnic ploch (@,); pro
tyto jsme nalezli vy3e vyjadieni parametrické, jez shrnujeme nyni takto:

8 foa

x4+iy = (ccosep —1 asing)ev,

w

c a®
z = —'-Tc—tgy (@a—gcosp);
jak bylo jiz vzpomenuto, lezi veSkery tyto Cary na vilci sméru O z, ktery
obaluje roviny (I'), a ktery tedy obsahuje také evolutu &ary f. Tento valec
tvoif spolu s ¢arou f centrilni plochu plochy rourové.
Piepidme jesté nékteré vzorce, aby vynikla v nich role dhlu y: Rovnice
koule obsahujici kotalnici jest

B+ 24 22=2ccolgy. z 4+ —a® + g2,
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rovnice roviny radikalni (£, S) pak

c2—a+agcosp -

zeolgy = xcosv + ¥y sin— p

a rovnice ptimky @

x+17y—_-( +zcotgy+%cosq)——igsin¢p)e"’;

c

rotacni plocha 2. stupné¢ obsahujici dvratnici plochy (®.) mé pak rovnici

c? cotg? 2 —q? 2
x2+y2—-c—2_—gazt (Z+T‘¢g?) = g%

V piipadé ¢ > a je to hyperboloid, jehoz nejuzéi kruh le#i na roviné
2 — g2 a® — ¢2

gy =t = 2 —ccosa H &

& —
o —_= —

¢
a ma polomér g, stfed na O z; primkovy iez ¥ = g ma-smérnice

Ve g2 — §

8 =T Va—g

~ c
takZe na hyperboloidu lezi primhy
x

' —_— z _'_—-——-_.]
S—g,f; Ved—az

prochazejici dvéma pevnyma body roviny O x y.
Stopa na roviné zikladni je viem hyperboloidim spole¢na

x2 _‘_})2 — Cz_az + gz,
t. j. je to spoletna stopa kouli obsahujicich riizné kotalnice dané plochy
kotalnic.
Dané hodnoté cofg y odpovidaji dva dhly e, jimz piislusi tiZ koule
a tdz rozvinutelnd plocha (@,); pronik téchto dvou ploch tedy obsahuje
obé tyto kotdlnice. Tétivy, jez na pfimkich & téZc rozvinutelné plochy
stanovi koule obou kotélnic, jsou $té€peny zikladni rovinou ve stilém po-
méru sin @, : sin @, kde @, @, jsou oba uhly e ptisluiné k dhlu y. Nebot
rovnice primky @
X =2xy+zcolgycosy, y =1,+ zcolgy sin$
divaji ve spojeni s rovnici koule rovnici 2. stupné pro neznamou z; jeji
kofeny jsou
Z=(a—gcosg)sine, 2, = (a—gcosy)sina,,
‘tedy
z, i 2 =Sine :Sina,.
Na konec této otizky jesté nékolik slov o &ite f. Jeji oblouk obsateny
mezi body @ a # — @ nezivisi na g, pokud g<a, 0< ¢ <= V pHpadé
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¢ = 3a mé l4ra f tvar, jen? pkipomind ellipsu, pokud g < a; evoluta je
astroida, jeZ vznik4 Sinutim st4lé délky 2 g po osich; je-li g = 4, mé tara
v bodech ¥ =0 (4) a ¢ = = nekonetnou kfivost.

Nazveme sttednf rovinou rozvinutelné plochy (#4) rovinu hlavniho
kruhu na rotaénf ploSe 2, stupné, kterd obsahuje jejf Gvratnici; jejf rovnice
jest

@d—ca3 at—c?

Z = ————— SN G —
a—ccecosa c

gy.
Stopa piimky & na této rovin& je vyjadtena v komplexnim tvaru
x+iy= (-ac—gcosqp—igsin(p)e"’ ,
takze jeji pudorys nezdvisi na «; rovnici tu lze psati
g(c+a C_aeﬂw)el(w—w)'

stiv= 33

a vychdzi tak véta:

,»»Rezy rozvinutelnych ploch (@,) s jejich sttednimi rovinami lezi
na spole¢ném vilci kolmém na zdkladnf rovinu, jehoz ptimy fez je oby-
c—a

2¢
kruhu (0, g), a sice dé&je se kotdleni po vnitini stran& pevného kruhu,
je-li ¢ > a, v opatném ptipadé& po strané vné&jsi.*

éejnd kotdlnice vznikla kotalenim kruhu poloméru + g po pevném

% *
*

Uvazujme jako ptiklad konidy plochu, jejiZ centrala je kruh poloméru
a, sttedu O, a jejiz kruhy I’ prochdzeji dvéma pomyslnyma body osy G z
(x =g, 9y=0, z=+1c), takie protinaji orthogonilné kouli (c)

(x—g)* 4 y2 +22 = ¢

Plocha ta jest obalovou plochou kouli (po&itek O)
(&) 22+9*422—2a(x—g)cosp—2aysing 4 c2—gt =0,
které maji své stiedy m na centrile () a protinaji orthogonalng& kouli (c).
Rovnice plochy té zni
(P) @+ 9+ 2+ g =t @[ — g + 5],
a pfechdzi v plochu kotilnic pro ¢ = 0; jeji stopa na roviné zikladni je
Descartestiv ovill)

_ 1) Rovnici plochy lze psati ve tvaru
S Sa = 4a?y?,

nadlez se obdrii sttedy dal3ich dvou anallagmatif jako stfedy podobnosti koulf S,=0,
S, = 0. KuzZele opsané ze stfedi t&chto anallagmatif jsou rotaZnf, s osami smé&ru Os,
a tetné roviny kuzeli téch sekou plochu v kruzich.
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Koule
B4 yP 42 =2kz—n

protind tuto konidu v &ite na rotaénim kuZeli

B ntgt—cty
R e T

jehoz vrchol le2f na G z, a je vidy mimo kouli, pokud je realnd, a pokud
c>0.

V ptipadé # = ¢? — g? obsahuje koule body (g, + 1 ¢, 0), takZe jejf
stopa protina orthogonélné stopu koule (¢) a méi stted O; v tomto pHpad¥
vrchol kuZele je v bodé G. Tyto proniky kouli s rotaénimi kuZeli, s vrcho-
lem G a osou G z, pfechazeji v kotalnice, jakmile ¢ = 0.

Plocha uvafovani je jednim ze zvlaStnich typi Darbouxovych
cyklid.

LI

Bud nynf dana v roving zikladn{ pHimka G /, a hledejme &iru (M)
na nasi ploe, podél které se tato dotyka opsaného vélce sméru G/ (obr. 16.).

Normély plochy v bo-
dech M této &ary jsou kolmé

na smér valce G/, a jejich pido-
rysy m M’ (m zna¢i bod na 1 6
centrile, kterou je zde kruh

0

stfedu O, poloméru a) budou
kolmy na tento smér.

Pudorys kruhu I'piislus-
ného k bodu m je piimka
G L M’ rovnobéina s polomé- (c)
rem O m, a protind pfimku
mM' (1L GIl)vbodé M’, ktery L
je pudorys bodu M uvazované
vlastnosti.

Vedme pfimku O L | G/, M
pak jest obrazec Om M'L
rovnob&inik, L M’ = Om = a, Obr. 16.

a pidorys (M') dotykové Edry
je konchoida Nikomedova s tidici ptimkou O L, konstantou a.

Jae-li o obrys narysny plochy, je tedny valec rovnob&Zny s osou Gy ;
ptimka O L tu bude splyvati s osou O #, t. j. obsahuje bod G, délkky G L
vymizeji a pudorys (M’) &iry (M) ptejde v kruh stfedu G, poloméru a.

Tedy dotykova &ira plochy s opsanym vilcem sméru O y le#f na kru-
hovém vilci '

(x—gr+y =
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Vlozime-li tuto hodnotu do rovnice plochy, vyjde pro body na

| dotykové cife

x’+y’+z2+c’——g2=;2a2.

Spodnimu znameni piisluSna koule protinid vilec rovnéZ v ¢afe na
uvazované konidé, ale normily plochy v jeji bodech nejsou rovnobéiny
s narysnou. O tom lze se piesvedciti, derivuje-li se rovnice plochy dle y;
obdrzi se pro dotykovou &iru jednak feSeniy = 0,jez dava kruhy v nirysné,
a, jako druhd &ist ieSeni, rovnice: °

vy gt =24

UvaZovana ¢ira je pronik této koule s nadim Lmhovvm véilcem.
obou rovnic vychdzi rovnice narysu &iry

¢ — a?
:‘1—%—25(1——;:* )—()

2y

kterdzito parabola je tedy cist obrysu plochy v niarysné G x z.
Obecné, jc-li centrila konidy (cylindridy) ddna rovnici f (xg, y) = O,
je pudorys dotykové Ciry opsaného vilce sméru G y din rovnicemi
dv, B

v =4 & — v —=— = 0 (pocitek G);
- : T odxg

promitajici vilec urceny touto ¢arou protina plochu ve kiivce (M), jejiz
narys dava obrys plochy, po ptipadé ve spojeni s kruhy I'v narysné lezicimi.

Je-li na pf. centrila parabolou (poditek G)

Vo=2px—1N),
vyjde jako prumét dotykové cary primka
x =—9p.

Valec opsany ve sméru G y dotyka se tedy plochy podél fezu s rovinou
kolmou na G x, coZ je mozné jen tim, Ze tento fez je piimka, a sice kolma
narovinu G x z; roviny te¢né kolm¢ na G x z tvoii svazek v tomto piipadé.?)

Je-li centrala kuzelosecka (u cyklid)

Yol =g+ 2p %+ g, |
bude pudorys dotykové ¢iry opsaného vilce sméru G v din rovnicemi

Yy =Y X =—nx—7p,
1) Rovnice plochy tu zni
Sx4+p2=0 S=2+49*+22—2hxr—c*,
rovina ¥ = — p seCe plochu ve dvou pfimkich v koneinu
2=t + ht— (p + )
Stopa plochy (z = 0) jest anallagmatickd &ira stupné 3. (r, r, = — c?)

(2 +9*—2hx—ct) x+ Py =0,
raciondlnf v pitipadé ¢ = 0, fez z = ¢ je cissoida kruhu a pimky.
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tedy opét kuZelosecka
mY = (x4 PR —2p(x+p)+ng.

17.

Ptistupme nyni k otazkam osvétleni, hlavné pokud se tyce plochy
kotdlnic 4. stupné, a pfi osvétlni rovnobéZném. Smér svétla me&) cosi-
nusy smérné¢ imérné veli¢cindm %, /, m; smérnice normaly plochy kotalnic
v bodé M (x, v, z) jsou

A=x—acosp, B=y—asing, C =z,
na smezi vlastniho stinu je normila plochy kolma na smér svétla, tedy
AR+ Bl+Cm=0;
po dosazeni hodnot vychdazi odtud
kx+ly+mz=a(kcosep + lsing).
Je pak

\l

tgq): x—-g )

tchoZz dosazenim do posledni rovnice obdrZime pro mez vlastniho stinu
podminku

A)  r4lvimzp(r—g?+y]=a(kx+ly—ker

Je to rovnice plochy 4. stupné, ktera protina plochu kotédlnic v mezi
vlastniho stinu pfi osvétleni ve sméru (%, /, m).
Rovnice, psand v plivodnim tvaru
(i)

(Rx 4+ 1y 4+ m2)?=a? 0

()

ukazuje, Ze tato plocha je konoid, jeho¥ p#imky maji rovnice

y , (b4 122
() x—g_;' Ex+ly+mz=p, p>=a T
t. 1. protinaji primku G z a jsou rovnobéiny s rovinou Fidici

(S) kx+1ly+mz2=0,

kolmou na smér svétla,
Priseé konoidu s valcem

(By) (x—g2+vt=al
rozpada se ve dvé ktivky v rovindch

kx+ly+mz=1+(kx +Ilv—kg),
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tedy v kruh na roving

(By) mz-+kg=0
a v ellipsu na rovin&
(Bs) kx+ly+-%mz=‘ikg.

Plocha sborcend mi dvojnou ptimku
(d) kRx+ly+mz=0, k(r—g)+1ly=0,

kterd je pruse¢nice roviny fidicf s rovinou obsahujici osu Gz, jejiZ stopa
je rovnobé&Xné se stopou roviny fidici. Roviny (By) a (B,) obsahuji tuto
pHmku.

Ka%da rovina prochézejici dvojnou ptimkou see nd% konoid v ellipse,
ktera se promitd v kruh se sttedem G a naopak. UvaZujme kruhovy vilec

(r— g + 9 = I
jeho pronik s konoidem hovi rovnicim
hkx+ly+mz)="-akx+1ly—Fkg)

a tedy se sklddd ze dvou ellips na kruhovém valci a na rovindch jdoucich
dvojnou ﬁ)i‘l’mkou.

Je-li dana rovina tohoto svazku, bud x, jeji prisek s osou O x; pak
bude polomér kruhu na vilci
h=a2—%
Xy

Uvazujme nyni libovolnou konidu neb cylindridu, jejiZ zdkladni
rovina a primka jsouG xy a Gz a centrdlni ¢ara (¢). Rovinu S kolmou
na smér svétla muZeme vidy predpokliadati kolmou na narysnu Gxz, jinak
bychom oto¢ili soustavu kolem G z.

Je tieba vésti normalu » vychazejici z daného bodu m na centréle,
rovnobéZnou srovinou S; jeji pata nalezi pak mezi vlastniho stinu. Jeji
narys #'’ je ptimka vedend bodem '’ rovnobéZnés nirysnou stopou ro-
viny S. Pfimkou # vedme rovinu R || S (kolmou na smér svétla); jeji na-
rysna stopa jest R11=ax'"". Rovina R protne rovinu kruhu I' v jisté pfimce p;
jeji stopa P ma pruméty P, m'’; piimka p protind kruh I'v bod€ N, v némz
norméla plochy m4 stopu m a leZi vroving &, t.j. je I S. T.j. bod N je pata
hledané normily # a naleZi tedy mezi vlastniho stinu. Pruméty (obr. 17)
ptimky $ jsou KPL a R,

Ménime-li m, obdrZzime spojitou fadu piimek p, jeZ tvofi uréitou
plochu sborcenou. Piimky ty jsou rovnob&iny s pevnou rovinou S
a protinaji ptimku G z; tvofi tedy konoid. Tento protini konidu v mezi
vlastnfho stinu (aspoii pokud béfeme v ivahu ptimky p a kruhy I'ptitadéné
témuz bodu m).

Hledame jest& jednu ¢4ru na konoidu ; vedme za tim Gcelem rovinu 4
rovnobéZnou se zdkladnou, bud G, jeji prusek s ptimkou G z. Bodem

VII
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G, vedme pitimky g rovnob&iné s ptimkami p; jich souhrn tvoti rovinu
(Go K" K) 1| S. Nazveme D prlisek ptimky $ s rovinou 4; ptimka ¢ mi
stopu K a protind 4 v bodé¢ G, Z rovnobé&Znika P K G,D plyne
KP =G, D=GD'.

Zname-li ¢aru (P) vytvofenou bodem P — t. j. stopu plochy (p) —
obdr#fme &4ru (D), plidorys fezu 4 s plochou (p), nandSenim délek

A‘ Go
%I
= 6
: ull q“ 9
o' m K' 6

Obr. 17.

G D' = K P; ponévadz bod K se pohybuje po pevné ptimce K K", je Edra
(D) cissoidou &dry (P) a pFimky (K) pro pél G.

Naopak obdrZime &aru (P) jako souétovou cissoidu ¢ary (D) a ptimky
(K), jeito GP=GK + GD'.

Caru (P) viak zndme z problému normil kolmych na ptimku G X ;
nebot m m'’ P je pudorys takové normaily,

,,Cara (P) je pdorys &ary na konidé, podél niz normaly plochy jsou

. kolmé na G », pudorys fezu 4 s konoidem (p) je &ira (D'), cissoida
dary (P) a ptimky (K).“

Je-li centrdla (¢) kruh stfedu O a poloméru a, ulf nés obr. 17., Ze

(P L = a) tara (P) je konchoidou ptimky O 0”. Vedme 0" G,* || S™, a pte-

loZme rovinu 4 do polohy 4*, aby obsahovala bod G,*; pak pHimka (K)

piejde v 00", a bude GD'* =K*P =LP =a, t. j. tez. roviny 4*

VIL
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s plochou () je kruh poloméru a se sttedem G,*, jak bylo vySe analy-
ticky zjisténo.

Ptelozime-li bod G, do G,*, a rovinu zikladni do roviny 4 — co
posledni dvaha plipousti — shleddme, Ze

,,fezy konoidu (p) ptislu¥ného k ploSe kotdlnic 4. stupné (aneb k libovolné
konidé s centrdlnim kruhem) na rovinich 4 rovnobéinych s rovinou
zékladni jsou konchoidy Nikomedovy, jichz pdly le#i na Gz a Hdici
piimky jsou na roviné vedené stiedem centrilnfho kruhu kolmo na smér
osvétleni. Stild délka a je viem fezum spole¢nd a rovna se poloméru
kruhu centralniho.*

Totéz vychazi oviem, pokud se plochy kotalnic tyce, z rovnice (4).

L *
&

V rovin& kruhu I lezi dva kruhy plochy kotdlnic, takze davaji 4 pra-
seky ptimky p s plochou; na mezi vlastniho stinu v8ak lezi jen priseky
s kruhem ptislusnym k témuZ opérnému bodu m jako pfimka .

Spojime-li rovnici plochy kotalnic

(3437 4 22— = da[(x—g)* + ¥7)
s rovnicj (4), obdrZzime po odmocnéni
(kx+ly+mz)y(x*+12+22—g) =12a%kx+1ly—Fkg),

takZe pruse¢ obou ploch se rozpada ve dvé ¢iry osmého stupné; z téch
pouze jedna tvofi mez vlastniho stinu; nebot po dosazeni hodnoty

B+ y2+22—g2=2a(l —cosea) (a—gcos )
a hodnot za x — g, v, pfechazi posledni rovnice na
kx+ly+mz=+alkcosp +Ising),

¢ehoz plyne, Ze na mezi vlastniho stinu plochy kotélnic leZi toliko ona ¢ara,
jez ptisludi vrchnimu znameni, a jeZ se tedy nachizi na ploSe stupné 3.

C) (Rx+ly+mz)yx@+y2+22—g%) =2akx+1ly—Fkpg),

ktera je kubickou cyklidou a obsahuje dvojnou pifimku naSeho konoidu
() jako piimku jednoduchou; vedle toho obsahuje Gbéinou ptimku ro-
viny S, kterd je dvojnou pro plochu (p).

Roviny rovnobéZné s rovinou S

kx+ly+mz=2
sekou tuto plochu v kruzich, lezicich na koulich

. 2 a?
Bty tt—gt=—— (kx+ly—kg),
je2 tvof{ svazek prométny s fadou seénych rovin,

VIL



143

Druhou fadu kruhi na plodc (C) tvoif tezy koulf soustfednych

. . By gt 244t
a rovinami
Akx+1lyv-tmz) - kiv—g)+1y,

jez tvol{ opét svazek s nimi prométny. Dva kruhy riznych fad lze spojit
koulf, ktera se dotykd plochy ve dVou bodech, symetricky poloZenych
vici roviné vedené smérem svétla a pifirkou G z a ma stfed na tétoroviné.

Sttedy kruha prvnf fady naplituji rovnostrannou hyperbolu, u druhé
tady kruhi je mistem stfedd patrné kruh.

x L
Pro konidu 4. stupné vy$c uvaZovanou

| St =@V, S=a24 2421 22 V=(x—g2+yt

lezi mez vlastniho stinu na téze plo3c sborcené (p),

II. L*V =a®Ly

kde

L=kx+ilv+mz Li=k(x—g)+1y;
ndsledkem toho leZi uvazovand &ira také na plochach
ITI1. LS:=2a%L,
IV. L,S=2LV;

tyto dveé jsou tictiho stupné a maji spoleénou pfimku L =0, L, =0,
1 protinaji se jesté v &afc 8. stupné, kterd je mez vlastniho stinu.

Povrchové primky konoidu (p), které prochazejf bodem G, odpovidajf
bodtm m na centréle (@), v nichz ji se¢e pfimka vedena bodem G rovnobézné
se stopou roviny S ; tato posledni pak sece kruh (G, a) v bodech, jichZ polo-
méry jsou te¢nami konchoidy v pidorysu, a sice v jeji bodé dvojném G.

U plochy kotélnic prochazi mez vlastniho stinu bodem G; existuji
dva sméry ¢, jimiz pudorys &ary. od bodu G se vzdaluje.

Znamenejmre

z—g=vrcosqQ, y=rsing,

pak jsou sméry ¢, fefenim rovnice

kcoscp(,—i—lsin%:%.

V okoli bodu G pak plati pro ¢aru dva pary rozvoju tvaru
¢—@,=Ayz2+ A+ ..., r=B2 + ByBA + ...,

piisludné k obéma vétvim kiivky.

Konstrukci piimky p u konoidu ptisludné k danému bodu m na
centrile obdriime ve sklopeni takto: Vedeme libovolnou rovinu S kolmou
na smér svétla a urdime jejf prise¢ ¢ s rovinou kruhu I; po sklopeni

V1iI.
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zaujme polohu (g). Vedeme pak mP||S', a urdime jejf prisek P na
ptimce 1’; rovnobéika P (N) s pfimkou (g) je pfimka (p). Tato pak
protne sklopeny kruh (I') v bod€ (N), sklopené poloze bodu na mezi stinu.

Teénou rovinu konoidu (p) dovedeme sestrojiti, zname-li konstrukci
teény jeho stopy, t. j. zname-li na pf. konstrukci te¢ny pudorysu &iry na
konidé, kter4d urfuje normily, jichZ.pidorysy jsou rovnobéZny s ptimkou
St. U ploch s centrilni &arou kruhovou jsou fezy z = konst. konchoidy
znamych ptimek a konstrukce stopy te¢néroviny konoidu (p) je dosti jedno-
ducha.

Na mist& konchoidy z = konst moZno uZiti ellipsy na kruhovém vilci
s osou G z; jejf teéna protind pfimku dvojnou 4 a snadno se ur¢i.

L *
*

Vlastnosti konoidu na%eho studuji se pohodlné v soustavé soutadnic,
jich po&itkem je bod G, v némi dvojna pfimka protinid ptimku fidici.
Podineme tedy politek do G, a mimo to soustavu soutadnic oto¢ime kol
osy G, z tak, aby rovina G,¢ zbyla kolmid na dvojnou ptimku konoidu.
takZe tato lezi v nové ose G, 9. Prechod k novym soufadnicim §, 9, §
se dé&je rovnicemi

h(x—g)+1ly=¢§siny (B2 4+ 12 =1—m? = sin?y)
—l(x—g) +ky=9qsiny
[ kg _ .
Z+—m— =§;

rovnice konoidu bude
(Esiny + € cos p)? (B2 + 4% = a?sin?y. &2

Vyhovime ji substituci
() E=rcosp, g=rsingp, f =(a—r)tgycos g,
cof dava parametrické vyjadreni plochy. Potitek soutadnic je singulirni
bod G, dvojni ptimka je Gy 9.

Ptimky konoidu odpovidaji parametram ¢ = konst., &iry » = konst.
jsou ellipsy na rovinich svazku s osou G,7. Rovina ta mé rovnici

a—v

f=— gy . &

Smér svétla je din dhly s osami % — 7, ; , P
Rovina s timto smérem rovnobéZna
xcosy—zsiny +By+ D=0
bude obsahovati ptimku p, plati-li
sin?y

i . :
cos y cosp +Brsing +D =0

rcosycose — (a—7)

VII.



pro viechna 7, t. j. je-li

7oL
D=a s::s;' cosp, B=—secycolgop.

Rowvnice roviny, kterou se ptimka p do roviny S (bodem G, kolmo
na smér svétla vedené) promiti, zni tedy (pileme x,y,z misto § 9, §)
' sindy
cos y
tato rovina obaluje vilec, jeho dotykova &ira s konoidem je sirikini fdra
tohoto. Pro charakteristiku (povrchovou piimku vilce) plati rovnice
vznik¥i derivovanim dle ¢

(s4) y=asintysindo,
a dosazenim toho vychézj

(1) xXcosy—zsiny—ysecycolgp + a

cosp =0,

asimdy

(s9) Xcosy—zsiny = — o5y

cos3eg.

Dosazenfm hodnoty za y = 9 = 7 sin ¢ mime
(s4) r=asintysine

jako polarni rovnici pudorysu strikéni &iry, ktery tedy jest dvojovila.
Narys této cary je racionalni kiivka 3. stupné.
Rovina S mai rovnici

(S) xsiny +zcosy =0;
vioZime-li 2 = —x gy do (s,), vyjde
Xy =—asimtycos’y,
(sa) — ‘n2 a sind
Vo= asintysinie,

jako parametrické vyjadieni pudorysu &ry, kterd je fezem vilce s ro-
vinou S.

Strik&ni &4ra tedy leZi na vilci rovnobéZném se smérem svétla, jehoz
kolmy fez ma za pudorys astroidu (s,).

Soudinitelé v rovnici roviny te&né

) AX—x+B(Y—y)+C(Z—2=0
jsou determinanty ze schematn
cos @ sin @ — tgycos @
—rsineg 7 €OS @ —(@a—rtgysing
a maji hodnoty
(69) A=tgy(r—asintg), B=algysinpcosep, C =7,
Ponévadi pii neodvislych 7, @
Adx=—2singpdrd o —rcospdg?
d®y = 2cosqpdrdep —rsingd gt
d2z= 2gysingpdrdeo—(a—r)tgycosgpdgt,
Rozpravy: Rod XXVI.Th IL fs. 7. 10

VIL
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bude differencidln{ rovnice asymptotickych &ar

Addx+Bd*y+Cd22=0
znfti
2singdr—rcospde =0;
jeji integrél jest
r=Ksineg,
kde K jest libovoln4 stild. Tot polirni rovnice pruméta asymptotickych
¢ar nadeho konoidu ; jsou to patrné€ &ary homothetické, stupné 6., rovnice
jejich v soustavé (G, § %) zni
Rovinné #ezy konoidu. VloZime-li hodnoty (p) do rovnice roviny
Ax+By+Cz+4+ D=0,
obdrZime jako polarni rovnici prumétu fezu

Calgycose + D
(Ctgy—A)cose —Bsing ~

Tu muZeme pledpoklidati
’ Clgy— A =cosx, B=sinx,
takze znamendme-li
Catgy=b, D=¢, A = %—cosn,
zni rovnice pramétu fezu

__ beosp +¢
@ cos(p+x)

pii &emZ sekouci rovina ma rovnici
b : . .
8 7(xsmy+zcosy)=smy(xcosu—ysmu—c).

Rovina fezu bude rovnobéZna s dvojnou primkou G, 9 pii sinx =0;
prumét fezu s rovinou

asiny (xsiny 4+ z2cosy) =x—c

ma rovnici

-

r="5b+

c
cosp '

t. j.
,Toviny rovnobé&Zné s ptimkou dvojnou protinaji plochu konoidu (p)
v &arich, jichZ priméty na roviné kruhového fezu json konchoidy Niko-
médovy s pélem G,; Hdici pfimka je prumét prisednice roviny tezu
s rovinou S.*
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Proroviny jdouci singulirnim bodem G,je ¢ = 0, fez s takovourovinou
ma za primét Caru 4. stupné

__brosg
T cos(p+ )’

}iZ uvaZoval Sluse.?) Jeji konstrukce velmi jednoduchd vyplyva z této rov-
nice: Kolmice spulténi ze stdlého bodu B (r =, ¢ =0) na pruvodi&
G, @ protinéd pevnou piimku ¢ = — x v urtitém bod¥; délka jeho priivodite
je r a ptenddi se do polohy G, ¢.

Podle Sluse vytvofi tuto ¢aru vrchol hybného thlu stdlé velikosti
(), jehoZ jedno rameno prochazi pevnym bodem (G,y), a pfi tom urdity
bod druhého ramene (vzdileny o délku ‘b od vrcholu) opisuje pevnou
piimku jdouci bodem G, (kolmou na ¢ = —x%).

S malou modifikaci se tato vlastnost prenasi na Ciry

;- beos(p—=x) +¢
- cos @ '

Rameno hybného dhlu prochdzi bodem G, bod druhého ramene
(vzdaleny o b od vrcholu) opisuje pfimku (kolmou na ¢ = 0), jejiZ vzdile-
rost od bodu G, obnadi ¢.

Tyto &ary se s nadimi praméty rovinnych fezl kryji po otodeni o tihel ».

Z rovnice (B) vychazi, Ze

I. &ry (&) lisici se vespolek jenom konstantami ¢ pochédzeji od fezii
rovnobéznych ;
2. ¢ary (@) o'spoleénych ¢ a % pochazeji od fezti s rovinami svazku, jehoZ

osa leZzi na roviné S; .

3. roviny, jichZ fezy maji za praméty &iry () o spoleinych b a ¢,
obaluji kuzel

0o

1

2
A2 4 42 = (xsiny+zcosr+ab—csin7).

azsin?y

*x_ »n
*

Rovina Ax + By +Cz+ D =0 bude tetnou rovinou konoidu,
obsahuje-li n&kterou jeho piimku; k tomu mime rovnice

» (A—Ctgy)cosp +Bsing =0, Catgycosp+ D =0,
¢ili v na%em znadeni
(" cos(p + %) =0, bcosgp + ¢ =0.

. Existuje-li tedy hodnota @, pro niZ se vyraz («) pro privodi® primétu
jevi ve tvaru neurditém §, podiva (&) rovnici pidorysu fezu plochy s ted-
nou rovinou, takZe tu ¢ara je stupné 3.

1) Srov. Teixeira, Traité des courbes, I., str. 276.
i0e
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Pondvads tu pak @ = —x + i;— , nastiva tato okolnost pro
c=Fbsinx;

tato rovnice je vlastn& tangencialni rovnici na¥i plochy; v koefficientech
rovnice roviny tetné se pfepfie na

Y] D[B* 4 (A—Citgy)?] = B2Catigty.

Klademe-li ¢ = b sin%, ma pfisluiny kubicky fez rovnici

(xcosx—ysinn—2bsinx) (324 y2) = b (xcosx + y sin x);
dvojny bod primétu lezi na G, 9

x=0,y+2b0»2+8y=0, y=—0b.

Prelozime-li potitek do dvojného bodu (x =0, y = —1b), prFejde
rovnice této &ary v

(wcosx—ysinx—>bsinx) (x2+4 y2) =2by (xcosx —y sin x)
a jeji polarni rovnice bude

' bsinx sin (2 @ + %)

7= cos (p + x) t2bsing=1" cos (p + x)

Cira tato je strofoida, jejiz ohnisko jest G, a piimka stfedni je
kolmi na smér ¢ = —x.

Rovina sekouci () ma vzhledem k hodnoté ¢ = & sin x rovnici (po-
¢atek Gy)

T S. = —_ ¥ — ; .
a_smy(x My -+ zcosy) =xcosx—ysinx—bsinx;

pti stilém x a proménném & probihd tato rovina svazek, jehoZ osa
xcosx—ysinn=0, xsiny+zcosy +asinysinx =0

musi splyvati s povrchovou pfimkou konoidu ; a sice je to primka (p) pti-
sluSnd k parametru ¢, = — -% —%,

,»Otadi-li se rovina kolem piimky @, na konoidu, zaujmou pudo-
rysy jejiho fezu s konoidem polohy riznych strofoid podobnych, o spo-
le¢ném sing. ohnisku G, a s ptimkami stfednimi rovnob&inymi s prua-
métem ptimky ¢, na konoidu ; dvojné body strofoid lezi na ptimce G, 9.

KaZdou strofoidu roviny G, § 9, jejiZ sing. ohnisko je G,, a dvojny

bod na Gy, mofno povaZovati za pudorys rovinného fezu konoidu.

Tené roviny prochazejici pevnym bodem (0, — b, 0) ptimky G, 9

ddvajf podnét k strofoiddm o ruznych hodnotich ihlu %; obalujf kuZel
-druhého stupné (politek soufadnic G,)

ar o= ( b

asiny

)2 (x sin p+ 2 cos p)*.

VII.
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Pro povrchovou pfimku kuZele plati rovnice
xsinx+ (y+dcosx=0,

t. j. povrchové ptimky konoidu a kuZele maji piidorysy na sobé& kolmé.
Pro dotykovou &iru kuZele a konoidu nalezneme parametrické vyjddfent
x=—bsinxcosx, y =—bcos?x,

t. j. tato &ara le#i na kruhovém valci
2+4y*+4+by =0.

PH této dvaze vyskytla se také odpovéd k otdzce, jak se uréi doty-
kovy bod plochy s rovinou R proloZenou libovoln€ ptimkou $: Rovina R
protne dvojnou ptimku 4 v uréitém bod€ D; jeho pudorysem D’ vedeme
pfimku D’ M’ kolmo na pudorys p’ ptimky #; ta urtuje pidorys M’ do-
tykového bodu M roviny R s konoidem. ‘

Lze elementirné planimetricky ukazati, Ze strofoida ndleZi ku kate-
gorii kfivek vytvofenych vyée popsanym pohybem tuhlu stilé velikosti.
Bud 4 bod dvojny, G sing. ohnisko strofoidy, 4 N jeji pfimka sttedni;
libovolny paprsek G Q M svazku G protne stfedni pifimku v bodé& @, rovnost
Qd = Q M urluje polohu bodu M na strofoidé. Bud N bod ptimky sttedni
v prodlouZeni délky 4 Q, pro néjzQ N = Q G; trojihelniky 4 GQa M N Q
najirovné strany Q4a Q M, Q Ga Q N, a seviené thly; z jich shodnosti
vychazi

<XGMN =GA4Q =konst.,, MN = G 4 = konst.;
tudiZ hybny tihel G M N ma stilou velikost, jeho rameno G M prochézi
pevnym bodem G a ur¢ity bod N druhého ramene (M N = b) opisuje pevnou
piimku 4 N.

Zvlastnost tohoto pfipadu vyznafena tim, Ze vzdilenost pevného
bodu od pevné piimky je dana vyrazem b sin x.

18.

Uvedeme jest& dalsi zobecnéni ploch kotélnic, omezice se pfi tom
na zakladni vlastnosti. V roviné€ O x ¥ bud dina &ara fidici & s uréitym
kladnym smérem obéhu, Vli-
bovolném jejim bodé m ved- X
me tednu, a na ni ve sméru
zdporném m @ nanesme délku
(obr. 18) m Q =, opiSme pak
kruh I'vroviné kolmé na m Q,
jehoZ stfed je bod Q a jehoz
polomér znamenejme g.

- Jsou-li veli¢iny p, gzna-
mé funkce polohy bodu m,
tvoif souhrn kruhu I' uréitou
plochu.

Y Obr. 18.
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Kladny smér teiny tary 4 nechf svird s O x Ghel r; znamename-li
%g ¥o soufadnice bodu m na &ite Hdici, d @ prvek jeho oblouku, bude

dxg=daocose,
dyvg=deosint,
B(xg+iyy) =doddr.

Polohu bodu P na kruhu I’ uréujeme pomoci 1ihlu @ mezi rovinou
zékladni a polomérem Q P, a sice tak, Ze jdouce podél te¢ny Q m v kladném
sméru mame polovi¢nf rovinu ¢ =0 po pravé strané, a kladné ostré dhly
@ odpovidaji bodum nad rovinou zikladni. _

Soufadnice x, ¥, z bodu P na kruhu I’ budou vyjadieny rovnicemi

4) X+ iy =x+ iy, —(p—iqcosa)e’, z =¢gsina.

Stopy kruhu I'jsou body Mya M, piisluiné k hodnotimae =0a a = =,
a vytvofi na roviné zdkladni dvé ¢ary (M) a (My), jeZ dohromady ddvaji
stopu plochy kruha I

Funkce p, q omezime podminkon, aby mormdla Cdry (M) prochdzela
bodem m na &dve ridici.

"Vektor m M, odpovidd komplexni veli¢ing

+iy) = +iv) =—@—igd,

smeér te(‘f'ny tary (M,) se pak vyjadiuje smérem vektoru
dx+iy)=docdr—e [(pi+qg)ds +dp—idg];
aby tyto vektory byly na sobé kolmé, musi pomér komplexnich veli¢in
byti ryze pomysiny, t. j. bude pro jisté realné 4
—do+(p+tqdetdp—idg=2ai(p—iq);

oddélenfm ¢asti redlné a pomysiné a vyloucenim 4 Vychézi hledani pod-
minka
—do+qdr+dp  pdr—dg
q 7

&ili
(B) pdoc=pdp+qdy.

Za této podminky prochizeji normaly obou car (M) a (M) bodem
m, a prochazeji jim také normaly plochy (I') ve viech bodech téhoz kruhu,
t, j. normily ty tvofi rotatni kuzel s vrcholem m. Abychom to dokazali,
uvazujme kouli

(K) (x—x)+ (y—y)2+ 22 =1, P =p"+ ¢,

kteri ma stfed m a obsahuje kruh I'. Tyto koule ptisluiné k fadé bodu m
na &ife 4 obaluji urcitou plochu; jeji charakteristika hovi rovnici

—zxdx,—ydvy+ (xgd 2y +y,dy) =rdr,
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kterd se vzhledem k podmince (B) ptepfSe na
(K') XCOS® + ySins =—p + x,005% 4 Yy sins;

obalov4 plocha koulf (K) je souhrn kruhi uréenych rovnicemi (K), (K’);
tyto kruhy jsou v3ak na3e kruhy I, ponévad# né$ kruh I' ptisluSny k poloze
bodu m (x,y,) leZf zfeymé& na rovin& (K').

UvaZovani plocha kruhi I'je tedy obilka koulf K ; kruhy I'jsou jeji
ktivozna¢né ¢iry. Druhou fadu kiivoznadek uréime bez obtiZf jako pravo-
thlé trajektorie téchto kruhi.

Te&né roviny plochy podél kruhu I tvoki rotatni kuZel ; jeho vrchol ¥
je prusek osy mQ s ptimkou M,V kolmou na m M,, a jeho vzdilenost
od bodu m obnadi

q2 »2

mV =p 4 =—,
Pt =5
takze affix bodu V bude
2
x1+-iy1:x0+iy0——;—e",

Tecna kiivoznacky v jeji bodé P (x, y) splyva s piimkou V P, jeji
prumét do roviny zdkladni ma smér vektoru
2

(6 +09) — (% + i) = (x4 i0) —(x, + i y) +

4
= —(p— G —iqeosa)or =L g +ipose) d
a je to zdroven te¢na prumétu kiivoznalky, kterd ma smér vektoru

dx +1dy,

znadi-li x,y béiné soufadnice bodu na kiivoznadce.
Tato ¢ara urduje funkciondlni vztah mezi parametry bodu na ploe
t a «; pro tento vztah bude pomér tohoto vektoru

dx+idy=dec*—[(ip+ qcosa)dv +dp—idg.cosa—igdcosa)et®
s vektorem piedchozim ¢islo realné, t. j. pomér

—de+ (ip+qeosa)dr +dp—idgqg. cose —iqdcosa
g+i1pcosa

je realny, z &ehoZ vychazi

—do 4 qgceosade +dp  pds—dqg.cosa—qgdcosa
q N pcosa

dp dq de sin®a gdcose
(q + b q)— cos a d.t+ P cosa =0
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Uzdvorkovany vyraz miz{ ndsledkem podminky (B), a tak vychazi
differencidlnf rovnice ktivoznatnych &ar ve tvaru

deosa  pds
l1—cosla ¢

t. j. kHivozna¥né &iry na3f plochy kruhu (I') jsou ddny rovnicf mezi para-
metry « a s

©) / 1 +cose _ pdx .
og S 7

l—cose

Rovnice rotatnfho kuzele s osou m Q, vrcholem m a zdkladnou I zni
22
F=@x—8+(@y—9n)?2+ 22-—# [(x — & cos® + (y— 9) sint]2 =0,

kde nyni §, g zna&i soufadnice bodu m. Tot rovnice kuZele normal. Pro
pruset s kuZelem normil nekoneéné blizkym plati pak rovnice d F =0,
kterou lze psati

(F') a5 (x_,f)‘.! + 2 10 (x_'E) (y—ﬂ) + Qg (y'_"?)?'
+2a;(0—§) +2a,(1y—mn =0,

2 2 2

, = P ddpgr ap 2coszt—%sin2rdt,
2 2 2

a, = pddﬁ,rd? sin2t+—;?cos2zdr,
.2 2

Agg = ﬁddps rrdp 23in2r+-;’—23in21:d1:,
P g

Qg = — =5 c0STAdO, gy =—=-sinrdeo.
13 Pz ?z

Diskriminant X + ay, @ @3, jest roven nulle, funkce F’ rozpada se
ve dva linedrni &initele, z nichZ jeden pfisludi jisté roviné€ jdouci bodem m
a druhy stanovi rovinu (kolmou na rovinu zikladni), kterd na pHmkach
kuZele normal stanovi hlavni stfedy kfivosti nasi plochy:

,.Sttedy hlavnf kfivosti na normaldch vedenych podél téhoZ kruhu
I’ tvoii kuZelosetku v roviné kolmé na rovinu zikladni.”

Ponévadz zndme dva bodyna roviné této kuZolesetky — jsou to
stfedy ktivosti stopnich &ar (M,) a (M. — je touto vé&tou otizka po
stiedech kiivosti na3f plochy plné felena.

Plocha stfedid hlavni kfivosti obsahuje spojitou fadu kuZeloselek,
pravé uréenych.

Pripad p = 0 (plochy potrubnf) je tu ocividné vylou&en.

Zv145tnim pifpadem téchto ploch jsou cylindridy a konidy, rovnéZ
plochy kotilnic vzniklych valenim kruhu stilého poloméru po libovolné
tate 4.

Jako jiny pHklad bychom vytkli plochu potrubni $ =0, ¢ = konst.
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Ta sestdvd z kruht shodnych, jichZ roviny protinaji orthogondlné
geometrické misto jich stfedd. Kfivoznatky jsou tu kruhy a fezy 3 = konst.

Druhy zvlastni typ ploch vznikd ze supposice stilého ¢ > 0; pak
rovnice (B) dava

dp =de,

t.j. stFed Q kruhw I opisuje evolventu Edry 4, pudorysy kruhti I'se ji v bodech
Q dotykaji.

Vrchol V opsaného rota¢niho kuzele (podél kruhu I') je din rovnicf

x4y =xo+’:yo—§'5": 7 =p*4 ¢

pro smér te&ny vrcholnice v naSem pifpadé g = konst. obdrZime

dx+iy) _ ¢
dr ( R+1
kde
do
R=Z7

je polomér kfivosti ary o
Tu je pak
L (T, o —mV
pz 0/ » P ’
takze konstrukce vektoru udivajiciho smér teiny vrcholnice jest jedno-
ducha: ve sméru m V naneseme délku

mK = %22- R
na konci ve sméru kladné rotace postavime na ni kolmici KL =mV;
ptimka m L uddvi smér teény vrcholnice. '
MizZeme pti definici té&chto ploch vychézeti z dané &ary (Q); plocha
je pak souhrn kruhii shodnych I, které maji své sttedy Q na této &ite vro-
vindch kolmych na roviné &ary (@), které obsahuji jeji tednu.
Kruhy I'jsou kfivozna&né ¢ary, body m jsou sttedy kiivosti ¢iry (@),
p je polomér kfivosti. Uhel z se 1i¥i od sméru tedny iry (Q) o 909, tedy
v rovnici (C) mame rovnici kfivoznalek nasi plochy, pfi emz ¥ znadf smér

teny &iry (Q) a
e

jeji polomér kfivosti; k¥ivoznatky maji zde tedy parametrickou rovnici
velmi jednoduchou
3

colg % = Ke!',
kde s znadi oblouk na &ife stfedu (Q) a K libovolnou stélou.
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Je-li ¢dra (Q) ellipsa
% =acosp, y,=>bsing,
obdr#fme parametrické vyjddteni bodu na plo¥e (I')
avsing
Yaisintg + Bcosie
v=gcosa, 2=¢gsina.

bv cos p
atsind@ 4 bicoste !

X =acosp—

, y=bsi
y sine + v

Mozno téZ — rovnéZ jako v obecném piipadé — zavésti na misté «
proménnou v, nafez z = Vg% — o2
Znamename-li
22 V2
at e =L
vypolteme z pfedchozich rovnic ptimo

a?sin? @ + b% cos? @

)

a mime tedy pfi oznaleni a®— b* = 2

1 v? . 1
cosq:=—C—Va2—-f, sing =— —E-—b‘z,

4

takZe pro rovnici plochy nachizime

. -
-%§<:Vﬁ——%%——Vﬂ——ME,
a odtud kone¢né po dosazeni v2 = ¢® — 2%
b2 E2 o 22 2) E—(F—1 (2 — |
A\ — (E —1) (¢* — 2%
+4E@E+2—¢) (PE +2—¢) = 0.
Na3e plocha kruhu optenych o ellipticky vilec je tedy osmého stupné.
Prvni ¢len lze psati prehlednéji

[E(#+y*+22—a>— b —g°) + ¢ — 2P,
a je z toho zfejmo, Ze Gb&Zny kruh je dvojnou &arou, mimo to mi plocha
v nekone&nu dvé dvojné piimky na rovinich stojicich kolmo na roving&
ellipsy v jejich asymptotich. Kiivka E =0, z = + ¢4, sestivajici ze
dvou ellips na vilci, je hbetni ¢arou. Plocha dotyka se rota¢nich ellipsoid

2
x2+22+%y2_—_a2+q2,

b2
y2+z2+ﬁx2=b2+q2
podél jich prasecf s ptislu¥nymi koulemi
22+ y2 4 22 = b 4 ¢ resp. = a® 4 ¢%;
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oba ellipsoidy prochédzeji hibetni ¢arou ; zminéné priisede sestdvajf z dvojic
kruhti na rovindch y = + b, resp. # = + 4, jsou to kruhy I" majfc{ sttedy
ve vrcholech ellipsy. CoZ se ostatn& snadno ptimo verifikuje na zdkladé
kuZele normal.
Soutadnice stfedu kfivosti u ellipsy jsou
c? ¢ .
Xo = — o3, yg=———sind g,

b
normila plochy ma smérnice tmérné s veli¢inami

X— X0 ¥ — Yo 2

Pro normily kolmé na Oy je tedy y = v, t. j.

2
bvcose = —(bsin(p + —%—sin"cp) Varsinte + b cos® @

. 3
Sin Q@ ry

veosp = ——2 L (atsintp + brostg)T, ot zt=gt,

takze

2 . 9 2 9
¥ =acoso+ %m_tp (a? sin? @ + b2 cos? @) = — G smb;pc;ls-:a cos® )

y =— < sin3
y=—sin’e.

Tyto dvé rovnice uréuji piidorys &ary na plose, jejiZ narys tvoti obrys
plochy ; pidorys je tedy racionalni Cara stupné osmého. Jeji konstrukce
plvne viak ‘piimo geometricky z jeji definice.

Zvla$tni vztahy k @b&nym bodum kruhovym maji fezy s rovinami
Y + Z konst.
b —c¢

Pro vrcholnici nalezneme vy’jédfeni

x = acos<p + *JJP bcos«p,
v="bsing-+ ‘BRZ asm«p M =asintp + B2cos@.
Druhé ¢leny jsou sloZky vektoru Q V,jenZz ma smér normdly a délku

£ _abg

P g
jezto polomér kiivosti u ellipsy ma hodnotu

p=ME

ab

Vrcholnice je tedy raciondlni &ira stupné& 10.
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Obsah ¢asti prvni.

Obecnd kotalnice kruhovi o rovinné zdkladni &ate.

Sférické kotilnice. (4) Koule obsahujic{ kotalnici; plocha kotalnic
jako obalova plocha koulf; povrchové kruhy I'. Te¢n4 rovina plochy
kotdlnic. Kuzele opsané o plochu z vrcholu na Os. Rotaéni kuzele
te¢né ku ploSe podél kruhti I'; geometrické mfsto jich vrchola (vrchol-
nice) v pHpadech ¢ =a, ¢ = 24, a v obecngjdim piipadé g = a;
konstrukce teény a stredu kfivosti.

Pudorysnd stopa tefné roviny plochy kotalnic.

Darbouxovy plochy fokiln{ pro plochy kotilnic jsou opsané rotadni
kuzele; proveden{ bliz§{ v pffpadé ¢ = a; fokdiln{ kruh realny.

. Obrysové &iry pruméti a jim pifsluiné &ary dotykové s valci pro-

mftajicimi.

. Ktivoznaéné &iry na plode kotalnic. Teéna k mezi vlastnfho stinu.
. Obédlka knihd (hi¥betn{ &ira); obalovy vilec jich rovin., Pripad ce-

listvého poméru ¢ :a; pravidelné mnohodhelniky na rovinnych kotal-
nicich. Uziti ke stanoveni dvojné &ary na jistych plochich kotdlnic.

. Podminka, aby se dva kruhy I'protfnaly. Dvojné &iry na plochich

kotilnic. Dvojné kuZelosetky n? plofe ¢ = 2 a; vy3etieni rozvinutelné
plochy, kteri obaluje tené roviny v bodech ndrysné ellipsy. Plocha
normal podél téze &iry. Nova vlastnost rovinnych epicykloid a hypo-
cykloid.

Loukoté a plochy jimi vytvorené.

. Sférickd kotdlnice @ = ¢; jejf pudorys a tedna; stopa rozvinutelné

plochy teden. Tetnd rovina plochy loukotf, roviny asymptotické;
nirysnd stopa jimi obalené plochy.

O stopé rozvinutelné plochy tefen kotilnice a = ¢. Kruhy se spo-
le¢énym stfedem G protinaji ¢iru ve dvou tadach skupin 4&lennych.
Teéna kiivky je stopa oskuladn{ roviny sf. kotalnice. Cira inversni;
jeji souvislost s kuzelosedkami.

Céra stop loukot!{; oblouk a kfivost. Konstrukce teny a normaily.
Jejf totoznost s uréitou vrcholnicf. Fokalni dtvary kongruence loukoti.
Sttedy kfivosti, centrdln{ plocha. Jeji kuZelosetky a stopa na zai-
kladnf roving& Konstrukce stfedu kfivosti analogickd s konstrukci
Eulerovou. Smérny kuzel plochy centralnf.

Vlastnosti normdl. Stopa normdly na kouli zakladn{; dé&lici pomeér
tétiv; dpatnice. Normdily sekouci danou pffmku. Normily rovno-
bé2né s narysnou tvoi plochu stupné 6. Konstrukce normal z daného
bodu mimo plochu. Normdély plochy kotalnic 4. stupn& (a = ¢ = g),
podél kotdlnice vedené, napliiuji plochu stupné tfetiho.

O ploSe kotdlnic 4. stupné; jejf rovnice polarnf, inversnf plocha je
véilec 2. stupné. Geometrické urleni{ ktivoznalek; promitajici kuzel
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Strana
z vrchold G a H. Stereografické priméty kotédlnic; dv$ fady kruhd
na ploe kotdlnic zkrdcenych. Anallagmatickd vlastnost. Poloha
kruhu [, vzniklého invers{ z kruhu I’ viti pélu H. Nové para-
metrické vyjddten{ plochy kotdlnic 4 = c. 92
Uvratnice rozvinutelné plochy normdl plochy kotélnic; rozvinutelné
plochy obsahujicf tuto dvratnici. Proveden{ v pipad® ¢ == ¢ kdy
tyto plochy jsou kuzeli. Roziifen{ v&t na plochy obecn&js{ (cylin-
dridy). Kfivozna&né &iry a dvratnice plochy normél v pHpadé
c=2a, g =a. 108
Rovinné fezy cylindrid vibec, a plochy kotdlnic & = ¢ zvlaste.
Konidy; cyklida Dupinova. Sférické &iry na koniddch a cylindri-
dich. Sférické fezy na plochich kotdlnic jako promiky s rozvinu-
telnymi plochami; souvislost kotilnic s jistou potrubn{ plochou.
Zv1astni konida 4. stupné. Geometrické vySetfen{ opsanych vilcuy,
jichz sm¥&r nélezi zdkladnf rovin&; zobecn®ni na jiné konidy a cy-
lindridy. 119
Osvétlen{ plochy kotilnic 4. stupn¥ Mez vlastnfho stinu le{ na
konoidu 4. stupn&; tyZz obsahuje ¥adu ellips, jichZ pidorysy jsou
kruhy sousttedné. Jeho fezy : = komst jsou konchoidy Nikome-
dovy; odvozeni geometrické a zobecnén{ na konidy libovolné. Dals{
vlastnosti konoidu: planimetrické vlastnosti pidorysu rovinného
fezu; rovinné fezy s tenymi rovinami maj{ za pidorysy strofoidy;
roviny fezu se spoleénym bodem dvojnym obaluj{ opsany kuiel
2. stupné&, jeho dotykovd &ira s konoidem se promitd v kruh. Po-

znimka o kinematickém vytvofeni strofoidy. . 139
Dalsf zobecnéni ploch kotalnic. Plochy stejnych kruht optenych
o plochu valcovou; ptipad valce elliptického. 149
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