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ROCNIK XXIII. TRIDA II. ¢fsLo 38.

Prispévky k vlastnostem stérickych &ar
Sroubovych.

Podava M. Lerch v Brné.

S dvéma obrazy na zv1aStni tabulce.

(Pfedlozeno dne 2. &ervence 1914))

1. Hledejme &iru I' té vlastnosti, Ze
1. protind piimky jistého valce pod stalym thlem (p),
2. a lezi na kouli (X).

Cary takové sluji Sroubovice sférické (hélice sphérique).

Bud I1 rovina kolma na piimky plochy valcové. V libovolném bodé M
éary T svird tefna jeji s piimkou valce thel y, a tyZz uhel sviraji roviny
kolmé na tyto ptimky, t. j. normilni rovina R &ary I' (v bodé M) a rovina I1.

Obalova plocha normalnich rovin libovolné &ary sluje jeji plocha
polarnf{; jeji charakteristiky jsou osy kfivosti uvaZované &ary.

Pro sférickou ¢aru prochdzeji normailni roviny N pevnym bodem,
jenZ jest stited V koule Z. Polirni plocha sférické &ary je tedy kuZelova
plocha s vrcholem V.

Pro nasi ¢aru I sviraji tené roviny polarniho kuZele s danou pevnou
rovinou [T stily thel y; tudiz soudime, Ze

»polarni plocha sférické Sroubovice je rota¢ni kuZel. Jeho vrchol je
ve stiedu koule (kteri obsahuje Sroubovici) a jeho osa je rovnobéina
s povrchovymi pifmkami vilce, na némZ ¢ara je Sroubovou‘’.

Koule X protne polirni kuZel ve dvou kruZnicich shodnych; zna-
menejme jejich polomér ¢, a délku strany kuZele mezi jednou z téchto
kruznic a vrcholem nazveme a; takie

c=acosy.
Rozpravy: Rot. XXIIL T¢ IL &, 33. 1
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Rovinu II miiZeme piedpoklidati vedenu jednim z téchto kruhi;
znamenejme jej (c), a jeho stted bud O; bod V lezi na kolmici OV na
rovinu II postavené, ve vzdilenosti

OV =asiny.

Omezeny kuZel V (¢) ovifime pladtém z litky dokonale ohcbné a ne-
roztaZitelné ; v rovinném tvaru (rozbalené¢m) je tento plist kruhovy o polo-
méru a, a jeho stied se pii nivoji klade do vrcholu V.

Mysleme si nyni jisty oblouk na ¢aie I', v némZ se body singularni
nevyskytuji; normdlni rovina ¢iry ' v bodé¢ M je tecnou rovinou kuZele
V (c) i dotykd se ho podél strany V m, kde m je jisty bod kruhu {(c).

Pti odvijeni plasté s kuzele prechdzi plagt v rovinu; tu zachytime
v okamziku, kdy prochizi bodem A ; rovinu ta je nutné te¢nou rovinou
kuZele V (c), i muZeme piedpoklidati, Ze smér ovinuti byl tak volen, aby
tato rovina splynula s rovinou 2 ; nebot v opa¢ném piipad¢ docilime toho,
provedeme-li ovinuti ve sméru (smyslu) opaéném.

Podrime na plasti bod dany polohou A, a pokradujme v odvijenf
a navijenf kuzZcle; nas bod pii tom opiSe jistou ¢aru I, kterd kolmo protina
tedn¢ roviny kuZele a jc tedy orthogonilni trajektorii rovin W; majic
s Carou I spoletny bod M, bude s ni identickou:

«

,Cara T jest cvolventou kuzele ¥V (c).

Bod m, pata osy kiivosti bodu M na kruhu (¢), je pravé tam, kde
obal opousti kuZel a piechdzi v rovinu. Rozbalend ¢ast plasté je kruh
v roviné N se stiedem V.

Mysleme si kruhovou desku (a) téhoZz poloméru a, kterou piiloZme
na rovinu R tak, aby se kryla s odvinutym plastém. Na desce mime body
M a m iako na odvinutém plasti, a v pokrafovani sméru M m uvaZujme

na kruhu (¢) bod w’,
na kruhu (@) bod m”,

tak, aby oblouky m m’, m m’’ se sobé rovnaly. Pokrafuje-li se v odvijeni
plasté az ku strané m' V, padne bod m’ pohyblivé desky (a) do polohy i/,
t. j. jinymi slovy:
,,Pohyb vznikly odvijenim pla¥té je totozny s kotdlenim kruhu (a)
po kruhu pevném (¢) tak, aby hybny kruh mél stfed ve stalém bodé V."'
Aneb téz:
,,.Sféricka groubovice je zvlastni piipad sférické epicykloidy; ten
totiz, kdy stied valen¢ho kruhu zistivi pevnym.‘
Valime-li kruh (a) ve sméru zpétném dostateéné daleko, zaujme
opisujici bod M jednou polohu 4 na kruhu (¢).
Nase ¢ara I se tedy vytvoif valenim kruhu (4) po kruhu (¢) uve-
denym zpisobem, pfi ¢emzZ opisujici bod vyjde z urdité zakladni polohy A
na kruhu (¢).
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V poloze, kdy kruh (a) se dotyka kruhu (¢) v bodé m, jest jeho rovina R
tetnou rovinou kuzele V (c) pod¢l piimky V m. Bod M &iry I sestrojime
tim, %e vedeme kruh m M v roviné N se stiedem V, a naneseme délku
oblouku m M rovnou oblouku 4 m na kruhu (c).

Oskulaéni rovina & ¢ary T v bodé M je kolma na osu kiivosti m V;
hlavni normala M S pak leZi v roviné f (tefni rovina kuZele) kolmo na
pifmku m V, a tedy

,,hlavni normila sférické §roubovice I'v bodé M je rovnobéina s te¢nou
pevného kruhu (¢) v bodé m‘.
Prusek jeji S s osou kiivosti je stifed kiivosti &ry I.
Netieba zv1ast dokazovati, Ze tetna M ¢ &ary I jest kolmice na

rovinu N vedena,
L]

Zcela obecné¢ muzeme kaZdou &aru prostorovou vytvoiiti jako evol-
ventu jeji plochy polirni. Tuto pokryjeme naplasti ohebnou a neroztaZi-
telnou, a pii jeji odvijeni jeden z bodn jejich probihda danou &iaru. V kazdé
poloze jest opisujici bod M v tedné roviné N plochy polarni pod¢l piimky P,
v niZz niplast plochu opousti. Kolmice M S v rovin¢ N na piimku P stanovi
stied kiivosti S. UvaZujme na plose polarni &iru (S), geometrické to misto
bodu S. Bod M zachvcen¥ na hybné — odvijené — roviné povazujme
viaci této za staly, znamenajice jej A’; jeho poloha na plose pied odvi-
jenim jest A.

Pii odvijeni naplasti je bod S vidy na rozhrani ¢asti rovné a kiivé
(niplasti) a po rozbaleni néiplasti tvoii ¢ara (S) Gpatnici &ary Gvratni pro
pol A’ (jenZ jest poloha bodu 4 po rozvinuti). Tot znima véta Lancretova.

V pripadé &ary sférické se tvratnice redukuje na bod (V), a dpatnice
picchdzi v kruh nad primérem V A4’. V naSem piipad¢ zvlasté:

,Cara stiedi kiivosti sférické Sroubovice I' jest ona ktivka, jei
pri rozvinuti kuZele V (c) rozkrojeného podél strany V' A ptechazi v kruh
nad primérem V 4.“

g . . . T S
ObdrZime ji pomoci kruhového nilepu poloméru - - pfiloZencho na

kuzel V (c) tak, aby primér nilepu se kryl s piimkou V 4.

Avsak tim nenf ara (S) je§té vyclerpina, ani neni dosti ptesné vy-
znacena.

Uhel stiedovy m V' M prisluény odvalenému oblouku m M (odvaleny
thel) na kruhu hybném znamenejme ¢, dile bud ¢ thel stiedovy 4 O m
prisluény k odvalenému oblouku A m (odvaleny uhel) na kruhu pevném (c).

Odg=04do g = % nachizeji se paty kolmic na délkich, v ngz
piesly strany kuzele V' (c), a jich souhrn tvoii piilkruh. Body S jsou na okraji
pulkruhového nalepu piiloieného na (omezeny) plist kuzele V (c).

l‘
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Aviak od ¢ = % do @ = = jsou paty kolmic na délkich prodlou-

Zenych a piisluiny nalep tfeba uliniti na druhém plasti (prodlouZeného)

kuzZele, a sice opét palkruh; daldi pilkruh (p == ... ¢ = —';— x) zistivi na
prodlouzeném plisti, natez se pro hodnoty (¢ = ? % ... =2m)vritime

na plast puvodni.
Mezi thly ¢ a ¢ vlidne vztah

ap =cvy,
tedy hodnotim
x 3
q)——O,?.n,—‘z—n. 2
piisludejf
ax a=n an 2a=xn
¢—0’2c’c'32c' c '’

body s jim piisluiné (stopy os kiivosti) budte

177

99,97 97, q¥.

Na plast V (c) prilepime pulkruh nad prumérem a, tak aby pramér
pokryl piimku ¢ V'; po té na plast prodlou7eného kuZele prilepime cely
kruh tak, aby pramér pokryl prodlouZenou stranu g¢”’ V, nacez pllkruhem
se vritime na plast V (c) tak, aby primér pokryl délku ¢ V.

Bod ¢ = B leii na ¢afe I' a jest koncovym bodem jedné vétve
jeji; pokradovani &iry I od bodu B se obdrii z této zikladni vétve jejl

otolenim kolem osy OV o thel —2-%7:-— , ¢imZz bod 4 zaujme polohu B.

Pocet vétvi téchto je nekonecny, je-li pomér a :c irracionalni;
v opacném piipad¢ je polet vétvi koneény a &ara jest unikursilni, jak
vysvitd z piisludnych rovnic.
*®

2. Rovinu kruhu (¢) zvolme za O x y (pudorys), piimkuO 4 za osu O x,
takZe narysnd rovina O x z sply'va s rovinou AO0V.

V obrazci 1. veden kruh (¢c) =4 m A’, a zvolen vrchol V svymi
praméty V, =0, V,. Po odvaleni oblouku ¢ v = A m na pevném kruhu
lezi opisujici bod M v poloze, jiz uréime nasledovné.

Rovinu N, kterd obsahuje bod M, sklopime kol jeji pidorysné stopy
R! — je to te¢na kruhu (c¢) v bodé m — do roviny x y; stied kruhu (a)
pii tom zaujme polohu C na piimce O m a bod M padne do (M) na kruhu
m (M) o stiedu C, tak aby oblouk m (M) =a¢e =obl. Am =cy.

Pii sklapéni roviny R opisuje bod M kruZnici, jejiz pramét je piimka
(M) P _LL 0. Pravouhly trojihelnik P M, M (M, padorys bodu M) mai
pii P thel y = 0 A’ V, Naneseme tedy na 4’V, délku 4’ M’ = P (M),
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nateZ bude P M, primét vektoru A’ M’ do O x, a nirys ma vysku z rovnou
primétu tohoto vektoru do Oz, t. j. nirys M, bodu M je na piimce
M M, O x.

Tim sestrojeny pruméty bodu M, a je tato ¢ast konstrukce nej-
sloZité&jsi.

Znajice u roviny normilni R stopu ptidorysnou, vedeme jeji uzlem
(na O x) a bodem V, stopu narysnou R!'; nale? kolmice M, ¢, M,!, na
stopy tyto vedené podavaji priméty teény &iry Sroubové TI.

Bezprostiedné strojime praméty osy kiivosti (Vy m, V, m,); stopa !
roviny oskula¢ni & prochdzi pak pudorysnou stopou telny ¢ a je kolmé
na V, m = O m; narysni stopa Q! je kolma na V, m,.

Hlavni normala M S mé praméty M, S, | R!, M, S, 10 % (t. j. M, S,
lextf v M’ M,), stied kiivosti (S,, S,) jest jeji prisek s piimkou V m. Polomér
kiivosti sférické Sroubovice M S = M; S,.

Znajice stanoveni bodi a jich tefen pro oba priuméty &ary I' pfi
stupme k urdeni jich stieda kiivosti.

Abychom toho docilili pro pudorys, uvaZujme promitajici valec
kolmy na O x y. Jeho kolmy iez vedeny bodem M je shodny s prumétem I,
a je to zaroven hlavni fez normilni pro plochu vilcovou. Druhy hlavni
polomér kiivosti je nekone¢ny; polomér kiivosti ¢, €iry I bude tedy
s polomérem obecného fezu normdlniho ¢ souviseti rovnici Eulerovou

1 cos? @

@ (41

kde w jest thel sevieny tefnama obou fezi.

Ponévad? rovina oskulaéni &£ obsahuje piimku M S, ktera jest
ofividn¢ normélou valce, jest fez roviny & s valcem &ara, pro niz znime
polomér kiivosti o =M S = M, S,.

Te¢na hlavniho fezu je kolma na stranu vilce a svird s tednou Srou-

bovice Ghel @ = % —y=A'V,0.

Maime tak

0p=0c0s’m = sinty= a

ponévadz
¢ = acosy.

Z obrazce pak vychizf pro ¢ = M, S,

= asing,
a tedy jest-
_ &= sin
6= 2 P-
Stied kiivosti ¢ primétu I leZ{ na vektoru M S,; jeho vzdalenost

od bodu S; obnd3i ¢ — g, t. j.
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-— & . .
Sld=7smq;=ccosysmcp.

Nancseme tedy stalou délku ¢ cos y = C ¢’ na rameno C (M) ; piimka
¢’ ¢ rovnobéind s C m protne M, S; v hledaném sttedu kiivosti o.

Z Eulerovy a Meusnierovy véty bychom téZ snadno vyvodili kon-
strukci poloméru kfivosti pro nirys; omezime se viak na jeho analytické
vyjadieni, kter¢ bude podino v &l 5.

*

3. Bod (A) vznikly skloperim roviny R kol stopy ®! do prnidorysny
opisuje epicykloidu, kterou opisuje bod hybného kruhu poloméru a vale-
n¢ho po kruhu (¢), a sice vychazi bod ten ze zafite¢ni polohy 4

Molli jsme v8ak sklopiti rovinu R na opalnon (vnitfni) stranu,
¢imz by bod M padl do polohy (M), stied valeného kruhu do polohy C”.
Bod (M) pak opisuje rovnéz epicykloidu. Pii jeji konstrukci opiSeme
kruhovy oblouk m (M) o stiedu C’ (C’ m ma délku a) rovny oblouku Am.

Vedme piimku m (M), jeji druhy priusek s kruhem (¢) bud bod u.
Rovnoramenné trojihelniky O m p a C’m (M) jsou si podobny, majice
spoleény thel (m) pti zdkladné, a tedy Ou IC’ (M), i mame rovnost
uhla .

o —=mC (M) =mO u.

Prodluzme polomér Oy =co délku a—c¢=yuC do OC; z rov-
nosti délek C’ (M) = a = O C na rovnobézkich plyne, Ze obrazec O ¢’ (M)C
je rovnobéznik, tedy C(M)=0C"=a—oc.

Mime tudiz C (M) =Cug, t. j. bod (M) lezi na kruhu opsaném ze
sttedu C polomérem C g = @ — ¢. Oblouk g (M) tohoto kruhu mi hodnotu
(a—c)g=ap—ce, aje tedy

obl. g (M) + obl. m u = a ¢ = lobl. m (M) }o= lobl. 4 m}, .
kde indexy u zdvorek udavaji poloméry ptislusnych oblouku.
Odtud plyne ofividné
{obl. A4 )}, = {obl. p (3D) !, ,
t. j. bod (M) opisuje epicykloidu vzniklou valenim kruhu
poloméru a —¢ po kruhu (¢).%)

Odvaleny thel na kruhu hybném == ¢, na kruhu pevném = ¢ — o.

Piimka (M) C ||C’ O m je kolmi na R! a splyva s piimkou (M) P,
t. j. s prumétem tecny, a je tedy tednou pudorysu TIj.

*) La Hire, Traité des épicycloides (1694), str. 390—392, Srov. F. Gomes
Teixeira, Traité des courbes spéciales remarquables, sv. II., str. 155 a ndsl.
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AvZak ptimka spojujici opisujici bod sc stfedem hybného kruhu
obaluje epicykloidu, ktera vznikne valenim kruhu polovi¢niho polomé&ru
po témZ pevném krvhu.*)

V dusledku toho misto bodu M,, t. j. prumét I, jest epi-
a—c¢

cykloidou, kterouopi¥c bodkruhu poloméru 3

kotdleni pu**) kruhu (c).
K témuz vyvsledku dospéjeme pfimo: Nejprvé plyne z podobnosti
trojihelnikd O g, m C’ (M) vztah

pfi jeho

mu:m(M)=c:a,

a v pravothlém trojahelniku m P (M) bude dle toho vzdalenost bodu g
od ptimky RN!==m P miti hodnotu

-5 . (MyP=PM,,

a tudiz lezi bod M, na piimce (u M, || M') vedené bodem gy rovnobézin&
s¢ stopou ML,
Vrchol M, pravothlcho trojihelnikn C M, g tedy lezi na krvhu

a—c, Obvodovy

—5

opsaném ze stiedu 1) (na pieponé C g) polomérem D u ==

tthe]l oblovku w A, jest wC (M) = ¢, sttedovy dhel jeho tedy =2¢a
délka jeho
—— .2 g = (a—(‘,) Q@ ==cC (d}—(p) = {Ob]. A y}

Tim nafc véta dokazana piimo a zarovein vidno, Ze pfi valeni krvhu

(a;C) po krvhu (¢) ptislu$i bodu M; odvaleny thel v —¢

na pevnéma 2¢ na hybném kruhu.

*

Konstrukce bodu MM, spociva na timéic
PM :P(M)=c:a,

a dle ni se musi pfimky C (M) a O M, protnouti na pfimce N v bodé& ».
Na té vlastnosti lze zaloZiti dikaz Buffoneovy véty, nezdvisly na
vété La Hircove. Potiebi je k tomu nasledujici planimetrické véty:
Bud m pata vysky trojihelniku OCn; Om = ¢, Cm = a; opiSme
krvZnice (c), (a) majici sttedy v drvhych dvou vrcholech O, C, a které
s¢ dotvkaji vvgky v bod& m. Vétsi z nich protne pfilchajici stranu v bodé&

*) M. Chacles, Corresp. math. et phys. (Quetelet) 1832; svaz. 1., str. 4. Viz
té2 ¥. G. Teixcira, Traité dos courbes, I1., str. 165.
*#) Teixcira 1. c. str. 402, Ang. Buffone, Giorn. di Mat. 1896.
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(M), jim vedena rovnobé&zka se zikladnou stanovi na druhé stran& bod M, ;

necht kolmice M, p na zakladnu spusténa protne men3i kruh v bodé p. Pak
1° Uhel 7 O p se rovna thlu C v trojiahelniku,

a—c

g— @ teni v bodé u s kruhem

20 KruZnice L opsani polomérem

(¢) obsahuje bod M,.
3° Oblouky m u na (c) a u M, na L maji za soulet oblouk m (M)
na (a).
Znamenejme k vuli struénosti opét L C = ¢, QUm0 g = y; pak
nidm vztahy

PM)y=a—acosqe, PM,=c—ccosyg
PM)y:PM,=a:c
podavaji ¢ = y.
Necht osa bodi M, a p protne O g v bodé D, a poloime Dy =17,
M, up = 1. V kruhu opsaném zc sttedu D polomérem r stanovi se tétiva !
vzorcem
l=2rsiny=2rsing,

dile mame pro délku M, S, vyrazy
L+ csiny asingp,
jich srovnanim plyne

(27 +c)singp=asing,
t. J.

¢imZ stanoven polomér kruhu L.

Konetné hodnoty

oblb.mp=ce, ob. uyM,=7r.2¢9=(@—c) g, obl.m(M)=agp
verifikuji udany vztah mezi oblouky. Applikujeli se tato véta na nasdi
konstrukei bodu M, vychazi odtud povaha &ary I jako cpicykloidy vyse
popsané.

Konené mizeme z piededlych konstrukef uréiti kiivku (S,), kterou
opisuje prumét stiredu kiivosti sférické Sroubovice.

Ptimka M, S, jakoZto normdla epicykloidy obaluje opét epicykloidu;
jezto 0 S, L M, S,, vychazi véta, ze €ara (S)) jest upatnici jisté
epicykloidy z jejiho stiedu jakoito pélu.

Polarni soufadnice bodu S; jsou

0S,=r, LAOS, =19,
i plyne z trojihelnika O S, p, v némz 1hel pfi O jest o,
y¥=1ccosQp, ap =c¢c P,

tedy polarni rovnice &iry (S;)

XXXIII



Y = ¢ coS (% w);

kfivky tyto nazval Guido Grandi riZicemi (rhodonaea, rosace).
Naopak lze kazdou razici

r=ccosk,

jejiz paramétr k& je ryzi zlomek, stanoviti jako primé&t geo-
detické kruZnice*) na rotainim kuZeli do jeho zakladny.
Délka strany kuZele patrn&

c
@ = .

k
Analytické odvozeni dpatnice epicykloidy pro pél v jejf stfedu
polozeny viz Teixeira 1. c. str. 162.
Z polarn{ rovnice raZice plyne

x + iy = gt tv=—r) [% 4 _62__ 62‘!{‘] ,

i bude lze ¢aru (S;) vyjadfiti jako modifikovanou epicykloidu.

Necht se po kruhu (R) poloméru R kotdli po vn&j¥f strané kruh
poloméru 7, jehoZ stfed bud C; jeden z jeho bodui P opisuje obylejnou
epicykloidu; bod Q na ptimce C P ureny ramenem C @ = g (algebraicky
pojatym, a sice je g kladné pro piipad, Ze Q lezi na téie strané bodu C
jako bod P) pak opisuje epicykloidu prodlouZenou neb zkricenou (modi-
fikovanou) ; pravoihlé soutadnice bodu @ diny jsou rovnici

x+ty=¢e*R+r—geéef), Ra=vr§f,

je-li zafate¢ni poloha bodu P v misté x = R, y = 0.

A sice zna¥ tu « odvaleny dhel na kruhu pevném, g odvaleny thel
na kruhu hybném.

Hotej$i vyjadieni €ary (S,) vznikne odtud pro

e __ca—rc) _ c .

FET R Trew Al
«a=v¢—0q, ﬂ=2q)-**)
Epicykloida opsani bodem P je v tomto ptipadé homotheticka

s farou I, a sice je multiplikitor =

¢
a+t+c¢’

*) t. j. ¢4ry, jeZ rozvinutim kuZele v rovinu prechaz{ v kruh,
*#*) Tuto zmin&nou vlastnost ruzZic zmal jiz Suardi (1752) a dokazal Ridolfi
(1844); viz Teixeira, L c., str. 212,
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Zvetsime-li privodice 0 S; v poméru a + ¢ : ¢, obdriime prodlou-
Zenou epicykloidu s prvky

= . &—c¢ __ate _ fa—c )
R=or=—75—¢= 3 = ( 3 +°)'
prodlouZime-li tedy vektor M, D o délku ate O D, padne koncovy

2
bod do ptimky O m.
Rovnobézka s osou rotaénfho kuZele u vzdalenosti r od ni vedeni
protne tento kuZel v bodé¢, jehoZ vyska jest

Vaz —¢?
¢

r=(c—nilgy=(c—7)
Po dosazeni hodnoty
r=1ccosg
obdrzime jako tfeti soufadnici bodu S
z=(l—cosg) V2 =,
takie naSe dara sticdi kiivosti sférické $roubovice jest analyticky dana
rovnicemi

(S) x=ccospcosy, y=ccosqgsiny, z=(1—cosq) Yg2__¢,

ag=Cct.
Potla¢ime-li vztah mezi ¢ a ¢ vlidnouci, probfhajf body (S) pii
neodvislych ¢ a ¥ nasi plochu kuZelovou

a4yt (23— Vﬁ_—ci

c2 - a® — 2

¢ara stieda (S) jest na ni charakterisovana rovnici
ap==c1.

Je-li ¢ délka oblouku 4 M, na pramétu I, bude ptisluiny oblouk
A M Sroubovice sférické dle obecné¢ho vzorce

o c
§ = — , tecosy = -—~),
siny a

Pfi CemZ znadi p jako vySe staly thel mezi teCnou fary a stranou valce.
Pon¢vadz oblouk ¢ na epicykloidé urden elementirnim vyrazem

47(R+ (l—cosﬁ—)

tedy v naem ptipadé cary I, kdy R=¢, r = = -;i, B=2¢

az
0'——-—6—(1-—-008(})) 0<op<m,
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bude v uvedenych mezich 0 < ¢ <=
s=algy(l —cos @),
dile v intervallu z < gp <2=
s=algy (34 cos ).
Oblouk sférické $roubovice se tedy uréf elementirnimi prostiedky.*)
Cara T je priset koule %+ 3* + (2 — Va2 — 32 = 42 s valcem,
jeho? piimy fez jest epicykloida I;. Na té odpovidaji body vratu hodnotaim
=0 +x +2x + 3=, ... Prisluiné povrchové ptimky vilce jsou singu-
larni, a také budou jich pruseéiky s kouli singulirni body &ary I, a sice
body vratu. Takové jsou na zikladni vétvi tii: ¢ =0, =, 2 z (pokud
neni —:— Uislo celistvé; v tom piipad¢ posledni bod splyva s prvnim, 4).
*
4. Pribéhem dvah v piedeslém odstavci dospéli jsme k vysledku,
Ze 1ze kazdou riZici, jejiz paramitr je mensi jedné, sestrojiti jako priimét
kruhového nélepu na rotadnim kuzeli. Tento vztah mozno zobecniti, ¢im
zdroven vynikne jeho prava podstata.

Cara
©) X=ccosqpcosy, y=ccosqpsinyp, z2=bcoseqp, ap=c,

lez{ na rotadnim kuZeli

Je-i M (xyz) bod

(e
SN
1
=
w
@
(@73
(4]
ja~]
(@)
-
3
=
(=]
<
28
=)
=
3
~
-]
<

zdkladnu kuZele z = b v bodé

(m) xX=ccos¢p,y=csiny, 2=20;
na roviné zakladni lezi téZ bod &ary (C)

(A) g=0=9¢;,x=¢,y=0,z=0

wv s

Uhel ¢ patrné se méif na oblouku A m.

Po rozvinuti kuZele v rovinu piechazi &ist pladté mezi primkami
O A, Om a zikladnou v kruhovou vyse¢ poloméru

04=1l=VEFa,
se sttedovym thlem o, a bude — jeZto obl. Am =c ¢ —
lo=cy=aq.

*) P. Serret, Théorie des lignes & double courbure; 1860.
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Znamenime-li O M = r priuvodi¢ bodu M, mime nejprvé na kuZeli
- 2 | 2 __
r=Va@ 2= Vb‘-b{;c_z= VB eos g,
predpoklidame-li b > 0.
Polarni rovnice rozbalené &ary C bude tedy

lw
* — Lo
(o} y =1 cos ol

. . ) l o e ws . -
a je to ruzice s polomérem / a paramétrem = pramét &ary C jest raZice
: ¢
(Co) r=ccos— ¢

. c
s polomérem ¢ a parametrem e

Znamenime-li p thel mezi stranou kuZele a jeho osou, bude
c=1siny.
»Nalepime-li na plast rotadniho kuZele s otvorem 2y
rovinu s razici
r=Ilcossm

tak, aby stied ruZice padl do vrcholu kuZele, zaujme
riazice misto prostorové &ary C, kteri se do zikladny
kuzele promita v ruZici, jejiZ polomér i paramétr se ve
stejném poméru zmendf a sice jako 1: sim 9.
Je-li zvlasté ¢ = 1, je nalep kruh prochazejici vrcholem, a primét
je riZice s paramétrem sin y.

. , , 1 ;
Naopak se riZice v nalepu s paramétrem ¢ = Sy > 1 promita
v kruh prochizejici stredem zadkladny, takZe piisluSnd ¢ira prostorova

jest algebraickou stupné 4. V tomto piipadé a = ¢, ¥ = ¢ jsou rovnice
fary
- . [
X=ccos®p, y=csin@cosg, 2= >bcos g (tgy: 5/

z nichi vychaz{ pii oznadeni k ={fgy = —%—

R4y =R22 24yt —cx =0,

t. j. ¢ara je pronikem rotacniho kuzele s kruhovym vélcem, jenZ obsahuje
osu kuZele jako svou stranu.

Svazek ploch 2. stupné ji urleny
(2 M+D)@FP+9)—k2—Acx=0
obsahuje kouli (4 4 1 = —#%
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B4+1 cx
2 2 — — = —
(29 x4y 42 6% siniy
kterd se dotyk4d kruhového vilce &ary, t. j. €ira tato jest hyppopéda
Eudoxova.*)

»
5. Epicykloida vytvofend bodem hybného kruhu () pti jeho kotilen{
po pevném kruhu (R) se stiedem v O jest charakterisovina rovnici**)

2+iy=R+7ré*—reda+hN Ra=rp,

pii CemZ @, B jsou odvalené tuhly na kruhu pevném a hybném, a poloha
zalitelnf a =0= g je vose Ox (x =R, y =0).

V naSem piipadé Cary Iy mame

B=2¢ ap=cy,
tak?e prumét Sroubové &iry sférické T je din vztahem

(1) x+iy= “;‘c_euw—w_“—c

g‘ (w + @) .
Differencovanim plyne
at—c? .

—iedlv - (1 —e¥7)d o
c

a odtud pro prvek oblouku u primétu

dx+idy=

at—c® .
do= G—smq)dq:.

Oblouk prumétu bude din vyrazem***¥)

a2 — c2
6 =k— T Cos g,

kde % je veliina stdld.
Podminka, aby ¢ira byla $roubovou, zni
2= 40+ g,
*) Srov, na3i rozpravu O dvou plochdch stupoé& &tvrtého, ¢&l. I. (Rozprav
Ceské Akademie rod. XXII, & 36; 1913).
*#*) Jinak zndma4 tato vé&c plyne jednoduse z obrazce na zakladé seéitini vektord
v roving.

**%) V intervalech (2v —1\)z<¢p<2vx tieba zméniti znamenl u druhého
élenu, nebot tu sin @ je ziporné, takze v tomto v pripadé dluzno klasti

de _ Vax'ydw _  a'—c
de — T =— sing.
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kde A, p jsou stalé¢; tu moZno klasti £ = 0; mame pak

= a;c COS(tP—fP)—a—;icosw%-(p)
(19 y =27 sin(w—q)— 27 sin(w+g)
zz—l—q-—c—cd cos ¢ 4 p.

Z prvnich dvou rovnic plyne

a? c2 a® — c?
¥4y = —-—-j_' Ty cos2 g,
déle jest
a2 — 2)2
(z— w2 & ( 2 ) cost @, cos2q=-2 cos? o—1;

tudiz seCtenim vychizi

2 ) C- . 3

A% 4y perr (z — w)? = a?,
rovnice plochy 2. stupn¢ obsahujici nadi ¢aru. Aby to byla ¢ara sféricka,
musi tato plocha byti kouli, t. j.

A— 4 —F

S S

Vigz — ¢
Ob¢ma znamenim odpovidda v nafem vyjadieni Sroubova ira sfé-
rickd, a to pii libovolném p. Zidame-li, aby koule prochizela bodem
4 (x=r¢ v=2z=0), mame
@ = o —
Aby bylo z = 0 pro ¢ = 0, musi 2 a g byti stejného znameni; nasim
predpokladim odpovidi g kladné, tedy
c —

A= ———, = Vg2 — ¢,
Vaz—¢?

takZe parametrické vyjidieni sférické Sroubovice v poloze nami uvazo-
vané zni

a+tc a—¢c¢

x=—g—cos(p—¢) ——, - cos(¢v+g)
1%) y= gL sin o —g) — L5 Csinw + 0
2 = Var— ¢ (1 — cos ¢)
ap=rcy.

Analyticky zikon oblouku se méni, piestoupi-li primét bodu bod
vratu; také ¢ara (I), v niZ piejde Sroubovice po rozvinuti vilce v rovinu,
méni v téch mistech nihle smér, a nesestiva z jediné piimky, nybri z &ary
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lomené o ptimych slozkach, které jsou k povrchovym ptmkim stejnd
naklonény.

Hodnota
A

c
= m = colg y, (cos y = 7)
uddva smérnici rozvinuté ¢&ary pro oblouk 0 < ¢ <=, v nisledujicim
intervallu zni zdkon oblouku

at— 2

x +

cos @,

a tedy bude vztab mezi vy3kou bodu M a obloukem ¢ pozménén na
z2=—1~Ao¢+ p,
takZe smérnice lomené ¢ary v intervallu # < ¢ < 2 = bude — 4.
Pro nirysny primét ¢ary I' mime

+ ¢ a—¢

&) = el — Sy s @t g)

2=Va>*— (1 —cosq); ap=c,

2 rovnice ty podivaji realné body i pro ryze pomyslné parametry v;
Cara T, prochizi bodem A, a nemi v ném #4idné singularity.

Z rovnic
dx _ a?—¢? . dz Vi —
o~ L cos Usin @, ig — a 2 sin @
plyne
d_x =1 cos ¥
dz - g ?}‘ ¥
z CehoZ vychazi jednoduchd konstrukce tecny.
Dile
a*x a_ sinyg
a2~ & sing '

z &ehoZ plyne pro polomér kiivosti narysu

(a2 cos? p + c2sin? ) sin @

() P= ac siny
V bodé A (¢ = 0) méme
sing ¢ B
sy - a P

t. j. stied kiivosti tu padne do V,.

Pro ellipsu
x=ccos¢, z2=asinyg
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mé polomér ktivosti hodnotu

(a® cos® ¢ + c® sim? ¢)h

E= ac !
je tedy '
0 —fg3ne
(20) P=F sy

sestrojime tedy polomér kiivosti u ellipsy, nadeZ pomoci sinusové véty
o trojihelniku snadno obdriime P.

V bodech obratnich je P = w, tedy ma narys obrat v mistech
= + =, + 2%, +3x, ... pokud na nich sin ¢ = sin (% tp) jest od

nully rdzno.
Naproti tomu hodnoty ¢ = +x, +2x, +3 =, ..., pokud pro né
nevymizi téZ sin ¢, divaji body vratni (kuspidalni).

*

Hlavni norméla le#i v roviné Z = 2, a v roving kolmé na ptimku
O m u vzdalenosti O S; = ccos ¢ od Oz Jeji rovnice znéji tedy:
(3) Xcosp+Ysinv=ccosp, Z= Yat—c(l —cos q).
Stopa ! roviny normdalni ma rovnici
Xcosyp+ Ysing=c,

tedy useky na osich normalni rovinou stanovené jsou

¢ ) —C—— ,Var —¢g2 |
cosp ' sin
a rovina normdilni ma rovnici
) c
(4) Xcosv+Ysiny+ Zcotg y =c, COtgy=V¢z—2:?5'

Tefna tedy je vyjadfena rovnicemi*)

_X——x__ Y—y Z—z
cosy  siny  colgy

(3) ,
a jeji smérnice (kosinusy smérné) maji hodnoty
(52) Si9 Y COS P, Sin y SIn Y, COS .

Smérnice osy kfivosti V' m jsou (a ziroveii binormaly)
(6) — COS P COS P, — COS p Sin 1, Sin y ,
a rovina oskuladni ma tedy rovnici

(M Xcosp+ Ysinv—igy(Z—2z2)=ccosep.

*) V bodech ¢ = 4+ # & — pro néz nirys ma obrat — jsou teiny rovno-
bé&Zny s ndrysnou O« z,
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Kladny smér hlavni norméily M S
—sin, cosv, 0.
Dile je pomér poloméru kiivosti ¢ k poloméru krouceni{ T

¢ _ d(—cosycosy)
T  d(simycosy) colg ¥

tudiz
e=asing, T=—atgysing.

Soufadnice sttedu kfivosti nalezeny vy3e ve tvaru
(é) X=ccosqpcosy, Y=ccospsiny,
Z=Va—c (1 —cos¢)

*

Obratme se k ploSe hlavnich normil. Tyto jsou rovnobéiny s ro-
vinou O xy, a spolend kolmice kaZdych dvou prochdzi prasekem jich
prumét; totéZz plati o dvou hlavnich normilich nekonedné blizkych,
jejich spole¢na kolmice je rovnobéZna s O z a jeji stopa se bli*i bodu na
evoluté ¢ary I, t. j. stitedu kfivosti ¢ ¢ary I} v bodé M,;. Kolmice v bodé ¢
na rovinu O xy vztyéeni protind hlavni normdlu v t. zv. stfednim
bodé¢; geometrické misto téchto bodu tvoii strik&ni &aru plochy hlav-
nich normal.

Pro epicykloidu
x+iy=ei“(R+7r—re¢’), Ra=7rf,
je stied kiivosti dan vzorcem

. R . .
X0+1Y0= —R—_*_—We"‘(R—i—r—l-fe"‘),

tedy v naSem piifpadé R=¢, 2r=a—c, f=2¢, a = ¢ — @ bude

X, =2 2 s p—g) + S LT s (vt )
(9) a a 2
c at+c . c a—c¢ .
Yo — S5 —sin(@—o) + - —p—sin (¢ +9);

to jsou vyrazy soufadnic bodu na strikéni &ife, tteti soufadnice jest

Zy=z2= Va: — ¢ (1 —cosg).
Promitajici vélec, jehoZ zakladna jest epicykloida (9), dotykd se
plochy hlavnich normdl podél strikéni Eary.
Z rovnic (9) plyne
X2+ Y _ﬂ._,( e cos2q>).
Rospravy: Rol. XXIIL Tk II C. 83. 2
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dale jest L
(Zy— Va2 =2 = (a®—¢?) cost p,

"a odtud pro bod (X, Y, Z,) na strik’ni ¢ite vztah

2 I 4
(10) X2+ Vei— Zz (Zy— VaE— )2 = _fl ,

t. j. strikéni ¢ara plochy hlavnich normal sférické Sroubovice leZi na rotac-
nim hyperboloidu jednoplochém majicim stfed a osu spoleéné s polirnim

2

kuzelem. Nejuz§i kruh ma polomér % , laterdlni polouosa hyperboly jest c.

x
Oblouk epicykloidy

x+iy=et (R4 7+ reth
rR+7 . B

i sin 5,

je din vyrazem

=4

tedy pro epicykloidu (9)

Tedy bude

volime-li

Rozvine-li se vilec, jehoZ piimy fez je evoluta &iry I, v rovinu,
piejde strikeni ¢ara v ellipsu, jejiZ polouosa rovnobéini se stranami vilce
ma hodnotu Va*—¢, drubi pak jest

@ — ¢2

— r 12
=asmy.
2 7

*
Znamename-li M bod (1*) na 3roubovici I', M, bod (9) na strik¢ni

Cate (stiedni bod na hl. normale), bude bod P definovany barycentrickou
rovnici

cM+aMy=(c+a)P

miti souiadnice
X=ccos(v—¢q), Y=csin(v—¢), Z=12,

a je to bod, jehoZ priimét jsme znamenali p.
Podobné bod P’ dany rovnici

aMy—cM=(a—c) P’
mA soufadnice

X=ccos(w+9), Y=csin(v+¢), Z=u2
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Obé &ary
(1) X=ccos(w+e¢), Y=csin(p+9), Z=Vaa—¢&(1—cos @)
tvoii ¢ast prusece plochy hlavnich normal s vilcem

2% 4y =

Na pt. v piipadé a = 2¢, ¥ = 2 ¢ zné&ji rovnice cary (P)

X=ccosqg, Y=csing, Z—Va@—ct=— Vi@ _—Rcosgp
a je tedy

Z4+Xgy=Vaa—¢,

t. j. ¢ira (P) jest ellipsa.

Naproti tomu mame pro ¢aru (P’) v tomto piipadé (a = 2¢)

X=vcos3qg, Z—Va®a—2=—Va: “ccosp

a ponévadz
cos 3 ¢ = 4 cos> ¢ — 3 cos @,
vychézi, Ze (P’) je na ploe stupné tietiho a tedy kiivkou stupné 6.
*
Hlavni normilu lze v obecném pifpadé pro nasi kiivku I' vyjadiiti

parametricky (paramétry v a ¢)

X=ccos (v —q@)—vsing
(3%) Y=csin(tv —¢) +vcosv

Z=Va2_¢ (L—cosep), ap =c v,
a je to zéroveil paramétrické vyjidieni plochy hlavnich normél.*) Odtud
plyne:
(12) X2+-Y2=c4v*—2cusing

a tedy

2 2 __ 2 g2 \2 V2 e
(X+Y c v)+(Z Va c)=l:

2cv a® —c?
rovnice rota¢ni plochy stupné 4., na niZ leii ¢ira stalého v na$i plochy
sborcend.

Zakladni vilec
’ x‘l + y2 f— cz
protini tedy plochu hlavnich normil v bodech danych rovnici

®¥—2cvsing =0.

*) Na Caie I” jest v == — (¢ —¢) sin @ ; pro stfed kfivosti pak v = ¢ sin .
2%
XXXIII.



20

Hodnota v = 0 podava kiivku (P) (rov. (11), spodni znaménko),

a zbyva jeité feleni
v=2csing,

pro néZ rovnice (3*) podaji pfi nezménéném Z
X=ccos(v +¢), Y=csin(p -+ p),

t. j. ktivka (P).

Této methodé unikly pouze utvary v nekoneénu, a tedy valec za-
kladni [s fidici &arou (¢)] nemé s plochou hlavnich normal jinych utvara
spole¢nych v konetné vzdilenosti mimo ¢ary (P) a (P’).

V piipadé a = 2 ¢ znéji rovnice (3%)

X=ccosp—vsin2q, Y=csing +vcos2¢, Z=c V3 (1—cos ¢)

aneb zavede-li se komplexni paramétr

u = e,
X — cu(m+1)+iv @t —1)
o 2 u?
—tcu(uw—1) +ov(w+1)
(13) Y= 5t
Z=¢V3—cV3 w1
2u

Cary stal¢ho v jsou stupné 4., plocha viak je stupné 6.
Hlavni normila v na3em ptipadé ¢ = 2 ¢ ma rovnice

Xcos29+ Ysin2p=ccosg
Zy=—cV3csq, Z,=2Z—cV3;
vyloudenim cos ¢ plyne rovnice 6. stupné
(18%) X2Zp—3)+a2V3zZ, =2Y2ZV3iad—2Zg
pro nasi plochu hlavnich normil. KuZel asymptotickych smérit mé rovnici
XZ2341YZ2:=0

i rozpadi se ve dvé roviny pomysiné X ¢ Y = 0 a v &tvernaseb ¢itanou
rovinu Z;, = 0, vedenou bodem V rovnobéiné¢ s rovinou zakladni xy.

Nekonené vzdalené pitimky pomyslnych rovin X T Y =0 leii
také na nasem zdkladnim vilci, mimo to asymptotické roviny v jejich
bodech splyvaji s asymptotickymi rovinami valce, takie kaidi z nich
plati jako prusednice 2. stupné. Skute¢né zavede-li se ¢tvrtd homogenni
soufadnice @ substituci

X=i, Y=—y—, Zl=i'
@ @ @
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obdrZzime rovnici plochy ve tvaru
=[x (2z’—3c2mé) +2V3za2+ 4922 (2 —3c2w?) =0;
tu jest pro nekone¢n& vzdalené body & = 0

f=0, ” =0
a rovnice te¢né roviny v takém bodé bude zniti

f ¢f of _
+Y ____ +Zlna7—0J

Lili po dosazeni hodnot
2Xx+Yy+283Z,(*+y) =0
Pro nae body jest x* + y* = 0, tedy rovnice roviny asymptotické
Xx+4Yy=0
po dosazeni hodnot ¥ = + ¢y bude
X+iY =0,
coZ jsou zaroverni asymptotické roviny vilce 22 4 y2 = ¢? w?, jak tvrzeno.
Nage kuZeloseCka (P) leZi na roving
Z+Xtgy=Vaq—¢,t.j.Z+XV3=¢cV3,

ktera patrné obsahuje body 4, V a jest rovnobéina s osou O y (normaln{
rovina ¢ary v bodé vratu 4); do dplného priseku této roviny s plochou
stupné 6.zbyva jest& utvar stupné 4.

V soutadnicich se stiedem V' se rovnice roviny této pise
Z,=—XV3,
¢ehoz dosazenim do rovnice (13*) vychazi
X[Xt—c2 4+ YVe—X2=0.

Re¥eni X = 0 je patrn& dvojnisobné, vedle toho mime dvé treSenf
jednoduchd X% = ¢? a X2 + Y* = ¢%, z nich’ posledni piisludi cate (P)
NaSe ¢ara I’ pii ¢ = 2 ¢ md dva body vratu ¢ =0 a ¢ = =.

»Plocha hlavnich normal sférické Sroubovice Sestého stupné
(s dvéma body vratu) je profata normaln{ rovinou bodu 4

X VA
— =1
tovs cV3

dvoiné oii 3
ve dvojné piimce (q) =45, 5
X =0, Z=cV3 (rovnobtzka V y),
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ve dvou ptimkach jednoduchych (p = 0 a ¢ = =) spolu rovnobé&Znych
X=¢c Z=0aX=—c¢, Z=2cV3)
a v ellipse, kterd se promitd ve kruh (c)."
Z (13*) vychizi dale, Ze fez s rovinou X Z (y = 0) je dvojnad &ara
plochy hlavnich normal:
(14) X©222—3)+e2V32, =0 (Z,=Z—cV3)

Rovnice Y = 0 podava pak rovnici jeji v paramétrech

___csing
(14) U T sy
. _ ccosg V(] —
(143 X 052y , Z=¢V3(1 —cose).

Pfistupme k Caram stalého v. Paramétry priseka kiivky (13) s ro-
vinou
—cV3
Ax.{_By_ﬂz\f;_i)__‘_Dc:o
hovi rovnici

AW+ u) —iB(u—u) + C (u?+ u) +
+—’cl[A (wt—1) —iBut+ 1)] + 2D u? =0,

kterou spoiddime na

(15°) (4 —i B) u4—-"1_f[(A +C—iB) w3+ (A+C+iB)u+2Du]—

— (4 +1iB)=0.
Znamename-li symetrické funkce koteni f,, f,, s, {4, takZe rovnice zni
(15) w—fhutt+ e —fu+f=0

moZno zvlagt zaznamenati nasledujici zvlastni piipady:

I. Rovina je rovnobéina s osou O x.
V rovnici jest 4 = 0, nale? z rovnice (15°) vychizi

o

0
(a) fi=1 i—f= .
Druhou rovnici lze pouZitim prvni psati

Sin @y + St @, + Sin @, + Sin @, = —;— ,

kde#to prvni podiva

1+ P+ @3+ @ =0 (mod 2 ).

Veli¢iny ¢, tu znadi uhly piislu¥né bodiim sférické Eroubovice, jichz
hlavni normély prochazeji praseéfky roviny () O x) s &arou (13).
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Protnéme ellipsu
x = Wcosp, y =9 sin g,
kde U > B jsou libovolné veli¢iny kladné, libovolnym kruhem. Paramétry
#, = ¢"r priscénych bodt hovi podmince
fo=wuguyu,=1;
naopak pro libovolné 4 komplexni veli¢iny #, podrobené této podmince
lezi 4 body ellipsy jim piislu$né na kruhu a jeho rovnice zni:

2 ___ SR2 2 2

p= Tt g = g (i — .

Druhba rovnice (a) podiva tedy

0,

_ ¢ (
7= " 498

Na roviné hybného kruhu (@) narysujeme ellipsu

A —B? .

x=acose, y=csing (A=a=2¢, B=c)
a ptimku stiedovou

Libovolny kruh majici stied na této ptimce protne ellipsu ve Ctyrech
bodech, jichi paramétry hovi podmince (), a jimZ piislu¥né body na
kruhu (a) se bezprostfedné uréi. Kotalime-li kruh (a) po kruhu (c) aZ se
jednotlivé body nasi ¢tvefiny octnou na zidkladné (kotalenf za¢ind bodem
¢ = 0 od bodu 4 na kruhu (¢)), obdrZime &tyry body na kotalnici $roubové,
jichz hlavni normaly stanovi na uvaZované cate v = komst Ctyii body
lezicf na roviné rovnobéiné s osou O x.

II. Nechf rovina sekouci jest rovnobé&Zina s osou Oy; kladouce
B = 0, nachazime vztahy

(6) fi=—L Hh="
Uvazujme na ellipse

x=Wcosp, y=VBsing, (A>9),

étyii body, jichz parametry
w=¢v

hovi podminkdm (b); vedme jimi rovnostrannou hyperbolu. Jeji rov-
nice zni
fi

i 1
ws YTy Ft =0

¢ili
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., Body ellipsy, jejichZz paramétry hovi rovnicim (), leZi na rovno-
stranné hyperbole, jeji jedna asymptota jest osa O y.*
»Protneme-li ellipsu (A, B) rovnostrannou hyperbolou, majici 0 y
za asymptotu, stanovi anomalie ¢;, ¢,, ¢, ®, prusekt ¢tyfi body ¥rou-
bovice 30° spadu, jimiZz prochazejici hlavni normdly jeji vytinaji na
vdech kiivkich v = komst &tvefiny rovinné, leZici na rovinich rovno-
béZnych s osou O y.“
Podminky (b) lze psati téz

2o, ==x (mod 2x), Zcosp, =0.

ITI. Konetné volme rovinu rovnobéZnou s O z; C = 0; obdriime
vztahy
ic ic
(©) 127'732—774»

které lze nahraditi jinym tvarem

X cos @, =0, Esz'an,=%.

Ctvetiny na $roubovici o 30° spadu hovici témto podminkim maji
hlavni normaily, jeZ na ktivce v = koxnst stanovi &tverinu bodovou lezici
na roviné rovnobéiné s osou O z.

Jako applikaci piedpokladejme ¢, = ¢, = @3 = @, @, = ¢,, kde ¢
je dano, nadez

cos gy + 3cosp =20
uréuje ¢, a vztah

L =singy,+ 3sing=3sing-+VI—9cos?p
v

urtuje v. Takto se pro danou piimku na sborcené plose hlavnich norméil
uréujf dvé &ary v = konst, které v bodech oné piimky maji oskulacnf
rovinu rovnob&znou s osou O z.

UvaZujme jeité koule X, které jsou opsiny nad primdrem, jeni
polohou i velikosti splyva s polomérem kiivosti M S &iry I, pii emZ se
omezime na piipad a = 2¢. Z obrazce 2. je ziejmo, Ze stied koule X je
v bod¢ u na cllipse plochy hlavnich norméil; polomér koule g S rovni se
vzdélenosti bodu g od nirysny, pontvadz O g, pili dhel 4 0 S,. Koule Z
dotkne se nirysny xz v narysu g, bodu p; odtud plyne, Ze

»koule 2 maji své stredy na ellipse plochy hlavnich normal a dotykaji
se roviny O x z pod¢l fokdlni osy této ellipsy.*’

Tim nabyvame obrazu o obalov¢ plose kouli Z; je to souhrn kruhi
majicich své sttedy na te¢nich ellipsy (u), a které jeji rovinu kolmo protinaji
v bodech jeji narysné stopy 4 V.

Stopa plochy na roving ellipsy sklida se z této pifmky a 2z raci-
onilni &iry 4. tiidy, 6. stupné, jejiZz paramétrické vyjadieni se obdrii
bez obtizf.
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Pro rovnici koule X nalezneme (pofatek soutadnic V)
(2) 2B+ 92 42— 2ccosp(x—zV3) —2cysing+4ctcostep =0;
charakteristika lezi na rovin&
(27) (x —z V3) sinp —ycos p = 4csinepcosp.
Tyto roviny obaluji vilec rovnobéiny s pfimkou y = 0, z = x g 300
x—z2V3=4ccosPq, y=—4tcsind g,

jehoZ fidici ¢ara v roving V x y jest astroida.
]

6. Bod M é&iry I' a bod na strikéni &afe a jeho normile lezici 1M,
jsou s praseky P, P’, jez hlavni normala stanovi na vélci 22 4 2 = ¢2,
v souvislosti vyjadiené barycentricky

cM+4+aMy=(c+a)P
cM—aMy=(c—a)l;
z toho plyne, Ze body P P’ M M, tvoii ¢tveiinu harmonickou,*) ¢ili Ze
body M M, jsou viu&i kruhovému vilci (¢) harmonicky sdruzeny. Mimo to
jsou délici poméry

MP _a MP _  a
PM, <¢' PM, ~ ¢’

PM a—c PM, a—c
MP —  at+c¢’ MyPP  a+ec

veli¢iny stalé,
Stéricka $roubovice déli tedy tétivy svych hlavnich normadl, stano-
vené zikladnim vélcem x2 4 9% = ¢2, ve stilém poméru.
Ponévadi dle konstrukce jest O S, | P, P/, je S, stiedem tétivy
P, P’ a bod S je stiedem tétivy P P’:
n»otied kiivosti pili tétiva hlavni normdly P P’ na zdkladnim
vilci stanovenou.*’

Obrafme se nyni k tefnam &Ary . Smérnice te¢ny maji hodnoty
Sin y cos v, sin p sin ¥, cos p, a body na te¢né se vyjadiuji parametricky
takto:

a+tc a—c¢ .
x= 2—COS(¢—¢)——2 cos (¥ + ¢) + v sin y cos ¢,
(16) _a+c . a—c¢ . . )
y=——sun (t’/—q’)——2—~ sin (0 + @) +vsinysin,
z=—\Var—ctcosp +uvcosy, ap =cuv,

pii ¢emZ po&itek souiadnic je v bodé V.

*) Vlastnost ta se pfend8f na kruhové kotdlnice v rovin&: Bod kotélnice
jost se svym stfedem kiivosti vzhledem k pevné kruzZnici harmonicky sdruzeny.
{Srov. Cesaro, Vorlesungen iiber natiirliche Geometrie, dtsch. v. G. Kowalewski,
str. 59.)
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Paramétr v udivd vzdalenost bodu xy 2z na tecné od dotykového
bodu M na &ate T.

Vypotteme postupné

2 2 2 ___ 2
x2—|—y2=a:;c _ 2 2c cos 2 @ -+ v2sin®p -+ 2 c v sin p cos @,
(17) 224 9% 4 22 = a? 4 2
Cary v = komst na ploge teten lezi tedy na koulich se stalym stiedem V.
Snadno bychom vkézali, Z¢ normalni rovina &ry v = konst. obsa-

huje osu ktivosti I m ptisluiného bodu na &ife Sroubové I'. Délka oblouku
jejiho vede na vzpiimeni ellipsy.
Pro prised plochy teéen s vilcem
x4y =g?
plati

vsiny = —ccosp + Vc2cost o — (a® — %) sin p— % } g% =
= —ccos p+ Vg _—a¥sintg;
pro g = a se tedy prise rozpadd ve dvé ¢ary
vsiny = (a—c)cos @, vsiny =—(a -+ c)cos .

»Vilec 2 4 92 = a2 protind plochu tefen v &arich

(Q) x+iy=aetv—9, z=—atg%—.cos¢,
a
Q) x+iy=—adlvro, z:——acotg-g—. cos @,

pti CemZ polatek soufadnic je bod V.
V ptipadé a =2¢, ¥ = 2 ¢ je prvni ira ellipsou na roving

ktera jest oskula¢ni rovina &iry v bodé ¢ = -g— (v = =).

Jednoduchy vysledek podava téZ pripal a =3¢, v = 3 ¢.
Zde mame pro faru (Q) (pfi pofatku V)
a

x=acos2¢, y=asin2¢, z=—bcosy, b=atg%=__7

Tato ¢ara jest hyppopéda lezici na kouli

x2+y2+zz=ix+a2+—b?—=-a—(x—l—a)+a2'
2a 2 4 !

ma dvojny bod x = —a, y =z =0, a leif na rotaénim kuzeli
(x + a)% + y* = 8 z* (potitek V).
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Nirys &ry té jest parabola
a
e —
A= (x + a).

Vratme se k piipadu obecnému; tu obsahuje plocha tecen epicyk-
loidu na roving z= 0 (,stfedni epicykloida") — potitek soutadnic je
stale bod V —

V= qaltgycosy,

x+1y= (a—2i—c + a;—c ez"'r)e"('/'—'/’secy,

kterd vznikne pii kotidlenf kruhu poloméru a_‘j_c sec y po kruhu polo-

méru ¢ sec y = a, pii femZ ramé g ma hodnotu — a_—2—-_c_ secy, t.j.
bodu ¢ = ¢ = O piislusi vrchol epicykloidy.
Jeito se jedni o plochu telen &ary Sroubové, jsou veskery fezy
z = konst pravouhlé trajektorie tecen, a ¢ara I jest evolutou této stiedni
epicykloidy.
Z toho vychazi, Ze
tétivy stanovené te¢mami sférické Sroubovice na valci 2 4 y* = a2
jsou Sroubovici jakoz i stredni epicykloidou déleny ve stalych pomérech,
opaéného znameni,"

takZe tu mame opét &tvefiny harmonické. Poméry stalé maji hodnotu

t. j. plati pro body @, Q' na proniku valce s te¢nou barycentricky vztah
@+9Q+@—0) @ =2aM;

pro bod E na stfedni epicykloidé pak
@+ Q—(@a—c) @ =2¢E,

(@+c)Q=aM 4+ cE.

V piipadé a = 2 ¢ tedy ellipsa na plo3e tefen déli dseky teden mezi
groubovici a stiedni epicykloidou v poméru 1 : 2.
Na misté¢ (16) miZeme pro vyjadieni tecny uZiti rovnic

a odtud

=acos (Y —q) + w sin y cos ¢
(18) y=asin(b—q)+ wsinysiny

z=—atg%cos:p+wcosy,

kde w je vzdilenost bodu na te¢né od jeji stopy Q na valci x2 4 32 = a2,
14

Na caie I jest w = —alg 2

cos .
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Puadorys &ary w = konst
x+iy=aedlr—tfwsinyer
je prodlouZend neb zkricena epicykloida
R=c¢, r=a—c¢, g=—wsiny
(R polomér kruhu pevncho, » polomér kruhu hybného, g rame). Cira
sama lezf na rota¢nim paraboloidu

(19) 2+9y:4+2 _ic_ wz=a*+ ( ~——w (poéétek Vy;

témito vlastnostmi jsou charakterisovdny ¢ary bodi P na ploSe tecen,
pro néz Q P = w = komnst.

Podobn¢ bychom shledali, Ze ¢ary (P) uréené podminkou Q' P = w’
= konst maji za pudorysy prodlochnC & zkracené hypocykloidy o para-
metrech R =¢, 7 = a + ¢, g = — w’ sin ¢, a rovnéZ leZi na paraboloidech.

Paramétr w, bodu @’ pii vyjadieni (18) je dian rovnici
W, Sin y = — 2 a cos .
Délici pomér (Q Q' P) pro libovolny bod I’ na te¢né¢ ¢ ma hodnotu

w

QP = ———— |

Wy — W

aby ten byl nezavisly na ¢, ticba by —ZIZ— byla veli¢ina stala, takZe para-
0

metrickd rovnice ¢ary (P), kterd déli useky Q Q’ ve stilém poméru, bude
tvaru
w = A cos ¢.

Z tteti rovnice (18) vychdzi, Ze na této ¢are také pomér z : w je staly,
a rovnice (19) podava vysledek tvaru
(20) 22+ 92+ k22 = a® (pofitek V),
kde % je konstanta zavisld na A. Tyto &iry leZi tedy na rotacnich plo-
chach (20); jejich padorysy jsou prodlouzené neb zkricené epicykloidy.

Bud dana plocha (20) a hledejme jeji 1rise€ s plochou tefen; pfi
libovolném w plati identita (19), a tak ndm rovnice (19) a (20) divaji

nejprvé
FEPEE ST L Y
t. j. pfi oznafeni
(20e) 1+ Vi—k=p:
ate w=pz,
a
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VloZzime-li to do tfeti rovnice (18), vyjde

palg %

14+ (1—u)cosy ¢

jako parametrickid rovnice proniku plochy (20) s plochou telen.
Vzhledem k dvéma hodnotim p plati tedy véta:

,,Rota¢ni plochy 2. stupné se stfedem V a osou V z, jichZ hlavn{
kruh mé polomér a, protinaji plochu tefen sférické §roubovice ve dvou
¢ardch; tyto déli tétivy stanovené vilcem (@) na te€nich ve stilém
poméru a maji za pudorysy epicykloidy prodlouZené & zkricené.**

(20Y) w= — 0s @

Pro p = 1, kdy plocha (20) je koule, splynou obé &iry se zakladnf
ktivkou I. Plochy (20) jsou hyperboloidy jednoploché pro %k ziporné,
ellipsoidy vejlité pro % mezi 0 a 1; ellipsoidy splodténé plochu teden ne-
protinaji.

Narysy téchto ar jsou raciondlni ¢ary 3. stupné v piipadé a = 2.¢.
V tomto piipadé narysna stopa plochy teéen mi parametrickou rovnici

w=— \f% sec p; je to hyperbola (potatek soufadnic V)

(x +2V3)x+2c2=0, y=0,
a je zarovefi dvojnou ¢arou plochy tefen. Hyperbolicky valec sméru Oy
protind plochu teden je$té v raciondlni ¢ate 8. stupng, jejiz parametricka
rovmice zni

W = ~ 2 sec @ sec?
\/5 P ‘P-

Ustanovime je$té €aru, v niZ pfejde sférickd $roubovice I' po roz-
vinuti jeji plochy tefen v rovinu. Transformovani rovinnd ¢ara bud G.
Oblouk s na I' méieny od bodu 4 mi hodnotu

s=atgy(l—cos¢g) O<o<m),
a

s=atgy3tcosg) <p<2m);
zdkon se méni{ v uvratnicich. Polomér kiivosti jest ¢ = a sin ¢; roz-
vinutim v rovinu neméni se délka oblouku ani kfivost jeho, a tak ma
¢ara G stejny oblouk s a polomér kiivosti g, jako méla ¢ara I' v piislug-
nych bodech.

Svird-li te¢na €ary G s osou x uhel r, mime

_ds
0= i
hodnoty
ds=aksingdep, e=asing (k=Igyp)
divaji dle toho
dr=~Fkd g,
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tedy zvollme-li vhodné osu tsefek v roviné &ary G,
r=kq.
Rovnice ta platf obecn&, pondvad’ zménou intervallu pro ¢ zméni

se soudasné znamenf d s a ¢. Soutadnice ¥ a y &iry G budou hovéti diffe-
rencidlnim vztahim

dx=costds, dy=sintds, ds=aksinpdeo,
tedy

dx = ‘;_k[sin(k—l- 1) g —sin(k—1) ¢ldep,

dy=%[cos (k—1)g—cos (k4 1) p]d g,

a integrace poda vyjadieni fary G ve tvaru

ak [cos(k——l) @ cos(k+1) (p]

} 2 E—1 kE+1 ’
l ak [sin(k—1) ¢ sin (k4 1) ¢
|

Y= 3 [ b1 — g ];k:tgy.

V piipad¢ k£ =1 (p = 45% nahradi se u vyrazu pro x nekonedny
¢len pravé strany kone¢nou hodnotou na pi. ; , U vyrazu pro y mi prvni
¢len zavorky hodnotu ¢. V tomto ptipadé je rozbalenad Sroubovice obycejné
cykloida vznikajici valenim kruhu poloméru % po piimce.

Pro £ >1 jest ¢ara transformovani epicykloidon

al a ak
_ - == — - - 1724v p =
R=— y 82N T R
odvalené thly na kruhu pevném (2 — 1) w a na kruhu hybném 2 ¢.
V piipadé & <1 je &ra hypocykloida s prvky
a al
R=gk2rn r=30 51
a odvalenymi dhly (I —4) ¢ a 2 ¢.
Epicykloida (21) jest evolutou epicykloidy s prvky zakladnimi

Ry=FkR, vg=1tkr,

vzdilenost jeji vrcholu od dvratniku &iry G (ktery jest jeho stied kii-
vosti) obnasi
(Ry+27) —R=(;—1)R=akl

Epicykloida (R,, 7,) odpovidi na plodc orthogonalni trajcktorii teden
sférické Sroubovice, a tedy je to fez plochy teden s rovinou z = konst.

Na te¢nu Sroubovice v bod¢ A naneseme délku a & — afgy; vyska
koncového bodu nad rovinou O x v obnadi a kcosy = asin y = Vai—c?
t. j. koncovy bod sestrojené délky leZi v roviné V' x y stiedni epicykloidy.
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TotéZ plati o hypocykloidé a cykloidé ; obecné se vyjadtuje vysledek
vétou:

»Pii rozvinuti plochy teden sférické ¥roubovice I' v rovinu,
kterym tato pfechdzi v ¢aru G (21), transformuje se stredni epi-
cykloida v jeji evolventu

1c_ala‘-’ [COS(k-—l)tp+ cos(k—{—l)q)]
L) k—1 k41 '

)

(22) _alk [_sz'n(k—l) P sin(k+l)¢p]. P
Yo =3 E—1 E+ 1 P R=RY

V piipad¢ £ =1 (cykloida) se u vyrazu x, prvni ¢len zivorky na-

hradi ¢islem % .

Délka oblouku na stiedni epicykloidé ma hodnotu a 2 sin «.
Zvolime-li libovolnou epicykloidu v roviné se zikladnimi prvky R,
a 7, poskytnou jeji normily ohnutim roviny podél nich nakrojené roz-
vinutelnou plochu; pii tom existuje pfipad, kdy tato je stejného spadu,
t. 3. kdy pravouhlé trajektorie piimek jsou ¢ary rovinné, vespolek rovno-
biZné, pii ¢emZ spole¢nd normila jejich rovin svird s pfimkami piochy
staly tthel y urleny rovnici
27y .
R, "’

uvratnice plochy je Cara, v niZ transformaci piesla evoluta, a je to sfé-
ricka Sroubovice leZici na kouli poloméru

_ k(Ry 4 2r) — Ry
== E ‘0

Tak¢ piipad, kdy konstanta y mi hodnotu jinou ne7 prave udanou,
vede na dary Sroubové, nikoli viak sférické.

Piedpoklidejme, 7e jsme vysli z epicykloidy
(Eo) X+ 19y = (Ry+ ro—ry67) e, Ry = ry 3,

jejiZ normaly jsou povrchové piimky rozvinutelné plochy po rozvinuti
v rovinu.

Vysifime plochu z roviny, tak aby &ra (E,) padla zcela do roviny
O x y, kde zaujme tvar (E); piimky jeji budou svirati s osou O z thel
stily, ktery znadme y. Novy tvar plochy mi avratnfci I, na niZ bud M
libovolny bod, piisluiny k parametru g; bud P, stopa povrchové pfimky
M Py na rovin¢ x v, P pak ptudorvs bodu M. Je pak P, M = ¢ ziroven
polomér kiivosti iry (E,) v piisluném bodé, a jeho primét Py P je
polomér kiivosti &iry (E), ponivad? tato protind kolmo piimky Py M,
které jsou tecny &ary T, a jejich pudorysy jsou tedy normaly &ary E;
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prisek normély P, P s normilou nekone¢né blizkou je primét P bodu M
na uvratnici.
Mame tedy pro polomér kiivosti p &ary (E) vyraz

P = psiny.

Prvek oblouku ds =ds, je spole¢ny obéma tvarim &iry (E,)
t. j. &afe (E,) a ¢afe (E); dle znimych vlastnosti epicykloid jest na E,

— Ro+7 . B _ Ry+7 . B
e =47, R+ 2y sin 5, dsg=2r, R Sift o~ d f.
Znadi-li nyni = tdhel, jejz svird te¢na Cary (L) s osou O x, bude
_ds _ dsy
d't— —p—— Eszny —Gdﬂ,
kde poloZeno

o Ry 274

G 2R, siny

Miuzeme osy tak voliti, aby bylo * = G 8, nafeZ rovnice
dx +1dy=dseé"
charakterisujicf ¢aru (E) zni:

. Ry+v, . B ..,
)= 9y, 0 70 v Gy
dx +1dy 7o R sin 5= ¢ idg,
tedv po integraci
R, + 7, e‘(‘;—z)_"' ¢S+ 1)

R, G—+ G—l——é—

o —
X1y =1

Ponévadi G > < Je tato dara (F), kterd je pravouhlou trajektorii

plochy, a zdrovei jeji stopou z = 0, epicykloidou. Jeji evoluta, epicykloida
s ni podobnd, jest pudorysem &iry I', avratnice plochy. Mime tedy pro
groubovou ¢aru I' jako pudorys epicykloidu, a ¢ira leZi na rota¢nim ellipsoidu,
jehoz osa je v Oz, jak to ukazuje vypocet zcela podobny zacdtku &l. 5.
Cara I takto vznikla je ¥roubovice bikonicki.

,,Nakrojime-li rovinu pod¢l v8ech normil libovolné epicykloidy,
aby se stala ohelnov, a pietvorime-li pak rovinu v plochu rozvinu-
telnou tim zptisobem, aby plUvodni epicykloida padla opét do urcité
(zakladni) roviny, zaujme jeji evoluta polohu urcit¢ Sroubovice biko-
nick¢ I'. Pii tom pivodni epicykloida piesla optt v epicykloidu, a jeji

" evoluta je primétem Sary I

T Smer tecny Cary (21) je dan kosinusy cos & ¢, sin L @; parametrické
vyjadfeni bodu, v n¢jZ piejde bod plochy tecen piisluSny k paramétriim
¢, v (16), zni:
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e‘ *h—1)y e‘(‘ + Do

. ak
(23) X+i1Y= 3 (k—l —_ FF1 )_l_velk'r,

VloZime-li sem hodnotu v pro stfedni epicykloidu
v=akcosgp,

vyjde bezprostiedné vysledek (22).

Pro ¢aru (Q) mime
a—c
stn y

cos @;
po transformaci bude
X +1Y = (m—mner)ek—iv

_a(l—cosy) (1l + siny)
- sin2y(lgy—1)

a(l —cosy) (1 —siny)
sin2y(tgy+1)
,,Rozvinutim plochy teen v rovinu ptechézi ¢ara (Q) této plochy
v prodlouZenou neb zkricenou epicykloidu (fg y > 1), vztainé& hypo-
cykloidu (tg y <1).”
Parametry v a w jsou vaziny vztahem

n =

a—¢

wW—10=— v
sin y

0S @ ,

odtud soudime, Ze velkery fary charakterisované vztahem (Q Q’ P) = Ronst.
se transformuji v kotélnice.

Na konec budiZ uinéna zminka o vytvoieni sférické Sroubovice I'
jako obalové ¢cary jeji oskulagnich kruht k. Sféricky stied kruhu % je
v bodé m, ponévadZ osa kiivosti Cary I'je piimka V m; stied kiivosti S
lezi na V m a je pak polomér kiivosti S M = ¢ = a sin ¢, v pravouhlém
trojihelniku VS M tedy bude VS =acospa thel m VM =SV M ma
hodnotu ¢; rovina m V' M dotyka se kuZele pcdél m V, a protind kouli (a)
v hlavnim (nejvét$im) kruhu m M, ktery se dotyka v bodé m kruhu (c).
Délka oblouku m M = a @ je sféricky polomér kruhu % a rovna se délce ¢ ¢
oblouku A4 m na kruhu ().

‘Lze tedy na dané kouli (a) s danym kruhem (c¢) rysovati &aru I
podobné jako se rysuje evolventa kruhu (¢) v rovin&: V bodech m kruhu (c)
vedeme hlavnf kruhy tedné a nanasime na n& oblouky m M rovné délkim
obloukit 4 m na kruhu (c).

Témito body M vytvofenad ¢ira jest obalovou &arou kruhil £ (osku-
la¢nich), které majf sférické stiedy m a za sférické poloméry délky obloukd
A m na (c). — MizZeme ptejiti pti stilém ¢ k limité pro a = o, ¢imJ &ara T
piejde v evolventu kruhu (c).

™

Rozpravy: Rod XXIII. Tf. 1L C. 33. 3
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7. V nésledujicich odstaveich bude hlavni pozornost vénovana pti-
padu a = 2 ¢; tuto sférickou ¢aru stupné 6., kterd ma spid 309, stu-
doval Angelo Buffone,*) zejména po strince algebraické. Uvahy nase
maji viak s jeho vysledky styky jen nepatrn¢. )

Parametrické vyjadienf této ¢ary divaji rovnice (1*) pro a=2¢
ve tvarn

. c -
(]) x+1_\!=?(3__82(7‘)34'/"2«:0V3(l—-COS(p);

pudorys &ry je nefroida Huygensova, kterou vytvoii bod kruhu polo-
méru -%— valeného po kruhu (¢) poloméru ¢, pii €emZ pocateéni poloha
bodu opisujiciho je bod 4 (x = ¢, y = z = 0).**) Tato racioniln{ &ira
stupné 6. je zdkladnou vdlce sméru O z, ktery vytind ¢aru I'na kouli

(2) 24y 4 (2 —cV3)2 =42

vlastné vytind tento vilec na nf ¢ary dvé, vespolek soumérné vici sttednf
rovingé z = ¢ V3; druhd z nich se 1i§i vyrazem

2—cV3 =+4¢V3cosep,

a neprochazi bodem A4, nybri bodem 4, (x = — ¢, y =2=0).
Rovnice
X == (3 cos p—cos3 @) = ¢ (3 cos p—2 cos® o)

w|

(19 _ _
z—c V3 =—cV3cosp, y=2csindg

podavaji pro narys

(3) 3V32x=28—9c2¢, t=2—c V3,

kterv je tedy raciondlni &ara stupné 3.
Tento véilec stupné 3. urtuje s koulf (2) na$i &iru dplné.
Rovnice zikladni v obecném piipadé piSme ve tvaru

x=asin@sinP -t ccos pcos ¢,
y=—asin@cosP -+ ccos ¢sinp.

(1)
Pro kuZel promitajici €aru I’ ze stiedu .1 mame vyjadien{

X—c¢ xr—c¢ Y v

Al A
jeho fez s rovinou stiedni Z = Va2 —¢% tedy bude

*) Ang. Buffone, Studio di un ellica sferica ed algebrica (Giornale di Mate-
matiche di Battaglini, vol. XXXIV,; 1896).

**) V tomto &lanku bude poc¢dikem soufadnic — pokud jinak nebude zvlAst
vytéeno — opét bod O, stfed zékladniho kruhu (¢).

XXXIIT.



X ——C = r—¢ = y ’
1—coseo’ l—ces g’
prvnf rovnici lze psati
X=2XT"Cccosy
T l—cosg

V obecném piipadé tyto rovnice

asin @sin ¥ —ccos @ (L —cos ¥)

X =
1l —cos o

)

—asin@cos Y+ ccos @sinyY
I —cos g

Y =

nedavaji vysledek piehledny. V piipadé nasem 4 = 2 ¢ viak zné&jf
X=2c(l+cosqp)cosp, Y=2¢c(l+cosq)sing.
Centralni priimét ze sttedu A sf. Eroubovice 30° spidu do roviny
sttednf z = ¢ V'3 je tedy kardioida, Gpatnice kruhu opsaného kolem stfedu
(¥ =2¢, y = 0) polomérem 2 c, vzatd pro pdl lezici na O z (stfed &ary).
Nejvys3im bodem &ary je ¢ = @, druhy uvratnik jeji A’. Promitime-li
z ného Sroubovici I' do stiedni roviny, obdriime opét kardioidu

X=2c(l—cosp)cosgp , Y =2¢c (1l —cos @) sing,
kterd jest upatnici kruhu opsaného polomérem 2c¢ ze stiedu (—2¢, 0)

pro pol ve stiedu &iry.
Kuzel promitajici €aru z jejl sttedu

X _ x Y ¥

Z—cV3 z—cV3'Z—c V3 :—c V3
mi na roviné O xy stopu Z =0

ry y

cos @

t. j. dle rovnic (19

X=3c—2ccos’gp=c—+ 2csin*op,

Y=2¢ sint o ;
cos @

v polarnich soutadnicich s pélem A, osou A4 x, zni rovnice této Cary

sint @
— " =2c¢csecp—2ccos p,
¢ cos @ ¢ 4

D

0 =

t. j.
,.ze sttedu V promita se sf. roubovice 30° spidu do zdkladni roviny
v cissoidu Diokletovu, jejiz uvratnik jest v O, osa O x a asymptota

x=2¢c".
3.
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Vedme dile bodem M piimku rovnob&inou s 4 V (tétivou uavrat-

nfkll) ; rovnice jeji jsou

Y=y, Z=2— V3 (X —2),
a stopa na roving sttedni Z = ¢ V3

eV —2=—V3 (X,—2x), Yo=y
mi soufadnice N
z—c V3

Vs

Yo=2csin?p;

Xo==x+

= 2csin?gcosp,

polarni rovnice této raciondlni ¢ary stupné 6. zni

¢ = 2csin? g,

a je znama pode jménem Doppeleilinie,*) ktery’ito nizev pfeloZime slovem
dvojovala.

Jeji rovnice zni
(x‘.’. + y2)3 — 4 c?- y4_

,, Promitajici vilec sférické Sroubovice 30° spadu rovnobéiny s té-
tivou Gvratnikii sefe stiednf rovinu ¥V xy v dvojovale.”

Te¢na dvojovaly je kosodhly priimét teény &iry I, ostatné miZeme
strojiti normélu planimetricky na zakladé polarni subnormély

o = 2csin 2.

Pro polomér kiivosti podivd elementarni vzorec

R = (@ + @)
e+ 207 —e¢”
hodnotu
2 . (sim? @ + 4 cos? @)
R—-Ecsmqa TF cost g )

zejmena jest

TO —01 z z =z
p q;__‘ '6'4-,:;’—2—
¢ 9 3 91
resp. R—0, 13 Vis . 5Vs [ Tval 2
42 9 30 3

Pro tetnu dvojovaly nalezneme snadno

3Xsin2¢9 —(1+3cos2¢)Y =4csindg,

*) F. Minger, Dissertace ; Bern 1894. Intermédiaire des Math. 9 (1902), p. 335.

H. Wieleitner, Spez. ebene KKurven (1908), str. 71. Gino Loria, Spez. eb. Kurven,
str. 311 (1902).
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takZe kiivka ta je téZ 6. ttidy. Z rovnice ¢ary plyne, Ze ma &tyfnisobny
bod O a uvrat v ib&inych bodech kruhovych se spolednou te¢nou; jinych
singuldrnich bodd ¢ara nemd. Predpoklidejme, Ze bod O je rovnomocnym
se soustavou « bodi dvojnych a g bodu vratnych; vyjadif-li se, Ze 2ara
jest rodu 0, mime nejprvé

0.4

0= —2— (e f), tjatp=8,

dile okolnost, Ze tiida kfivky je rovnéZ 6., diva
6=6.5—2.3—(2a¢+38),t ) 2a+38=18;
je tedy e =6, g =2:

Singularita bodu O pro dvojovalu plati za spojeni Sesti bodi dvojnych
s dvéma body vratnymi.

Pro normalu dvojovaly nalezneme bezprostiedné
(n) X(l+3cos2¢9) +3Ysin2¢=8csin*pcosqp;
ieji tsek na Oy je tedy

-
—CcSsing.

Derivovanim dle ¢ vychazi rovnice pfimky
(n") —Xsin2q)—|—Ycos2m=%csm¢p(3cosztp—l),
na nf? lezi stied kiivosti; jeho souiadnice se vypoltou z téchto rovnic
a jsou

. sin? 2 @ 4 1 +3coste
A TSP T ooty Y T 3 T X s

takZe evoluta je 6. ttidy a 10. stupné.

Pravou stranu rovnice (»') lze psiti

2 .
—3—csm¢p(3cos2¢p + 1),

a je ziejmo, Ze ptimka (n’) obsahuje bod
(N) X=—-—%csec«p, T=2csing,
mimo to prochazi bodem

4 .
X =—2ccosg, Y=_—3—csm<p.sec2q:,

a ma smér 2 @. Témito vlastnostmi je piimka (#’) konstruktivné uréena
a tim ziskidna konstrukce stiedu kiivosti.
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Ty lezi také na piimce
. son 2 0
Xcosgp + Y sin @ = — TF ooty

V obr. 2. znizorntna polovice nefroidy I, vznikajici na zikladg
k. uhu poloméru O 4 = ¢. Jeji konstrukee se zjednodudi takto: Na kruhu (¢)
zvolime bod g, piisluiny k uhla X Oy, = ¢ (na ptimce O ¢) a bod m
pifsludny k abhlu & 2 ¢. Z bodu u; spustime kolmici g; S; na O m a pro-
dlouzime ji na opacnou stranu do My: g, M, = S, u,. Dikaz toho vyplyva
z obecné¢ konstrukce pro libovolnou sl. Sroubovici.

Dle t¢ vedeme d#lhu e O v’ = a, nacceZ opiseme polomérem a oblouk
m M se sttedem ’, na n&jz naneseme d#lku arc. m M = arc. m 4. V nasem
pripadé a = 2 ¢ padne m’ do drulicho konce priméru s m/, alel m m' M = ¢
a bude tedy m’ M |0 u,, tak¥e pifmka m’ 3 obsahuje bod .1.

Piimka M m protind kruh (¢} v bodc g, ktery zde znalen g, a je
pak padorys M; bodu M ¢ary I' na piimce g, S, | O m, a na piimce:
MM, 0 m.

Z konstrukce plyne m g, = p, M (na zikladé podobnosti trojihel-
nika m O p; a mm’ M), je tedy t¢z otividng S; u, = g, M;; {im nage kon-
strukce dokdzina. Pifmka M, g, S, je normala prumétu I3, stied kiivosti ¢
je stfed délky S, g, (dle obecné veéty o stiedu kiivosti epicykloidy a hypo-
cykloidy d¢li totiz ¢ tetivu v pomceru 1t 3).

Bod S, je pudorys stiedu kiivosti, S; M, polomcr kiivosti prostorové
¢ary I jako v obrazci puvodnim.

Pro nirys M, tieba zniti vysku, jez v naSem piipadé jest

:=2M, Msiny=2mS,.siny,

naneseme na A V, délku 4 g, = 2 m S,, natez bude g, M, |0 X.

Vime, Ze plocha hlavnich normil protind valec ¥ 4+ y* = ¢* ve dvou
¢arach, z nichz jedna jest cllipsa (1) na roviné z + x gy = Va2 — & t.j.

24 xV3 = cV3.

Tato rovina prochizi tétivou dvratniku 4 V' A’ a je kolma na O x z.
Jeji narysni stopa je tedy primka 4 V,. Bod ellipsy () na hlavni normile
M S znamenali jsmc g; jeho pudorys je totiz pravé uvazovany bod g,
a narys je bod g, na .4 I”,. Obdriime tedy také konstrukci bodu M, na
zékladé konstrukce bodu g ellipsy ().

MuzZeme téZ vyjiti z bodu g, ; uréime piisludny ptdorys g, na kruhu (¢c),
nader se daldi ¢ast doplni jako vyse.

Povrchova piimka 4’ M kuzele (4’, I') protina rovinu V x y v bodé
M’; jeho pidorys M,’ lezi na pruvodi&i O ¢ t. j. na O u, (podobné obsa-
huje tato piimka také bod dvojovily). Kardioida, kterou tento bod M,’
opisuje, je jak znimo také konchoida kruhu opsaného polomérem ¢ kolem
sttedu 4,’, takie bude stile m"” M," = 2 c.
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Bod cissoidy — v obrazci nekresleny — lezi na paprsku m’A = 4 ¢.

Na ptimce O g, lezf také pidorys bodu Q, v ném? teina &ary I' see
vélce 2* + y? = a2 Body tyto tvoii ellipsu, jiz na vilci tom vytind rovina
kolmi na O x z

X -
[ — - =cV3;
(6) z+ V3 c ;
nirysnd stopa 8! této roviny spojuje bod V, s bodem ¥ =3¢ na O x.
*

8. V pripadé sférické Sroubovice ¢ = 3 ¢ mime vyjidteni

¥ +iy=c(2e —ctiv), & =3¢,
(4) m
lz= V8¢ (1 —cos ¢).
z
2
Pudorys je kardioida s uvratnikem 4 (¢, 0, 0), stted I” mi soafadnice
(0, 0, ¢V'8); &ara I' je stupné 8. a tvoti tplnou prise€ koule s valcem kar-
dioidy ; md dva body Gvratnina ose 4 z, pfisludné k ihlimp =0agp ==
(z=0az=14cV2).
Rovnice centrilnftho prumétu ze stiedu A do roviny V xy, které
v obecném piipadé znély (¢l. 7.)

Bodyp=ap= —%)1 splyvaji ve dvojny bod &ry (— 3¢, 0, ¢ V8).

asin @ sin p — ccos ¢ (1 — cos )

l—cosg
. —asingcosyp 4 ccos @ sin Y
Y= 1 —cos @ ’

budou v nafem ptipad€ 4 = 3¢, spojeny v imaginirn{ vazbu,

x+iy _ (cosp—3ising) et —cosqg
c 1 —cosg ’
klade-li se é* = %, zni to
x+1iy 26 —4udt 4wt 1
c (v —1)2

=213 +4u424+2u+1,
&ili
(6) x—c+iv=4c(l 4 cosp)eiiv,

Polarni soutadnice uvaZovaného prumétu (pol 4, na 4 z, osa 4, %)
jsou tedy

(6%) e=4c(l+cosp), ®m=2¢;
polarn{ rovnice

o=4c(l + cos -;l)
ukazuje, Ze ¢4ra je konchoidou ruZice.
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Primét do téZe (stfednf) roviny ze stiedu leziciho ve druhém bod&
vratnim ¢ = x mi rovnici v téle soustavé soufadnic polirnich

(0}
p—4c(l—cos ?),

obé &ary splyvajf, nebof rovnice piechizejf jedna v druhou ziménou w
za @ + 2.

Pruméty bodi ary I' z obou dvratniki do roviny stfedni V xy
padaji tedy na ruzné vétve téZe ¢ary.

Znamenime-li na okamzik 4 ¢ = b, mame nejprvé

(p—0b2= bzcosz—g =%(1+cosm)

b2

2 b &
—2 o—}-T—Tcosm.

V pravouhlych soufadnicich (potatek 4, na A z, osy sméru O x, O y)
bude ¢ cos @ = x, tedy
(92+ %)9_—_%92-1-%% =21
a odtud rovnice v pravoihlych soufadnicich
(22 + 9% (22 + 92 + 8¢®)2 = 64 ¢ (x® + 2 + c x)2
Provedme inversi viéi kruhu pomyslného poloméru

— 8¢ — 8¢

TS Y T g E
transformovana &ira bude stupné 4.
(% + ¥* + 8¢) = (% + ¥o°) (% —8¢)%,
v polarnich soufadnicich
—2c

7]
0n = _—=—ccoseczT.

@
1—cos—2—

Realny dvojny bod (w = =, 3x) x = 2¢, y =0, pomysiné dvojné
body z rovnic

Pro normélu &ry (5) nalezneme rovnici (potitek na O 2)
X—c)(singp+4sin2¢9+3sin3g)—Y (cosp+4cos2¢+3cos3g)=
= 8¢ (1 + cos @) sin .

Zavedenim parametru % = ¢*v bychom shledali, Ze evoluta je 5. tridy.
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Stied kiivosti &iry (5) lezf na piimce

(M) (X —¢) (cosp + 8cos 2 @ + 9cos 3 g)
+ Y (singp+8sin2¢+9sin3¢p) =8c(cosp+cos2 g) ;
pro tu ur¢ime bod Py:

Xo—c=tysin2¢, YYo= —1lycos2¢
(prﬁvodié A P, svird s osou A x uhel 2¢ — %) , kde

cosep +cos2 g

ly = — :
0 sin @

Dale obsahuje ti% ptimka bod

(84 9cosp)cos2 @
4 sin @ )

Xi=tsm2ep, Y =—4fcos2¢,=—c¢
Jesté urdime prumét &ary (4) z jeji dvojného bodu do zéikladny;
rovnice promitajici piimky jsou
X+38c _ x+3c Yy o v
Z—cV8 — V8ccosqg ' Z—c V8 — V8ccosgp
kde dle (4)

x=2ccos2¢9—ccosdp, y=2csin2¢ —csinteq.

Stopa promitajici piimky na roviné O xv, t. j. Z =0 je dana tedy
rovnicemi
x+3c
cos @

X+3c= =dccosp(l +2sintg),

Y=4csing(l —cos2¢q),
¢ili
6) X+3c=6ccosp—2ccos3p, Y=06csinp—2csindeq;
tyto rovnice divaji pramét &ary I' (@ = 3 ¢) z jeji dvojného bodu
(— 3¢, 0, c V8) doroviny O x y. Prumétem tim je nefroida vytvotend ko-
talenfm kruhu poloméru 2 ¢ po pevném kruhu poloméru 4 ¢, jeho stied
(— 3¢,0) lezi v pudoryse dvojného bodu &iry.

*

9. Preloime pocldtek souiadnic opét do bodu V'; rovnice
hlavni normaly v parametrech ¢ a v znély (3*%) str. 19.

xX=ccos (¢ —@p) —vsing,
(n) y=csin(yp—¢)+vcosy,
z=—Vat—ccosp,ap=cuv.
Vyjadime podminku, aby tato normaila protinala danou ptimku
(#) x=mz+p, v=nz+tgq.
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Vlozime-li do téchto rovnic hodnoty z rovnic (n), obdriime dvé
rovnic mezi proménnymi ¢ a v; vyloufenim v vychazf

I ccos(w—q) +m Vat—ccosp —p, —sinp!

esin(v—q)+ nVaa—ctcosp—gq, cosy ' B
&li po rozvedeni determinantu
(1) ccosq - (mcost -+ nsinw) Va*—c2eos g

—peost—gqsinyp=0;
tato rovnice urcuje polohu bodii na Sroubové Cite I, jichz hlavni nor-
maly protinaji piimku (p), a slouZi tedy k stanoveni prusekil piimky té
s plochou hlavnich normal.
V pripad¢ sicrické Eroubovice 30° spidu (@ = 2¢) se po zavedeni

parametru # = ¢iv piepise tato rovnice na

2cu(u24+ 1) +¢c V3 (24 1) [(m—mni)ut 4 (m + n1)]
—2u[(p—gr)ut+ (p+qg1)] =0
¢ili po sefazeni dle mocnin 1z,
2 ¢ V3im—ni)ub—20p—qi)u®+c2+ (m—mni) V31wt +
+e2+m+ni) V3]u2—2(p Fiqu +c(m+ni) V3=0,

Znatime-li #, u,. .. 1y kofeny této rovnice a literami f, = Zu,,
fo = Z u, u,, ... jich zikladni ukony soumérné, obdriime z rovnice (2)
piedeviim
(3) fs=0 fy—fe=f.— 1

Tyto dvé rovnice mezi parametry #, . . . #z vyjadiuji podminku, aby
hlavni normély $esti bodii », mély spolednou se¢nu. Ctyfi z téchto normal
moZno voliti dle libosti, a budou miti urditou spolenou seénu ; rovnice (3)
pak vyjadiuji, Ze tato protini také normily zbyvajicich dvou boda, a
slouzi k stanoveni téchto dvou boda jako spoleéného paru dvou involuci-

Obecné sice maji ¢tyfi primky spolecné seny dvé; z téch v nasem
piipadé hlavnich normil ¢iry I' jedna splyvd s ibéZnou pfimkou roviny
x Y, a zbyva jen jedna skuteCnd sena spoledna pro €tyii hlavni normaly.

Pro tii dané hlavni normily existujc ! piimek je protinajicich
(tvoif paraboloid hyperbolicky) a kazda z téchto spoleénych sefen protina
je$té tfi hlavni normily. Takovym zplsobem vzniki na plose hlavnich
normél kubickd involuce piimek,

Je-li jedna z povrchovych piimek plochy hlavnich normil jeji piimka

dvojna Vy (p = %a = —3—;— Gli « = + 4), odpovidd jeji prisek

s pfimkou p dvéma parametrim # = ¢ a # = — ¢, a zbyvajf jen 4 hlavnf
normily, jeZ piimku mohou protinati. U zbyvajicich parametra u, u, 4, %,
mame symetrické tkony zikladni g, g, g5 g4, @ bude
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fi=8+ 60—+ 8:=¢ +¢
fo=0s =0+ 1
tak’e druhd z rovnic (3) jest identicky splnéna, a zbyvad pro &tvetinu
u, ... %, podininka jedini f, =0, t. j.
() gs+ 0, =0
cili
Uy~ Uy g oty g Uy 1y 2y 20, 10y - 9 Uy 1y - Uy Uz 1, = 0,
»»Hlavni normaly ve 4. bodech hovicich podmince (4) maji spolecnou
setnu, kteri protind téZz piimku dvojnou ¥y plochy hl. normil.‘
Vratme se k piimce (p); jeji pruseky s plochou hl. normil hovi
rovnici (2). Znamenime-li
Ad=cm—ni) V3, B=c(n+ni V3,

podiva rovnice (2)

Adfi=20p—iq, AT, =20 +1i9),
Afa=d4+2¢, 4§,=B + 2¢, Afs=B,
a odtud vychazi
2¢ 2cfy 2 !
A=-"— B=""1% yw-pi=-— ——,
L—1 fo—1 V3 fo—1

2 fs ch ¢fs

”1'+”1:=-73:-f2—_—1 , P—'lq= f2:_1‘;p+iq=—f2—__l B

a rovnice piimky (p) bude lze psiti

x-l--iy:i_iﬁ_z_*__c_is_

(5) \'E) fz_l fz_l '
. 2 1 cf
At s e s ey o

Tyto rovnice ur¢uji pfimku protinajicf Sest hlavnich normil ¢ary I,
které hovi podminkim (3).

Spoletna setna hl. normal &tvefiny (4) ma tedy zvlisté rovnice

x+iy=—2,:&z+c—g—3—

Vi '
(4%) 25 g2 22
—iy=—= —2z+4c¢ 2L,
| * Y V3 G + g
piimka ta leif skuteéné na roviné — jeito g; + g; =0 —
g+ 1
. — z,
i g:V3

ktera obsahuje dvojnou pfimku V v plochy hl. normal.
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Na plode hlavnich normal nas{ &ry I' (@ = 2c¢) ptislu$f libovolné
piimce (#) oskula¢ni paraboloid; miZeme uréiti jeho povrchovou pifmku
druhé soustavy, ktera protind pfimku dvojnou V y. Dame totiZ splynouti
hodnotim #, 1, #y ve spole¢nou hodnotu #; spolené setny tii primek tak
piejdou v povrchové ptimky oskulaéniho paraboloidu, a ta z nich, ktera
protind pfimku V y, hovi podmince (4), prisludi-li k parametru u, = %,.

Rovnice (4) podiva

I e o 2.3
0= 3ut 41 °
nacez se symetrické [unkce vypoctou takto:
3y _ 8 ud
ﬂ‘—. U"{-Hu—m,
e n. 6w (i —1)
ga = 3u + 3 g 16 = _3_112——1——1_ ,
) . » 8 ud
Ay = (B oy -+ ) w2 = — E R
— .4 u? +3 .
o= —2 34+ 1"
A u2 (u2 4+ 3) 0y 4u 8 44
G 6@—1) ' g  3@—1' g 3@E—1)"

Povrchova piimka druhé soustavy na oskulaénim paraboloidu, ktera
protind pfimku V y, mi tedy rovnice

KLy — ut (12 - 3) . dcu
‘ 3V3uz (w2 —1) 3(ut—1) "'
. Jut4-1 dcu
X—iy= = z 4 )
? 3V3uz(u2—1) 3 (ut —1)
¢ili v realném tvaru
!x::—— sm3(pj-:‘$smcp_z,
@) 1 6V3asing
J ‘v__ cos 3w + 3cos p ) 2¢ )
- GV'3sin @ Ssing

Tyto pfimky ¢, které leii nma riznych oskula¢nich paraboloidech
plochy hlavnich normél nadi ¢ary I' (@ = 2¢) a protinaji pifmku V y,
tvori sborcenou plochu (g).

Narysna stopa piimky ¢

cV3 I + 2cos?

cosdp B T Scostp '

y=20
opisuje racionalni ¢iru 3. stupné, kterd je dvojnou arou plochy (g).
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Smérny kuZel plochy (q) vedeny z vrcholu V obsahuje kfivku

x = %(351’n4p+sin3q>).
y:-%(3cos«p+cos3¢p),
2=—3V3csing,

kterad je Sroubovou na valci sméru 17 z, ana jeji tetna mi cosinusy smérné
1 | 1 —
‘) .
5 08 29, S Sm2e, — 5 V-S )

a lezi na rota®nim ellipsoidu (pocatek soutradnic T17)

a2 4 42 22
42 + 36 ¢2
tara tato je Sroubovice bikonickd. Pro sborcenou plochu (g) zname tfi
tidici &ry, t. j. ptimku V' y, dvojnou &ru kubickou v narysné, a ibéZnou
¢aru na kuzeli, kterym se z vrcholu 7V premitd Sroubovice bikonicka.
Padorys této Sroubovice splyva s piudorysem &ary I', pouze vyznam
parametrii je jinY; pudorysem bodu 3roubovice bikonické je puadorys

bodu tp—% na Caie T.

Vratme se k rovnici (2) pro pfipad, Ze pifimka $ je sméru O z, tedy
m = n = 0, Tu odpadnou dva kofeny #» = 0 a # = oc a zbyva rovnice
stupné 4.
p—igut—c@®+u)+p+ig=0.
,,Ctvefiny hlavnich normal, jichz spoletni sefna je kolmi na
rovinu zikladni, odpovidaji parametrim hovicim podminkim

G = Ga .= 0.7
Spole¢ni sefna ma rovnice
Sl &l
= 2¢, y=- 2iq,

Z podminky g, = g, plyne, Ze tyto veli¢iny jsou rovny svym sdru-
Zenym, a tedy jsou realné, predpoklidaje realnou &tveiinu.

Ma-li spoletnd setna $esti hlavnich normal prochizeti bodem V,
musi p = ¢ = 0, a rovnice (2) pfejde v kubickou o neznamé #2, normaly
se kupi v piry (@, ¢ + =), t. j. jsou po dvou rovnobéZny.

Znamename-li parametry tii normal u, u, 1;, budou normaly v bodech
— u,, — t1,, — 1y S prvinimi rovnob&iny; jest identicky f; = 0, a zbyva
jen splniti druhou podminku (3), nateZ normily maji spole¢nou se¢nu-

Znamenejme soumérné vikony prvka u; w, 1, literami g, q, g5, prvky
opa¢né maji soumérné ukony — g,, 9., —g;. Je pak

fi=—2@m8+ 0% fo=—02 =28, —0%
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a podminky (3) pfechizejf v rovnici

82— 200+ 8P =28 —g*—1
cili
(@ — 8a)>+ (1 —g?) = 0.

Rovnici tu lze psati
(L4 22 (1 + 42 (1 +u®) =0,

a je spln&na jen pro #,2+ 1 = 0. Klademe-li %32 + 1 = 0, ur¢ujf hlavn{
normaly bodu %,, %, s ptimkou (u,) V' y paraboloid, na némz lezi V' y a tedy
také bod V, a druhad jeho povrchova piimka bodem V prochazejici fesi
problém.

Piedpokladejme, Ze se piimka (p) dotykd plochy hlavnich norma
ve tiech bodech; bude u, = u,, u; = u,, ug = #,; znameniame-li soumérné
ukony prvki u, u, u#y literami g, obdrzime

h=28F=8"128 =286 12a80 1=26860 + ¢
fs=2 028, foe= @
nageZ rovnice (3) davaji
8+ 0:0.=0, 8"+ 200 —9°=g*+2¢g—1;
druhéd se pfepiSe na zdklad€ prvni na tvar

(8. — 1)> = g% (g + 1)%
Méame tedy jen jednu neodvisle proménnou g, naceZ

—1
R o ul L T

Vlozenim hodnot, jez odtud vychézeji pro veli¢iny {,, do rovnic (5),
obdriime soulinitele v rovnicich pfimky jako raciondlni funkce para-
metru ¢,, stupné ¢tvrtého; a sice obdriime tak dvé iady pfimek trojnisob
te¢nych, vzhledem k dvojimu znameni pfi g,.

*
10. V piipadé @ = 3 ¢ m4 hlavni normila rovnice (poéitek V)
(n) xcos3p+ysin3p=ccosp, z2=—c V8cos ¢ ;
pro eliminaci ¢ mame
cos3p=4cos®p—3cosp, sind o= (4cosp—1)sing
a rovnice plochy hlavnich normal bude
xz2(B—6c2)—y (2—2c)V8c2—22=2¢3z.
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Normily dvojného bodu ¢ = % a Q= 3= splyvaji ve dvojnou

2
piimku V x (y = 0, z = 0); dile jsou dvojnymi pifmkami hlavni normaly
. _ = _ b=x
bodu P = ? a o= —3—
¥ = ——;—, z2=—¢c V2,
rovnéZ normaly
_ 2m 4=
X = — -c— 2=¢C V§ .

2 ]
Z rovnice plochy soudime dale, Ze kiivka 3. stupné
y=0, x(2—6¢c%) =2¢
(narysna stopa plochy) je dvojnou Carou této plochy 8. stupné.

Rovina x = — % obsahuje dvé dvojné piimky a sefe plochu normal

jesté v &afe stupné 4.; z rovnice se tu skutedné odstépi faktor z2 — 2 ¢?
a zbyva

s+y V82 =0,

wln

rovnice ¢ary stupné 4.

Rovina x = ¢ sete plochu ve dvou piimkich z = + ¢ V8 (které
jsou rovnobéiny s Oy, vychazeji z tdvratnikd ¢ary I, a piisludf hod-
notim ¢ = 0 a @ = x jako hl. normily) a mimo to v fafe stupn& 6.

cz V8 —2 4 y(2—2c%) =0.

Hlavni normily v bodech ¢ = ¢, + % (#»=0,1, ... 5) jsou

vespolek rovnobéiny, takie povrchové piimky plochy se fadi do skupin
po $esti rovnobézkach, vidy po tiech ve spole¢né roviné normélni ¢ary I-
Pro priseky plochy normél s danou piimkou

x=mz+pPp,v=nz—+gq
méime dle (1) ¢l. 9

ccosgp+ (mcos3+nsind g)c V38 cos o—pcos3p—qgsind =0,
&ili pomoci parametru u# = ¢*v: .
e Yom—in)ut—(p—igu?+¢c V2 (m—in)ud+ cud+
+ewdteVem+inut—@p+iqQqut+cVe(m+in) =0.
Soumérné ukony kofend jsou tedy vaziny vztahy
fo=Lfa=f =0, fo= fs
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Ty vyjadituji podminku, aby osm hlavnich normil ¢ary T (@ = 3 ¢)
mélo spole¢nou secnu.

UvaZujme zvlasté primky v roving x = — % ; ty protinajf ptimky

dvojné prislu$né k dhlim ¢

a ptisludné parametry # hovi rovnici
ut-4 w2t 1=0,

Zbyvajicich ¢tvero priseki plochy s ptimkou ptisludi parametrum
U, Uy Uy #,, jichz soumérné tkonv znamenejme g,. Bude pak

b=+ L i=06+6 h= 8+ 68+1
fs=0:+ 8 T6= 0+ 0o o= aa;
hotejsi podminky se redukuji na dvé

3. =0, g,=—1

Takovéto &tvefiny snadno se geometricky realisuji: Z libovolného
bodu spustime ¢tvero normal na cllipsu

x=acosq, vy=D>bsing, (a>0);

jich paty piislusi parametram e,, pro néz veli¢iny #, = ¢! hovi rovnicim
g =0, g=—1
e f gy . 2vz
Body prisludné témuZz v ==3 ¢ mod. 2 x, t. j. body ¢ + 3

(v= 0, 1, 2), lezi na téie roviné, kteri se dotyka kuzele (V, ¢) podél
piimky V m; je to spoleéni rovina normalnf % nasich bodd, které zna-
menejme M, M,, M,. Tyto body leii na kruhu poloméru a a sttedu V,
v némz rovina N see kouli, na které se ¢ara I nachazi. Bod V je tedy
sttedem kruhu opsaného o trojihelnik M M, M,.

Z rovnic pro soufadnice bodu M (potatek V)

x=2ccos2¢p—ccosd
y=2csin2¢@—csindg
z2=—c V8cos o
vychazi vSak
XA % +x,:=0,...
takie V je téZisté trojihelnika naleho. Tento je tedy rovnostranny.

,»Na sférické Sroubovici a = 3 ¢ tvoii body ¢, ¢ + 120°, ¢ = 2400
rovnostranny trojtihelnik vepsany kruhu poloméru a ; stied trojohelnika
je bod V, jeho rovina je te¢nou rovinou kuzele (V, ¢) a spoleénou nor-
malnf{ rovinou ve vrcholech; hlavni normély v téchto bodech jsou
vespolek rovnobéZny."
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Trojihelntk piisluiny k dhlu ¢ 4 # ma s timto spole¢ny pudorys
a hlavni normily &¢iry T v jeho vrcholech jsou s pfedeslymi rovnobéiny ;
roviny obou trojihelnfki protinaji se v piimce V' H rovnobézné s tenami
zikladniho kruhu (¢) v bodech m a m’, piisluinych k dhlim ¢y =3¢

a v =3(p+ =.

Znamenejme M’ bod ¢ary I piislu§ny k Ghlu ¢’ = ¢ 4 2% , bod M
pifsludny k hlu ¢; v roviné normdlni jim spolecné, ktera se dotyka kuZele
zékladniho podél piimky m V, mame kruh m M M’ se stiedem V; volme
v nf osy soufadnic pravothlych Vm=V§ VH =V posledni tak,
aby tGhel mV H = ; byl méfen ve sméru kladnych ¢. V této roviné

piimka M M’ je kolma na smér ¢ + 60° a ma rovnici

3¢

§cos(«p—!—%)—i—nsin(fp—l—%):-g—:: 5

ponévad? vzdilenost jeji je vzdalenost strany vepsaného trojuhelnika od
stfedu kruhu. Piimka M M’ je strana tohoto trojihelnika a jeji prisek H
s piimkou V' H (§ = 0) jest jeji prusek s piisltinou stranou druhého troj-
dhelnika rovnostranného v roviné urfené stranou kuZele m’ V. Poloha
bodu H tedy je urfena vzdilenosti

3¢ )
2 sin (p + 609 ’

VH=y=

mimo to ma vektor V H smér ¢ — T3 ®— 21 , tedy soutfadnice

)
bodu H jsou

x:VH cos(¢_1): ﬁ _M
’ ' 2 2 . z\'’
$11t(lp+ ?)

.  / 3¢ cos3 @ .
y=VH.sin(9—7)=— g —20 <
(o +3)

geometrické misto bodu H je tedy zvlastni cara t. zv. klasova (épis,
Ahrenkurve)*) v roviné V xy

. 3¢ . e
x+1y=Tl
-l

sinﬂ_' eTivd
3
Tuto &aru tedy vyplni pruseky stran pravidelnych trojihelnfka
jich% roviny se dotykaji zékladniho kuZele v stranich diametriln& proti-
lehlych.

*) Teixeira, II. dil, str. 237; H. Wielcitner, Spez. ebene Kurven, str. 12
Rospravy: Rof XXIIL Tt IL C. 83, 4
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Pro stied strany M M’ rovnostranného trojihelnika nalezneme
v soufadnicich s potitkem V

x+iy=—%(2e“"—e“"’),

c - x
=—-V = —.

z 5 Beos ¥, 8= o+ 3

4'n
3
napliiuji tedy sférickou groubovici podobnou, s tymZ zikladnim kuZelem,
a polovi¢nich rozmérh, pii femz zdikladni vivratnik leZi na opatné¢ strané
roviny O ¥ z.

., e 2
Stfedy stran rovnostrannych trojihelnika ((p, o+ Tﬂ , ¢+

11. Rovnice oskula¢ni roviny
Xcosy+ Ysinhp—itgy(Z—2)=ccos o
v pifpadé a = 2 ¢ a pro podatek V' se zjednodusi na
(1) Xcos29p+Ysin29—2Z V3 =4ccosg;

v komplexnim parametru
t = Ci ¥
tato rovnice nabyva tvaru

(12) X—iY)t'—2ZV3p—4c(®+0)+ (X +4iY)=0.

Pti stilém X Y Z podava tato rovnice jakoZto své kofeny parametry
bedu ¢ 4, 13 t,, jichZ oskula¢ni roviny prochizeji danym bodem. Jest tedy
sf. Sroubovice I 30° spidu tarou 4. tiidy.

Parametry dotykovych bodii oskula¢nich rovin prochazejicich tvmz
bodem hovi tedy rovnici

@) fi="Ts,

kterd plné charakterisuje tuto vlastnost; a sice oskula¢ni roviny &ty¥
bodi, pro néZ symetrické dkony parametri ?, = ef?» hovi rovnici (2),
protinaji se v bod¢ (potitek soutadnic V):

fa+1 fs—1 2¢ f,

21 =2 —_——, '=.2 —_ , = — — <=,
@) e Y= T T T R
4¢ =~  z x+1iy

2 —_ " —_ — - = —
(2% fa x—iy'fz 2 V3 x——iy’f‘ F—iy

Ustanovme spole¢nou se¢nu hlavnich normil v bodech této &tvetiny ;
pfipojme jest&¢ dva body ¢; a 7, a zavedme symetrické dkony §, Zesti

velitin4, . . . 7. Bude nam tieba zvoliti ;, 74 tak, aby platily rovnice (3)
&lanku 9:

() 5=0, Fo—Fe=F— 1.
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Pti oznaleni g, = %5 + 1, @, = %; % mime pak identicky
Ss=fh+hot+ho Fa=f+he+ g
Si=Ff+ s+ 20 Fa=Tuta
a rovnice («) ve spojenf s podminkou (2) davaji
8 J ) oo the=—"h
| fi—f+1) (ge—1) =0
Druhé rovnici vyhovime hodnotou g, = 1, takie mime

g: =L g =— 27:1 ,
nacez \ .
32—1=72+f191=f2—_f°—2f1—.
Si=h+a= L6=2 (fzfz_ 2 ’
Fs=Tsm _}_7392:7172;’;22&,
8"6:74.

a podle rovnic (5) €l. 9 znéjf rovnice spolené se¢ny hlavnich normail na3{
Etvetiny

lX+iY= 2 & 5., B

() V3_ %2—1 8:2—'1 ’
4 . 2 1 %,
lX—‘Y=W@s&—1Z+°§Fﬁ”

po dosazeni hodnot mame tedy

35 RfeZ +cfi (lb—21)

X+e¥= F—3 :
2 ,
. __~/3:722-+'cf1 (fo—2)
X—i¥ ==y

Podle nasich hodnot (22) — v nichZ x y z je prisedny bod oskulagnich
rovin — bude

—%ﬁm+n=—@fﬂyL%hm_n=—?%%F
R0 —f) = — 52
hh—fo—1 = — 2EHETD
PR TEIT
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a tedy vyjde pro rovnice spole¢né se¢ny hlavnich normil tvar

3 J(322—2a2)X-|—sz+2c2(x+zV?T):O,
) | (322—2a) Y +y2Z42¢2y=0.

Tyto rovnice v béZnych souiadnicich X, Y, Z vdavaji primku, kterd
protind hlavni normaly ¢iry I sestrojené¢ ve Ctyfech bodech, jichZ roviny
oskula¢ni prochéazeji bodem x, y, 2.

Identifikujice tyto rovnice s rovnicemi piimky
4 X=mZ-+p Y=unZ+yq,
obdrZzime 4 rovnice o ticch nezndmych #, y. z; jich vylou¢enim vychazf
pak vztah

(4*) Be2nt—2¢) (pn—gm)+ V3ctu2g=0

jakoito podminka, aby mezi $esti hlavnimi normédlami protinajicimi
primku (4) byly ctyii, jichZ paty maji oskulacni roviny o spole‘ném
priseku.

,Rovnice (4*) charakterisuje komplex piimek stupné tietiho,
které se jevi jako spole¢né sefny hlavnich normal ¢iry [ (@ = 2¢)
vedenych ve ¢&tvefinach bodu, jichZz oskuladni roviny prochézeji spo-
le¢nym bodem.*

Souiadnice x, 94 2. %, ¥, 2, dvou bodli na piimce komplexu toho
hovi rovnici v podstaté shodn¢ s (4%)

Be20y — 20 —2 oz — Y1 2)%] (Ko ¥y — 2, ) +
+ V8, — o) o 2s — 120) = 0.

Podrzime-1i bod x, 44 2, jako staly, probihaji pifmky komplexu timto
bodem vedené raciondlni kuzel 3. stupn?; pro body na roving y, = 0
rozpada se kuZel tento ve tii roviny, z nichZ jedna jest rovina O x z.

Vrafme se je$té k rovnici (f) ; je tieba jesté vysettiti druhy piipad, kdy

(9) fi—f+1=0.
Tu zistava g, libovolné a rovnice () se redukuji na jednu
(d) fog+Ht=—H

Z rovnic (2') plyne pro tyto &tvefiny (f,=Ff, + 1)
1
z+ V3r= 0,

t. j. uvaZovany ptipad nastane pro body na roviné oskulaéni bodd ¢ = Z

3—” , kterd protind plochu tefen v ellipse. Rovnice étvetiny zni

2
B—1—f @+ +HRE+D =0,
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a mi dva koteny stilé # 4+ 1=0, t. j. ¢ = z 37”; oskulagnf roviny

2 1]

téchto bodt splyvaji, zbyvajici dv& roviny ptisluSeji k paramstram z rovnice
£—ft+f,—1=0.

Dvojice parametri #2—g,? + g, = 0 dopliiuje tyto posledni ve

¢tvefinu, jeZ vznikd ze sefen plochy hl. normal, protinajicich pfimku
dvojnou V y; podle (4) ¢l 9 vyjde vztah

(1 +06) + [8:F, 4+ 6 fo—1)] =0,

jenZ pfirozené se kryje s podminkou (d").

*

V &l 9 jsme zjistili, Ze piimky rovnobézné s osou O z protinaji plochu
hlavnich normil ve ¢tyfech bodech, lezicich na normélich &tvetiny char-
akterisované vztahy f, = f;, f, = 0; spole€ni selna prochizi bodem
fad-1 fi—1
Xg=C—pi— , Yg=10C —5—i—-

0Ty T e

Pro tyto body je splnéna tedy podminka (2) €l. 11, takZe oskulaéni
roviny v patnich bodech téchto normil se protinaji v jednom bodg; jeZto
f. = 0, podavaji rovnice (2!) pro tento bod

x=4xy y=149y, 2=0,

»Vedeme-li tedy ve &tyiech bodech &ry I' (@ = 2¢), jichZ hlavni
normily maji spole¢nou sefnu na sob& kolmou, roviny oskula¢ni, pro-
tinaji se tyto v bodé P roviny stiedni V x v, pravodi& V P protind senu
spole¢nou a jest ji $t€pen v poméru 1: 3.¢

Problém stanoveni prusek(t plochy normél s pt{mkou sméru O z
(x = x5, ¥ = ¥,) je v podstaté planimetricky a spolivi v sestrojeni Ctyt
normil z daného bodu k Huygensové nefroidé. Ponévadz evoluta této Cary
je rovnéZ nefroida, beii tedy o tedny nefroidy z daného bodu, a nefroida
je ¢ara 4. tiidy.

Zname-li dvé normaly nefroidy I z daného bodu, budte parametry
jich pat 4, ¢, kterym piifadme body na zakladnfm kruhu (¢) v roviné
O x y; zbyvajici dvé normily odpovidaji bodim 4,1,, téhoZ kruhu, a rovnice
fy = fs fo = 0 je uréuji jako spoleCny par dvou involuci:

Rovnice f, = 0 dava

L t1t2+(t1+t2)(ta+t4)+tat4=oo

kdeZto rovnici f; = f; lze psati

f,— 1 i, —1
I hh ih—1 o,
Y A N
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Pohodln¥ se stroji pary involuce II.; tétivy zdkladniho kruhu (c),
pHmky 4 #, a 4, ¢, protinaji osu O y v bodech symetricky poloZenych vaci
sttedu kruhu.

Pro involuci I. znime par ¢, + £, = 0, jenZ leif na symetrile bodd
ty, a ¢, Druhy par téZe involuce sestrojime, podrobujice jej podmince:

# 4, = — 1; jeho prvky jsou koteny rovnice
! — 1 1 —1tt
! s+t
pro ¢t = ¢'v tedy vychiz{ takto
sin — _1_— 43 t‘
Y=o )

¢fmZ snadno sestrojime pitimku [ O x obsahujfcf ptislu$ny par involuce L

Ptimka spojujici stiedy obou involuci protind kruh ve dvou bodech,
jeZ urduji parametry ¢ pro paty zbyvajicich dvou normal.
Ostatn& obdrifme pro stfed involuce 1. ptimo jeho soufadnice ve
tvaru
¢ 14,4, c 11—t

2 Gt 0T 21 L4

Vedeme piimku spojujici protéjsky bodd #4 ¢, (t.j. body ¢, 4 =,

¢ ,+ = kruhu (¢)); jeji p6l pro kruh 22 + 3% = %2 je stfed involuce I.

]
Vyjadiime je$t¢ podminky, aby skupina bodii ¢iry na3{ leZela na
roving& Rovnici roviny pidme ve tvaru

Ax+1ty)+Bx—iy)+Cz+ D=0,

v soufadnicich s pofatkem V. Na sférické Sroubovici a = 2 ¢ jest piis = et
3 1

TTF)

x+iy=—;—(3t—t3), x—i1y= %(

a obdrzime pro parametry praseki rovnici stupné 6.
A—(3A—CVA—(3BB—CV3r— 2 %tw B=o:

symetrické funkce kotfenu f, hovi tedy podminkim
(5) f1=0 =0 f.—F=3(fs— 1)

Tyto tti rovnice vyjadiujf okolnost, Ze 6 bodi ¢ary I'lezi na spole¢né
roviné. Jsou-li znimy vedkery zakladni ukony f{,, miZeme psiti rovnici
roviny obsahujicf tyto body takto:

841,

(5% Atfrti(l—f)y+—dtrsq Ll

- = 0,
Vs 2
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UvaZujme nyni &tvefinu bodd, jichZ parametry jsou diny rovnic
B 2+ g2 —gst +84=0,
a hledejme podminku, aby tyto body leZely na roving.
Zbyvajici dva pruseky s rovinou u;#g uréuji vyrazy
By =15+ ug 0, = w5
nale? rovnice (H) znéji
g +h =0 00, +85Hh=0
834+ 0—8+ G —m%h+(1—0—36)bh=0
Vylou¢enfm ¥,, B, nachizime odtud

(6) 3+92—94+(93 91)q1+(1—g,_3g) glg?4=

jakoZto podminku, aby étyii body ¢iry leiely na téie roving.
Ptedpoklidejme zvIiste g, = g, t. j. Ze oskuladni roviny nasi ¢tveriny
se protinaji v tém? bodé; rovnice (6) sc zjednodusi na
3+ g— (9 + 36, 0.=0.
Dosadime-li sem hodnoty (2?)

kde x y z je prase‘ny bod rovin oskulacnich, obdrzime
v(z—x V3= 0.

Body v prostoru, z nichz vychizeji oskuladni roviny &ary I' (@ = 2 ¢)

doi ;kajici se ¢ary ve ¢tytech bodech na spoleéné roving, naleZeji dvema
s 3
rovinim:
I. v =0,

IL. z=1x V3.

Dotykovi ¢tvefina v prvnim piipadé (v = 0) je charakterisoviina
rovnicemi g, = g3, §; = 1, pl!pad druhy odpox idd podminkim

01 =8y 3T 9+ 3g,=0.
V obou piipadech jsou hoiejsi veliciny ), bh,

D= —an, D=4
tedy
b=0—8+8 Hh=G—006+&ud =g
tudi? li¥ice oba piipady:
I. Oskula¢ni roviny prochazejici bodem (x, 0, z) dotykaji se &arv I
ve &tyiech bodech, jez lezi na rovinge

._ 7 o
(M) 22X 4+ 22 —xzVi—8e \::—}—dc-('—{—z\:}):ﬂ,
pfi ¢emZ poditkem soutadnic je stile bod V.
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Otadf-li se rovina kolem piimky rovnob&iné s osou Oy, opisuje
ptifadény bod kuZelosetku v roving O x z. Opisuje-li tento bod pt{mku
v roviné O x 2, obaluje ptfitadéni mu rovina rovnéZ kuZelosedku.

II. V druhém ptipadé mame hodnoty

fe=06 =40 (1+¢) 3+f.=—(2aa+46)
a rovnice roviny (52) po dosazeni hodnot (2?) bude

(8) @P—1H X +2xyY — (a2 4+ 424 8¢3 + 8c2x =0;

VA
\E)
je to rovina obsahujici ¢tyfi body Cary I, jejichZ oskulaéni roviny se
protinaji v bodé #, v, z na roviné z = V3 x.

Ve zvlastnim pripadé ¥ = 0 splyva tato rovnice s (7) pro z = xV'3;
a sice soudime z rovnice t¢

x4+ 8¢t
22X —"— - Z+ 8c2x =0,
vy CT
ie
,oskulatni roviny vychizejici z bodi pifmky y =0, z =2xV'3 do-
tykaji se ary I v bodech leZicich na tedné roviné hyperbolického valce
22— XZV3=6¢
Ctvetiny dotykovych bodi téchto hovi podminkim
G =0 G=1 86=—4%
takze tvori involuci o jednom stupni volnosti.
Oskulacni roviny vychazejici z bodd nirysny v = 0 daji se lehce
konstruktivn¢ stanoviti, ponévadz piislu$nd rovnice je reciproka:
1 g tr=g¢g,(t+ 1), t=2crT,
ostatné tu (1) dava pii Y = O piimo rovnici 2. stupné pro cos ¢.
x*

Predpoklidejme, Ze z Sesti prusckd kiivky I s rovinou tfi body
splynou ({, = ¢; = #,); zbyvaji pak 3 dalii body 4, £, {3, symetrické ukony
budte znadeny ¥, spoletnd hodnota splyvajicich kofenta bud #,, Midme pak
z prvnich dvou rovnic ()

hy=—34, 30y== —Bat
tteti z nich pak di po dosazeni téchto hodnot vztah
3—642+310+ 0, (1l —2/2+ ) =0,
t. j. b+ 3 = 0. Tudiz jest B; = ¢,.

Kubicka rovnice pro zbyvajici tii praseky ¢iry I's rovinou oskulaZni

bodu ¢, zni dle toho
£+ 38,2 —3t—t,=0.
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Ptipojime-li k témto tfem bodam jako &tvrty bod f, = ¢, bude
&tvefina ¢, ¢,1, ¢4, zahrnovati razné pruseky &ary s rovinou oskulaéni a
symetrické funkce prvkia budou

G=0h+h=—24 g="0 + bty =—24,

takie jost ¢, = @y; oskuladni roviny v3ech ¢tyt boda prochazeji jednim
bodem, t. j.

,,Oskulaéni rovina & libovolného bodu sférické Eroubovice 30?
spadu protind ¢aru v daldich tfech bodech; jich oskulaéni roviny pro-
tinaji se v urditém bod¢ roviny L.

Symetrické tkony parametrd &tvefiny znéji

Gh=—240 g=—3(1+4), 8.=1’;
piSeme ¢ za #;, a uZijeme rovnic (2!)}
£41 7—1 = 144
9Tt e Tl - oy
x 2¢ 213’3 2¢ 2”,2: 2V3c¢ 37
tili po zavedeni thlu ¢ (¢ = ¢fv)
x=—2ccosq, y=—2csing, z=—2¢V3cos .

,,Geometrické misto priseku oskulacni roviny Cary I (@ = 2 ¢)
s oskula¢nimi rovinami jejich zbyvajicich tii bodi na &ife jest ellipsa
Ly =q2 2= V3.
Pro priseciky oskula¢ni roviny bodu 4, s arou nalezli jsme
httttl,=—34, L, -8t +hiyz=—23 1Lt =21
Realnym bodim odpovida paramétr # unimoduldrni ; ponévadz souet
komplexnich veli¢in mid modul menéi ne7 soudet modulit séitancti, nemohou
veliiny ¢, vesmés miti modul 1, a tedy
,,ze tii praseku roviny oskuladni s kiivkou I' vidy dva jsou pomyslné*.
L 3

Rovnici nagi
— 2
31— =3¢8—t
uvedme ve spojeni s rovnici pro pudorys &ary

CBt—p), t=cr;

obdrzime:

. c 3¢
x+1y=——-§to—|—Ttot2,
odtud plyne, Ze body nefroidy piisludné k parametrim 4, 7,4, t. j. pudo-
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rysy prusekl &iry I' s oskulaéni rovinou bodu ¢, le2f na kruhu

poloméru ﬁ, se stfedem

2
(9 x—|—iy=_%to=__§_c,-,,0.

Body ¢ 1, ¢, lezi na oskulaénim kruhu bodu {,; ten se promitd do
zakladni roviny v ellipsu, jejiz stied je pudorys S, stfedu kiivosti, a jejiZ
jeden vrchol je pudorys bodu #,; rovina oskulaéni & svira se zikladni

rovinou staly iihel 30°, a tedy polouosy ellipsy jsou v poméru 1: —; \ﬁ

Jeden z redlnych prisekd kruhu (9) posledné uvaZovaného a ellipsy
lezi mimo ptidorys €ary I, druhy podava phtdorys realného priseku roviny £
s ¢arou I'. Zbyvajici dva pomyslné priseky kruhu a ellipsy jsou pidorysy
pomysinych priasekta roviny & s ¢arou [

*

Prasecénice dvou rovin oskulacnich nazyva se osa kfivky. Aby se
dvé osy (#, %), (%, ¢,) protinaly, k tomu tieba, aby oskulaéni roviny boda
¢, 1, 43 3, prochazely tymZ bodem, tedy podminka analytickid zni g, = g,
Tu lze psati
(10) hte—1 | bl— ]

i =0
L+ L t + 8, '

a moino ji geometricky interpretovati pomoci bodi ¢, na kruhu (¢) pii-
slusnych k parametrim ¢, (= ¢f7,)' Piimky ¢, ¢, a @, ¢, protinaji osu Oy
v bodech soumérnych vudi O.

Osy (¢. %)), které protinaji pevnou osu a které tedy hovi revnici
(0 = konst)

Pt P2

sin z

=¢stin® Cii ————— = sin w,
P — P
€OS ———5 =

-l

Hit,—1 N
10 i Ik S
(19 A
tvori plochu 2. stupné; mezi nimi jsou dv¢ tecny éary I, a sice v bodech
=0 aQ=%—a0.

Aby se te¢ny v bodech ¢ a # protinaly, mime dle (10) [prof, = ¢, = ¢,
ty =1, = u]
@B—NDu+ @—1)t=0c¢ui (uu—1)%-Fu) =0.
t. j. dancu tecnu (¢) ¢ary I protiraji tetny dvé; jich parametry jsou —¢
1 . . Sr A Ak
a5, t. j. tenu bodu ¢ vrotinaji te¢ny bodl ¢ - w a —- ¢, a Zadné jiné.

Tytéz tefny protinai také teénu badu = — @. Teény bodl ¢ a —— ¢ se
protinaji na narysné hyperhole, teZnv ¢ a ¢ -- = isou vespolek rovnok#zny.
]
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Splynou-li hodnoty ¢ ¢, 4, jevi se prisetfk oskulatnich rovin jako
jejich bod dotykovy s farou. Rovnice g, = gq;, piSeme-li #) = #, = ¢, = ¢,
1, = t,, podivi

Si4iy =104 3814,
tato rovnice vyjadfuje, 2e danym bodem ¢ prochizi jen jedna oskulainf
rovina, a sice jest jeji bod dotykovy 4. Pro dané {, mime tu rovnici, jiZ
hovi parametry tti priseku # ¢iry I' s rovinou osknlanf{ bodu #,.

Pro dané ¢ strojime ¢, takto: Na kruhu (¢) vedeme tenu v bhodé ¢;
ta protne Oy v bcdé o; bod ¢’ s nim symetricky spojime s hodem ¢;
piimka ¢’ ¢ protind kruh (c) v druhém bodé¢ ¢,, jemuZ na &ate I odpovida
hledany bod.

*
12. 7 rovnice roviny oskulacni siérické roubovice (@ = 2 ¢)
xcos2¢ L ysin2p—zV3=dccoso

(potatek soustavy v bodé V) vychdzi hodnoty pro Pliickerovy souiadnice
rovinv oskula¢ni

cos 2 ¢ sin 2 Va
O w20, e V3

-10(?95?'

Rozvinutelnd plocha tefen je charakterisovina dvéma rovnicema,
jez vyjdou po eliminaci ¢:

1 = 3
Pt — =0, w0 —uw V33— - -
2 1 3 U , W —u 3 g &

Ka.da z nich representije urfitou ¢ira 2. tfidy, a sice ptislud{ pr.ni
rovnice tbézné kiivce plochy kuZelové
(22) 24+ —322=0,

kterd je kuZel doplitkovy naSeho zikladniho kuZele (polirniho) (V, «¢).
Jeho stopa na O x y mi polomér 3 c.
Abychom ur¢ili druhou kuieloseCku (2), znamenejme na okamzik

rovnici lze psiti

a po dosazeni této hodnoty do rovnice roviny obalujici bude tato zniti
(a) @ — k) r+vwV3y -+ w2V3z+wV3=0.
Zde dluzno anulovati Caste¢né derivace vidi w a v, t. j.
2wx+vV3y4+2wV3z+ V3o,
wV3 y =0,
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Druha rovnice vyZaduje y = 0, nadeZ se prvn{ redukuje na
2w(x+2V3) +V3=0,
kde%to rovnice (a) se zjednodudi na
w(x +2V3) +wV3=rFy;
z poslednich téchto dvou rovnic pak nim eliminace w podi
(2v) x(x +2V3 +22=0,y=0.

Druha ¢ara (2) je tedy hyperbola v roviné O x z. Je to dvojna &ira
plochy tefen sf. ¥roubovice I' (a = 2 ¢c); stfed hyperboly je bod V, jejf

vrchol jest A, polouosy jsou a4 a 7‘13 jedna asymptota jest osa V z,
n

5 na hyperbole

dr uba asymptota je stopa oskula¢n{ roviny bodu ¢ =

mimo to leZi bod x = 2 ¢ na O x.

Oskula¢ni roviny &ary I' zahaluji nekonetné mnoho ploch druhé
tridy; jich rovnice maji tvar

]. Iy ( 3 A
2 2 __ g2 0 — V3 b = —
u® -+ v 3¢u+).(w wwVY3—kh) =0, (K c‘-’)’

kde 2 je libovolna stali. Diskriminant této rovnice

Y
0 ——y/ 0 ‘
1 3 \3
0 1 0 0 3 9 \2
] 1 == —4— k l (;v _ ?
- = 0o — 0
3 3 + 1
) 0 0 — ik
¢)
vymiz{ mimo pro 4 = 0 jeSté jen pro 4 = % . Tim obdriime tieti kuZelo-
seku na plofe tefen
(3) 1t2+1)2—|——1—w2—-2 ;5u,w_.1_=0
3 3 a? !
¢ili
3 _w )’ e L
(3%) (v“—v3)+*==-

Abychom obdrzeli rovnice v soufadnicich bodovych, dluzno ptipojiti
rovnici
a) wx+ovy+wz4+1=0

a rovnice o differencialech
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(u—Vl%) (dza—%%)+vdv=0,
xdu+yvdv+z2dw =0,

Po eliminaci 4 v musi tyto dvé rovnice byti identické vi¢i literim
du, dw, t. j.

vx-—y(u—%): 0,
vzvg—i—y(u—vz-%): 0,

coz diva podminku

x+zV§—0,
a dale
u——l—w
o s -2
Ty =0.

Rovnice (a) uZitim prvniho vztahu nabyva tvaru
w
x(lt ———= v 1=0,
( ve) tert

z né¢hoZz po dosazeni hodnot (b) vychazi
a(x*+9)+1=0,

kdeZto rovnice (3*) diava

o (2 + 42 = alg .
Eliminacf & vychazi kone¢né vztah
22 4 42 = a,

Oskulaéni roviny &ary I' jsou tedy jesté tetnami ellipsy (podatek V')
(3%) 24 y2=0% x+2V3=0,
kterd pak leif na jeji plose tefen. Parametrické vyjidieni této &iry
(39) x=acos<p.y=asin(p,z=—-vigcosxp
bylo jiZ vy3e nalezeno. Rovina této kuZeloseCky je dvojni rovina osku-
latnf g = %, 37

2 2

»Rovina oskula¢ni obsahuje bod ¢ této ellipsy (3b) a jeji teénu.
Dale je oskulaZni rovina rovnobéZna s tenou rovinou kuiele (22) ve-
denou podél piimky

X _ y _ V3
cos2g  sinZe - 3
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co’ ostatné je jen jiny tvar znimé nim véty, fe ptimka V m jest osou
kiivosti ¢ary I
Stopy tetny ellipsy na valci (a) se bezprostfedné uréi a tak nim
piedesld véta dava jednoduchou konstrukei stop roviny oskula¢ni.
Z rovnic tetny vychazi [(18) ¢l. 6.] parametrické vyjadieni nirysné
hyperboly
c ¢c 2-4+cos2¢

7=
cosg ' V3 cos g

v w

Z rovnic téch je ziejmo. ze &ast hyperboly pfislusnd k intervallu
— ¢ < x < cje hlucha (parasite), t. j. neni tvoifena stopami tecen redlnych.
*

Na ziklad¢ parametrického vyjadieni plochy tefen
x=acosqg + - \(Jros2(p
. Aoy
4) y=asing + --2—\3sm2rp
7= V_ cos p —|— ~ , (potatek V),

ur¢ime je§té priseky jeji s piimkou

x=mz+p, yv=nz-+4q.

Viozime do téchto rovnic hodnoty (4) a vyloud¢ime 4; rovnmici tak
vzniklou

acosgp + ——= cos ¢ — V3 cos2q@ —m
P @ g

V 0
asing+ - cosp —q, V3sin 29 —n
Y3
lze psiti

ancos3p—amsin3g—2V3qgcos2¢9 +2V3psin2¢—

—a@Bm+2V3)sing +3ancosg—2(pn—qgm)=0.

Po zavedeni parametru ¢ = ¢fv pfeidc tato podminka na tvar

aln+im 8 —2V3@g+ip)b+aBnt+3im4+2iV3a
6) | —4@prn—gmP+aBn—3im—2iV3)
—2V3g—ip)t+an—im =0.

Pro symetrické tikony kofent f, odtud vychazi nejprvé
n+imf=383m+im)+2iV3
B+imf=3m—im—2iV3
mt+im)fg=n—im,
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takZze vyjde

2 V3
(6) fotfo=38f+3 h—3=—r
Déale nim identita

g+ip nt+m —2ipn—gm)

g—ip n—im |
poda vztah

1

(5b) flfﬂ—f5= '2— f:; (f2—3).

Podminky (5¢) (5°) charakterisuji Zesti¢lenn? skupiny tefen Cary I’
majici spole¢nou se€nu.

Zvolime-li &tyti te€ny, existuji dvé pifmky je protinajici; zbyvajict
dva pruseky sedny s plochou tegen uréuji symetrické dkony ¥, = #5 + £,
h, = t5 4, a dosazenim vyrazd fi=g¢,+ 5, fo=8 -+ &b+ 0 ...
(8. jsou symetrické ikony &tvetiny dané) obdrzime z (5%) a (5%) dvé rovnice
pro neznimé §j,, 1,, z nichz jedna je stupn& druhého, a které tedy maji
dv¢ Fe¥eni, prislusnd ke dvéma spole¢nym senim dané &tvetiny tecen,

Ve zvlastnim ptipadé, kdy primka sekouci je rovnobéina s O z, mame
m = n =0, a rovnice (5) prejde v rovnici stupné 4.; soumérné ukony
parametri # hovi podminkim g, + g, =0, q, = 0.

V rovnicich (4) pime u za% \ER

x=acosgp +pcos2¢9, y=asing +psin2e,
2V3i=p—acosep.
Z prvnich dvou plyne
B+ =a+u+2aucosep,

tedy s pouzitim tfeti rovnice

Rty=a+p +2p@p—z V3,

t. }.

a__ 2z _ x2+_yz__a2

Rovnice

x=acosp+2pcostp—up
diva
8) x=%(u—z\/§)2—z Vs,
dle (&) viak

(8 — 2 V3 — Ay +92—02 4

3 V3
a tedy (8) znf
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3 a? !

8uz o
2 V3 +2p

s pouZitim rovnice (&) to zni

r4+2V3I=—

(p) 2y(x‘*’+y‘3+22—a‘3)=3a2x+723_—(812+8y2+a?).

PoloZme
42 .{_ y? _+< 2 2 =8 ,

. 3
@y +2e): VE— 2o p6cx =P,

i poda nim rovnice (y)

4
———)S=P;
(” Vs)
tu pak vyraz

e )= 5 ) )

ma dle («) hodnotu

x* +142—a?

52,

a jeho srovnani s pravou stranou dava rovnici plochy tefen ve tvaru¥)
(6). Pr= 159 (pocitek V);

pti tom S =0, P = Q jsou rovnice tvratnice I.

Plocha P = 0 je geometrické misto kruhti v rovinich z = konst, které
protinaji pifmku z 4 x V3 =0, y = 0, a maji své stiedy na byperbole
xz=—c2 V3 y=0 Na této plose le}{ mimo to ptimka V y; roviny
vedené narysnou piimkou ji sekou v hyperbolich.

Povrchové kruhy piejdou v nullevé v bodech A, 4’ (p = =)

x=+c, z="TFcV5,

je lezi na hyperbole stiedii a na piimce v narysu.

Prised plochy tecen s libovolnou plochou 2. stupné, ktera se dotyka
zakladni koule (a) podél kruhu, rozpada se ve dvé& ¢ary stupné Sestého,
lezici na dvou riznych plochich stupné tietiho. Nebof rovnice uva’ované
plochy 2. stupné ma tvar S = L2, kde L je vyraz iinedrnf, a prised této
plochy s plochou (6) hovf jedné z rovnic

—_ 1 3
P=+ v L3,

*

*) A. Buffone, 1. c.
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Plochy 2. ttidy na¥f ploZe telen vepsané

1 = 3
2—____ 1 — — f——d =
Wt — e+ At —uw V3—k =0 (k 80’)

maji spoletny stied v bodé V a rovinu V x z za rovinu hlavni.
Pol ptislusny k roviné (u, v, w,) ma rovnici

uuo-i-vvo—%ww(,—kl(wwo "‘”t)+w”nv§_b)_0,

a tedy u te¢né roviny u, v, w, je dotykovy bod

1 -
o —2~V3 @o v,

= — gy =—W’

(? — A) Wy -+ ‘% 1,

t2

’

vloZime-li sem hodnoty (1) za w,, v, w©, obdriime

3
—A+c .
x___2_c_ 2 Feos2e V_ﬁ sin2¢@
3 Acosop '~ 3 Acose ’
]——i.——‘l—cos2q>

2¢ ‘—-T}_ 2
_3‘_\/3 Acos @ o

jakozto parametrické vyjadieni dotykové &iry plochy teten sf. Sroubovice
s vepsanou plochou 2. tiidy.

Vyrazy budoun o néco piehledngjsi pii 4 = % 'S
‘= !l-i-ros?(pr’y:rsm?l'
70) { cos @ #Ces @
( R 1 —2u—pncos2yp
V3 [t cos @ ’
vepsanid plocha ma rovnici
D)
m 3 2p—1 2p b
(M u® - 2 4 3 wz_\/;? uw—z‘-?_-().

Dotykova cara (7° je raciondln’, 4. stupng, jeji nirys je hyperbola,
V soufadnicich bodovych ma tato plocha rovnici
(1% @Cu—Np2—p(E—1)2y2+3p22+2p2xz V34 (u—1)2a2=0

takZe vepsané plochy 2. stupné tvoii fadu stupné tfetiho.
Rozpravy: Rot XXIII, Tt 1I. C. 33, 5
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Pro &ru dotykovou (7% nalezneme hrav? rovnici hyperbolického
vélce, kterym se promitd do narysny-

- - — )3
(*+2V3)(px +2V3) = (La—")—2c2.

Tato &ara 4. stupné se it pii stanoveni prisete vepsané plochy (7*)
s plochou teten jako kiivka stupné 8., a musi je¥té byti kiivka stupné 4.
spole¢na obéma plochim. Tato se sklida ze ¢tyt teden prisludnych k para-

metrim ¢ uréenym rovnici

jak bezprostiedn& vychédzi z rovnic (4) a (7%).

Na vepsané ploSe (7*) druhého stupné tvoii teny ¢ a # — ¢ dvé
ptimky povrchové jedné soustavy, teiny — ¢ a ¢ 4+ = pak dvé piimky
soustavy druhé. Pfi tom jsou pfimky druhého paru s ptimkami prvnimi
rovinobéZny (pa ¢ + =, ® — @ a — @), a vzaty v jiném porddku je pro-
tinaji (p 2 — @, o + % a #— ¢) ve dvou bodech narysné hyperboly.

Rovina urfend rovnobéinyma tetnama ¢ a ¢ + z md rovnici (po-
datek V)

&8 x(Bsinp+sin3g)—vBcosep +cos3p)+2zV3sing =0

a prochazi tedy stiedem V'; je to rovina urlena stiedem V a tetnou ¢
ary I'. Rovina ta pii proménném ¢ obaluje kuZel, kterym se ¢ara I pro-
mitid ze stitedu V, a ktery jsme vyse (&l. 7.) urcili.

Tetny ¢ a — @ protinaji se v narysné, rovin2 jimi urlend je kolma
na O x z a )eji rovnice splyva s rovnici narysu tefny:

9) x—zV3ces2q =3ccos o+ ccos3ep.

Plochy 2. stupné prochizejici uvazovanymi piimkami tvoif svazek,
v ném? jedna plocha se rozpadi ve dvé roviny (8) (pro ¢ a — @), jind
sestavd ze dvou rovin (9) (pro ¢ a @ 4+ =), t. j. svazek ploch uvaZovany
mAi rovnici

Bxsing + xsin3 @+ 22V3sing)2—y2(3cos ¢ + cos 3 )2

T —
() — v [(x —2V3cos 2 )2 —c2(3cos w+ cos3 2] =0;

mezi témito plochami, a sice pro g = , nachéazi se naSe vepsan

sint g
plocha (7*). Porovnime poméry soufinitelil pfi 42 se ¢lenem stilym:
(Bcosp +cos 3 )2 v (3cos g+ cos 3 p)?

u(ue—1) (8 —1)2a?

>

t. J. bude*)

4 g
v=—=4sunfgp.
1]
*) Pichlednéjsf tvar této rovnice objevi se ve ¢linku 13.
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Délka hlavni polouosy na V y obnidi a sin @; dino-li ¢, znime tak
u vepsané plochy 2. stupné stied V, jeden vrchol (na ¥V y) a 4 pfimky,
&mZ jest konstruktivné uréena.
Hlavni ez plochy vepsané s rovinou O x z je hyperbola, jejiz jedna
asymptota je ve stopé roviny ellipsy, t. j. x 4 V3 =o0.
»

Oskula¢ni rovina bodu 4 (¢ = 0) ma rovnici
x—2V3=4c=2a (polatek V);

jeji priise¢ s plochou teden odpovida na zakladé rovnic (4) paramétru

A 1—coso
243 = — = .
2 V 2 l1—cos2¢ '’
pro soufadnice pramétu vypocteme
— — cos @)2
x=2c—2ccos24p—l.$‘p—, 2 (l—.b—o‘”p) .
sin? @ : sin
Zavedeme-li paramétr reilny
I &
t=1g 9

obdrzime nasledujici parametrické vyjadieni prisece plochy teden s osku-
la¢ni rovinou bodu A (t. j. pro jeji priimét)-

o (—p2 acs

(10) x—zc-—-—CT'_T.y—l_i_tz.
Pro pruseliky této &ary s piimkou

Ax—2¢)+By+Cc=0
nalezneme rovnici

dAQ—284+)+4Br4+C(1+8) =0,
kterd stanovi jich parametry. Symetrické funkce parametra hovi rovnicim
(11) fa=0 fi—f.=3,

které piimofaré &tvefiny na$i kiivky uplné charakterisuji. Jinak vy-
jadieno, tyto Ctvetfiny tvori na kfivce involuci 4. stupné o dvoji volnosti

#+3)—fHe+LE+1) =0

Tato mi neutrilni body dvojné t, = ¢, = + i V'3, kterym piislusi
uvratniky &ary

x=10¢, y=+6iV3c

Podobné ¢t = 0 (bod 4) podiva Gvratni bod &ary, coZ ostatn& ziejmo

Z Tovnic
x—c=kE+ RO+ ...

y=L8 4+ Lt5+ ...
Platnych pro mala .
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Tena uvazovaného iezu je prise¢ jeho roviny s rovinou oskulaénf

xcos2«p+ysin2fp—z\/3 =4ccosq;
s pouZitim rovnice roviny
x—z Vi=14o¢
otbdrzime pro prumdt tecny

(12) Al —cos2q) —ysin2¢@¢ =4c¢c(l —cosq),
coz pri parametru ¢ = /g ‘3* zni

(129) 2tx—(1—By=2ct(l+ 8,
takie dara je tieti tiidy.
Teény vedené z téhoz bodu hovi rovnici
Gt 8=0I(g=H+h+tiy ga=Hbhty).

Dotykové body budou leZeti na primce, lze-li urditi velifinu ¢ tak,
aby pro &tvebinu £, 4, 4y ¢ platily rovnice (11), t. j.

(o) 8 T8 =0, gt =3+ g, + 4 ¢;
vylou€enim # vychazi pro hledané¢ skupiny podminka
6+ 38 + 85 —g9=0¢li 2¢°+3¢g +g°=0.

Vlozime-li sem hodnoty z (124) plyrouci

— kdc (x, y) je prusecik teen — obdriime rovnici
(13) 2x—cP+v =6¢c(x—0c),
kterd charakterisuje ellipsu, z jejichz bodu vychazeji k ¢aie (10) te¢ny do-
tykajici se ¢ary ve tiech bodech na pfimce.
Primkova ¢tvetina (f,) urcuje koefficienty v rovnici piimky vztahy
Af=4B, 12+ —cC,
t. j. piimka md rovnici

(14) sty oy —(f+He=0.

V nalem piipadé jest
=+t h=0+at
a podminky () vzhledem ke splnéné podmince g, + g, = O davaji

6 =0:%53+¢8+24t=0,
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t. .
=3 _ —3¢

Q=TFer 8T T2
oo 2f—2t 30 +8)
W= Txee '™ a2

Dosazenim hodnot téchto

. em—yp . | L5
— — € T e ——
h=Trop L+t y35p

do rovnice (14) nachizime pro primku obsahujici tii dotykové body teden
o spole‘n¢m pruascku
(15) 2x(1 4 28) v (B —1f) =2¢c(l +58).

Piimka ta obaluje tedy rovnéz ¢aru 3. tiidy; je-li znim jeji Ctvrty
prasek ¢ s kiivkou, stanovi se pirimka konstruktivné na zakladé ofividné
okolnosti, 7Z¢ prochizi bodem

: V4
xX=2c¢ v= =zccotg—2—.

Pro parametry tii primek (15) prochazejicich spolenym bodem
plati vztah
tly+ ity 410, -1 =0,
Konstrukce piimek téch je'snadno proveditelna a sice kvadraticka,
lezi-li bod bud na &fe (10) aneb na piimce v = 2¢.
Rovnici te¢ny (12) moZno psati

. {
xsinqg —yvcos@ = 2¢ [g%;

pata kolmice sputéné z bodu O na tuto pfimku ma polirni soufadnice

¢ x
= 2 s = —_— =",
¢ Clg 5 @=9 5
pieloZzime-li polarni osu do ziporného sméru osy O v, bude (pro pél O)
polarni rovnice tpatnice prumétu uvaZzovaného iczu zniti
| —cos ®

sin@®@ ' ®=9.

0]
= 2clg o = a
Tato upatnice je tedy piimd strofoida, kterou na zikladé po-
sledniho vzorce strojime tak, Ze na libovolny paprsek svazku O naneseme
od jeho pruseku KA s piimkou ¥ = @ délku K P rovnou pofadnici bodu K.
Mime tedy vysledek tento-

,Oskula¢ni rovina sférické Sroubovice I' (a =2¢) v bodé A
protini jeji plochu tefen v racionalni ¢afe 4. stupné 3. tfidy, jejiZ
pudorys je protiupatnice piimé strofoidy.

%*
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UvaZujme nyni prised plochy teden s oskulaéni rovinou bodu ¢ = 9.
Prised oskula¢nich rovin (#) a libovolné jiné (@)

xcos2q@ +ysin2p—2zV3=4ccosp,
xcos2ﬂ-|—ysin21?—-z\/§ = 4 ¢cos &

méi pudorys dany rovnici

. -
sin ¢ %)*
(16) xsin(p+ —ycos(g +9) =a _q)_“ -

kterdZto piimka je te¢nou pudorysu hledaného iezu. UvaZujme upatnici
této €ary z pélu O; jeji polarni soutadnice maji hodnoty

sin
(17) @=ﬂ-—-~——,a)=(p—|—ﬂ_.__

" . x < . . ., -
Polozime-li ® = 0 + ~5~» ménice osu, mime polarni rovnici

. @
g Sy g o8 # —cos (0 —#)
¢= (@ )_ sin (@ —29)
cos |- —
2
., . o n 3xw « -
dvojna rovina oskulatni ¢ = —, —— poskytne patrné dvojny bod

2’ 2
upatnice; soufadnice dvojného bodu upatnice budou

@=-§——{—m‘), 0= a.

Oto¢me nyni polarni osu do polohy ® = 2 &, kladouce novy polarni
uhel = ¢ = ® — 2 #; bod dvojny mé soufadnice
0 = a, 1!) = % -_ {",
rovnice &iry zni
cos & — cos (v 4 #)

(17%) b=2a sih ¥
Znamenejme 8 = ; — #, rovnici (17%) lze pak psiti
__acos®  a sin (8 — )
sin ¢ sin P )
Vedme vektor O B sméru ¢ = —’25 , délky O B = a cos #, dile vektor

0C = a sméru ¢ = #, takie B C stoji kolmo na O B.
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Ptimka B C protini libovolny paprsek ¥ =0 K v bodé K; v troj-
uhelniku O C K méme strany OC = 4, C K s protilehlymi uhly ¢ a # — ¢,
takie

asin (& —v)

sin ¥ =CK,

2 c.osi; bod P tupatnice lezici na pravedi¢i O K

sin

tedy je stanoven rovnici
OP=9¢=0K—CK,

coZ jest znama konstrukce strofoidy s fidici ptimkou B C, hlavnim bodem O
a dvojnym bodem C.

mimo to jest O K =

Viéi pavodnim osim O x, O y je poloha bodu dvojného

© e=a 0=2,
pfimka O B mé polohu & = 2 &, rovnice fidici ptimky B C je tedy
(18) xcos2® + ysin2® =acosd;

fidici ptimky téchto strofoid obaluji nefroidu
(18°) ¥4iy= o (340 d”

shodnou s nefroidou I, otolenou o 90° kterid je tedy homothetickd se
stfedni epicykloidou.

Promitneme tedy do O xy stopu oskulaéni roviny bodu ¢ = &
(roviny Fezu) na roviné sttedni V" x y, a vedeme piimku, jeZ puli pravodife
pramétu; tato pfimka jest fidici piimkou strofoidy.

. . e Y
Teény strofoidy ve dvojném bodé maji sméry =5 T_l_ %,
. . 1. " 9
ajeitoo =9 4+ 2 8——’21 , mid normila jedné z telen smér @ = & — 3 ’
rovnice teny ma tvar
’8" . 3[
X COS (ﬂ— 2 ) + v sin (ﬂ— 3 ) = konst;

konstantu uréime z podminky, aby pfimka prochizela bodem dvojnym
Xx=acos®, y=asin¥,
tak vyjde jako rovnice teny v bodé dvojném

X cos 39 Ll ' Si%t ﬁ x = q coS i ®
(2—4)+’ (2_4)‘ 2 4/

. P e e ey
Klademe-li > + z_ «, mOzeme tuto rovnici psati

4

xcos3a+ysinda=—asina;
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piimka ta je te¢nou kardioidy
ia

¥ iy = — g (2 — e e, 2a=a+_’2’-,

kdezto druhd tecna ve dvojném bodé strofoidy obaluje kardioidu

x+iy= —13“— (2 —c*t) i, Qo = a‘f——g—.
Hlavni vysledek téchto uvah lze vysloviti vétou:

»Plocha tefen sférické Sroubovice 30° spidu je protata libo-
volnou svoji tefnou rovinou v &iie 4. stupné a 3. tiidy, kterd se do
zakladni roviny promita v protiipatnici strofoidy, vzaté z pélu 0.

Zakladni prvky strofoidy byly v piredchéazejicich fadcich podrobnt
uvedeny.
*
13. Obratme se nyni k osim Sroubové ¢ary T (a = 2¢), t. j. p11i-
seCnicim dvou rovin oskula¢nich; pocitek souiadnic je veskrze V.
Oskula&ni roviny ¢ a ¢’

) xcos2cp+ysin2¢p—z\/§:4(‘005:}),
xcos2q’ 4+ vsin 2¢"—zV3=4ccosg’

stanovi osu, jejiz prumét md rovnici

sin 'Pi)‘ﬁ_
nm xsin(p + ) —ycos(p 4+ ¢') =2¢ —-——— :
e F—F
cos ———"—
2
polozime
sin g—_‘;—‘&
(2) St © = :_‘f—___il—’: ,
"
nadez rovnice prumdétu osy (¢, ¢) zni
(1% xsin (@ + ¢') —ycos (p+ ¢') —= 2 ¢ sin @.

Podminka, aby se dvé osy (¢, ¢,), (¢, ¢,) | otinaly, znéla pii ozna-
geni u, = ¢t vr

uy uy — 1 oy 1y —~— 1
uy, + u, Uy + 2, ’
a ta se prepise na
sin T _; P2
sine+ sinw =0; sinw = e —w

 —
1 2
cos ———=2

2
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Z rovnic v tomto piipadé soudasné platnych

X Sin (g, + @) — y cos (@, + @) = 2 ¢ sin o,

XS0 (@y + @) —ycos (g + ) = —2csine
plyne scétenim
— I )
) x sin D + P ; Pot P1 __ v €0S —‘-p!.“ﬁ";___% TP _ g,
Rovnici
sin FL T P _;_ e sin Yo T Pa —j— Pa
+ 2 _ o
cos 4| ; i oS L;‘pf‘

lze psati

sin

P+ $+ @3 — Py + sin 1+ P+ Py — @
2 2

Yy T Py + Qs — ¢ Pyt Py + P, — gy
— ) + sin D) =0,

-+ sin

Pii oznadeni
20=gy bt gt
vyjadfuje se tedy podminka, aby osy (¢, ,), (¢, @,) nileZely spoledné
roviné, vzorcem
(3) sin(6—q,) + sin (6 —@,) + sin (6 — @) + sin (6 —¢,) = 0,

a pro souiadnice priseciku plati

(4) — =10

Budtez x4 vy 7, souiadnice bodu na ose (¢, ¢’), jim% prochdzi spo-
le¢na kolmice této osy a primky O z (kterd méii jich nejkratsi vzdalenost) ;
pak ptidorysem nejkratii vzdalenosti je kolmice spuiténa z pocatku (0, 0)
na prumét osy (¢, ¢’) a bude dle (1%)

Xg= 2csin@sin(p+ @), yo=—2csinwcos (p + ¢,
na’ez vyjde
2, V3=2csinwsin(p —qg) —4ccosp =—2¢ (cos @ + cos P’).

Mame tak soustavu rovnic

| xg = 2c¢sinwsin(p+ ¢'), vg= — 2 ¢ sinacos (p + ¢),
(3) 2 sin 2 t ¥
g = — oS @ + cos @) sinew = —= - .
| 2, V3 (cos @ p’) AT
2

XXXIIT.



Ponévadz tu

’ ’

_ ?+eo »—9
Zg = V3 cos 5 cos 3 ,
méame
X B st hd —; hd
—zl =—V3sinw ——
t. j.
(59) Ho . _Visinta.

i
Stdlé hodnoté @ odpovidaji osy protinajici urfitou osu pevnou
a takové tvoif hyperboloid; opsany vilec sméru O z stanovi na ném do-
tykovou &ru, jejiz body maji od osy Oz vzdalenost minimalni; je to
dara bodl x4y, 2,; z rovnice (3% a (5) plyne, Ze Cara ta leZi na roviné
kolmé na nirysnu
X0 + 2 V3sintw =0,
a na kruhovém valci
X2 + Vo2 = 4 % sin? @,
Osa (¢, ¢’) obsahuje bod (x, 14 2,) (5) a hovi rovnici (1) ; nalezneme
pro ni parametrické vyjadfeni
x =%+ vcos (p+ ¢')

®) y =y +vsin(p+ ¢)

]
z:zo—{-ﬁcos (¢ —9),

kde v urcuje polohu bodu na ose.
Odtud vypocteme
M ¥+ 2zV3sinto = vcos w,
(8) ¥+t =4ctsindo 4 12
¢ary v = konst na hyperboloidu @ = konst jsou tedy ellipsy na kruhovych
valcich sméru O z.
Vyloufenim @ plyne z poslednich dvou rovnic
9) 4x+ V3t + 92—t =4c20;

tedy body v = komst na riznych osich napliuji plochu stupné ttetiho;
pro v = 0 zvla&té méme plochu 3. stupné

(99 (492t ez =0
V3 ’

ktera je souhrn bodi, jez na osich Cary I zaujimaji polohu nejblizii
k ose O z. MoZno ji briti za souhrn ellips, podél nichZ se rtizné hyperboloidy
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® = konst dotykaji vepsanych kruhovych vélci. Tyto ellipsy lezi na ro-

vinach % = Fonst; roviny z = konst protinaji plochu v kruzich.
Vylou&ime-li z rovnic (7) a (8) literu v, vznikne rovnice hyperboloidu

o = konst

(10) (x + 2V sin2w )2 = costo (22 + y* — 4 ¢ sine ).

Tot tedy rovnice hyperboloidu os &ary [, které protinaji tenu
= — @; drub4 fada os jsou piimky druhé soustavy a protinaji teénu

P = @.
Vedle os hovicich podmince
i ‘p +‘-‘p_l R ¢Il + 177
sin — sin 5

=0

‘P —_ ’ + (pfl —_ ‘p”’
cos —— k2 cos ——;

protinaji se také osy (¢, @), (¢, ¢’”’), které lezi na spolené roviné osku-
la¢ni, na pf. ¢’ = ¢’; takové nazveme osami komplanarnimi.
Libovolnid osa (¢,, ¢, protne plochu (10) ve dvou bodech, ]lII;Z
prochézeji 4 osy, povrchové to piimky hyperboloidu; dvé z nich leZi na
oskula¢ni roviné ¢, druhé dvé na oskulaéni roviné g,.
Parametry boda #, #’, jichZ oskulagni roviny stanovi osu na hyper-
boloidu (+ @), hovi rovnici

() wu —1 i 5i1 @, resp i Si9 G
o — = @, . — 2.
u -+ u
Na druhém hyperboloidu (+ ®,) miame pak osy (u,, %)
(B) mm =1l e resp. — i sint oy ;
# + uy’ v . o

uvazujme na ném pouze pfimky jedné soustavy (@,). V prise¢ném bodé
hyperboloidu plati #,” = #’, kde #’ hovi jedné z podminek (a) a prvnf
podmince (). MuZeme v8ak se omeziti na priseky pouze fady (») s fadou
(o), pondvadz druhé fady davaji tytéz body.

Zvolime-li «’ za neodvisle proménnou, obdrzime #, #;, z rovnic (a)
a (), nalez prusek osy (u, #,) s oskulatni rovinou #’ je hledany bod
priuse(né tary. Tak obdriime soufadnice na pruse¢nici hyperboloidu (w)
a (w,) vyjadieny jako raciondlné funkce u’.

Z rovnic typu (10) pro @ a @, obdrzime viak ;ﬁmo, délime-li cos* @,
a odedtemc rovnice tak vzniklé:

2x ) 4 c?cos’ wcostm,

V3 V3o 2F
eV (x4 VI G e, Ewtige
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coz jest rovnice hyperbolicksho vilce, ktery prochizi priase€nici obou
hyperboloidii. Jedna jeho rovina asymptotickd je dvojna rovina oskulagni
x+2V3 =0, a jeho osa jest V.

Stfed hyperboloidu (10) je V' a jedna jeho osa jest V' y, s vrcholy
y =+ 2c¢sin@; tené roviny v téchto vrcholech protinaji plochu jeho
ve dvou piimkach lezicich kaidi na jedné z rovin

1312
Vi = Vi_ SO o
¥rz¥3=0v+:z ;l+cns'-’m

Rovina x = 2ec¢sine (¢ == + 1) protind hyperboloid v piimkach
x-+2V3sint@ = +vadotykiseho vbodés y =0,x--z V3sintw = 0,
jenz lezi na dotykové ¢afe s vepsanym kruhovym vilcem sméru O z.

Hlavni iez ellipsoidu (10) mda rovnici
sin® o ) 4 cos'@

1+ cos?m 1 + cos*

y =0, (v +2 V3 (x—i— 2\ 3
a je tedy hyperbolou, jejiz jedna asymptota jc
r+zV3=0
spole¢nd s hyperbolou narysnou plochy tecen.
Pro polohu os této hyperboly nim elementarni vzorec podava

ig2a:_~ 3
cos2 w

znadi-li « thel, jejz osa hyperboly svird s pirimkoa O x.
*

V piipadé, kdy nhel @ neni realny, t. j. kdy na hyperboloidu nelezi
realnych tecen cary iI', nim delinice
Y1t po
. 2
sine — ——-
cos 11 ; 2

sin

poda trigonometrické funkce uhlu @, rovnéz cralicky piistupné. Na
kruhu (¢) uvaZujme body ¢,, ¢, jak obvykle, jich spojivia piimka prochazi
pevnym bodem ¢ na O y. Timto bodem ¢ vedeme rovnob¢zku s O x, kterd
protne kruh (¢) v realnych bodech ¢,, ¢,, ponévadz ¢ jest jeho bod vnitini.
Pro tyto zvlastni body mime

P i— q’_;l_ . P —::‘p? = 9 ,

-

T
2

znali-li # dhel mezi sméry Ogq, a Oy; vyjde tedy

sin @ = sec
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nate# se funkce Ghlu @ vyjadri snadno funkcemi realného thlu # a tim
se stanou konstrukce jednoduse provednymi. ‘

Abychom ur¢ili stopu osy (p, ¢’) na dvojné roviné oskulaéni, vloime
do rovnic (0) hodnotu z V'3 = — x; vysledky se zkrati cos g, cos ¢’ a zbude
xcosqp +ysing =2¢
xcosqp' ~ysing’ =2¢,

z CehoZ fedenim plynou souiadnice stopy

cos o+~ qf
(11) y=2csine, x =2¢ %—T-QL; —"i?—
' p—q ' x 2
cos D) —

Vidéli jsme ostatné jiz vyse, Ze dvojni rovina obsahuje dvé pitimky
hyperboloidu (@), a Ze tyto leZi na rovindch y = + 2 ¢ sin w.

Tecna ¢, §roubové ¢ary I'v bodé ¢, v némZ sin p * + sin e, protind
jen ty povrchové piimky hyperboloidu (10), které jsou komplanirni osy
s teCnou ¢, t. j. které¢ lezi na oskula¢ni roviné & bodu ¢. Tato rovina
cbsahuje piimku hyperboloidu, jest jcho tefnou rovinou a soucasné se
dotyka rozvinutelné plochy; pohybuje-li se zlstivajic tednou rovinou
plochy, opiSe jeji dotykovy bod s hyperboloidem na tomto jistou kfivku.
Rozvinutelnd plocha je pak obalovou plochou teénych rovin v bodech
feen¢ kiivky, a tato plocha rozvinutelni musi tuto kiivku obsahovati.
Nag hyperboloid (10) je tedy plocha 2. stupné vepsani plose tefen, jaké
jsme uvazovali v ¢l. 12. Mame tak vysledek-

»Plochy 2. stupné vepsané ploSe tecen Sroubové &ary I (a = 2¢)
jsou hyperboloidy, jichZ obé soustavy piimck jsou osami ¢ary I.“
LeZi na nich &tvero teden této &ary.
Rovnice (10) neni neZ piehlednéji psand rovnice (7Y &l. 12 pro hod-

notu ® = .
%

Osy ¢ary I tvoii kongruenci. Rovina, kteri neni oskulaéni pro
kiivku I, nemiZe obsahovati vice neZz dvé primek této kongruence; tyto
by nebyly komplanirni, a primky p,, p; protinajice tutéZ osu p; by nile-
7ely téZze fadé na hyperboloidu, coZ vylouceno.

,,Oskulaéni roviny &iry I' obsahuji nekonefné¢ mnoho piimek
kongruence os, jiné¢ roviny obsahuji takové primky dvé, a sice jsou to
povrchové piimky na vepsaném hyperboloidu, ktery se roviny dotyka.*

Jsou-li u, v, w Pliickerovy souiadnice roviny, muZeme snadno udati
hyperboloid, ktery se ji dotyka, a piisluiny paramétr @. V rovnici (7)
¢l. 12. znadi g hodnotu

1

b= Sinte ’

XXXIII.



78

a pro tuto hodnotu je splnéna rovnice (7) €. 12. soufadnicemi roviny;

bude tedy
3

_2_802
3

+uw V3—w?

sinlo = 1
u? +v2——7w2

Dotykovy bod plochy vepsané s rovinou (#, v, w) mi rovnici

U (

jim prochftze]i hledané piimky kongruence, leZzici na roviné (u, v, w).

Danym bodem prochazi obecnd Zest os, jeZ jsou pruseénice Sesti
par(, v néZ sc druii 4 roviny oskulacni vedené onim bodem.

Bud ¢ libovolna osa &iry I', & jedna z obou rovin oskulaénich,
které ji prochdzeji; rovina £ sede plochu teden v &ate 3. tfidy (£), kterd
sc musi dotykati primky p; tefna $” v soumezném bodé této &iry protina .
a je tedy dotykovy bod piimky p s €arou (2) ohniskem kongruence ; totéz
plati o druhé¢ oskula¢éni roviné prochazejici primkou 4.

V‘ /3

,,Osy &ary I dotykaiji se plochy tefen ve dvou bodech (uréenych
iezy s obéma rovinama oskuladnima, jez prislunou osu stanovi), které¢
jsou ohnisky kongruence. -

»Rozvinutelné plochy tvoiené z ptimek kongruence os pozusta-
vaji z oskula¢nich rovin cary I.

*
Smérné kosinusy osy (@, ¢’) jsou ﬁmérny veliéindm
cos (p + @), sin (9 + ), V‘ cos (p — ¢');
podminka, aby dvi osy (g, @) a (p,¢,) stily na sob& kolmo, zni tedy
cos (1 + P,) €08 (93 + @a) + sin (py + @3) i (g 1+ o)

1
+ =z cos (‘Pl — @) cos (p; —@,) =0,

¢ili
(124 Gcos (@) + @, — s —p)) + cos (p, + Py — P — @)
+ cos (p, + Pg— @, —@y) = 0.
V parametrech # = ¢'v se to vyjadii rovnici
(122 6 (2w + ul u?) + (2 + u?) (2 + 0% = 0;

znamenejme #,> = v,, takie v, je paramétr opé&rného bodu m, (stopy
osy kiivosti), i bude tato podminka zniti

(129) 6 (v, v, + v,v) + (v, + ) (v + v)) = 0.
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Piimka v, v,, kterd spojuje body v, v, na kruhu (c), m& rovnic
Ax+ By +C=0;
snadno shledime, e plati vztahy
(13) v‘+”2=__c(_ﬁlg—g_“ﬁ'”1”—mi:§»
podobné vztahy jsou pro koefficienty rovnice tétivy v; v,
Wx+By+ € =0,

a rovnicc (12%) se tak piepi¥e na

A+iB | Wi 166 :
. =0
C\a—is T — @ss')+ T A —i®) (W —i%D)
i
(14) AN +BY) + @Cf —0.

Hodnoté » odpovidaji dv¢é hodnoty , tedy dvojici (v,, v,) ptisludi
Ctyii osy ¢ary I, vespolek rovnobéiné; rovnice (14) vyjadiuje podminku,
aby dvé &tvetfiny os byly na sobé kolmy.

Rovnice (14) ukazuje, Ze piimky A B €, A’ B’ € jsou spolu harmo-
nicky sdruzeny vudi kuzelosedce

€2

(15) W+ B+ 55 =0,

kterda je kruh pomyslného poloméru
(15*) 4+ 4 3c2=0,

Takto je kazdé ose (Ctveriné os) &ary [I' pritazena tétiva kruhu (),
spojujici stopy os kiivosti prisluinych k rovinim oskulaénim osu uréu-
jicim; dvé osy Cary [ jsou pak na sobé kolmy, jsou-li representalni tétivy
harmonicky sdruZzeny vuéi kruhu (15).

Nechdame-li osu (u#, #,) pevnou, probihaji representadni tétivy v, v,
svazek, jehoZ sticd je pél tétivy v, v, va&i kruhu (15), body v,, v, tedy
tvofi involuci, a odpovida jim involuce &tvefin os fary I

Pievedme nas vysledek na parametry u,; budte rovnice tétiv

1y Uy Adx+ByL+C =0,
Hy U, A"y 4+ B'yv+C =0;
pak bude dle (13)
N 4 C? , A*+ B?
w4+ ult= (u, + 1> —2u 0, = A —iBp —2 ¥ __t B)?

2 2= (A + By |
¢ (4 —iB)2 !

U+ oy =
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rovnice (12%) pak zni

[ A+1B (A’+zB')2J

A — 1'_];‘_ i B’
i 4 2 -4+ BY ' 202 —c (4% + B? -0
I (A—zB) (A’ —zB’)
¢ili po tpravé
(16) (A2—B) (A% —B*) +4ABA'B
o (s E) (w20

Tato rovnice vyjadiuje, Zc piimky A4 BC, A’ B’C’ stanovi na
kruhu (c) body, jichZ parametry ¢, ¢,, ¢, @, davaji osy kiivky I' na sobé
kolmé. Podrzime-li osu (@, ¢,) pevnou, podava (16) rovnici kuzclosedky,
jejiz teCny uréuji osy kolmé na osu (g, @,).

Ubézné body &ry (16) maji rovnici

(42 — B?) (47 B’2)+41b’4B’+%¢’(.42+BZ)=O,
2
o= an s e 2C
C

Diskriminant zni

1
447B?% (4% —B* + —'3— @) (B2 — A%+ - )

1
= (A,2 + B,Z)2 - _9 ¢I2 ;

devateronasobek diskriminantu ma hodnotu

4C” c?-
7] 2 -z 2 2~
8(47? + B?)? + (4 + B Cg),
ktera jec kladna (v pfipadé realnych ¢, a @,), ponévadZ plati
A%+ B?— C >0,

jakmile body (u,, #,) urfujici osu fary I jsou realné. KuZelosecka (16) je
tedy hyperbola v tom pfipadé.

Jeji ohniska jsou realné body na tefnich hovicich podmince
A2+ B2 =0,
Vloime B =i A do rovnice (16); vyjde

; ’ ’ 4 C2
(47— B2+ 2id’B) 42 —@ 5 =0,
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odtud pak
A _y/9 4 —iB B _V'?‘ B4
¢ = Vsa a25pr ¢~ V32 A7 BT
Rovnice te¢ny bude
’ ’ : ’ ’ , ” /302
A'x - By+i1(4A’y—B x)—l—(Az—l—B-)\ D =0;

je-li @ > 0, t. j. protini-li primka i, #, kruZnici

Byt — =0,

3

|I-'r

Do

je tieti &len realny a ohniska lezi na pfimce
A’y —B x=0,
kolmé na u, u,. Je-li viak @ <0, t. j. lezi-li ptimka u, u, zevné Feceného
kruhu, bude V@ ryze pomysiné, a ohniska lezi na piimce
A’ xH- B v =0,
rovnobéZné s primkou #, u,.
Pro vystiednost mame odtud

e=cv‘5\_/A’2+B'2 ® -1
i @’ ? A12 + BI2 62 )
kde 0 znadi vzdalenost piimky u,#, od bodu O. Tudiz
e V3

‘TVa—sey

Pro &iru (16) lze uréiti libovolny pocet tefen u, u, na zikladé piimek
v vy, jeZ tvori svazek. Zvlasté piimky tohoto svazku, které jsou tecnami
kruhu (¢), vedou k param bodi #, u, diametrilné protilehlych, které
davaji tedny prochizejici sttedem krivky O, t. j. asymptoty. — Jsou-li
uhly ¢, 9, komplexni veliiny sdruZené, bude osa (¢,, ¢, kiivky T
realnou. Je-li osa (¢, ¢, uréena body pomyslné sdruzenymi, nejsou pra
seky w,, u, body realné, rovnéZ ne prislusné body v, v, ale pfislusna
piimka v, v, bude realnou rovn&? jako u,#, Padneli pél ptimky w, v,
vudi kruhu (15*) dovniti kruhu (¢) — t. j. je-li jeji vzdalenost 4, od boda O
vétdi nez 3 ¢ — budou asymptoty kuZeloset¢ky (16) pomyslny a €ira sama
tedy ellipsou.

Uhel 1’—“—;———‘& = @, jest realny, a je to smér ptimky kolm* na u, #,;

piimka v, v, pak mé svoji normélu ve sméru 2 ¢, Vzdalenosti 4 a d, téchto
piimek od bodu O jsou v zavislosti vyjadiené vztahem

cdy=202—c,

Rozpravy: Ret XXII. Tk, IL C. 88, XXXIII. 6
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vychazejicim z identity cos 2 @ = 2 cos® @ — 1. Tim jsou ptfmky v, v, —
t. j. jich svazek — ur&eny také v pripadé, kdy piimka w,u, neprotind
kruh (c). )

Cara (16) je pak ellipsou v pripadé ¢ > ¢ V2, a degeneruje v pi-
padé ¢ = ¢ V2, kdy pak jeden z bodn v, v, je stilym bodem kruhu (c),
jakoZto vrchol svazku v, v,.

Bud dale A sticd tohoto svazku ; paprsck jeho kolmy na piimku O 4
dava body v,, v,, jimZ piislvieji body #,, u, (vedle dalsich 3 pari) urdujici
tenu kuzelose¢ky (16) kolmou na (po piip. rovnobéznou) u, u,, t. j. te€nu
vrcholovou. Celkem vychdizeji tak 4 tétivy u, #,, jeZ jsou vrcholové te€ny
kuzelose¢ky. —

Na zakladé véty o riznobéZnych osich ¢ary [ vime, Ze osy (u;, u,)
sekovci osu (u,, #,) davaji tétivy kruhové u, u, ve svazku 6. Osy (u,, u,)
protinajici kolmo osu (u,, #,) uréime tedy pomoci tefen ¢ary (16) vedenych
z bodu ¢ ; naproti tomv osy komplanirni odpovidaji te¢nam z bodit u, a u,
na kruhu (c).

,,Mezi osami ¢ary I” jsou dvé, je’ kolmo protinaji osu danou,
nelitaje v to dva pary os s danou osou komplanirnich.*

Ur¢ime ptimo z rovnice (16) nekteré tetny. Prvni dva ¢leny rovnice
lze psiti

(AA’+ BB)— (A B — A’ B)?;
Cira ma tudiZ te¢ny (4, B, C) hovici rovnicim
2
(179 A2+Bz—%—=0,AA’—|—BB’=i(AB’—A’B).

Jsou to tedny kruhu

2
amn x2—|—y2—i2-=0

rovnobéiné s ptimkama
(A4"+ B)yx—(A"—B)y =0,
(A’ —B)x+ (4’ + B)y =0,
jeZ jsou na sob& kolmy.

Osy kuZelosetky (16)

A'x+By=0 A'y—B' x=0

protinaji kruh (¢) v bodech, které jsou vrcholy &tverce; jeho dva piry
protéjich stran jsou zvrhlé kuZelosetky svazku

A2 +92—c%) =24"B" (x®—y) —2 (A2 —B?xy;
diskriminant této rovnice
@4 [# — (47 + B
vymizf pro + 4 = A”2 4 B”, coiz d4dva piimky

(17%)
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(A’ F B2+ (4’ + B)2y? +2(47 —BYxy= (4" + BY &
¢ili
(4" + B) 2+ (4" B) y]* = (4" + B?) ¢},
rovnobézné s piimkami (17°); ponévadZ jsou to strany vepsaného Etverce
do kruhu (¢), jsou te€nami kruhu (17), t. j.

,,0sy hyperboly (16), rovnobézka a kolmice na #, #, z bodu O, stanovi
na kruhu (¢) vrcholy ¢tverce, jehoZ strany jsou tenami hyperboly (16).

Sine-li se piimka wu,#, zistivajic rovnob&ina s pevnym smérem,
neméni se osy hyperboly a uvedené &tyii tedny, hyperboly tvoti fadu
kuzelosedek (€ar 2. tiidy). Z téch jedna se rozpadd ve dva body ubéiné
na stranach tverce, pifsludnad piimka u, u, dotyka se kruhu (17); druhé
dvé ¢&iry rozpadaji se v pary protilehlych vrchold, bude jeden z bodi
u;, 1, pevnym dvojznan¢, rovnéZ jeden z bodu v,, v, (a sice jednoznacné),
tedy stfed svazku v, v, lezi na kruhu (c), jeho polira pro kruh (15*) padne
mimo kruh (c), t. j. pfimka v, v, kruh (c) neprotne, rovnéz tedy lezi u; u,
mimo (c).

Vychdzi to také z diskriminantu rovnice (16)

_;- @+ A2 — B~ 24’ B, 0
24'B —;-di’—A’2+B’2, 0 ,
9
2 o
0, 0. .

jenZ vymizi pro @ = 0 (kdy u, #, je te¢nou kruhu (17)) a pro dalsi dvé
feSeni pomyslna.
Ptipometime je$té, Ze podminka, aby se osy (u;, #;) a (#,, u,) pro-
tinaly — pokud nejsou komplanirni — se vyjadiuje vztahem
BC' 4+ B'C =0,
jezto z hofejsich vztahit vychazi
nw 1 + 9.

V ptipadé, kdy kuZelosetka (16) se rozpada ve dva ab&Zné body,
maji tétivy ¢, @, kruhu (c) staly smér, totiZ jsou rovnobéZiny s te&nou

bodu ¢, a pii tom je ¢, = @, + —. Tu pak osa (¢, ¢,) je pruse ro-

vin s rovnobéinymi pidorysnymi stopam1
6*
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xcos2 @y + Vsin2@,—2zV3 = dccos Py
xcos 2@, +ysin2e@, + 1V3 = + 4 ¢ sin ,,
a tedy je rovnobéina s rovinou V xy.

Pro osu (¢,, ¢,) mime podminka @, 4+ ¢, = 2 ¢, (mod. 2 x); béteme-1i
uhly ¢,, ¢, v mezich — # a z, bude piesné ¢, + ¢. = 2 ¢, ; pro jeji pudorys
mame rovnici ()

_ Sif

®, — @,
cos%

XS 2 @y —3ycos2qg, = 2c

> o I » I A n
t. j. zastava kolmy na smér 2

Provedme transformaci souiadnic

+ 2 q, osy (¢, ¥,), jak ziejmo a priori.

X=xcos2gg--ysin2q, ¥ —xsin2p, + vcos2q,
pevni osa ¢ (p,, ¢,) mi rovnice
(@) X =2c(cosw, + sinep,y), 2 V3= —2¢ (cos @, + sin p,)
a pro osu p (g, ¢, nalezneme

Y — — 2 SiH @y ’
#) © Cos (py — @)

X cos 2 (p, —ps) —z V3 = 4 ¢ cos g, cos (py —w@y);

hodnotim neodvislym ¢, odpovida tak oo! piimek p, jez tvoii plochu
shorcenou.

Znamenejme @, — @y = @, CC0S @y = g, ¢ Sin ¢y = h, rTovnice (p)
znéji pak
(18) = —————, Xcos2a—ZV3=4gcosa,

kde « je proménny paramétr. Strik¢ni ¢ara je obrys v roviné X Z a je to
kuzelosecka

Xo= b BVE= —g DIIERE
¢ili
(19) XoXo+2ZyV3) +2g2=0, Yo+ 2X, g 9y = O.
Plocha os (18) ma rovnici
(18%) Y2(X+2ZV3) =8mX +8ghY,
z niz vychazi, Ze na plode lezi piimka (prochazi bodem V)
(20) X+2ZV3=0,hX+4gY=0.

Plocha na3e tedy je konoid, jehoZz tidici dtvary jsou rovina X Z
a pfimka (20), mimo to hyperbola (19).
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Tento konoid je geometrickym mistem os &ry I (2 = 2¢), které
stoji kolmo na daném sméru -;— + 2@, v roving V xy; fidici rovina je

rovnobézna s osou V z a s danym smérem 2 o,, fidici pfimka je prise€ rovin
y = x1g @, xcos2tp3+ysin2tp3+zv?_)=0,

t. j.
x Y z

oS g Si9 @y %3_‘. cos @y
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. Tétivy stanovené hlavnimi norméilami na zdkladnim valm x’ + ;v2 c2

Plocha teden; jeji pronik s vilcem 4® 4 »* = a® se rozpada ve dvé ¢ary (Q)
a (Q') ; sttedni epicykloida na plose teten, trojiny stdlého poméru. Cary QP =
konst. a Q’P = konst. Rotatni plochy 2. st. se stitedem V, vepsané vélci (a),
protinaji plochu teden v &ardch QP : Q’P = konst. ; jich pidorysy jsou epicy-
kloidy. Rozvinuti plochy teten v rovinu. Definice ¢ary jako sférické evol-
venty kruhu

. Né&které pruméty centré.lni a kosouhlé ééry F v prlpa.dé a= 2 c: ka.rdlolda.,

Diokletova cissoida, dvolovala, Konstruktivni zjednoduseni, jez v tomto pfi-
padé nastanou

. Zvlastni ptipad a = 3 ¢. Centra’.lni prﬁrnéty z bodu vratnych a z budu dvoj-

ného

. Dalsf avahy o ploée h]a.vnlch normal la = 2 c) Podm(nka a.bv éest hl normél

mélo spoleénou seénu; stanoveni zvlastni pfimky na oskulagnim paraboloidu

. Plocha hlavnich normal v piipadé @ = 3 ¢; rovnostranné trojihelnfky bodu

(p, 9 + 120°, @ { 240°) o spoleiné roviné normdlni . .
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11,

12,

13.

Strana

Oskulaéni rovira a plocha tefen v pipadé a = 2¢. Ctvefina oskulatnich
rovin jdcucich spoleénym becdem. Spoleéné seény hlavnich normdl ptislus-
nych bodn tvoif komplex 3. stupné. Jednoduchy vztah mezi priscky plochy
normal s piimkou sméru Oz a oskulatnimi rovinami ptisludnych bodu
¢ary I Konstrukce normal nefroidy z priscéného bodu jinych dvou normal.
Parameiry pruiseciku s rovinou. Zvlastni rovinné &tvefiny. Geometrické
misto bodu, v némz se protinaji oskula¢ni roviny sestrojené ve tiech pruse-
cich &ry s jeji rovinou oskulaéni, jest ellipsa.

Osy tary I', které seckou urditou osu, tvoii plochu 2. stupng .

O plode teécn @ = 2¢. Plochy druhého stupné vepsané ploe tecen se ji doty-
kaji podél &ar 4. stupné a obsahuji uréité 4 teény. Prased plochy s rovinou
teénou promita se do zdkladni roviny v protidpatnici strofoidy .

Osy &ary Sroubové @ = 2 ¢. Osy protinajici urditou osu &iry I' tvofi vepsany
hyperboloid. Fokélni body kongruence os. Konstrukce os kolmych na danou
osu, Osy kolmé na dany smér v zakladni roviné tvoti konoid 3. stupné .

Tabulka s obrazy 1. a 2.
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